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1. GIRIS

1.1. Stanistaw Marcin Ulam Kimdir?

Stanistaw Marcin Ulam 13 Nisan 1909 tarihinde Avusturya-Macaristan’a bagl Lviv’de
(simdiki Ukrayna) dogmustur. Matematik egitimini Lviv Politeknik Enstitiisi’nde almistir
(Internet 1, t.y.). Ulam, 1929°da ilk bilimsel ¢alismasini yazdi ve 1933 yilinda doktorasini
aldi (Kacper, J., 2018). Ulam, kurucular1 Hugo Steinhaus ve Stefan Banach olan Lviv

Matematik Okulu’nun bir iiyesiydi (Internet 2, t.y.).

1935 yilinda Ulam’in Varsova’da tanistigi John von Neumann onu birkag ayligina New
Jersey’de bulunan Princeton’daki Yiiksek Arastirma Enstitiisii’ne davet etti. Aralik ayinda
Amerika’ya gitti. 1936°dan 1939’a kadar, yazlar1 Polonya’da ve akademik yillarini
Cambridge’deki Harvard Universitesi’nde gegirdi (Internet 2, t.y.).

1940 yilinda Ulam, Wisconsin Universitesi’ne yardimci dogent olarak atandi. 1941°de
Frangoise Aron ile tanist1 ve evlendi. Ayrica Amerikan vatandaslhigina basvurdu ve 1943
yilinda Amerikan vatandasi oldu (O’Connor J. J. and Robertson, E. F., 1998).

Ekim 1943’te Hans Bethe’den New Mexico’daki gizli Los Alamos Laboratuvari’nda
Manhattan Projesine katilma daveti aldi1 (Baskan Franklin Delano Roosevelt’in emriyle
baslatilan Manhattan kodlu bir hiikiimet projesidir). Los Alamos’ta Ulam diger fizikgiler
ve matematik¢ilerle birlikte atom bombasi yapimi tlizerinde calisirlar. Bir patlamada,
yiiksek sicaklik ve basing nedeniyle kati maddeler sivilara ¢cok benzer sekilde davranir. Bu
niikleer patlamay1 bozacak asimetrileri tahmin etmek ve en aza indirmek i¢in hidrodinamik
hesaplamalara ihtiya¢ duyuldugu anlamma gelir ve Ulam bu hidrodinamik hesaplamalari
yapmaktan sorumludur. Bu, mitkemmel kiiresel patlamaya ulasmak i¢in gerekli olan uygun
bir patlayic1 lensin tasarimi i¢in ¢ok &nemlidir (Internet 3, t.y.). Burada fizik¢i Edward
Teller ile birlikte ¢alisan Ulam, flizyon bombasi {izerinde yapilan ¢alismalarda karsilagilan
onemli bir problemi sikistirmanin patlama icin gerekli oldugunu ve bir fisyon bombasindan
gelen sok dalgalarmin ihtiyag duyulan sikistirmayi saglayabilecegini one siirerek c¢ozer.
Ayrica dikkatli bir tasarimin mekanik sok dalgalarini, flizyon yakitinin hizli yanmasin

tesvik edecek sekilde odaklayabilecegini onerir. Teller ise termoniikleer yakiti sikistirmak


http://atomicheritage.org/profile/fran%C3%A7oise-aron-ulam

icin mekanik soktan ziyade radyasyon patlamasmin Kullanilmasini onerir. Teller-Ulam
konfigiirasyonu olarak bilinen bu iki asamali radyasyon patlamasi tasarimi, modern

termontikleer silahlarin yaratilmasina yol agar (O’Connor J. J. and Robertson, E. F., 1998).

Temmuz 1945°te bir test patlamasi gergeklestirilir ve basarili olur. Agustos ayinda
Hirosima ve Nagazaki’ye iki bomba diiser. Olaydan yillar sonra, Polonyali bilim adami
itiraf eder: “‘Hirosima’y1 6grendigimde ve yikimin fotograflarin1 gordiigiimde, ilk basta
sasirdim. Aniden, beynimde tuhaf bir zihinsel sigrama ortaya ¢ikti: Bir tahtaya beyaz
tebesirle yazilan rakamlar ve hemen sonrasinda gezegenin yiiziinden {iiflenen bir sehir.”

(Stanistaw Ulam, Nisan 2021).

Los Alamos’ta iken Ulam, John von Neumann ile birlikte rastgele sayilara sahip
istatistiksel Ornekleme yoOntemini kullanarak matematiksel problemlere ¢oéziim arayan
Monte-Carlo yontemini inceledi. Monte-Carlo yontemi simdi matematiksel bilgisayar
yazilimlarinda yaygin olarak kullanilmaktadir (O’Connor J. J. and Robertson, E. F., 1998).
Elektronik bilgisayar kullanimi sayesinde daha da yaygmlasan bu yontem silah
tasariminda, matematiksel iktisatta ve islem arastirmalarinda uygulama alani bulmustur

(Dzimira-Zarzycka, K., 2018).

Ulam ayni1 zamanda bilgisayarin esnekligini ve genel yararliligini gelistiren ¢alismalar
yapti. Ulam basta kiimeler kurami, matematiksel mantik, gercek degisken fonksiyonlari,
termoniikleer etkilesim, topoloji ve Monte Carlo Kurami olmak {izere bircok alanda
uzmandi (Dzimira-Zarzycka, K., 2018). Ayrica Ulam, bir dizi atom bombas1 patlamasiyla
harekete gecirilmesi planlanan uzay araglarina odaklanan Orion projesine katildi. Ulam,
Project Rover tarafindan takip edilen roketlerin niikleer itis sorununu ele ald1 ve Rover’in
niikkleer termal roketine bir alternatif olarak itis i¢in kiigiik niikleer patlamalardan
yararlanmay1 6nerdi. Fermi ve John Pasta ile Ulam, dogrusal olmayan bilim alanina ilham
kaynag1 olan Fermi-Pasta-Ulam problemini inceledi. Ayrica yildiz kiimeleri ve ¢ift ve Gi¢li
yildizlarin olusumlar1 sirasinda evrimin astronomik bilgisayar simiilasyonlarini yaratti

(Kacper, J., 2018).

Ulam Los Alamos’taki ¢alismalarini tamamladiktan sonra Colorado Universitesi’nde

Matematik Boliimii dekani oldu. Daha sonra, 1968-1975 yillar1 arasinda Colorado Tip


https://tr.wikipedia-on-ipfs.org/wiki/Matematiksel_iktisat.html
https://tr.wikipedia-on-ipfs.org/wiki/K%C3%BCmeler_kuram%C4%B1.html
https://tr.wikipedia-on-ipfs.org/wiki/Matematiksel_mant%C4%B1k.html
https://tr.wikipedia-on-ipfs.org/wiki/Topoloji.html
https://tr.wikipedia-on-ipfs.org/wiki/Monte_Carlo_benzetimi.html

Okulu’nda biyomatematik profesorii oldu. 13 Mayis 1984°te kalp krizi nedeniyle Santa
Fe’de olda (Kacper, J., 2018).

Ismini tasiyan bazi teoremler sunlardir: Borsuk-Ulam Teoremi, Mazur-Ulam Teoremi,
Hyers-Ulam-Rassias Kararliligi, Sansli Numara, Ulam Helezonu, Ulam Varsayimi (Sayilar

Teorisi), Ulam’1in Konjonktiirii, Ulam’m Oyunu, Ulam Numaralar1 (internet 2, t.y.).

Baslica kitaplar1 sunlardir: 1- A Collection of Mathematical Problems (1960; Bir
Matematik Problemleri Derlemesi), 2- Stanistaw Ulam; Sets, Numbers and Universes
(1974; Stanistaw Ulam; Kiimeler, Sayilar ve Evrenler), 3- Adventures of A Mathematician
(1976; Bir Matematikginin Seriivenleri) (Dzimira-Zarzycka, K., 2018).

1.2. Ulam’n Ortaya Attigi Problemler

Stanistaw Ulam, Wisconsin Universitesi Matematik Kuliibiine 1940 yilinda verdigi meshur
konusmasinda birgok ¢6ziilmemis problem sunmustur. Bu problemlerden biri fonksiyonel

denklemlerin kararlilik teorisinin baslangi¢ noktasi olmustur (Ulam, 1940).

Matematik alaninda kararlilik kavrami daha genel bir bakis acisiyla su sekilde ifade
edilmistir: Bir teoremin hipotezlerinin ‘‘biraz’’ degistirilmesiyle teoremin hipotezinin hala
dogru oldugu ya da ‘‘yaklasik’ dogru oldugu iddia edilebilecegi ne zaman dogrudur

(Ulam, 1940)?

Kararlilik kavrami, dogal olarak mekanik problemlerde ortaya ¢ikti. Matematiksel olarak
bu durum bir problemin ¢oziimiiniin baslangi¢ parametrelerine bagl olarak siirekliligi ile
alakalidir. Bu siireklilik ¢esitli sekillerde tanimlanabilir. Genellikle ¢oziimlerin sinirliligini
keyfi uzun zaman igin kanitlamak yeterlidir. Ornegin, ilk noktadan itibaren herhangi bir
zamanda sistemi temsil eden noktalar arasindaki mesafenin smirliligi vb. kararlilik
problemleri fizigin diger dallarinda ve hatta soyut matematikte bile ortaya ¢ikar (Ulam,
1940).

Bu c¢alismada genel olarak uygulanabilir bir Kkararlilik tanimi formiile etmeye
caligmayacagiz ancak bunun yerine ozellikle fonksiyonel denklemlerin g¢6ziimlerinin

kararliligi ile ilgili bazi problemler formiile edecegiz (Ulam, 1940).



Genel fonksiyonel denklemler i¢in asagidaki soru sorulabilir:

Verilen bir denklemden biraz farkli olan bir denklemin ¢oziimii, verilen bu denklemin
¢Oziimiine yakin olmasi1 gerektigi ne zaman dogrudur? Benzer sekilde, belirli bir
fonksiyonel denklemi fonksiyonel bir esitsizlikle degistirirsek, esitsizligin ¢oziimlerinin
denklemin ¢oziimlerine yakin oldugu ne zaman iddia edilebilir (Ulam, 1940)?

Bu duruma o6rnek olarak Hyers’in (1941) verdigi su sonug gosterilebilir:

Eger f(x) fonksiyonu;

fx+y) = (F +f»)| <=

esitsizligini her yerde saglayan tiim reel x’ler igin tanimli Glgiilebilir reel degerli bir

fonksiyon ise,

l(x+y) =10) +1(y)

ve

H(x) — f(X)]| < ¢

olacak sekilde bir [(x) = ax fonksiyonunun var oldugu gosterilebilir. Bu durumda,

f+y)=f)+f()

lineer fonksiyonel denklemi esitsizlige gecise gore Kkararlidir deriz (Bu arada, f(x)
Olciilebilir olmasa bile, esitsizligin ¢6ziimiiniin esitligin muhtemel Slgiilemeyen ¢oziimiine

yakin oldugu sdylenebilir.) (Ulam, 1940).

Daha genel olarak, herhangi bir metrik grup G i¢in G’nin bir e-otomorfizminin kesin bir
otomorfizme yakin oldugu dogru mudur? (Bir e-otomorfizmi, her x,y € G igin

p(f x.y), fx).f (y)) < ¢ olacak sekilde G’den kendisine tanimli bir f donlisimii



demektir.) Bu durumda f fonksiyonuna bagli olmayip sadece G’ye bagli olan bir k sabiti
ve f’e bagl olan a(xy) = a(x).a(y) 6zelliginde bir a(x) var olmalidir dyle ki her x i¢in
p(a(x), f(x)) < ke olur. Bunun, rnegin tiim siirekli veya 6lgiilebilir f fonksiyonlari igin
saglanmas1 gerekir. Hyers’in yukaridaki sonucu, G toplamaya gore reel sayilar grubu
oldugunda soruyu cevaplar. Hyers ayrica, G’nin daha genel bir vektér uzayr oldugu
durumlarda da sonuglar elde etti. Hyers ve Ulam, baska bir makalesinde, soruyu, bazi
sonsuz boyutlu vektdr uzaylari i¢in olumlu bir sekilde cevaplamaktadir. Bu ve diger
orneklerde, kararliligin sonsuz aralikta formiilasyonu i¢in fonksiyon uzayinda bir metrik
gerektigine dikkat edilmelidir. Bu durum elbette diferansiyel denklemlerde veya
diferansiyel denklem sistemlerinde kararlilik problemine iliskin tiim klasik ¢alismalarda da
gecerlidir. Coziimlerin normda daha giiclii diizglin yakinsamasi veya noktasal olarak zayif

yakinsamasi arastirilabilir (Ulam, 1940).

Déniisiimlerle ilgili birgok soru, kendisini benzer sekilde gosterir. Oklid uzaymnda 6lgiimii
neredeyse koruyan bir doniisiimiin, tiim alt kiimelerin 6l¢iimiinii kesinlikle koruyan bir
doniisiime yakin oldugu gosterilebilir. Bu daha genel Slgiilebilir uzaylarda kanitlanabilir
mi? Gereklilige ¢cok ¢ok yakin olan bir doniisiim kesin olarak gerekli olan bir doniisiime
yakin midir? Neredeyse irrasyonel olan doniisiimler hakkinda ne séylenebilir? Diferansiyel
ifadeleri iceren oOzelliklerin kararlilig: ile ilgili yukaridaki gibi sorular, diferansiyel
ifadelerin kararliligi hakkinda genel sorunlara yol agar. Asagidaki sonu¢ Hyers ve Ulam

tarafindan verilmistir (Ulam, 1940).

£(x) belirli bir n degeri i¢in n. mertebeden tiirevi f™ (x,) = 0 olan reel bir fonksiyon
olsun ve x, komsulugunda f™ (x)’in isaret degistirdigini varsayalim. Her &€ > 0 i¢in bir
8 >0 vardir, 6yle ki €™ smifinmn |f(x) — g(x)] < § kosulunu saglayan her g(x)
fonksiyonu icin, g™ (x;) =0 ve |x; — x| < € olacak sekilde bir x; noktas: vardir.
Hipotezin sadece f ve g fonksiyonlarinin kendilerinin yakinligini icerdigi ve § sayisinin

sadece ¢ sayisina bagl oldugu muhtemelen dikkat ¢ekicidir (Ulam, 1940).

Bu sonucun kismi bir genellemesi elde edilebilir. F (x, f),f ’(x)) ti¢ degiskeninin stirekli
bir fonksiyonu olsun, bazi x,’lar igin F(xg, f(xo), f'(x¢)) =0 oldugunu F’in x,

noktasiin bir komsulugunda isaret degistirdigini varsayalim. Bu durumda tekrar her € > 0



igin bir § > 0 vardir, 6yle ki ¢V smifindan f(x)’e §’dan daha yakin olan her g(x) igin
Xo’a yakin bir x; noktasi vardir 6yle Ki F(xl,g(xl),g’(xl)) = 0 olur (Ulam, 1940).

Hangi kosullar altinda 6nceki teorem F (x, ), ... f ) (x)) veya F (f (x,y) ;%’%’ )

durumlarinda genellestirilmis olur? Iki degiskenin fonksiyonlar: ile ilgili bu tiirden en
ilging soru, (x,,y,) noktasinda birka¢ kismi tiirevin es zamanl olarak 0 olmasina
iliskindir. Burada belirli bir noktanin komsulugundaki ‘‘isaret degismesi’’nin anlami
konusunda dikkatli olmak gerekir. En azindan tiim isaret kombinasyonlariin meydana
geldigini varsaymak gerekli goriiniiyor. n boyutlu durumda bu tiir sorular hakkinda ¢ok az
sey biliniyor (Ulam, 1940).

2. KARARLILIK SONUCLARI
2.1. flk Sonuclar

fx+y)=f(x)+ f(y) lineer fonksiyonel denkleminin ¢oziimleri bir¢ok uzayda
arastirilmistir. Bu boliim boyunca bu denklemin bir f(x) ¢oziimiine bir lineer fonksiyon
veya bir lineer doniisiim diyecegiz. Giris boliimiinde bahsettigimiz gibi Wisconsin
Universitesi Matematik Kuliibii’nde yapilan konusmalarda, Ulam bu denklemin
““kararliligi’” problemine oOnerilerde bulundu. Diyelim ki f(x) bu denklemi sadece
yaklagik olarak saglasmn. O zaman f(x)’e yakin lineer bir fonksiyon var midir? Problemi
agikca ifade etmek i¢in E ve E’ Banach uzaylari ve § pozitif bir say1 olsun. E’deki tim x

Ve y i¢in
If(x+y) = fl)—fWII<é

esitsizligini saglayan f: E — E' fonksiyonu bir §-lineer doniisiimii olarak adlandirilacaktir.
O zaman problem asagidaki gibi ifade edilebilir. Her € > 0, § > 0 igin her f:E — E’
fonksiyonu &-lineer donitisiimiine karsilik |[f(x) — €(x)|| < € esitsizligini saglayan bir
¢: E — E' lineer doniisiimii var midir? Siradaki teorem bu soruya olumlu cevap verir ve €’a
esit bir § alinabilecegini gosterir. f(x) = L(x) + ¢ doniisimi agik¢a en iyi sonugtur ve

£(x) = L(x) olan e-lineer dontisiimdiir, burada L(x) lineer ve ||c|| < &’dur (Hyers, 1941).



Hyers 1941 yilinda yaymladigi ¢calismada Ulam’in (1940) sorusuna uygun bir cevap verdi.
Bu cevap asagidaki teoremde Vverilmistir (Hyers, 1941):

2.1.1. Teorem: E ve E' Banach uzaylari ve f: E — E' olarak tanimli bir §-lineer doniisiimii

olsun. O zaman E’deki her bir x i¢in

f(2"x)
271

) = fim

limiti vardir, £(x) bir lineer dontisiimdiir ve her x € E igin ||f(x) — 2(x)|| < & esitsizligi

saglanir. Ayrica €(x), bu esitsizligi saglayan tek lineer dontisiimdiir.

Ispat. 8-lineer doniisiimiin tammindan ||f(x +y) — f(x) — f(¥)|l < & olur, burada her
x €E igin y =x yazarsak ||f(2x) —2f(x)|]| < & esitsizligi aciktir. Bu esitsizlikte x

yerine % yazilip 2 ile bolindiiginde her x € E igin || 5 £ (x) — f (g) || < oldugu gorillir.

Tlimevarim varsayimi olarak
1277 f () = fFRT0)ll <6(1 =277) (2.1)

esitsizligini alalim. Bu esitsizligi 2 ile bolersek
271 G0 - 27 f Tl < 8 (5 -2 (22)
2
esitsizligi elde edilir.
2 @) - (2| < S esitsizliginde x yerine 2~"x yazilirsa
||2f 2 2 8 g y y
_ _ o 8
1271 27" — fFT ol < (2.3)

esitsizligi elde edilir. (2.2) ve (2.3) esitsizliklerini alt alta toplarsak



12777 f () — fF@T Ol <61 —2771) (2.4)

esitsizligi elde edilir.

(2.1) esitsizliginde tiimevarim yontemi uygularsak

n =1 igin ”%f(x) —f(g) | <g dogrudur.
n=nigin |[|27"f(x) — f27"x)|| < §(1 — 27™) dogru kabul edildiginde

n=n+1ligin||27"1f(x) — F(27" 1x)|| < §(1 — 27 1) dogru oldugu goriiliir.

Boylece tiimevarimla (2.1) esitsizliginin ispatt tamamlandi. Bu nedenle, her x € E ve

biitiin n pozitif tamsayilari i¢in dogrudur.

x € E ve n pozitif bir tamsay1 i¢gin

f(2"x)
on

dn (x) =

fonksiyonlarin1 tanimlayalim. O zaman

f@™x)  fQ@Mx) _ fQMTM2Mx) = 2MTf(27x)
2m 2n 2m

Am(X) = qn(x) =
olur.
E’deki tiim x’ler i¢in (2.1) esitsizliginde m < n i¢in n yerine n — m yazarsak
12" f () = fFR™ M|l < 8(1 —2m7T)

esitsizligi ve x yerine 2"x yazarsak

2™~ f(2"x) = fF2MT2M0)|l < 6(1 —2™7T)



esitsizligi elde edilir. Her iki tarafi 2™ sayisina bolersek

§(1—2m™
& )

Zm

Hzm—nf(znx) — f(2m"2"x)
Zm

esitsizligi elde edilir. Burada

f@™x)  fQ@"x) _ fQMT2Mx) = 2MTNf(27x)
2m 2n 2m

Qm(x) - qn(x) =

oldugundan

§(1—=2mM)

lamG) = 4 (Ol < ——

elde edilir. Buradan E’deki her bir x i¢in {q,(x)} bir Cauchy dizisidir ve E tam

oldugundan #(x) = lim q,(x) limit fonksiyonu vardir.
n—-oo

E’de x ve y olarak farkli iki nokta alalim. f(x) fonksiyonu §-lineer olmak tizere tim n

pozitif tamsayilari igin

If(2"x +2"y) = f(2"x) = f2 )l <6

olur. Bu esitsizligin her iki tarafin1 2" ile bolersek ve n — oo igin limit alirsak

f@x+2my) - F2") — F@ || _ 8
AL AL

fert2y) fN)f@W|| S
21’1 27’1 27’1 27’1

1€(x +y) — 2(x) =] < 0

elde edilir. Bu sonug 0’dan kiigik olamaz, dogal olarak 0 olur. Buradan
L(x+y)=+4(x)+£(y) olur ve bu da #(x)’in lineer oldugunu gosterir. Burada £(x)’in

var oldugunu ve lineer oldugunu gdsterdik.
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Eger (2.1) esitsizliginde x yerine 2™x yazarsak

f@m)
211

oo <o -

esitsizligi ve n — oo’a giderken limiti alinirsa, ||[€(x) — f(x)|| < 6 elde edilir.

Varsayalim L(x), E’deki tiim x’ler igin ||L(x) — f(x)|| < 6 esitsizligini saglayan bir lineer
doniisim olsun ve Oyle ki E’deki bazi y noktalar1 igin €(y) # L(y) olsun.
n > 28/|1€(y) — L(y)|| tamsayisi igin ||[€(ny) — L(ny)|| > 28 oldugu agiktir ve buradan
IL(ny) — f(ny)|| < 6 ve |[€(ny) — f(ny)]|| < 6 esitsizlikleri ile gelisir, ¢ilinkii;

I£(ny) — L)l = [[£(ny) — L(ny) + f(ny) — f ()l
= [[¢(ny) — f(ny) + f(ny) — L(ny)|
<|lt(ny) — fF)Il + |If (ny) — L(ny) |
<6+6
< 26.

Buradan £(x), ||f(x) — €(x)|| < 6 esitsizliginde tek lineer ¢oziim olur. Bdylece ispat
tamamlanmis olur (Hyers, 1941).

Rassias, Hyers teoreminin bir genellemesini Cauchy farkini sinirsiz alarak agagida verilen

teoremle ispatladi (Rassias, 1978).

2.1.2. Teorem: E; ve E, iki Banach uzay1 ve f: E; = E, donilisiimii i¢in f(tx) her sabit x

icin t’ye gore siirekli olsun. 8 > 0, p € [0,1) ve x,y € E; i¢in

If(x+y) = f) = FO
I[P + [y P

<60 (2.5)

olsun. O zaman tek bir T: E; — E, lineer esleme vardir 6yle ki her x € E; igin

If GO - TGNl _ 26

2.6
WP S22 26)
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olur.

Ispat: n bir tamsay1 ve baz1 8 > 0 igin

[lxI”

|55 - @) <0 ni mp-1) 2.7)
m=0

esitsizliginin saglandigini iddia edelim. Timevarimla bu iddianin dogrulugunu kontrol

edelim:

|“5=-reo]

n =11icin
¢ I

< 0 olur. Simdi bunu gosterelim:

0 = 0ve 0 <p < 1igin (2.5) esitsizliginde y yerine x yazarsak

If(x+ %) = fO) = O

<6
[P + []x|IP
olur. Bu esitsizligi diizenlersek
If 2x) = 2f )l _ 0
2]lx|lP B
ve
2x)
2|52 -1
<
2||x]I
esitsizliginden
f@x)
|52 - e - 2.8)
[P B

elde edilir.



n = n i¢in (2.7) esitsizliginin saglandigini varsayalim.
n =n + 1 i¢in dogrulugunu ispat edelim:

(2.7) esitsizliginde x yerine 2x yazarsak

(2"2x)
|2 -reo]
<6 Z 2m®-1)
2P -
1 f 2n+1x
A il
<6 z 2m(p-1)
-ZT’IIxIIp —
|| f(z"“x) f(zx) ||
2n+1
<6 z 2m(p-1)
2”‘1|lelp
f(2™x)  f2x) n-1
S 2 g opt Z om(-1)
R 4
f™x)  f2x) n-1
= 1L 2™ 2 1< Z 2mP-1)p-1
I[P 4
f(2™*1x) _ fx) n-1
= Il 2" 2 ll g ) pmt+D)(-1)
R 4

elde edilir. Simdiburadam =0->m =1, n—1 -» n, m + 1 - m olarak donustiriirsek

2n+1

n
2= <o. Z 2me-1)
1P N
m=1

|55 -2

olur, buradan

| f(2n+1

ontl ——f(2x)|| <0 Z om(p-1)

llxI1P

elde edilir. (2.7) esitsizliginde n yerine n + 1 yazarsak tiggen esitsizliginden

12
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1 1 1
e @) =5 f@0)|| + |50 - £

e f@0 — f)| <

n n

< BllxllP Y 276D + gl < Bllx|lP Y 2m6=
m=1 m=0
elde edilir. Boylece
f(2n+1
| on+1 f( )” <0 Z zm(p 1) <6 z Zm(p 1) _ -9 1 _ 20
llx|1P T 1-3_op
olur. Yani

|52 - 7o __20 2.9)
[l ||? T 22

esitsizligi elde edilir. Ciinkii 0 < p < 1 oldugundan ¥22_,2™®~D ifadesi 2/(2 — 2P)

ifadesine yakinsaktir.

(2.9) esitsizliginde x — 2™x yazarsak

[z ron)

212 || x||P

ve burada da 2n — m yazarsak, 2" = 22""" = 2Mm~" glup

|G=r-rem||
2 xlP 2n

Zm
2 ram

20 »
— - lIxl

< nlp-1)
<z

elde edilir. m > n > 0 i¢in

1
o [FEm] - [F @)

|5 trzman - —[f(Z”x)]”
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20
2-—12p

< n(p-1) [lx]|?

olur. Buradan
1 1
lim [ [r @01 - = [F @0l = 0

elde edilir. Fakat E, bir Banach uzayi olarak tamdir, bundan dolay1 {[f(2"x)]/2"} dizisi

yakinsar.

1
= |i — n
T(x) = lim o [f(2"x)]
tanimlarsak ve (2.5) esitsizliginde x — 2"x ve y — 2™y yazarsak

If[2"(x + y)] = fI27x] = F[2"y]Il < 6lI12"x]IP + [12"y1IP) = 2™ 6 ([Ix|P + lly[I")

buluruz. Boylece her iki tarafi 2™’e bolersek
1 n n n n(p-1)
o 1127 Ce + )] = f127%] = fI27y ]I < 2772 01« + 11y 1IP)
veya
. 1 n n n ; n(p-1)
T 127 (e + )] = f27%] = L2711 < lim 27275 6 (llxlI” + 1y [17)
veya

1 1 1
im —f[2"(x + y)] — gim — f[2™x] — lim —f[2"y]|| =0

71—)00 n AL n—oo 21

veya her x,y € E; igin

IT(x+y)—Tx) —TI| =0
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veya her x,y € E; igin

Tx+y)=Tx) +T()

olur. Her x,y € E; igin T(x +y) = T(x) + T(y) oldugunu gosterdik. Ayrica her r € R
icin T(rx) = rT(x) oldugu da gosterilebilir. Bundan dolay1 T bir lineer eslemedir. (2.9)

esitsizliginden asagidaki esitsizligi elde ederiz:

[f (2™x)]
el e
bt Il = e 2 — 2P
veya esdeger olarak
ITCoO — F@I _
[Pallg B
Buradan
20
= 2.10
T (2.10)

olur. Boylece (2.6) esitsizligini elde ettik.

Simdi T’nin boyle tek lineer doniislim oldugunu kanitlamak istiyoruz. Varsayalim ki
g:E1 = E, ve x € E; igin T(x) # g(x) olacak sekilde bagka bir tane daha olsun. O zaman

oyle bir &, = 0 vardir ki 0 < g < 1 sayisi igin

lg) = FEOIl _

<&
l|x ||

saglanir. (2.10) ile tiggen esitsizligi kullanarak

ITCx) =gl < ITCx) = FEOI + 1If ) = gl < ellxl[P + & llx]|?
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elde edilir. Buradan

1 1 1
I7G) = 9@ = |17 Gu0] =~ lgGu0]| = S 1T () = gl
< %(EIIanI” + &1llnx|9) = nPellx||P + n9 ey x|

olur. Boylece her x € E; i¢in lim||T(x) — g(x)|| =0 ve buradan her x € E; igin
n—>00

T(x) = g(x) olur. Boylece ispat tamamlanmis oldu.

Bu Ulam’in sordugu problemleri ¢ozer: Yaklasik olarak lineer doniisiimiin yakininda lineer
doniisiim ne zaman var olur? Bu durum p = 0 i¢in Hyers tarafindan cevaplanmistir.
Boylece burada Ulam’in problemine genel bir ¢oziim bulmayi Rassias basarmis oldu

(Rassias, 1978).
2.2. Diferansiyel Denklemlerde Ulam Anlaminda Kararhhk

Bundan sonra Alsina ve Ger (1998)’e ait olan bir ¢alismayi inceleyecegiz. Bu ¢alismada
Alsina ve Ger y' = y seklindeki en basit diferansiyel denklemlerin kararlilik kavramini

inceliyor.

Reel tistel fonksiyonun en klasik tanimlarindan biri f(x) = e* iistel fonksiyonunun f' = f
diferansiyel denkleminin tek asikar olmayan (sabitle ¢arpim hari¢) ¢dziimii olmasidir.

Simdi amacimiz bu denklemin Hyers-Ulam kararliligin1 ¢aligmak, yani verilen & > 0 i¢in
If'Cx) —f)l < ¢ (2.11)

esitsizligini incelemektir (Alsina ve Ger, 1998).

Bundan sonra tiim negatif olmayan reel sayilar kiimesi R* i¢in herhangi bir reel arahg: ele

alacagiz. Bir f fonksiyonu tanim kiimesine ait her x,y i¢in |f(x) — f(y)| < k|x — y|
saglarsa k-Lipschitzyan fonksiyon olarak adlandirilacaktir (Alsina ve Ger, 1998).
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2.2.1. Teorem: g: I = R bir tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. O zaman

(i) Herx € I i¢in g(x) < g'(x) esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul

gx)=i(x).e*,x €l (2.12)

bi¢ciminde ifade edilebilmesidir, burada i:I - R keyfi bir azalmayan tiirevlenebilir

fonksiyondur;

(ii) Her x € I igin g'(x) < g(x) esitsizliginin saglanmas1 icin gerek ve yeter kosul

gx) =d(x).e*,x €l (2.13)

bi¢ciminde ifade edilebilmesidir, burada d:I - R keyfi bir artmayan tiirevlenebilir

fonksiyondur.

Ispat: Eger g(x) < g'(x) ise 0 zaman i(x) = g(x).e™* seklinde tammlanmis i:] - R

fonksiyonu tiirevlenebilirdir ve her x € I i¢in

'x)=g'(x).e ™™ —gx).e*=(g'(x) —g(x)).e7*=0

saglanir. Bu nedenle i azalmaz ve (2.12) buradan elde edilir. Bunun tersi de dogrudur. (ii)

kismu (i)’deki g’yi —g ile degistirerek kanitlanir (Alsina ve Ger, 1978).

2.2.2. Teorem: € > 0 verilsin ve f:1 — R tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

her x € I i¢in

If'(x)—f)| <egxel

esitsizliginin saglanmasi igin gerek ve yeter kosul f fonksiyonunun

f(x) =¢c+e*t(e™),x €, (2.14)
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bi¢iminde ifade edilebilmesidir, burada £ fonksiyonu J = {e ™| x € I} kiimesinde taniml,

artmayan ve 2¢ -Lipschitzyan olan keyfi bir tiirevlenebilir fonksiyondur.
Ispat: Eger (2.11) kabul edilirse o zaman her x € I icin f(x) —e < f'(x) < e+ f(x)
saglanir. Eger g(x) = f(x) — € olarak alinirsa, g(x) < g'(x) olur. Boylece 2.2.1. Teorem
(1) geregi dyle bir i tiirevlenebilir ve azalmayan fonksiyon vardir ki
gx)=fx)—e=i(x).e*,x el (2.15)
seklinde yazilabilir. Benzer sekilde #(x) = f(x) + € olarak alinirsa h'(x) < h(x) olur.
Boylece 2.2.1. Teorem (ii) geregi dyle bir d tiirevlenebilir ve artmayan fonksiyon vardir ki
h(x) =f(x)+e=d(x).e*,x €l (2.16)
seklinde yazilabilir. (2.15) ve (2.16) ile
i(x)e*+e=dx)e*—¢e, xel (2.17)
elde edilir ve bu esitligin tiirevi alinirsa
i'x)e* +i(x)e* =d'(x)e* +e*d(x) =d'(x)e* +i(x)e* +2¢,x €1
Ve
i'(x)e* =d'(x)e* + 2e,x €1
olur. d’ fonksiyonunun pozitif olmamasi ile birlikte bu esitligi diizenlersek

i'(x)e* — 2¢
ex

d'(x) = =i'(x)—2ee*<0, x€I

olur. Boylece 0 < i'(x) < 2ee™,x € I elde edilir.
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J={e ¥|x €I} ve £:] - R olmak ilizere {(z) = i(—Inz),z € ] tanimlarsak o zaman ¢

tirevlenebilirdir ve

£'(z) = —

i'"(—In
%SO,ZG/

olur. Bu yilizden ¢ artmayan ve ¢, 2¢-Lipschitzyan olur. J’deki her z;,z, i¢in (z; # z;)

ortalama deger teoremi geregi

—i'(—ITlZ3)

3

[€(21) — €(2;)]

|z — z,|

€' (23)l|21 — 2| = ‘

=i'(=Inz;).e™"%|z, — z,| < 2¢|z; — 2, |
olacak sekilde (min(zl, Z,), max(zy, Zz)) araliginda bir z5 vardir.
Boylece isteneni elde etmis oluruz, yani
fx) =¢e+i(x)e* =+ (e ¥)e”.
Bunun tersi de kanitlanabilir (Alsina ve Ger, 1998).

Hyers—Ulam kararlilig1 ¢alismasinda denklem, bir fonksiyonel denklemin ‘¢ karsilamas1™’
durumunda (6rnegin |f'(x) — f(x)| < ) ise, 0 zaman sabit bir k sayis1 var olmali dyle ki

fonksiyonun ke genel ¢Oziimiine yakin karsilik gelen fonksiyonel denklem
(If(x) —e*| < ke) olur. Burada 2.2.2. Teorem’i kullanarak, |f'(x) — f(x)| < € igin

g(x) = ce*, x € I ¢bziimiiniin varligini ¢ikaririz ve g’ = g igin
If(x) —g)| <3¢, x€l (2.18)

olur. Aslinda f, (2.14)’te verilen artmayan ve 2e&-Lipschitzyan olan bir fonksiyondur ve

t:] =inf{e ?:z€ I} > R’de a:=inf] € [0,0) ve c:= tlim+ £(t) degerlendirildiginde
-a

c¢’nin sinirl olmasi gerektigini goriiriiz. Buradan, her x € [ igin
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lf(x) —ce*| <e+e*|t(e™) —c| < e+e*.2¢le™ —a|l = (1 + 2|1 — ae*])
olur (Alsina ve Ger, 1998).

Burada Alsina ve Ger sunu kanitladi: f:R — R bir tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak
tizere her x € R igin | fx)-f (x)| < & ¢Oziimii igin bir ¢ sabiti vardir 6yle ki her x € R
icin |f(x) — ce*| < 3eolur. Yani file f' = f diferansiyel denkleminde tiim ¢dziimlerin

kiimesi arasindaki mesafe en fazla 3¢ olur (Alsina ve Ger, 1998).

Simdi de Takahasi’nin ¢alismasini inceleyelim. Takahasi (Takahasi, Miura and Miyajima,
2002) bu calismada y' = Ay seklindeki diferansiyel denklemlerin kararlilik problemini

inceleyerek Alsina ve Ger’in ¢alismasini genellestirmistir.

X # {0} bostan farkli bir karmasik Banach uzayi, € = 0 ve A sifirdan farkli bir karmasik
say1 olsun. I, R’de bir agik aralik olsun. Eger asagidaki 6zellige sahip bir kK > 0 sabiti
varsa Hyers-Ulam kararlihig: I iizerindeki y' = Ay diferansiyel denklemi icin de gegerlidir.
@:1 = X fonksiyonu her mertebe icin tiirevlenebilir bir esleme olsun. O zaman
||<p'(t) - /'l(p(t)” < ¢ igin ||g0(t) - e“x(p” < ke olacak sekilde bir x, € X ifadesi
karsilik gelir. y' = Ay diferansiyel denkleminde genel ¢oziimiin bazi x € X icin e’'x
formunda olduguna dikkat edelim. Belirtilen ozellige gére k >0 sabitinin y = 1y
diferansiyel denklemi i¢in Hyers-Ulam sabiti veya sadece Hyers-Ulam sabiti oldugunu
soyleriz (Takahasi vd, 2002).

IcR ve A€C icin m(I,A) =infle Re*M:t €I} ve M(I,A) =sup{e RM:t e}

ifadelerini tanimlayalim.

2.2.3. Teorem: ¢: I — X tiirevlenebilir bir foksiyon ve € > 0 olsun dyle ki tiim ¢t € [ i¢in

lo'(©) — 20 (0)|| < € olsun. O zaman asagidaki iddialar dogrudur:

Q) Rel # 0 ise 0 zaman x, € X elemani vardir dyle ki her t € I i¢in

I,A
o) — e“x(p” < |ReA|™? <1 - m( )> €

M, 1)
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olur. Ozel olarak m(I, 1) = 0 ise 0 zaman x,,, suptE,”(p(t) — e“x(p” < oo Ozelligine sahip

tek fonksiyondur.

(i) Eger ReA = 0 ise ve I'mn 6(I) gap1 sonlu ise, 0 zaman bir x,, € X vardir 6yle ki
tim t € [ i¢in ||<p(t) - e“x(p” < &6() olur.

(iii) Eger ReA =0 ve §(I) = o ise 0 zaman y = Ay diferansiyel denklemi Hyers-
Ulam kararliligina sahip degildir.

Ispat: X*, X’in bir dual uzay1 olsun. Her bir f € X* i¢in @s:1 - C bire bir eslemesini

o) = fp®),t el

olarak alalim.

Keyfi bir f € X* fonksiyonunu alalim. O zaman her bir t € [ igin ((pf)’(t) = f((p’(t))

olur. Ayrica her t € I i¢in

|(0r) ® = 20,®)| = |1 (0'®) = F(20®)| < Iflll9’ (V) — 20 (®)]| < el

elde edilir. Her bir tel igin A(t) = e_’“(pf(t) yazalim. O  zaman
1 (©) ={(¢r) (©) = 2pp(t)} e olur. Buradan tim t € igin [h'(6)] < ellfll]e~*|
elde edilir. s,t €I ve s <t olsun. O zaman h', [s,t] araliginda integrallenebilirdir. h'
fonksiyonunun siirekli olmasina gerek yokken A(t) — i(s) = fst h'(t)dt oldugu iyi bilinir.
Buradan asagidaki ifade elde edilir:

|h(t) — h(s)| = | f:h'(r)dr| < ellfll [ le*"|dz = elIf |l [[ e Re*dr. (2.19)

(i) Varsayalim ReA # 0 olsun. (2.19) esitsizligi geregi her s, t € I igin

4 L e | —rere - —rex
£ (00 — e 59 ())| < ppogrle e — e 7ok
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elde ederiz. Keyfi f fonksiyonu ve her s,t € [ igin

&
||e‘“<p(t) _ e—/ls(p(s)” < |Re/1| |e—Re/1t _ e—ReAsl

elde ederiz. Eger e RS N\ m(I, 1) ise e *¢(s) fonksiyonu X kiimesi iizerinde yakinsak

olur. e ¢(s) fonksiyonunun yakinsadigi degeri X, € X olarak alirsak bu durumda

”(p(t) _ e/ltx(p” < eRe/'Lt”e—)Lt(p(t) _ e—/’Ls(p(s)” + eReAt”e—/ls(p(S) _ x(p”

€ —Rels

<
|ReA|

e
1- e—Re/lt

+ eRe/lt”e—Asgo(s) _ x(p”

esitsizligi elde edilir. e "Ré* \ m(I, 1) yazarsak her t € I igin

m(l, 1)
M1, 2

£
|ReA|

lo(®) = e?x, || <

elde ederiz. Simdi varsayalim ki x € X igin SuptE,”(p(t) — e’“x” = ¢ < o olsun. Eger

m(I,A) = 0 ise 0 zaman e ~Ré4t - 0 i¢in

[|x = x| < [e7*|{[[e*x — @@ + [l ®) — e*x0]|} < (c + )e—Reﬂ 50

|ReA|

olur. Buradan da x = Xy bulunur.

(i) Varsayalim ReA = 0 ve §(I) < oo olsun. O zaman (2.19) esitsizliginden her s, t € I

i¢in
t

£ (700 = e750(5))| < ellfll || ee#eae| = ele = sllif 1l < ed IS

N

elde ederiz. Keyfi f i¢in ReAd = 0 oldugunda her s,t € [ igin
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[0(®) — e*e e (s)|| < e8(D)

esitsizligi saglanir. O zaman e **¢(s) elemani her s € I igin yukarida belirtilen 6zellige

sahip bir elemandir.

(iii) Varsayalim ReA = 0 ve §(I) = « olsun. x, € X i¢in ||x|| = 1 alabiliriz. Her birt € I

icin o (t) = ete*x, yazalim. O zaman her t € I igin

oo () = Apo (Ol = ele?|llxoll = &

olur. Bir k > 0 sabitinin ve y, € X elemanimin var oldugunu varsayalim 6yle ki her t € |

icin ||@o(£) — e*y,|| < ke olsun. O zaman

lletxo — ol = ||@o(t) — e*yo]| < ke

olur. Buradan her t €I igin |t| < k + [|y,ll/€ olur. Bu da &§(I) = w olmasiyla gelisir.
Boylece ispat tamamlanmis olur (Takahasi vd, 2002).

Uyarr: Varsayalim Rel #0 ve m(I,A) =0 olsun. O zaman 2.2.3. Teorem’in (i)

kismindan
|[ReA|™* {1 —m(I,2)/M(1,A)} = |ReA| ™!

elde edilir. Bunu goérmek i¢in xy € X ile [[xo]| =1 alalim. Her bir t €1 igin

@(t) = e(Red) te!'™ My, yazalim. O zaman 2.2.3. Teorem geregi

ilmA— A

lo'®) = 2@l = £ [

|:s, (tel)

olur. Her t € I igin

|le(®) — e’“x(p” < |ReA| e
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olacak sekilde tek bir x,, € X bulabiliriz. O zaman her t € I i¢in

2¢&

1
-t — ,—Relt
||x(p|| < |e |<|Rel| s+ II(p(t)II) e Re Rel]

elde ederiz. Buradan x, = 0 oldugu anlasilir. x,, tek oldugundan, Hyers-Ulam kararlilik

sabitinden biiyiik olmayan |ReA|~! bulunur (Takahasi vd, 2002).

Uyar. Varsayalim Red # 0 ve m(I,A4) >0 olsun. O zaman tek bir x, € X igin
supeer||@ () — e*x,|| <o oldugunu ispatlayalim. x, € X ve her bir t €l icin

o(t) = e*x, yazalim. Her x € X i¢in

llxo — x|l <

m(l, )¢ 4 m(l, 1)
|ReA| ( _M(I,/l)>

esitsizligini kullanirsak

£ m(l, )
At — LRelt < 1 ’
||(p(t) ¢ x|| ¢ o = Il < |Re/1|< M(I,/l))

buluruz (Takahasi vd, 2002).
2.3. Sabit Nokta Yaklasimlar:

Simdi daha genel bir problemi ele alacagiz. Y bir normlu uzay ve I bir agik aralik olsun.

Varsayalim ki f: I — Y bir fonksiyon her x € I ve bazi € = 0 igin
||an(x)y(")(x) 4+ ay 1 ()Y@ V() + -+ a;(0)y' (x) + ag(x)y(x) + h(x)|| <eg
diferansiyel esitsizligi saglansin, dyle ki bir x € I ve fy: 1 = Y i¢in

If (%) = fo(ll < K(e)
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olacak sekilde

lan()y™@ () + an_1 (X)y @V (x) + - + a, (x)y’ (x) + ag(X)y(x) + h(x)|| = 0

diferansiyel denkleminin bir ¢oziimii vardir, burada K (&) sadece &’un bir ifadesidir. Bu
durumda, yukaridaki diferansiyel denklemin Hyers-Ulam kararliligina sahip oldugunu
soyleriz (Jung, 2010).

Yukaridaki ifade ¢, ®:1 — [0,00) fonksiyonlar1 f ve f,’a bagli olmayan fonksiyonlar
olmak tizere, € ve K (&) yerine ¢(x) ve ®(x) yazildiginda da dogru oluyorsa karsilik gelen
diferansiyel denklemin Hyers-Ulam-Rassias kararliligina (veya genellestirilmis Hyers-

Ulam kararliligina) sahip oldugunu sdyleriz (Jung, 2010).

2.3.1. Tanim: Bos olmayan bir X kiimesi i¢in, X iizerindeki genellestirilmis metrigin
tanimini verelim. Bir d: X X X — [0, o] fonksiyonunun X iizerinde genellestirilmis metrik

olmasi i¢in gerek ve yeter sart;

(M;) d(x,y) = 0ancak ve ancak x = y ;
(M) d(x,y) =d(y,x) herx,y € X ;
(M3)d(x,z) <d(x,y) +d(y,z) herx,y,z€ X

ozelliklerini saglamasidir.

Genellestirilmis metrigin alisilmis metrikten tek farki, deger araliginin sonsuzu igermesidir

(Jung, 2010).

Simdi sabit nokta teorisinin temel sonucglarindan birini sunuyoruz. Kanit i¢in (Diaz and
Margolis, 1968)’e bakiniz. Bu teorem, daha sonra verecegimiz bazi teoremleri kanitlamada

onemli rol oynayacaktir.

2.3.1. Teorem: (X,d) genellestirilmis bir tam metrik uzay olsun. A: X — X, Lipschitz

sabiti L < 1 olan kesin daralan bir operator (daralma doniisiimii) olsun. Baz1 x € X igin
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d(A**1x, A¥x) < oo olacak sekilde negatif olmayan bir k tamsayis1 var olsun. O zaman

asagidakiler dogrudur:

(@) {A™x} dizisi A’nin bir x* sabit noktasina yakinsar.
(b) x*, A’nin asagidaki kiimedeki tek sabit noktasidir.

X* ={y € X|d(A*x,y) < oo};

(c) y € X* ise asagidaki esitsizlik saglanir.

1
* < .
d(y,x") < T—7d(dy,y)

Son zamanlarda, Cadariu ve Radu (2008), Jensen’in fonksiyonel denklemine sabit nokta
yontemini uyguladi. Boyle bir fikir kullanilarak bu denklemin Hyers-Ulam kararlilig: igin

bir kanit sunulabilir.

Simdi burada Cadariu ve Radu’nun yontemini kullanarak smirli ve siirekli bir F(x,y)

fonksiyonu i¢in

y'(x) = F(x,y(x)) (2.20)

formundaki diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam-Rassias kararliliklarimi
kanitlayacagiz. Oncelikle (2.20) diferansiyel denkleminin Hyers-Ulam-Rassias kararliligini

inceleyelim (Jung, 2010).

2.3.2. Teorem: a < b bigimindeki a ve b reel sayilari igin I = [a, b] kapal1 araligindan bir
c €1 secelim. K, L pozitif reel sayilar olmak iizere 0 < KL < 1 olsun. Farz edelim ki

stirekli bir F:1 X R - R fonksiyonu her x € I ve y,z € R i¢in
|F(x,y) — F(x,z)| < L|ly — z| (2.21)

Lipschitz kosulunu saglasin. Eger siirekli tiirevlenebilen bir y: I — R fonksiyonu her x € [

i¢in



ly' G0 = F(x,y(0)] < 0 (x)
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(2.22)

esitsizligini saglarsa, burada ¢: I — (0, ) bir siirekli fonksiyon olup her bir x € I igin

< Ko(x)

fc x(p (v)dr

esitsizligini saglar, bu durumda tek bir y,: I = R siirekli fonksiyonu vardir dyle ki

7000 = ¥(@ + | Fluyo@)dr

dolayisiyla yg, (2.20)’nin bir ¢éziimiidiir) ve her x € [ igin

ly(x) —yo(¥)| < @(x)

1-KL

olur.

Ispat. f:1 - R’ye bir siirekli fonksiyon olsun,

X ={f:1 - R| f siirekli fonksiyon}

kiimesi i¢in agsagidaki genellestirilmis metrigi tanimlayalim:

d(f,g) =inf{C €[0,0) : |f(x) —g(x)| < Co(x),vx € I}.

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

Simdi sadece tiggen esitsizliginin (M3) ispatin1 verecegiz. Farz edelim ki baz1 f,h,g € X

icin d(f, g) > d(f,h) + d(h, g) olsun. O zaman, (2.27)’yi kullanarak x, € I i¢in

|f (x0) — g(xo)| > {d(f, h) + d(h, g)}p(xo)
=d(f, D)@ (xe) + d(h, g)p(x,)
> |f(xo) — h(xg)| + |7 (xg) — g(xo)]

ifadesi bir ¢eliskidir.
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Simdi {4, }, (X,d) uzaymnda tanimli bir Cauchy dizisi olsun. O zaman & > 0 i¢in, N, > 0

tamsayis1 vardir 6yle ki tim m, n > N, i¢in d(/,y,, h,) < € olur. Ayrica (2.27) geregi
ve> 0,IN, e N,vm,n > N, Vx € I: |hp,(x) — h,(x)| < ep(x) (2.28)

olur. Eger x sabit ise (2.28) geregi {h,(x)} dizisi R’de bir Cauchy dizisi olur. R tam
oldugundan her x € I igin {4, (x)} dizisi yakinsaktir. Béylece, biz 2: 1 - R

h(x) = lim hy ()

fonksiyonunu tanimlayabiliriz.
m sonsuza giderken (2.28) geregi,
ve> 0,3IN, € N,vn > N, Vx € : |h(x) — h,(x)| < ep(x) (2.29)

elde ederiz. ¢ fonksiyonu I’da smirh oldugundan {4,} dizisi h fonksiyonuna diizgiin

yakinsaktir. Boylece h stirekli olur ve 4 € X tir.
Ayrica (2.27) ve (2.29)’u dikkate alirsak su sonuca varabiliriz:
ve> 0,AN. e N,vn > N, : d(h, h,) < &.

Yani {h,} Cauchy dizisi (X,d)’de h fonksiyonuna yakinsar. Dolayisiyla (X,d) uzayi

tamdir.

Simdi, A: X — X operatdriinii her f € X i¢in

(Af)(x) = y(c) + f F(r,f(0)dr (x €1) (2.30)

olarak tanimlayalim (gergekten, Kalkiiliisin Temel Teoremine gore, F ve f siirekli
fonksiyonlar olmak tiizere Af, I’da siirekli tiirevlenebilirdir. Buradan Af € X oldugu

sonucuna varabiliriz.).
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A operatoriiniin X lizerinde kesin daralan oldugunu kanitlayacagiz. Her f,g € X i¢in,

Crg € [0, ) keyfi sabit olmak lizere d(f,g) < Cy4 olsun, (2.27)’den her x € I igin

|f(x) = g < Crg(x) (2.31)

olur. (2.21), (2.23), (2.27), (2.30) ve (2.31) geregi her x € I igin

1(Af)(x) = (Ag)()| =

J;x{F(T,f(T)) — F(T, g(T))}dT

<

f |F(T,f(‘[)) — F(T,g(r))|dr

<L

f IF(2) - g(ldr

< LGy,

.I; x(p (v)dt

< KLCry0(x)

olur, buradan da d(Af,Ag) < KLCy, sonucuna ulasiriz. Buradan her f,g € X icin
d(Af,Ag) < KLA(f, g) sonucuna variriz, burada 0 < KL < 1 dir.

(2.26) ve (2.30) geregi keyfi gy € X i¢in 0 < C < oo bir sabit olmak tizere her x € I igin

1(Ag0)(x) = go(X)| = ‘y(C) +f F(7, go())dr = go(x)| < Cop(x)

Cc

olur, ¢iinkii F (x, go(x)) ve go(x) I’da smirhdir ve min,g;@(x) > 0 olur. Boylece,

(2.27)’den yola ¢ikarak d(Agg, go) < o elde ederiz.

Bu nedenle, 2.3.1. Teorem (a)’ya gore y,: I — R bir siirekli bir fonksiyonu vardir 6yle ki

(X,d)’de A" g, — vy, ve Ay, = y, olur ve her x € I i¢in y, (2.24) denklemini saglar.

{g € X|d(g¢,g9) < o} = X ifadesini dogrulayalim. Her g € X igin, g ve g,, I’da smirh ve
min,e;p(x) > 0 oldugundan her x € I icin [go(x) — g(x)| < Cy(x) olacak sekilde
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0<Cy<oo sabiti vardir. Buradan her g€X icin d(ge,g) <o, Yyani
{g € X|d(g¢,g) < o} = X olur. Bu nedenle 2.3.1. Teorem (b)’nin 1s1g¢1nda, y,’n (2.24)

ozelligi ile tek siirekli fonksiyon oldugu sonucuna variriz.
Ote yandan, (2.22)’den her x € I igin asagidaki sonug ¢ikar:
—p(x) <y'(x) = F(x,y(x)) < p(x).

Yukaridaki esitsizlikte her terimi c’den x’e integre edersek, o0 zaman her x € [ igin

X X
y) - ¥(@ - | Fay@)dr| < |[ p@ar
C (o]
elde ederiz. Boylece (2.23) ve (2.30) geregi her x € I igin
X
y6) - @I < || p@de| < Koo
(o]
bulunur ki bunun anlami
d(y,Ay) < K (2.32)
oldugudur. Son olarak 2.3.1. Teorem (c) ve (2.32) geregi
< <
A, yo) < T 4y, Y) < 7

elde edilir, bu da (2.25) esitsizliginin her x € I i¢in gegerli oldugu anlamina gelir. Boylece
ispat tamamlanir (Jung, 2010).

Son teoremde, (2.20) diferansiyel denkleminin sinirli ve kapali aralikta tanimlanan Hyers-
Ulam-Rassias kararliligini inceledik. Simdi sinirsiz araliklar i¢in bir teorem kanitlayacagiz.
Daha dogrusu, 2.3.2. Teorem’de I araligin1 (—o, b], R veya [a, ) gibi sinirsiz araliklarla

degistirirsek de asagidaki teorem gibi gecerli olur.
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2.3.3. Teorem: a ve b reel sayilar1 verilsin. I ile (—oo,b], R veya [a, o) kiimelerinden
herhangi biri gosterilsin. I = [a, ) i¢in ¢ = a veya [ = (=, b] igin c = b veya [ = R
icin ¢ sabit bir reel say1 olsun. K ve L sayilari, 0 < KL < 1 bigiminde pozitif sabitler
olsun. F:1 x R — R bir siirekli fonksiyon olsun, tiim y,z € R ve her x € I i¢in (2.21) ile
verilen Lipschitz kosulu saglansin. y: I — R siirekli tiirevlenebilir fonksiyonu her x € [
icin (2.22) diferansiyel esitsizligini saglasin, herhangi bir x € I i¢in (2.23) kosulunu
saglayan ¢:I — (0,00) bir siirekli fonksiyonu olsun, o zaman her x € I igin (2.24) ve

(2.25)’1 saglayan tek bir y,: I — R siirekli fonksiyonu vardir.

Ispat: Biz burada sadece I = R durumunun ispatini verecegiz. Diger durumlari ispatlamak
benzer sekildedir. Her n € N i¢in I, = [c — n,c + n] olarak tamimlayalim (Burada
[ = (—oo,b] icin I, = [b —n,b] ve I = [a, ) i¢in I, = [a, a + n] olarak seceriz.). 2.3.2.

Teorem’e gore her x € I, igin

() = y(0) + f F(z, ya(@))dz (2.33)

(o}

ve

ly(x) = ya ()] < @ (x) (2.34)

1—-KL

olacak sekilde tek bir y,,: I, = R siirekli fonksiyonu vardir. Buradan anlasilan her x € I,

icin y, tek oldugundan,

Yn(X) = Va1 (%) = Ynao (x) = - (2.35)

oldugudur. Her x € R ve n(x) € N i¢in n(x) = min{n € N|x € I,,} olarak tanimlayalim.
Dahasi, yo: R - R ;

yO(x) = Yn(x) (%) (236)

fonksiyonunu tanimliyoruz ve y,’in siirekli oldugunu iddia ediyoruz. Keyfi bir x; € R

i¢in, n; =n(x;) bir tamsayr segiyoruz. O zaman x;, I 4+;’in i¢ kismma aittir ve
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x; — &€ < x < x; + & bigimindeki x’ler i¢in y,(x) = Yy, +1(x)’1 saglayan bir £ > 0 vardr.
Yn,+1, X1 de siirekli oldugundan y,’da da dyledir. Yani herhangi bir x € R igin y,, x,’de

stireklidir.
Simdi tiim x € R igin y, fonksiyonunun (2.24) ve (2.25)’i sagladigin1 gosterecegiz. Keyfi

bir x € R i¢in n(x) tamsayisini segiyoruz. Sonra, x € I,(,) i¢in (2.33) ve (2.36)’y1

kullanarak

1009 = Yo @) = Y@ + | F (29000 dr = 9@ + [ F(yo(0)de

elde ederiz. Buradaki son esitsizlik dogrudur ¢linkii T € I,,¢y) i¢in n(r) < n(x)’dir ve

(2.35) ve (2.36)’y1 kullanirsak

Yn(x) (r) = Yn(x) (r) = yO(T)

olur. Her x € R i¢gin x € () oldugundan (2.34) ve (2.36)’dan her x € I i¢in

[y (%) — yo ()| = |y(x) = Y ()| < @ (x)

1—KL
elde ederiz.

Son olarak y,’n tek oldugunu gosterelim. z,: R = R’ye baska bir siirekli fonksiyon olsun
oyle ki tim x € R i¢in (2.24) ve (2.25)’te y, yerine z, yazarsak da saglansin. x’in keyfi
reel say1 oldugunu varsayalim. y0|1n(x)(= yn(x)) ve Zolln(x) kisitlamalarindan her ikisi de
X € Iy ’in timil igin (2.24) ve (2.25)’i sagladigindan, yy ) = y0|In(x) fonksiyonunun

tekliginden anlagilan

yO(x) = :VOlln(x)(x) = Zolln(x)(x) = Zo(x)

oldugudur. Boylece ispat tamamlanmis olur (Jung, 2010).
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Simdi asagidaki teoremde, sonlu ve kapali bir aralikta tanimlanan daha once (2.20) ile

verilen

y' (%) = F(x,y(x))
diferansiyel denkleminin Hyers-Ulam kararliligini1 kanitliyoruz.

2.3.4. Teorem: c € R ve r > 0 verilsin. I’da r yarigapli ¢ merkezli kapali bir yuvari
gostersin, yani | ={x ER|c—r<x<c+7r} ve F:I XR - R bir siirekli fonksiyon
olsun, her x € I ve y,z € R igin (2.21) Lipschitz kosulunu saglasin, burada L, 0 < Lr < 1
olan bir sabittir. y:I - R’ye siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon olup her x € I ve bazi

€ = 0i¢in

ly' () = F(x,y(x0)| < ¢ (2.37)

diferansiyel esitsizligini saglasin, bu durumda tek bir y,: I — R siirekli fonksiyonu vardir

oyle ki (2.24) denklemi (dolayisiyla yg, (2.20)’nin bir ¢6ziimiidiir) ve her x € [ i¢in

y() =yl < T (2:38)
olur.

Ispat: 1k olarak f:I — R’ye siirekli fonksiyon olmak iizere X = {f:1 - R| f siirekli}

kiimesini tanimlariz ve X ile ilgili asagidaki gibi genellestirilmis bir metrik tanimlariz:

d(f,g9) = inf{C €[0,00) : |f(x) —g(x)| <C,vx €I}.
(X, d)’nin genellestirilmis tam metrik uzay oldugu agiktir (2.3.2. Teorem ispatina bakiniz).

A: X — X operatdriinii herhangi x € [ i¢in

(A (x) =y(c) + f F(T,f(‘[))d‘[ (xel (2.39)
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seklinde tanimlayalim (Af € X oldugu dogrudur ¢iinkii Af Kalkiiliisiin Temel Teoremine

gore stirekli tiirevlenebilir bir fonksiyondur.).

Simdi A’nin X iizerinde kesin daralan oldugunu iddia ediyoruz. f, g € X igin, G, € [0, o0),

d(f,g) < Cr4 olmak iizere keyfi sabit olsun, buradan her x € I igin

lf(x) — g < Gy (2.40)

oldugunu varsayalim. Dahasi (2.21), (2.39) ve (2.40)’1 kullanirsak her bir x € I igin;

1(Af)(x) = (Ag)(x)| =

j;x{F(T,f(T)) — F(T, g(T))}dT

< f IF(z, f(@) = F(z, g(0)|dr
<L j F () - g@ldr
SLT'Cfg

elde ederiz, buradan d(Af, Ag) < LrCs, elde edilir. Bu nedenle, tiim f, g € X igin
d(Af,Ag) < Lrd(f, g) olur, burada 0 < Lr < 1 olduguna dikkat edelim.

2.3.2. Teorem’in ispatina benzer sekilde, her bir gy € X i¢in d(Agy, go) < © 6zelliginin
saglandigin1 gosterebiliriz. Bu nedenle, 2.3.1. Teorem (a)’dan anlasilan, y,: 1 = R’ye bir
stirekli fonksiyon vardir oyle ki (X,d)’de n — o« iken A™g, = y, olur ve o zaman

Yo = Ay, olur, yani herhangi bir x € [ i¢in (2.24) denklemini saglar.

Eger g € X ise, g ve g,, kompakt I araliginda siirekli fonksiyonlardir. Dolayisiyla, her

x € I i¢in

lgo(x) =g = C
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esitsizligini saglayan bir C > 0 sabiti vardir. Her g € X i¢in d(gq, g) <o Veya
{g € X|d(gq,g) < ©} =X esitligi elde edilir. Bu nedenle, 2.3.1. Teorem (b)’ye gore, y,
(2.24) ozelligine sahip tek siirekli fonksiyondur. Ayrica, (2.37)’yi kullanirsak her x € [ i¢in

—e<y'(x)—F(x,y(x)) < ¢

elde edilir. Yukaridaki esitsizligin her bir terimini c’den x’e integre edersek, 0 zaman her

x € I igin
|(Ay)(x) —y(x)| < er
olur, yani d(Ay,y) < er bulunur.

Simdi 2.3.1. Teorem (c)’yi kullanirsak

Ay, yo) < d(Ay,y) <

> Iy €

1-Lr

elde ederiz. Bu her bir x € ic¢in (2.38)’in gegerliligini gosterir. Boylece ispat

tamamlanmis olur (Jung, 2010).

(2.20) diferansiyel denkleminde ilgili aralik sonsuz aralik oldugunda Hyers-Ulam

kararliligina sahip olup olmadig agik bir problemdir.

Ornek: KL < 1’i saglayan K ve L pozitif sabitlerini segelim. &€ < 2K pozitif sayilari igin,
I =[0,2K — €] bir kapali aralik olsun. Bir p(x) polinomu verildiginde, her x € [ i¢in

ly'(x) = Ly(x) —p(x)| < x +¢
saglayan y: I — R’ye bir siirekli tiirevlenebilir fonksiyon oldugunu varsayalim.

F(x,y) =Ly + p(x) ve ¢(x) = x + ¢ alirsak, o zaman yukaridaki esitsizlik (2.22) ile

ayni forma sahip olur. Dahasi, herhangi bir x € [ i¢in
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1
= Exz + ex < Kop(x)

fo x<ﬂ (v)dr

2
elde ederiz, buradan her x € I igin Ko(x) —=—ex =0 olur. 2.3.2. Teorem’e gore,

vo:I = R’ye tek siirekli bir fonksiyon vardir dyle ki her x € I i¢in

Yo(x) = y(0) + f (Lyo (@) + p(D}dr

ve

ly(x) = yo(x)| < (x + &)

~ 1-KL

olur. Yani y'(x) — Ly(x) — p(x) diferansiyel denklemi Hyers-Ulam-Rassias anlaminda
kararlidir (Jung, 2010).

Ornek: a, 1’den biiyiik bir sabit olsun ve L, 0 < L < Ina araliginda bir sabit secelim. Bir

I = [0, ) aralig1 ve p(x) polinomu verildiginde,

ly'(0) = Ly(x) —p(x)| < ¢

saglayan y:I — R’ye siirekli tiirevlenebilen bir fonksiyon oldugunu varsayalim.

@(x) = a* segersek, 0 zaman her bir x € I i¢in,

1
< —
- lna(p(x)

fo xw(r)dr

elde ederiz. 2.3.3. Teorem’den herhangi bir x € I igin

Yo () = y(0) + f (Lys(0) + p(0)}de
0

ve
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1
— < X
yG) = o ()| < = a

saglayan yo:I » R’ye tek bir siirekli fonksiyon vardir. Yani y'(x) — Ly(x) — p(x)

diferansiyel denklemi Hyers-Ulam-Rassias anlaminda kararlidir (Jung, 2010).
Ornek: L ver, 0 < Lr < 1 olan pozitif sabitler olsun ve bazi c reel sayilari igin
I={xeR|lc—r<x<c+r}

kapal1 araligin1 tanimlayalim. y: I — R’ye siirekli tiirevlenebilen bir fonksiyonun her x € I

ve bazi € = 0 igin

|y () = Ly(x) —p(x)| < &

esitsizligini sagladigini varsayalim, burada p(x) bir polinomdur. O zaman 2.3.4.

Teorem’den, yo: I = R’ye tek siirekli bir fonksiyon vardir yle ki her x € [ igin

Yo () = y(0) + j (Lyo(®) + p(D)}dr
0

ve

ly(x) = yo(x)| < £

T 1-1Lr
olur. Yani y'(x) — Ly(x) — p(x) diferansiyel denklemi Hyers-Ulam anlaminda kararlidir
(Jung, 2010).

Tekrar hatirlayacak olursak 1940 yilinda Wisconsin Universitesi’nde yapilan bir
konusmada Ulam asagidaki problemi ortaya koydu: Hangi kosullar altinda bir
homomorfizm tam metrik grubun homomorfizmine yaklasik olarak yakinsar? Daha kesin

olarak (G, ., d) bir metrik grup, € > 0 sayis1 ve her x,y € G i¢in
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d(fxy), FEIfF ) < &

esitsizligini saglayan f: G — G’ye bir esleme verilsin, yalniz G ye bagli, sabit bir K ve dyle

Ki her x € G i¢in

d(f(x),g(x)) < Ke

saglayan G’de bir g homomorfizmi var midir? Olumlu cevabin varliginda homomorfizmin
g(xy) = g(x)g(y) denklemine goére kararlidir denir, ayrintilar ig¢in (Ulam, 1960)’a
bakiniz. Bir yi1l sonra Hyers, Banach uzaylarinda lineer fonksiyonel denklemler i¢in bu
probleme bir cevap verdi: E;, E, bir reel Banach uzay1 ve € > 0 verilsin. O zaman her bir

f:E; = E, eslemesi i¢in

If(x+y) = fx) = fFWI S e herx,y € E

saglanir. g: E; — E,’ye bir tek ek esleme vardir dyle ki her x € E; igin,

If(x) =gl <e

saglanir. Hyers’in cevabindan sonra, bugiin Hyers-Ulam kararlili§1 olarak bilinen ve bu
konuya ayrilmis birgok ¢alismada (Cadariu and Radu, 2008; Brzdek, Popa and Xu, 2007
Forti, 2004; Petru, Petruel and Yao, 2011) fonksiyonel denklemler igin yeni bir kararlilik
kavrami kurulmustur. 1978’de, Rassias, bugiin Hyers-Ulam-Rassias kararlilig1 olarak
bilinen ve ¢ sabitini Ulam’m probleminde bir degisken olarak ele alarak dikkate deger bir

genelleme yapmustir (Basci, Misir and Ogrekei, 2020).

Hyers-Ulam anlaminda diferansiyel denklemlerin kararlilik problemi Obloza (Obloza,
1993; 1997) calismalar ile baglamistir. Daha sonra Alsina ve Ger (1998), I reel sayilarda
acitk bir aralik varsayarsak, y:I — R’ye her diferansiyel eslemede her x €1 igin
ly'(x) —y(x)| < e saglandigini  kanitladi ve & >0 verildiginde y'(x) = y(x)
diferansiyel denklemi igin bir y, ¢6ziimii vardir 6yle ki her x € I igin |y(x) — y,(x)| < 3¢

olur. Bu sonuglar1 2.2.1. Teorem ve 2.2.2. Teorem’de incelemistik (Basc1 vd, 2020).
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Bu sonu¢ daha sonra Banach uzaylarinda y'(x) = Ay(x) denklemi ve (Takahasi vd,
2003a; 2003b) sabit katsayili yiiksek mertebeden lineer diferansiyel denklemler igin
Takahasi, Miura ve Miyajima (Takahasi vd, 2002) tarafindan genisletildi. Bu sonuglar1 da
2.2.3. Teorem’de inceledik. Bu ilham verici ¢alismalardan sonra, bu konuda ¢ok sayida
makale yaymlanmistir ((de Oliveira and Sousa, 2018; Popa and Pugna, 2016; Shen, 2017)
ve referanslarina bakiniz) (Basci vd, 2020).

Son olarak Jung
y' =fkxy) (2.41)
denkleminin Hyers-Ulam kararliligini ve Hyers-Ulam-Rassias kararliliginda yukarida

belirtilen sonuglar1 dogrusal olmayan durumlara genisleterek kanitladi. 2.3.2. Teorem,

2.3.3. Teorem ve 2.3.4. Teorem ile de bu sonuglar1 gormiis olduk. Sonra Bojor (2012)

y'(x) + f)y(x) = g(x)

lineer denklemler i¢in Jung’in teknigini degistirmis ve bazi farkli varsayimlarla bir

kararlilik sonucunu kanitladi. Jung’in teknigi ayrica Tung ve Biger (2015) tarafindan
y' () = F(x,y(x),y(x — 1))
formundaki fonksiyonel denklemler i¢in degistirilmistir (Basc1 vd, 2020).

Simdi 2.3.4. Teorem ile verdigimiz sonucun daha az varsayimla da gecerli oldugunu

gosteren bir ¢alismayi inceleyecegiz.

I bir agik aralik olsun. Her £ > 0 ve y € C1(I) i¢in

') = flry)| < e

saglansin, o zaman (2.41) denklemi i¢in y, ¢0ziimii vardir dyle ki
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ly(x) —yo(x)| < Ke

olur burada K, € ve y’ye baghh olmayan bir sabit oldugunda (2.41) diferansiyel
denkleminin Hyers-Ulam anlaminda kararli oldugu sdylenir. Yukaridaki ifade, ¢ ve K
sabitlerini sirasiyla ¢, ®@:1 = [0,00) fonksiyonlar: ile degistirdikten sonra dogru olursa,
burada bu fonksiyonlar y ve y,’a bagh degildir, o zaman (2.41) diferansiyel denkleminin

Hyers-Ulam-Rassias anlaminda kararli oldugu s6ylenebilir (Basci vd, 2020).

Simdi, r > 0 igin r Ve x, reel sayilari igin I == [xg, Xo + r] araligim1 gosterecegiz. Ayrica

[’da tiim stirekli fonksiyonlarin kiimesini
X :={f:1 - R| f surekli} = C(I,R) (2.42)

olarak tanimliyoruz. Simdi kararlilik analizinde kullanilmak {izere bir ara sonug¢ veriyoruz

(Basci vd, 2020).
2.3.5. Teorem: d: X x X — [0, o] fonksiyonunu
d(f,g) = inf{C € [0,00]: |f(x) — g(x)|e™M*%0) < CP(x),x € I} (2.43)

tanimlayalim, M > 0 bir sabit verilsin ve @:1 — (0, ) siirekli fonksiyonu verilsin. O

zaman (X, d) genellestirilmis tam metrik uzay olur.

Ispat: 11k olarak d’nin X iizerinde genellestirilmis bir metrik oldugunu gosterecegiz. (M)
ve (M,) kosullar1 agikga saglanir, ayrica (M;3)’tin saglandigini gosterecegiz. Bazi
f,9,h€X i¢in d(f,g) > d(f,h) +d(h,g) saglandigin1 varsayalim, o zaman x; € [

vardir dyle ki

|f (x1) — g(x)le™M&27%0) > [d(f, h) + d(h, g)1P(x,)
=d(f, h)P(xy) + d(h, g)P(x,)
> |f(x) — h(x1)|e_M(x1_x°) + |h(x) — g(x1)|9_M(x1_x°)
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bu bir ¢eliskidir. (X, d)’nin tamligim gosterelim, (X, d)’de {h,,} bir Cauchy dizisi olsun. O
zaman, her € >0 icin N(¢) >0 tamsayist vardir O6yle ki her m,n = N(g) igin
d(hy,, hy,) < € olur. Baska bir deyisle, her € > 0 i¢in, N(¢) > 0 tamsayisi vardir 6yle ki

her m,n = N(¢) ve her x € I i¢in
|h (%) = hy ()| e™ME~%0) < b () (2.44)

olur. Bu {h,,(x)}’in R’deki herhangi bir x i¢in Cauchy dizisi oldugu anlamina gelir. R tam

oldugundan, {h,,(x)} dizisi her x € I igin yakinsaktir ve h: I — R fonksiyonunu

h(x) = lim ()

olarak tanimlayabiliriz. Simdi (2.44)’te m — oo yazdigimizda herhangi bir € > 0 igin

N (&) > 0 tamsayisi vardir 0yle ki her x € I ve her n = N (&) igin
|h(x) — h,, (x)]e™M*=%0) < e¢p(x) (2.45)

elde ederiz. Yani herhangi bir € > 0 i¢in N(¢) > 0 tamsayis1 vardir 6yle ki her n = N(¢)
icin d(h, hy,) < € olur. Dahas1 @, I’da siirli oldugundan, (2.45)’de {h,(x)} dizisinin
diizgiin olarak h’ye yakinsadigi ve h € X oldugu sonucuna variriz. Bdylece ispati

tamamlamig olduk (Basc1 vd, 2020).

Artik (2.41) diferansiyel denkleminin Hyers-Ulam anlaminda kararliligini incelemeye

haziriz, asagidaki sonugla bu incelemeyi yapiyoruz.

2.3.6. Teorem: f:1 x R — R bir siirekli fonksiyon oldugunu varsayalim. Her x € I ve her

v, Y2 € Rigin

|f(x,y1) = fF(6, y2)| < Ly — yal

Lipschitz kosulu saglansin, burada L > 0 bir Lipschitz sabitidir. y:1 - R’ye stirekli

tirevlenebilir bir fonksiyon olmak tizere, her x € I ve bazi € > 0 igin
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[y () = fx,y(0)| < & (2.46)
esitsizligi saglansin, o zaman (2.41)’in bir tek y, ¢6ziimii vardir ve her x € [ igin
ly() —yo()| < (1 + L)re
saglanir.
Ispat: (2.42) ile tanimlanan X kiimesini ele alalim ve bir d: X X X — [0, o] fonksiyonunu
d(f,g) = inf{C € [0,%]: |f(x) — g(x)|e"L+DEx=x) < ¢, x € I}
ile gosterelim. (X,d)’nin 2.3.5. Teorem’e gore genellestirilmis bir tam metrik uzay

olduguna dikkat edin. Simdi her y € X i¢in T:X — X operatoriinii asagidaki gibi

tanimlayalim:

() =G0 + [ f(5.¥())ds,x €.

Bu operatoriin herhangi bir sabit noktasinin (2.41) diferansiyel denklemini ¢6zdiigii agiktir.

Kalkiilisin Temel Teoreminden T'y € X ve boylece keyfi go € X ve her x € I igin
1(Tgo) (%) — go(x)|e”E+DE=%0) < oo

oldugu goriiliir, bunun anlami her g, € X i¢in d(Tg,, go) < o olmasidir. Benzer sekilde

her g € X ve her x € [ igin
190(x) — g(@) e~ < o
olur, buradan her g € X igin d(gy, g) < o anlamu ¢ikar, yani

{g € X:d(g¢,9) < 0} =X.
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Simdi T’nin X tizerinde kesin daralan oldugunu gosterecegiz. Her g4, g, € X ve her x € |

igin

(TgD (0 — (Tg) ()| = f [£(5,91(5)) = (5, 92())]ds

X

< [1(5.0:2) = (5. 92())lds

X0

<L j 19:(5) — g2()ds

X
=L flgl(s) - gz(S)|e_(L"'l)(S‘xo)e(L+1)(s—x0)ds

Xo

X
< 1d(g1,92) | e+I60ds

X0

L
<__ (L+1)(x—x9)

olur. Boylece her g4, g, € X ve her x € [ igin

L
|(Tg1)(x) — (ng)(x)|€_(L+1)(x_x°) < L—-I-ld(gl'QZ)

elde ederiz. Dolayisiyla, her g4, g, € X i¢in

L
<
d(Tg,,Tg,) < L+ 1d(91'92)

elde ederiz, bunun anlam1 T’nin, X lizerinde kesin daralan oldugudur. Boylece n = 1 ve
X* =X igin 2.3.1. Teorem kosullarmin hepsinin saglandigin1 gosterdik. Ote yandan,
(2.46)’dan her x € I igin

—e<y' ()~ f(xy() <e
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elde ederiz. Bu esitsizligi x,’dan x’e integre edersek her x € I igin

ly(x) = (Ty) ()| < e(x — x)

—(L+1)(x—x0)

elde ederiz. Eger bu esitsizligi e ile carparsak her x € [ i¢in

|(Ty) (x) — y(x)|e”EHDE=%0) < g(x — xp)e~LHDE—%0)
elde ederiz, bunun anlami her bir x € [ i¢in
d(Ty,y) < e(x — xp)e”LHDE=%0) < gpe=L+D&—x0)
demektir.

Bu nedenle 2.3.1. Teorem’e gore (2.41) diferansiyel denkleminin bir tek y,: 1 = R ¢ozimi

vardir ve her bir x € I i¢in

1
d(,y0) < —d(Ty,y) < (L + 1)ere~¢+D&E=x0)

L+1

esitsizligini saglar. d(y, y,) tanimindan

Y(0) = yo(x) e~ E+DE0) < (L 4 1)gre~(L+DEr—x0)

sonucu cikar, boylece her x € [ icin

ly(x) =yo()| = (1 + L)re

elde ederiz. Boylece ispat tamamlanmustir (Basci vd, 2020).

Dikkat edilmelidir ki 2.3.4. Teorem’de Lr < 1 gerekli iken, 2.3.6. Teorem’de Lr <1

oldugu varsayilmamustir.
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Simdi (2.41) diferansiyel denkleminin 2.3.6. Teorem ile aym teknige dayanan Hyers-
Ulam-Rassias kararlilig: iizerine bir sonug verecegiz. ilging bir sekilde biz bu tahminin ¢ok

daha iyi oldugunu ve sinirsiz araliklara genisletilebilecegini gorecegiz.

2.3.7. Teorem: f:1 X R = R bir siirekli fonksiyonun her x € I ve her y;,y, € Rigin

|f (x,y1) = fF(6,y2)| < Ly — vl

Lipschitz kosulunu sagladigini varsayalim. y: I — R’ye siirekli tlirevlenebilir bir fonksiyon

her x € I i¢in

[y' () — £ (2, ()| < p(x) (2.47)

esitsizligini saglasin, burada ¢:1 — (0, ) azalmayan bir siirekli fonksiyondur ve her bir

x € I igin
X

jgo(s)ds < Ko(x) (2.48)

X0

esitsizligini saglar, o zaman (2.41) diferansiyel denkleminin bir tek y, ¢6ziimii vardir 6yle

ki her x € I i¢in
ly(x) = yo()| = K(1 + L)p(x)
esitsizligini saglar.

Ispat: (2.42) ile tanimlanan X kiimesini ele aliyoruz ve bir d: X X X — [0, o] fonksiyonu

ekliyoruz:

d(f, 9) = inf{C € [0,%0]:|f(x) — g(x)[e-+D&>¥) < Co(x),x € I}.

(X, d)’nin yine 2.3.5. Teorem geregi genellestirilmis bir tam metrik uzay olduguna dikkat

ediniz. Simdi her y € X i¢in T: X — X operatoriinii
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(Ty)(x) = y(xo) + f F(s,y())ds,x € I

olarak tanimlayalim. Bu operatoriin herhangi bir sabit noktasinin (2.41) diferansiyel
denklemini ¢6zdiigii aciktir. Ayrica, 2.3.6. Teorem’in ispatinda oldugu gibi, her g, € X
icin {g € X:d(go,g) < o} =X ved(Tgy, go) < o oldugu gosterilebilir.

Simdi T’nin X tizerine kesin daralan bir operator oldugunu gosterecegiz. Kismi integrasyon

ile
X 1 1 .
f (p(s)e(Hl)(S—xo)ds < H_l(p(x)e(L+1)(x—x0) y &) (pl(s)e(L+1)(x—x0)ds
X0 F

elde edilir ve ¢’nin monotonlugunu kullanarak her x € [ igin

X

1
(L+1)(s—x9) < (L+1)(x—x0)
f(p(S)e ds < I 1<p(x)e

Xo

elde ederiz. Simdi her g;,9, €X i¢in d(gy,9,) < (4,4, olacak sekilde keyfi

C

9.9, € [0, 0] sabiti olsun, yani her x € I igin

|gl(x) - gz(x)le—(L+1)(x—x0) < Cgllg2§0(X)

olsun. Buradan hareketle, her g;, g, € X ve her x € I i¢in,

X

(TgD) (0 — (Tg2) ()| = f [£(5,91(5)) = £(5,92())]ds

X0

< flf(s,gl(s)) ~ f(5,92())|ds
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<1 f 191(5) — g2(s)lds

X
=L f|91(s) — go(s)| e~ E+DE=x0) o L+ D(s=x0) g ¢
Xo

X

< LCg, g, f(p(s)e(“l)(s_xﬂ)ds

X0

< Cgl’gz(p(x)e(L+1)(x—x0)

L
L+1

olur. Boylece, her g4, g, € X ve her x € I igin,

L
|(Tgy) (x) — (Tgy) (x)|e” EFHDE=x0) < ngl,g2¢(x)

olur. Buradan, her g4, g, € X igin

L
< —
d(Tg,,Tg,) < A 1d(91192)

elde ederiz ve ﬁ < 1 oldugunu not edelim. Bdylece T’nin X iizerinde kesin daralan

oldugu ve k=1 ve X" =X i¢in 2.3.1. Teorem kosullarinin hepsinin saglandigi

gosterilmistir. Ote yandan, (2.47)’yi kullanarak her x € I igin

() <y'(0) — f(x,y(0) < 9(x)

elde ederiz. Bu esitsizligi x,’dan x’e integre edersek ve (2.48) esitsizligini kullanirsak her

x € I i¢in
ly(x) = (Ty)(x)| < Kp(x)
elde ederiz. Bu esitsizligi e "¢+ D&%0) jle carparsak

ly(x) = (Ty)(x)|e”EHDET%0) < K (x) e ¢HDEx0)
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elde ederiz, bunun anlami1 her x € I i¢in

d(Ty,y) < Kp(x)e E+DG=x%0)

olur. Bu nedenle, 2.3.1. Teorem’e gore, (2.41) diferansiyel denklemi i¢in

1
d(y,yo) < — d(Ty,y) < K(1 + L)p(x)e~E+DG=x0)

L+1

esitsizligini saglayan her x € I igin bir tek y,: I = R ¢6ziimii vardir. d(y, y,) tanimindan
YG0) = Yo()le~EH+DE50) < K(1 + L) (x)e~G+DG—x0)
ve boylece her x € [ igin
ly(x) — yo ()| < K(1 + L)g(x)
elde ederiz, ispat1 tamamlamig oluruz (Basc1 vd, 2020).

Dikkat edilmelidir ki 2.3.2. Teorem ve 2.3.3. Teorem’de KL < 1 gerekli iken 2.3.7.

Teorem’de KL < 1 oldugu varsayilmamustir.

Uyarr: Jung (2010) ile aym1 yontemi kullanarak [ araligimi sinirsiz aralikla degistirirsek

2.3.7. Teorem’in gecerliligi goriiliir. Kanit i¢in 2.3.3. Teorem’e bakiniz (Basci vd, 2020).
Ornek:
y'(x) + Ay (x) = q(x) (2.49)

diferansiyel denklemini I := [0,4/A] araliginda ele alalim, burada A > 0 bir sabit ve g, I’da
stirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda, f(x,y) = q(x) — Ay(x) olur ve agik¢a L = A
Lipschitz sabiti ile agagidaki Lipschitz kosulunu saglar:
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If Gey1) — fx,y2)] = Ay (x) — 2 ().
Bu nedenle, 2.3.6. Teorem geregi (2.49) denklemi I’da Hyers-Ulam anlaminda kararlidir.
Jung’in 2.3.4. Teorem’inin

=] +]—[04]:> _,o2
=[c—rc+r]=0- c=r=-

arallglnda (}allsmadlgl a(;lktlr ve bbylece
r = =

olur. Dolayisiyla Jung’in ¢alismasinin Lr < 1 kosulu bu problem i¢in gegerli degildir

(Basc1 vd, 2020).

Ornek. Bir dnceki drnekte verilen (2.49) diferansiyel denklemini herhangi bir » > 0 reel
sayist i¢in [ == [0, r] araliginda goz oniinde bulunduralim. Yani f fonksiyonunun L =1
Lipschitz kosulu ile (2.47) kosulunu sagladigini gosterdik. ¢:1 = R fonksiyonunu

o (x) = e%V* 2 > 1 olarak tanimlarsak

X

X
1 1 1
— (A-1)s — A-Dx _ < @A-Dx —
f(p(s)ds fe ds /1_1(6 1) _/1—16 /1—_1<p(x)
0

X0

elde edilir ve (2.48) kosulu K = 1/(L — 1) ile saglanir. Bu nedenle, 2.3.7. Teorem’e gore,
(2.49) diferansiyel denklemi Hyers-Ulam-Rassias anlaminda kararlidir. Jung’in 2.3.2.

Teorem sonucunun

KL—A( A )—1+ A >1
=A==

oldugundan bu problemde ¢alismadigi agiktir (Basci vd, 2020).
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Uyari: Bojor

y' () + f)yx) = g(x)
lineer denkleminin kararlilik problemini arastirdi ve Lipschitz sabitinde herhangi bir

kisitlama olmaksizin bu denklemin kararliligmmi kanitladi ancak (2.48) kosulunu daha

kisitlayict
f F()lg(s)ds < Pp(x),P € (0,1)

kosulu ile degistirdi. Bir 6nceki ornekte (2.49) denklemi i¢in @(x) = e?~D* ve 1 > 1

olmak tizere herhangi bir [0, r] araliginda
X X A
[Ir@lotsds = [ pe)ds < 725060
X0 Xo

oldugunu gosterdik. Bojor’un sonucunun

durumundan dolay1 bu problemde gegerli olmadigi agiktir (Basci vd, 2020).

Uyart. Tung ve Biger

y' () = F(x,y(x),y(x = 1))

fonksiyonel denklemi i¢in Jung’in teknigini degistirerek kararlilik ¢ézlimiini ispatladi.
Gecikmeyi iptal edersek yani r = 0 segersek, burada ele alinan (2.41) denklemini elde
ederiz. Bu durumda Tung ve Biger’in 2.3.1. Teorem ve 2.3.6. Teorem sonuglarinin Lr < 1
kosulunu hala sagladigin1 varsayarsak, buradan ayrica bu sonuglarin yukarida verilen 6rnek

icin gegerli olmadig goriiliir (Bager vd, 2020).
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Simdi gecikmeli diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam-Rassias
kararliliklar1 iizerine bazi sonuglari tartisacagiz. Gecikmeli diferansiyel denklemlerin
onemli uygulamalar1 vardir ve bunlarin teorisi klasik diferansiyel denklemlerin teorisinden
bazi noktalarda farklilik gdsterir. Bu nedenle bu tip denklemlerin kararlilik arastirmasi

ayrica yapilmalidir.

2010 yilinda Jung ve Brzdek bir baslangic kosuluyla y'(t) = Ay(t — ) diferansiyel
denkleminin y:[—t1,0) = R yaklasik ¢6ziimlerini arastirdi, burada 1 > 0 ve 7 > 0 reel
sabitlerdir. Yazarlar, [—t,0] araliginda sabit olan ve bu nedenle olduk¢a basit formlara
sahip olan denklem ¢Ozlimlerinin yaklasik c¢oziimlerin yaklasik olarak tahmin
edilebilecegini gosterdiler. Elde ettikleri sonuglar, Ulam’in getirdigi kararlilik kavramina

karsilik geliyor (Tung and Biger, 2015).

Son olarak, 2013’te Otrocol ve llea

x'(6) = f (& x(®), x(g(0)))

fonksiyonel diferansiyel denkleminin kararlilik analizi ile ilgilendiler. Otrocol ve llea,
[a, b] kompakt araliginda ¢6ziimiin Hyers-Ulam kararliligi hakkinda iki sonug elde ettiler

ve Hyers-Ulam-Rassias kararliligin1 [a, ) araligina genellestirdiler (Tung and Biger,
2015).

Siradaki teoremlerin amaci, Rassias, Takahasi, Tung ve Biger’in ¢alismalarindan hareketle

y'(©) =F(t,y(),y(t—1)) (2.50)

gecikmeli diferansiyel denklemin Hyers-Ulam-Rassias ve Hyers-Ulam kararliligini
incelemektir. Burada T > 0 bir reel sabit, F: R3 - R sinrl1 ve siirekli fonksiyondur (Tung
and Biger, 2015).

(2.50) denkleminin Hyers-Ulam kararliligi ve Hyers-Ulam-Rassias kararliligin1 incelemek
icin sabit nokta yontemini uygulayacagiz. Elde edilecek sonuglar Jung ve Brzdek (2010) ve
Obloza (1993) sonuglarini genisletir ve iyilestirir (Tung and Biger, 2015).
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(2.50) denkleminin Otrocol ve Ilea’da tartisilan denkleme dahil edilmesine ragmen, burada
kurulacak varsayimlar ve bu yazida kullanilacak prosediir (Otrocol and ilea, 2013) ile

verilenlerden farklidir (Tung and Biger, 2015).

Bu arada, son yillarda gesitli diferansiyel denklem simiflari i¢in Hyers-Ulam-Rassias ve
Hyers-Ulam kararlilik problemleri elde edildi ve hala aragtirmacilarin biiylik ilgisini
cekiyor. Ancak bu caligmalarin detaylarim1 burada tartismak istemiyoruz. Bu nedenle,
(2.50) denklemin Hyers-Ulam kararliligi ve Hyers-Ulam-Rassias kararliligin1 arastirmak
onemlidir ve degerlidir. Burada elde edilecek sonuglar literatiirdeki konuya katki saglar ve
fonksiyonel diferansiyel denklemlerin nitel davraniglari lizerinde g¢alisan arastirmacilar

faydali olabilir (Tung and Biger, 2015).

2.3.2. Tanim (Jung and Brzdek, 2010): Bazi1 €> 0,% € C[t, — T,ty] Ve ty,, T € R ile

T > t, olmak iizere, f: [ty — T,T] = R herhangi bir siirekli fonksiyonun

{If ‘&) -F(tf@O).ft—1))|<e  tE[tyT]
If(t) =¥ ()| <e, t € [to—1,t0]

esitsizliklerini sagladigini varsayalim. Bu durumda

{fo'(t) =F(t,fo(O. folt =),  t€[ty,T],
fo(t) =¥(b), t € [to — 7, to),

If @ = fo(O <K(e), telto—1T]

kosullarin1 saglayan bir f;:[t, — 7,T] = R siirekli fonksiyonu var olsun, burada K (&),
sadece €’a bagl bir ifadedir (Tung and Brzdek, 2015).

Bu durumda (2.50) denkleminin Hyers-Ulam kararliligina sahip oldugunu sdyleriz.
Yukaridaki ifade € ve K(e) yerine ¢ ve @ yazildiginda da dogruysa, burada
¢, ® €Clty—1,T] agtkga f ve fy’a bagli olmayan fonksiyonlardir, o zaman (2.50)
denkleminin Hyers-Ulam-Rassias kararliligina (genellestirilmis Hyers-Ulam kararliligi)

sahip oldugunu soyleriz (Tung and Brzdek, 2015).
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y'(®) = F(t,y(6),y(t — 1)) (2. 50)

denkleminin  Hyers-Ulam-Rassias kararliligin1  sabit nokta yontemini kullanarak

kanitlayacagiz.
2.3.8. Teorem: I = [ty — 7, T] i¢in, F:I X R X R — R fonksiyonu
|F(t,x,y) — F(t,z,w)| < Li|lx — z| + Ly |y — w]|
Lipschitz kosulunu her (t,x,y),(t,z,w) € I X R X R igin saglayan siirekli bir fonksiyon

olsun. @:1 — (0,) bir siirekli fonksiyon olsun. ¥ € C[t, — 7,t,], K, L; ve L, pozitif
sabit ve O<K(L;+L,)<1 olmak tizere her te€l=][ty,—1,T] i¢in

| ) tto ®(u) du| < K& (t) oldugunu varsayalim. Eger y: I — R siirekli fonksiyonu

{Iy’(t) —F(t,y®),yt—1)| <@, teltT]
ly(t) — ¥ ()] < p(t), t €[ty —1,t0],

esitsizliklerini saglarsa, bu durumda tek bir y,: I — R siirekli fonksiyonu vardir dyle ki

{yg,@ = F(t,70(),y0(t = D)), t € [to,T], (251)
yO(t) = l,U(t), t € [tO -1 tO]:
ve
1
y(® =y0@®] < 7= O LZ)KcD(t), t €[ty —1,T] (2.52)
saglanir.

Ispat. C:1 - R arasindaki tiim siirekli fonksiyonlarin uzay1 olan S kiimesini

S={p:1 >R: @ €C,o(t)=¥(), t € [to — 7, 6]}

ile tanimlayalim. S iizerinde genellestirilmis metrigi su sekilde tanimliyoruz:
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d(p,n) = inf{M € [0,%): |p(t) — u(®)| < MP(¢), Vt € 1}. (2.53)
O zaman (S, d) genellestirilmis tam metrik uzaydir.

A: S — S doniistimiinii
(Ap) (@) = P(t), t € [ty — T, t0], 254
{M@®=Wwﬂﬁﬁﬂwﬂwww—ﬂﬂwtEMJ] (259

ile tanimlayalim. ¢ € S i¢in A¢’nin siirekli oldugu agiktir. Boylece Ag € S yazabiliriz.

A’nin S tizerinde kesin daralan oldugunu gosterelim. ¢, u € S olsun. O zaman

t

|(A®)(t) — (Ap) ()| = f{F(u o), @ — 1)) = F(u, p(w), u(u — 1)) }du
to

< f|F(u, W), p(u—1)) — F(u, p(w), p(u — 1))|du

to

t t
sufww%mwmm+ufww—ﬂ—uw—ﬂmi
t
< (L + Ly)M fcb(u)du ,  te€]t,T]

ve
|(Ap)(®) = (AW DO =¥ —P(@) =0,  t€[to—T1,t0]

elde edilir ki bunun anlami  d(A@,Ap) < K(Ly + Ly)d(e,u)  olmasidir.
0 < K(L; + L) < 1 oldugundan S, A tizerine kesin daralan olur.
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Her tel ve keyfi é¢€S igin, [=[ty—1,T] Tlzerinde smrh &(t) ve

F(t,f(t),f(t - T)) ve r?elln ®(t) > 0 oldugundan, 0 zaman 0 < M < o bir sabit vardir
Gyle ki
t
GO = £@1 = [#(e) + [ F(u,£G,§@ - D)du— 0 < Mp(®

to

elde edilir, burada ¢:1 — (0, ) olarak verilmistir. Boylece (2.53) denklemini kullanirsak
d(A&, &) < o elde ederiz. Buradan, 2.3.1. Teorem’e gore y,:I = R’ye bir siirekli
fonksiyon vardir 6yle ki (S, d) uzayinda A"¢ — y, ve Ay, = y, olur, yani y,

{yé(t) = F(t,y0(0),¥0(t = 1)),  tE€ [ty Tl
yo(t) = ¥(t), t € [ty — 7, t0),

esitliklerini  saglar. Biz {g€ S:d({ g) <o} =S oldugunu gosterirsek, 2.3.1.
Teorem’den (2.51) o6zelliginin saglandigini ve y,’in tek siirekli fonksiyon oldugunu

sOyleyebiliriz.

Her g € S i¢in, g ve &, I’da sinirli ise, 0 < M, < oo olacak sekilde bir sabit vardir dyle ki

her t € I i¢in
1$(0) — g(©)] < Myep(0)
olur. O zaman her g € S igin, d(§,g) < o ve {g € S:d(§,g) < o} = S olur.
Dabhasi, her t € [t,, T] igin
o) <y'(t) = F(t,y(t), y(t = 1)) < ()

oldugu agiktir. Bu esitsizlikteki her bir terimin t,’dan t’ye integralini alirsak, o zaman
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Y(6) — ¥ (t,) — f Fu,y (), y(u — D)du| < f o@du|,  t €[t T]

elde ederiz. Bu nedenle, A tanimindan
t
ly(t) — (Ay)(t)| < f pu)du| < Ko(t), her birt €1

to

elde edilir. Buradan, d(y, Ay) < K olur. 2.3.1. Teorem’den ve son esitsizlikten,

d(Ay, Ko(t), Vtel

1 1
y) <
—K(L, + L,) 1—K(L; + L,)

Ay, yo) < T

elde edilir. 2.3.8. Teorem’in ispat1 boylece tamamlanmis olur (Tung and Biger, 2015).

2.3.9. Teorem: Varsayalim ki F:I X R X R — R, asagidaki Lipschitz kosulunu saglayan

stirekli bir fonksiyondur:
|F(t,x,y) — F(t,z,w)| < Li|x — z| + L]y — w]|,

burada (t,x,y)(t,z,w) EI X RXx Rve 0 < T(L; + L,) < 1 bigimindedir.

¥ e Clty—1,ty] ve € = 0 olsun. y: I - R siirekli fonksiyonu

{Iy'(t) —F(t,y(t),yt—1)|<e  tE[tyT]
ly(t) =¥ ()] <e¢, t €[ty — 1, t0l,

esitsizliklerini saglarsa, o zaman y,: [ — R’ye bir tek siirekli fonksiyon vardir oyle ki

{y(;(t) = F(t,50(t), 30t = D), t € [to,T] (2.55)

Yo(t) =¥ (b), t € [ty — 7, t0]

ve
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ly(®) =y < Vtel (2.56)

€
1Ly +1L)
saglanir.
Ispat: S iizerine asagidaki gibi genellestirilmis bir metrik tanimlayalim:
di(o, ) = inf{M € [0,]: |9(¢) — u(O)| < M, vVt € I}.
O zaman, (S, d,) bir genellestirilmis tam metrik uzaydir. Her bir ¢, u € S ve

My, € {M € [0,0]: |@(t) — u(t)| < M, Vt € I} igin (2.54) denkleminden,

|(A®) (1) — (A (@) = f{F(u o), ¢ — 1)) = F(u, u(w), u(u — 1)) }du
to

< f|F(u, W), p(u—1)) — F(u, p(w), p(u — 1))|du
to

<L j lo(w) — p@o)ldu + Ly f o — 1) — (- Dldu
to to

< (Ly + L)TM,,,, t €[ty T]
ve
[(Ap)(©) = (AW @Ol =P() —P() =0, tE[to—T1,t0]

ki bunun anlami d;(A@,Au) < (L + L,)Td (@, u) olmasidir. 0<T(L;+L,) <1

oldugundan, o zaman A, § tizerinde kesin daralandir.

Keyfi £ € S igin, &(t) ve F(t,f(t),f(t — T)) siirh oldugundan, d; (A&, &) < o oldugu
gosterilebilir. Dolayisiyla, 2.3.1. Teorem’den, y,:1 = R’ye bir siirekli fonksiyon vardir
oyle ki (S,d,)’de A™¢ — y, ve Ay, = y,’dir, yani y, fonksiyonu
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{yé(t) = F(t,y0(t), ¥t = 1)),  tE€ [ty Tl
yo(t) =¥ (t), t € [ty — T, to),

esitliklerini saglar. g ve &, I tizerinde sinirhidir, o zaman d,(§,g) < o (Vg € S) olur.
Buradan {d; (¢, g) < oo} = S olur. Boylece, 2.3.1. Teorem’den dolay1 y,, (2.55) 6zelligine

sahip tek siirekli fonksiyondur.

Dabhasi, her t € [t,, T] igin

—e<y' ®)-F(t,y®),yt—-1))<¢

oldugu agiktir. Buradan,

t

—¢ j du < ]y'(u)du - fF(u,y(u),y(u —1))du <e | du,Vt € [y, T],
to

to to to
ve
[(Ay)(@) —y(O)| < e(t — o), hert € [t,, T]
elde edilir. A’nin tanimindan
ly(t) — (Ay)(t)| < Te, herhangi birt € 1

elde edilir. 2.3.1. Teorem ve son esitsizlikten

Vtel

d,(Ay,

1 £
y) < ,
— T(Ll + Lz) 1-— T(L1 + L2)

di(y,y0) <7
elde edilir. Bu esitsizlik 2.3.9. Teorem’in ispatini1 tamamlar (Tung and Biger, 2015).

Siradaki sonugla sinirsiz araliklarda gecikmeli diferansiyel denklemler igin kararlilik

sonuglarin1 kanitlayarak daha dnceki sonuglar1 genisletip gelistirecegiz. Sinirsiz araliklarla
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elde edilen kararlilik sonuglari i¢in (Jung, 2001) ve (Tung¢ and Biger, 2015) kaynaklarinda
bahsedilen ¢alismalarin kullandig1 ilham verici teknikler kullanacagiz (Ogrekgi, 2019).

Bu sonucu tartismadan once

y' ) = F(t,y(@®),y(t — 1)) (2.57)
diferansiyel denklemi i¢in tam Hyers-Ulam-Rassias kararliligini hatirlayalim:

Bazi €¢>0, W eC[ty—1,ty] ve t, i¢gin T ER olmak iizere T >t, olsun,

f:[to —t,T] = R herhangi bir siirekli fonksiyonunun

{|f'(t) —F(t,f(O).f(t—1)|<e  tE€[ty,T]
If@®) —¥@®)l<e  te€[ty—T1,t0]

esitsizliklerinin saglandigini varsayalim. Bu durumda

{fo’ ) =F(t.fo(O),fot—=1), tE€[tyT]
fo(t) =¥(b), t € [to — 7, t0)

ve

If@® = fo(Ol <K(e), telto—1,T]

saglayan bir fy: [t, — 7,T] = R siirekli fonksiyonu var olsun, burada K (¢) sadece £’un bir
ifadesidir. Bu durumda (2.57) denkleminin Hyers-Ulam kararliligina sahip oldugunu
soyleriz (Ogrekei, 2019).

Sinirsiz araliklarda gecikmeli diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam-Rassias kararliligr ile

ilgili verecegimiz ana sonug agagidaki gibidir.

2.3.10. Teorem: Verilen t, reel sayisi igin [ == [ty — T, 0) araligini tamimlayalim. K, L, L,
pozitif sabitler olmak tizere 0 < K(L; +L,) <1 olsun. F:I X RXR - R siirekli

fonksiyonunun her (t, x4, y1), (t, x5, ¥,) € I X R X R igin
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|F(t,x1,y1) — F(t, %2, ¥2)| < Lylx1 — x5 + Laly; — ol (2.58)

Lipschitz kosulunu sagladigini varsayalim. y: I — R siirekli tiirevlenebilen bir fonksiyonu

{|y'(t) —F(t,y(®),y(t —D)| < @(t), t € [to,) (2.59)

ly(®) =¥ (O] < @(®), t €[ty — 1,1

esitsizliklerini saglasin, burada ¢:I — (0,00) siirekli fonksiyonu her t €l igin

| ) ti) @ (s) ds| < K¢(t) kosulunu saglar, o zaman

Yo(t) = F(t,y0(t), yo(t — 1)), t € [to,), -
{ yo(t) = ¥(t), t € [ty — T, to), (2.60)

ve

ly(®) =y (O] < ), t el (2.61)

1-K(L, +Ly)

esitsizligini saglayan y,: I = R biciminde bir tek siirekli fonksiyonu vardir.

Ispat: Her n € N igin I, := [t,, to + n] araliklarin1 tanimlayalim. O zaman 2.3.8. Teorem’e

gore her bir n i¢in y,,: [,, = R’ye bir tek siirekli fonksiyon vardir 6yle ki her t € [, i¢in

t

Ya(8) = Yo() + j F(5,yu(5), yuls — 0)ds (2.62)

to

ve

ly(®) = (O] < @(t) (2.63)

K
1—-K(L+Ly)

kosullar1 saglanir. Dikkat edilmelidir ki t € [ty —1T,to] i¢in y(t) = yo(t) = ¥(t)

esitlikleri saglanir. t € I, ise, y,, tek fonksiyonu tek olur ve buradan
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V() = Y41 () = Ynio(t) = - (2.64)

elde edilir. Simdi her t€R icin n(t) =min{n € N:t € I,}, n(t) €N sayisim

tanimlayalim. Dahasi, y,: R — R fonksiyonunu

Yo () = Ynp(®) (2.65)

seklinde tanimliyoruz ve y,’in siirekli oldugunu iddia ediyoruz. Keyfi t; € R igin
n, = n(t;) tamsayisi segerek kanitlayalim. O zaman n,, I,,,;’in i¢ kismina aittir ve bir
€ > 0 sayisi vardir 6yle ki her t € (t; — &, t; + €) i¢in yo(t) = yn41(t) OlUr. y, 44, t;’de
stirekli oldugundan, y,’da stireklidir. Yani y,, her t; € R igin t; ’de siireklidir. Simdi, keyfi
t € I i¢in n(t) sayisi segiyoruz. O zaman t € I,,¢) var oldugundan ve (2.62) ve (2.65)

denklemlerinden

Yo(t) = Yn@)(®)

=y(to) + j F (S, Yn(e)(S), Yne) (s — T)) ds
to

—y@+ [ Fn@nG-0)ds (260
to
elde ederiz. Burada son esitlik gegerlidir ¢iinkii her s € I,,4) i¢in n(s) < n(t) olur ve

(2.64) ve (2.65)’i kullanirsak

Yn(t) ®)(s) = Yn(s) (s) = yO(S)
elde edilir. (2.66) esitliginden y, fonksiyonunun (2.60) denklemini sagladigi goriiliir.

Simdi y, fonksiyonunun (2.61) esitsizligini sagladigin1 gosterecegiz. Tim t € [ igin

t € L) oldugundan (2.63) ve (2.65)’den her t € I, i¢in

K
y(® =301 = y® = yu Ol < T #®
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elde edilir. Son olarak y, fonksiyonunun tek oldugunu gésterecegiz. uy: I = R’ye (2.60)
ve (2.61)’i saglayan baska bir siirekli fonksiyon olsun ve tim t € I igin y, Yyerine u,

yazalim. Keyfi t € I igin y,], (= yn(t)) ve ugl Ino kisitlamalarinin her ikisi de her

n(t)

t € I i¢in (2.60) ve (2.61)’1 saglar. O zaman y, ) = Yo fonksiyonunun tekliginden

|1n(t)

Yo (t) = yol Int = Ul I = Yo (t) ispat1 tamamlanir (Ogrekei, 2019).
Ornek: Herhangi A;, 1, > 0 igin, asagidaki gecikmeli diferansiyel denklemi

y'(@) + A4y(6) + Lyt —1) =q) (2.67)

I == [ty — 7, ] araliginda goz Oniine alalim, burada t,, ve t keyfi reel sayilardir.

F(t,y(@®),y(t —1)) = y(t) + y(t — ) — q(t)
denkleminden her t € I i¢in

|F(t,x1,y1) — F(t, %2, ¥2)| = |A1x1 + A1 — q(t) — A1x; — Aoy, + q ()]
= [ (x1 — x2) + 4,(y1 — y2)I
< Alxy — x| + A2]y1 — yal

elde ederiz. Yani 2.3.10. Teorem’in tiim kosullar1 saglanir ve (2.67) diferansiyel
denkleminin  Hyers-Ulam anlaminda kararliligini  elde etmis olduk. Simdi

@(t) = e (K > 0) fonksiyonunu tanimlarsak her t € I igin
t t
[ PR TP
A A A
to 0

elde ederiz. Boylece 2.3.10. Teorem’e gore

y +p@)y+q)=0 (2.68)
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denklemi Hyers-Ulam-Rassias anlaminda kararlidir. Herhangi bir T < o« i¢in (2.67)
denkleminin kararliligin1 2.3.10. Teorem’in garanti ettigi unutulmamalidir, Tung ve Biger
I’nin yalnizca smirh bir alt kiimesi i¢in kararliligi garantilemistir. Bu 6rnekte yalnizca

T < oo varsaytlmistir (Ogrekei, 2019).
2.4. Alternatif Bir Yaklasim

Diferansiyel denklemlerin kararlilik problemi hakkinda 6nemli ¢alismalardan biri Jung’un
(2010) makalesidir (2.3.4. Teorem), burada 06zel olarak diferansiyel denklemlerin
gosterildigi u'(t) = f(t, u(t)) formu Hyers-Ulam anlaminda kararlidir, I = [c — 7, ¢ + 7],
r yarigapl ve ¢ merkezli a¢ik yuvar ve f:1 X R — R ile (global) bir Lipschitz kosulunu
saglayan siirekli bir fonksiyon olsun, 0 < Lr < 1 olan bir L > 0, f’in ikinci bilesene gore

Lipschitz sabiti olsun yani tim t € I ve s;,s, € R igin

|f (&, s1) — f(£,82)| < Ll|sy — s3]

olsun. Bu makale bir dizi miiteakip yayin baslatti (6rnekler i¢in bakiniz (Tung and Biger,
2015; Huang and Li, 2016; Jung and Lee, 2007; Wang, Lv and Zhou, 2012)) ve biiyiik bir
etkisi oldu. Ozellikle de mevcut calisma yapildiktan sonra Basci ve arkadaslari, Jung’m
2.3.4. Teorem’in ispatinda 0 < Lr <1 varsaymmini diislirerek sonuglar1 iyilestirdi
(Choubin and Javanshiri, 2021).

(Bagc1 vd, 2020; Jung, 2010)’de kullanilan yaklagimlarin asagidakilere dayandigini
belirtmekte fayda var. Sabit nokta teoremi nihayetinde, u'(t) = f(t,u(t)) bi¢imindeki

diferansiyel denkleminin kararlilif1 probleminde f, (global olarak) Lipschitz kosulunu
saglayan siirekli bir fonksiyon oldugunda gecerlidir. Simdi, uygulama ac¢isindan iki dogal

soru ortaya ¢ikiyor:

[S1] w'(6) = f(t,u(r)) diferansiyel denklemi Hyers—Ulam anlaminda f igin sirekliligin

olmamasi veya (global olarak) Lipschitz kosulu varsayimlaria gore kapali mi1?
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[S2] u'(t) =f(t,u(t)) diferansiyel denklemi f ikinci bilesene gore yerel Lipschitz
kosulunu saglayan siirekli bir fonksiyon oldugunda Hyers-Ulam anlaminda kararli mi

(Choubin and Javanshiri, 2021)?

f:1 xR - R fonksiyonun yerel olarak Lipschitz fonksiyonu olmasini hatirlarsak, ikinci
bilesenle ilgili olarak her s € R igin bir r > 0 vardir, dyle ki f|;x(s—rs+r) ikinci bilesene

gore Lipschitz kosulunu saglar (Choubin and Javanshiri, 2021).

Sirada verecegimiz sonuglar bu iki soruya adanmistir ve

u'(6) = f(t,u®))
{au(a) +puy =5 ‘@b (2.69)

birinci mertebeden adi diferansiyel denklemin Hyers-Ulam(-Rassias) kararliligi iizerine
yogunlagmistir, burada a ve b reel sayilar olmak iizere a<b, a, £ =0, a+ £ > 0,
d ER ve f:[a,b] X R - R Lipschitz siireklilik varsayimimi saglamayan fonksiyondur.
Daha dogrusu ana hedefimize ulagsmak s6z konusu oldugunda, iist ve alt ¢oziimler yontemi
(Cabada, 1994)’de tanitilmis ve galisilmis ve o andan itibaren sinir deger problemlerinin
bir¢ok sinifi i¢in ¢ézlimlerin varligini kanitlamak icin adi ve kismi diferansiyel denklemleri
iceren bir ara¢ olarak popiiler hale gelmistir, 6rnek olarak (Amann, 1976; Ghaem, Afrouzi,
Rasouli and Choubin, 2013; Canada, Drabek and Gamez, 1997)’ye bakiniz. Bu, f iizerinde
uygun bir varsayim elde etmenin yolunu agar, (2.69) bi¢gimindeki diferansiyel denklemlerin
veya (global olarak) Lipschitz siireklilik varsayimlarmi kaybettigimizde Hyers-Ulam

(-Rassias) kararliligina sahiptir.

Simdi, W*([a, b]), [a, b] araligindaki Sobolev uzaymn gostersin, yani u(t) € L*([a, b])
bi¢imindeki tiim fonksiyonlarin Banach uzayidir, 6yle ki % € L'([a, b)), burada Lt ([a, b])

olagan anlamini tasir.
K ve L’nin 0 < KL < 1 bigimindeki pozitif sabitler oldugunu varsayalim.

Jung (2010), u'(t) = f(t,u(t)) bicimindeki diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam-

Rassias kararliliginin aragtirmasina sabit nokta yontemini uygulamustir. f: [a, b] X R - R
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sinirl ve siirekli bir fonksiyon oldugu durumda ikinciye gore (global olarak) Lipschitz

kosulunu saglayan ve @: [a, b] = (0, ) sabit bir ¢ € [a, b] ve tiim t € [a, b] i¢in

< Ko(t) (2.70)

fc t(p (r)dt

kosulunu saglayan siirekli bir fonksiyondur. Simdi, alt ve {ist ¢6ziim yontemi ile (bazi
durumlarda) u ve v’nin sapmasii iyilestiriyoruz. Bunun igin asagidaki lemmay1
hatirlamamiz gerekiyor (Cabada, 1994). Devam etmeden 6nce, (Cabada, 1994) formunun
goriinliste kacinilmaz olarak ortaya ¢ikan hipotezin bu boliimdeki daimi varsayimlarimizi

hatirlayalim (Choubin and Javanshiri, 2021).

2.4.1. Daimi Varsaymlar: f:[a,b] X R—> R fonksiyonu bir L!— Carathéodory

fonksiyonudur, yani

(1) f(.,s), her s € R igin 6lgiilebilirdir.
(2) f(t,.), her t € [a, b] igin siireklidir.

(3) Her R > 0 i¢in hy € L*([a, b]) vardir dyle ki s < R icin |f(t,s)| < hg(t), t € [a, b]

olur.

Burada, 2.4.1. daimi varsayimlari saglayan f: [a, b] X R = R fonksiyonu sinifinin oldukg¢a
zengin oldugunu belirtmek isteriz. Bu nedenle, asagidaki sonuglar, 6nemli bir gelisme
olarak goriilebilir. Asagidaki sonuglar1 kanitlamada 6nemli bir rol oynayan bir sonraki

lemma soyle ifade edilebilir.

2.4.1. Yardimct Teorem: 2.4.1. daimi varsayimlara tabi olarak (2.69) smir deger

problemini géz oniinde bulunduralim. Eger u € W1([a, b]) bir alt ¢oziim ise, yani
w'(t) < f(tu®),ve € [a,b] ve au(a) + Bu(b) < 8

ise, u € WY1([a, b)) iist ¢bziim ise, yani
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u'(t) = f(t,u@®)),vt € [a,b] ve au(a)+ pu(b) =6

ise ve [a,b] arahiginda u < u saglamiyorsa, bu durumda bir u ¢6ziimii vardir dyle ki

u < u < u esitsizligi saglanir (Choubin and Javanshiri, 2021).
Siradaki sonug, soru [S1]’i ¢6zer ve bu sorunla ilgili bilinen tiim sonuglar1 kapsiyor.
2.4.1. Teorem: 2.4.1. daimi varsayimlara tabi olarak (2.69) sinir deger problemini goz
oniinde bulunduralim. f (., s) artmayan bir fonksiyonsa, (2.69) sinir deger problemi Hyers-
Ulam-Rassias kararliligina sahiptir.
Ispat. v € WY1([a, b]) ise

[v'(6) = F(t,v(0)| < @(t), Vt € [a,b]
ve

av(a) + pv(b) =6

saglanir, burada ¢@: [a, b] — (0, ) siirekli bir fonksiyondur. t € [a, b] igin

fltv®)— o) <v'®) < f(tv®) + @) (2.71)

elde ederiz. Dahasi, eger @: [a, b] = [0, ) igin

d(t) == f p(t)dt

tanimlarsak, o zaman @ € W11([a, b]) oldugunu sdyleriz. Bu gdzlemlerden dolayz,
u=v—oveu=v+eo

(2.69)’un sirastyla alt ve st ¢oztimleridir. Gergekten, (2.71) geregi
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{z'(t) =v'(®O) - 'O < (F(Lv®) +9®) —9@® < f (tu®),  vtelab]
au(a) + fu(b) = av(a) + pv(b) — p(b) < J;

ve

{H'(t) =v' () = ' (®) 2 (f(t,v(D) — () + 9(®) = F(£UL),  Vt € [a,b]
au(a) + pu(b) = av(a) + Bv(b) + pP(b) = 6;

elde edilir. Boylece u ve u sirasiyla (2.69)’un alt ve ist ¢oziimii olmus olur. Simdi biz
u <u < u biciminde (2.69)’un bir u ¢oziimiiniin var oldugu sonucuna varmak igin

Yardimei Teorem 2.4.1.°i hatirlayalim. Ustelik
—o(t) <u(t) —v(t) < @(t)

olur. Boylece her t € [a, b] igin |u(t) — v(t)| < @(t) olur, yani (2.69) denklemi Hyers-

Ulam-Rassias kararliligina sahiptir (Choubin and Javanshiri, 2021).
Sonraki sonug, soru [S2]’ye olumlu bir cevap veriyor.

2.4.2. Teorem: (2.69) smir deger problemini diisiiniin ve f’in gergek degerli bir fonksiyon
oldugunu varsayalim. [a,b] X R tizerinde f(t,.) tim t € [a, b] igin siirekli olacak ve
ikinci bilesene gore yerel olarak Lipschitz kosulunu saglasin. f(.,s) artmayan ise 0 zaman
(2.69) smir deger problemi Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam-Rassias kararliligina sahiptir
(Choubin and Javanshiri, 2021).

3. SONUC VE ONERILER

1940 yilinda, Ulam fonksiyonel denklemlerin bazi kararlilik problemlerini asagidaki gibi
belirtti: Varsayalim f(t) fonksiyonu bir denklemi ¢6zmeye ¢ok yakin olsun. 4(t) kesin
¢Oziimii var mi1, f(t)’ye nispeten yakin mi1? Daha dogrusu Ulam su soruyu giindeme
getirdi: G, bir grup ve (G, p) bir metrik grup verilsin. € > 0 verildiginde bir § > 0 var
olsun &yle ki f:Gy - G, ise, her x,y € Gy igin p(f(xy), f(x)f(¥)) < 8’yi saglar, o
zaman her x € G, ve baz1 k > 0 i¢in p(f(x),h(x)) < ke olacak sekilde 4: G, — G, bir
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homomorfizm var midir? Cevap olumluysa z(xy) = h(x)h(y) denklemi Ulam anlaminda
kararl1 olarak adlandirilir. Bir yil sonra Hyers, Banach uzaymda lineer fonksiyonel
denklemler igin bu probleme bir cevap verdi: G;, G, bir reel Banach uzay1 ve € > 0 olsun.
O zaman her bir f: G; - G, esleme ve her x,y € G; igin [|[f(x+y)—f(x)—fW)|| <e
esitsizligini saglayacak sekilde g:G; — G, bi¢ciminde bir tek esleme vardir dyle ki her
X € G; i¢in [|f(x) — h(x)|| < € olur. 1978 yilinda, Rassias, bugiin Hyers-Ulam-Rassias
kararlilig1 olarak bilinen Ulam’in bir probleminde ¢ sabitini bir degisken kabul ederek
dikkate deger bir genelleme sagladi. Hyers’in cevabindan sonra, bugiin Hyers-Ulam
kararliligt olarak bilinen fonksiyonel denklemler icin yeni bir kararhilik kavrami

kurulmustur ve matematiksel analizin ana konularmdan biri haline gelmistir (Ogrekgi,
2019).

Diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararliliginda ilk sonug¢ Obloza tarafindan verildi.
Daha sonra, 1998 yilinda Alsina ve Ger, y' =y lineer diferansiyel denklemleri igin
Hyers-Ulam Kkararliligin1 arastirdi. Her t € [ i¢in eger y:I — R diferansiyellenebilir

fonksiyonu

ly' @) —y@®l<e¢

esitsizligini saglarsa bu durumda her t € I i¢in

ly@®) = ()] < 3e

olacak sekilde f'(t) = f(t) sartin1 saglayan bir f:I - R fonksiyonunun var oldugunu
ispatladilar. Burada, I bir agik aralik ve &€ > 0 dir (Ogrekgi, 2019).

Ayrica Miura (Miura, Takahasi and Choda, 2001), Miura (Miura, 2002) ve Takahasi
(Takahasi vd., 2002) Alsina ve Ger tarafindan verilen yukaridaki sonucu genellestirdiler ve

y" = Ay dinamik denkleminin Hyers-Ulam kararliligini kanitladilar (Ogrekgi, 2019).

2004 yilinda Jung, ¢(t)y = y diferansiyel denklemi i¢in benzer bir sonug elde etti. Daha
sonra, Miura ve arkadaslar1 (Miura vd, 2003a), Takahasi ve arkadaslar1 (Takahasi, Takagi,
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Miura and Miyajima, 2004) ve Jung (Jung, 2006) birinci mertebeden lineer diferansiyel

denklemlerin Hyers-Ulam kararliligina iligskin bazi sonuglari genellestirdiler. Onlar,

y +p@®)y+qt) =0 (2.72)

birinci mertebeden homojen lineer diferansiyel denklemler iizerinde calistilar (Ogrekei,
2019).

2006 yilinda Jung, (2.72) denkleminin Hyers-Ulam-Rassias kararliligini arastirdi. Ayrica,
Jung (2005)

ty'(t) + ay(t) + ft"x, =0

seklindeki diferansiyel denklemlerin genellestirilmis Hyers-Ulam kararlili1 tizerinde de

calist: (Ogrekei, 2019).
2008 yilinda Wang ve arkadaslar1 (Wang, Zhou and Sun, 2008),

p(t)y —q®)y —r(t) =0 (2.73)

birinci mertebeden homojen lineer diferansiyel denklemler iizerinde ¢alisti. Integral
carpani yontemini kullanarak (2.73) denkleminin Hyers-Ulam kararliligini kanitladilar ve

bazi mevcut sonuglar1 genislettiler. 2008 yilinda Jung ve Rassias (Jung and Rassias, 2008)

y' +g@®)y + h(®)y* = k(t)

formundaki Riccati denkleminin bazi ek kosullar altinda Hyers-Ulam kararliligim
kanitlamiglardir. 2009 ve 2010 yillarinda Rus (Rus, 2009; 2010) dort tip Ulam kararlilig
ele almistir: Ulam-Hyers kararlilii, genellestirilmis Hyers-Ulam kararliligi, Ulam-Hyers-
Rassias kararliligi ve genellestirilmis Ulam-Hyers-Rassias kararliligi. Bunlarin her birini

ayr1 ayri olarak

y' =f(ty@®) (2.74)
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ve

y'(®) =p@®) + f(t,y(®)

adi diferansiyel denklemleri i¢in incelemistir. Ayrica, 2010 yilinda sabit nokta yontemi ve
Cadariu ve Radu tarafindan kullanilan fikri benimseyen Jung (2010) sonlu ve kapali
aralikta tanimlanmis (2.74) denklemi i¢in Hyers-Ulam kararliligin1 arastirmis ve ayrica
(2.74) denklemi i¢in Hyers-Ulam-Rassias kararliligini ele almistir. Basci ve arkadaslari ise
Jung’in calismasindaki kosullar1 kaldirarak gelistirmistir. Choubin ve Javanshiri bu
aragtirmalarda alternatif bir yontem olarak alt ve {ist ¢oziimleri kullanarak bazi sonuglar

elde etmislerdir.

2013 yilinda Li ve Wang (Li and Wang, 2013) asagidaki gibi yar1 dogrusal diferansiyel

denklemlerin Hyers-Ulam kararliligini arastirdu:

y'(®) =) + f(ty(®).

2014 yilinda Qarawani (Qarawani, 2014), Hyers-Ulam-Rassias anlaminda birinci
dereceden dogrusal ve dogrusal olmayan diferansiyel denklemleri incelemistir. Ayrica
Bernoulli diferansiyel denklemleri i¢in Hyers-Ulam-Rassias anlaminda kararlilik ve

asimptotik kararlilik {izerine arastirmalar yapmstir (Ogrekei, 2019).
Ayni yil, Alqifiary (Alqifiary, 2014)
y®+A®y®) +BX) =0
bicimindeki diferansiyel denklemlerin birinci mertebeden lineer sistemleri igin Hyers-
Ulam-Rassias anlaminda kararlilik arastirmasi yapti. 2017 yilinda Onitsuka ve Shoji

(Onitsuka and Shoji, 2017)

y' —ay=0 (2.75)
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birinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararliligina ¢alismistir,
burada a sifirdan farkli bir reel sayidir. Onlar, her t € R igin ¢(t) tiirevlenebilir
fonksiyonu [¢'(t) — ag(t)| < € esitsizligini saglayan asimptotlar altinda her t € R igin

lp(t) — y(t)| < = saglayan (2.75) denklemi i¢in y(t) acik ¢Oziimiinin varligin

~ al

kanitlamuslardir (Ogrekgi, 2019).

Diferansiyel denklemlerin kararlilik problemi {izerine ciddi ¢alismalar 2000’li yillardan
itibaren baslamistir. Kararlilik, farkli yaklasimlar ile diferansiyel denklemlerin farkli
siiflar1 icin de arastirilmistir. Ornegin, gecikmeli diferansiyel denklemler 6zel bir tiir adi
diferansiyel denklemlerdir. Bildigimiz kadariyla, 2010 yilinda Jung ve J. Brzdek (Jung and
Brzdek, 2010) gecikmeli diferansiyel denklemlerin kararliligini ilk arastiran
aragtirmacilardir. Hyers-Ulam kararliligimma iliskin sonucglar yukarida bahsedilenler
tarafindan harekete gecirilmistir, onlar [-7,00) araliginda bir baslangic kosulu ile
y'(t) = Ay(t — ) denkleminin Hyers-Ulam kararliligin1 arastirdilar, burada 1> 0 ve
T > 0 reel sabitlerdir. Ondan sonra, Otrocol ve llea benzer bir fonksiyonel diferansiyel
denklemler i¢in Hyers-Ulam kararliligint ve genellestirilmis Hyers-Ulam kararliligini

arastirdr (Ogrekei, 2019).

2015 yilinda Tung ve Biger (Tung and Biger, 2015) sabit nokta yontemini kullanarak

y'(©) = F(t,y(0),y(t — 1))

bigimindeki birinci mertebeden gecikmeli diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam-Rassias
ve Hyers-Ulam kararlilig: ile ilgili iki énemli sonucu kamitladi. Ogrekgi ise gecikmeli
diferansiyel denklemleri sonsuz aralikta ele alarak Tung¢ ve Biger’in ¢alismasini

gelistirmistir (Ogrekgi, 2019).

Son yirmi yilda diferansiyel denklemler teorisi zaman skalasinda sistematik olarak
incelendi. Bildigimize gore sadece 2013 yilinda Andras ve Meszaros (Andras and
Meszaros, 2013) bazi lineer ve lineer olmayan dinamik denklemlerin ve zaman skalasinin
dinamik denklemlerin Hyers-Ulam kararliligi iizerine ¢alisti. Hem dogrudan hem de

operasyonel yontemler kullandilar (Ogrekei, 2019).
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2013 yilinda, Shen (Shen, 2017)

yA=p@®)y+f(@®)

birinci mertebeden lineer dinamik denklemlerin Ulam kararliligini arastirdi ve

xt = —p(Ox7 + f(t)

adjoint denklemi i¢in zaman skalasinda sonlu bir aralikta integral ¢arpan1 metodu kulland.
Aym yil Zada ve arkadaslar1 (Zada, Shah, Ismail and Li, 2017) zaman skalas: fikrini

kullanarak

x? = Gx(t)

birinci mertebeden lineer dinamik sistemlerin ikiye boliinmesi ve Hyers-Ulam kararliligt

arasindaki iliskisi lizerinde calisti.

Biitiin bunlara ek olarak son on yilda kesirli diferansiyel denklemler teorisinde 6nemli

gelismeler olmustur ve Ulam tipi kararlilik arastirmalari bu alanda da yapilmistir (Ogrekgi,
2019).

Bu dogrultuda daha ileri arastirmalar i¢in kesirli mertebeden diferansiyel denklemlere
iliskin Ulam tipi kararlilik problemleri incelenebilir. Farkli kesirli tlirev tanimlariyla
uyumlu olacak sekilde yeni yontemlerin gelistirilmesi literatiire katki saglayacak onemli

sonugclari tiretebilir.



73

KAYNAKLAR

Alsina, C. and Ger, R. (1998), On Some Inequalities and Stability Results Related to The
Exponential Function, Journal of Inequalities and Applications, 2(4), 373-380.

Algifiary, Q. H. (2014), Note On The Stability for Linear Systems of Differential
Equations, International Journal of Applied Mathematical Research, 3(1), 15-22.

Amann, H. (1976), Fixed Point Equations and Nonlinear Eigenvalue Problems in Ordered
Banach Spaces, Society for Industrial and Applied Mathematics, 18(4), 620—709.

Andras, S. and Meszaros, A. R. (2013), Ulam-Hyers Stability of Dynamic Equations On
Time Scales Via Picard Operators, Applied Mathematics and Computation, 219(4),
4853-4864.

Basci, Y., Misir, A. and Ogrekgi, S. (2020), On The Stability Problem of Differential
Equations in The Sense of Ulam, Results in Mathematics, 75(6).

Brzdek, J., Popa, D. and Xu, B. (2007), The Hyers-Ulam Stability of Nonlinear
Recurrences, Journal of Mathematical Analysis and Applications, 335(1), 443-449.

Bojor, F. (2012), Note On The Stability of First Order Linear Differential Equations,
Opuscula Mathematica, 32(1), 67—74.

Cabada, A. (1994), The Monotone Method for First-Order Problems with Linear and
Nonlinear Boundary Conditions, Applied Mathematics and Computation, 63, 163—
186.

Cadariu, L. and Radu, V. (2008), Fixed Point Methods for The Generalized Stability of
Functional Equations on A Single Variable, Fixed Point Theory and Applications,
Article ID 749392, 15 p.

Canada, A., Dr'abek, P. and G'amez, J. L. (1997), Existence of Positive Solutions for
Some Problems With Nonlinear Diffusion, Transactions American Mathematical
Society, 349, 4231-4249.

Choubin, M. and Javanshiri, H. (2021), A New Approach to the Hyers—Ulam—Rassias
Stability of Differential Equations, Results in Mathematics, 76(1), 1-14.

de Oliveira, E. C. and Sousa, J. V. C. (2018), Ulam—Hyers—Rassias Stability for A Class of
Fractional integro-Differential Equations, Results in Mathematics, 73(3), 111.

Diaz, J. B. and Margolis, B. (1968), A Fixed Point Theorem of The Alternative for
Contractions on A Generalized Complete Metric Space, Bulletin of The American
Mathematical Society, 74, 305-309.

Dzimira-Zarzycka, K., (Aralik 2018), Stanistaw Ulam- Matematik Biiyiiciisii, URL:
https://culture.pl/en/article/stanislaw-ulam-magician-of-mathematics. Son  Erisim
Tarihi: 15.02.2022




74

Forti, G. L. (2004), Comments on The Core of The Direct Method for Proving Hyers Ulam
Stability of Functional Equations, Journal of Mathematical Analysis and
Applications, 295(1), 127-133.

Ghaemi, M. B., Afrouzi, G. A., Rasouli, S. H. and Choubin, M. (2013), On The Existence
of Positive Solutions for A Class of (p(x),q(x)) -Laplacian System, Applied
Mathematics Letters, 26, 367-372.

Huang, J. and Li, Y. (2016), Hyers—Ulam Stability of Delay Differential Equations of First
Order, Mathematische Nachrichten, 289(1), 60—66.

Hyers, D. (1941), On The Stability of The Linear Functional Equation, Proceedings of
National Academy of Sciences of The United States of America, 27(4), 222-224.

Internet: Stanistaw Ulam. (Nisan 2021) URL:
https://tr.wikipedia.org/wiki/Stanislaw_Ulam. Son Erisim Tarihi: 15.02.2022

Internet 1: URL: http://www.atomicarchive.com/Bios/Ulam.shtml. Son Erisim Tarihi:
15.02.2022

Internet 2: URL: http://www.jewage.org/wiki/en/Article:Stanislaw Ulam - Biography.
Son Erisim Tarihi: 15.02.2022

Internet 3: URL: https://www.atomicheritage.org/profile/stanislaw-ulam. Son Erisim
Tarihi: 15.02.2022

Jung, S. M. (2001), Hyers-Ulam-Rassias Stability of Functional Equations in Mathematical
Analysis, Hadronic Press, London.

Jung, S. M. (2004), Hyers-Ulam Stability of Linear Differential Equations of First Order,
Applied Mathematics Letters, 17(10), 1135-1140.

Jung, S. M. (2005), Hyers-Ulam Stability of Linear Differential Equations of First Order
(1), Applied Mathematics Letters, 18(2), 139-146.

Jung, S. M. (2006), Hyers-Ulam Stability of Linear Differential Equations of First Order
(11), Applied Mathematics Letters, 19(9), 854-858.

Jung, S. M. (2010), A Fixed Point Approach to The Stability of Differential Equations
y' = f(x,y), Bulletin of The Malaysian Mathematical Sciences Society, 33(1), 47—
56.

Jung, S. M. and Brzdek, J. (2010), Hyers-Ulam Stability of The Delay Equation
y'(t) = Ay, Abstract and Applied Analysis, 10 pages.

Jung, S. M. and Lee, K. S. (2007), Hyers—Ulam Stability of First Order Linear Partial
Differential Equations With Constant Coefficients, Mathematical Inequalities
Applications, 10, 261-266.


https://tr.wikipedia.org/wiki/Stanislaw_Ulam
http://www.atomicarchive.com/Bios/Ulam.shtml

75

Jung, S. M. and Rassias, T. M. (2008), Generalized Hyers-Ulam Stability of Riccati
Differential Equation, Mathematical Inequalities &Applications, 11(4), 777-782.

Kacper, J. (Agustos 2018) Stanistaw Ulam, Young Talent Management, URL:
https://greatpoles.pl/index.php/historical-poles/60-stanislaw-ulam. Son Erisim Tarihi:
15.02.2022

Li, X. and Wang, J. (2013), Ulam-Hyers-Rassias Stability of Semilinear Differential
Equations With Impulses, Electronic Journal of Differential Equations, 2013 (172),
1-8.

Miura,T., Takahasi, S. E. and Choda, H. (2001), On The Hyers-Ulam Stability of Real
Continuous Function Valued Differentiable Map, Tokyo Journal of Mathematics,
24(2), 467-476.

Miura, T. (2002), On The Hyers-Ulam Stability of A Differentiable Map, Japanese
Journal of Mathematics, 55(1), 17-24.

Miura, T., Miyajima, S. and Takahasi, S. H. (2003a), A Characterization of Hyers-Ulam
Stability of First Order Linear Differential Operators, Journal of Mathematical
Analysis and Applications, 286(1), 136—146.

Miura, T., Miyajima, S. and Takahasi, S. H. (2003b), Hyers-Ulam Stability of Linear
Differential Operator With Constant Coefficients, Mathematische Nachrichten,
258(2), 90-96.

Obloza, M. (1993), Hyers-Ulam Stability of The Linear Differential Equations, Rocznik
Nauk-Dydakt Prace Matematik, 19(1), 259- 270.

Obloza, M. (1997), Connections Between Hyers and Lyapunov Stability of The Ordinary
Differential Equations, Rocznik Nauk-Dydakt Prace Matematik, 14(1), 141-146.

Onitsuka, M. and Shoji, T. (2017), Hyers-Ulam Stability of First-Order Homogeneous
Linear Differential Equations With A Real-Valued Coefficient, Applied Mathematics
Letters, 63(1), 102-108.

Otrocol, D. and llea, V. (2013), Ulam Stability for A Delay Differential Equation, Central
European Journal of Mathematics, 11(7), 1296— 1303.

O’Connor, J. J. and Robertson E. F., (Haziran 1998) Stanislaw Marcin Ulam. URL:
http://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Ulam.html. Son Erisim Tarihi:
15.02.2022

Ogrekei, S. (2019), Stability of Delay Differential Equationsin The Sense of Ulam on
Unbounded Intervals, An International Journal of Optimization and Control,
Theories & Applications, 9(2), 125-131.

Petru, T. P., Petruel, A. and Yao, Y. C. (2011), Ulam-Hyers Stability for Operatorial
Equations and Inclusions Via Nonself Operators, Taiwanese Journal of Mathematics,
15(5), 2195-2212.



76

Popa, D. and Pugna, G. (2016), Hyers—Ulam Stability of Euler’s Differential Equation,
Results in Mathematics, 69(3), 317-325.

Qarawani, M. N. (2014), On Hyers-Ulam-Rassias Stability for Bernoulli’s and First Order
Linear and Nonlinear Differential Equations, British Journal of Mathematics and
Computer Science, 4(11), 1615-1628.

Rassias, T. M. (1978), On The Stability of The Linear Mapping in Banach Spaces,
Proceedings of The American Mathematical Society, Volume 72, 297-300.

Rus, I. A. (2009), Ulam Stability of Ordinary Differential Equations, Studia Universitatis
Babe-Bolyai Mathematica, 54(4), 297-300.

Rus, I. A. (2010), Ulam Stabilities of Ordinary Differential Equations in A Banach Space,
Carpathian Journal of Mathematics, 26(1), 103-107.

Shen, Y. (2017), The Ulam Stability of First Order Linear Dynamic Equations on Time
Scales, Results in Mathematics, 72(4), 1881-1895.

Takahasi, S. H., Miura, T. and Miyajima, S. (2002), The Hyers-Ulam Stability Constants
of First Order Linear Differential Operators, Bulletin of Korean Mathematical
Society, 39(1), 309-315.

Takahasi, S. E., Takagi, H., Miura, T. and Miyajima, S. (2004), The Hyers-Ulam Stability
Constants of First Order Linear Differential Operators, Journal of Mathematical
Analysis and Applications, 296(2), 403—4009.

Tung, C. and Biger, E. (2015), Hyers-Ulam-Rassias Stability for A First Order Functional
Differential Equation, Journal of Mathematical and Fundamental Sciences, 47(2),
143-153.

Ulam, S. M. (1940), Problems in Modern Mathematics (Chapter VI, Some Questions in
Analysis: Section 1, Stability), Science Editions, John Wiley & Sons, New York, 63-
69.

Ulam, S. M. (1960), A Collection of Mathematical Problems, Interscience, New York.

Wang, G., Zhou, M. and Sun, L. (2008), Hyers-Ulam Stability of Linear Differential
Equations of First Order Applied Mathematics Letters, 21(10), 1024-1028.

Wang, J. R, Lv, L. L. and Zhou, Y. (2012), New Concepts and Results in Stability of
Fractional Differential Equations, Communications in Nonlinear Science and
Numerical Simulation, 17(6), 2530-2538.

Zada, A., Shah, S. O., Ismail, S. and Li, T. (2017), Hyers-Ulam Stability in Terms of
Dichotomy of First Order Linear Dynamic System, Punjab University Journal of
Mathematics, 49(3), 37-47.



77

OZGECMIS

Adi-Soyadi : Rebiha SARIDUGAN

Bilimsel Faaliyetler (Yayinlar, Bildiriler, Katildig1 Projeler)

1-) Saridugan, R. (2021), A Study of Stability of Differential Equations in the Sense of
Ulam , Icom 2021 Conference Short Abstract Book, 12



