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OZET

Bu tez ¢alismasinda, diferansiyel denklemlerin sayisal olarak ¢ézlimiinde Monte
Carlo metotlarinin etkinligi arastirilmis ve bu yontemlerin c¢esitli tiirdeki diferansiyel
denklemlere uygulanabilirligi detayli bir sekilde incelenmistir. Ozellikle singiiler,
singiiler pertiirbasyonlu, gecikmeli ve Volterra tipindeki integro-diferansiyel
denklemlerin yaklasik ¢oziimleri ele alinmistir. Caligmanin temel yaklasimi, diferansiyel
denklemlerin integral denklemlere doniistiiriilmesi ve bu yeni formiilasyonlarin Monte
Carlo metotlar1 kullanilarak ¢oziimlenmesidir. Tezdeki bazi 6rnekler diger integral
metotlari ile de ¢oziilmiis ve karsilastirmalar yapilmistir.

Monte Carlo metotlar1, ¢dziim uzayinda rastgele drnekleme yaparak yaklasik
coziimler elde etmeye olanak taniyan istatistiksel yaklasimlardir. Bu ¢aligmada, klasik
deterministik niimerik yontemlerin yetersiz kaldigrt veya ¢Oziimiinliin zorlastigi
durumlarda, Monte Carlo metotlarinin sagladig1 esneklik ve giiclii yaklasim yetenekleri
vurgulanmigtir. Rassal sayilar kullanilarak integral ifadelerin yaklasik degerleri
hesaplanmis, bu sayede ilgili diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerine ulasilmistir.

Tez kapsaminda ilk olarak Monte Carlo metodunun teorik temelleri sunulmus,
rassal say1 iiretimi ve Oornekleme teknikleri detaylandirilmistir. Ardindan, farkl tipteki
diferansiyel denklemler icin integral formiilasyonlar1 elde edilerek Monte Carlo
yaklasimiyla ¢dziimleri gergeklestirilmistir. Integral denklemler iizerinden yapilan
uygulamalar, Monte Carlo yoOnteminin genis kapsamli kullanim potansiyelini

gostermektedir.



Anahtar Kelimeler: Monte Carlo metotlari, Rassal sayilar, Klasik integrasyon
metotlar, Integral denklemler, Volterra integral denklemler, Singiiler pertiirbe

denklemler, Diferansiyel denklemler, Iintegro diferansiyel denklemler.
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ABSTRACT

In this thesis, the effectiveness of Monte Carlo methods in the numerical solution
of differential equations was investigated, and the applicability of these methods to
various types of differential equations was examined in detail. Specifically, approximate
solutions for singular, singularly perturbed, delayed, and Volterra-type integro-
differential equations were addressed. The core approach of the study involves
transforming differential equations into integral equations and solving these new
formulations using Monte Carlo methods. Some examples in the thesis were also solved
using other integral methods, and comparisons were made.

Monte Carlo methods are statistical approaches that enable the derivation of
approximate solutions by performing random sampling in the solution space. In this
study, the flexibility and powerful approximation capabilities of Monte Carlo methods
were emphasized in cases where classical deterministic numerical methods fall short or
become challenging to apply. By using random numbers, approximate values of integral
expressions were calculated, thereby obtaining solutions to the relevant differential
equations.

Within the scope of the thesis, the theoretical foundations of the Monte Carlo
method were first presented, and random number generation and sampling techniques
were detailed. Subsequently, integral formulations for different types of differential
equations were derived, and their solutions were obtained using the Monte Carlo

approach. The applications performed on integral equations demonstrate the broad-



ranging potential of the Monte Carlo method.

Keywords: Monte Carlo methods, Random numbers, Classical integration
methods, integral equations, Volterra Integral equations, Singiirel pertiirbe equations,

Differential equations, Integro-differential equations.
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1. GIRIS

Diferansiyel denklemler, doga bilimlerinden miihendislige, ekonomiden tipa
kadar pek cok alanda karsilasilan dinamik sistemlerin matematiksel ifadesinde temel bir
rol oynar. Bu denklemler, bir sistemin durumunun zamanla veya uzaysal koordinatlarla
nasil degistigini tamimlayan ve analitik ya da sayisal yontemlerle ¢oziilebilen giiclii
modellerdir. Sonlu farklar, sonlu elemanlar, spektral yontemler ve benzeri geleneksel
¢Oziim teknikleri ile ¢oziimler yapilabilse de dogrusal olmayan yapilar, yiiksek
boyutluluk, karmasik sinir kosullar1 veya rastgele parametreler igeren sistemlerde
kullanilan geleneksel yontemler yetersiz kalabilmekte veya yiiksek hesaplama maliyetleri
ve fazla zaman gerektirebilmektedir. Bu sebeplerden dolayi, farkli sayisal yaklagimlara
olan ihtiyag duyulmus ve Monte Carlo metodu bu zorluklara cevap verebilecek ve
diferansiyel denklem ¢6ziimlerinin kullaniminda genellikle sonuca gotiirebilecek zaman
ve maliyet agisindan ekonomik bir metot olabilmektedir [1,2,30,31,32]. Monte Carlo
metodu, temelde rastgele drnekleme ve istatistiksel simiilasyon prensiplerine dayanan,
ozellikle yliksek boyutlu problemlerde ve belirsizlik iceren sistemlerde etkili sonuglar
veren bir sayisal analiz teknigidir. Ilk olarak niikleer fizyon calismalarinda kullanilan bu
yontem, glinlimiizde finansal modellemeden kuantum fizigine, makine 6grenmesinden
malzeme bilimine kadar genis bir uygulama alanina sahiptir. Diferansiyel denklemler
baglaminda Monte Carlo metodunun kullanimi, kesin girdilere dayanan ve belirli bir girdi
kiimesi i¢in aynmi c¢iktiyr lreten bir problemi, rastgeleligi ve belirsizligi slirecle
iliskilendirerek ¢6ziim aramay1 miimkiin kilar. Metot ile makine 6grenmesi, optimizasyon
ve oyun teorisi gibi alanlarda giincel MCTS uygulamalar1 incelenir. Ozellikle kismi
diferansiyel denklemler, stokastik diferansiyel denklemler, yiiksek dereceli diferansiyel
denklemler ve ¢ok katl integro-diferansiyel denklemler gibi denklemleri ¢6zen
geleneksel yontemlerin zorlandigi durumlarda 6nemli avantajlar sunmaktadir [3,4,34,35].

Monte Carlo tabanli ¢oziimlerin en ©Onemli avantajlarindan biri, problemin
boyutundan bagimsiz olarak yakinsama hizinin korunabilmesidir. Ozellikle yiiksek
boyutlu integrallerin ve yiiksek mertebeli diferansiyel denklemlerin hesaplanmasi
gereken durumlarda, Monte Carlo metodu diger sayisal yontemlere kiyasla daha verimli
sonuglar verebilmektedir. Bu tezde analitik olarak ¢oziimii zor olan veya ¢oziimii
olmayan yiiksek mertebeli diferansiyel denklemler ve bu denklemlerin integrallerinin
alinmasi ile elde edilecek ¢ok katli integral iceren integro-diferansiyel denklemlerin
¢ozliimiinde Monte Carlo metodunu kullanarak denklemlerin yaklasik degeri bulunmaya

1



calisilacaktir. Asagida verilen Volterra, gecikmeli ve singiiler pertiirbe diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimiinde Monte Carlo metodunu kullanarak diger klasik metotlara gére

iyi sonuglar vermesi incelenecektir:

2
u”’ (t) +?u’(t) +u’(t) =0, 0<t<1,

u'(0) =0, u(0)=1,

t
eu' + 2u + tanh <t + 1 (2u(s) + e‘smu(s))d5> =0, 0<t<2,
t-1

ult) =1, —1<t<0,

u'’(t) = —u(t) + f (t —s)y(s)ds,
0

y(0)=1, y'(0) =0,

‘ T R I |
su’(t)+u3(t)+3u(t)+fuz(s)dsze ¢ -eeE + 2e= +§£, 0<t<l,
0
u(0) =1,
11 ! g t 8 __Zt
U (t)+2u(t)+£u(s)ds=§—1(1—ee), 0o<t<1,
-2

l—e-

u(0) =0, u(l) = >

Literatiirde Monte Carlo metodunun diferansiyel denklem ¢6ziimlerindeki roliine
dair yeteri kadar ¢aligma bulunmamaktadir. Bu tez calismasi, bu boslugu doldurmayi
hedefleyerek Monte Carlo metodunun diger ¢6ziimlere oranla nasil galistigi, hangi
durumlarda avantajli ve dezavantajli oldugunu ortaya koymay1 amaglamistir.

Tez dort boliimden olusmaktadir: 11k boliim Giris boliimiidiir. Burada literatiir bilgisi yer
almaktadir. ikinci béliim olan Genel Bilgiler de tez iginde kullanilan tamimlara yer
verilmistir. Uciincii boliim, Materyal ve Yontem boliimiinde ise Monte Carlo yontemine

yer verilmistir. Dordiincii boliim Bulgular ve Tartisma’ da teorik bilgilerin dogrulugunu



gdstermek amaciyla 6rnek uygulamalar yapilmistir. Son béliimde ise Sonug ve Oneriler

bulunmaktadir.



2. GENEL BILGILER

Bu bolimde, Monte Carlo metodu ile yaklasik ¢o6ziimler arastirilirken

kullanilacak tanimlara yer verilecektir.
2.1. Rassal Say1

Rastgelelik, 6geler arasinda sistematik bir baglanti bulunmayan, diizensiz ve
tahmin edilemez bir nitelik olarak tanimlanabilir. Bu tiir rastgele iiretilen sayilar, olasilik
temelli oyunlardan istatistiksel analizlere ve bilgisayar simiilasyonlarina kadar pek ¢ok
alanda yaygin sekilde kullanilmaktadir. Rastgele say1 Tlretecleri, bilgisayar
simiilasyonlari, dijital analizler, siirdiiriilebilir analizler ve Monte Carlo ydntemiyle
genisletilerek yaygin sekilde tercih edilmektedir. Ger¢ek anlamda rastgele bir sayi, her
bir basamagin esit dagilima sahip oldugu ve hi¢bir basamagin digerini etkilemedigi bir
say1 dizisi seklinde ifade edilebilir. Bu tiir sayilar, herhangi bir oriintli veya bagimlilik
icermeyen tamamen bagimsiz rakamlar zincirinden olusur. Bir kiime veya dizin
elemanlarinin bir parcasi olarak rastgele secilmesiyle elde edilen sayilar, bilgisayar
bilimlerinin pek ¢ok alaninda gerekli olmaktadir [12]. Monte Carlo simiilasyonlarimnin
temelini olusturan rassal sayilar, tiretim tekniklerine gore iki kategoriye ayrilir; fiziksel
stireclerden elde edilenler "gergek rastgele sayilar" olarak tanimlanirken, matematiksel
algoritmalarla iiretilen ve rastgelelik ozellikleri gosteren sayilar ise "s6zde rastgele

sayilar" olarak adlandirilir. Bu ayrim, sayilarin iiretim kaynagina dayanmaktadir. [12,

13,14,15].
2.2. Sayisal integrasyon Metotlar

Sayisal integrasyon veya integral alma islemi, analitik olarak bir integralin
alinmasimin ¢ok zor veya olanaksiz oldugu durumlarda veya bir islevin degerlerinin
sadece belirli noktalarda bilinmesi durumlarinda basvurulur. Uzunluk, alan, hacim, enerji
gibi pek ¢ok biyiikliigiin hesabinda tek ve ¢ok katli integrasyondan yararlanilir. Bu
boliimde bu gibi amaglar i¢in kullanilabilecek tek ve ¢ok katli belirli integrallerin sayisal
¢oziim yontemleri agiklanmistir [16].

Genel olarak bir f(x) fonksiyonunun a <x <b araligindaki belirli integrali I,

I = fbf(x)dx,



seklinde gosterilir. Bir kez integral alma islemi yapildigindan tek katli, integral sinirlart
belli oldugundan belirli integral denir. Bu integrasyon islemi ile, Sekil 2.2.1'de
gosterildigi gibi geometrik olarak, integrali hesaplanan f(x) egrisinin altinda kalan

a <x <b araligindaki tarali alan hesaplanmis olur.

fix) »
1= fix)dx fix) fix)

Y

Sekil 2.2.1. Tek katli belirli integral hesabi

Sekil 2.2.1'deki tarali alanin dolayisiyla integralin hesabinda genellikle a <x <b
araligr Ax kalinhiginda N dilime bdliiniir. Bu hesapta a integralin alt sinir degeri, b iist

sinir degeri ve N dilim sayis1 olmak tizere Ax kalinligy;

olmak iizere x, = a, xy = b’ dir.
Boylece eni Ax kadar olan pargalara ayrilarak elde edilen N tane dilimin alanlarinin

toplanarak toplam alan veya integralin degeri

b—aN C
I ~ ~ Zf(xl-)= AXZf(xi).

formiilii ile hesaplanir.



f(x)
f(x)

a AX b X

—~t

Sekil 2.2.2. Pargalara ayrilarak elde edilen dilimlerin toplanarak integral hesaplama

Baslica klasik integrasyon metotlar1 ise dikdortgen metodu, trapez (yamuk) metodu,

Simpson metodu, Romberg metodu olup metotlarin tanimlari asagida verilmistir.
2.2.1. Dikdortgen Metodu [13]

Dikdortgen metodunda, x = a igin f(a) noktasindan x eksenine paralel dogru
cizilerek birinci dikdortgen dilim elde edilir. x = a + A4x igin f(a + Ax) noktasindan
da x eksenine paralel dogru ¢izilerek ikinci dikdortgen dilim elde edilir. Bu sekilde devam
edilerek her noktadan x eksenine paralel dogrular ¢izilir ve dikdortgen dilimler elde edilir.

Integralin degeri, yaklasik olarak bu dikdértgen dilimlerin alanlarinin toplamina esittir.

A
o f(x)
X
/
{ f(x;)
—_
AX
-
a AX b X Xj Xj+1
Dikdortgen

Sj = Ax;.f(x))

Sekil 2.2.3. Dikdortgen metodu

Elde edilen x;’den x;, ;e kadar olan dikdértgen alan

S] = (Ax)f(x]) ,



olarak hesaplanir. a, b araligi N pargaya boliinen kalinligi Ax olan her bir dikdortgenin
alan1 hesaplamak i¢in ayni formiil kullanilirsa ve toplam alan bulunmak istenirse agagida

verilen formiil elde edilir:

Fy = (Ax)f(a) + (Ax)f(a + Ax) + (Ax)f(a + 2Ax) + -+ (Ax) f (b — Ax)
+ (Ax)f(b),

formiil diizenlenirse;

n-1

Fy = Ax|f(@+f(B) + ) f(a+jax)|,
j=1

elde edilir. Elde edilen Fy, f(x) egrisinin altinda kalan alanin yaklagik degerini

verecektir.
2.2.2. Yamuk (Trapez) Metodu [17]

Trapez bolme yontemi, bir fonksiyonun belirli bir araliktaki integralini yaklasik olarak
hesaplamak icin kullanilan bir sayisal integrasyon teknigidir. Bu yontemde, her aralikta
f(t) degerleri birlestirilen fonksiyonun bir dogru olarak kabul edilmesi esas alinir. Bu
durumda, her bir aralik trapezoid (yamuk) seklinde disiiniiliir ve bu trapezoidlerin

(yamuklarin) altindaki alanlar toplanarak integralin yaklasik degeri elde edilir.

f{x) fix;)

Ax

xl xl‘ |
;
a4 AX h x Yamuk

S; = (Ax/2). [fix;)+ fix;1)]

Sekil 2.2.4. Trapez (Yamuk) metodu



Elde edilen x; *den x;,’e kadar olan trapezoidin alani

5 = () () + )]

olarak hesaplanir. a,b araligi N pargaya boliinen kalinligi Ax olan her bir trapezoidin
alan1 hesaplamak i¢in ayni formiil kullanilirsa ve toplam alan bulunmak istenirse asagida

verilen formiil elde edilir:

Fy = (Az—x) [f(@) + f(a+Ax)] + (Az—x) [f(a+ &%) + f(a+ 28%)] + -

+(3) 0o - v+ Fo),

formiil diizenlenirse;

Fo=(3)|[f@+ 700+ znif(a +j82)],
j=1

elde edilir. Elde edilen Fy, f(x) egrisinin altinda kalan alanin yaklagik degerini
verecektir. Trapez yonteminde, integralin boyut sayisi "d" olsun. Bu durumda, kullanilan

-2/d

trapezoidlerin genisligi N ile orantili oldugundan, hata da bu genislikle dogru

orantilidir. Yani, N~2/4

degeri kiiciildiikge veya biiyiidiikkce hata da buna bagli olarak
azalir veya artar. Ancak goriildiigii gibi, N dilim kalinlig1 kiiglik veya dilim sayis1 biiyiik

secildikce integrasyon sonucunun dogrulugu artmaktadir.
2.2.3. Simpson Metodu

Bu yontemde ¢6ziim aralig ¢ift sayida n dilim sayisina boliindiikten sonra her bir iki

dilime iligkin {i¢ noktadan gecen egrinin altindaki alan yani integral hesaplanir.



Sekil 2.2.5. Sayisal integralleme i¢in Simpson kurali

Buna gore x;_; ’den x;,, e kadar Simpson kurals;

Xj+1

FOdx = (Ax/3)[f(xj-1) + 4(Fx;) + (x541)]

X

j_
olarak hesaplanir. a, b araligi n (¢ift olmak {izere) pargaya boliinen kalinligr Ax olan tiim
iki dilime iliskin {i¢ noktadan gecen egrinin altindaki alani hesaplamak i¢in ayni formiil

kullanilirsa ve toplam alan bulunmak istenirse asagida verilen formiil elde edilir:

b n-1
I = ff(x)dx = (Ax/3) |f(@) + f(b) + 4 Z fa+ jAx)
a Jj=1(j tek)
+ z fla+jAx)|.
j=2(cift)

2.2.4. Romberg Metodu [18]

Trapez kurali ile alinan integraldeki hatayr Romberg ekstrapolasyon yontemiyle

azaltmak miimkiindiir. Trapez yonteminde hata O(Ax ?) mertebesinde olup, bir Ax
degeriyle yapilan integral ile Az—x almarak yapilan ikinci bir integralin sonuglar
birlestirilerek integral i¢in daha iy1 bir tahmin yapilabilir:

Daha 1yi tahmin i¢in

[ reoa=1(&)+ (&) -1 ()]
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formiili kullanilir. Bu formiil genellestirilmesi ile

f oo =1 (2 e o 1 (2) ()] k=ona

n =2"vem = 1,2,3, ... igin Romberg formiilii elde edilir.

Bu yontem bilinen bir f(x) fonksiyonu i¢in uygulanirken once keyfi bir Ax
degeri i¢in integral alinir. Sonra Ax degerinin yarist alinarak yeni bir integral hesabi
yapilir. Bu iki integral sonucu yukaridaki bagintida kullanilarak integral icin hata
mertebesi O(Ax *) olan daha iyi bir tahmin elde edilir. Yapilan bu islemler bir tabloda
yerlestirilerek artarda daha iyi integral tahminleri yapilabilir. Her bir ekstrapolasyon
hatanin 0 (Ax %), 0(Ax ), 0(Ax ®),... bigiminde giderek daha az olmasini saglar. Hatanin
kabul edilebilir seviyeye diistiigii ve yakinsamanin dengelendigi noktada integral igin

optimum bir deger bulunabilir.
2.3. Diizgiin Sebeke [23],

Eger g(x), [a,b] araliginda diizgiin bir sebekede tanimli bir fonksiyon ve sebeke

adimi

olmak lizere mertebesi bir olan ileri fark tiirevi:

_9i+1” Gi
gx,l h )
mertebesi bir olan geri fark tiirevi:
= 9di — i1
gx,l h )

mertebesi iki olan geri fark tiirevi:

10



_Giv1—29i + gia
gfx,i - hz )

bigimindedir.

2.4, Integro Diferansiyel Denklemler

Integral denklemlerinde u(x) bilinmeyen fonksiyonu igin fonksiyonun

tiirevlerinin de bulundugu bir integral denklem de olabilir.

u'(x)=F {x,u(x),fo(x, t,u(t),u’(t))dt},

a

seklinde verilen ve iginde u'(x) barindiran integral denklemleri integro-diferansiyel
denklemler olarak adlandirilir [25].

2.5. Volterra integral Ve Integro-Diferansiyel Denklemler

Integro-diferansiyel denklemlerin karakterizasyonu, integral sinirlariin yapisina
gore belirlenir. Sinirlardan en az birinin degisken olmasi durumunda Volterra tipi
denklemler ortaya c¢ikar. Bu denklemlerde bilinmeyen fonksiyonun tiirevlerinin
bulunmasi halinde Volterra-integro diferansiyel denklem formu olusur [19]. Alt sinir1 a
degeri sabit ve tist sinir x degeri degisken olan integral, f(x) bilinen, u(x) bulunmak ya

da bilinmeyen fonksiyon ve K(x,t) ¢ekirdek fonksiyon olsun bu durumda;

Volterra integral denklemde eger bilinmeyen fonksiyon olan u(x) sadece integral

denklemi i¢inde ise birinci tip Volterra integral denklemi olarak adlandirilir.

fG) = j K Du(de,

Volterra integral denklem eger bilinmeyen fonksiyon olan u(x) hem integral
denklemi i¢inde hem de disinda verilir ise ikinci tip Volterra integral denklemi olarak

adlandirilir.

11



ulx) =f(x) + /’lfo(x, tu(t)dt,

a

Volterra-integro diferansiyel denklemi, baslangi¢ deger probleminin integral denklemlere
dontistiiriilmesi ile ortaya cikar. Volterra-integro diferansiyel denklemi, bilinmeyen
fonksiyon u(x) ve tiirevlerinden biri olan u™ (x) in, n > 1 i¢in hem integral isareti i¢inde
hem de disinda goriilmesi ile olusur. Integral siirlarindan en az birisi degiskendir. Bu
denklemde integral ve diferansiyel operatorler ayni denklem i¢inde oldugundan integro-
diferansiyel denklem adi verilir. Volterra-integro diferansiyel denklemi asagidaki
sekildedir [24]:

u™(x) = f(x) + AJXK(X, Hu(t)dt.

a

2.6. Gecikmeli Diferansiyel Denklemler

Gecikmeli diferansiyel denklemler, bilinmeyen y(t) fonksiyonunun ve onun
tiirevlerinin (en yliksek mertebeli tiirev diginda), t anindan 6nceki zaman degerlerine t —
T gibi baglh olarak ifade edildigi fonksiyonel diferansiyel denklemler sinifidir. En basit

degisen (deviating) argiimanla diferansiyel denklem,
u'@®) = ftu@®,u(t—1)), t=t,, 1>0,
bicimindedir ve bu denkleme ilaveten t, — t < t < t; i¢in tanimli ve siirekli,

u(t) = v(o),
baglangi¢ fonksiyonu ile temel baslangic deger problemi;
u'(@®) = ftu@®,u(t—1)), t=ty,7>0
u(t) =v(t), to—t<t<t,,
bigimindedir [26, 27].

12



2.7. Singiiler Pertiirbe Diferansiyel Denklemler

Singiiler pertiirbe diferansiyel denklemleri, kiigiik bir parametre ( 0 < € < 1) ile
carptlmis en yliksek mertebeden tiirevi igeren ve bu parametrenin sifira yaklasmasi
durumunda denklemin niteliksel davranisinin ani degisim gosterdigi denklemlerdir.

Matematiksel olarak, genel formu;
F(x,uu', .., u™,e)=0,

seklinde ifade edilebilir [28].
2.8. Diferansiyel Denklemlerin Integral Denkleme Déniistiiriilmesi

Baslangic kosulu ile verilen katsayisi degiskenlik gdsteren veya sabit katsayili bir
diferansiyel denklem integral denkleme doniistiiriilebilir.

Omegin y(0) = c, baslangi¢ kosulu ile verilen

dy
a - u(x) )

icin esitligin iki tarafinin integrali alinirsa,

xdy X
:>f —dxzf u(x) dx
o dx 0

X

= y(x) - y(0) = f u(x) dx

0
x

= yx) —cy = f u(x) dx
0

= yx) =cy+ un(x) dx,
0

gerekli islemler yapildiginda integral denklemi elde edilmis olur. Eger n. mertebeden
lineer diferansiyel denklemi integral denklemine doniistiirme ihtiyaci duyarsak esitligin

iki tarafinin integralini alma islemi doniistim tamamlanincaya kadar tekrar edilir.
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y(O) =Co ,y’(O) =0 ’yZ(O) =02, ""y(n_l)(o) = C(n—l) 4
baslangi¢ degerleri verilmis olsun;

d"y
dx™

ST g = [Tuy
 ax\ D x = Oux x

N d(n_l)y
dx®-1

X d d(n—z)y x x
:'fo a<m>dx=fo <JO u(x)dx+cn_1>dx

d(" Z)y
dx(n 2)

= u(x)

X
=f u(x)dx + cp_q
0

j f u(x) dxdx + (cp_1)x + ¢y

d(n_3)y

X X X
1
= 2
= o3 j; fo j; u(x) dxdxdx + T (cn-1)x* + (cp2)x + cp_s3,

n. terime kadar esitligin iki tarafinin integralini almaya devam edersek,

(Cn—l)x(n_l) + (Cn—z)x(n_z)

2y= j () .. ju(x)dx dx + ————

1 1
(n— 1! (n—2)!

+"’+C1X+CO,

n. mertebeden diferansiyel denklemini elde etmis oluruz.
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3. MATELYAL ve YONTEM

3.1. Monte Carlo Metodunun Tarihsel Gelisimi

Ik ¢alismalar1 ve drnekleri ayr1 bir metot olarak belirtilmeyip gelismemis olan
Monte Carlo metotlar1 ayr1 bir metot olarak incelenmesi ve sistematik gelisimi 1940’lara

dayanmaktadir [6].

Buffon'un igne problemi, istatistiksel yontemlerin ve geometrik olasilik teorisinin
erken Orneklerinden biri olarak kabul edilir. 18. yiizyilda Fransiz doga bilimci Buffon,
belirli araliklarla ¢izilmis paralel ¢izgiler iizerine rastgele atilan bir ignenin bu ¢izgilere
carpma ihtimalini inceleyen bir deney tasarlamistir. Deneyde, birbirine esit (d) mesafede
yerlestirilmis yatay ¢izgilere, bu araliktan daha kisa (L < d) bir igne serbestge
birakilmistir. Buffon, yaptig1 matematiksel analizler sonucunda ignenin ¢izgilere temas

etme olasiliginin (M), ignenin uzunlugu (L) ve gizgiler aras1 mesafe (d) cinsinden,

_ 2L

M__I
d

seklinde ifade edilebilecegini bulmustur. Bu sonug, rastgelelik ve geometri arasindaki

iliskiyi gosteren 6nemli bir kesif olarak tarihe gecmistir.

Sekil 3.1.1. Buffon’un & sayisin1 bulma deneyi

Igne atma olay1 N kez yapildiginda ve ignenin birbirine paralel dogrulardan biri
ile kesistigi durumlarin sayisinin n kez oldugu bulunur ise, basit bir olasilik hesabi ile

P’nin bu 6rnek i¢in olasilik degeri,



olarak hesaplanir. Iki denklemin esitliginde, d ve L degerleri de verilmis oldugundan, m
degerini yaklasik hesaplayan bir denklem elde etmis oluruz. Eger bilgisayarda uygun bir
program yardimiyla rassal sayilar iiretilmesi ve bu rassal sayilarin kullanilmasiyla bu
deneyin bir simiilasyonu yapilabilir. Deneyin simiilasyon sonucu elde edilen 7 sayisinin
N degerine gore elde edilen veriler Sekil 3.1.2°de gosterilmistir. Buffon'un igne
deneyinde, gergeklestirilen atis sayist (N) arttik¢a, elde edilen 7 degerinin teorik degere
yakinsadigi ve bu deger etrafinda dalgalanmalar gosterdigi gozlemlenmistir. Buffon'un
bu deneyle ortaya koydugu istatistiksel yakinsama prensibi, 1900'lii yillarda olasilik
kuraminin gelisimine 6nemli bir katki sunmustur. Deneyin sonuglari, rastgele olaylarin

matematiksel analizinde Monte Carlo benzeri yontemlerin temelini olusturmustur [7,8].

” I i i
o 500 1000 1500 2000
Deneme sayis:, N

Sekil 3.1.2. Rassal sayilar tiretilerek Buffon'un r sayisini bulma deneyi

1930’larda, italyan fizik¢i Enrico Fermi, ndtronlarin davranisini analiz ederken,
yogun madde i¢indeki notr pargaciklarin etkilesimlerini incelemek amaciyla sayisal
yontemler kullanmistir. Bu ¢alismalar, giiniimiizde Monte Carlo simiilasyonlar1 olarak
bilinen istatistiksel hesaplama tekniklerinin temelini olusturmustur. Fermi, bu
yontemlerle rastgele Ornekleme tekniklerini uygulayarak teorik modellerin
dogrulanmasina katki saglamistir [9]. Ikinci Diinya Savasi sirasinda Amerika Birlesik
Devletleri'nde Manhattan Projesi'nde John von Neumann i¢in ¢alisan bir matematikgi
olan Stanislaw Ulam, bir hastaliktan iyilesme doneminde soliter adl1 bir kart oyununu
kazanma olasilig1 iizerine kafa yorarken 1946'da Monte Carlo metodunu icat eden kisi
olarak taninir. 1940’larda Los Alamos Ulusal Laboratuvari’nda fizikg¢iler radyasyon
kalkan1 ve Ozellikle de noétronlarin cesitli maddelerden gecebilecegi mesafeyi
arastirtyorlardi. Analitik hesaplamalar problemi ¢ézmek i¢in kullanilamiyordu ¢iinkii

mesafeler, notronlarin madde boyunca gecisi sirasinda nasil dagildiklarina bagliydi. Bu
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da dogal olarak rassal bir siirecti. von Neumann ve Ulam, sistemin bir bilgisayar iizerinde
modellenmesi ile sorunun ¢oziilmesi fikrini 6ne siirdiiler. Manhattan Projesi ¢ok gizli
oldugundan, bu ¢alisma i¢in bir kod ad1 gerekiyordu, “Monte Carlo” ismi Monaco'daki
Monte Carlo Kumarhanesi'ne atfen Nicholas Metropolis tarafindan segilmistir. ikinci
Diinya Savasi sirasinda, von Neumann, Fermi, Ulam ve Metropolis gibi isimlerin bir
araya getirilmesi ve modern dijital bilgisayarlarin baslangici, Monte Carlo'nun
ilerleyisine giicli bir ivme kazandirmistir. Baslangigta basit sayisal integral
hesaplamalarinda kullanilan bu teknik, zamanla karmasik ¢ok katli integrallerin ve diger
zorlu matematiksel problemlerin ¢dziimiinde yaygin bir sekilde uygulanan etkili bir

yonteme doniismiistiir [10,11].
3.2. Monte Carlo Metodunun Ozellikleri

Giintimiizde karmasik ve ¢ozlimii zor olan problemlerin kullanilmas1 maalesef pek
cok analitik ¢ozlimii olanak dis1 birakmaktadir. Analitik yaklagimlarin yetersiz kaldigi bu
durumlarda bilimsel problemlerin rassal sayilarin kullanilmasi ile ¢6ziildiigi Monte Carlo
metotlart karmasik problemlerin modellenmesi ve ¢Ozlimiinde daha basarili olurlar.
Monte Carlo metotlar1 birbirinden farkli 6zellikler ve farkli yaklagimlar icerse de temelde
rassal sayilarin bilgisayarlarda programlar yardimiyla elde edilip problemlerin ¢oziimii
icin kullanilmasina dayanir. Monte Carlo metotlari, diger sayisal integrasyon metotlarinin
aksine integral boyutuna bagli olmadigindan ¢ok katl integrallerin ¢6ziimiinde en etkili
metot olarak one ¢cikmaktadir. Ancak Monte Carlo metotlar1 yogun bilgisayar kullanimini

ve gelismis programlar gerektirir.

Monte Carlo metotlari, istatistiksel simiilasyon ve rastgele ornekleme
temelli teknikler kullanarak karmagik sistemleri modellemeye ve sayisal problemleri
¢ozmeye olanak saglar. Bu yaklasim, rassal degiskenlerin davranisini incelemek i¢in
tekrarli hesaplamalara dayanir ve giiniimiizde pek c¢ok disiplinde yaygin olarak
kullanilmaktadir. S6z konusu tekniklerin baslica uygulama alanlar1 sunlardir [5]:

o Uretim Sistemleri ve Operasyonel Analiz

o Fiziksel Modelleme ve Miihendislik Tasarimlar1

e Olasiliksal Ag Yapilar1 ve Ayrik Matematiksel Modeller
« Finansal Piyasa Analizleri ve Ekonomik Tahminler

« Sayisal Yontemlerle Istatistiksel Analiz
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3.3. Monte Carlo Metodu

Monte Carlo metodu, rastgele Ornekleme teknikleri kullanarak integral
degerlerinin istatistiksel tahminini yapmaya dayanan sayisal bir analiz yaklagimidir.
Sayisal analizde Monte Carlo metotlari, 6zellikle kapali form ¢6ziimii bulunmayan
integrallerin hesabinda kritik bir rol oynar. Tezimizin ilerleyen kisimlarinda, metodun
diisiik boyutlu bir ve iki boyutlu uygulamalari verilmis olmakla birlikte, tekniklerin ¢ok
boyutlu integraller s6z konusu oldugunda diger sayisal yontemlere kiyasla belirgin bir

verimlilik avantaji sagladig1 gosterilecektir.

Cok boyutlu sayisal integrasyon, 6zellikle yiiksek boyutlu ortamlarda, geleneksel
kareleme yontemleri, bir integrali dogru bir sekilde yaklasilmak i¢in gereken noktalarin
iistel biiylimesi nedeniyle hesaplama agisindan uygulanamaz hale gelir (genellikle

"boyutlulugun laneti" olarak adlandirilir). Ancak Monte Carlo Metodu, artan boyutlarla
kotiilesmeyen \/iﬁ (N, boyut) yakinsama oranini korur ve bu da metodu fizik, miihendislik

ve finans gibi alanlarda yliksek boyutlu integraller i¢in giiclii bir ara¢ haline getirir. Bu
nedenle Monte Carlo integrasyonu birgok yiiksek boyutlu problem igin iyi bir pratik

yontemdir [19,20]. Monte Carlo integrasyonu kendi iginde bazi metotlar igerir bunlar:
3.3.1. Reddetme Metodu

[a,b] araliginda f(x) fonksiyonunun integralini RM ile hesaplanmak

istendiginde,

y = fabf(x)dx,

Sekil 3.3.1°’da bu hesaplanmak istenen bu degeri gorsellestirmek amaci ile bir 6rnegi
verilmistir. RM ile bu degeri hesaplamak i¢in ilk olarak [a, b] araligindaki X degerlerine
karsilik gelen y, > f(x) sartin1 da saglayan kapali bir alan olusturmaktir. Bu kapali alan
f (x)’in garfigi tarafindan, egrinin yukarisinda kalan bolge ve egrinin asaginda kalan yani
ulagsmak istedigimiz sonucun gosteren bolge olmak tizere iki ayr1 bolgeye ayrilir. Sekil
3.3.1'da s6z konusu problemin geometrik temsili sunulmaktadir. RM kapsaminda
uygulanan temel Monte Carlo yaklasimi, integral sinirlari [a, b] araliginda ve fonksiyon
degerleri [0, y,] araliginda olacak sekilde bir smirlayici dikdortgen tanimlamaktir. Bu
geometrik yapi, fonksiyon egrisi tarafindan iki ayr1 bolgeye boliiniir. Bu bolgeler egrinin
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tizerinde kalan kisim (reddedilecek noktalar) ve egri altinda kalan ve integral degerini

temsil eden hesaplama alanidir.

v 4

Yo|ImT

Sekil 3.3.1. Reddetme metodunun gosterimi

Tekdiize bir dagilimdan rassal olarak (x; , y;) ikilileri tiretilir. Elde edilen (x;, y;)
ikililerinin kapali alanin sinirlar1 digina ¢ikmamasini istedigimizden yatay degerler icin
[a,b] ve dikey degerler icin de [0,y,] degerleri arasinda olacak sekilde
siirlandirilmahidir. Belirlenen smurlar iginde elde edilen (x;,y;) ikililerinin karsilik
geldigi noktalarin f(x) egrisinin iizerinde kalan kisim (reddedilecek noktalar) veya egri
altinda kalan ve integral degerini temsil eden hesaplama alaninda oldugu tespit edilir.
Elde ettigimiz bu tespitler ile, y; < f(x;) sartin1 saglayan noktalar integral degerini temsil
eden hesaplama dahil edilirken, y; > f(x;) sartin1 sagladigr durumlar igin ise integral
degerini temsil eden hesaplama dahil edilmez. f(x) egrisi ile y ekseni arasinda kalan
integral degerini temsil eden hesaplama dahil edilen noktalarin sayisinin N, ve rassal
olarak segilen tiim nokta sayisina N orani ile integral degerini temsil eden f(x) egrisinin
altinda kalan alan y ve olusturulan doértgenin alan1 A oraninin birbirine yaklasik deger

vermesi beklenir.

=

iy
N

IR
RN RS

Burada dortgen alaninin (y, — 0). (b — a) oldugu bilindiginden, egri altinda kalan alan
yaklasik olarak,
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y [yo(b —a)],

bi¢iminde yazilabilir.

RM’unun dogrulugu, iiretilen rastgele sayilarin miktariyla dogrudan iligkilidir. N
degeri arttikca tahminin kesinligi artar ve sonu¢ gergek degere yakinsar. RM’unun
verimliligi kullanilan rassal sayi iiretecinin niteligine bagli olup, farkli rastgele sayi
dizileriyle yapilan bagimsiz c¢alistirmalar sonucunda elde edilen degerlerin
karsilastirilmasi, hesaplamanin gilivenilirliginin degerlendirilmesine olanak tanir.

RM bilgisayar algoritmast asagida verilmis olup uygun bir matematik programinda
calistirilabilir.

» 1k olarak baslangi¢ degeri olarak N, = 0 atanur,

* Sonraki adimda x; , 0 < i < N degerleri [a, b] araliginda rassal olarak belirlenir,

» Sonraki adimda y; degerleri [0, y,] araliginda rassal olarak belirlenir,

*Eger y; < f(x;), 0<i < N sart1 saglanirsa Ny, = N, + 1 olacak sekilde yeni deger
belirlenir, sart saglanmaz ise degisiklik yapilmaz,

* Adim adim verilen islemler N kez yapilir,
* Son adimda y = % [yo(b — a)] sonucu hesaplanir [21].

Sivri tepeye sahip olan fonksiyonlar i¢in RM iyi sonug verecek bir metot degildir.
Sekil 3.3.2°de metodun bu dezavantajli durumuna drnek verilmistir. Ornek ve benzeri

durumlarda metot iyi calismayacaktir, istene sonuca ulasmada yetersiz kalacaktir [22].

Yo 1

Sekil 3.3.2. Reddetme metodu i¢in uygun olmayan keskin tepeli fonksiyonlar [22]

20



3.3.2. Ortalama Deger Metodu+

[a,b] araliginda f(x) fonksiyonunun integralini ODM ile hesaplanmak

istendiginde,

F = fbf(x)dx,

a

ODM’u i¢in ilk olarak [a,b] araliginda rassal bir x; sayilar1 belirlenir, f(x)
fonksiyonunun belirlenen x; rassal sayisi i¢in karsiligi bulunur, bulunan deger (b — a)
degeri ile garpilir. Sekil 3.3.3’te yer verildigi gibi bu islemler bize f(x) yiiksekligine ve
(b — a) taban genisligine sahip olan bir dikdortgenin alanin1 verecektir. Elde edilen bu

dikdortgen ulagilmak istenen ¢oziime yaklasik bir deger vermis olacaktir.

f(

f(x)*(b-a)

a x b

Sekil 3.3.3. Ortalama deger metodu ile olusan dikdortgen

Elde edilen dikddrtgen alani ulagilmak istenen sonuca gére bazen ¢ok kiiciik bazen
ise daha faza olacaktir. Ornegin Sekil 3.3.1°e bakildiginda fonksiyonu x; degeri icin elde
edilen alan hesaplanmak istenen sonuca gore epey kii¢iik bir alan elde etmis oluruz,
fonksiyonu x, degeri igin elde edilen alan ise hesaplanmak istenen sonuca gore epey fazla
bir alan elde etmis oluruz. Bu sekilde, fonksiyonu [a, b] araliginda belirlenen birgok farkli
rassal degerler igin uyguladigimizda ve olusan dikdortgenlerin alanlarini toplanarak ve
ortalamasi alinarak, ulasacagimiz deger hesaplanmak istenen integralin gergek sonucuna
yaklasmig olunacaktir. Elde edilen kiiglik dikdortgenlerdeki eksik kalacak alanlar elde
edilen biiyiik dikdortgenlerdeki fazla alanlar ile giderilmis olacaktir. Bu diislince ile
olusan tim dikdortgenlerin alanlari toplanir ve alanlarinin ortalamasini alinirsa
hesaplanmak istenen degere epey yaklasik bir sonuca ulasilacaktir. Rassal elde edilen
sayilarin sayis artikga daha iyi sonuclar elde edilmesini bekleriz. Bekledigimiz bu

diisiince Sekil 3.3.4° de gosterilmistir.
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Sekil 3.3.4. Ortalama deger metodu ile rassal noktalar ile yaklasik deger bulma

Analizde fonksiyon, tanim kiimesinden rastgele secilen dort ayr1 x degerinde
hesaplanmistir. Her bir nokta i¢in elde edilen fonksiyon degeri (b — a) degeri ile
carpilarak, bu dort sonucun aritmetik ortalamasi alinmis ve integralin sayisal tahmini elde
edilmistir. Monte Carlo prensibi geregi, ODM unda da 6rneklem biiyiikliigii (N) arttikca

bu tahmin gercek integral degerine daha ¢ok yaklasmaktadir. Verilen islemleri,

1
Alan = Z(f(xl)(b —a)+ fx)(b—a) + f(x3)(b — @) + f(xa) (b — @)

= 20— (f(r) + flx) + f(x) + [(x))

1 4
=Z<b—a)zlf<xi>,

seklinde yazabiliriz. Eger elde edilen ifade N rassal sayi i¢in tekrarlanirsa elde edilecek

ifade,

1 N
Fy =N(b—a)Zlf(xi),

seklinde olacaktir. Bu sekilde ODM i¢in integrasyon ifadesi elde etmis oluruz [23]. ODM
bilgisayar algoritmasi asagida verilmis olup uygun bir matematik programinda

calistirilabilir.
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» [lk olarak baslangi¢ degeri olarak N, = 0 atanir,

* Sonraki adimda x;, 0 < i < N degerleri [a, b] araliginda rassal olarak belirlenir
 Sonraki adimda f(x;), 0 <i < N degeri hesaplanir buna goére Ny = Ny + f(x;)
ifadesi ile bulunur,

* Adim adim verilen islemler N kez yapilir,
* Son adimda ise % (b — a) ifadesi bulunur.

3.3.3. Kontrol Degisken Metodu

Bu metotta, integrali hesaplanacak olan f(x) fonksiyonuna yardimci bir
fonksiyon kullanma diisiincesine dayanir. Alinacak bir yardimci1 h(x) fonksiyonu f(x)
fonksiyonuna olabildigince benzer olmali ayn1 zamanda da belirlenecek bu yardimci

fonksiyonun integrali bilinen yollar ile daha kolay hesaplanabilir olmalidir.

I
~ f(x)
) /'\ ;
L OQ
/] A\
[ | \,
[~ 2 )
"‘{, / I [ : h(x)
L \ \
4 \ \
'l ‘-\ .\
]/ N
e Ny »
a b

Sekil 3.3.5. Kontrol degiskeni metodu fonksiyon ve yardimei fonksiyon gosterimi

x; rassal degerler belirlenip her x; degeri icin, f(x) ve h(x) degerleri hesaplanir
ve bu degerlerin farki alinarak, bu fonksiyonlarin integral degerleri arasindaki fark
yaklagik olarak hesaplanmis olacak, hesaplanan bu deger, h(x) fonksiyonunun belli olan
veya bilinen metotlarla kolay bir sekilde hesaplanabilecek olan integral degeri ile toplanur,
bdylece hesaplanacak olan f(x) fonksiyonunun integral degerine ulasilmis olunacaktir.

f(x) hesaplanmak istenen fonksiyonunun integral degeri,

I; = fbf(x)dx,
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h(x) yardimci1 fonksiyonunun integral degeri,

b
I, =f h(x)dx,
a

olmak iizere,

b b b
[ reoax= ["hwar+ [ ¢ - hewx,

biciminde ifade edebiliriz. Yardime1 h(x) fonksiyonunun integrali bilindiginden veya
bilinen yollarla basit bir sekilde hesaplanabildiginden dolayi, f(x) — h(x) ifadesini
bulunarak f(x) fonksiyonunun integral degeri de bulunabilir. f(x) — h(x) degeri
bulunurken ise yine sadece yatay eksende yani x koordinat i¢in rassal olarak segilen
degerler kullanilir. Rassal olarak belirlenen x; noktasinda degeri hesaplanmak istenen
fonksiyon ve belirlenen yardimei fonksiyonun degeri hesaplanir ve f(x) — h(x) ifadesi
hesaplanir. Elde edilen sonug rassal olarak segilen her x; degeri igin ayr1 ayr1 f (x) — h(x)
ifadesi hesaplanarak bulunur.

Ayri ayri elde edilen biitiin f (x) — h(x) degerlerinin ortalamasi alinir ve yine OD
metodunda yapildigi gibi b — a ile ¢arpilir. Bu metot ile hesaplanmak istenen integral ile
yardimci fonksiyonun integrali arasindaki fark integralinin yaklasik degeri elde edilir. Bu
fark degeri, degeri bilinen veya bilinen yollar ile basitge hesaplanan yardimci integral
degerine eklenerek asil hesaplanmak istenen integralin sayisal tahmini gergeklestirilmis

olur. Verilen islemleri;

b b 1 N
fa F)dx = f RGO dx + (b — a)ﬁzl ) — h(x),

seklinde yazabiliriz.

KDM bilgisayar algoritmasi asagida verilmis olup uygun bir matematik programinda
calistirilabilir.

» Tlk olarak baslangi¢ degeri olarak N, = 0 atanur.
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* Sonraki adimda x;, 0 <i < N degerleri [a, b] araliginda rassal olarak belirlenir.
* Sonraki adimda f(x;) —h(x;), 0 <i < N degeri hesaplanir ve Ny = Ny + f(x;) —
h(x;), 0 <i < N olarak belirlenir.

» Adim adim verilen islemler N kez yapilir.
* Son adimda sonucu [ + % (b — a) islemi hesaplanarak bulunur.

Eger, h(x) yardimci fonksiyonu belirlenmesinde iyi bir se¢im yapilirsa,

hesaplanmak istenen sonuca o kadar iyi yaklasilmig olunacaktir [22].
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Bu tezde teorik olarak sunulan Monte Carlo yontemi ve diger integral
yontemlerinin uygulamalar yapilacaktir. Yiiksek boyutlu integrallerin hesaplanmasini
gerektiren integro diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde etkili bir sekilde Monte Carlo
metotlart kullanilabilir. Bu boéliimde ilk olarak analitik ¢6ziimii bilinen integro
diferansiyel denklemler Monte Carlo metodu ile hesaplanarak hata degerlerinin
karsilastirmas1 yapilacaktir. Ikinci olarak ise sayisal ¢oziimii bilinen bir integro
diferansiyel denklem Monte Carlo metodu ile hesaplanarak iki sayisal ¢6ziim arasinda
kargilastirma yapilacaktir. Son olarak ise analitik ¢6ziimii olmayan bir integro
diferansiyel denklem Monte Carlo metodunu kullanarak ¢oziimii yapilacak olup

maksimum hata hesaplamas1 yapilarak metodun kullanilirlig: test edilecektir.

Ornek 1:

u” (t) + %u’(t) +u(t) =0, 0<t<1, (1)

singiiler diferansiyel denklemin

u'(0) =0, u(0) =1, (2)

(2) sinir sartlart ile verilen yaklasik degerini Monte Carlo metodu kullanarak bulunmasi:

[lk olarak (1) denkleminin ikinci tiirevini acik hali olarak diizenleyip,
2
u’(t) = — ?u’(t) —u®(t),

ifadesi elde edilir. Sonra esitligin iki tarafi [0, t] araliginda integre edilirse,

t

u”(t) = u'(0) +f u' (s)ds

0
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t
=0 +f0 —%u’(s) —u5(s)ds

t2
= —f —u'(s) + u°(s)ds,
0 S

elde edilir. Daha sonra esitligin her iki tarafi ayn1 aralikta bir daha integre edilirse,

t

u(t) = u(0) +f u'(t)dt

0

t
=1 "(t)d
+jou(t) t
t X 2
=1+J;) <—j; <;u (s)+u5(s)>ds>dt,
u(t) =1- ft<ft<§u’(s) +u5(s)> ds) dt,
o \Jo

boylece ¢ift katli integral denklemi elde etmis oluruz. Simdi birinci mertebe diferansiyel

denklem fark karsiligi

’ Un+1 — Up

<
IR

yerine yazilirsa;

ef e f = (uls) —ulsi-)
f : +u®(s;) |ds |dt,
0

u(tl-)zl—f :

0

cift katli integral kism1 Monte Carlo metodu ile hesaplanir ve hesaplanmasi amaglanan
u(t) degerinin yaklasik degeri hesaplanmis olur. Hesaplama, tablo olusturma ve grafik
¢izimi i¢in uygun bir matematik programi kullanilarak verilmistir.
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Cizelge 4.1. Monte Carlo metodu maksimum hata tablosu

N N Maksimum-Hata
8 16 0.09883277

16 32 0.04869790

32 64 0.02409286

64 128 0.01222903

128 256 0.00608482

Tablo incelendiginde N degerlerinin biiylimesi ile hata miktarinin azalmasi goriilmiistiir.

Bu da bize metodun calistigini gostermektedir. Daha biiyiik N degerleri icin hata

miktarinin daha da azalmasimi bekleyebiliriz. Elde edilen degerleri Sekil 4.1. de

gosterilmistir.

0.10F

0.081

Max Hata
o
o
o

0.04

0.02F

N'ye Gore Maksimum Hata

—e— Max Hata

16 32 64 128 256
N

Sekil 4.1. Monte Carlo metodu maksimum hata grafigi

Ornek 2:

u''(t) = —u(t) + f (t —s)y(s)ds, (7)
0

y() =1 y'(0)=0, (8)
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(8) kosullarini1 saglayan (7) denkleminde yer alan (9) ifadesi i¢in uygun bir matematik

programu ile yapilan algoritma ile N tane rassal say i¢in

| w-9)yds = (£) Z(t ~ )a), ©)

hesaplanir ve (7) denkleminde yerine yazilirsa

WD) = Yy, + (ﬁ)i(t - e, (10)
j=0

(10) denkligini elde etmis oluruz. ikinci mertebeden diferansiyel denklemin fark karsilig

olan

Unt1 — 2Up + Up—q
h?2

14

<
IR

(10) denkleminde yazilirsa,

N

Upypqr — 2Up + Up_q t

n hzn n—l ~ _YMCn + (N)Z)(t — S)YM(;]',
]:

rassal olarak belirlenen Y_MC degerleri yukarida verilen denklikte yerine yazilirsa,

N
Yuc,o1 = 2Ymc,, + Yuc,,_ t
n+1 - n n-1 ~ _YMCn + (N) Zo(t — S)YMC]-:
]:

elde edilir. Gerekli diizenlemeler de yapilirsa,
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N
t
Y_MCTH_]_ = ZYMCn — YMCn—l + _YMCn + (N) Z(t - S)YMC]' hz,
j=0

¢Oziimi bulunur.

Cizelge 4.2. Monte Carlo metodu ile hesaplanan deger karsilastirma tablosu

N Monte Carlo Hesaplanan Deger Fark (Hata)
Metodu
16 0.84525841 0.94148263 0.09622422
32 0.85641258 0.94148263 0.08507005
64 0.86348952 0.94148263 0.07799311
128 0.87152147 0.94148263 0.06996116
256 0.88154785 0.94148263 0.05993478

Tablo incelendiginde N degerlerinin biiyiimesi ile metot degeri ile hesaplanan deger
arasindaki fark miktarinin azaldig goriilmiistiir. Daha biiylik N degerleri i¢in farkin daha

da azalmas1 beklenir. Elde edilen degerleri Sekil 4.2°de gosterilmistir.

1o Monte Carlo Metodu, Hesaplanan Deger ve Fark Grafigi

o © o *
0.8}
0.6}
s —e— Monte Carlo Metodu
'8 = Hesaplanan Deger
o —+— Fark
04}
0.2f
—
9956 32 64 128 256
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Sekil 4.2. Monte Carlo metodu ile Runge-Kutta 4 metodu karsilastirma grafigi

Ornek 3:

‘ T R S |
eu’(t)+u3(t)+3u(t)+f u?(s)ds =e’= —jee + 2e’e +Es, (11)
0

u(0) =1, (12)

(12) baslangic kosulu ile verilen (11) denkleminin Monte Carlo metodu ile ¢6ziimiinii

yapip gergek ¢oziim olan

-t
u(t) =es,

ile hata karsilastirmas yapilacaktir. ilk olarak denklem

‘ e W I = 1 \1
u'(t) = —u3(t)—3u(t)—f u?(s)ds + e« —ee + 2ee +§s . (13)
0

(13) denklemi olarak diizenlenerek buradaki integral terimi
t t N 5
f W2 (s)ds = (-) E Ve (14)
N j
0 =0

seklinde hesaplandiktan sonra (13) denkleminde yerine yazilirsa,

3 t N 2 -3t -2t -t 1
gy o U0 =300 = () B)eo Vi, + 7w —Feee +2¢7 +3¢)
u'(t) = . , (15)
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elde etmis olunur. Birinci mertebeden diferansiyel denklemin fark karsilig1 olan

' Un+1 — Up

R

u

h )
ifade (15) denkleminde yazilirsa,
(YMCn+1 B YMCn)
h
t 3tn 1 Z2In Zin 4
N (—YMcg(t) = 3Ymce) — (E) Z?LO YMC].Z te s —-ge e + 2e ¢ + ES)
> . \
elde edilir. Gerekli diizenlemeler de yapilirsa,
Y MCpyq =
Yuc,
t —3tn 1 Z2tn —th 4
.\ (—YMC3(t) = 3Ymce) — (ﬁ) Yo YMCj2 te s —-ge e +2ee + ES) "

&

denklemine ulasilir.

Farkli rassal degerler ve epsilon degerleri i¢in hesaplamalar yapilarak (11)-(12)
probleminin Monte Carlo metodu ile ¢6ziimii elde edilmistir. Asagida ise elde edilen hata
degerleri tablo ve grafikler iizerinde sunulmustur. Burada sayisal integrasyon metotlari

ile karsilastiriimali tablo ve grafikleri verilmistir.

Cizelge 4.3. N ve ¢ degerleri icin maksimum hata degerleri karsilastirma tablosu

N/e =271 g=272 =273 e=2""*
16 0.0245218943 0.0311897321 0.0425012875 0.0578129036
32 0.0118023567 0.0143124892 0.0280987418 0.0249126543
64 0.0058237614 0.0086123598 0.0115012947 0.0144028319
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128 0.0028921451 0.0037819023 0.0042416785 0.0062094312

256 0.0013518927 0.0016912034 0.0026218947 0.0036014782

Bu tablo incelendiginde N degerlerinin biiylimesi ile hata degerinin azaldig1, € degerinin
kiiciilmesi ile ise hata degerinin arttig1 goriilmiistiir. Elde edilen degerleri Sekil 4.3’te

gosterilmistir.

0.02

16 32 64 128 256

Sekil 4.3. N ve & degerleri i¢in maksimum hata degerleri karsilastirma grafigi

Cizelge 4.4. Gergek ¢6ziim Ve sayisal integrasyon metotlari ile elde edilen veri tablosu

Noa 9 =] < % Py o0z
> & 5 = 2 3 S £59
h ~ = e (=% 3 S 3 o = 3
5 % 5 = 2 g £e3

= ) > < =

I = R
01 0.81873075 0.86070796 | 0.86363687 0.86206912 0.86207145 0.85831234
0.2 0.67032005 0.73575888 | 0.73970056 0.73819876 0.73820123 0.73249210
0.3 0.54881164 | 0.63095734 | 0.63487899 | 0.63343987 0.63344251 0.62662345
0.4 0.44932896 0.54039784 | 0.54526789 0.54389543 0.54389827 0.53628492
0.5 0.36787944 0.46539802 | 0.47019987 0.46889532 0.46889836 0.46051203
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0.6 0.30119421 | 0.40085126 | 0.40555432 | 0.40431765 0.40432089 0.39518347
07 024659696 | 0.34567892 | 0.35026789 | 0.34909876 0.34910220 0.34024561
08 020189652 | 0.29876543 | 0.30324567 | 0.30214321 0.30214685 0.29345678
09 016529889 | 0.25896324 | 0.26334567 | 0.26230987 0.26231371 0.25378452
10 013533528 | 0.22466458 | 0.22805678 | 0.22798765 0.22799169 0.21962345

rassal elde edilen sayilar ile carpimi ile elde edilen monte carlo metodunun adim
uzunluguna gore karsilastirilmasi yapilan tabloda monte carlo metodunun diger metodlar

ile yakin hatta daha iyi degerler elde edildigi goriilmistiir. Elde edilen veriler Sekil 4.4

Diger sayisal integrasyon metodlarinin adim uzunlugu h degerine ve h degerinin

ile gosterilmistir.

0.9

0.8

07

0.2

0.1

Gergek Coziim ve Sayisal integrasyon Metotlari

~+— Romberg

—e— Monte Carlo

0.4

0.6
t

0.8

Sekil 4.4. Gergek ¢oziim ve sayisal integrasyon metotlar: veri grafigi

Cizelge 4.5. Sayisal integrasyon metotlar hata analizi

1.0

h Dikdértgen Yamuk Simpson Romberg Monte Carlo
(Ort.)
0.1 0.04197721 0.04490612 | 0.04333837 | 0.04334070 0.03958159
0.2 0.06543883 0.06938051 | 0.06787871 0.06788118 0.06217205
0.3 0.08214570 0.08606735 | 0.08462823 | 0.08463087 0.07781181
0.4 0.09106888 0.09593893 | 0.09456647 | 0.09456931 0.08695596
0.5 0.09751858 0.10232043 | 0.10101588 | 0.10101892 0.09263259
0.6 0.09965705 | 0.10436011 | 0.10312344 | 0.10312668 0.09398926
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0.7 0.09908196 0.10367093 | 0.10250180 | 0-10250524 0.09364865
0.8 0.09686891 0.10134915 | 0.10024669 | 0.10025033 0.09156026
0.9 0.09366435 0.09804678 | 0.09701098 | 0.09701482 0.08848563
1.0 0.08932930 0.09362150 | 0.09265237 | 0.09265641 0.08428817

Sayisal Yontemlerin Gergek Coziime Gaore Hatalan

—e- [:kdortgen
-8 Yamuk
0.10f . 4. simpson

o -
-
P~
—

—e— Romberg s ——

0.09

o
o
@

Mutlak Hata
o
o
=

o
o
=

0.05

0.04

0:2 0.4 0.6 0.8 1:0

Sekil 4.5. Monte Carlo metodu ve diger sayisal integrasyon metotlart hata analizi

Ornek 4:

t —2t

eu"(t) +2u'(t) + f u(s)ds = % - Z (1 — eT) , te[0,1], (15)

0

u(0) =0, u(l)= @ (16)

(16) baslangi¢ kosullari ile verilen (15) sol sinir kata sahip bir singiiler pertiirbe Volterra
integro diferansiyel denklemin [29], yaklasik degerini hesaplanacaktir. (15) denkleminin

gercek ¢cozliimii asagidaki gibi olup
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(=)

u(t) = L (17)

(17) ile Kkarsilastirma yapilacaktir. Elde edilen veriler tablolastiriip grafikleri
olusturulacaktir.
Ilk olarak (15) Volterra integro-diferansiyel denkleminin her terimimin [¢; , ;41 ]

araliginda integrali alinir ve gerekli diizenlemeleri yapilirsa,
t t t ot trr g ot
f eu”(t) dt + f 2u'(¢) dt + f f u(s)dsdt = f 5-2(1-¢F)|a  a®
0 0 o Jo o 12 4

(18) elde edilir. Burada integraller alinip u';,; ve u'; tiirevler i¢in

, Ui — Y
u i+1 — h )
7l ul ul—l
u; = A )

sonlu fark tiirevleri kullanilir ve diger integral degerleri Monte Carlo metodu uygulanirsa,

t -2t

e[ (£) — u' (0)] + 2u(t) — 2u(0) + jo t jo “u(s)dsdt = JO t [5—2(1—5)] dt, (19)

elde edilir.

jot jotu(si)dsdt = (%)2 JZ: YMC]., (20)

(20) ifadesi hesaplanir ve (19) denkleminde yerine yazilirsa,

£\ 17 -2t
i it 3
<t + i) e = | [3-53(1- )]
j=0 0
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elde edilir. Farkli rassal say1 ve & degerleri ile hesaplamalar yapilabilir. Denklemin

& -2t
———(1—es

ol i

4

¢Ozlimiinde kullanilacak uygun program algoritmasi olusturulmustur.

£\2 h
)] o= () 2 e, = 2o | + i
j=0

Cizelge 4.6. t ve ¢ degerleri icin maksimum hata degerleri karsilastirma tablosu

e/t 0,2 Numerik | 0,2 Analitik | Hata 0,5 Numerik | 0,5 Analitik | Hata
Coziim Coziim Coziim Coziim
271 0.2753355 0.2702653 0,0050702 0.4323323 0.4351824 0.0028500
272 0.3990517 0.3945162 0.0045355 0.4908421 0.4873420 0.0033500
273 0.4796188 0.4752755 0.0043433 0.4998322 0.4940517 0.0057805
274 0.4991692 0.4979470 0.0042416 0.4999999 0.4945065 0.0054934
Numerik ve Analitik Degerler (Hata Cubuklariyla)
0.50F &
0.45
5 0.40F
g
=]
0.35
&~ 0.2 Analitik
0.301 —=— 0.5 Analitik
—$— 0.2 Numerik (+Hata)
| —$— 0.5 Numerik (+Hata)
0.25 2,\'_1 2,:_2 2':_3 2"|.4

g/t

Sekil 4.6. t ve € degerleri icin maksimum hata degerleri karsilagtirma grafigi

37



Ornek 5:

t
eu' + 2u + tanh (t + (2u(s) + e‘smu(s))ds> =0, 0<t<?2, 3

t—1

-1<t<0, u®)=1, (4)

(4)’te verilen sartlar1 saglayan (3)’te verilen gecikmeli singiiler pertiirbe 6zellikli Volterra
integro diferansiyel denklemin yaklasik ¢oziimiiniin Monte Carlo metodu ile elde

edilmesi:

Eger denklem (3) icerisinde yer alan

t
t+ | (2u(s) + eSS ds = £(0),
t-1

olacak sekilde f(t) hesaplanirsa denklem (3),
su' +2u+ tanh(f(t)) =0,

seklini alir.

t
f)=t+ j (Zu(s) + e‘smu(s))ds, (5)
t—1

(5) denkleminde verilen integral —1 < t < 0 araliginda gecikmeli oldugu i¢in gecikmeyi

kaldirmak igin (5) denklemi,

0

f) =t +f (zu(s) + e—sinu(s))ds N ft(Zu(s) + e_sinu(S))dS'
0

t—1

olacak sekilde yazilir. Gecikme kismii¢in —1 <t < 0, u(t) = 1 degerini (3)’te yerine

yazilir ve gerekli islemler yapilirsa,
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0 t
f(t) =t+ (ZU(t) + e—sinu(t))dt +f (ZU(S) + e—Sinu(s))ds
t-1 0
t
fO=t+ ((2 + e‘Sinl)s) 19, + f (2u(s) + e=5m))ds
0

t
f@®) =t+(2+em)(t—-1) +J (2u(s) + e~sinu®)gs,
0
elde edilir. (6) denklemi Y_MC ile gosterilir ve (3)’te yerine yazilirsa,
su' + 2u + tanh(Y_MC) = 0,

ifadesi elde edilmis olur.

!

u

IR

—2u — tanh(Yy)
g )

seklinde diizenleme yapip birinci mertebe diferansiyel denklemin fark karsiligini

' Un+1 — Up

h )

IR

denklemde yerine yazilirsa,

Uppqr — Uy —2u — tanh(Yye)
h € ’

IR

ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

—2u — tanh(YMC)> L
8 )

Upiq Eun+<

bulunur. Rassal olarak belirlenen Y_MC degerleri u’lar igin yerine yazilirsa,
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Y_MCpyy = Yy, + <

(—2Yyc — tanh(Yy¢))

)

denklemi bulunur. Farkli rassal degerler ve farkli epsilon degerleri i¢in hesaplamalar

yapilabilir. Maksimum hata hesaplamalar1 yapilarak ¢oziimiin dogrulugu test edilebilir.

Maksimum hata hesaplamasi i¢in uygun program algoritmasi verilmistir. Uygun bir

matematik programindan yararlanilarak gecikmeli singiiler pertiitbe Volterra integro-

diferansiyel denklemin sinir deger probleminin yaklasik ¢6ziim sonuglari elde edilir. N ve

€ degerleri i¢in tam, yaklasik ¢6ziim ve hata grafikleri ¢izilerek karsilagtirilir. Maksimum

hatalar bulunur ve tablo ile gosterilir. Buraya gore N degerleri biiylidiik¢e hata degerleri

yartya inerek azalmaktadir. Yani yakinsaklik birinci mertebedendir. Boylece Onerilen

metodun singiiler pertiirbe Volterra integro-diferansiyel denklemin sinir deger

problemleri igin uygun ve giivenilir oldugu ortaya ¢ikar.

Cizelge 4.7. N ve ¢ degerleri icin maksimum hata degerleri karsilastirma tablosu

N/e g=271 e=27? g=273 g=27*%

16 0.0381118402 0.0594220334 0.0743008112 8.152319163
32 0.0210803407 0.0423025458 0.0741252115 0.1022481736
64 0.0124346443 0.0232622108 0.0324731239 0.0482209246
128 0.0063390518 0.0103531423 0.0184624275 0.0259447174
256 0.0030195613 0.0061270286 0.0094485634 0.0115019442
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—— w2
-2
0.14 . g = 2=3
e £ D0
0.12
0.10
§ 0.08
0.06
0.049
0.02 | ———
0.00
256

Sekil 4.7. N ve ¢ degerleri i¢in maksimum hata degerleri karsilastirma grafigi
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SONUC VE ONERILER

Bilim, miihendislik, finans ve daha bircok alanda karsimiza diferansiyel
denklemlerin ve integro-diferansiyel denklemlerin analitik olarak hesaplanmasinin ¢ok
karmasik veya miimkiin olmadigi durumlarda Monte Carlo metotlar1 en iyi ¢alisan bazen
de sonuca gotiiren metotlar olarak Onemlidir. Tez c¢alismamizda, diferansiyel
denklemlerin ve integro-diferansiyel denklemlerin Monte Carlo yontemleri, tekil
olmayan (diizenli) ve integral sinirlar1 sonlu olan siirekli fonksiyonlarin yaklasik integral
degerlerini hesaplamak i¢in kullanilmistir. Baglangic olarak kesin ¢6zlimii olan birinci
mertebeden ve ikinci mertebeden denklemler ile ¢alisilmis ve elde edilen sonuglar gergek
degerler ile karsilastirilmistir. Daha sonra ¢oziimii olmayan birinci mertebe ve ikinci
mertebe denklemler ile calisilip elde edilen sonuglar ile maksimum hata hesaplamasi
yapilip metodun calismas1 kontrol edilmistir. Ilerlememiz durumunda Monte Carlo
metotlarmin diger sayisal metotlara gore yiiksek mertebe diferansiyel denklemlerde ve
diferansiyel denklemlerin integralinin alinmas: ile elde edilen ¢ok kath integro
diferansiyel denklemlerin yaklasik degerini hesaplamada daha iyi sonuglar verecegini
sOyleyebiliriz.

Elde edilen hata biiyiikliiklerinden Monte Carlo metodunun mertebesi diisiik
diferansiyel denklemlerde ve diferansiyel denklemlerin integralinin alinmasi ile elde
edilen ¢ok katli olmayan integro diferansiyel denklemler i¢in diger sayisal metotlar kadar
iyi ¢alismadigr gozlemlenmistir. Fakat daha yiiksek mertebe diferansiyel denklemlerde
ve bunlarim integrali alinarak elde edilen ¢ok katli integro diferansiyel denklemlerde hata
mertebe ve integral boyutundan bagimsiz olacagindan diger sayisal metotlardan daha iyi
calisacak ve gercek degere daha yakin sonuglar verecektir. Boylece hatanin diferansiyel
denklemin mertebesine veya integral boyutuna bagli olan diger sayisal metotlarin
dezavantaji ortadan kalkmis olacaktir.

(Cozimii i¢in mertebesi veya integral boyutu d olan bir denklem i¢in, Monte Carlo
metotlar1 d en az sekiz olan diferansiyel denklem veya integro-diferansiyel denklemlerin
yaklasik degeri hesaplanmak istendigi zaman, Monte Carlo metodu diger metotlara gore
¢ok daha verimli ve pratik sonuglar verecektir. Literatiire katki saglamasi diisiincesi ile
yiiksek dereceli diferansiyel denklemlerde ve integro-diferansiyel denklemlerde Monte

Carlo metodu uygulanabilecegi sdylenebilir.
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