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ONSOZ

Diferansiyel denklemler, dogadaki fiziksel olaylar1 matematiksel olarak modelleyen
yapilardir ve diferansiyel denklemlerin ¢dziimleri bir sistemin dinamiklerini anlamak i¢in
kullanilmaktadir. Diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini elde etmek igin izlenecek adimlar bazi
denklemler i¢in karmasik ve zor olabilmektedir, bu tiir denklemler i¢in simetri analizi yapmak
biiylik 6nem tagimaktadir.

Simetri analizi yapilirken 6zellikle Lie gruplari ve Lie cebirleri ele alinmaktadir. Lie
simetri analizi, diferansiyel denklemlerin simetrileri araciligiyla, bu denklemlerin ¢éziimlerini
bulmay1 amaglamaktadir. Denklemlerin simetrilerinin elde edilmesinde korunum kanunlar1 ve
degismezlik kriteri kullanilmaktadir. Bu nedenle, simetri analizi, matematiksel bir yontem
olmasinin yani sira fiziksel olaylarin daha i1yi anlagilmasini saglayan 6nemli bir kavramdir.

Diferansiyel denklemlerin simetri analizine dair uygulamalar1 birgok alanda goriilmekte ve
0 nedenle simetri analizi literatiirde 6nemli bir rol oynamaktadir. Bu tez ¢alismasinda, diferansiyel
denklemlerin simetri analizinin iyi bir sekilde anlagilabilmesi i¢in dncelikle temel kavramlara yer
verilecektir. Sonraki boliimlerde, simetriler kullanilarak diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin

nasil elde edildigini gosteren uygulamalar ele alinacaktir.
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Diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini elde etmek matematik, fizik, miithendislik ve birgok
bilim dalinda 6nemli bir rol oynamaktadir. Ciinkii, doga olaylar1 matematiksel bir modelleme
yapilarak incelenebilmektedir. Bu fiziksel olaylarin analizini yapabilmek i¢in matematiksel model
olarak ifade edilen diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin bulunmasi gerekmektedir. Diferansiyel
denklemlerin ¢dziimlerini veren farkli yontemler bulunmaktadir. Bu yontemler sayesinde analitik
ve niimerik olmak iizere diferansiyel denklemlerin iki farkli ¢oziimii elde edilebilmektedir.
Analitik ¢oziimler denklemi tam olarak saglayan yani hi¢ hata icermeyen ¢oziimlerdir, bu nedenle
biiyiik 6nem arz etmektedir. Analitik ¢éziimleri veren en 6nemli yontemlerden birisi Lie simetrileri
analizidir. Bu tezde, oncelikle temel kavramlar ele alinmis, Lie simetrilerinin nasil elde
edilebilecegi incelenmis, bu simetrilerin fiziksel denklemler igin bulunmasina dair uygulamalara

ornekler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Diferansiyel denklemler, Simetri Analizi, Lie Simetrileri, Matematiksel

Fizik Denklemleri.



ABSTRACT
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January 2025, 66 pages

Obtaining solutions to differential equations plays an important role in mathematics,
physics, engineering, and many other branches of science because natural events can be examined
by making a mathematical model. It is necessary to analyze these physical events to find the
solutions of differential equations expressed as mathematical models. There are different methods
that provide solutions to differential equations. Thanks to these methods, two different differential
equation solutions can be obtained: analytical and numerical. Analytical solutions provide the
equation exactly, that is, solutions that do not contain any errors, therefore they are of great
importance. One of the most important methods that provide analytical solutions is Lie symmetry
analysis. In this thesis, first of all, the basic concepts are discussed, how Lie symmetries can be
obtained is examined, and examples of applications for finding these symmetries for physical
equations are given.

Keywords: Differential Equations, Symmetry Analysis, Lie Symmetries, Mathematical Physics
Equations.
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1. GIRIS

Diferansiyel denklemler, matematiksel modellerle doga olaylarimi agiklamak igin
kullanilan 6nemli bir aragtir. Diferansiyel denklemler ilk olarak Newton ve Leibnitz tarafindan 17.
ylizyilin ortalarinda kesfedilmistir, bu iinlii matematikgiler tiirev ve integral hesabini kesfettikten
sonra diferansiyel denklemleri calismaya baslamislardir. Doga olaylarini analiz etmek i¢in ortaya
cikan problemleri ¢ozmek gerekmektedir, bu problemlerin ¢oziimlerini elde edebilmek adina
problemlerin ozellikleri kullanilarak matematiksel modeller kurulmaktadir (Orhan, 2018). Bu
matematiksel modeller diferansiyel denklemlerden olusmaktadir ve bu denklemlerin ¢6ziimleri
elde edilerek model daha iyi bir sekilde anlasilabilmektedir (Hydon, 2000).

Diferansiyel denklemler lineer ve lineer olmayan sekilde ikiye ayrilmaktadir. Lineer ve
lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin bulunmasi, literatiirde sik¢a ele alinan
popiiler ve merak uyandiran bir arastirma konusudur. 19. yiizyila kadar lineer diferansiyel
denklemlerin ¢ézlimlerine dair bircok yontem bulunmustur. 19. yiizyilin sonlarinda lineer olmayan
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini de veren degismezlik teorisi Sophus Lie tarafindan ortaya
konulmustur, bu teori ilk zamanlarda fazla anlasilmasa da sonrasinda bir¢ok {linlii matematikgi
tarafindan calisilarak gelistirilmistir. Bu yontem, Lie nokta doniisiimleri altinda bir diferansiyel
denklemin degismezligini korudugu i¢in ¢ok avantajli bir yontemdir, bu nedenle yontemin
popiilerligi giinden giine artmistir (Ozceylan, 2006).

Sophus Lie’nin diferansiyel denklemler {izerindeki ¢alismalar1 integrasyon yontemlerine
dayanmaktadir ve bu ¢alismalarin sonucunda diferansiyel denklemlerin simetri analizini
gerceklestirmistir. Simetri analizi, diferansiyel denklemlerin ¢6ziim yontemlerini gelistirmek igin
kullanilan bir tekniktir. Bu teknik, denklemdeki simetri 6zelliklerini inceleyerek, denklemin
¢oziimiinii kolaylastiran yeni degiskenler tanimlamak igin kullanilir. Simetri analizi yapabilmek
i¢cin doniistim denklemleri tarafindan tanimlanan manifold degismez birakilir ve yerel doniisiim
gruplari bulunarak diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri elde edilir.

Simetri analizinde ortaya ¢ikan gelismelerle yontem aragtirmacilar tarafindan giinden giine
daha kullanigh bir hale getirilmistir ve diferansiyel denklemlerin analitik ¢éziimlerinin algoritma
seklinde bulunmasini saglayan ender yontemlerden biri haline gelmistir. Bu imkani saglayan diger
yontemlerin kullanilabilmesi igin integrallenebilirlik gibi bazi sartlar bulunmaktadir, o nedenle her
diferansiyel denklem i¢in uygulanamamaktadirlar. Lie simetri yontemi ise hemen hemen biitiin
diferansiyel denklemlere uygulanabilmekte ve ¢oziimlerinin elde edilebilmesini saglamaktadir.

Simetri yontemleri, adi diferansiyel denklemlerin mertebesini diisiirmekte ve KDD’lerin bagimsiz



degisken sayisim1 azaltarak adi diferansiyel denklemlere doniistiirmektedir. Bu &zellikleri
sayesinde, uygulama kolayligi ve genis kullanim alami dikkate alindiginda, oldukga etkili bir
yontem olarak 6ne ¢ikmaktadir. (Cantwell, 2002).

Lie simetri iireteclerinin katsayilarina gore, Lie simetri doniisiimleri nokta, temas,
Bicklund ve yerel olmayan simetriler olarak simiflandirilmistir. Lie nokta simetrileri, tlirevli
terimler igcermez ve simetri lireteglerinin katsayilari, m bagimsiz ve n bagimhi degiskene baglidir.
Otelemeler ve donmeler, bu simetrilere drnek olarak verilir. Lie temas simetrilerinin iireteclerinin
katsayilart m bagimsiz, n bagimli degisken icermektedirler ve buna ek bu degiskenlerin birinci
mertebeden tlirevlerini de igerirler. Ek olarak, simetri iiretecinin katsayilar1 yiiksek mertebeden
tiirevler iceriyorsa bu doniisiimler Lie Backlund simetrileri olarak adlandirilir. Ayrica doniisiim
¢Ozimi olmayan integraller barindiriyorsa, bu doniisiime yerel olmayan simetriler denilmektedir
(San, 2011).

Simetri analizi, bir diferansiyel denklemin ¢6ziimiiniin, simetri gruplar1 olarak adlandirilan
matematiksel nesnelerin kullanilmasiyla elde edilebilecegini gosterir. Simetri gruplari, denklemin
¢Oziimlerinin yarattigt geometrik nesnelerin, belirli matematiksel doniisiimlere karsi olan
davranisin1 tanimlar. Diferansiyel denklemlerin simetri analizi, matematiksel bir nesnedir ve
fiziksel sistemlerin simetrisine dayanir. Fiziksel simetri, sistemlerde genellikle enerjinin
korunumuyla iligkilendirmektedir. Bu nedenle, simetri analizi, korunum kanunlarinin kesfi i¢in de
onemli bir aractir (Ozer, 2018).

Bir diferansiyel denklemin simetri 6zelliklerinden tiiretilen kanunlar, korunum kanunlari
olarak adlandirilmaktadir. Korunum kanunlarina korunum formlar1 da denilmektedir, korunum
formlar1 denklemin ¢oziimiinde belirli bir miktarin korundugunu gosterir. Ornegin, enerjinin
korunumu kanunu, bir sistemdeki enerjinin, zaman i¢inde sabit kalacagini gostermektedir.
Korunum kanunlarinin ortaya ¢ikisi fizik bilimine dayanmaktadir. Fiziksel kanun gibi korunum
kanunlar1 da doga olaylarini analiz etmek i¢in kullanilan temel bir aragtir. Korunum kanunlariin
en 6nemli 6zelliklerinden birisi termodinamigin birinci prensibini ortaya ¢gikarmis olmasidir.

Korunum kanunlarinin uygulanmasi, simetri doniisiimleri ile baglantilidir ve bu baglanti
varyasyonel prensibine dayanmaktadir. Bu 6nemli tespiti, Noether yapmistir ve bu tespit bilim
adamlar tarafindan oldukcga ilgi gérmiistiir. Bunun yani sira, Noether yaptigi calismalar ile
korunum kanunlarmin klasik mekanik ve alan teorisinde anlagilmasini saglamistir (Cantwell,
2002).

Korunum kanunlari, olduk¢a yaygin bir sekilde incelenmektedir ve bu kanunlar kiitle,
enerji vb. fiziksel niceliklerin korunumunu saglamaktadir. Bu kanunlar uygulanirken

integrallenebirlik kavrami, doniisiimleri dogrusallastirmak, c¢oziimlerin varligmi ve tekligini
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kanitlamak, kararlilik analizi, niimerik yontemlerde yerel olmayan sistemleri ve degiskenleri
bulmak igin kullanilmaktadir. Korunum kanunlari, baslangic degerlere sahip diferansiyel
denklemler tizerinde ¢alisilirken bir temel olusturmaktadir (Bluman & Anco, 2002).

Korunum kanunlarini elde etmek igin kullanilan birgok yontem bulunmaktadir (Bluman ,
1989). Dogrudan yontem, Noether yontemi, kismi Noether yontemi, karakteristik yontem,
varyasyonel yaklasim simetri korunumu kanunlar1 arasindaki iligki bu yontemlerden bazilaridir.
Korunum kanunlar1 i¢in en 6nemli yontemlerden birisi olan Noether teoreminde Euler-Lagrange
denklemleri i¢in bir Lagrangian fonksiyonu elde edilir ve bu Lagrangian ile hesaplanan her bir
Noether simetrisine karsi bir korunum kanunu karsilik gelmektedir. Buradan da anlasilacagi tizere
korunum kanunlar1 ve simetriler arasinda O6nemli bir iliski bulunmaktadir (Yasar, 2009).
Diferansiyel denklemlerin simetri analizi ve korunum formlari, bir¢ok farkli fiziksel sistemde
kullanilabilir. Bu teknikler, niikleer fizikten kozmolojiye kadar bir¢ok alanda 6nemli bir rol oynar.

Ayrica, matematiksel modellerin ¢oziimiinde de 6nemli bir rol oynarlar.

Sonu¢ olarak, diferansiyel denklemlerin simetri analizi ve korunum formlari, fiziksel
sistemlerin simetrisine dayanan Onemli bir matematiksel tekniktir. Bu teknik, denklemlerin
¢Oziimii i¢in yeni yoOntemlerin gelistirilmesine yardimci olurken, korunum kanunlarinin

kesfedilmesine de yardime1 olmaktadir.



2. DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Bu béliimde, diferansiyel denklemlere iliskin tanimlar ile 6rnekler verilecek ve daha

sonraki boliimlerde kullanilacak olan kismi diferansiyel denklemlerden bahsedilecektir.

2.1. TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 2.1.1: Bir veya birden fazla fonksiyon ile bu fonksiyonlarin tiirevlerini iceren ifadelere
diferansiyel denklem denir (Yildiz, 1998).

Ornek: y = f (X) olmak iizere;

d?y _dy
2V 3% 5y=2
dx? der y

ifadesi bir diferansiyel denklemdir.

Tamm 2.1.2: Bir fonksiyon ile tek degiskenli fonksiyonlarin tlirevleri arasindaki iliskiyi ifade

eden diferansiyel denklemlere adi diferansiyel denklem denir (Eser & Ozer, 2002). Bu denklemler

()

genel olarak, y*” ifadesi y’nin x’e gore n. mertebeden tiirevi olmak iizere;

F(x, VAAR AN y<”>)=o

seklinde gosterilmektedir.

Ornek:
y'—=2y'+3y=0

seklindeki denklem adi bir diferansiyel denklemdir.

Tamm 2.1.3: Herhangi bir diferansiyel denklemde bulunan en yiiksek tiirevin derecesi,

denklemin mertebesi olarak tanimlanir. (Eser & Ozer, 2002).



Ornek:
y'—=2y'+3y=0

denkleminin mertebesi iki’dir.

Ornek:
Y +3x°y —4y =" +2
denkleminin mertebesi ii¢’diir.
Tammm 2.1.4: Bilinmeyen fonksiyon ve tiirevlerinin polinom bi¢iminde ifade edildigi bir
diferansiyel denklemde, en yiiksek mertebeden tiirevin kuvvetine diferansiyel denklemin derecesi

denir (Eser & Ozer, 2002).

Ornek:
(y”)3 =3y + 2(y')4 =0
seklinde verilmis diferansiyel denklem 2. mertebeden 3. dereceden bir denklemdir.
Tamm 2.1.5: icinde birden fazla bagimsiz degisken, en az bir bagimli degisken ve bu bagimsiz
degiskenlerin bagiml degiskenlere gore cesitli mertebelerden kismi tiirevlerini igceren denklemlere

kismi diferansiyel denklem denir.

u bagimli, x ve y bagimsiz degiskenler olmak (izere, bir kismi diferansiyel denklem genel olarak,

ou ou 2%u 0%a 2%u
e P A e A

seklinde alinarak
F(x; Y, U, Uy, uy; Uyx, uxy, uyy, ) = 0,

seklinde gosterilir (Koca, 2020).



Ornek: u,u, —2u,, = 0denklemi bir kismi diferansiyel denklemdir.
Ornek: U, — (u2 )W —-u (1+ u? ) =0 denklemi bir kismi diferansiyel denklemdir.

Tammm 2.1.6: Genel olarak diferansiyel denklemler de birden fazla ¢oziime sahiptir ve bu
cozlimler en az bir keyfi sabit igerir. Belirli bir aralikta diferansiyel denklemi saglayan herhangi
bir fonksiyona diferansiyel denklemin ¢6ziimii denir. Bir ya da daha fazla keyfi sabit igeren ve
denklemi saglayan ¢6ziim ise bir egri ailesini tanimlar ve bu ¢oziime diferansiyel denklemin genel
¢oziimii denir (Engin, Cerit, & Ayaz, 2013). Genel ¢oziimdeki keyfi sabitlere degerler vererek elde
edilen ¢oziimlere 6zel ¢oziim adi verilir. Yine eger genel ¢oziimlere deger verilerek elde

edilemeyen ¢oziimlere ise tekil ¢oziim denir.
Ornek: y =3¢ fonksiyonu y”—4y =0 denkleminin bir ¢6ziimiidiir.
Tanmm 2.1.7: Kismi tiirevli bir denklem, bagimli degisken (veya birden fazla bagiml degisken
durumunda tiim bagimli degiskenler) ve bunlarin tiim kismi tiirevleri birinci dereceden ise ve
denklem, bu tiirevlerin katsayilar1 yalnizca bagimsiz degiskenlerin bir fonksiyonu olacak sekilde
ifade edilebiliyorsa, bu tiir denklemler lineer olarak adlandirilir. Eger bu kosullar saglanmiyorsa,
denklem lineer olmayan bir yapiya sahiptir. Birinci mertebeden lineer kismi tiirevli bir denklemin
genel formu su sekilde yazilabilir:

A(,y) -z, + B(x,y) -z, + C(x,y) -z = G(x,y)
bigimindedir (Koca, 2020).
Ornek:

y'+3y=0,

ikinci mertebeden lineer bir denklemdir.
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Ornek:
y'"" 4+ 5y =2x+1,

ikinci mertebeden lineer bir denklemdir.

Ornek:

y" +3x -yt =73,
ikinci mertebeden, lineer olmayan bir denklemdir.
Ornek:
y"+2(')? +3y =4,

liciincli mertebeden, lineer olmayan bir denklemdir.

Tamm 2.1.8: Bir kismi diferansiyel denklem, denklemde mertebesi en yiiksek kismi tlirevlerine

gore lineer ise bu denklemlere yari lineer (kuasi-lineer) denir (Koca, 2020).
Ornek:
Zy * Zyx t X2Z, = COSY

d
ny+2-a-(Zz+z)—6-x-z3-cosy=0

denklemleri yari lineer denklemlerdir.
Tamm 2.1.9: Kismi tiirevli herhangi bir denklemde, en yiiksek mertebeden tiirevlerin katsayilari

yalnizca bagimsiz degiskenlere bagli fonksiyon seklinde ifade edilebiliyorsa, bu denklemler yar1

lineer ya da neredeyse lineer olarak adlandirilir.
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Ornek:

2

62u+t62u+ 3 (au) =t+5
o Troz Y T \ox) T

denklemi hemen-hemen lineerdir.

Tanim 2.1.10:
A(x,y)  zy + B(x,y) - 2z, + C(x,y) - z=0

bi¢ciminde verilen denklemlere homojen denklem denir. Bilinen popiiler homojen bazi denklemler

sunlardir:
U + Uyyy TUU, =0
U —k-u, =0
u, —c’u, +28u, +au=0

Uyyx T Upe = Uy

2.2. LAGRANGE YARDIMCI SISTEMLERI

Tammm 2.2.1: xq,x, ,x, bagimsiz degiskenler ve Ubagiml degisken olmak iizere birinci

basamaktan

—+ Kl(xl,xz,...,xn,u)a—u+...+ K, (X0 X yee X U ) =— = R (X, Xy, 00, X, U)

X, OX, OX

denklemi verilsin. Ele alinan denklemin Lagrange sistemi
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a _dx _ _d&
K, K, =~ K R

seklindedir ve sistemin nadet ilk integrali
P =P (X X0 %, U) =G (i =1,2,...,1)
olmak tizere denkleminin genel ¢6ziimii
F(u,U,,...u,)=0,FeC[D]
seklinde gosterilebilir (Koca, 2020).
2.2.1. Lagrange-Charpit Yontemi
Birinci basamaktan lineer olmayan
F(xy,p.q)=0
bicimindeki denklemini géz 6niine alalim. Bu denklem yapisiyla bagdasabilen baska bir denklem,
Q(x,y,p,q)=0

kabul edelim, burada a sabit sayidir. Buradan iki denklemin ayni ¢6ziime sahip oldugu

goriilmektedir. Bagdasabilme kriteri bu denklemlere uygulandiginda,

N T M R

Part9%q) 3z  \6x T P3z)ap \ay "9%z) g -

elde edilir. Bes bagimsiz degiskenli bir sistemde, 1’ye gore lineer homojen bir diferansiyel
denklem elde edildiginde, bu denklemin ¢6ziimiinde Lagrange yardimci sistemi kullanilabilir. Bu

durumda, denklemin Lagrange yardimci sistemi su sekilde ifade edilir:
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d_x_dy_ dz _ —dp __ —dq __dy

e 1)

Fp Fq pPFp+q-Fy Fx+p-F, Fy+qF, 0

seklindedir. (1) numarali denklemi ele alirsak

Yv=a

sonucu ortaya ¢ikmaktadir. Bu sonugtan asagidaki integral bulunmaktadir;

Y(x,y,z,p,q9) =a

Bulunan integral kullanilarak

F(x,y,z,0,q9) =0

denklemi arasinda

p=f(xy2),9=9x7y2)

seklinde p ve q degerleri ¢oziiliip

dz=pdx+qdy

tam diferansiyel denklemde yerine yazilir ve integre edilirse

G(x,y,z,a,b) =0,

¢oziimii bulunur. Iki parametreli bir tam ¢6ziim elde edilir. Bu ¢oziimde,

a(F,Y)
(@)

=0

olmak zorundadir (Koca, 2020).
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2.2.2. Denklem Tipleri
Ikinci mertebeden lineer kismi bir diferansiyel denklem
A(Xt)u, +2B(x,t)u, +C (X, t)u, +D(x,t)u, +E(X,t)u +F (x,t)u=G(x,t)

seklindedir. A4, B, C tiirevlerin katsayisi olmak tizere bu KDD hiperbolik, parabolik ve eliptik

seklinde siniflandirilmaktadir.
Boylece;
1. AC = B? durumunda denklem paraboliktir.

2. Asagidaki kosullarda denklem normal form olarak adlandirilir;

Uy + m(x, t,u, u,, up) =0,
veya
Uy + m(x, t,u, Uy, uy) = 0.
3. AC < B?ise eliptik denklem olup
Uy + U +M(X, E U, Uy, up) = 0,
formuna sahiptir.
4. AC < B? ise hiperbolik denklem olup
Uy + MmO, t, U, Uy, u) =0

formuna sahiptir.
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Poisson ve Laplace denklemi eliptik denklemlere; Dalga ve Telgraf denklemi hiperbolik
denklemlere, Is1 iletimi denklemi ise parabolik denklemlere verilebilecek 6rneklerdir (Koca,
2020).

2.3. LIE GRUP ANALIZi

Lineer diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini bulmak igin izlenen yontemler, lineer
olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri i¢in kullanilan yontemlerden farklidir. Bu tiir
denklemlerde analitik ¢oziimlerinin belirlenememis olmasi, sayisal bir ¢ézliimiiniin tam olarak
belirlenememesi noktasinda denklemin davraniglarinin belirlenmesi de son yillarda 6nemli bir
calisma alan1 olmustur. Bu nedenle bir¢ok yeni arayislara giren matematik¢iler tam ¢oziimlerini
bulmaya yonelik yeni yontemler gelistirmis olup ve halen bu noktada g¢alismalara devam
etmektedirler (Ozer, 2018). Bu yontemlerin en dikkat ¢ekenlerinden biri siiphesiz Lie gruplaridir.
Literatiirde oldukca 6nem arz eden bu gruplar sayesinde korunum yasalarinin bulunmasina,
denklemlerin sistematik bir sekilde siiflandirilmasina ve degismez ¢oziimlerinin bulunmasina

dair yeni yaklagimlar bulunmustur.

2.3.1. Lie Gruplar

Lie gruplarinda isleyis, stirekli olan gruplar sonsuz kiiciik doniigiimler ile belirlenir ve bir
sonsuz kiigiik iirete¢ verildiginde grup doniisiimleri, nokta doniisiimlerinde oldugu gibi ¢éziimiin
varlig1 sadece diizgiin noktalarin kii¢iik komsuluklarinda yer alan Lie denklemleri ile bulunur. Bu
kavram simetri grubu kavramiyla diferansiyel denklemlere genisletilebilir ve diferansiyel
denklemlerin simetri grubu, tiirevlerdeki genisleme ile denklemi degismez birakan doniisiim

gruplari olarak ele alinmaktadir (Kiraz, 2007).
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3. LIE SIMETRI DONUSUMU

Lie grubu doniistimleri olarak da bilinen Lie simetri doniistimleri, genellikle bir
diferansiyel denklem olan belirli bir matematiksel nesnenin bicimini degismez birakan
dontistimlerdir. Bu doéniisiimler, geometrik nesnelerin ve denklemlerin siirekli simetrilerini
inceleyen Lie grup teorisinin ayrilmaz bir pargasidir. Bu doniistimler sonsuz kiigiik olabilir, yani
degiskenlerde kiigiik degisiklikler igerirler. Sonsuz kiigiik Lie simetri doniisiimleri, doniistimleri
tireten diferansiyel operatorler olan sonsuz kiigiik tiretegler cinsinden ifade edilmektedir. Bir
komiitator olan Lie braketi islemi, bu jeneratorlerin cebirsel yapisinin anlasilmasinda ¢ok 6nemli
bir rol oynar.

Lie simetri doniistimleri, diferansiyel denklemlerin dogasinda bulunan simetrilerin
anlasilmasinda 6nemlidir. Matematikgiler bu simetrileri tanimlayarak denklemleri basitlestirebilir,
degismez ¢oziimler bulabilir ve davranislarina iligkin daha derin i¢goriiler kazanabilirler. Temel
simetrilerin anlasilmasinin daha verimli modelleme ve analiz tekniklerine yol agabilecegi fizik,
mithendislik ve biyoloji dahil olmak {izere cesitli alanlarda genis kapsamli uygulamalara

sahiptirler.
3.1. GRUP

Tammm 3.1.1: Gbos olmayan bir G kiimesi lizerinde tanimli bir ikili islem * i¢in, asagidaki

kosullar saglaniyorsa (G, *) ikilisine grup adi verilir.

Kapallik Ozelligi : vf,geGicin f *g G dir.

Birlesme Ozellligi : vf,9,heG igin (f*xg)xh=f =(g=h)dir.

Birim Eleman Ozelligi . Vf €G igin f*e=ex*f =1 olacak sekilde bir tek ec G
vardir.

Ters Eleman Ozelligi : VfeG igin f*f'=f"'%f=e olacak sekilde bir tek

f* e G vardir.
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Bu dort 6zellige ek olarak asagida verilen degisme 6zelligine sahip (G,*) grubuna degismeli

(abelyen) grup denir. Yani;
Degisme Ozelligi - vf,geG icin f*xg=g=*f dir.

Ornek: Reel sayilar kiimesi (R), carpma islemine gore;
Kapalilik: Her iki reel sayinin ¢arpimi da bir reel sayidir.
Birlesme: (a * b) * ¢ = a * (b * ¢)

Etkisizeleman:1 *x a = a

Ters eleman: Her a reel sayisii¢in (1/a) * a = 1 (a # 0)

sartlarini sagladigi i¢in gruptur. Benzer sekilde, karmasik sayilar ve matrisler grup sartlarini saglar.

Tamm 3.1.2: G grubunun bir alt kiimesi K olmak lizere, K; (G, *) in biitiin kosullarini sagliyorsa

K, G grubunun alt grubu olarak adlandirilmaktadir.

Ornek: (Z,+) kiimesine ait grubun birim eleman sifirdir ve VaeZ i¢in —aeR dir. Cift
tamsayilar kiimesi, tamsayilar kiimesinin alt kiimesi oldugundan (27, +) grubu (Z,+) grubunun

bir alt grubudur.
3.2. DONUSUM GRUPLARI

Matematikte bir nesnenin, ornegin bir fonksiyonun ya da bir seklin, belli bir tiirdeki
dontisiimlere karsi olan simetrilerinin matematiksel bir yapilandirmasidir. Daha spesifik olarak,
bir doniisiim grubu, bir kiime iizerindeki belli bir tiirdeki doniistimlerin olusturdugu matematiksel
bir yapidir. Bu doniistimler, kiimedeki elemanlar1 birbirine doniistiiriirler ve bu doniisiimler
birlestirilebilir (kompozisyon iglemi ile) ve tersi alinabilir. Bir doniisiim grubu, genellikle bir
matris grubu ya da bir Lie grubu gibi 6zel bir tiir grubun alt kiimesi olarak diisiiniilebilir.

Déniisiim gruplari, matematikte birgok alanda kullanilirlar. Ozellikle, simetri, diferansiyel
denklemler, grup teorisi ve geometri gibi konularda énemli bir rol oynarlar. Ornegin, bir cismin
simetrileri, o cismi tanimlayan denklemlerin ¢oziimlerini bulmak igin kullanilabilir. Ayrica, bir

grup teorisinde, bir grup ve alt gruplarinin yapilandirilmasi i¢in doniisiim gruplar kullanilir.
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Doniistim gruplari, matematiksel olarak soyut bir yapiya sahip olsalar da, gergek diinya
uygulamalarinda da kullanilirlar. Ornegin, simetri gruplar kristalografide, kimyada ve fizikte

kullanilir. Ayrica, bilgisayar grafikleri ve yapay zeka gibi alanlarda da kullanilirlar.

Tanmm 3.2.1 X doniisiimlerden olugsmus bir kiime olsun. X; € X olacak sekilde

Xiia—>d (a€)

dontisiimiinii varsayalm. a€S,a €S,ScR" ve &,9e AcR olmak iizere Z diizgiin bir
manifold ve;T , X xZ de bir agik kiime olsun. @(8,19) ikili islem fonksiyonu A bolgesindeki

&,9 parametreleri ile baglidir. Bu doniisiim S bolgesinde asagida kosullar1 sagliyorsa, doniisiime

grup doniisiimii denir. Yani®(&,9) Veigin Je Adir ve asagidaki sartlar saglanur.

1. S bolgesinde bulunan V o parametresi igin doniisiimler A bélgesinde de birebirdir.
Ozellikle «*, A bolgesindedir.

2. «a doniisiimiiniin kosullar1 altinda S bolgesi G grup formuna doniisiir.
3. Eger £=¢e ise @*=qa olur. Buradan;

X(a;e)=a
dir.

4. Bger a*=X(a;¢),a =X (a*;Q) ise
a” =X (a;¢(8,9))
dir (Bluman, 1989).
3.3. BIR PARAMETRELI LIE GRUP DONUSUMLERI

Tanim 3.3.1. Doniisiim gruplarindaki aksiyomlar1 sagladiktan sonra asagida verilen aksiyomlar1

da saglarsa ¢ doniisiimii bir parametreli Lie grup doniisiimii olarak adlandirilir.

1. & siirekli bir parametre, R de bir aralik olan S bélgesi olsun. Boylelikle £ =0, € etkisiz

elemanin karsilar.
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2. A da X her mertebeden tiirevi igeriyorsa, S de & a ait analitik bir fonksiyondur.

3. X;a ya gdre A bélgesinde her mertebeden siirekli tiirevlere sahip olmakla birlikte S

bolgesinde & a ait analitik bir fonksiyondur.
4. g€S ve $€3 olmakiizere ¢(&,9),9 ve & un analitik fonksiyonudur (Bluman, 1989).
3.4. SONSUZ KUCUK DONUSUMLER
o =X (a;¢) )

Lie grup doniisiimiinde & parametresini £ =0 ve ¢ ikili islemlerinin kurallar ile verilince (2)

denkleminde & =0 noktasinda seriye actigimizda;

-0 2 £=0

a = a+5(—ax (:¢)

oe ! og’
®)
:M[_ax(“?g) ]+0(52)
oe Y
sonucuna ulagilir.

X (a;¢)
= 4
sle) == 1 (4)

yazilir.

a+&&(a) doniigiimiine (2) ile verdigimiz Lie grup déniisiimiinde ki sonsuz kiigiik
doniisiimii denir. £(or) ya da (2) denkleminin sonsuz kiigiik elemani denir (Bluman & Anco,

2002).

20



3.5. URETECLERIN DONUSUMLERI

n
Sonsuz kii¢iik iireteg x; = E 0%(x) % operatorii oyle ki x = x - (x;,) lara bagh
k=1 k

kuralindan

durumdadir ve x;, degiskenine donistiirelebilir. x5, = xj (x;) ve |

d d

0xy, - 0x,, '

sonucuna ulasilir. x;, tireteci yeni formuna gegilirse

oldugu goriiliir.

ve

C d
by — Z Nk (x) - —
k=1

axk
n

d Ox
k

x, 0x
k=1 k

< 9
= Z Qk(x) : E
k=1

< )
xix, = ) 2'(x) - 0%

ax]
n
, ; 0xy, )
X, = ) 000 =k =0'®)
k=1

L
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6xk| # 0 olmak tizere zincir
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1 < k < n igin sonsuz liretegler

XkZZ_ 1(xk'xi)g=z_ 1(xk'xi)ﬁ )
i= t i

=
seklindedir. Buradan x;, iireteci x; i¢in yeniden doniistiiriilmiis olur (Lone, 2005).

Ornek:

d d . . - . .. :
M= r—+s— olarak verilen simetri liretecinde; v ve u degiskenlerine uygulanmis olsun,

S
Uu=—-,u=rs
T

seklinde tanimlayalim. Sonsuz kii¢iik simetri lireteci M’ye u ve v degiskenlerine uygularsak,

olarak elde edilmis olur (Lone, 2005).
3.6. URETECIN NORMAL FORMU

Kismi diferansiyel denklemler i¢in denklem (3) iin dogal bir sonucu olarak

n

9

Xy, = Z!)"(x) -% —1k=123, .0
k=1 k

22



n
Xxjf = Z.Qi(x)ax; =0k=23n

i=1

{y(xp), X (x;)} seklinde ¢dziimler bulunmaktadir. Béylece, sonsuz kiigiik simetri iireteci

n
9
X = z 0 (x) - —
axk
k=1

den

ye indirgenir. Bu denklem tiiriine X tretecinin normal formu denilmektedir. (Stephani, 1989).
Ornek: Dénme doniisiimleri;

x*=x-cosa—ysina

y'=xsina+ycosa
ve Simetri Ureteci,

d 0
X:—ya-i'X'@

olarak verilsin. Kutupsal koordinatlarda

r=yx?2+y%? ve¢p = arctan%
degiskenleri ele alinirsa ve X {ireteci ile isleme alinirsa,

ar or _

X, = —y—+x—=0
T Y oy
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0¢ ¢
x¢——y-a+x-@—1

bulunmaktadir ve X’in normal formu X = % seklindedir (Stephani, 1989).

3.7. LIE GRUP DONUSUMLERINDE DEGISMEZLIK

Lie grup doniisiimlerinde invaryantlik, doniisiim altinda degismeyen bir nesnedir. Bu nesne
bir skaler, vektor, tensor veya daha karmasik bir matematiksel yapi olabilir. Lie gruplari,
diferansiyel geometride problemleri ¢6zmek i¢in ve fizikte korunmus nicelikleri bulmak ig¢in
kullanilan  stirekli grup tiirleridir. Bir Lie grubunun doniisiimleri, piirlizsiz ve
diferansiyellenebilirdir. Bu, doniisiimlerin kiigiik degisikliklerinin, doniistiiriilen nesne iizerinde
de kiiciik degisikliklere yol actig1 anlamina gelir.

Bir nesnenin invaryant olmasi, doniisiimiin o nesne iizerinde herhangi bir etkisi olmadig1
anlamina gelir. Ornegin, bir vektdriin yonii bir Lie grup doniisiimii tarafindan degistirilebilir, ancak

vektoriin bliyiikliigli invaryant kalabilir. Bu doniisiimlerin degismezliklerine 6rnek olarak;

o Skalerler: Bir skalerin degeri, herhangi bir doniisiim altinda degismez.
e Vektorlerin biiytikliikleri: Bir vektoriin biiytlikliigii, bir doniisiim altinda degismez.
e Tensorlerin izleri: Bir tensoriin izi, bir doniisiim altinda degismez.

Simetri teorisinin tiim gelisiminin merkezinde degismez fonksiyon kavrami vardir. Asagidaki

ornek temel fikri gdstermektedir.

Ornek: Genisleme altinda bir parabol v(x,y) = % doniisiimii verilsin.

Téen: {x = sx,y = s"§,s > 0} (6)

denkleminin s tizerindeki kisitlama, s = 0'in tersinin olmamasi nedeniyle ortaya ¢ikar. Verilen
noktanin (0,0) noktasi ile eslendikten sonra orijinal haline geri doniisii yoktur. Bir grubu bu kadar
yararli kilan 6nemli 6zelligi, daima izlenen yol ¢izgileri boyunca noktalar1 diizgiin ve ters
cevrilebilir sekilde doniistiirmek miimkiindiir. (6)’nin birim elemanin 1 oldugu i¢in bu grubu daha

dogal yazmak istersek;
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T {x = 5Ty = €™} (7)

denkleminde, s degiskeni —oco dan o a tiim degerleri alabilir. Burada, (7) doniisiimii kullanilirsa

ornekte verilen parabolik denklem
vyl =% = 52 (5 / x?) ®)

elde edilir. Genel olarak her ne kadar n degismez olmasa da 6zel olarak n = 2 olarak verilirse;

uleyl =% =7/, = vl%,3] (©)
degismez oldugu goriilmektedir. Degismezlik, yalnizca fonksiyon tam olarak aymi seyi
okudugunda gegerli olmaktadir. Degigmez kalirken yeni degiskenlerle ifade edilir ve degiskenlerin
tizerindeki yaklasik isaretleri ayni rolii oynamaktadir.
Tanmm 3.7.1: v(x) Bir Lie grubu altinda degismez bir fonksiyon olsun.
DS:{x) = F/[x;s],j =1, ,n}
doniistimiiniin degigsmez kalabilmesi i¢in ancak ve ancak
v[x] = v[F[i, s]] = v[x] (10)

dontisiimiinden kaybolmasi gerekmektedir.

3.8. LIiE SERIiSi, GRUP OPERATORU VE SONSUZ KUCUK DEGISMEZLIK
FONKSIYONLARININ DURUMU

(9) denkleminde verilen bir fonksiyonun degismezlik kosulunu uygulamak zordur.
Pratikte F/'nin gruba genellikle dogrusal olmayan bagimlhiligi nedeniyle (9) sartim1 korumak
zorundadir. Bu yiizden, F/'ye déniistiiriiliir ve daha sonra orijinal fonksiyon gibi okunacak sekilde
yeniden diizenlenir. Karmagsik sayilarin degismezligini kontrol eden bu prosediir diferansiyel
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denklemler i¢in uygulandiginda daha umutsuz bir vaziyet alir. Bu nedenle (9) denklemine esdeger
fakat daha kullanisli ve basit doniisiim gerekir. Burada yapilan islem %j = F/[x, s] doniisiimiinde

v[X] yerine

v[X] = v[F[x,s]] (11)

yazarak uygulanmaktadir (Cantwell, 2002).

Denklem (11) Taylor serisinde s = 0 birim elemanina gore genisletilirse;

v[x] =vlx] +s [65] + 2! [652 $=0 3' [653 x= 0 (12)

Buradan zincir kurali kullanilirsa,

5., -3 &

asly—g ~ 0Filas ls— oF]

Bu Taylor serisinin genisletilmesi ile fonksiyonun Lie serisi temsili haline gelmesini saglar.

Buradan v

(] = vlx] + jav ; <j6u)+s3j6<j6u>+
vixl=vixi+s qax,- f6xl dxi) 317 axI\° dxJ

ifadesi elde edilir ki artik bir fonksiyonun degismezligi i¢in sonsuz kii¢iik kosulu ifade edilebilir

(Cantwell, 2002).
3.9. SONSUZ KUCUK URETECLER

Tanmim 3.9.1: xP = X(x, €) doniisiimiinii ele alalim. x = (x4, X5, ..., X,,) € R™ ve 0 operatorii;

a_(é d 6)
r 0x, 0x,  'dx,

ise
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Bu sekilde tanimlanan operator, bir parametreli grup doniisiimlerinin sonsuz kiiciik iireteci
olarak adlandirilir. Ayrica, Lie operatorii grup operatorii veya grup iireticisi terimleri de bu
baglamda kullanilabilir.

dx,

= — =0
s €

CTL
x,, tanjant vektdriiniin bir bilesenidir. Burada, (x,y) € R? noktasini ele alirsak, simetri iireteci

d d
x = f(ﬁﬁa"‘#(xly)@

seklinde olmaktadir.

0x
f(xry) - gls =0
ile hesaplanabilmektedir. Biitiin doniisiimler X kullanilarak belirlenebilmektedir:
Xle =0=x

Baslangi¢ sartiyla beraber

axk

&k (x) = e

ifadesinin integre edilmesiyle bulunabilir (Stephani, 1989).
3.9.1. Lie Birinci Temel Teoremi

% =G, (0,€) bir parametreli Lie grup doniisiimii olsun,
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ai:f(x*),;/:O:x*:x
oy

formunda birinci mertebeden denklem isstemleri i¢in baslangi¢c deger probleminin ¢éziimii,

6*=G,(6,<)

Lie grup doniisiimlerine es olacak sekilde 7/(6) parametrizayonu ile yapilabilir.

(€)= ja)(e')d €'

3.9.2. infinitesimal Uretec

Tanim 3.9.2.1:
s 0
X = . —
;‘f' OX;

operatoriine bir parametreli Lie grubunun infinistesimal {ireteci denir. Buradan Lie’nin Birinci
Temel teoreminde doniistimlerin bir parametreye sahip Lie grubu kendi infinitesimal iiretegleriyle

de belirlenebilir.

Ornek:

_ 6+ d
x= xay Y 0x

infinitesimal tiretecine sahip bir gruptur.
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Teorem: Bir parametreli Lie grup doniisiimleri
x*=x(x,e) =e®*-x

=x+exx+xix+-

2

£
= 1+£x+7x2+--- ‘X

0 (C,‘k
— XX
= k!

ve
xkF=xk(x)=x-xfF1Lk=12-

elde edilir. x*-H(x) fonksiyon olmak iizere X iiretecinin x*~1 . H(x) fonksiyonuna

uygulanmasi ile x* - H(x) elde edilmektedir.
k=123,
ve
x°H(x) = H(x)
bulunur. Boylece, H(x) sonsuza kadar diferansiyellenebilir ise
H(x*) = H(e®* - x) = e®x - H(x)

olabilecegini sOyleyebiliriz (Bluman & Anco, 2002).
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Ornek:

m* = mCos® — wsin 0

w*=msin0 + wcos 6

iki boyutlu déonme simetri doniisiimleri verilmis olsun.

ow* im0 p
= —msinf — wcos
00
aw _ p n o
69 =mcos wSsin
( ) = am* _
{(m,w) = 70 £=O_ w
dw*
q(mw) = al =™
olur ki buradan simetri iireteci,
m= Wam maw
olmak uzere,
_ 5} 4 om _
m= Wam m ow = —-w
a(— a(—
m?m = m(mm) = —w ( W)+ ( W)=—
om ow

—wd(—m) N m-9(—m)
=w

m3m = m?(mm) =

om ow

ow 0

40 _ 03 - _ —
m*m = m’(mm) Wam+maw m

oldugundan
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dir.

[ee)
e L
mm=e®m-m= F-mk-mzm—et 2T 4
k=0

= mcosO + wsin @

olarak bulunur. Yine ayni yaklasimla R operatoriinii t'ye uygularsak;

W 6w+ 9
Mw om " Mow ™
am
m*w=m(mw) = -w—+m—=—-w
om ow

a(—w) N ma(—w) _

31, — m2 . - _
m3w = m? - (mw) w - T

a(—m) 4 ma(—m) o

4, — 1m3 - _
m*w = m3(mw) w— F

oldugundan,
m*w =w,m*" w = —mm*" 2. w=-wm3 . w=mn=12,..
dir.
(o]
r=wfw = O e ow=wtom— T s
wr=w?" w= MW =Wk Om - oew = oem
k=0



w*=msinf + wcos 0

olarak bulunur (Bluman & Anco, 2002).

Tanmm 3.9.2.2: H(x) sonsuz defa tiirevlenebilen bir fonksiyon olmak tizere H (x) fonksiyonun Lie
grubunun degismez fonksiyonu olmasi i¢in gerek ve yeter sart verilen herhangi bir grup

doniistimiiniin herhangi birisi i¢in
H(x) = H(X)
olmasidir.

Teorem: F(x) fonksiyonunun Lie grubuna ait doniigiimlerinin degismez olmasi igin gerek ve yeter

sartin herhangi bir X {ireteci i¢in;

d0F (x) b,

XF(x) = (iW

lineer homojen kismi tiirevli diferansiyel denkleminin ¢dziimlerinden olusur.

Teorem: R™?! de tamimhi doniisiimlere ait bir parametreli Lie grubunun n tane bagimsiz

invaryanti vardir. Bagimsiz invaryantlarin herhangi bir kiimesi i¢in

1/11 (X), 1/’2 (X), lp3 (X), ] lpn—l (X)

grubun degismezlerinin bir bazi ad1 verilir. Bu baz ¢cokludur ve yine bu denkleme ait karakteristik
sistemi i¢in;

dx, _dxy

I

Ilk n — 1 integralinden

P1(x) = Ky, P (x) = Ky, P3(x) = K3, oo, Ppoq () = Ky
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olarak elde edilir. Gruba ait herhangi invaryant

F(x) = Q(‘/h(x):‘/)z(x)"/h(x): "-'lpn—l(x))

formiilii ile verilir.
3.9.3. Kanonik Degiskenler

Teorem: Bir parametreli Lie grubuna ait

Y1 (), Yo (), Y3(x), ooy Py—1 ()

degismez bazi olsun. Eger en az bir ¢p(x)igin,

09 (x) _

—=1
axi

x(®) =

homojen olmayan lineer denkleme ait herhangi bir ¢6ziim

x1 = P1(x), %2 = P2(x), X3 = Y3 (%), o, Pog (%), % = P (%)

kanonik degiskenlerini ihtiva eder.
Verilen iiretegten grup doniisiimiiniin ¢oziimlerini bulmak igin Lie denklemlerini ¢6zmeK,
tistel fonksiyonlar1 kullanmak ve son olarak kanonik degiskenlerin kullanilmasi olmak tizere {i¢

yol kullanilir. Bu kullanilan yontemler i¢in asagidaki 6rnek verilebilir.
Ornek:

9 0
x=xy@+x a

infinitesimal tiretecine sahip grubu arastiralim:

i.  Lie denklemlerinin ¢oziilmesiyle: X tretecine ait Lie denklemlerini
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ve baslangi¢ kosullari

olur ki buradan elde edilen integrasyon sabitleri

1 y
Ki==, K,=%
17 x 27 x
olur. Boylece X operatorii,
_ X Yy
*Tloe YT 1o

0zel projektif dontistimlerinin tek parametreli grubunu tretir.

ii.  Ustel doniisiimiin kullanilmasiyla

2 n

X =e¥x = <1+£x+£—x2+---+g_xn+...
1! 2! n!
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e € e e
y=ey= 1+Fx+§x +---+Fx +- | ()

yazilir ve n=1,2,... i¢in y"(x) ve x™(y) bulunmalidir. Bunun i¢in sonlu birkag¢ terim

hesaplanirsa
X(x) =x%,X2(x) = X(x(x)) = X(x?) = 2! x5, x3(x) = X(2!x®) = 3! x*
olur ki
X"(x) =n!-x"t?1
olmalidir. Bunu tiimevarimla bir sonuca vardirirsak,
X1 () = X(X"(x)) = X(n! x™1) = nl (n + x2%x™ = (n + 1) x™+2

Yine benzer sekilde, X™ = n! - y - x™ bulunur. Boylece |xe| < 1 igin

X

¥=eFx=x+ex?+ - +ex"+-=x(1+ex+-+e"x"+)

=l—ex

_ y
1—ex

y=e¥Fy=y+teyx+--+eyx"+ - =x(1+ex+-+&"x"+-)

ayni1 grup elde edilir.

iii.  Kanonik degiskenlerin kullanilmasiyla: X tireteci i¢in denklemleri olusturmak igin,

yazilir ve K = 5 birinci integrali saglanir. Bu durumda invaryant u = % olarak bulunur. Daha

onceden elde edilen x(t) =1 ,t = —% yazilirsa kanonik koordinatlar
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elde edilir. Sonug olarak grup doniisiimleri

|
Il
&
4
Il
o~
+
™

ya da

=
=
[ R
<R

olarak yazilir. Son denklemin ¢6ziilmesi sonucu

X y
1—ex’ 1—sx

X =

<A
I

dontigiimleri elde edilmis olur (Kiraz, 2007).

3.10. LiE CEBIRi

Lie cebiri, soyut cebirde Lie gruplar1 adi verilen grup tiirlerini inceleyen bir alandir. Lie
gruplari, diferansiyel geometri ve matematiksel fizik gibi bircok alanda karsimiza ¢ikan siirekli
gruplardir. Bu gruplar, matrisler gibi cebirsel nesneler ile temsil edilir ve Lie cebiri de bu temsilin
detaylarini inceler.

Lie cebirine "Lie" terimi, matematiksel bir nesnenin gergekte oldugundan farkl: bir sekilde
temsil edilmesi anlamima gelir. Ornegin, bir matrisin baz1 elemanlarini sifira esit kabul ederek,
gercekte oldugundan daha basit bir sekilde temsil edebiliriz. Bu bir Lie olsa da, matematikte baz1
problemleri ¢6zmek igin oldukga faydali olabilir (Kirillov A. A., 2008) .

Lie cebrinin birgok farkli alanda uygulamasi vardir. Fizikte Kuantum mekanigi ve pargacik
fiziginde, diferansiyel geometride Lie gruplari, diferansiyel manifoldlar {izerindeki simetrileri
temsil etmek icin ya da bilgisayar biliminde robotik ve bilgisayar grafikleri gibi alanlarda
kullanilir. Ozetle; Lie cebiri matematikte birgok farkli alanda uygulamaya sahip olan Lie gruplarimn
inceler. Lie cebiri matematiksel bir nesnenin gergekte oldugundan farkli bir sekilde temsil edilmesi

anlamina gelir ve bu bazi problemleri ¢ozmek i¢in oldukga faydali olabilir.
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Geometrik agidan u = u(uy, U, ...u;) noktasma ait uj = u + £°(u) ile verilen u € R™

noktasindaki sonsuz kiigiik doniisiimleri

(W) = (G (W), (W), T (W)

Tanjant vektorii ile gosterilir. Boylece ¢ (u), doniisiimlerin Lie grubunun tanjant vektor cismi diye

tanimlanir ve & (u) ile gosterilir.
0
U=¢&w)—
$(u) o

operatdrii birinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlere ait operator olarak tanimlanir (Kiraz,
2007). Bu boliimden sonra birinci mertebeden diferansiyel operatorlerin tanjant vektor uzayi ya

da bagka bir deyisle Lie cebiri olusturulacaktir.
Tanim 3.10.1: n parametreye sahip Lie grubunun sonsuz kadar kiigiik simetri tireteci U; ve

e (&, &, €5 ... £,) parametresine bagli olarak verilsin. Rastgele verilen iki simetri tireteci U; ve U,

olmak tizere [, |;

[ui,uj] = uiuj - ujui

uu, =S ;k(x)a—iiif}(ules)a%}

i=1

Bu komiitatérden yola ¢ikarak, R bir cisim ve L de bu cisim {izerinde bir vektor uzay1 olsun. Eger

L, yukarida tanimlanan ikili isleme gore kapaliysa, n-boyutlu Lie cebiri olarak adlandirilir ve L,

ile gosterilir. Bu durumda, asagidaki 6zellikler saglanir (Peter, 1993).

Ornek:

u* = ef1(xcose+ ¥sine) + ¢,

v = ef1(xcose — ¥sing) + &
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seklinde dort parametreli bir Lie grup doniisiimii ele alalim. Bu durumda, sonsuz kii¢iik simetri

iiretegleri su sekilde

_ ¥6+ d
e or Xa¥
a
T‘2=&
5]
T'3_a—¥
0
T4=X6_+¥ﬁ

bulunur (Bluman and Anco, 2002). Lie parantez operatorii araciligiyla bir komiitatér tablosu

olusturalim.

_<¥6+ 6)6 6(¥6+ 6)
T\ T %) ox ox\ oz 0¥

02 9 90 PE
0wz " "ovox T Vo2 0¥ ' 0x0¥

d
=_@=_T3

[ ]_(¥6+ 6)6 6<¥6+ 6)
W=\ e T ov) oy T 9v\ T or T Y ow

az+az+a+¥az PL
0x0¥ ' “9¥2 ' 9z o0ro¥ | o0¥2

= -0
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[ ]_<¥a+ 0)(6+¥6) 6+¥6) (
=\ T e T ey) Par T T ow (xax 0¥

L R P
T T o 0x0¥ ' © 0ko¥ | 0¥
) PE P 92 92

22 4y Ly vy
3% ¥ oxo%x " Tox ' oxdv ov?

=0
|7”2,7”1| =, =1
|72, 72] =0
d 0 d 0
|72, 13l = 9x0¥  J¥or
=0

ol = L (x2 452 +¥
T2 74 _ax("ax ”a¥) (Xax a¥> X

6+62+k62 K ¥62
“ox " "oxz T “9x0¥  “oxz T omo¥
d
e
|73, 11| = —|r, 13| = -1
|73, 75| = —|rp, 13| =0

39



| | ( d by 6) ( d by 6) d
Tl = oe "oz T T o) T Fox T T o¥) o
_ 20 e 02 _ 0
~ Xoxo¥ To¥ T T ovz “pxo¥ ow2

0
Frale
|70, 71| = —lr,1a| = 0
70, 72| = =1, 18| = —1,
[ryrs| = =|r3, 18| = =13
74,72l = 0

Bu sonuglarla tireteglerin komiitator tablosu su sekilde elde edilir:

7751 " T2 T3 Ty
7 0 -3 7y 0
7 T3 0 0 10
T3 -7, 0 0 T3
T 0 -1, -3 0

3.11. UZATIM (PROLONGASYON) FORMULLERI

Matematikte "prolongasyon" terimi genellikle geometrik konum ve konfigilirasyonlari

ifade etmek icin kullanilir. Ozellikle, iiggenlerin benzerlik ve oranlarmi inceleyen geometri

problemlerinde sik¢a karsimiza ¢ikar.

Prolongasyon, iki veya daha fazla dogru parcasinin bir noktada kesistigi durumlarda, bu

dogru parcalarin uzantilarinin (prolongasyonlarinin) nasil iliskilendirildigini inceleyen bir
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kavramdir. Ornegin, verilen bir {icgenin kenarlar iizerinde segilen bir nokta ile, iiggenin bu
kenarlarinin uzantilarinin da goéz oOniinde bulundurulmasi ve olusan oranlarin incelenmesi
prolongasyon prensibini temsil eder.

Bu tiir problemlerde, prolongasyon prensipleri genellikle benzerlik teoremleri ve oran
kavramlarina dayanir. Ozellikle, dogrularm uzantilarinin bir noktada kesistigi durumlarda, bu
dogrularin olusturdugu oranlar ve benzerlikler {izerine ¢esitli iliskiler kurulabilir.

Prolongasyonun matematikteki amaci, geometrik konfigiirasyonlar1 analiz etmek ve
geometrik iliskileri agiklamak i¢in bir arag¢ olarak kullanmaktir. Bu kavram, 6zellikle geometrik
sekillerin benzerliklerini veya oranlarini incelemek i¢in onemlidir ve geometri problemlerini

¢ozme ve geometrik iligkileri anlama konusunda yardime1 olabilir.

Tanim 3.11.1:

n° =0, v)

olmak tizere

= (k—r)tr!
seklinde olusturulan
u® = ¢, v) >+ 2(wv) <+ 00w, v,v,) < + - (14)
"7 ou ) Qv PP,
y Yy V1, » Vi avk

degerine bir bagimli, bir bagimsiz i¢in k uzanim adi verilir (Bluman & Anco, 2002).

Teorem: r bagimsiz degisken ve [ bagimli degisken olmak tizere v = [(r) olsun. Buna gore

tanimlanmis bir parametreli Lie grup doniisiimlerinin (7, [, [, -+ [;) uzayindaki k. uzanimlari

l{ == 11(1‘1, l, l; 8)
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l; = ll(rz, l, lz, S)

l;: = lk('r, l, l, oo lk; 8)

Olx_1 Oly_1 Olx_q
ar T Tty

a(r;e) or(r; e)
o ThTo

seklinde bulunur, burada

l:T_ = l == ll(T', l, ll’ S)

ol(r, €) ol(r, €)
o T o
or(r,¢) 4 or(r, &)
ar g ol
ve
-1 = lk—1(7" L, L1 3)
seklindedir.

(14) deki dontisiimiin {(r, 1) ve 2(r, 1) sonsuz kiigtikleri olmak tizere;

k. Uuzanim:

u =r(r,lLe)=r+el(r)+6(?)

'=v(rlLe)=v+el(r])+0(s?)

L =r(rLl,e) =1 + D, 1 1L) + 0(e?)
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L =L L, b e) =L + D L1 1L + 0(e2)
seklinde verilir, burada k. uzanimin sonsuz kiigiikleri

{(r,l),ﬂ(r,l),ﬂ (T'l'l, ll) . .Q(k) (T']_, l, ll,'-'l lk)

olacaktir. Bu durumda sonsuz kii¢iik iireteg ise

0 0 0
(k) — _ _ €Y) - 1.
u D) ar‘l‘ﬂ(ﬁ,l)al"'ﬂ (T1,l,l1)all+

G,
e QO 1L, 0 D) o

seklinde olur. k = 1, 2... i¢in uzammm 2% ile gosterilen sonsuz kiigiikleri

k=1  Bi(nl)

Ba(
Q(k)(rl,llJ lZJ o lk) = < B yk B
r T

formiilii ile bulunabilir (Bluman & Anco, 2002).

3.12. Lie-Bicklund Operatorii

Matematiksel analizde, 6zellikle kismi diferansiyel denklemler (KDD) {izerinde yapilan
incelemelerde, Bicklund déniisiimleri onemli bir arag olarak 6ne ¢ikmaktadir. Isvegli matematikgi
Albert Victor Biacklund’un adini tasiyan bu doniisiimler, dogrusal olmayan KDD'lerin farkli
¢Oziimlerini birbirine baglamak i¢in sistematik bir yontem sunar ve genellikle karmasik iligkileri
ve gizli simetrileri ortaya ¢ikarir.

Bécklund doniisiimleri, esasen u ve v gibi iki fonksiyonu iliskilendiren birinci dereceden
kismi diferansiyel denklemlerden olusan bir sistemdir. Eger u, belirli bir KDD'nin ¢6ziimiiyse,
Bécklund doniisiimii uygulanarak ayn1 KDD'yi veya ona benzer bir bagka KDD'yi saglayan yeni
bir v fonksiyonu bulunabilir. Bu déniisiimler, dogrudan ¢6ziilmesi zor olan dogrusal olmayan

KDD'ler i¢in yeni ¢ozlimler iiretmek amaciyla 6zellikle 6nemlidir. Bir ¢oziim {izerine Biacklund
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doniigiimiinii tekrarlayarak giderek daha karmasik bir dizi ¢6zliim elde etmek miimkiindiir. Ayrica,
Béacklund doniigiimleri, bazen bu denklemler icin koruma yasalarimi tiiretmek amaciyla da
kullanilabilir; bu yasalar, KDD'lerin fiziksel ya da geometrik 6zelliklerine dair degerli bilgiler
saglar.

Bécklund donitistimleri, entegre edilebilir sistemler teorisinde de kritik bir rol oynar. Farkli
entegre edilebilir sistemler arasinda iliskiler kurarak, gizli simetrileri ve yapilar kesfetmek i¢in
kullanilir. Bu dontistimler, goriiniiste farkli ancak matematiksel agidan iligkili sistemler arasindaki
baglantilar1 ortaya koyabilir.

Bir fonksiyon, sonlu sayida terim igeren diziler veya analitik ifadelerle, 6rnegin bir Taylor
serisiyle yazilabiliyorsa, bu tiir fonksiyonlar Ritt'in diferansiyel polinomlar1 olarak adlandirilir ve
"sonlu mertebeden diferansiyel polinomlar" olarak bilinir. Bu fonksiyonlar, uzayda tanimh
toplama ve ¢arpma islemleriyle vektor uzay: olusturur ve ¢arpma islemi tanimlandiginda, bu yap1
degismeli cebir 6zelligi gosterir. M kiimesi, tiim sonlu mertebeden fonksiyonlardan olusan bir

kiime olarak kabul edilirse, bu kiime, belirli bir tiirev operatoriine gore kapalidir.

X=\P‘i+Yki,(\Pi,YkeM) (15)
OX. oy”

biciminde verilmis operatdrler olsun.

W= A (X -+ g

K K (16)
T =AA, (Ya -¥ Ul?)*'LP Ujis,
olmak lizere uzanim tiirevleri
X =‘Pii+Yki+E? 0 x=yp iy 9 +WP 9 ..
X oy” oy X 2 A 6\

seklinde verilen operatdre Lie-Béacklund Operatorii denir ve benzer sekilde (15) operatdriine de

kisaltilmig sekliyle yine Lie-Backlund Operatorii denilmektedir.
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Teorem: X € A ve k. mertebeden bir diferansiyel fonksiyon olmak iizere;

X (x,u,uy,..u)=0 (7)
k. mertebeden diferansiyel denklemini ele alalim. [X] ile gosterilen (17) ile verilen denklemin

kendi ve tiirevlerini bir arada incelensin. Eger

=0 (18)

denklemi Lie-Backlund doniistimii tarafindan tiretilen denklemi temsil eder ve Lie-Backlund
doniistim grubunu kabul eder. (18) ile belirtilen denklemlere belirleyici denklem denir.
Belirleyici denklem sonucunda

X, =Q'M,,(Q eM,k=12,.,n) (19)

bigimlenen biitiin Lie-Backlund operatorleri herhangi bir diferansiyel denklem igin yeterlidir ve
kabul goriir.
(19) operatorleri i¢in Lie-Bécklund denklemleri ¢oziilebilir formda ve ayn1 zamanda bu

operatorlerin kiimesi biitiin Lie-Backlund operatorlerinin Lie cebirinde bir idealdir.

Q' =0 olmak iizere;
X = g¢* i,(;zs“ eAa=12..m)
ou”

olarak bulunur ve operatore de kanonik Lie-Bdcklund operatorii denir. Bu formdaki tiim

operatdrler kanonik forma déniistiirelebilir (Ibragimov, 1993).

Ornek: u, a bagimsiz degiskenleri temsil etsin. Galilean doniisiim iireteci ve Lie-Bécklund formu

M—a 0 M=(1+ k)a+
ok “oa BT

olacak sekildedir (Yasar, 2009) .
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Ornek: Homojen olmayan (non-uniform) genlesme iireteci ve kanonik Lie-Bécklund formu

B—2ta 3ta g E—(2t+3t+t)a+
T et Yoa = Uy T ata) 5y

olacak sekildedir (Yasar, 2009).
Ornek: u degiskeni zamani ve a konumu ifade etmek iizere;
Vy = Vga

bir boyutlu 1s1 denklemine ait Lie simetri lirete¢lerini bulalim:

a ve u bagimsiz degiskenleri ve v bagimli degiskeni temsil etsin o halde simetri iireteci

_ o 9 10,
B =02(a,u,v) - + 7(a,u,v) " + n(a,u,v) > (20)

olur.
Ikinci mertebeden diferansiyel denklemler i¢in (15) ile verilen simetri iiretecinin ikinci
uzanimi
2 _ 9 9 2 9 9
ﬁ - ﬂ + rla ava + r'_u avu + rlaa avaa + rlau avav + r]_uu avuu (21)
olur.

.Bz(vu - 17aa) =0

olacak sekilde (21) denklemindeki ikinci uzanimi v, = v,, denklemine uygularsak

Ny —Ngg =0 (22)

olur. ny, g Ve v, yerine v,, degerleri (17) denkleminde yerine yazilirsa;

Nu + (rlv - Tu)vaa - 'Suva - 'vaavaa - Tvvga — Nga — (Zrlvu - faa)va
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+€aava - (r[v - zfva)vc% + 27'-avvavaa + Ettvg + Tvvvc%vaa

_(r]_v - Zfa)vaa + 2Tavau + 3Evvavaa + Tvvc%a + 2Tvvavau

=0 (23)

olarak bulunur.

Bu ag¢ilimi kullanarak, (23) denklemindeki v'nin tiirevlerinden;

Ve *+ T,=0
Vau 7,=0
Viq Ty =Ty
vgvaa : Ty =0
VaVaa 0, = 2t,, + 340,

Vaa Ty — Ny = Taq — Ny + 242
v3 n,,=0
Vi Ny = 200y
Va 2y = ga — Nav
sabitler Ny = Nga

belirleyici (tanimlayici) denklemleri ele edilir.
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Bu belirleyici denklemleri ¢ozersek;

T=cu®+cu+c;

1
= clua+§c2a+ U+ cx

1,1 1
n= (—cha —§c4a—§clu+ Ce

sonsuz kiigiik iiretegleri bulunur. Lie simetri tiretegleri ise

0
W1=V%(C6=1) (ce=1)
d
W2=%(05=1) (cs=1)
- Jd av 0 »
W= U5 2 dn (€ =1)
d
Wa =73, (3 =1)
_a6+ d _q
W5_26a ”au (€2 =1)
B N , 0 a2v+vu 0 _ 1
We = UG T Bu 4 27 0v €@ =1)
0
Wa=a%

olarak bulunmus olur.

Elde edilen bu simetriler kullanilarak bu degerlerin komiitator tablosunu asagidaki sekilde

elde ederiz:
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[W, W]] W4 Wy W3 Wy Wsg w
W1 0 0 0 Wl - W3 2W5
W2 0 0 O 2W2 2W1 4W4 - 2W1
w3 0 0 0 0 0 0
W, —wy — 2wy 0 0 Ws 2wy
Ws w3 —2wy 0 —Ws 0 0
W —2wg 2wz — 4w, 0 —2Wg 0 0

(Ahmad, 2005).
Ikili isleme gore wy, w,, W3, W,, Ws Ve wy iiretegleri kapali oldugu igin
w =< W1, Wy, W3, Wy, Ws, Wg >

Lie cebirini olustururlar. Bu durumda her bir iiretece denk gelen doniisiim gruplari,

w; simetri liretecinin doniisiim gruplar1 olmak iizere;

. oa;
fi(@, b =2

ifadesine

baslangi¢ sartinin uygulanmasiyla bulunur.

0 .. ..
B, = 5, Ureteci igin
1)

da*

Frin N(a*,u*,v) =1
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* * —
a*=e+ca’|,_,=¢c

a=a+e¢

2)
ou*
—=1(a*,u*,v*)=0
os
uw=cut|, _,=u
u'=u
3)
at*
— =n(a*,u",v*) =0
PR n( )
vi=cvt| =V
u*=u

G, = (a",u",v*) = (a+¢&u,v)
olarak bulunur. Benzer sekilde,
G,(a*,u*,v*) = (aq,u+¢,v)

L —(ea+e?u)
G;(a*,u*,v*) = (a + eu,u, ve 2 )

G,(a*,u*,v*) = (a,u, te®)

&
Gs(a*,u*,v*) = (aez, ues, v)
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a’s

u 84(1—811.)

a
G6(a*,u*,v*) = (1 _ )

eu'l—eu’ 1—¢u
olarak bulunur (Olver, 1993).

Ornek: Fiziksel uygulamalarda sik¢a kullanilan denklemlerden biri de Burger denklemidir.
Yayilma terimi ve lineer olmayan terimi bir arada ihtiva eder. a ve u iki bagimsiz degisken ve v
bagimli degisken olmak iizere lineer olmayan bir boyutlu Burger denklemi

Vy =VgqtV

seklindedir. Burger denkleminin sonsuz kiiciik simetri tireteci

d d 0
B = f(a,u,v)%+r(a,u,v)ﬁ+rL(a,u,v)a—v

olur.

Ikinci mertebeden diferansiyel denklem oldugu igin ikinci uzatimi

B* =B+ o + 0 + 0 + i + i
- naava rlu avu rlaa avaa nau avau rluu avuu

olur. Degismezlik kriteri Burger denklemine uygulanirsa

Ny = Ngg + 2VaNg

olur. ng, Ngq, Ny, terimleri diizenlenip hesaplanirsa ve ifadede v, yerine v,, + v2 yazilip ifade

diizenlenirse

2 2 3 2
Nu + fuva + NyVaa + NyVq — TyVaa — TaVq — fvvavaa - fvva — TyVaa

2 4 2
_ZTvvaava — TyVUq — Nga — zrlavva + Eaava + TaaVaa + TaaVa

2 2 3 3 2 4
My Va + Zfavva + Zravvavaa + 2Tavva + Evvva + Ty VqVaa T TovVa
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_Ilvvaa + zfavaa + ZTavau + vavavaa + Tvvc%a + Tvvaavg + ervavua
—2N,V, — 2N, V2 + 28,02 + 2T 0y, + 27,03 + 28,03 +
+2T,054V2 + 21,08 =0

olur. v’nin kismi tiirevleri vasitasiyla tanimlayici denklemler;

VoVgu ¢ 27,=0
Vau 21, =0
VaVaa ° —&+ 214, +38,+27,=0

Ny — Tyt Tagqg — Ny +2§,=0

Vaa
175 : Ny — Ty + Taqg — Nuw + 280y — 2N, + 28, =0
VUq : =&y — 2Ny +&aq — 20, =0

seklindedir. Bu denklemlerin ¢6ziimii yapilirsa
& =c +c4a+ 2csu + 4cgau
T = ¢y + 2c4u + 4cgu?
n=a(a,u)e ™’ +c; — csa — 2cqu — cga’

olarak bulunur. Bulunan sonsuz kiigiikler B simetri iiretecinde yerine yazilmasiyla c; katsayilarini

iceren B; simetri liretecleri bulunur (Hydon, 2000; Tang ve Lou, 2002).
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Dolayistyla B; tiretecleri

d
da
0
Ju
0
ov
= 6+2 9
_“aa ”au
d d
oa “ov
B, =4 0+426 2_2 q
6~ ”aaa b’ ou (a ”)av

seklindedir. Bulunan bu degerler yardimiyla komditator tablosu:

[B,B'] B, B, B; B, Bs Be
Bl O O O Bl - B3 2B5
Bz O O O ZBZ B 4‘B4 - 233
Bs 0 0 0 0 0 0
B4 _Bl - 2B2 O 0 B5 2B6
Bﬁ _2B5 2B3 - 4‘B4 0 _2B6 O 0

B; simetri tiretecinin doniisiim gruplar

. da;
N4 (a*,ut,v*) = —
s
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formilinde

baslangi¢ sartinin uygulanmasiyla bulunur.

Be = 4ua ;—a + 4u? ;—u — (a%? - 2u) aa_v lireteci i¢in grup doniisiimiiniin bilesenleri

1)
aa* — ( * * *) _ 4
e =¢&(a",u",v") = 4ua
Ina* =4ue+ca*| _,=a
baslangi¢ sart1 uygulanirsa
a* = e*¥eq
olarak bulunur.
2)
au* _ ( * * *) _ 4 2
5e = @l uvT) =4u
1 *
——=det+cv| =V
baslangi¢ sart1 uygulanirsa
i 1
ut = -
4e — 1
u

olarak bulunur.
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3)
av*

I *’ *’*:_2_*_2
9 n(a*, u*, v*) a u

v* = (—a? + 2u)e + cv*

£=O:v

baslangi¢ sart1 uygulanirsa

v' = (—a*+2we+v

olur. Dolayistyla G4 doniisiim grubu S lireteci tarafindan

Gg: (a*,u*,v*) = (e**ea,—= — (—a? + 2u)e +v)

48—1
u

seklinde iiretilir. Benzer yontemle, diger doniisiim gruplarina ait ayni islemler uygulanirsa

Gy:(a*,u',v*) =(a+¢&u,v)

Gy: (a*,u*,v*) = (a,u +¢,v)

Gs: (a*,u*,v*) = (a,u,v+¢)

G,: (a*,u*,v*) = (aef, ue?s, v)

Gs: (a*,u*,v*) = (a + 2us,u,v — ca — 2ue?

Gg: (a*,u*,v*) = (e**a,—= — (—a? + 2u)e +v)

48—1
u

Lie grup doniistimleri bulunmus olur (Olver, 1991).

55



Ornek: Yiiksek dereceden Korteweg-de Vries denklemini ele alirsak

vy, + Vqq v, =0 (24)

s1g sularin hareketinde ve dogrusal olmayan fiziksel sistemlerde uzun dalgalar teorisinden

meydana cikar.

w = &da + tdu + ®Iv vektor alani, tek parametreli simetri grubunu tiretir:

DY + DA 4 yPa 4 1, = 0 (25)

0

Burada ®* ve ®%w vektor alaninin birinci uzatim katsayilaridir. w vektor alani i¢in 3 katsayist

Vaaa
paaa = ng) - UaDd?)f - UuDgT r 3vaaaD(§§ - 3vauD(§T - 3vaaaDaE - 3vaauDaT

vy, Yerine —v,,, — v, kullanilip ve ®44¢ degeri (20) denkleminde yerine yazilirsa simetri
grubu icin belirleyici denklem elde edilir.
v’nin katsay1s1, v,4,, Ve D,T = 0 olup dolayisiyla yalnizca u'ya baghdir. v2, nin katsayisi,

&, = 0 oldugunu gosterir. v,,, nin katsayisindan, t,, = 3¢, y1 buluruz ve

1
&= §Tua +o(u)

dir. @, =0 = ®,, olup dolayisiyla ®; v de dogrusaldir. v’nin katsayis: yalnizca u’nun bir
fonksiyonudur.
(20) denkleminde geri kalan terimler v, y1 kapsayan terimlerdir:
$y — V(D — 7)) t (P, = &) + P =0

ve v’nin herhangi bir tiirevi olmayanlar

O, + DPypq +vP, =0
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olup bunlarin hepsinin genel ¢oziimii

E=c+cu+ca

T =10, +3cu

D =c3 —2¢4v

seklindedir. Burada c¢,, ¢,, c3, ¢, keyfi sabitlerdir. Dolayisiyla Korteweg-de Vries denkleminin

simetri cebiri dort vektor alanina yayilir. Bu vektor alanlar

w; = 0, Uzay cevirisi
w, = d, Zaman ¢evirisi
w3 = ud, + 0, Glileo artist

w, = ad, + 3ud, — 2vd, Olceklendirme

olacak sekildedir. Eger v = g(a, u) Korteweg-de Vries denkleminin bir ¢6ziimii ise

v = g(a—eu)

v=g(a,u—ce¢)

v® =gla—eu,u) +e¢

v® = e 2¢g(e~%a, e 3u)

olur.
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Bu veriler yardimiyla komiitator tablosu:

[Wi, Wj] wq wo W3 Wy
wy 0 0 0 wy
wy 0 0 w; 3w,
W3 0 _Wl O - 2W3
Wy —W; - 3W2 2W3 O

seklinde bulunur (Olver, 1991).

3.13. BOND PRIiCiING DENKLEMININ LiE SIMETRILERI

Tahvil fiyatlamasi, finansal matematikte temel bir konu olup, bir tahvilin degerini
belirlerken gelecekteki ddemelerin bugiinkii degerinin hesaplanmasini esas alir. Bu siirecte,
zamanin paranin degeri iizerindeki etkisi ve risk faktorleri dikkate alinir. Tahvil fiyatlama
yontemleri, yatirimcilarin daha bilingli ve etkili kararlar almalarina yardimci olarak finansal
piyasalarda 6nemli bir rol oynar.

Klasik tahvil fiyatlama modelleri, gecmisten giiniimiize yaygin bir sekilde kullanilan
araclardir ve temel ilkeleri basit bir matematiksel yaklasima dayanir. Ancak, bu modeller bazi
teorik eksikliklere sahiptir. Genellikle tahvilin teorik fiyatinin, piyasadaki gercek fiyatlardan diisiik
olmasina neden olabilen bu kusurlar, tahvil fiyatlamasinda daha gelismis yontemlere duyulan
ihtiyaci ortaya koymaktadir.

Bu baglamda, fraktal tiirevler kullanilarak gelistirilen alternatif modeller, tahvil
fiyatlamasina yeni bir bakis agis1 sunmaktadir. Fiyat degisimlerinin bir fraktal iletim sistemi olarak
degerlendirildigi bu yontem, klasik modellerin eksiklerini gidermeyi amaglamaktadir. Fraktal
tahvil fiyatlama denklemleri, genellikle fraktal iki Olgekli doniisiim teknikleri kullanilarak
¢oziilebilir ve Lie simetri analizi gibi ileri matematiksel yontemlerden yararlanilir. Bu tiir analizler,
tahvil fiyatlamasinda daha karmasik, ancak daha gercek¢i sonuglar elde edilmesine olanak tanir.
Fraktal tahvil fiyatlama yaklasimi, dinamik fiyat degisimlerini daha dogru bir sekilde

modelleyerek sermaye piyasalarinda klasik modellerin agiklamada yetersiz kaldigi durumlara
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¢oziim sunmaktadir. Klasik model, bu kapsamda, fraktal yaklagimin 6zel bir durumu olarak kabul
edilebilir. Bu ¢alismalar, piyasa fiyatlarinin daha dogru bir sekilde tahmin edilmesine yardimci
olarak yatirimcilara daha gercekgi araclar sunmay1 hedeflemektedir.

Sonug olarak, fraktal boyutlu tahvil fiyatlama modelleri, piyasa fiyat degisimlerini klasik
modellere kiyasla daha iyi agiklama potansiyeline sahiptir. Bu yaklasimlar, finansal piyasalarda
daha giivenilir tahvil fiyatlama stratejileri gelistirilmesi i¢in saglam bir temel olusturur.

Bu boliimde Lie simetri metodu kullanilarak Bond Pricing denkleminin
ky = Axky, + uk, , LUER
simetri indirgemeleri incelenecektir. Tek parametre ihtiva eden Lie grup noktalari i¢in doniisiimler
xi = x; + ey + M(€?)

olarak verilsin. i = 1,2,3 i¢in x; ler x, t, k lar1 ifade ederken Q' ler de Q(x.t, k) , O8(x,t, k) ve

@(x, t, k) lar1 ifade eder. Denklem ¢6ziimii bulabilmek igin 6nce bu denkleme a,t simetri tiretecini

yazarak baglayalim.
x = 0(x,t, k) +9(x t, k) +(2)(x t, k)

0, 0, olacak sekilde bagimsiz degiskenler ve tanjant vektor uzayinin bilesenleri x, t bagiml
degiskenleri k ya bagli olmak durumundadir.

BP denklemi 2. mertebeden bir KDD oldugu i¢in 2. uzanimi hesaplanirsa

©cyrg Dyl OO0
ve X ¢x ak d)t akt ¢xx ak ¢xt ak ¢tt aktt

elde edilir ki kismi denklemlere ait invaryantlik kriterince,
X Tk, = AxK g + Ko Hk — A, — g2k, =0
denklemi elde edilir. ¢4, ¢, ve ¢, denklemde uygulanirsa,
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0/1 LU (aN 0.(22>+k |a_(21+k2 6.(2 ko k a.Q Axazp+azﬂ+ aZM "
ox, 0 2\aK ~ ax, 2 gy Il Ty 9xZ " 9x? " oxyok
Tk (6n 6[21) Tk 0%u N 02N 020,
%2 \ok " oxy ) T aau T akz T a2
0°0, 00, \_ 00, e 0%, | 0’0y
2\ 92 T oxou ) T a2 T M\ ook T ouz !
20, 920, 0920, o, Q,
— zﬁkx,xl — Uy, x, 9.0k + K2 kxq ok ——kxyx1ky, — kalkx,xz
i (6[21 4 anlk ) (6[22 +6(22k ) daA +k (61 6[21)
X2\ G, T au ) T2 (G T ok ) ax, T Gk T G,
00, 00,
—uxl ok ka—k—x.QkxeO
elde edilir. Bu denklemde k, gordiigiimiiz yere Axk,, + uk,ifadesini yazar daha sonra k’nin

kismi tiirevlerin katsayilar1 ayr1 ayn sifira esitlendiginde, ortaya ¢ikan sistemden yeni tiretegler

turetilebilir:

W—Z/lta Atza (+t)ka
1 et ot THURGE

Wz—xa—+t§
W_a
37 ot
W, —ka
* T ok

Bu iireteclerin komiitator tablosu olusturulursa;

[w, wj] Wi W, Ws W,
W, 0 —w, —2W, + uW, 0
W, W, 0 —w, 0
A 2W, — uW, W, 0 0
W, 0 0 0 0
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Lie cebirini tiretir (Hanze and Jibin and Lei, 2009).

3.14. HANGING CHAIN DENKLEMININ SIMETRILERI

Sadece yercekimi tarafindan etkilenen asili zincir seklinin matematiksel bir tanimini bulma
problemi bilim insanlarinin uzun siire ilgisini ¢cekmistir. Galileo Galilei'nin diisiindiigiiniin aksine,
parabol problemin ¢6ziimii degildir. Ayr1 ayr1, Huygens, Leibniz ve Johann Bernouilli problemin
¢Ozlimiiniin, tstel fonksiyonlar: icerdigi i¢in ¢ok daha zor bir egri olan zincir egrisi oldugunu
kanitladilar. O zamandan beri zincir egrisi sadece matematik¢ilerin degil, ayn1 zamanda
fizik¢ilerin, mimarlarin ve miihendislerin de ilgisini cekmektedir. Asili zincir problemi, varyasyon
hesabinin birgok ders kitabinda tipik bir giris problemidir. Ayrica zincir egrisi, diizlemin yan1 sira
tek donme minimal yiizeyi olan katenoidin tireten egrisi oldugu i¢in geometride ilgi ¢ekicidir.
Zincir egrisinin matematiksel literatiirii o kadar kapsamlidir ki buraya dahil etmek imkansiz olurdu
(Lopez, 2024).

Varyasyonlar hesabinin bakis a¢isindan, asili zincir problemine yaklasim su sekildedir.
Zincir iizerinde ideal kosullar (sabit yogunluk, uzayamazlik) ve sabit yer c¢ekimi oldugunu

varsayalim. O halde bunu ifade edibilecegimiz KDD formunda Hanging Chain denklemi

Upe = AXUyy + AUy, (26)

olarak ifade edilir (Liu, 2011) . Bu denklemde U = u(x,t) bilinmeyen fonksiyon ve
AER,A+#0dir. 1 = g yer ¢ekimi ivmesi olmak iizere (26) denklemi L uzunlugunda bir
zincirin titreserek olusturdugu hareketlerle olusan matematiksel modellemesidir. Eger 0 < x < L
ise zincir sonludur, yine aynmi sekilde 0 < x < oo ise zincir yar1 sonlu olarak tanimlanir. (21)
numarali denklem iizerinde Lie simetri analizi yapilacak ve bu analiz sonucunda uygun ¢oztimler
arastirilacaktir. Bu siirecte, bir parametreli Lie gruplarina dayali nokta doniisiimleri su sekilde

degerlendirilecektir:

x; = x; + 04 (x) + B(e?)

olarak verilmis olsun. i = 1,2,3 i¢in x; ler x,t,u lar igin baglayici olurken ve 0 ler ise

N(x, t,u), ulx, t,u) ve ¢p(x,t,u) lari temsil eder.
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(26) denklemine ait ¢6ziim bulmak igin oncelikle x,t,u’ya bagl olan simetri {ireteci

yazilirsa,

d 0
x = 0(x,t,u) + ulx, t,u)g + ¢ (x, t,u)a

Bu denklem ikinci mertebeden bir diferansiyel denklem oldugu i¢in ikinci uzanimi kullanmaliy1z:

0
ou

0 0
XO =X tg — 4 —+
¢xau ¢t8ut Do

X

0 0
P ou T ou

X xt it
Bu uzanim denkleminden asagidaki belirleyici denklemler elde edilir:
02, =0, 2 =0(x,t)
ty =0, p=p(x,t)
Duu =0, ¢ =7r(xt)+s(xt)
Axpy = 0,
0 —2x0, + 2xu, = 0,
Ay + AxXphyy + 21 — pye = 0,
A, — 2Axr, + Ax0yy — 2Ap; — Q4 = 0,
Tee — AXTyy — ATy = 0,

Str — AXSyy — AS, = 0,
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Bu belirleyici denklemlerden asagidaki simetrileri elde ederiz:

Xl:4/1xt£+(4x+/’tt2)g—ﬂbtui
OX ot ou
X2:2xi+t2

ox ot

0
X, ==
oot

0
X,=Uu—
Yo

Bu doniisiimlere ait ireteg tablosu su sekildedir:

[Xi,Xj] X1 X X3 Xy
Xl O X1 ZAXZ _AXAL 0
X, 0 0 X, 0
X3 _2/’{X2 +/1X4 _X3 O 0
X, 0 0 0 0

X1, X5, X5, X, tretegleri ikili isleme gore kapali olup bu taban L, = (xq, X5, x3,x,) Lie

cebirini tiretir (Hanze and Jibin ve Lei, 2009).
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez c¢alismasinda, diferansiyel denklemler hakkinda genel bilgiler verilerek bir
parametreli Lie grup doniistimleri incelenmistir. Siireklilik ifade eden parametrelerin yine stirekli
Lie grup doniisiimii olusturdugu goriilmiistiir. Lie grup doniisiimlerinden faydalanilarak kismi
diferansiyel denklemlerin sonsuz kiigiik simetri liretegleri i¢inde degismezligini koruyan uzanim
formiilleri bulunarak sonsuz kiigiikler ve simetri iiretecleri bulunmustur. Gerek doga olaylari
gerekse fiziksel olaylarin analizini yapabilmek ya da matematiksel modelleme yapabilmek i¢in
Lie grubuna ait doniisiim ile meydana gelen sonsuz kiigiik simetri operatoriiniin KDD ¢oziimiine
ulasilmasindaki 6neminden bahsedilmistir. Bu formlar, farkli denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilan
benzerlik yontemleri aracilifiyla belirlenmektedir. Bu ¢alismada, Oncelikle Lie simetrileri
hakkinda temel kavramlar ele alinmis, Lie simetrilerinin nasil elde edilebilecegi incelenmis, bu
simetrilerin matematiksel fizik denklemlerine nasil uygulanacagina dair ornekler verilmis ve
sonrasinda korunum kanunlari aragtirilmigtir. Lie cebir yapisina deginilerek elde edilen iireteclerin
Lie cebir yapisina bakilip komiitator tablosu iizerinden gosterilmistir. Sonsuz kiigiik simetri
tiretecleri i¢in grup doniisiimleri bulunup, iki boyutlu alt cebir veya sonsuz kiigiik simetri iiretegleri
altinda ADD ye indirgenerek ¢oziimlerine ulasilmistir. Dolayisiyla ele alinan KDD nin ¢ézlimiine
ulagabilmek i¢in karmagsik yapidaki bir formdan daha basit bir hale getirilerek ¢oziimlerine
ulagilmistir. Bu simetrilerin matematiksel fizik denklemlerine nasil uygulanacagina dair 6rnekler
verilmis. Son boliimde Lie gruplari ve diferansiyel denklemler arasinda koprii vazifesi kuran Lie-
Béacklund operatoriine deginilmis simetri analizleri ve korunum kanunlari i¢in 6neminden
bahsedilmistir. Yine piyasalar i¢cin onem arzeden piyasalardaki tahvillerin degerlendirmesinde
kullanilan islemler i¢cin Bond pricing denklemlerinden bahsedilmistir. Son olarakta miithendislik
ve mimaride onem arzeden katenar egrisi olarak da gecen Hanging Chain denklemlerinden
bahsedilerek KDD seklindeki bir denklemin Lie analizi ile ¢6ziimii arastirilmistir. Bu denklemler

benzer fiziksel olaylar i¢in de kullanilip daha islevsel sonuglar elde edilebilir.
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