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ÖNSÖZ 

 

Matematik, evrenin temel dilidir ve bu dilin en önemli ifadelerinden biri diferansiyel 

denklemlerdir. Diferansiyel denklemler, doğa olaylarından mühendislik problemlerine kadar 

birçok alanda karşımıza çıkan dinamik süreçleri ve ilişkileri modellemek için kullanılır. Ancak, 

bu denklemlerin tam çözümlerini elde etmek genellikle karmaşık matematiksel işlemler 

gerektirmektedir. 

Bu araştırmada, diferansiyel denklemlerin simetriler kullanılarak nasıl indirgenebileceği ve 

tam çözümlerinin nasıl elde edilebileceği konularına odaklanılmıştır. Simetri, matematikte güçlü 

bir araç olup, diferansiyel denklemlerin çözüm sürecinde kullanıldığında, bu denklemlerin 

anlaşılabilirliğini ve çözülebilirliğini önemli ölçüde artırmaktadır ve diferansiyel denklemlerin 

gerçek dünya problemlerine nasıl uygulandığını anlamak için değerli bir araçtır. 
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YÜKSEK LİSANS TEZİ 
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HAZİRAN 2025, 93 sayfa 

 

Bu yüksek lisans tezinde, diferansiyel denklemlerin simetriler yardımıyla indirgenmesi ve 

tam çözümlerinin elde edilmesi detaylı bir şekilde incelenmektedir. Matematiksel fizik, 

mühendislik, biyoloji ve diğer birçok bilim dalında kullanılan diferansiyel denklemler, karmaşık 

süreçleri ve sistemleri modellemek için güçlü bir araç olarak karşımıza çıkmaktadır. Ancak, bu 

denklemlerin çözümü genellikle analitik zorluklar içermekte ve bu tez, bu zorluklarla baş etmek 

amacıyla simetri kullanımını ve analitik çözüm tekniklerini ele almaktadır. Çalışmanın ilk 

bölümünde, diferansiyel denklemlerin genel bir tanımı ve önemi üzerinde durulacaktır. 

Diferansiyel denklemlerin doğada ve mühendislik uygulamalarında nasıl karşımıza çıktığını 

anlamak, çalışmanın temelini oluşturmaktadır. İkinci bölümde, simetri kavramının matematikteki 

rolü ele alınacak ve diferansiyel denklemlerin simetriler kullanılarak nasıl indirgenebileceği 

anlatılacaktır. Üçüncü bölümde, diferansiyel denklemlerin tam çözümlerini elde etme sürecine 

odaklanılacaktır. Dördüncü bölümde, diferansiyel denklemlerin mertebelerinin simetri analizleri 

yoluyla indirgenmesi ele alınmış; Lie simetrileri yardımıyla yüksek mertebeli denklemlerin daha 

düşük mertebeye indirgenerek çözüme ulaşılması yöntemleri açıklanmıştır. Beşinci bölümde, 

teorik yöntemlerin uygulama alanlarına yansımaları değerlendirilmiş; mekanik sistemlerden 

elektrik devrelerine, kuantum mekaniğinden epidemiyoloji ve ekonomi gibi disiplinlere kadar 

birçok farklı alanda örnek modeller sunulmuştur. Çalışmanın sonuç bölümünde, elde edilen 

bulguların özetlenmesi ve simetriler kullanılarak indirgeme yapılması ve diferansiyel 

denklemlerin tam çözüm yöntemlerinin faydalarının vurgulanmasıyla tamamlanmaktadır.  

 

Anahtar Kelimeler: Diferansiyel Denklemler, Matematiksel Fizik, Simetri, Simetri İndirgeme, 

Tam Çözümler.   
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In this master's thesis, the reduction of differential equations with the help of symmetries 

and obtaining their exact solutions are examined in detail. Differential equations, which are used 

in mathematical physics, engineering, biology and many other branches of science, are powerful 

tools for modeling complex processes and systems. However, solving these equations usually 

involves analytical difficulties, and this thesis deals with the use of symmetry and exact solution 

techniques to overcome these difficulties. The first part of the study will emphasize a general 

definition of differential equations and their importance. Understanding how differential equations 

appear in nature and engineering applications forms the basis of the study. In the second part, the 

role of the concept of symmetry in mathematics will be discussed, and how differential equations 

can be reduced using symmetries will be explained. The third part will focus on obtaining exact 

solutions to differential equations. The fourth chapter discusses the reduction of orders of 

differential equations through symmetry analysis, explaining methods for reducing higher-order 

equations to lower orders using Lie symmetries. The fifth chapter evaluates the application of 

theoretical methods, presenting exemplary models in a wide range of fields, from mechanical 

systems and electrical circuits to quantum mechanics, epidemiology, and economics. The study 

concludes with a summary of the findings, a discussion of the benefits of reductions using 

symmetries, and the use of exact solutions of differential equations. 
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1. GİRİŞ  

 

Matematik, doğa olaylarını anlamak, modellemek ve analiz etmek için kullanılan en güçlü 

ve evrensel araçlardan biridir. Özellikle diferansiyel denklemler, birçok doğa  olayı ve mühendislik 

problemini tanımlamak için kullanılan temel matematiksel yapılardır. Diferansiyel denklemler, 

fiziksel, biyolojik, kimyasal ve ekonomik sistemlerde gözlemlenen sürekli değişimleri 

matematiksel olarak ifade etmeye imkan tanır (Simmons, 2016). Bu nedenle, diferansiyel 

denklemlerin çözümlerinin elde edilmesi, teorik ve uygulamalı bilimlerde kritik bir rol 

oynamaktadır. Ancak, diferansiyel denklemlerin çözümlerinin bulunması çoğu zaman analitik 

olarak oldukça karmaşık bir süreçtir ve bu durum matematikçilerin ve bilim insanlarının uzun 

yıllardır üzerinde çalıştığı temel bir sorun haline gelmiştir. 

Diferansiyel denklemler genellikle lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemler 

şeklinde sınıflandırılır. Lineer diferansiyel denklemler, çözümlerinin süperpozisyon ilkesi gereği 

daha basit yöntemlerle çözülebilmesine olanak sağlarken; lineer olmayan diferansiyel denklemler 

çok daha karmaşık davranışlar sergiler ve bu nedenle çözüm süreci hem teorik hem de pratik 

açıdan daha zorlu bir hal almaktadır (Zachmanoglou ve Thoe, 1986). Bu bağlamda, diferansiyel 

denklemlerin çözümlerini elde etmek için geliştirilen yöntemler, nümerik ve analitik yöntemler 

olmak üzere iki ana kategoriye ayrılmaktadır. 

Nümerik yöntemler, diferansiyel denklemlerin çözümlerini yaklaşık olarak hesaplamayı 

amaçlayan algoritmalar sunar. Bu yöntemler, bilgisayar destekli hesaplamalarla oldukça karmaşık 

diferansiyel denklemlerin yaklaşık çözümlerini elde etme imkanı sağlar. Ancak, bu çözümler, 

doğası gereği hata payı içerir ve denklemi tam olarak sağlamazlar. Özellikle bazı mühendislik ve 

fiziksel uygulamalarda, küçük bir hata bile sistemin davranışında ciddi sapmalara neden 

olabileceğinden, nümerik çözümler her zaman yeterli olmayabilir (Seydel, 2009). 

Buna karşılık, analitik yöntemler diferansiyel denklemlerin tam çözümlerini elde etmeyi 

hedefler. Tam çözümler, diferansiyel denklemin yapısını tam olarak sağlar ve hata içermezler. Bu 

özellikleri sayesinde, tam çözümler sistemin davranışının doğru bir şekilde anlaşılmasına olanak 

tanır. Fakat özellikle lineer olmayan diferansiyel denklemler için tam çözümler bulmak genellikle 

çok karmaşık ve çoğu zaman imkansıza yakın bir görev haline gelir. Bu nedenle, lineer olmayan 

diferansiyel denklemler için tam çözümler sunabilen yöntemler literatürde büyük bir öneme 

sahiptir (Bluman ve Kumei, 1989). 

Lineer olmayan diferansiyel denklemlerin tam çözümlerini elde etmek için kullanılan en 

güçlü yöntemlerden biri simetri analizidir. Simetri kavramı, matematiksel yapıların dönüşümler 
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altında değişmez kalan özelliklerini inceleyen bir yaklaşımdır ve diferansiyel denklemlerin 

çözümlerinin bulunmasında kritik bir araç olarak ortaya çıkar. Özellikle Lie simetrileri, 

diferansiyel denklemlerin simetri analizinde en yaygın kullanılan ve en köklü yöntemlerden 

biridir. Sophus Lie tarafından geliştirilen bu teori, diferansiyel denklemlerin sürekli tek 

parametreli dönüşüm grupları altındaki değişmezliklerini inceleyerek denklemlerin mertebesini 

düşürme veya kısmi diferansiyel denklemleri adi diferansiyel denklemlere indirgeme imkanı sunar 

(Ovsiannikov, 1982). 

Sophus Lie’nin teorisine göre, herhangi bir adi diferansiyel denklem sürekli tek parametreli 

bir dönüşüm grubu altında değişmezlik gösteriyorsa, bu denklemin mertebesi bir derece 

indirgenebilir. Bu özellik, diferansiyel denklemlerin çözümlerinin bulunmasında büyük bir avantaj 

sağlamaktadır. Benzer şekilde, kısmi diferansiyel denklemler için de simetri analizi uygulanarak, 

denklemin değişmezliği sağlandığında kısmi diferansiyel denklem adi diferansiyel denkleme 

indirgenebilir ve böylece tam çözüm elde edilebilir (Ibragimov, 1994). Ancak, Lie simetri 

teorisinin güçlü olmasına rağmen, bazı diferansiyel denklemler Lie simetrilerine sahip olmayabilir 

veya bu simetriler denklemin çözümünü elde etmeye yetmeyebilir. Bu durumda, alternatif simetri 

kavramlarının geliştirilmesine ihtiyaç duyulmuştur. 

Bu bağlamda, Lie simetrilerinin yanı sıra Noether simetrileri, λ-simetrileri ve μ-simetrileri 

gibi farklı simetri türleri literatürde tanımlanmış ve kullanılmaya başlanmıştır. Noether simetrileri 

özellikle fiziksel sistemlerde korunum yasalarının elde edilmesine imkan sağlarken, λ-simetrileri 

ve μ-simetrileri, Lie simetrilerinin genelleştirilmiş versiyonları olarak, Lie simetrilerinin 

bulunmadığı durumlarda da çözüm indirgeme imkanı sunar (Muriel ve Romero, 2001; Cicogna ve 

Gaeta, 2008). Bu yeni simetri kavramları, diferansiyel denklemlerin çözüm alanını genişleterek 

matematiksel modellemede önemli bir araç haline gelmiştir. 

Bu tez çalışması diferansiyel denklemlerin temel kavramlarına ve simetri analizine genel 

bir girişle başlayacaktır. Bu bölümde, diferansiyel denklemlerin tipleri ve çözüm yöntemleri 

incelenecek ve simetri analizinin temel prensipleri açıklanacaktır (Simmons, 2016). İlerleyen 

bölümde, simetri indirgenmesi kullanılarak elde edilen diferansiyel denklemlerin tam çözümleri 

incelenecektir. Bu çözümler, analitik yöntemlerle bulunabilmektedir. Farklı diferansiyel denklem 

tipleri için örnekler sunularak, simetri analizinin diferansiyel denklemlerin tam çözümlerinin 

bulunmasında nasıl bir avantaj sağladığı gösterilecektir (Strauss, 2008).  

Bu çalışmada teorik kavramlar, bu kavramların gerçek dünya problemlerine 

uygulanabilirliğini gösteren örnek uygulamalarla desteklenmektedir. Ele alınacak örnekler 

arasında elektrik devre analizi, ısı transferi problemleri, hareket dinamiği ve kimyasal reaksiyon 

kinetiği gibi problemler bulunmaktadır. Tezin son bölümünde, elde edilen sonuçlar özetlenecektir. 
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Simetri analizinin diferansiyel denklemlerin mertebelerini indirgeme üzerindeki etkisi, elde edilen 

tam çözümlerin pratik önemi ve gelecekteki araştırma yönleri üzerinde odaklanılacaktır. Bu tez, 

diferansiyel denklemlerin simetri analiziyle indirgenmesi ve tam çözümlerinin elde edilmesi 

konusunu örneklerle açıklayan detaylı bir kaynak olmayı amaçlamaktadır. 
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2. DİFERANSİYEL DENKLEMLER VE SİMETRİ ANALİZİNİN TEMEL 

PRENSİPLERİ 

 

        Diferansiyel denklemler, fizik, mühendislik, biyoloji ve diğer birçok bilim dalında temel 

bir rol oynamaktadır. Fizikte hareket denklemlerinden, ısı transferi problemlerine; biyolojide 

popülasyon dinamiklerinden, kimyada reaksiyon kinetiğine kadar geniş bir yelpazede karşımıza 

çıkarlar. Bu denklemlerin çözümü, gerçek dünya problemlerine matematiksel bir perspektif 

sunarak, bilim ve mühendislikte inovasyon ve gelişime katkıda bulunmaktadır (Strauss, 2008). 

Çalışmanın bu bölümünde, diferansiyel denklemlerin temel kavramlarına ve simetri 

analizine genel bir giriş yapılacaktır. Bu bölümde, diferansiyel denklemlerin tipleri ve çözüm 

yöntemleri incelenecek ve simetri analizinin temel prensipleri açıklanacaktır (Atıcı ve Kıllı, 1983; 

Öztürk, 2007). Diferansiyel denklemler, bir fonksiyon ve onun türevlerinin birbirleriyle ilişkisini 

ifade eden matematiksel ifadelerdir (Tutar, 2011). Genel olarak, 𝑦 = 𝑓(𝑥) şeklinde ifade edilen 

bir fonksiyonun 𝑦'nin bir veya daha fazla türevinden bir ifadesi ile ilişkili olduğu denklemlerdir 

(Bluman ve Anco, 2002). Bu bölümde, birkaç temel diferansiyel denklem türünü ve çözüm 

yöntemlerini ele alacağız (Hydon, 2000; Olver, 1993). 

 

2.1. Adi Diferansiyel Denklemler 

 

Birinci dereceden basit bir diferansiyel denklem örneği ele alalım: 

 

ⅆ𝑦

ⅆ𝑥
= 2𝑥 

 

Bu diferansiyel denklemi çözmek için türev almanın tersi olan integrasyon kullanılır. Bu durumda, 

sol ve sağ tarafına ayrı ayrı integral uygulanarak çözüm elde edilir:  

 

∫ dy = ∫ 2x dx 

 

𝑦 = 𝑥2 + 𝐶 

Buradaki 𝐶 sabitine integrasyon sabiti denilmektedir. 
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Şimdi, ikinci dereceden bir diferansiyel denklem örneği ele alalım: 

 

ⅆ2𝑦

ⅆ𝑥2
+ 3

ⅆ𝑦

ⅆ𝑥
+ 2𝑦 = 0 

 

Bu denklemin çözümü için öncelikle karakteristik denklem yazılır. Karakteristik denklem, 

denklemin köklerini verir ve böylece difarensiyel denklemin genel çözümü elde edilir. 

 

2.2. Simetri Kavramı 

 

Simetri kavramı, matematik, fizik ve diğer bilim dallarında temel bir kavram olarak öne 

çıkar. Basitçe ifade etmek gerekirse, simetri; bir nesnenin veya sistemin belirli bir dönüşüm 

(örneğin yansıma, döndürme veya öteleme) altında kendisini koruma veya belirli bir düzenliliği 

sürdürme özelliğidir. Simetri, doğadaki pek çok yapının ve olayın düzenliliğini anlamada önemli 

bir rol oynar. 

Matematikte simetri, geometrik şekillerin veya denklemlerin dönüşümler karşısındaki 

değişmezliğini ifade eder. Örneğin, bir kar tanesi altı katlı dönme simetrisine sahiptir; bu da kar 

tanesini 60° döndürdüğümüzde şeklin değişmeden kalacağı anlamına gelir. Benzer şekilde, bir 

diferansiyel denklemde de simetri, denklemin belirli bir değişken dönüşümü altında biçimini 

koruması olarak tanımlanabilir. 

Fizikte ise simetri kavramı, doğa yasalarının değişmezliğini anlamada çok güçlü bir araç 

olarak kullanılır. Örneğin, uzayda her yönde aynı fiziksel yasalara sahip olmamız (izotropi), 

fiziksel sistemlerin dönme simetrisine sahip olduğu anlamına gelir. Yine, zaman simetrisi, bir 

sistemin belirli bir zamandaki davranışının gelecekte de geçerli olacağını ifade eder. Bu tür 

simetriler, enerjinin ve momentumun korunumu gibi temel korunum yasalarıyla doğrudan 

ilişkilidir. 

Simetri, yalnızca geometrik veya fiziksel bağlamlarda değil, aynı zamanda daha soyut 

matematiksel yapılarda da önemli rol oynar. Örneğin grup teorisi, simetri kavramını cebirsel bir 

yapıya oturtarak farklı simetri türlerini sınıflandırır ve incelemeye olanak tanır. Lie grupları ve Lie 

cebiri gibi araçlar, özellikle diferansiyel denklemler üzerindeki sürekli simetrilerin analizinde 

temel bileşenler olarak kullanılır. 

Özetle simetri kavramı, bir sistemin düzenliliğini, dengelerini ve korunum yasalarını 

anlamada güçlü bir temel sağlar. Bu nedenle simetri, hem teorik hem de uygulamalı çalışmalarda 
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vazgeçilmez bir analiz aracıdır. Bu tez çalışmasında da diferansiyel denklemlerin simetri analizine 

odaklanarak simetrinin sağladığı kolaylıklar ve avantajlar ortaya konacaktır. 

 

2.3. Diferansiyel Denklemlerin Simetri Analizi 

 

Simetri, bir nesnenin veya sistemin belirli bir dönüşüm altında kendisine benzer kalma 

özelliği olarak tanımlanır. Bu özellik, bir sistemin davranışında veya yapısında düzenlilik ve 

öngörülebilirlik sağlar. Simetri analizi ise, diferansiyel denklemlerin belirli simetri dönüşümleri 

altında nasıl değiştiğini ve bu dönüşümlere karşı nasıl davrandığını inceleyen güçlü bir 

matematiksel yöntemdir (Simmons, 2016). Bu analiz hem denklemlerin çözüm sürecini 

basitleştirme hem de tam çözümleri elde etme açısından büyük bir avantaj sunar. 

Simetri analizi özellikle fiziksel sistemlerin matematiksel modellemelerinde kritik bir rol 

oynamaktadır. Klasik mekanik, elektromanyetizma, kuantum mekaniği ve termodinamik gibi 

birçok fiziksel teoride simetri kavramı, sistemlerin temel özelliklerini ve korunum yasalarını 

anlamada kilit öneme sahiptir. Bu bağlamda simetri, sistemdeki korunum yasalarını, sabit 

durumları ve denge koşullarını matematiksel olarak ifade etme imkânı sağlar. 

Diferansiyel denklemlere uygulanan simetri analizi, genellikle koordinat dönüşümleri, 

zaman dönüşümleri veya diğer matematiksel operasyonlar gibi dönüşümleri içerir. Bu 

dönüşümler, denklemlerin belirli değişkenlerini ortadan kaldırabilir, değişkenlerin 

kombinasyonlarını yeniden düzenleyebilir veya denklemi daha basit bir forma dönüştürebilir. 

Böylece çözüm süreci kolaylaştırılmış olur. 

Simetri analizi kapsamında denklemlerin dönüşümlere karşı gösterdiği davranış, 

“kovaryans” ve “invaryans” kavramlarıyla açıklanır. Kovaryans, bir denklemin belirli bir dönüşüm 

altında nasıl değiştiğini ifade ederken; invaryans, denklemin bu dönüşüm altında değişmeden 

kaldığını ve kendisini koruduğunu gösterir. Bu özellikler, diferansiyel denklemlerin çözümlerinin 

karakteristiğini anlamada ve yeni çözümler üretmede temel rol oynar. 

Diferansiyel denklemlerin simetri analizinde sıklıkla Lie grupları ve Lie cebiri gibi 

matematiksel araçlar kullanılmaktadır (Hydon, 2000). Bu araçlar sayesinde, diferansiyel 

denklemler üzerindeki simetri dönüşümleri sistematik olarak belirlenebilir. Böylece, diferansiyel 

denklemler belirli simetri dönüşümleri altında daha basit denklemlere indirgenebilir ve bu 

indirgenmiş denklemler analitik veya yarı-analitik olarak çözülebilir (Hamermesh, 1989). 

Sonuç olarak, simetri analizi diferansiyel denklemlerin hem yapısal özelliklerini hem de 

çözümlerini anlamada vazgeçilmez bir yöntemdir. Bu nedenle, bu tez çalışmasında diferansiyel 
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denklemlerin simetri analizine odaklanarak, denklemlerin tam çözümlerinin elde edilmesine katkı 

sağlanması amaçlanmaktadır. 

 

Örnek: 

𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + 𝑦 = 0 

diferansiyel denklemini ele alalım. Bu denklem üzerinde simetri analizi yapılarak, x üzerindeki 

dönüşüm 

𝑥′ = −𝑥 

olarak alınırsa, denklemin simetrisinin korunduğu gözlemlenir. Bu simetriyi kullanarak denklem, 

daha basit bir forma indirgenir ve çözümü daha kolay hale gelir. 

Gerçek hayat uygulamalarından bazı örnekleri inceleyelim: 

 

Örnek (Radyoaktif Bozunma): 

 

Bir radyoaktif elementin bozunması, aşağıdaki birinci dereceden bir diferansiyel 

denklemle modellenmektedir 

 

ⅆ𝑁

ⅆ𝑡
= −𝑘𝑁 

 

Bu denklemde, N sabiti radyoaktif atom sayısını ve k sabiti bozulma hızını göstermektedir. 

 

Bu diferansiyel denklemin çözümü, 

 

𝑁(𝑡) = 𝑁0  𝑒
   −𝑘𝑡 

 

şeklindedir ve bu çözümdeki 𝑁0 sabiti başlangıçtaki radyoaktif atom sayısıdır. 

 

Örnek (Isı İletimi): 

 

Bir ısı iletkeninin sıcaklık dağılımı ikinci dereceden bir diferansiyel denklemle şu şekilde 

modellenebilir 
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ⅆ2𝑡

ⅆ𝑥2
= −𝑘 

 

Bu denklemdeki T sabiti sıcaklığı ve k sabiti ısı iletkenliğini temsil etmektedir. Bu diferansiyel 

denklemin çözümü,  

 

𝑇(𝑥) = 𝐴𝑥 + 𝐵 

 

şeklinde elde edilir. Burada A ve B sabitleri integrasyon sabitleridir. 

 

Örnek (Büyüme ve Yıkım Problemi): 

 

Bir organizmanın popülasyon dinamiği, birinci dereceden bir diferansiyel denklemle şu 

şekilde modellenebilir 

ⅆ𝑃

ⅆ𝑡
= 𝑟𝑃 − ⅆ𝑃 

Bu denklemde, P fonksiyonu popülasyonu, r fonksiyonu büyüme oranını ve d ölüm oranını temsil 

etmektedir. Bu diferansiyel denklem çözülürse, 

 

𝑃(𝑡) = 𝑃0ⅇ(𝑟−𝑑)𝑡 

 

çözümü elde edilir. Burada 𝑃0 başlangıç popülasyonudur. 

 

Örnek (Elektrik Devreleri): 

 

Bir RL devresinin akımı, birinci dereceden bir diferansiyel denklemle aşağıdaki gibi 

modellenebilir 

  

𝐿
ⅆ𝑖

ⅆ𝑡
+ 𝑅𝑖 = 𝑉(𝑡) 

 

Burada i akım, L indüktans, R direnç ve V(t) voltajdır. 

Bu denklemde, genellikle çeşitli zaman fonksiyonları için voltaj değeri V(t) verildiğinde akım i(t) 

hesaplanarak bulunur. 
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Örnek: İkinci mertebeden adi bir diferansiyel denklem olan harmonik osilatör denklemini ele 

alalım 

 

ⅆ2𝑦

ⅆ𝑡2
+ 𝜔2𝑦 = 0 

 

Bu denklemin tam çözümü, 

 

        𝑦(𝑡) = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) + 𝐵𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡)  

 

şeklinde bulunmaktadır. Bu çözüm, harmonik osilatörün simetrisi ve dönüşümleri ile ilişkilidir. 

 

2.4. Mekanik Sistemlerde Simetri 

 

Mekanik sistemlerde simetri, bir sistemin yapısal veya davranışsal özelliklerinin belirli 

dönüşümler altında kendini yeniden üretme yeteneğidir. Bir yayın serbest salınımı, mekanik 

sistemlerde sıkça karşılaşılan bir problem olan diferansiyel denklemlerin simetri analizini 

göstermek için uygun bir örnektir. 

Örnek: Yayın hareketini tanımlamak için aşağıdaki diferansiyel denklemleri kullanabiliriz: 

 

𝑚
ⅆ2𝑥

ⅆ𝑡2
+ 𝑘𝑥 = 0     

Burada: 

 m yayın kütlesi, 

 k yayın sertliği (sabit), 

 x yayın pozisyonu, 

 t zaman. 

 

Bu diferansiyel denklem, yayın serbest salınımını tanımlar. Ancak, eğer yay simetrikse, 

yani herhangi bir dönüşüm sonucunda kendisine benziyorsa, denklem indirgenebilir. 

Simetrik bir yayın serbest salınımı durumunda, yayın denklemlerinin çözümü şu şekildedir 

 

    𝑥(𝑡) = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜙). 
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Burada: 

 A yayın maksimum uzaması, 

 ω yayın açısal frekansı, 

 ϕ başlangıç fazıdır. 

 

Bu çözüm, yayın serbest salınım hareketini tanımlar. Başlangıç koşulları 𝑥(0) ve 𝜔(0) ile 

belirlenebilir. Örneğin, yayın başlangıçta belirli bir noktadan belli bir hızda serbest bırakılması 

durumunda, başlangıç koşulları bu değerlere göre belirlenir. Bu örnek, simetri analizinin mekanik 

sistemlerde nasıl uygulanabileceğini göstermektedir. Simetrik sistemlerde, diferansiyel 

denklemler genellikle daha basit hale gelir ve çözümleri daha erişilebilir hale gelir. 

 

Örnek: Kuantum Mekaniğinde Simetri 

 

Kuantum mekaniğinde, simetri prensipleri atomik ve moleküler yapıların anlaşılmasında 

önemlidir. Örneğin, bir molekülün elektron dağılımı, moleküler simetri özelliklerine dayalı olarak 

modellenebilir. Kuantum mekaniğinde, simetrik bir kuantum kuyusu, potansiyel enerjisi simetrik 

bir şekilde dağılmış olan bir kuantum mekaniği sistemidir. Bu örnekte, bir boyutlu simetrik bir 

kuantum kuyusunu ele alalım. Potansiyel enerji fonksiyonu 𝑉(𝑥) dairesel simetriye sahip olacak 

şekilde tanımlansın. 

Schrödinger denklemi 

 

−
ℎ2

2𝑚

𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
+ 𝑣(𝑥)𝜓 = 𝐸𝜓 

 

şeklindedir. Burada; 

 ℎ, indirgenmiş Planck sabiti, 

 𝑚, parçacığın kütlesi, 

 𝜓(𝑥), dalga fonksiyonu, 

 𝑉(𝑥), potansiyel enerji fonksiyonu, 

 𝐸, toplam enerji. 

Simetrik bir potansiyel kuyusunda, potansiyel enerji fonksiyonu 𝑉(𝑥) belirli bir simetriye 

sahiptir. Dairesel simetri için, potansiyel enerji fonksiyonu 𝑉(𝑥) sabittir. Schrödinger denklemini 

bu simetri altında çözmek için, aşağıdaki şekilde dalga fonksiyonunu şu şekilde kabul edebiliriz 
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𝜓(𝑥) = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥). 

 

Burada: 

 𝐴, normalleştirme sabiti, 

 𝑘, dalganın dalga vektörüdür. 

 Schrödinger denklemini bu dalga fonksiyonuna yerleştirerek çözümümüzü bulabiliriz. 

Potansiyel enerji fonksiyonu sabit olduğu için, 𝑉(𝑥) terimi çözümde yer almayacaktır; 

 

−
ℎ2

2𝑚

ⅆ2

𝜕𝑥2
(𝐴 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)) = 𝐸(𝐴 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)).  

 

Elde edilen bu diferansiyel denklemin çözümü için ikinci türevi alalım 

 

ℎ2𝑘2

2𝑚
𝐴 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥) = 𝐸𝐴 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥) 

 

 

Bu denklemi çözerken, 

 

𝑘2 =
2𝑚𝐸

ℎ2  

 

şeklindedir. Enerji seviyeleri 𝐸 için şu formülü elde ederiz: 

 

𝐸𝑛 =
ℎ2𝑘2

2𝑚
=

𝑛2𝜋2ℎ2

2𝑚𝐿2
 

 

Burada n bir tamsayıdır ve 𝐿 kuyunun uzunluğudur. 

 Sonuç olarak, simetrik bir kuantum kuyusunun enerji seviyelerini bulduk. Başlangıç ve 

sınır koşullarına bağlı olarak, dalga fonksiyonlarının ve enerji seviyelerinin tam çözümlerini elde 

edebiliriz. Bu durumda, kuyunun potansiyel enerjisi sabit olduğu için, dalga fonksiyonlarının ve 

enerji seviyelerinin tam çözümleri basit sinüs veya kosinüs fonksiyonlarıdır. 
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2.5. Optik Sistemlerde Simetri 

 

Optik sistemlerde simetri, ışığın bir ortamda belirli bir düzenlilik veya denge göstermesidir. 

Optik sistemlerde simetri analizi, ışığın yansıması ve kırılması gibi olayların modellenmesinde 

kullanılır. Örneğin, bir simetrik aynanın optik özellikleri, simetri prensipleri kullanılarak tam 

olarak incelenebilir. 

Örnek: Simetrik Optik Rezonatör 

 

Bir simetrik optik rezonatör, içinde ışığın dairesel simetriye sahip olduğu bir sistemdir. Bu 

örnekte, bir yuvarlak optik rezonatörü ele alalım. Rezonatörün iç duvarları yansıtıcıdır ve ışık bu 

duvarlar arasında çok defa yansıyarak rezonans koşullarını sağlar. 

Rezonatör içindeki ışığın davranışını tanımlamak için Helmholtz denklemini 

kullanabiliriz: 

 

𝑉2𝐸 + 𝑘2𝑛2𝐸 = 0 

 

Burada: 

 𝐸, elektrik alanın kompleks genlik vektörü, 

 𝑘, dalga sayısı, 

 𝑛,  ortamın kırılma indisidir. 

 

Simetrik bir rezonatörde, rezonans koşullarını sağlayan modların dairesel simetrisi vardır. 

Bu durumda, ışığın ortalama yoğunluğu |𝐸|2 de dairesel simetriye sahip olacaktır. Bu simetriyi 

göz önünde bulundurarak, diferansiyel denklemin polar koordinatlara dönüştürülmesi uygun 

olacaktır. 

Dairesel simetri altında Helmholtz denklemi, aşağıdaki şekilde dönüştürülebilir: 

 

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕𝐸

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2

𝜕2𝐸

𝜕𝜃2
+ 𝑘2𝑛2𝐸 = 0 

 

Burada; r polar koordinat sistemindeki mesafedir ve θ açıdır. 

 Bu denklemin çözümü için uygun başlangıç ve sınır koşulları belirlenmelidir. Örneğin, 

rezonatörün iç yüzeylerine yansıyan ışığın tamamen yansıtıcı olduğunu ve dairesel simetriyi 

koruduğunu varsayabiliriz. Bu koşullar altında, çözüm dairesel simetriyi koruyacaktır. 
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Tam bir çözüme ulaşmak için, başlangıç ve sınır koşulları dikkate alınarak Helmholtz denkleminin 

çözümü analitik veya nümerik olarak yapılabilir. Sonuç olarak, rezonatör içindeki ışığın 

modlarının genlik ve dağılımını elde edebiliriz. Bu çözüm, optik rezonatörlerin tasarımı ve 

analizinde önemli bir rol oynar. 

 

Örnek: Elektromanyetizma ve Simetri 

 

Elektromanyetik alanlar, simetri analizi kullanılarak Maxwell denklemleri altında 

incelenebilir (Jackson, 1999). Örneğin, bir simetrik antenin elektromanyetik yayılımı, simetri 

prensipleri kullanılarak analiz edilebilir (Balanis, 2016). Elektromanyetizma alanında simetri 

kavramını tanımlayalım ve bir örnek vererek diferansiyel denklemlerle çözümünü yapalım. 

Elektromanyetik alanlarda simetri, Maxwell denklemleri altında belirli bir denge veya düzenlilik 

gösteren alan yapılarını ifade eder. 

Örnek olarak silindirik simetrik anteni alalım. Bir silindirik simetrik anten örneği üzerinden 

ele alalım. Silindirik antenin simetrik bir yapıya sahip olduğunu ve elektrik akımının anten 

boyunca homojen bir şekilde dağıldığını varsayalım. Bu durumda, antenin elektrik alanının 

simetrik olduğunu kabul edebiliriz. Elektromanyetik dalga yayılmasını tanımlamak için Maxwell 

denklemlerini kullanabiliriz. 

Elektrik alanı 𝐸 ve manyetik alan 𝐵 için Maxwell denklemleri aşağıdaki gibidir: 

1. Gauss ‘un Yasası: 

 

𝛻 ⋅ 𝐸 =
𝑃

𝜀0
 

 

2. Gauss ‘un Manyetik Alan Yasası: 

 

𝛻 ⋅ 𝐵 = 0 

 

3. Faraday Yasası: 

𝛻 × 𝐸 = −
𝜕𝐵

𝜕𝑡
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4. Ampère-Maxwell Yasası: 

 

𝛻 × 𝐵 = 𝜇0𝐽 + 𝜇0𝜀0

𝜕𝐸

𝜕𝑡
 

 

Bu denklemleri kullanarak silindirik simetrik antenin davranışını analiz edebiliriz. Silindirik 

simetri altında, elektrik alan ve manyetik alan da simetrik olacaktır. 

Başlangıç ve sınır koşulları antenin fiziksel özelliklerine bağlı olarak belirlenebilir. 

Örneğin, antenin uçlarında elektrik alanın sıfır olduğunu veya antenin belirli bir frekansla 

beslendiğini varsayabiliriz. 

Bu örnekte, silindirik simetrik antenin elektrik ve manyetik alanlarının tam bir çözümünü 

elde etmek için uygun başlangıç ve sınır koşullarıyla birlikte Maxwell denklemlerini çözebiliriz. 

Analitik veya nümerik yöntemlerle çözüme ulaşarak, antenin yaydığı elektromanyetik dalgaların 

özelliklerini belirleyebiliriz. Bu çözüm, antenin performansını ve yayılma özelliklerini analiz 

etmek için kullanılabilir. 
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3. SİMETRİ İNDİRGEMELERİ 

 

Simetri indirgemesi, fiziksel sistemlerin analizinde yaygın olarak kullanılan bir tekniktir 

(Olver, 1993). Bu teknik, bir sistemdeki simetri özelliklerini kullanarak, sistemdeki denklemleri 

daha basit bir forma indirgeme işlemidir. Simetri indirgemesi, diferansiyel denklemlerin 

çözümünü basitleştirerek sistemlerin davranışlarını anlamak için güçlü bir araçtır. Çalışmanın bu 

bölümünde, öncelikle diferansiyel denklemlerin simetri indirgemeleri üzerinde durulacak ve bu 

yöntemin diferansiyel denklemlere nasıl uygulandığı imcelenecektir. 

3.1. Simetri İndirgemeleri Yöntemi 

Simetriler, denklemin mertebesini indirgemek için kullanılır. Literatürde farklı simetri 

türleri vardır, bu bölümde ele alınan denklemin bir Lie simetrisine sahip olduğunu varsayalım. 

Eğer bir Lie simetrisi bulunursa, bu simetriye karşılık gelen invaryantlar (sabit kalan değişkenler) 

tanımlanır ve orijinal diferansiyel denklem bu invaryantlar cinsinden yazılarak indirgenir. Böylece 

daha düşük mertebeli veya daha basit diferansiyel denklemler elde edilir (Ibragimov, 1999). Şimdi, 

simetrilerden üretilen invaryantlar kullanılarak bir diferansiyel denklemin nasıl indirgendiğini 

inceleyeceğiz. 

Öncelikle, 𝑛. mertebeden  

 

F(x, y, y1, … , yn) = yn − f(x, y, y1, … , yn−1) = 0 

 

şeklinde bir diferansiyel denklem ele alalım. Bu diferansiyel denklem bir parametreli Lie grup 

dönüşümünü ancak ve ancak  iken 

 

 

 

koşulu sağlanırsa kabul etmektedir. Burada,   sonsuz küçük üreteçlerin   dereceden 

uzanımıdır. Böylece,  fonksiyonunun 

 

 

 

invaryantlarının fonksiyonu olduğu açıktır ve bu  fonksiyonu 

, 
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     ve              k=1,2,…,n. 

 

uzanımlarını sağlamaktadır. 

Bir parametreli Lie grup dönüşümünün  uzanımı için 

 

 
 

 ,     k=1,2,…,n; 

 

dönüşümleri kullanılır. Burada, 

 

 
dx

ξ(x, y)
=

dy

η(x, y)
=

dy1

η(1)(x, y, y1)
=

dyk

η(k)(x, y, y1, … , yk)
 

 

karakteristik denklemini yazarsak,  invaryantının bu karakteristik denklemin 

integrasyon sabiti olduğu görülmektedir. 

Bu invaryantların  denklemine uygulanması ile denklem 

 

G(u, v1, v21 … , vn) = 0 

 
formuna dönüşür. 

Şimdi, s(x,y) kanonik koordinatının hesaplanmasına gerek kalmadan  

  invaryantları seçilebilir, böylece   denklemi 

 dereceden bir diferansiyel denkleme dönüşür. Yani,  dereceden bir diferansiyel denklem 

 dereceden bir diferansiyel denkleme indirgenir. Bütün bu indirgemeler r(x,y), s(x,y) kanonik 

kooordinatları kullanılarak yapılmaktadır, bu koordinatlar arasında ilişki 

 

u(x,y)=r(x,y) 

 

 ,        

 
şeklinde verilmektedir. 

 

 ve  invaryantları  uzanımı kullanılarak yazılan 
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karakteristik denklemin integrasyon sabitlerinden elde edilmektedir.  

Bir parametreli Lie grup dönüşümünün   uzanımı için  ,  

invaryantları bulunur, buradan görülür ki ,  uzanımı için bir grup invaryantıdır ve 

 

   

 
eşitliği elde edilir. İşlemleri tümevarımsal olarak devam ettirirsek;   dereceden genişletilmiş 

grubun invaryantları 

 

 
 

şeklinde bulunur. Bu invaryantlar Lie grup dönüşümünün   genişletilmiş grubunun diferansiyel 

invaryantları olarak adlandırılır. Bu tür diferansiyel invaryantlar, Lie grup dönüşümünün ilk açılımının 

;  invaryantlarının herhangi seçimleri için oluşturulabilir. 

Buradan, bazı  fonksiyonları için  

 

 

 

 

 

                 = , 

 

elde edilir.  

Bazı  ,   fonksiyonları için tümevarımsal olarak şu 

ilişkiyi gösterebiliriz: 
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                                                                  . 

 

Sonuç olarak,  ,   invaryantları diferansiyel invaryantlar 

olarak adlandırılır. Daha fazlası,  

 

 
 

sağlanmalıdır, burada  ve  fonksiyonları 

 

 

 
 

 

    

 

 

olarak verilmiştir. Böylece,  denklemi   dereceden bir adi diferansiyel denkleme 

indirgenir ve bu indirgenmiş denklem invaryantlar cinsinden şu şekilde yazılır: 

 

. 

 

 
Ek olarak,  

 

 
 

fonksiyonu indirgenmiş denklemin genel çözümüdür, burada   keyfi sabitlerdir. 

Böylece, denkleminin çözümü  
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şeklinde bulunur. 

 

Bu yöntemi farklı simetri türleri için şu adımları izleyerek genelleyebilir ve tüm simetri 

türleri için denklemin simetri indirgemesini yaparak denklemi çözebiliriz. İlk adımda, simetri 

tanımlanır ve sistemin hangi simetri özelliklerine sahip olduğu belirlenir. Simetriler, dönüşümler 

yapılarak elde edilir ve bu dönüşümler genellikle uzaydaki konum veya zamandaki değişiklikler 

olabilir. Bir sistemdeki simetri özelliklerini tanımlamak için genellikle sistemdeki dönüşümleri 

gözlemlemek gerekir. İkinci adımda, simetri operatörleri belirlenir. Üçüncü adımda, bu operatörün 

sistemler üzerindeki etkileri incelenir. Dördüncü adımda, dönme operatörü ile dönüşüm yapılır. 

Beşinci adımda, indirgenmiş denklem çözülür. Şimdi bütün bu adımları ayrıntılı bir şekilde ele 

alacağız. 

 

3.2. Simetrilerin Tanımlanması 

 

Simetri indirgenirken ilk olarak yürütülen adımda simetri tanımlanmalıdır. Bunu 

yapabilmek için sistemlerin dönüşümlerini örneklerle birlikte inceleyeceğiz.  

 

3.2.1. Elektrik Devre Analizi Diferansiyel Denklemi 

 

 Bir RL devresini ele alalım, devrenin indüktansı L, direnci R, ve kaynağın gerilimi V(t) 

olsun. Devre elemanlarındaki değişimler nedeniyle endüktans L(t) olarak modellensin. 

Devre elemanlarının meydana getirdiği diferansiyel denklem şu şekildedir: 

 

L(t)
𝑑𝑖

𝑑𝑡
+Ri=V(t) 

 

Bu diferansiyel denklem, RL devresinin davranışını modeller. Şimdi, bu denklemin homojen 

çözümünü ve simetri indirgeme çözümünü ele alalım. 

Denklemin homojen çözümünü elde edebilmek için, öncelikle homojen denklemi yazalım 

 

𝐿(𝑡)
ⅆ𝑖ℎ

ⅆ𝑡
+ 𝑅𝑖ℎ = 0. 

 

Bu homojen diferansiyel denklemin çözümü, karakteristik denklemin çözümüyle elde edilir: 
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𝐿(𝑡)𝑠 + 𝑅 = 0. 

 

Denklemin simetri indirgeme çözümünü elde edebilmek için öncelikle endüktansın 𝐿(𝑡) 

belirli bir simetriye sahip olduğunu düşünürsek, simetri indirgemesi uygulayabiliriz.  

Örneğin, 𝐿(𝑡) = 𝑀𝑓(𝑡)  şeklinde bir simetriyi düşünelim. Bu durumda, diferansiyel 

denklem şu şekilde simetrikleştirilebilir 

 

𝑀 𝑓(𝑡)
𝑑𝑖

𝑑𝑡
 + 𝑅𝑖 = 𝑉(𝑡) . 

 

 3.2.2. Hareket Dinamiği Problemi 

 

Bir yay-masa-sönümleyici sistemini modelleyen diferansiyel denklemi ele alalım. Bu sefer, 

yayın sertliği 𝑘(𝑡) zamanla değişebilir olsun. Hareket denklemi şu şekildedir: 

 

𝑚 ⋅ 𝑥′′(𝑡) + 𝑐 ⋅ 𝑥′(𝑡) + 𝑘(𝑡) ⋅ 𝑥(𝑡) = 𝐹(𝑡) 

 

Hareket dinamiği probleminin homojen çözümü 

 

𝑚 ⋅ 𝑥ℎ′′ + 𝑐 ⋅ 𝑥ℎ′ + 𝑘ℎ ⋅ 𝑥ℎ = 0 

 

şeklindedir. Karakteristik denklemi çözerek 𝑥ℎ(𝑡)'yi bulmayı içerir. 

Bu denklemin özgün çözümü 

 

𝑚 ⋅ 𝑥𝑝′′ + 𝑐 ⋅ 𝑥𝑝′ + 𝑘𝑝 ⋅ 𝑥𝑝 = 𝐹(𝑡) 

 

şeklinde bulunur. Bu özgün denklemin çözümü, varyasyon sabitleri yöntemini kullanarak 𝑥𝑝(𝑡)'yi 

bulmayı içerir. 

Denklemde yay sertliğinin değişimini göz önüne alarak, bir simetri indirgeme adımı 

yapılabilir. Örneğin, 𝑘(𝑡) için bir simetri indirgeme yapılabilir (Hydon, 2000). 
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3.2.3. Silindirik Simetri 

 

Bir silindirin üzerindeki herhangi bir noktanın, silindirin dönme ekseni etrafında herhangi 

bir açıda döndürüldüğünde, sistemin görünümünün değişmediğini gözlemleyebiliriz. Bu, silindirin 

silindirik simetriye sahip olduğu anlamına gelir. 

 

Örnek: Silindir Simetrisi ve Elektrik Alanı 

Bir silindirin içindeki elektrik alanın simetrik dağılımını inceleyelim. Silindirin uzunluğu 

L olsun ve yarıçapı R olsun. Silindirin ortasındaki eksende simetrik bir elektrik alanı olduğunu 

varsayalım. 

Başlangıç ve sınır koşulları: 

Silindirin içindeki elektrik alanın simetrik olduğunu varsayalım. 

Silindirin dışındaki elektrik alanın sıfır olduğunu varsayalım (E=0). 

Bu durumda, silindir simetrisini kullanarak elektrik alanını tanımlayan bir diferansiyel denklem 

elde edebiliriz. Diferansiyel denklem 

 

𝛻2𝐸𝑟 +
1

𝑟

𝜕𝐸𝑟

𝜕𝑟
+

1

𝑟2

𝜕2𝐸𝑟

𝜕𝜃2
+

𝜕2𝐸𝑟

𝜕𝑧2
= 0 

 

şeklindedir. Burada Er elektrik alanının radyal bileşenidir. 

Bu diferansiyel denklemi çözmek için, silindir simetrisini dikkate alarak uygun başlangıç 

ve sınır koşullarını sağlamalıyız. Özellikle, silindirin içindeki ve dışındaki elektrik alanının sınır 

koşulları önemlidir. Bu problemi çözmek için sayısal yöntemler kullanabiliriz. Örneğin, sonlu 

farklar yöntemi veya sonlu elemanlar yöntemi gibi sayısal çözümleme teknikleri kullanılabilir. Bu 

çözüm, silindir içindeki elektrik alanın simetrik dağılımını tam olarak tanımlayacaktır. 

 

3.2.4. Kare Simetri 

 

Bir kare şeklindeki bir plakayı düşünelim. Plakanın dört kenarı, plakanın birbirine dik 

olarak dört simetrik eşit parçaya bölündüğünü gösterir. Bu durumda, herhangi bir dörtgenin 

herhangi bir kenarının bir dönme işlemiyle plakanın orijinal haline döndürülebilir olduğunu 

gözlemleyebiliriz. Bu, kare simetrisi olarak adlandırılır. 

Bir kare levha içindeki elektrik alanın simetrik dağılımını inceleyelim. Kare levhanın kenar 

uzunluğu L olsun. Başlangıç ve sınır koşulları: 
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Kare levhanın içindeki elektrik alanın simetrik olduğunu varsayalım. 

Kare levhanın dışındaki elektrik alanın sıfır olduğunu varsayalım (E=0). 

Bu durumda, kare simetrisini kullanarak elektrik alanını tanımlayan bir diferansiyel denklem elde 

edebiliriz. 

Diferansiyel denklem 

 

𝛻2𝐸 + 𝑘2𝐸 = 0 

 

şeklindedir. Burada E elektrik alanı, k dalga sayısıdır. 

Bu diferansiyel denklemi çözmek için uygun başlangıç ve sınır koşullarını sağlamalıyız. 

Özellikle, kare levhanın içindeki ve dışındaki elektrik alanın sınır koşulları önemlidir. Bu problemi 

çözmek için sayısal yöntemler kullanabiliriz. Örneğin, sonlu farklar yöntemi veya sonlu elemanlar 

yöntemi gibi sayısal çözümleme teknikleri kullanılabilir. Bu çözüm, kare levha içindeki elektrik 

alanın simetrik dağılımını tam olarak tanımlayacaktır. 

Kare simetrisiyle ilgili diferansiyel denklemi çözmek için, basit bir sayısal yöntem olan 

sonlu farklar yöntemini kullanabiliriz. Kare levhanın içindeki elektrik alanın simetrik olduğunu 

varsayalım ve levhanın dışındaki elektrik alanın sıfır olduğunu kabul edelim. Bu durumda, ikinci 

türevleri sonlu farklar yöntemiyle birinci türevlere dönüştürülebilir. 

Kare simetri altında, elektrik alanın radyal bileşeni E için kullanacağımız diferansiyel 

denklem 

 

𝜕2𝐹

𝜕𝑥−2
+

ⅆ2𝐸

𝜕𝑦2
+ 𝑘2𝐸 = 0 

 

şeklindedir. Bu denklemi çözmek için, kare levhanın her iki boyutunda da aynı adım uzunluğunu 

𝛥𝑥 = 𝛥𝑦 = ℎ  alalım. Bu durumda, diferansiyel denklemi sonlu farklar yöntemiyle şu şekilde 

yaklaşık olarak ifade edebiliriz: 

 

𝐸𝑖+1,𝑗−2𝐸𝑖,𝐽+𝐸𝑖,𝑗

ℎ2 +
𝐸𝑖,𝐽+1−2𝐸𝑖,𝐽+𝐸𝑖,𝐽−1

ℎ2 + 𝑘2𝐸𝑖,𝑗 =0 

 

Burada 𝐸𝑖,𝑗 kare levhanın (i,j) koordinatındaki elektrik alan değerini temsil eder. Bu sonlu 

farklar denklemini çözmek için, kare levhanın her bir iç noktasındaki 𝐸𝑖,𝑗 değerini hesaplamalıyız. 
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Ayrıca, sınır koşullarını da dikkate alarak, kare levhanın kenarlarında elektrik alanın sıfır olduğunu 

sağlamalıyız. 

Elde edilen sonlu farklar denklemini çözmek için yaygın bir yöntem, iteratif bir yaklaşım 

kullanmaktır. Örneğin, Jacobi veya Gauss-Seidel yöntemleri kullanılabilir. Tam çözümü vermek 

için, bu iteratif yöntemlerin uygulanması gerekecektir. Ancak, burada sadece genel bir çözüm 

yöntemi ve yaklaşık bir diferansiyel denklem yaklaşımı sunulmuştur. 

Bu örneklerde, herhangi bir noktanın veya cismin belli bir dönüşüm altında kendisini 

yeniden üretme yeteneğine sahip olduğunu gözlemledik. Bu da sistemde bir simetri olduğunu 

gösterir. Şimdi, bu simetri özelliklerini kullanarak bir diferansiyel denklem örneğine bakalım. 

 

Örnek: Silindirik Simetrik Elektrik Alanı 

 

Bir silindirik simetrik elektrik alanı düşünelim. Bu durumda, elektrik alanının silindirin 

etrafında dönme simetrisine sahip olduğunu gözlemleyebiliriz.  

Bu durumda, Coulomb yasası olan 𝛻 ⋅ 𝐸 =
𝑝

𝜀0
  denklemini ele alalım. Silindirik simetri 

altında, denklem silindirin etrafında herhangi bir açıda döndüğünde değişmemelidir. Bu durumda, 

diferansiyel denklemimiz 

 

𝛻2𝐸𝑟 +
1

𝑟

𝜕𝐸𝑟

𝜕𝑟
+

1

𝑟2

𝜕2𝐸𝑟

𝜕𝜃2
+

𝜕2𝐸𝑟

𝜕𝑧2
=

𝑃

𝜀0
 

 

şeklindedir. Bu diferansiyel denklemin çözümü, elektrik alanının silindirdeki simetrik dağılımını 

tanımlayacaktır. 

Bu şekilde, sistemdeki simetri özelliklerini tanımlayabilir ve bu simetriye dayanarak 

diferansiyel denklemlerin çözümlerini elde edebiliriz. Bu çözümler, sistemlerin davranışlarını 

daha iyi anlamamıza ve analiz etmemize yardımcı olacaktır. 

 

3.3. Simetri Operatörlerinin Belirlenmesi 

 

Sistemin simetri özelliklerini tanımlamak için uygun simetri operatörleri tanımlanır. Bu 

operatörler genellikle dönme, öteleme veya yansıma operatörleri olabilir. Simetri operatörleri, bir 

sistemdeki simetri özelliklerini matematiksel olarak ifade eden operatörlerdir. Bu operatörler, bir 

fiziksel sistemin belirli bir simetri altında değişmediğini ifade eder (Wigner, 1959). Örneğin, 
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dönme, öteleme veya yansıma gibi operatörler simetri operatörleri olabilir. Bir sistemin simetri 

özelliklerini belirlemek için, genellikle sistemin fiziksel yapısını ve davranışını gözlemlemek 

gerekir. Simetri operatörleri, sistemin belirli dönüşümler altında değişmediğini ifade eden 

matematiksel operatörlerdir (Wigner, 1959). Bu operatörleri örneklendirelim. 

 

3.3.1. Dönme Simetrisi 

 

 Bir sistem belirli bir açı etrafında döndürüldüğünde değişmiyorsa, dönme operatörü bu 

simetriyi ifade eder. Matematiksel olarak, bir vektörün dönme operatörü, o vektörü bir açıya göre 

döndüren bir dönüşüm olabilir. 

 

Örnek: Bir dönme simetrisine sahip bir yay sistemi düşünelim. Yay, bir eksen etrafında dönerek 

serbestçe hareket ediyor. Yayın dönme açısı 𝜃(𝑡) olsun. Yayın dönme simetrisi nedeniyle, yayın 

kinetik enerjisi ve potansiyel enerjisi dönme açısına bağlı olacaktır. Bu durumda, yayın mekanik 

enerjisi korunur. Bu enerji korunumu prensibi, diferansiyel denklemin temelini oluşturur. Yayın 

kinetik enerjisi 

 

𝑇 =
1

2
𝐼𝑤2 

 

olarak bulunur ve yayın potansiyel enerjisi 

 

𝑉 =
1

2
𝑘𝜃2 

 

dir. Burada I yayın momenti, ω dönme açısının zamanla değişim hızı ve k yayın sertliği sabitidir. 

Bu iki enerjiyi topladığımızda, toplam enerji aşağıdaki gösterilen şekilde sabit olacaktır: 

 

𝐸 = 𝑇 + 𝑉 =sabit 

 

Bu durumda, enerjinin zamanla değişimi sıfıra eşit olur: 

ⅆ𝐸

𝜕𝑡
= 0 

Bu ifadeyi açarsak; 
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ⅆ

𝛼𝑡
(

1

2
𝐼𝑤2 +

1

2
𝑘𝜃2) = 0 

 

denklemini elde ederiz. Bu denklemi çözebiliriz ve böylece yayın dönme hareketini tanımlayan 

diferansiyel denklemi bulabiliriz. Bu denklem, yayın dönme simetrisini ifade eder ve genellikle 

harmonik bir salınım denklemine benzemektedir. Ancak, tam bir çözüm sağlamak için başlangıç 

koşulları belirtilmelidir. Bu koşullar, yayın başlangıç konumunu ve başlangıç hızını tanımlar. 

 

3.3.2. Öteleme Simetrisi 

 

Bir sistem belirli bir mesafeye taşındığında değişmiyorsa, öteleme operatörü bu simetriyi 

ifade eder. Matematiksel olarak, öteleme operatörü bir vektörü belirli bir mesafe ve yönde taşıyan 

bir dönüşüm olabilir.  

 

Örnek: Öteleme simetrisine sahip bir yay sistemi düşünelim. Yayın ucu 𝑥 ekseni boyunca bir çizgi 

üzerinde hareket ediyor. Yayın pozisyonu 𝑥(𝑡) olarak ifade edilsin. 

Yayın kinetik enerjisi ve potansiyel enerjisi, öteleme simetrisi nedeniyle konumuna bağlı 

olacaktır. Bu durumda, yayın mekanik enerjisi korunur. Bu enerji korunumu prensibi, diferansiyel 

denklemin temelini oluşturur. 

Yayın kinetik enerjisi 

 

𝑇 =
1

2
𝑚𝑖2 

 

şeklindedir ve yayın potansiyel enerjisi ise 

 

𝑉 =
1

2
𝑘𝑥2 

 

olarak bulunur. Burada m yayın kütlesi, 𝑖 yayın hızı ve 𝑘 yayın sertliği sabitidir. 

Bu iki enerjiyi topladığımızda, toplam enerji sabit olacaktır; 

 

𝐸 = 𝑇 + 𝑉=sabit. 
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Bu durumda, enerjinin zamanla değişimi sıfıra eşit olur;  

ⅆ𝐸

𝜕𝑡
= 0 

Bu ifadeyi açarsak; 

 

ⅆ

ⅆ𝑡
(

1

2
𝑚𝑖2 +

1

2
𝑘𝑥2) = 0 

 

elde edilir. Bu denklemi çözebiliriz ve yayın öteleme hareketini tanımlayan diferansiyel denklemi 

bulabiliriz. Bu denklem, yayın öteleme simetrisini ifade eder ve genellikle harmonik bir salınım 

denklemine benzer. Ancak, tam bir çözüm sağlamak için başlangıç koşulları belirtilmelidir. Bu 

koşullar, yayın başlangıç konumunu ve başlangıç hızını tanımlar. 

 

3.3.3. Yansıma Simetrisi 

Bir sistem belirli bir eksen veya düzlem boyunca yansıtıldığında değişmiyorsa, yansıma 

operatörü bu simetriyi ifade etmektedir. Matematiksel olarak, yansıma operatörü bir vektörü bir 

eksen veya düzlem boyunca yansıtan bir dönüşüm olabilir (Hassani, 2013). 

Bu operatörlerin belirlenmesi genellikle sistemin fiziksel özelliklerine ve simetri 

özelliklerine bağlıdır. Örneğin, bir kristal yapıdaki simetri operatörleri, kristal yapının simetri 

özelliklerine dayanarak belirlenebilir (Kittel, 2005). 

Simetri operatörlerinin belirlenmesi, bir sistemdeki simetri özelliklerini anlamak ve analiz 

etmek için önemlidir. Bu operatörler, sistemin davranışını daha iyi anlamamıza ve 

çözümlememize yardımcı olur (Hassani, 2013). 

 

Örnek: Bir yayın, bir denge noktasından uzaklığı x(t) olarak değişen bir cismin hareketini 

düşünelim. Yansıma simetrisi nedeniyle, yayın iki tarafındaki hareket simetrik olacaktır. Yani, 

cismin yayın sağ tarafındaki hareketi, yayın sol tarafındaki hareketine aynı şekilde yansıtılır 

(Hassani, 2013). 

Bu durumda, diferansiyel denklem şu şekilde ifade edilebilir: 

ⅆ2𝑥

ⅆ𝑡2
+ 𝑘𝑥 = 0 
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Burada 𝑘  yayın sertliği sabitidir. Bu diferansiyel denklem, yayın sertliğine ve cismin 

başlangıç konumuna bağlı olarak, cismin yayın etrafında hareketini tanımlar. 

Bu diferansiyel denklemin tam çözümü, genellikle trigonometrik fonksiyonlar veya 

hiperbolik fonksiyonlar kullanılarak elde edilir. Ancak, tam bir çözüm sağlamak için başlangıç 

koşulları belirtilmelidir. Bu koşullar, cismin başlangıç konumu ve başlangıç hızını tanımlar. 

Örneğin, başlangıç koşulları   

𝑥(0) = 𝑥0  vⅇ  
𝜕𝑥

𝜕𝑡
(0) = 𝑢0   

 

olarak belirlenmiş olsun. Bu durumda, cismin hareketini tam olarak tanımlayan çözüm 

 

𝑥(𝑡) = 𝑥0 𝑐𝑜𝑠(𝑤𝑡) +
𝑢0

𝜔
𝑠𝑖𝑛(𝑤𝑡) 

 

şeklindedir. Burada 𝑤 = √
𝑘

𝑚
  yayın açısal frekansını ve m cismin kütlesini temsil etmektedir. Bu 

çözüm, cismin yayın etrafında yansıma simetrisine göre hareketini tanımlar. 

3.4. Simetri Operatörlerinin Etkisinin İncelenmesi 

Üçüncü adımda belirlenen simetri operatörlerinin sistemler üzerindeki etkileri incelenir. 

Bu operatörlerin etkisi, denklemleri dönüştürerek veya sadeleştirerek ifade edilebilir (Hassani, 

2013). 

Simetri operatörleri, bir sistemin belirli bir simetri altında nasıl davrandığını ifade eden 

matematiksel operatörlerdir. Bu operatörler, bir fiziksel sistemdeki simetri özelliklerini tanımlar 

ve bu simetriler altında sistemdeki değişkenlerin nasıl dönüştüğünü gösterir (Hassani, 2013). 

Simetri operatörlerinin etkisini incelemek için, genellikle bu operatörlerin bir sisteme 

uygulanmasının sonuçlarını gözlemlemek gerekir. Bu sonuçlar, sistemin belirli bir simetri altında 

nasıl değiştiğini ve simetri operatörlerinin sistem üzerindeki etkisini gösterir (Hassani, 2013). 

Örnek olarak, 2-boyutlu bir dönme operatörü olan R(θ)’yı kullanarak bir diferansiyel 

denklemi döndürelim. Dönme operatörü, bir vektörü θ açısı kadar döndürmek için kullanılır. 

Örneğin, R(θ) operatörü, bir 2-boyutlu vektörü saat yönünde θ açısı kadar döndürür (Hassani, 

2013). 
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Diferansiyel denklemin dönme operatörü altında nasıl değiştiğini göstermek için basit bir 

lineer diferansiyel denklem alalım 

 

ⅆ𝑦

𝜕𝑥
= 𝑥 

 

Şimdi, bu diferansiyel denklemi dönme operatörü altında nasıl döndüreceğimizi görelim. 

Öncelikle, dönme operatörünün etkisini görebilmek için denklemin tanım alanını döndürelim. 

Örnek olarak, bir dönme operatörünü saat yönünde θ açısı kadar döndürmek için aşağıdaki 

matris formunu kullanabiliriz: 

 

𝑅(𝜃) = [
𝑐𝑜𝑠(𝜃) − 𝑠𝑖𝑛(𝜃)

𝑠𝑖𝑛(𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝜃)
] 

 

Dönme operatörünü kullanarak x ve y değişkenlerini döndürelim: 

 

𝑥′ = 𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝜃) − 𝑦 𝑠𝑖𝑛(𝜃)

𝑦′ = 𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝜃) + 𝑦 𝑐𝑜𝑠(𝜃)
 

 

Dönüştürülen değişkenleri orijinal diferansiyel denklemde yerine koyarsak 

 

ⅆ𝑦′

ⅆ𝑥′
= 𝑥′ 

 

elde ederiz. Bu ifadeyi dönüştürülmüş değişkenler x′ ve  y′ ile ifade etmek için kullanabiliriz. 

Sonuç olarak, dönme operatörü altında dönüştürülmüş diferansiyel denklemi elde ederiz. 

Öteleme simetrisi altında bir sistemdeki değişkenlerin nasıl davrandığını görmek için 

sisteme öteleme operatörü uygulanabilir. Bu operatör, sistemdeki tüm değişkenleri belirli bir 

mesafe ve yönde taşır. Sonuçlar, öteleme operatörünün uygulanmasından önce ve sonra sistemdeki 

değişkenlerin nasıl değiştiğini gösterir. 

Örnek olarak, bir öteleme operatörü olan T(a)’yı kullanarak bir diferansiyel denklemi 

taşıyalım. Öteleme operatörü, bir vektörü a mesafe ve yönde taşır. Örneğin, T(a) operatörü, bir 

fonksiyonu a mesafesi kadar sağa veya sola taşır. 

Diferansiyel denklemin öteleme operatörü altında nasıl değiştiğini göstermek için basit bir 

lineer diferansiyel denklem alalım; 
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ⅆ𝑦

ⅆ𝑥
= 𝑥 

 

Şimdi, bu diferansiyel denklemi öteleme operatörü altında nasıl taşıyacağımızı görelim. 

Öncelikle, öteleme operatörünün etkisini görebilmek için denklemin bağımsız değişkenini 

taşıyalım. 

Örnek olarak, bir öteleme operatörünü a mesafesi kadar sağa taşımak için kullanabiliriz. 

Bu durumda, denklemin bağımsız değişkenini x değerine a ekleyerek taşıyabiliriz. 

Taşınmış bağımsız değişkeni x′ olarak adlandıralım; 

 

𝑥′ = 𝑥 + 𝑎. 

 

Bu durumda, taşınmış bağımsız değişkeni orijinal diferansiyel denkleme yerine koyalım 

 

ⅆ𝑦

ⅆ𝑥′
= 𝑥′ 

 

Bu ifadeyi taşınmış bağımsız değişken x′ ile ifade etmek için kullanabiliriz. Sonuç olarak, öteleme 

operatörü altında taşınmış diferansiyel denklemi elde ederiz. 

Dönme ve öteleme operatörlerinin etkilerine ek olarak, yansıma operatörünün sisteme 

etkisini inceleyelim. Yansıma simetrisi altında bir sistemdeki değişkenlerin nasıl davrandığını 

görmek için yansıma operatörü uygulanabilir. Bu operatör, sistemdeki tüm değişkenleri belirli bir 

eksen veya düzlem boyunca yansıtır. Sonuçlar, yansıma operatörünün uygulanmasından önce ve 

sonra sistemdeki değişkenlerin nasıl değiştiğini gösterir. 

Yansıma operatörünün bir diferansiyel denkleme etkisini göstermek için basit bir örnek 

verelim. Örnek olarak, bir yansıma operatörü olan P’yi kullanarak bir diferansiyel denklemi 

yansıtalım. Yansıma operatörü, bir vektörü belirli bir eksen veya düzlem boyunca yansıtır. 

Diferansiyel denklemin yansıma operatörü altında nasıl değiştiğini göstermek için bir 

örnek alalım 

 

ⅆ𝑦

ⅆ𝑥
= 𝑥 

 

Bu diferansiyel denklem, basit bir birinci dereceden türev alarak elde edilmiş lineer bir 

denklemdir. 
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Şimdi, bu diferansiyel denklemi yansıma operatörü altında nasıl yansıtacağımızı görelim. 

Öncelikle, yansıma operatörünün etkisini görebilmek için denklemin bağımsız değişkenini 

yansıtalım. Örneğin, bir yansıma operatörünü 𝑃 kullanarak x ekseni boyunca yansıtabiliriz. Bu 

durumda, denklemin bağımsız değişkenini 𝑥 değerine −𝑥 eşit olacak şekilde yansıtabiliriz. 

Yansıtılmış bağımsız değişkeni 𝑥′ olarak adlandıralım  

 

𝑥′ = −𝑥 

 

Bu durumda, yansıtılmış bağımsız değişkeni orijinal diferansiyel denkleme yerine koyalım 

 

ⅆ𝑦

ⅆ𝑥′
= 𝑥′ 

 

Bu ifadeyi yansıtılmış bağımsız değişken x′ ile ifade etmek için kullanabiliriz. Sonuç 

olarak, yansıma operatörü altında yansıtılmış diferansiyel denklemi elde ederiz. Simetri 

operatörlerinin etkisini incelemek, sistemin belirli bir simetri altında nasıl davrandığını anlamak 

ve sistemin davranışını daha iyi anlamak için önemlidir. Bu operatörler, simetri analizi ve simetri 

özelliklerinin analizinde yaygın olarak kullanılır. 

 

3.5. Denklemlerin Simetri Operatörleri ile Dönüştürülmesi 

 

 Simetri operatörlerinin etkisi altında denklemleri dönüştürmek, genellikle denklemlerdeki 

değişkenlerin dönüşümü veya yeni değişkenlerin tanımlanması şeklinde olur (Hassani, 2013). Bu 

dönüşümler, denklemlerin daha basit veya daha anlaşılır bir formda ifade edilmesini sağlar 

(Hassani, 2013). 

Örnek olarak, dönme, öteleme veya yansıma simetrisi gibi farklı simetri operatörlerinin 

etkisini göstermek için farklı dönüşümler yapılabilir (Hassani, 2013). 

 Dönme simetrisi altında bir diferansiyel denklemi dönüştürmek için, denklemdeki 

değişkenler dönme operatörüyle dönüştürülür. Örneğin, 2-boyutlu bir dönme operatörü olan R(θ) 

kullanılarak denklemlerdeki x ve y değişkenleri dönüştürülebilir. 

Örnek olarak, basit bir diferansiyel denklem alalım 

 

ⅆ𝑦

𝜕𝑥
= 𝑥 
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Bu diferansiyel denklem, y fonksiyonunun x fonksiyonuna göre birinci dereceden türevidir. 

Şimdi, bu denklemi bir dönme operatörünün etkisi altında dönüştürelim. Dönme operatörü 

olarak, bir 2-boyutlu dönme operatörü olan R(θ) kullanalım. Bu operatör, bir vektörü saat yönünde 

θ açısı kadar döndürür. 

Dönme operatörünün etkisi altında x ve y değişkenlerini dönüştürelim 

 

𝑥′ = 𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝜃) − 𝑦 𝑠𝑖𝑛(𝜃)

𝑦′ = 𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝜃) + 𝑦 𝑐𝑜𝑠(𝜃)
 

 

Şimdi, bu dönüşümleri orijinal diferansiyel denkleme yerine koyalım 

 

ⅆ𝑦′

ⅆ𝑥′
= 𝑥′ 

 

 Bu ifadeyi dönüştürülmüş değişkenler  x′ ve  y′ ile ifade etmek için kullanabiliriz. Bu 

şekilde, dönme operatörünün etkisi altında dönüştürülmüş diferansiyel denklemi elde ederiz. 

Öteleme simetrisi altında bir diferansiyel denklemi dönüştürmek için, denklemlerdeki 

değişkenler öteleme operatörüyle taşınabilir veya yeni değişkenler tanımlanabilir. Örneğin, T(a) 

öteleme operatörü kullanılarak x ve y değişkenlerinin taşınmış halleri elde edilebilir. 

Örnek olarak, basit bir diferansiyel denklem alalım 

 

ⅆ𝑦

ⅆ𝑥
= 𝑥 

 

Bu diferansiyel denklem, 𝑦  fonksiyonunun 𝑥  fonksiyonuna göre birinci dereceden 

türevidir. Şimdi, bu denklemi bir öteleme operatörünün etkisi altında dönüştürelim. Öteleme 

operatörü olarak, bir 𝑎 mesafesi kadar taşıma işlemi yapacak olan 𝑇(𝑎) operatörünü kullanalım. 

Öteleme operatörünün etkisi altında x ve y değişkenlerini dönüştürürsek; 

 

𝑥′ = 𝑥 − 𝑎 

𝑦′ = 𝑦 

 

Yani, 𝑥 değeri 𝑎 kadar azaltılarak taşınmış bir değişken elde edilir. Şimdi, bu dönüşümü 

orijinal diferansiyel denkleme yerine koyalım 
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ⅆ𝑦′

ⅆ𝑥′
= 𝑥 

 

Bu ifadeyi x′ ile ifade edebiliriz ve bu şekilde öteleme operatörünün etkisi altında 

dönüştürülmüş diferansiyel denklemi elde ederiz. 

Yansıma simetrisi altında bir diferansiyel denklemi dönüştürmek için, denklemlerdeki 

değişkenler yansıma operatörüyle yansıtılabilir veya yeni değişkenler tanımlanabilir. Örneğin, P 

yansıma operatörü kullanılarak x ve y değişkenlerinin yansıtılmış halleri elde edilebilir. 

Örnek olarak, bir ikinci dereceden diferansiyel denklem alalım 

 

ⅆ2𝑦

ⅆ𝑥2
− 𝑦 = 0 

 

Bu diferansiyel denklem, harmonik salınımların denklemi olarak bilinir. Şimdi, bu denklemi bir 

yansıma operatörünün etkisi altında dönüştürelim. Yansıma operatörü olarak, bir P operatörünü 

kullanalım. Yansıma operatörünün etkisi altında 𝑥 ve 𝑦 değişkenlerini dönüştürelim 

 

𝑥′ = −𝑥 

 

Yani, x değeri ekseni boyunca yansıtılarak −𝑥 olarak dönüştürülür. Şimdi, bu dönüşümü orijinal 

diferansiyel denkleme yerine koyalım 

 

ⅆ2𝑦′

ⅆ𝑥′2 − 𝑦′ = 0 

 

Bu ifadeyi 𝑥′  ve 𝑦′  ile ifade edebiliriz ve bu şekilde yansıma operatörünün etkisi altında 

dönüştürülmüş diferansiyel denklemi elde ederiz. 

Bu dönüşümler, genellikle denklemleri daha basit hale getirir veya sistemdeki simetriyi 

daha açık bir şekilde ifade eder. Dönüşüm yapıldıktan sonra, yeni denklemlerin çözümü veya 

analizi daha kolay olacaktır. 
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3.6. İndirgenmiş Denklemlerin Çözülmesi 

Simetri operatörlerinin etkisiyle basitleştirilmiş denklemleri çözmek, genellikle 

denklemlerdeki simetriyi kullanarak çözümü daha kolay bir forma dönüştürmeyi içerir (Smith, 

2018). Yani, simetri operatörlerinin etkisi altında dönüştürülen denklemler genellikle daha basit 

bir yapıya sahip olur ve çözüm sürecini kolaylaştırır (Smith, 2018). 

Simetri indirgemesi, fizikte ve mühendislikte çeşitli alanlarda yaygın olarak kullanılan bir 

tekniktir. Optik, mekanik, elektromanyetik ve kuantum mekaniği gibi birçok alanda, simetri 

indirgemesi sayesinde sistemlerin davranışları daha iyi anlaşılabilir hale gelir ve çözümler daha 

erişilebilir hale gelir (Jones, 2019). 

Örneğin, dönme simetrisi altında bir denklemi basitleştirmek için dönme operatörünün 

etkisini kullanabiliriz. Dönme operatörü, sistemdeki değişkenleri belirli bir açı etrafında döndürür. 

Bu dönüşüm, denklemleri daha basit bir forma dönüştürebilir. 

Benzer şekilde, öteleme operatörü bir denklemin konumunu bir mesafe ve yönde taşırken, 

yansıma operatörü bir denklemin ekseni veya düzlemini yansıtarak dönüştürür. 

Simetri operatörlerinin etkisiyle basitleştirilmiş denklemleri çözmek, dönüştürülen 

denklemlerin daha kolay çözülebilir olmasını sağlar. Daha sonra, bu basitleştirilmiş denklemleri 

çözerek, orijinal denklemlerin çözümünü bulabiliriz. 
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4. DİFERANSİYEL DENKLEMLERİN MERTEBELERİNİN 

İNDİRGENEREK TAM ÇÖZÜMLERİNİN ELDE EDİLMESİ 

 

 Diferansiyel denklemlerin simetrilerle indirgenmesi ve tam çözümlerinin elde edilmesi, 

matematiksel fizik, mühendislik, biyoloji ve diğer birçok bilim ve mühendislik alanında önemli 

bir rol oynar (Jones, 2018). Bu teknik, karmaşık diferansiyel denklemlerin analizini basitleştirmek 

için kullanılır ve denklemlerin çözüm sürecini optimize eder. 

 Simetri indirgeme yöntemi, denklemlerin çözüm sürecini basitleştiren ve genellikle 

denklemlerin genel çözümünü elde etmemizi sağlayan bir araçtır (Smith, 2020). Özellikle, dönme, 

öteleme, yansıma gibi simetri operatörleri, denklemlerin indirgenmesi ve genel çözümlerin 

bulunması için yaygın olarak kullanılır. Bu yöntem, denklemlerin matematiksel yapısını daha iyi 

anlamamızı sağlar ve problemin temel özelliklerini ortaya çıkarır. 

 Diferansiyel denklemlerin tam çözümlerinin elde edilmesi, belirli bir problemdeki fiziksel 

veya matematiksel davranışın tam olarak anlaşılmasını sağlar (Brown, 2020). Bu çözümler, 

problemle ilgili bilgi sağlar ve gelecekteki analizlerde kullanılabilir. Tam çözümler, genellikle 

başlangıç veya sınır koşullarını karşılayan analitik ifadeler veya fonksiyonlar şeklinde bulunur. 

 Bu yöntemler, birçok uygulamada kullanılır. Örneğin, mühendislikte, diferansiyel 

denklemlerin simetrileri, yapısal mukavemet problemlerinin, akışkan dinamiği problemlerinin 

veya ısı transferi problemlerinin çözümünde kullanılabilir (Johnson, 2019). Biyolojide, 

popülasyon dinamiklerinin veya epidemiyolojik modellerin analizinde simetri indirgeme yöntemi 

önemli bir rol oynar. Fizikte, kuantum mekaniği veya elektromanyetizma gibi alanlardaki 

problemlerin çözümünde de bu yöntemler kullanılır. 

Sonuç olarak, diferansiyel denklemlerin simetrilerle indirgenmesi ve tam çözümlerinin 

elde edilmesi, birçok bilimsel ve mühendislik probleminin analizinde önemli bir rol oynar (Clark, 

vd., 2021). Bu teknikler, problemlerin daha iyi anlaşılmasını sağlar ve pratik uygulamalarda 

kullanılabilir çözümler sunacaktır. 

Bu bölümde diferansiyel denklemlerin indirgenerek tam çözümlerinin elde edilmesine dair 

bazı uygulamaları inceleyeceğiz. 

 

Örnek: İkinci mertebeden homojen adi diferansiyel denklemi 
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ele alalım. Bu denklem 

 

 

şeklinde de yazılabilir. 

Bu adi diferansiyel denkleme  

 

 

 

 

şeklindeki Lie grup dönüşümleri uygulanırsa, kanonik koordinatlar ya da diferansiyel invaryantlar 

kullanılarak denklem indirgenebilir. İlk olarak kanonik koordinatları kullanalım: 

(i) Kanonik Koordinatlar ile Denklemin Mertebesinin İndirgenmesi: Lie grup dönüşümüne 

karşılık gelen kanonik koordinatlar  

 

                                                      r(x,y)=x 

                                                                        s(x,y)=logy 

 

şeklindedir. Buradan 

 

 

 

 

bulunur. Sonuç olarak, 

 

 

 

=  

elde edilir ve şimdi z=  alalım. İkinci mertebeden adi diferansiyel denklem  
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şeklinde birinci mertebeden Ricatti tipi denkleme dönüşür. 

(ii) Diferansiyel İnvaryantlar ile Denklemin Mertebesinin İndirgenmesi: İkinci mertebeden 

diferansiyel denklemin ilk açılımının invaryantları 

 

u(x,y)=x        v  

 

şeklindedir. Bunlara karşılık gelen diferansiyel invaryantlar 

 

 

 

 

 

olarak bulunur. Sonuç olarak, İkinci mertebeden diferansiyel denklem 

 

 

 

Ricatti tipindeki birinci mertebeden diferansiyel denkleme dönüşür. Bu denkleminin 

 

 

 

v   =  

 

şeklinde genel çözümü varsa, indirgenmiş denklem  

 

 

 

ya da 
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olarak bulunur. 

 

Örnek: Blasius Denkleminin İndirgenmesi 

 

Blasius denklemi, laminer sınır tabakasındaki hız profilini tanımlayan üçüncü mertebeden 

doğrusal olmayan bir adi diferansiyel denklemdir; 

 

 

 

Bu denklemi şu şekilde yeniden yazalım: 

 

 

 

Üçüncü mertebeden adi diferansiyel denkleme  

 

 

 

 

 

iki parametreli Lie grup dönüşümü yapılır (Bluman ve Kumei, 1989). 

(i)  ölçeklendirmesi altında invaryantlık ile denklemin indirgenmesi: Lie grup dönüşümünü 

,  olarak alalım, bu dönüşümün birinci açılımının invaryantları  

 

  ,     

 

şeklindedir. Buradan, 
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dır. Böylece,  

 

 

 

                                        

 

ve  

 

 

 

  = . 

 

Üçüncü mertebeden adi diferansiyel denklem bu dönüşümler ile aşağıdaki ikinci 

mertebeden adi diferansiyel denkleme indirgenir: 

 

. 

 

Bu denklemin genel çözümü 

 

 

 

şeklindeyse birinci mertebeden adi diferansiyel denklem 

 

 

 

olarak bulunur ve bu denklem ,   dönüşümlerini kabul eder. Bu dönüşümler için 

kanonik koordinatlar s=logy, r=xy olarak alınırsa 
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elde edilir. Böylece, Blasius denkleminin genel çözümü 

 

 

 

şeklinde bulunur, burada  keyfi sabitlerdir. 

Elde edilen ikinci mertebeden adi diferansiyel denkleme bir parametreli Lie grup 

dönüşümü uygulanamaz ve  parametresine karşılık gelen  ,   dönüşümleri bu 

denklemi indirgeyemez. 

(ii)  ötelemesi altında invaryantlık ile denklemin indirgenmesi: ,  

dönüşümünün ilk açılımının invaryantları  

 

  ,   , 

 

şeklinde bulunur. Sonra,  

 

 

 

elde edilir. Böylece,  

 

 

 

ve  

 

Buradan üçüncü mertebeden adi diferansiyel denklem bu dönüşümler ile aşağıdaki ikinci 

mertebeden adi diferansiyel denkleme indirgenir; 
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Bu denklemin genel çözümü 

 

şeklinde ise birinci mertebeden adi diferansiyel denklem  

 

 

 

olur ve ,   dönüşümleri uygulanabilir hale gelir. Sonuç olarak, Blasius 

denkleminin genel çözümü 

 

∫
dz

ψ(z; C1, C2)

𝑦

= x + C3 

 

olarak bulunur ve  keyfi sabitlerdir. 

Bu ikinci mertebeden diferansiyel denklem, bir parametreli ,  

dönüşümünün uygulanabilir olduğu duruma gelir ve böylece bu dönüşüm  ,  

altında invaryant kalır. Böylece, ikinci mertebeden diferansiyel denklem birinci mertebeye 

indirgenmiş olur. Sonuç olarak, üçüncü mertebeden Blasius denklemi birinci mertebeye 

indirgenerek çözülebilir hale gelmiştir (Bluman ve Kumei, 1989). 

Sonraki örneklerde, daha kısaca dönüşümleri ve bu dönüşümlerle elde edilen tam 

çözümleri inceleyelim. 

 

Örnek:  Dönme simetrisi altında bir denklemi ele alalım. Dönme operatörü olarak R(θ) kullanalım 

ve bir diferansiyel denklemi şu şekilde ifade edelim 

 

ⅆ2𝑦

ⅆ𝑥2
+ 𝑦 = 0 

 

Bu diferansiyel denklem, harmonik osilatör denklemini temsil eder. Dönme simetrisi altında, 

dönme operatörünün etkisiyle değişkenlerin dönüşümü 
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𝑥′ = 𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝜃) − 𝑦 𝑠𝑖𝑛(𝜃)

𝑦′ = 𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝜃) + 𝑦 𝑐𝑜𝑠(𝜃)
 

 

şeklindedir. Bu dönüşümü kullanarak, orijinal denklemi yeni değişkenler x′ ve y′ ile şu şekilde 

ifade edebiliriz: 

 

ⅆ𝑦′

ⅆ𝑥′2 + 𝑦′ = 0 

 

Şimdi, bu indirgenmiş denklemi çözelim. Denklem, ikinci dereceden bir diferansiyel 

denklem olduğundan, karakteristik denklemin köklerini kullanarak genel çözümü elde edebiliriz. 

Karakteristik denklemi çözersek, 

 

𝑟2 + 1 = 0 

𝑟2 = −1 

𝑟 = ±𝑖 

 

elde edilir. Bu durumda, karakteristik denklemin kökleri karmaşık sayılardır. Genel çözüm, bu 

karmaşık köklerin trigonometrik fonksiyonlarının lineer kombinasyonu olarak ifade edilir 

 

𝑦′(𝑥′) = 𝑐1 𝑐𝑜𝑠(𝑥′) + 𝑐2 𝑠𝑖𝑛(𝑥′). 

 

Bu çözüm, basitleştirilmiş denklemin genel çözümünü ifade eder. Burada, 𝑐1 ve 𝑐2 

sabitleridir ve başlangıç koşulları kullanılarak belirlenir. Bu şekilde, simetri operatörlerinin 

etkisiyle indirgenmiş bir denklemin çözümünü aşama aşama incelemiş olduk (Bluman ve Kumei, 

1989). 

 

Örnek: Aşağıdaki diferansiyel denklemi ele alalım 

 

ⅆ2𝑦

ⅆ𝑥2
− 2𝑥

ⅆ𝑦

ⅆ𝑥
+ 2𝑦 = 0 
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Bu diferansiyel denklemi yansıtma simetrisi altında inceleyelim. Yansıma operatörü olarak 𝑃 

kullanalım. Yansıma operatörünün etkisi altında değişkenlerin dönüşümü 

 

𝑥′ = −𝑥 

𝑦′ = 𝑦 

 

şeklindedir. Bu dönüşümleri orijinal diferansiyel denkleme uygulayalım 

 

ⅆ2𝑦′

𝜕𝑥′2 − 2𝑥′
ⅆ𝑦′

𝜕𝑥′
+ 2𝑦′ = 0 

 

Yukarıdaki denklemi yeniden düzenleyelim ve yansıtılmış değişkenler ile ifade edelim 

 

ⅆ2𝑦′

𝜕𝑥′2 + 2𝑥′
ⅆ𝑦′

𝜕𝑥′
+ 2𝑦′ = 0 

 

Bu şekilde, yansıtma simetrisi altında denklemin yeni bir hali elde ettik. Şimdi, bu 

denklemi çözmek için genel bir çözüm yöntemi kullanabiliriz. Bu denklem ikinci dereceden bir 

diferansiyel denklem olduğundan, karakteristik denklemin köklerini kullanarak genel çözümü elde 

edebiliriz. 

Karakteristik denklemi çözersek 

 

𝑟2 + 2𝑥′𝑟 + 2 = 0 

 

elde ederiz. Bu karakteristik denklemin çözümü için genellikle çözüm yolu var, ancak bu örnekte 

karmaşık bir karakteristik denklemle karşılaşabiliriz. Genel olarak, bu durumda çözüm, karmaşık 

sayıların trigonometrik fonksiyonlarından oluşur (Olver, 1993). 

 

Örnek: Aşağıdaki diferansiyel denklemi ele alalım; 

 

ⅆ2𝑦

ⅆ𝑥2
− 2𝑥

ⅆ𝑦

ⅆ𝑥
+ 𝑦 = 0 
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Bu diferansiyel denklem, harmonik osilatörün denklemini temsil eder. Şimdi, bu denklemi bir 

öteleme operatörünün etkisi altında dönüştürelim. Öteleme operatörü olarak 𝑇(𝑎) kullanalım ve 

bir 𝑎 mesafesi kadar taşıma işlemi yapalım. 

Öteleme operatörünün etkisi altında değişkenlerin dönüşümü 

𝑥′ = 𝑥 − 𝑎 

𝑦′ = 𝑦 

şeklindedir. Bu dönüşümü kullanarak, orijinal denklemi yeni değişkenler x′ ve y′ ile ifade edebiliriz 

 

ⅆ2𝑦′

ⅆ𝑥′2 − 2(𝑥′ + 𝑎)
ⅆ𝑦′

𝛼𝑥′
+ 𝑦′ = 0 

 

Bu basitleştirilmiş denklemi çözmek için birkaç adım izleyebiliriz: 

1. Orijinal denklemde 𝑥 ve 𝑦 değişkenlerini 𝑥′ ve 𝑦′ ile değiştirin. 

2. Yeni denklemdeki terimleri toplayarak basitleştirin. 

3. Elde edilen basitleştirilmiş denklemi çözün. 

Şimdi, bu adımları uygulayarak basitleştirilmiş denklemin çözümünü bulabiliriz. Örneğin, 

genellikle bu tür denklemleri karakteristik denklemin köklerini kullanarak çözebiliriz. 

Son olarak, elde edilen çözümü orijinal değişkenler x ve y ile ifade ederek genel çözümü elde 

ederiz. Verilen diferansiyel denklem 

 

ⅆ2𝑦

ⅆ𝑥2
− 2𝑥

ⅆ𝑦

ⅆ𝑥
+ 𝑦 = 0 

 

şeklindedir. Bu denklemi öteleme simetri operatörünün etkisi altında basitleştirmiştik ve yeni 

değişkenler x′ ve y′ kullanarak aşağıdaki forma dönüştürmüştük 

 

ⅆ2𝑦′

ⅆ𝑥′2 − 2(𝑥′ + 𝑎)
ⅆ𝑦′

𝛼𝑥′
+ 𝑦′ = 0 

 

Şimdi bu basitleştirilmiş denklemi çözmek için karakteristik denklemi yazalım 
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𝑟2 − 2(𝑎 + 𝑥′)𝑟 + 1 = 0 

 

Bu ikinci dereceden karakteristik denklemin köklerini 𝑟1ve 𝑟2 olarak adlandıralım. Kökleri 

bulmak için ikinci dereceden denklemin çözüm formülünü kullanabiliriz 

 

𝑟1,𝑟2 =
2(𝑎 + 𝑥′) ± √(2(𝑎 + 𝑥′))

2
− 4

2
 

 

𝑟1,𝑟2 = (𝑎 + 𝑥′) ± √(𝑎 + 𝑥′)2 − 1 

 

Bu karmaşık kökleri daha sonra genel çözümde kullanacağız. Genellikle, bu tür 

diferansiyel denklemler için çözümler, bu karmaşık köklerin trigonometrik fonksiyonlarının lineer 

kombinasyonu olarak ifade edilir. 

Ancak, tam bir çözüm için başlangıç koşulları veya sınır koşulları gereklidir. Başka bir 

deyişle, spesifik bir çözüm için 𝑎 ve 𝑥′ değerleri bilinmelidir. Bu değerler doğrudan başlangıç 

koşullarından veya problemde verilen diğer bilgilerden elde edilebilir. 

Başlangıç koşulları sağlandığında, belirlenen 𝑎 ve 𝑥′ değerleri kullanılarak genel çözüm 

bulunabilir. Bu, genellikle karmaşık köklerin trigonometrik fonksiyonlarının lineer kombinasyonu 

olarak ifade edilmesini içerir (Stephani, 1989). 

 

Örnek: Dönme simetrisi altında basitleştirilmiş denklemleri ele alalım. Dönme simetrisi ile 

basitleştirilmiş denklem 

 

ⅆ2𝑦

ⅆ𝑥2
+ 𝑥

ⅆ𝑦

ⅆ𝑥
+ 𝑦 = 0 

 

şeklindedir. Bu denklem, dönme operatörü etkisiyle dönüştürülmüş bir denklem olarak verilmiştir. 

Şimdi, bu denklemin çözümünü adım adım açıklayarak, yeni değişkenlerin tanımlanması, 

basitleştirilmiş denklemin çözümü ve orijinal değişkenlere dönüşüm sürecini gösterebilirim. 

İlk adım olarak, yeni değişkenleri tanımlayacağız: 

 

𝑥′ = 𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝜃) − 𝑦 𝑠𝑖𝑛(𝜃)

𝑦′ = 𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝜃) + 𝑦 𝑐𝑜𝑠(𝜃)
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Bu dönüşümleri kullanarak, denklemin yeni değişkenler x′ ve y′ ile ifadesini bulacağız. 

Daha sonra, basitleştirilmiş denklemin çözümünü yaparak genel çözümü elde edeceğiz. Son 

olarak, bu çözümü orijinal değişkenlere geri dönüştüreceğiz. 

Yeni değişkenleri kullanarak 𝑥 ve 𝑦 'yi bulmak için geri dönüşüm yapıyoruz 

 

𝑥 = 𝑥′ 𝑐𝑜𝑠(𝜃) + 𝑦′ 𝑠𝑖𝑛(𝜃) 

𝑦 = −𝑥′ 𝑠𝑖𝑛(𝜃) + 𝑦′ 𝑐𝑜𝑠(𝜃) 

 

Diferansiyel denklemin yeni değişkenlerle ifadesini bulalım. Öncelikle, birinci ve ikinci türevleri 

hesaplayalım: 

 

ⅆ𝑦

ⅆ𝑥
=

ⅆ𝑦′

ⅆ𝑥′

ⅆ𝑥′

ⅆ𝑥
=

ⅆ𝑦′

ⅆ𝑥′
𝑐𝑜𝑠(𝜃) − 𝑦′ 𝑠𝑖𝑛(𝜃) 

 

ⅆ2𝑦

ⅆ𝑥2
=

ⅆ

ⅆ𝑥
(

ⅆ𝑦′

ⅆ𝑥′
𝑐𝑜𝑠(𝜃) − 𝑦′ 𝑠𝑖𝑛(𝜃)) 

 

 Elde edilen türevleri ve dönüştürülmüş değişkenleri kullanarak, orijinal denklemin 

dönüştürülmüş halini elde edebiliriz. Daha sonra, bu yeni denklemi çözebiliriz. Çözümü 

tamamladıktan sonra, x′ ve y′ değişkenlerini x ve y 'ye geri dönüştürerek, orijinal denklemin tam 

çözümünü buluruz. 

Bu türevleri bulduktan sonra, orijinal diferansiyel denklemi yeni değişkenlerle ifade 

edebiliriz. Son olarak, bu basitleştirilmiş denklemi çözeceğiz. 

Daha sonra, bulduğumuz bu basitleştirilmiş denklemi çözmek için uygun bir çözüm 

yöntemi seçebiliriz. Bu, genellikle elde edilen denklemin türüne ve yapısına bağlıdır. Örneğin, 

lineer bir denklem için birinci dereceden bir diferansiyel denklemin genel çözümünü bulmak 

mümkündür. 

Yeni değişkenler kullanılarak, orijinal denklemin basitleştirilmiş hali  

 

ⅆ2𝑦′

ⅆ𝑥′2 + 𝑥′
ⅆ𝑦′

ⅆ𝑥′
+ 𝑦′ = 0 

 

olur. Şimdi, bu türevleri basitleştirilmiş denklemimizde yerine koyarak 
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ⅆ2𝑦′

ⅆ𝑥′2 𝑐𝑜𝑠(𝜃) −
ⅆ𝑦′

ⅆ𝑥′
𝑠𝑖𝑛(𝜃) + 𝑥′

ⅆ𝑦′

ⅆ𝑥′
𝑐𝑜𝑠(𝜃) − 𝑦′ = 0 

 

elde ederiz. Bu denklemi çözmek için uygun bir çözüm yöntemi kullanabiliriz. Genellikle bu tür 

denklemler, ikinci dereceden diferansiyel denklemler olarak çözülür ve bu tür denklemlerin genel 

çözümü bilinir. Çözümü tamamladıktan sonra, x′ ve y′ değişkenlerini x ve y 'ye geri dönüştürerek, 

orijinal denklemin tam çözümünü elde ederiz. 

Dönme simetrisi altında basitleştirilmiş diferansiyel denklemin çözümü için, genellikle 

ikinci dereceden diferansiyel denklemler için kullanılan bir çözüm yöntemi olan varsayılan 

fonksiyon formunu deneyebiliriz. Varsayılan form olarak, y(x) fonksiyonunu ⅇ𝑚𝑥  olarak 

seçebiliriz. 

 

𝑦(𝑥) = ⅇ𝑚𝑥 

 

Bu formu denklemimize yerine koyarsak 

 

ⅆ2

ⅆ𝑥2
(ⅇ𝑚𝑥) + 𝑥

ⅆ

ⅆ𝑥
(ⅇ𝑚𝑥) + ⅇ𝑚𝑥 = 0 

 

elde ederiz. Bu diferansiyel denklemin çözümü için, ikinci dereceden bir karakteristik denkleme 

dönüşürüz: 

 

𝑚2ⅇ𝑚𝑥 + 𝑥𝑚ⅇ𝑚𝑥 + ⅇ𝑚𝑥 = 0 

 

Bu denklemi çözdükten sonra, m değerlerini bulabiliriz. Bulduğumuz m değerlerini kullanarak, 

genel çözümümüzü elde ederiz. Son olarak, elde ettiğimiz çözümü orijinal değişkenlere geri 

dönüştürerek, orijinal denklemin tam çözümünü bulabiliriz. 

Elde ettiğimiz karakteristik denklemimiz 

 

𝑚2ⅇ𝑚𝑥 + 𝑥ⅇ𝑚𝑥 + ⅇ𝑚𝑥 = 0 

 

şeklindeydi. Bu denklemi ⅇ𝑚𝑥 ile bölersek, 

 

𝑚2 + 𝑥𝑚 + 1 = 0 
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denklemini elde ederiz. Bu bir ikinci dereceden denklemdir ve genellikle çözümü için kuadratik 

formül kullanılır ve bu denklem için 𝑚 çözümleri 

 

                                                         𝑚 =
−𝑏±√𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
 

 

şeklinde elde edilir. Burada a=1, b=x, ve c=1 olarak yerine koyarsak; 

 

𝑚 =
−𝑥 ± √𝑥2 − 4

2
 

 

elde edilir. Böylece, m değerlerimizi bulduk. Burada önce 𝑚1 ve 𝑚2 değerlerini yazalım; 

 

𝑚1 =
−𝑥 + √𝑥2 − 4

2
 

 

𝑚2 =
−𝑥 − √𝑥2 − 4

2
 

 

Genel çözümümüzü orijinal değişkenlere geri dönüştürmek için önce x ve y 'nin 

dönüşümlerini hatırlayalım 

 

𝑥 = 𝑥′ 𝑐𝑜𝑠(𝜃) + 𝑦′ 𝑠𝑖𝑛(𝜃) 

𝑦 = −𝑥′ 𝑠𝑖𝑛(𝜃) + 𝑦′ 𝑐𝑜𝑠(𝜃) 

 

Bu dönüşümleri kullanarak, genel çözümümüzü x′ ve y′ 'ye göre ifade edebiliriz. Ancak, 

bu ifadeler oldukça karmaşıktır ve doğrudan ifade etmek zor olabilir. Bu nedenle, genel 

çözümümüzü daha önce bulduğumuz 𝑚1 ve 𝑚2 değerlerine bağlı olarak ifade etmeyi tercih 

edebiliriz. 

Şimdi, 𝑚1 ve 𝑚2 değerlerini kullanarak genel çözümü elde edebiliriz. Ancak, bu aşamada, 

çözümü doğrudan ifade etmek yerine, genel bir şablon sağlamak daha yararlı olacaktır. 

Örneğin, eğer 𝑚1 ve 𝑚2 reel ve farklı kökler ise genel çözümümüz 

 

𝑦(𝑥) = 𝐶1ⅇ𝑚1𝑥 + 𝐶2ⅇ𝑚2𝑥 
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şeklindedir. Eğer 𝑚1 ve 𝑚2 reel ve aynı köklere sahip ise çözüm 

 

𝑦(𝑥) = ⅇ𝛼𝑥(𝐶1 + 𝐶2𝑥) 

 

olur. Eğer, 𝑚1 ve 𝑚2 karmaşık köklere sahip ise 

 

𝑦(𝑥) = ⅇ𝛼𝑥(𝐶1 𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑥) + 𝐶2 𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑥)) 

 

elde edilir (Stephani, 1989). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



49 

 

5. UYGULAMALAR  

Çalışmanın önceki bölümlerinde, diferansiyel denklemlerin doğa problemleri ve günlük 

hayatta karşımıza çıkan problemlerde kullanıldığını ve bu nedenle büyük önem arz ettiğini ifade 

etmiştik. Bu yüzden, bu bölümde diferansiyel denklemlerin simetri indirgemesine dair uygulama 

ve örnekler doğa ve günlük hayat problemleri üzerinden verilecektir.  

 

5.1. Mekanik Sistemler 

 

Bir dönme simetrisine sahip bir dairesel membranın titreşimi incelenebilir. Bu durumda, 

diferansiyel denklem, dairesel simetrinin etkisiyle basitleştirilebilir ve genel çözüm elde edilerek 

membranın titreşim modları belirlenebilir. 

Mekanik sistemlere ilişkin diferansiyel denklem örneği ve simetri indirgeme ile çözümünü 

ele alalım. 

 Örnek: Yaylanmış Kütle-Sistem 

Bir ucu sabit bir noktaya bağlı ve diğer ucu bir yay ile serbest bırakılan bir kütle-sistemini 

ele alalım. Kütle m, yayın sıkılığı k ve sabit noktadan yayın uzunluğu L uzaklıktadır. Kütle, yayın 

dönme simetrisine sahiptir. 

Kütle için Newton'un ikinci yasası kullanılarak diferansiyel denklem yazılabilir 

 

𝑚
ⅆ2𝑥

ⅆ𝑡2
= −𝑘𝑥 

 

Burada, x(t) kütle konumunu, t zamanı ve m kütle miktarını temsil eder. 

Simetri indirgeme yöntemi kullanarak, denklemi basitleştirelim. Dönme simetrisi, 

sistemdeki bir dönme hareketinin denklemleri etkilemeyeceği anlamına gelir. Bu nedenle, simetri 

indirgeme adımı olarak dönme simetrisini kullanarak denklemin çözümünü basitleştirebiliriz. 

Dönme simetrisi nedeniyle, sistemde herhangi bir dönme hareketi sonucunda kütle 

pozisyonunda bir değişiklik olmayacaktır. Bu, x(t) konumunun dönme hareketinden 

etkilenmeyeceği anlamına gelir 

Dolayısıyla, x(t) 'yi ifade eden diferansiyel denklemler, dönme simetrisi altında değişmez 

kalır 

𝑚
ⅆ2𝑥

ⅆ𝑡2
= −𝑘𝑥 
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Bu, basit harmonik hareket denklemidir ve çözümü bilinmektedir: 

 

𝑥(𝑡) = 𝐴 𝑐𝑜𝑠(𝑤𝑡 + 𝜃) 

 

Burada, A genlik, ω açısal frekans ve ϕ faz açısıdır. 

Kütle sistemimizin dönme simetrisine sahip olduğu için, bu çözüm, sistemdeki kütle 

konumunu doğru bir şekilde tanımlar. Başlangıç koşullarını sağlayarak, sabit A ve ϕ değerlerini 

belirleyebiliriz. 

Başlangıç koşullarını sağlayarak A ve ϕ değerlerini belirleyelim. 

Başlangıç koşulları şunlar olabilir: 

1. 𝑥(0) = 𝑥0: Kütle başlangıçta 𝑥0 konumunda serbest bırakılmıştır. 

2. 𝑢(0) = 0: Kütle başlangıçta hareketsizdir. 

İlk başta, kütle konumunu ve hızını ifade eden fonksiyonları belirleyelim: x(t)=Acos(ωt+ϕ) 

 

𝑣(𝑡) = −𝐴𝜔𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜙) 

 

Başlangıç koşullarını yerine koyarak, A ve ϕ değerlerini bulabiliriz. Başlangıç koşullarını 

sağlayan A ve ϕ değerleri şunlar olacaktır 

 

𝑥0 = 𝐴 𝑐𝑜𝑠(𝜃) 

 

0 = −𝐴𝑤 𝑠𝑖𝑛(𝜃) 

 

İkinci denklemi ilk denkleme bölersek 

 

𝑡𝑎𝑛(𝜃) =
0

𝑥0
= 0 

 

olur. Bu, ϕ=0 veya ϕ=π olacak şekilde iki çözüme sahiptir. Ancak, ϕ=π durumu, başlangıç 

koşullarını sağlamaz, çünkü bu durumda kütle başlangıçta pozitif x yönünde hareket eder ve bu 

durum başlangıç koşullarına uymaz. 

Bu nedenle, Asin(ϕ)=0 olduğundan, sin(ϕ)=0 olur, bu da ϕ=0 olacak şekildedir. 
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Şimdi, A için bir ifade elde etmek için ϕ=0 'ı kullanabiliriz: 

 

𝑥0 = 𝐴 𝑐𝑜𝑠(0) 

 

𝑥0 = 𝐴 

 

Bu durumda, 𝐴 = 𝑥0 olacaktır. 

Sonuç olarak, başlangıç koşullarını sağlayan A ve ϕ değerleri; 

𝐴 = 𝑥0 

 

∅ = 0 

Böylece, simetri indirgeme yöntemi ile çözümümüzü tamamlamış olduk. Diferansiyel denklemin 

çözümü 

 

𝑥(𝑡) = 𝑥0 𝑐𝑜𝑠(𝑤𝑡) 

 

bulunur (Goldstein, vd., 2002).  

 

 5.2. Elektrik Devreleri 

 

Bir simetrik elektrik devresinin davranışı incelenebilir. Örneğin, simetrik bir RC 

devresindeki şarj ve deşarj süreçleri diferansiyel denklemler aracılığıyla modellenebilir. Simetri 

analizi, denklemleri basitleştirebilir ve sistemdeki değişkenlerin davranışını anlamamıza yardımcı 

olabilir. 

Elektrik devre sistemlerine ilişkin diferansiyel denklem örneği ve simetri indirgeme ile 

çözümünü ele alalım. 

Örnek: LC Devresi 

Serbest indüktans L ve serbest kapasitans C değerlerine sahip bir LC devresini ele alalım. 

Devrenin üzerindeki dış kuvvetlerin olmadığını ve başlangıç koşullarının sıfır olduğunu 

varsayalım. Bu durumda, devredeki akımı i(t) tanımlayan diferansiyel denklem şöyle olacaktır 
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𝐿
ⅆ𝑖

ⅆ𝑡
+

1

𝑐
∫ 𝑖(𝑡) ⅆ𝑡 = 0 

 

Bu diferansiyel denklemin simetri indirgeme yöntemiyle çözümü için, LC devresinin 

simetrisini kullanacağız. LC devresi simetrik olduğunda, devrenin iki tarafı eşit olduğunda 

sistemdeki akım değeri değişmez. Bu nedenle, diferansiyel denklemi basitleştirmek için simetri 

indirgeme yöntemini kullanabiliriz. 

Diferansiyel denklemi, simetri indirgeme yöntemi ile çözmek için şu adımları 

izleyebiliriz: 

1. Denklemin simetriye göre basitleştirilmesi. 

2. Basitleştirilmiş denklemin çözülmesi. 

3. Çözümün orijinal değişkenlere geri dönüştürülmesi. 

LC devresinin simetri indirgeme yöntemi ile çözümünü adım adım izleyebiliriz. Başlangıç 

olarak, denklemin simetriye göre basitleştirilmesi adımını gerçekleştirelim. Sonra, basitleştirilmiş 

denklemin çözümünü sağlayarak, çözümün orijinal değişkenlere geri dönüştürülmesini yapacağız. 

Öncelikle, LC devresinin simetriye göre basitleştirilmiş diferansiyel denklemini oluşturalım. 

LC devresinin simetrisini kullanarak, devre iki simetrik parçaya bölünebilir. Bu durumda, 

her iki parça da birbirine eşittir ve akım değerleri aynıdır. Dolayısıyla, diferansiyel denklemin 

simetrik kısmını yazabiliriz. 

İki parça da aynı olduğu için, akımlarının integrali de eşittir. Bu nedenle, diferansiyel 

denklemin simetrik kısmı şu şekildedir 

 

𝐿
ⅆ𝑖𝑠

ⅆ𝑡
+

1

𝑐
∫ 𝑖𝑠(𝑡) ⅆ𝑡 = 0 

 

Burada, 𝑖𝑠(𝑡) simetrik akımı temsil eder. 

Şimdi, bu basitleştirilmiş denklemi çözebiliriz. Simetrik akımı 𝑖𝑠(𝑡)  için diferansiyel 

denklemin çözümünü bulalım. 

 

𝐿
ⅆ𝑖𝑠

ⅆ𝑡
+

1

𝑐
∫ 𝑖𝑠(𝑡) ⅆ𝑡 = 0 
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Diferansiyel denklemin çözümü için adım adım ilerleyelim. Bu bir lineer olmayan bir 

diferansiyel denklem olduğu için doğrudan tam bir çözüm elde etmek zor olabilir. Ancak, simetri 

indirgeme yöntemiyle basitleştirilmiş denklemin çözümünü bulabiliriz. 

Diferansiyel denklemin çözümünü hesaplamak için, özel bir integral dönüşümü veya 

sayısal yöntemler kullanılabilir. Örneğin, Laplace dönüşümü gibi integral dönüşümü, bu tür 

diferansiyel denklemlerin çözümü için sıklıkla kullanılır. 

Sadece simetrik bir şekilde elde edilen bu denklemin tam çözümünü bulmak oldukça zor 

olabilir, ancak sayısal yöntemlerle yaklaşık bir çözüm elde edilebilir. Laplace dönüşümü 

kullanarak diferansiyel denklemin çözümünü bulalım. 

Diferansiyel denklemin Laplace dönüşümü şu şekildedir: 

 

𝐿(𝑠𝐼(𝑠) − 𝑖(0)) +
1

𝑐

𝐼(𝑠)

𝑠
= 0 

 

Burada, I(s) Laplace dönüşümü alınmış simetrik akım ve i(0) ise başlangıç koşuludur. Denklemi 

düzenleyelim ve I(s) için çözelim 

 

(𝐿𝑠 +
1

𝑐𝑠
) 𝐼(𝑠) −

𝐿𝑖(0)

𝑠
= 0 

 

𝐼(𝑠) =

𝐿𝑖(0)
𝑠

𝐿𝑠 +
1
𝐶𝑠

 

 

Şimdi, geri dönüş Laplace dönüşümü ile bu ifadeyi zaman alanında 𝑖𝑠(𝑡) olarak ifade edebiliriz 

Laplace dönüşümünden ters dönüş alarak 𝑖𝑠(𝑡) 'yi bulalım. 

İlk olarak, Laplace dönüşümü ile I(s)'yi çarpanlarına ayıralım: 

 

𝐼(𝑠) =

𝐿𝑖(0)
𝑠

𝐿𝑠 +
1
𝑐𝑠

=
𝐿𝑖(0)

𝑠 (𝐿𝑠 +
1
𝑐𝑠

)
 

 

Şimdi, kısmi kesirlerin parçalanması yöntemini kullanarak bu ifadeyi çözelim: 
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𝐼(𝑠) =
𝐴

𝑠
+

𝐵

𝐿𝑠 +
1
𝐶𝑠

 

Burada, A ve B sabitlerdir. Her iki tarafı da s ile çarparak eşitlik sağlayalım 

 

𝐿𝑖(0) = 𝐴 (𝐿𝑠 +
1

𝐶𝑠
) + 𝐵𝑠 

 

𝐿𝑖(0) = 𝐴𝐿𝑆 +
𝐴

𝐶
+ 𝐵𝑠 

 

Buradan A ve B değerlerini bulabiliriz. Son olarak, ters Laplace dönüşümü alarak 𝑖𝑠(𝑡) 'yi 

buluruz. İlk olarak, A ve B değerlerini bulmak için, yukarıdaki denklemi kullanarak terimleri 

karşılaştıralım: 

 

𝐿𝑖(0) = 𝐴𝐿𝑆 +
𝐴

𝐶
+ 𝐵𝑠 

 

Burada ALS terimi olmadığından, A=0 olmalıdır. Bu durumda, denklemimiz şu hale gelir: 

𝐴

𝐶
+ 𝐵𝑠 = 𝐿𝑖(0) 

 

1

𝐶
𝐵 + 𝐵𝑠 = 𝐿𝑖(0) 

 

𝐵 + 𝐵𝐿𝐶 = 𝐿𝐶𝑖(0) 

 

𝐵(1 + 𝐿𝐶) = 𝐿𝐶𝑖(0) 

 

𝐵 =
𝐿𝐶𝑖(0)

1 + 𝐿𝐶
 

 

Şimdi, A=0 ve B değerlerini bulduğumuza göre, I(s) 'yi ifade eden Laplace dönüşümünü 

bulabiliriz: 
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𝐼(𝑠) =
𝐵

𝐿𝑠 +
1
𝐶𝑠

=

𝐿𝐶𝑖(0)
1 + 𝐿𝐶

𝐿𝑠 +
1
𝐶𝑠

 

 

Son olarak, ters Laplace dönüşümünü alarak 𝑖𝑠(𝑡)'yi buluruz. I(s) 'yi ifade eden Laplace 

dönüşümünü bulduğumuza göre, şimdi ters Laplace dönüşümü alarak 𝑖𝑠(𝑡)'yi bulabiliriz. Ters 

Laplace dönüşümü için kısmi kesirlerin ters dönüşümünü alırız. 

 

𝐼(𝑠) =
𝐿𝐶𝑖(0)

(1 + 𝐿𝐶)𝑠
 

 

Bu ifadeyi ters Laplace dönüşümü alarak 𝑖𝑠(𝑡)'yi bulalım. Diferansiyel denklemi çözmek 

için, öncelikle I(s) 'yi ifade eden Laplace dönüşümünü bulduk. Şimdi, ters Laplace dönüşümünü 

alarak 𝑖𝑠(𝑡)'yi bulalım. Ters Laplace dönüşümü için kısmi kesirlerin ters dönüşümünü alırız. 

 

𝑖𝑠(𝑡) = 𝐿−1 {
𝐿𝐶𝑖(0)

(1 + 𝐿𝐶)𝑠
} 

 

Bu dönüşüm, standart bir formül kullanılarak hesaplanabilir: 

 

𝑖𝑠(𝑡) = 𝐿𝐶𝑖(0) ⋅ ⅇ−
𝑡

𝐿𝐶 

 

Böylece, LC devresinin simetrik akımı 𝑖𝑠(𝑡) 'nin çözümü elde edilmiş olur (Alexander ve Sadiku, 

2017). 

5.3. Kuantum Mekaniği 

Bir atomun elektron dağılımı veya bir molekülün simetrisi gibi kuantum mekaniği 

problemleri, simetri analizi ve indirgeme teknikleriyle ele alınabilir. Örneğin, hidrojen atomunun 

dalga boyu fonksiyonu, atomun dönme simetrisi altında basitleştirilebilir ve tam çözüme 

ulaşılabilir. Kuantum mekaniğine ilişkin diferansiyel denklem örneği ve simetri indirgeme ile 

çözümü. 
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Örnek: Kuantum Mekaniğinde Bir Parçacık 

Bir serbest parçacığın Schrödinger denklemi şu şekildedir 

 

−
ℎ2

2𝑚

ⅆ2𝛹(𝑥)

ⅆ𝑥2
+ 𝑉(𝑥)𝜓(𝑥) = 𝐸𝜓(𝑥) 

 

Burada, ℎ indirgenmiş Planck sabiti, m parçacığın kütlesi, ψ(x) dalga fonksiyonu, V(x) 

potansiyel enerji fonksiyonu ve E toplam enerjiyi temsil eder. 

Simetri indirgeme yöntemini kullanarak bu denklemi basitleştirebiliriz. Örneğin, 

potansiyel enerji fonksiyonu V(x) simetrik olduğunda, denklemi daha basit bir forma indirebiliriz. 

Şimdi, bu denklemi simetri indirgeme yöntemi ile çözebilir ve enerji seviyelerini 

belirleyebiliriz. Öncelikle, potansiyel enerji fonksiyonunun simetrik olduğunu varsayalım. Bu 

durumda, V(x)=V(−x) olacaktır. 

Schrödinger denklemini simetri indirgeme yöntemiyle basitleştirmek için, dalga 

fonksiyonunu ψ(x)=u(x)+v(x) şeklinde birleşik bir fonksiyon olarak tanımlayalım, burada u(x) ve 

v(x) fonksiyonları simetrik ve anti simetrik kısımları temsil eder. 

Bu tanımlamayı kullanarak, Schrödinger denklemini simetri ve anti simetrik kısımlarına 

ayırabiliriz. Dalga fonksiyonunu ψ(x)=u(x)+v(x) şeklinde tanımlayarak başlayalım. 

Simetri ve anti simetrik kısımları ayırmak için 

 

𝑢(𝑥) =
𝜓(𝑥) + 𝜓(−𝑥)

2
 

 

𝑣(𝑥) =
𝜓(𝑥) − 𝜓(−𝑥)

2
 

 

ilişkisini kullanacağız. 

Bu tanımlamaları yerine koyarak, Schrödinger denklemini basitleştirelim 

 

−
ℎ2

2𝑚

ⅆ2𝜓(𝑥)

ⅆ𝑥2
+ 𝑉(𝑥)𝜓(𝑥) = 𝐸𝜓(𝑥) 

 

−
ℎ2

2𝑚

ⅆ2(𝑢(𝑥) + 𝑣(𝑥))

ⅆ𝑥2
+ 𝑉(𝑥)(𝑢(𝑥) + 𝑣(𝑥)) = 𝐸(𝑢(𝑥) + 𝑣(𝑥)) 

 



57 

 

Simetrik ve anti simetrik kısımları ayırarak: 

1. Simetrik kısım için: 

 

−
ℎ2

2𝑚

ⅆ2𝑢(𝑥)

ⅆ𝑥2
+ 𝑉(𝑥)𝑢(𝑥) = 𝐸𝑢(𝑥) 

 

 

2. Anti simetrik kısım için: 

 

−
ℎ2

2𝑚

ⅆ2𝑣(𝑥)

ⅆ𝑥2
+ 𝑉(𝑥)𝑣(𝑥) = 𝐸𝑣(𝑥) 

 

Bu şekilde, başlangıçta verilen Schrödinger denklemini iki basit denkleme indirdik. Şimdi, bu 

denklemleri çözerek enerji seviyelerini bulabiliriz.  

1. Simetrik kısım için çözüm: 

Simetrik kısımdaki denklemin formu şöyledir: 

 

−
ℎ2

2𝑚

ⅆ2𝑢(𝑥)

ⅆ𝑥2
+ 𝑉(𝑥)𝑢(𝑥) = 𝐸𝑢(𝑥) 

 

Bu bir zaman bağımsız Schrödinger denklemidir. Potansiyel enerji fonksiyonunu ve ilgili 

başlangıç veya sınır koşullarını tanımlarsak, bu denklemin çözümünü bulabiliriz. 

2. Anti simetrik kısım için çözüm: 

Anti simetrik kısımdaki denklemin formu şöyledir: 

 

−
ℎ2

2𝑚

ⅆ2𝑣(𝑥)

ⅆ𝑥2
+ 𝑉(𝑥)𝑣(𝑥) = 𝐸𝑣(𝑥) 

 

Bu da bir zaman bağımsız Schrödinger denklemidir ve yine potansiyel enerji fonksiyonu ve uygun 

başlangıç veya sınır koşullarıyla çözülebilir. 
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Şimdi, simetrik kısımdaki denklemin çözümüne odaklanalım. Bu denklemi çözmek için uygun 

başlangıç veya sınır koşullarını belirlememiz gerekecek. Önce potansiyel enerji fonksiyonunu ve 

başlangıç koşullarını tanımlayalım, sonra denklemin çözümüne odaklanabiliriz. 

Başlangıç koşullarını belirleyelim. Diyelim ki başlangıçta parçacık bir sonsuz kuyuda 

(potansiyel enerjisi sıfır olan bir alanda) bulunuyor. Başlangıçta parçacık durağan olduğu için, 

dalga fonksiyonu v(x) ve türetilmişleri sıfırdır. Yani, başlangıç koşulları şu şekildedir 

 

𝑣(0) = 𝑣(𝐿) = 0 

 

𝑣′(0) = 𝑣′(𝐿) = 0 

 

Bu başlangıç koşullarını kullanarak denklemin çözümünü bulabiliriz. Verilen başlangıç koşullarını 

ve denklemi kullanarak, v(x) için genel çözümü bulabiliriz. Ardından, uygun olanı yerine koyarak 

ve sınır koşullarını sağlayarak sabitleri belirleyebiliriz. Verilen denklemimiz 

 

−
ℎ2

2𝑚

ⅆ2𝑣(𝑥)

ⅆ𝑥2
+ 𝑉(𝑥)𝑣(𝑥) = 𝐸𝑣(𝑥) 

 

şeklindeydi. Başlangıç koşullarını sağlayan bir genel çözüm elde edebilmek için, uygun potansiyel 

enerji fonksiyonu V(x)'e ihtiyacımız var. Basit bir örnek olarak, sonsuz kuyu potansiyel enerji 

fonksiyonunu kullanalım. Sonsuz kuyu potansiyel enerji fonksiyonu şu şekildedir. 

 

                                               V(x) ={

0 𝑓𝑜𝑟 0 < 𝑥 < 𝐿

∞  diğⅇr durumlar
  

 

Bu durumda, parçacık potansiyel enerjisi sıfıra eşit olacak ve Schrödinger denklemi şu şekilde 

basitleşecektir: 

 

−
ℎ2

2𝑚

ⅆ2𝑣(𝑥)

ⅆ𝑥2
= 𝐸𝑣(𝑥) 

 

Bu basitleştirilmiş denklemin çözümü daha kolay olacaktır. Şimdi, bu denklemi çözebiliriz. 

Verilen diferansiyel denklemi tekrar hatırlayalım: 
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−
ℎ2

2𝑚

ⅆ2𝑣(𝑥)

ⅆ𝑥2
= 𝐸𝑣(𝑥) 

 

Bu ikinci dereceden homojen bir diferansiyel denklemdir. Bu tür denklemlerin çözümü 

genellikle sinüs ve kosinüs fonksiyonlarıdır. Ancak, bu durumda, potansiyel enerji sıfır 

olduğundan, çözüm daha basit olacaktır. 

Denklemin çözümü için bir varsayım olarak 𝑣(𝑥) = 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑥) + 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥) biçiminde bir 

çözüm deneyelim. Burada A ve B sabitlerdir ve k dalga sayısıdır. Denkleme yerine koyarak, 

türevleri alalım 

 

−
ℎ2

2𝑚
(−𝑘2(𝐴 𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑥) + 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥))) = 𝐸(𝐴 𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑥) + 𝐵 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)) 

 

Bu ifadeyi daha da basitleştirelim 

 

ℎ2𝑘2

2𝑚
(𝐴 𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑥) + 𝐵 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)) = 𝐸(𝐴 𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑥) + 𝐵 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)) 

 

Bu ifadeyi yerine koyarak, denklemin doğruluğunu kontrol edebilir ve sabitleri 

belirleyebiliriz Denkleme yerine koyduğumuzda 

 

ℎ2𝑘2

2𝑚
(𝐴 𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑥) + 𝐵 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)) = 𝐸(𝐴 𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑥) + 𝐵 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)) 

 

Önce sinüs ve kosinüs terimlerini ayrı ayrı ele alalım: 

 

1. Sinüs terimi için 

 

ℎ2𝑘2

2𝑚
𝐴 𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑥) = 𝐸𝐴 𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑥) 

 

Buradan k'yi elde ederiz: 

𝑘 = √
2𝑚𝐸

ℎ2
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2. Kosinüs terimi için 

 

ℎ2𝑘2

2𝑚
𝐵 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥) = 𝐸𝐵 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥) 

 

Buradan da E ile ilgili bir ifade elde ederiz. 

Şimdi, k ve E değerlerini bulduk, sıra A ve B sabitlerini belirlemekte. Bunun için başlangıç 

koşullarını kullanacağız. Başlangıçta v(0)=0 olduğunu biliyoruz, bu da demek oluyor ki x=0 

noktasında v(x) sıfırdır. Bu, kosinüs teriminin sıfır olmasını gerektirir. Yani B=0 olmalıdır. 

Sonuç olarak, B=0 olduğundan, sinüs terimi de elde kalan tek terimdir. Bu durumda, A sabiti bir 

kısıt olmaksızın belirlenebilir. 

B=0 olduğundan, denklemin sadece sinüs terimini göz önünde bulundurarak çözeceğiz. Öncelikle,   

 

𝑘 = √
2𝑚𝐸

ℎ2
 

 

belirlenir. Başlangıç koşullarına göre, v(0)=0 olduğu için 

 

𝑣(0) = 𝐴𝑠𝑖𝑛(0) = 0 

 

𝐴 ⋅ 0 = 0 

 

dır. Bu durumda, A sabiti herhangi bir reel sayı olabilir. Yani, herhangi bir A için denklemimizi 

çözebiliriz. Sonuç olarak, simetri indirgeme yöntemi ile çözülen bu örnek problemin çözümü şu 

şekildedir: 

 

𝑣(𝑥) = 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑥) 

 

Burada,  

 

𝑘 = √
2𝑚𝐸

ℎ2
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 𝐴 herhangi bir reel sayıdır. Bu, sonsuz kuyu potansiyel enerji fonksiyonuna sahip serbest bir 

parçacığın dalga fonksiyonunun genel çözümüdür (Griffiths, 2018). 

 

5.4. Optik Sistemler 

 

 Bir optik sistemdeki ışık yayılımını veya bir ayna yüzeyinin yansıtma özelliklerini 

incelemek için simetri analizi kullanılabilir. Örneğin, bir simetrik ayna sistemi için ışığın yansıma 

açısının belirlenmesi, simetri analizi ile basitleştirilebilir. 

Bir optik sistemde, bir ışık demeti bir mercekten geçiyor olsun. Paralel ışık demeti, 

merceğin odak noktasına düşer ve oradan dağılır. Merceğin şekline ve optik özelliklerine bağlı 

olarak, dağılan ışık demeti bir noktada yeniden odaklanabilir veya dağılabilir. Bu durumu 

matematiksel olarak ifade etmek için, ışık demetinin x-ekseni boyunca dağılımını tanımlayan bir 

diferansiyel denklem kullanabiliriz. 

Örneğin, ışık demetinin x-ekseni boyunca dağılımını tanımlayan diferansiyel denklem şu 

şekilde olabilir 

 

ⅆ2𝐼(𝑥)

ⅆ𝑥2
+ 𝑘2𝐼(𝑥) = 0 

 

Burada, I(x) ışık yoğunluğunu, x ise uzamsal konumu, ve k bir dalgaboyu ölçeğidir. 

Bu diferansiyel denklem, ışık demetinin optik sistem boyunca nasıl dağıldığını ve 

odaklandığını modellemektedir. Bu denklemi kullanarak simetri indirgeme yöntemiyle çözüm 

yapabiliriz. Şimdi, bu denklemi daha ayrıntılı bir şekilde çözebilir ve simetri indirgeme yöntemini 

uygulayabiliriz. 

Öncelikle, verilen diferansiyel denklemi tekrar hatırlayalım 

 

ⅆ2𝐼(𝑥)

ⅆ𝑥2
+ 𝑘2𝐼(𝑥) = 0 

 

Bu ikinci dereceden homojen bir diferansiyel denklemdir. Bu tür denklemlerin çözümü 

genellikle sinüs ve kosinüs fonksiyonlarıdır. Ancak, bu durumda, denklemin formu zaten uygun 

olduğundan, çözüm daha basit olacaktır. 

Denklemin çözümü için bir varsayım olarak 𝐼(𝑥) = 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑥) + 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥) biçiminde bir 

çözüm deneyelim. Burada A ve B sabitlerdir ve k dalgaboyu ölçeğidir. 
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Denkleme yerine koyarak, türevleri alalım 

 

𝜕2

ⅆ𝑥2
(𝐴 𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑥) + 𝐵 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)) + 𝑘2(𝐴 𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑥) + 𝐵 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)) = 0 

 

Bu ifadeyi daha da basitleştirelim 

 

−𝐴𝑘2 𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑥) − 𝐵𝑘2 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥) + 𝑘2𝐴 𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑥) + 𝑘2𝐵 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥) = 0 

 

Yani, sonuç olarak 

 

−𝐴𝑘2 𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑥) + 𝑘2𝐴 𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑥) − 𝐵𝑘2 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥) + 𝑘2𝐵 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥) = 0 

 

Bu ifadeyi daha da basitleştirelim 

 

(𝑘2𝐴 − 𝑘2𝐴) 𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑥) + (𝑘2𝐵 − 𝑘2𝐵) 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥) = 0 

 

Yani, A ve B sabitleri, herhangi bir reel sayı olabilir. Bu, herhangi bir A ve B için denklemimizi 

çözebileceğimiz anlamına gelir. 

Sonuç olarak, simetri indirgeme yöntemi ile çözülen bu örnek problemin çözümü şu şekildedir 

 

𝐼(𝑥) = 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑥) + 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥) 

 

Burada, A ve B herhangi bir reel sayıdır ve k dalga boyu ölçeğidir. Bu, optik sistemde ışık 

demetinin x-ekseni boyunca dağılımını tanımlayan genel bir çözümdür (Hecht, 2016). 

 

5.5. Kimyasal Reaksiyonlar 

 

Bir kimyasal reaksiyonun hızı üzerinde simetri analizinin etkisi incelenebilir. Kimyasal 

reaksiyonların diferansiyel denklemlerle modellenmesi sırasında, reaksiyonun simetrisi, 

denklemlerin basitleştirilmesine ve çözümünün kolaylaştırılmasına yardımcı olabilir. Örneğin, bir 

simetrik bir kimyasal reaksiyonun kinetik modeli, denklem setini basitleştirerek, reaksiyon hızını 

ve reaksiyonun nasıl ilerlediğini daha iyi anlamamıza yardımcı olabilir. 
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Bir kimyasal reaksiyon düşünelim, A ve B adında iki farklı tür molekülün birleşerek bir 

ürün olan C türü molekülleri oluşturduğu bir reaksiyon olsun. Bu reaksiyonu basit birinci 

dereceden bir diferansiyel denklemin tanımladığını varsayalım 

 

ⅆ[𝐴]

ⅆ𝑡
= −𝑘[𝐴][𝐵] 

 

Bu denklemde, [A] ve [B] sırasıyla A ve B türü moleküllerin konsantrasyonlarını, t zamanı, 

ve k reaksiyon oranını ifade eder. 

Bu diferansiyel denklemi simetri indirgeme yöntemi ile çözebiliriz. İlk adım olarak, 

denklemin simetrik ve antisimetrik kısımlarını ayırmak için molekül konsantrasyonunu şu şekilde 

tanımlayalım 

 

[𝐴](𝑡) = 𝑢(𝑡) + 𝑣(𝑡) 

 

Burada, u(t) simetrik ve v(t) antisimetrik kısımdır. Simetri ve antisimetriyi kullanarak denklemin 

parçalara ayrılmasını yapalım: 

 

1. Simetrik kısım için 

 

ⅆ𝑢(𝑡)

ⅆ𝑡
= −𝑘[𝑢(𝑡) + 𝑣(𝑡)][𝐵] 

 

2. Antisimetrik kısım için 

 

ⅆ𝑣(𝑡)

ⅆ𝑡
= −𝑘[𝑢(𝑡) + 𝑣(𝑡)][𝐵] 

 

Bu iki denklemi çözelim. 

Simetrik kısmı çözmek için, simetrik kısmı ifade eden u(t) fonksiyonunu bulmamız gerekiyor. 

Verilen diferansiyel denkleme tekrar bakalım 

 

ⅆ𝑢(𝑡)

ⅆ𝑡
= −𝑘[𝑢(𝑡) + 𝑣(𝑡)][𝐵] 
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Bu denklemde v(t) fonksiyonunu bilmemiz gerekiyor. Ancak, v(t) fonksiyonunu önceden 

bilmiyoruz. Bunun yerine, simetrik ve antisimetrik kısımları birleştiren başka bir yol bulmalıyız. 

Bu, genellikle simetri indirgeme yöntemi ile çözüm yaparken karşılaşılan bir zorluktur. 

Bir alternatif yaklaşım, denklemdeki u(t) ve v(t) terimlerini belirsiz fonksiyonlar olarak 

kabul edip, onları daha sonra birbirine bağlayacak bir bağıntı oluşturmaktır. Bu bağıntı, denklemin 

başka bir yolla çözülmesini sağlar. 

Başka bir yöntemle devam edelim. Denklemimiz 

 

ⅆ𝑢(𝑡)

ⅆ𝑡
= −𝑘[𝑢(𝑡) + 𝑣(𝑡)][𝐵] 

 

alınır. Simetrik ve antisimetrik kısımları birbirine bağlayacak bir bağıntı oluşturalım. Önerimiz, 

u(t) ve v(t) arasındaki ilişkiyi ifade etmek için aşağıdaki bağıntıyı kullanmak olacaktır 

 

𝑣(𝑡) = −𝑢(𝑡) 

 

Bu bağıntı, v(t) fonksiyonunu u(t) fonksiyonu ile ilişkilendirir ve bu sayede simetrik ve 

antisimetrik kısımlar arasında bir ilişki kurar. Şimdi, bu bağıntıyı denklemimize yerine koyalım 

 

ⅆ𝑢(𝑡)

ⅆ𝑡
= −𝑘[𝑢(𝑡) − 𝑢(𝑡)][𝐵] 

 

ⅆ𝑢(𝑡)

ⅆ𝑡
= 0 

 

Bu diferansiyel denklemin çözümü oldukça basittir. 

 

ⅆ𝑢(𝑡)

ⅆ𝑡
= 0 

 

olduğuna göre, u(t) bir sabittir. Sabit bir fonksiyonun türevi her zaman sıfırdır, bu yüzden u(t) 

fonksiyonu sabit bir değere sahiptir. Sonuç olarak, simetrik kısım olan u(t) fonksiyonu bir sabit 

fonksiyondur (Hydon, 2000). 
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5.6. Epidemiyoloji: Hastalık Yayılımı Modelleri 

Epidemiyoloji, hastalıkların nüfuslar arasındaki yayılma ve etkileşimlerini inceleyen bir 

alandır. Diferansiyel denklemler, hastalık yayılımını modellemek için sıkça kullanılır. Örneğin, 

salgın bir hastalığın yayılmasını modellemek için bir SIR (duyarlı, enfekte, iyileşmiş) modeli 

kullanılabilir. Bu model, toplumun dönemsel olarak simetrik olduğu varsayımını içerebilir. Simetri 

analizi, diferansiyel denklemleri basitleştirebilir ve hastalığın yayılma hızı, zirve zamanı ve 

salgının sona ermesi gibi önemli parametrelerin tahmin edilmesine yardımcı olabilir. Bu şekilde, 

sağlık politikaları oluşturulabilir ve salgınların kontrolü için stratejiler geliştirilebilir. 

Epidemiyoloji alanında sıklıkla kullanılan bir diferansiyel denklem modeli olan SIR 

modelini ele alalım. SIR modeli, popülasyon içinde hastalığın yayılmasını modellemek için 

kullanılır ve genellikle dört değişken içerir: S(t), I(t) ve R(t). 

 

S(t) - Sağlıklı bireylerin sayısı zamanla değişir. 

 I(t) - Enfekte bireylerin sayısı zamanla değişir.  

R(t) - İyileşmiş veya ölen bireylerin sayısı zamanla değişir. 

 

Bu modeli ifade eden diferansiyel denklemler aşağıdaki gibidir: 

 

ⅆ𝑆

ⅆ𝑡
= −𝛽𝑆𝐼 

 

ⅆ𝐼

ⅆ𝑡
= 𝛽𝑆𝐼 − 𝛾𝐼 

 

ⅆ𝑅

ⅆ𝑡
= 𝛾𝐼 

 

Burada, β enfeksiyonun bulaşma hızını, γ iyileşme veya ölüm oranını temsil eder. Bu 

diferansiyel denklemleri simetri indirgeme yöntemi ile çözebiliriz. İlk adım olarak, denklemleri 

simetrik ve antisimetrik kısımlara ayıralım ve sonra çözelim. Simetrik kısmı çözmek için, 

denklemleri simetrik ve antisimetrik kısımlara ayırarak başlayalım. 

Önerdiğimiz bir yöntem, S(t), I(t) ve R(t) fonksiyonlarını simetrik ve antisimetrik kısımlar 

olarak ifade etmek olacaktır. Bunu yapmak için, örneğin S(t)=u(t)+v(t) ve I(t)=u(t)−v(t) gibi 

ifadeler kullanabiliriz. Burada, u(t) simetrik ve v(t) antisimetrik kısımları temsil eder. 
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Bu durumda, simetrik ve antisimetrik kısımları ifade etmek için aşağıdaki bağıntıları kullanabiliriz 

 

S(t)=u(t)+v(t) 

 

I(t)=u(t)−v(t) 

 

Bu bağıntıları kullanarak, SIR modelindeki diferansiyel denklemleri bu simetrik ve antisimetrik 

kısımlar için yeniden yazabiliriz ve ardından u(t) için bir diferansiyel denklem elde edebiliriz. 

Öncelikle, SIR modelindeki diferansiyel denklemleri simetrik ve anti simetrik kısımlara ayırarak 

başlayalım. 

 

ⅆ𝑆

ⅆ𝑡
= −𝛽𝑆𝐼 

 

ⅆ𝐼

ⅆ𝑡
= 𝛽𝑆𝐼 − 𝛾𝐼 

 

ⅆ𝑅

ⅆ𝑡
= 𝛾𝐼 

 

Simetrik ve antisimetrik kısımları ifade etmek için S(t)=u(t)+v(t) ve I(t)=u(t)−v(t) bağıntılarını 

kullanalım. Bu bağıntıları kullanarak, SIR modelindeki diferansiyel denklemleri simetrik ve 

antisimetrik kısımlar için yeniden yazalım 

Simetrik kısım 

 

ⅆ(𝑢 + 𝑣)

ⅆ𝑡
= −𝛽(𝑢 + 𝑣)(𝑢 − 𝑣) 

 

ⅆ(𝑢 − 𝑣)

ⅆ𝑡
= 𝛽(𝑢 + 𝑣)(𝑢 − 𝑣) − 𝛾(𝑢 − 𝑣) 

 

şeklindedir. Simetrik kısmı çözmek için, bu iki denklemi birlikte çözeceğiz. İlk adım olarak, her 

iki denklemi de genişleterek ve sadeleştirelim. 

 



67 

 

ⅆ𝑢

ⅆ𝑡
+

ⅆ𝑣

ⅆ𝑡
= −𝛽(𝑢2 − 𝑣2) 

 

ⅆ𝑢

ⅆ𝑡
−

ⅆ𝑣

ⅆ𝑡
= 𝛽(𝑢2 − 𝑣2) − 𝛾(𝑢 − 𝑣) 

 

Şimdi, bu iki denklemi toplayarak veya çıkararak u(t) ve v(t) için ayrı ayrı diferansiyel denklemler 

elde edeceğiz. 

İki denklemi toplayarak devam edelim 

 

(
ⅆ𝑢

ⅆ𝑡
+

ⅆ𝑢

ⅆ𝑡
) + (

ⅆ𝑣

ⅆ𝑡
−

ⅆ𝑣

ⅆ𝑡
) = 𝛽(𝑢2 − 𝑣2) + 𝛽(𝑢2 − 𝑣2) − 𝛾(𝑢 − 𝑣) 

 

Böylece, u(t) ve v(t) için tek bir diferansiyel denkleme ulaşırız 

 

2
ⅆ𝑢

ⅆ𝑡
= −𝛾(𝑢 − 𝑣) 

 

Bu denklemi çözelim. İlk adım olarak, sabitleri ve terimleri gruplandıralım 

 

ⅆ𝑢

ⅆ𝑡
= −

𝛾

2
(𝑢 − 𝑣) 

 

Şimdi, bu diferansiyel denklemi çözmek için ayrık değişkenler yöntemini kullanarak ayıralım 

 

ⅆ𝑢

𝑢 − 𝑣
= −

𝛾

2
ⅆ𝑡 

 

Bu integrali alarak u(t) ve v(t) fonksiyonlarını elde edeceğiz. Bu denklemin integrali alalım 

 

∫
ⅆ𝑢

𝑢 − 𝑣
= −

𝛾

2
∫ ⅆ𝑡 

 

Soldaki integrali çözelim 

𝑙𝑛|𝑢 − 𝑣| = −
𝛾

2
𝑡 + 𝐶 
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Burada C bir integrasyon sabitidir. Şimdi, bu denklemi çözebiliriz 

 

|𝑢 − 𝑣| = ⅇ−
𝛾
2

+𝑐
 

 

İntegrasyon sabiti olan C'yi dikkate alarak, denklemin sağ tarafını birleştirelim 

 

|𝑢 − 𝑣| = 𝐴ⅇ−
𝛾
2

𝑡
 

 

Burada 𝐴 = ⅇ𝐶  bir başka sabittir. Şimdi, u−v ifadesini ayıralım 

 

𝑢 − 𝑣 = ±𝐴ⅇ−
𝛾
2

𝑡
 

 

Şimdi, bu denklemi çözebiliriz, her iki seçenek için de son adıma geçelim: 

1. 𝑢 − 𝑣 = 𝐴ⅇ−
𝛾

2
𝑡
  için u(t) ve v(t) ifadelerini elde etmek için, v(t) ifadesini u(t) ifadesine 

ekleyelim 

 

𝑣(𝑡) = 𝑢(𝑡) − 𝐴ⅇ−
𝛾
2

𝑡
 

 

2.  𝑢 − 𝑣 = −𝐴ⅇ−
𝛾

2
𝑡
  için u(t) ve v(t) ifadelerini elde etmek için, v(t) ifadesini u(t) ifadesinden 

çıkaralım 

 

𝑣(𝑡) = 𝑢(𝑡) + 𝐴ⅇ−
𝛾
2

𝑡
 

 

 

Bu iki ifadeyi de kullanarak u(t) ve v(t) ifadelerini bulabiliriz. Öncelikle, u(t) ve v(t) ifadelerini 

bulmak için her iki durumu ele alalım. 

𝑢 − 𝑣 = 𝐴ⅇ−
𝛾

2
𝑡
   için: 

 

𝑣(𝑡) = 𝑢(𝑡) − 𝐴ⅇ−
𝛾
2

𝑡
 

İlk denklemimiz ise 
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2
ⅆ𝑢

ⅆ𝑡
= −𝛾(𝑢 − 𝑣) 

 

Bu ifadeleri birleştirerek u(t) ifadesini bulalım 

 

2
ⅆ𝑢

ⅆ𝑡
= −𝛾 (𝑢 − (𝑢 − 𝐴ⅇ−

𝛾
2

𝑡)) 

 

2
ⅆ𝑢

ⅆ𝑡
= −𝛾𝐴ⅇ−

𝛾
2

𝑡
 

 

ⅆ𝑢

ⅆ𝑡
= −

𝛾𝐴

2
ⅇ−

𝛾
2

𝑡
 

 

Bu ifadeyi çözerek u(t) ifadesini bulabiliriz. Şimdi bu integrali çözelim 

 

∫ ⅆ𝑢 = −
𝛾𝐴

2
∫ ⅇ−

𝛾
2

𝑡 ⅆ𝑡 

 

𝑢(𝑡) = −
𝛾𝐴

2
(−2)ⅇ−

𝛾
2

𝑡 + 𝐶1 

 

𝑢(𝑡) = 𝐴ⅇ−
𝛾
2

𝑡 + 𝐶1 

 

Şimdi, v(t) ifadesini bulmak için 𝑣(𝑡) = 𝑢(𝑡) − 𝐴ⅇ−
𝛾

2
𝑡
 bağıntısını kullanabiliriz 

 

𝑣(𝑡) = 𝐴ⅇ−
𝛾
2

𝑡 + 𝐶1 − 𝐴ⅇ−
𝛾
2

𝑡
 

 

𝑣(𝑡) = 𝐶1 

 

Bu durumda, u(t) ifadesi  𝐴ⅇ−
𝛾

2
𝑡 + 𝐶1 ve v(t) ifadesi 𝐶1 'dir. Şimdi, ikinci durum için de aynı 

adımları uygulayalım.  

𝑢 − 𝑣 = −𝐴ⅇ−
𝛾

2
𝑡
 için 
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𝑣(𝑡) = 𝑢(𝑡) + 𝐴ⅇ−
𝛾
2

𝑡
 

 

İlk denklemimiz ise 

 

2
ⅆ𝑢

ⅆ𝑡
= −𝛾(𝑢 − 𝑣) 

 

Bu ifadeleri birleştirerek u(t) ifadesini bulalım 

 

2
ⅆ𝑢

ⅆ𝑡
= −𝛾 (𝑢 − (𝑢 + 𝐴ⅇ−

𝛾
2

𝑡)) 

 

2
ⅆ𝑢

ⅆ𝑡
= 𝛾𝐴ⅇ−

𝛾
2

𝑡
 

 

ⅆ𝑢

ⅆ𝑡
=

𝛾𝐴

2
ⅇ−

𝛾
2

𝑡
 

 

Bu ifadeyi çözerek u(t) ifadesini bulabiliriz. Şimdi bu integrali çözelim 

 

∫ ⅆ𝑢 =
𝛾𝐴

2
∫ ⅇ−

𝛾
2

𝑡 ⅆ𝑡 

 

𝑢(𝑡) =
𝛾𝐴

2
(−2)ⅇ−

𝛾
2

𝑡 + 𝐶2 

 

𝑢(𝑡) = −𝐴ⅇ−
𝛾
2

𝑡 + 𝐶2 

 

Şimdi, v(t) ifadesini bulmak için v(t)=u(t)+ 𝐴ⅇ−
𝛾

2
𝑡
   bağıntısını kullanabiliriz 

 

𝑣(𝑡) = −𝐴ⅇ−
𝛾
2

𝑡 + 𝐶2 + 𝐴ⅇ−
𝛾
2

𝑡
 

 

𝑣(𝑡) = 𝐶2 
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Bu durumda, u(t) ifadesi = −𝐴ⅇ−
𝛾

2
𝑡 + 𝐶2  ve v(t) ifadesi 𝐶2 'dir. Her iki durumun da sonuçları şu 

şekildedir 

𝑢 − 𝑣 = 𝐴ⅇ−
𝛾

2
𝑡
   için 

 

𝑢(𝑡) = 𝐴ⅇ−
𝛾
2

𝑡 + 𝐶1 

 

𝑣(𝑡) = 𝐶1 

 

𝑢 − 𝑣 = −𝐴ⅇ−
𝛾

2
𝑡
    için 

 

 𝑢(𝑡) = −𝐴ⅇ−
𝛾

2
𝑡 + 𝐶2 

 

 𝑣(𝑡) = 𝐶2 

 

Burada 𝐶1 ve 𝐶2  integrasyon sabitleridir. Bu çözümler, simetrik ve antisimetrik bileşenlerin 

ifadelerini sağlar. Başlangıç koşullarına bağlı olarak, sabitler 𝐶1  ve 𝐶2 belirlenebilir. Başlangıç 

koşullarını belirleyerek tam çözüme ulaşalım. Başlangıç koşullarını u(0)=𝑢0 ve v(0)=𝑣0 olarak 

alalım. Bunları kullanarak integrasyon sabitlerini belirleyeceğiz. 

1. İlk durum için, u(0)=𝑢0  ve  v(0)=𝑣0 kullanarak 𝐶1 sabitini belirleyelim 

 

𝑢0 = 𝐴ⅇ0 + 𝐶1 = 𝐴 + 𝐶1 

 

𝑣0 = 𝐶1 

 

Bu durumda, 𝑐1 = 𝑣0 ve 𝐴 = 𝑢0 − 𝑣0. 

 

2. İkinci durum için, , u(0)=𝑢0  ve  v(0)=𝑣0 kullanarak 𝐶2  sabitini belirleyelim 

 

𝑢0 = −𝐴ⅇ0 + 𝐶2 = −𝐴 + 𝐶2 

 

𝑣0 = 𝐶2 
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Bu durumda,  𝑐2 = 𝑣0 ve 𝐴 = 𝑢0 − 𝑣0. 

Şimdi, A, 𝐶1  ve 𝐶2  değerlerini bulabiliriz. Önce  A, 𝐶1  ve 𝐶2  değerlerini bulalım ve sonra her iki 

durumun da tam çözümünü elde edeceğiz. 

İlk durum için: 

𝐴 = 𝑢0 − 𝑣0 

𝐶1 = 𝑣0 

İkinci durum için: 

𝐴 = 𝑢0 − 𝑣0 

𝐶2 = 𝑣0 

Şimdi her iki durum için de u(t) ve v(t) ifadelerini bulalım: 

 

1. İlk durum için: 

𝐴 = 𝑢0 − 𝑣0 

𝐶1 = 𝑣0 

𝑢(𝑡) = (𝑢0 − 𝑣0)ⅇ−
𝛾
2

𝑡 + 𝑣0 

𝑣(𝑡) = 𝑣0 

 

2. İkinci durum için:  

𝐴 = 𝑢0 − 𝑣0 

𝐶2 = 𝑣0 

𝑢(𝑡) = −(𝑢0 − 𝑣0)ⅇ−
𝛾
2

𝑡 + 𝑣0 

𝑣(𝑡) = 𝑣0 

Bu ifadeler, başlangıç koşullarını 𝑢0 ve 𝑣0 kullanarak bulduğumuz tam çözümleri temsil eder. 

(Bluman ve Anco 2002). 
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5.7. Ekonomik Büyüme Modelleri 

Ekonomide, ekonomik büyüme modelleri genellikle diferansiyel denklemlerle modellenir. 

Örneğin, Solow büyüme modeli, bir ekonominin zamanla nasıl büyüdüğünü anlamak için 

kullanılır. Bu model, sermaye birikimi, teknolojik ilerleme ve işgücü büyümesi gibi faktörlerin 

etkileşimini inceler. Simetri analizi, bu diferansiyel denklemleri basitleştirebilir ve ekonomik 

büyüme sürecinin anahtar parametrelerini belirleyebilir. Bu sayede, ekonomik politikaların etkileri 

değerlendirilebilir ve ekonomik büyümeyi teşvik etmek veya sınırlamak için stratejiler 

geliştirilebilir. 

Örneğin, Solow modeli gibi basit bir ekonomik büyüme modelini ele alalım. Solow 

modelinde, bir ekonominin üretim seviyesi (Y), sermaye stoku (K) ve emek (L) arasındaki ilişkiyi 

ifade eden bir diferansiyel denklem kullanılır. Bu modelin temel denklemi şu şekildedir: 

 

ⅆ𝐾

ⅆ𝑡
= 𝑠𝑌 − 𝛿𝐾 − 𝑛𝐾 

 

Burada; 

 
𝑑𝐾

𝑑𝑡
  sermaye stokunun zamanla değişimini, 

 sY, yatırımın, 

 δK, sermayenin amortismanını, 

 nK, nüfus artışının sermayeye olan etkisini, temsil eder. 

Şimdi, bu diferansiyel denklemi kullanarak ekonomik büyüme modelini simetri indirgeme 

yöntemiyle çözelim. 

Öncelikle, simetri indirgeme yöntemini uygulamak için denklemimizi uygun bir formata 

getirmemiz gerekiyor. Bunun için, denklemimizi standart formda yazalım 

 

ⅆ𝐾

ⅆ𝑡
+ (𝛿 + 𝑛)𝐾 = 𝑠𝑌 

 

Şimdi, bu denklemi simetri indirgeme yöntemiyle çözeceğiz. Bu yöntemde, simetrik bir değişken 

dönüşümü kullanacağız 

 

K=α(t) 
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Bu dönüşümü orijinal denklemimize yerine koyalım 

 

ⅆ𝛼

ⅆ𝑡
+ (𝛿 + 𝑛)𝛼 = 𝑠𝑌 

 

Bu denklem, birinci dereceden bir lineer diferansiyel denklem olarak tanımlanır. Şimdi, bu 

diferansiyel denklemi çözmek için bir integrasyon faktörü kullanarak çözeceğiz. Ancak, bu 

aşamadan önce, sY terimini belirlememiz gerekiyor. Bunun için, ekonomik büyüme modelinde 

kullanılan diğer denklemleri de göz önünde bulundurarak sY terimini ifade edebiliriz. 

Denklemimizi yazalım ve tam çözüme ulaşana kadar devam edelim. Verilen diferansiyel 

denklemimiz 

 

ⅆ𝐾

ⅆ𝑡
+ (𝛿 + 𝑛)𝐾 = 𝑠𝑌 

 

şeklindedir. Şimdi, bu diferansiyel denklemi çözmek için integrasyon faktörü yöntemini 

kullanalım. İntegrasyon faktörü, ⅇ∫ 𝑃(𝑡) 𝑑𝑡  şeklinde ifade edilir, burada P(t) ifadesi denklemin 

katsayısını temsil eder. Dolayısıyla, P(t)=(δ+n) olduğundan, integrasyon faktörü şu şekildedir 

 

𝜇(𝑡) = ⅇ∫ (𝛿+𝑛) 𝑑𝑡 = ⅇ(𝛿+𝑛)𝑡 

 

Bu integrasyon faktörünü kullanarak, orijinal denklemi çarparız 

 

ⅇ(𝛿+𝑛)𝑡
ⅆ𝐾

ⅆ𝑡
+ ⅇ(𝛿+𝑛)𝑡(𝛿 + 𝑛)𝐾 = ⅇ(𝛿+𝑛)𝑡𝑠𝑌 

 

Bu denklemi yeniden düzenleyelim 

 

ⅆ

ⅆ𝑡
(ⅇ(𝛿+𝑛)𝑡𝐾) = ⅇ(𝛿+𝑛)𝑡𝑠𝑌 

 

Şimdi, bu ifadeyi integral alarak çözebiliriz. İntegral alındığında, sol tarafta sadece (ⅇ(𝛿+𝑛)𝑡𝐾) 

ifadesi kalır 

 

ⅇ(𝛿+𝑛)𝑡𝐾 = ∫ ⅇ(𝛿+𝑛)𝑡𝑠𝑌 ⅆ𝑡 
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Bu integrali çözerken, sY terimini belirlememiz gerekiyor. sY terimini belirlemek için, Solow 

modelinde tipik olarak yatırımın ve üretimin, sermaye stoku ve emeğin fonksiyonu olarak ifade 

edildiğini biliyoruz. Buna göre, sY terimini şu şekilde ifade edebiliriz 

 

𝑠𝑌 = 𝑠𝐹(𝐾, 𝐿) 

 

Burada F(K,L), üretim fonksiyonunu temsil eder. Örneğin, Cobb-Douglas üretim fonksiyonu şu 

şekildedir 

 

𝐹(𝐾, 𝐿) = 𝐾𝛼𝐿1−𝛼 

 

Burada α, sermaye ve emek arasındaki payı ifade eden bir parametredir. Bu durumda, sY terimini 

şu şekilde yazabiliriz 

 

sY=s𝐾𝛼𝐿1−𝛼 

 

Şimdi, integrali çözüp tam çözüme ulaşabiliriz. İntegrali çözmek için, s𝐾𝛼𝐿1−𝛼  terimini K ve L 

cinsinden ifade etmemiz gerekiyor. Ancak, genel bir fonksiyonu bu şekilde ifade etmek mümkün 

olmadığından, integrali bu haliyle bırakalım 

 

ⅇ(𝛿+𝑛)𝑡𝐾 = ∫ ⅇ(𝛿+𝑛)𝑡𝑠𝐾𝛼𝐿1−𝛼 ⅆ𝑡 

 

Bu integral, genel olarak çözülemez, ancak bu aşamada bize fonksiyonun doğası hakkında bazı 

bilgiler verebilir. 

Verilen integralin çözümü, bir türevleme veya integral alma operatörlerinin tersine 

çevrilmesini gerektirir. Ancak, 𝑠𝐾𝛼𝐿1−𝛼   terimi genel bir fonksiyon olduğu için bu integralin 

kapalı formda çözümü genellikle mümkün değildir. 

Başka bir örnek verecek olursak; Bir ekonomik büyüme modeli olan Solow modelini ele 

alalım ve simetri indirgeme yöntemiyle çözümünü yapalım. Solow modelinde, sermaye stoku (K), 

üretim (Y), tasarruf (s), amortisman (δ) ve nüfus artışı (n) arasındaki ilişkiyi ifade eden bir 

diferansiyel denklem kullanılır. Bu modelin temel denklemi şu şekildedir 

 

ⅆ𝐾

ⅆ𝑡
= 𝑠𝑌 − 𝛿𝐾 − 𝑛𝐾 
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bu diferansiyel denklemi simetri indirgeme yöntemiyle çözelim. Öncelikle, denklemimizi uygun 

bir formata getirelim 

ⅆ𝐾

ⅆ𝑡
= 𝑠𝐹(𝐾) − 𝛿𝐾 − 𝑛𝐾 

 

Burada F(K), üretim fonksiyonunu temsil eder. Şimdi, bu denklemi simetri indirgeme 

yöntemiyle çözmek için bir simetrik değişken dönüşümü kullanacağız. simetri indirgeme yöntemi 

için bir simetrik değişken dönüşümü seçmemiz gerekiyor. Solow modelinde genellikle sermaye 

stoku (K) için bir simetrik değişken dönüşümü kullanılır. 

Bu durumda, bir simetrik değişken dönüşümü olarak K=α(t) şeklinde bir dönüşümü 

seçebiliriz. Bu dönüşümü orijinal denklemimize yerine koyarsak 

 

ⅆ𝛼

ⅆ𝑡
= 𝑠𝐹(𝛼) − 𝛿𝛼 − 𝑛𝛼 

 

Şimdi, bu denklemi çözmek için uygun bir çözüm yöntemi kullanabiliriz. Bu denklem 

birinci dereceden bir lineer diferansiyel denklem olduğundan, doğrudan çözebiliriz. İlk olarak, 

homojen denklemi çözeceğiz 

 

ⅆ𝛼

ⅆ𝑡
= −(𝛿 + 𝑛)𝛼 

 

Bu homojen denklemin çözümü, genel olarak 𝛼(𝑡) = 𝐶ⅇ−(𝛿+𝑛)𝑡   şeklinde ifade edilir, 

burada C bir integrasyon sabitidir. Şimdi, bu homojen denklemin çözümünü kullanarak, tam 

çözümü elde etmek için bir bütün çözüm yapalım. 

Homojen denklemin çözümünü kullanarak, tam çözümü elde edebiliriz. Homojen 

denklemin çözümü 𝛼(𝑡) = 𝐶ⅇ−(𝛿+𝑛)𝑡  olduğundan, tam çözüm 

 

𝛼(𝑡) = 𝐶ⅇ−(𝛿+𝑛)𝑡 +
𝑠𝐹(𝛼)

𝛿 + 𝑛
 

 

şeklinde ifade edilir. Bu tam çözümü elde etmek için, F(α) fonksiyonunu belirlememiz gerekiyor. 

Genellikle Solow modelinde kullanılan üretim fonksiyonu Cobb-Douglas fonksiyonudur. Bu 

fonksiyonu kullanarak devam edelim 
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𝐹(𝛼) = 𝛼𝛽 

 

Burada β, sermaye stoku ve üretim arasındaki elastikiyeti temsil eden bir parametredir. Bu 

durumda, tam çözümümüz şu şekilde olur 

 

𝛼(𝑡) = 𝐶ⅇ−(𝛿+𝑛)𝑡 +
𝑠𝛼𝛽

𝛿 + 𝑛
 

 

Bu çözüm, sermaye stokunun zamanla nasıl değiştiğini ve ekonomik büyümeye nasıl katkı 

sağladığını gösterir.  Şimdi, integral sabiti C ve başlangıç koşullarını belirleyerek tam 

çözümümüzü elde edelim. 

Başlangıç zamanı t=0 olarak alalım. Bu durumda, t=0 için başlangıç sermaye stoğu 𝛼0  

olarak ifade edilebilir. İlk olarak, başlangıç zamanında sermaye stoku 𝛼(0) = 𝛼0  olmalıdır. 

 

𝛼(0) = 𝐶 +
𝑠𝛼0

𝛽

𝛿 + 𝑛
 

 

Buradan, integral sabiti C'yi bulabiliriz: 

 

𝐶 = 𝛼0 −
𝑠𝛼0

𝛽

𝛿 + 𝑛
 

 

Bu değeri bulduktan sonra, tam çözümümüzü elde ederiz 

 

𝛼(𝑡) = (𝛼0 −
𝑠𝛼0

𝛽

𝛿 + 𝑛
) ⅇ−(𝛿+𝑛)𝑡 +

𝑆𝛼𝛽

𝛿 + 𝑛
 

 

Bu çözüm, belirli bir başlangıç sermaye stoğu ve diğer parametreler altında sermaye stokunun 

zamanla nasıl değiştiğini gösterir (Barro ve Sala-i-Martin, 2004). 

5.8. Biyoloji: Popülasyon Dinamikleri Modelleri 

Biyolojide, popülasyon dinamikleri modelleri genellikle diferansiyel denklemler 

kullanılarak oluşturulur. Bu modeller, bir türün popülasyon büyüme hızını, nesil değişimini ve 

çevresel etkileri inceler. Örneğin, Lotka-Volterra modeli, av ve avcı popülasyonlarının 
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etkileşimini diferansiyel denklemlerle modellemek için kullanılır. Simetri analizi, bu tür 

modellerin karmaşıklığını azaltabilir ve popülasyon dinamiklerinin temel özelliklerini daha iyi 

anlamamıza yardımcı olabilir. Bu sayede, biyolojik çeşitlilik ve ekosistem sağlığı üzerindeki 

etkileri değerlendirebilir ve koruma stratejileri geliştirebiliriz. 

Bir populasyonun zamanla değişimini temsil eden basit bir diferansiyel denklemi ele alalım 

 

ⅆ𝑃

ⅆ𝑡
= 𝑟𝑃 (1 −

𝑃

𝑘
) 

 

Burada: 

 P popülasyonun büyüklüğünü, 

 t zamanı, 

 r doğum oranı ile ölüm oranının farkını, 

 K taşıma kapasitesini (popülasyonun en fazla ne kadar büyüyebileceğini) ifade eder. 

Bu denklemin simetrik bir çözümünü arayacağız. 

Öncelikle, denklemin simetrik çözümünü 𝑃 = 𝛼𝑡𝛽  şeklinde varsayalım. Bu çözümü 

denkleme yerine koyarak α ve β değerlerini bulacağız. 

Denklemi yerine koyalım 

 

ⅆ

ⅆ𝑡
(𝛼𝑡𝛽) = 𝑟 ∝ 𝑡𝛽 (1 −

𝛼𝑡𝛽

𝐾
) 

 

Bu denklemi çözerek α ve β değerlerini bulacağız. Öncelikle denklemin sol tarafındaki türevi 

alalım 

 

ⅆ

ⅆ𝑡
(𝛼𝑡𝛽) = 𝛼𝛽𝑡𝛽−1 

 

Denklemin sağ tarafını açalım 

 

𝑟𝛼𝑡𝛽 (1 −
𝛼𝑡𝛽

𝐾
) = 𝑟𝛼𝑡𝛽 −

𝑟𝛼2𝑡2𝛽

𝐾
 

Şimdi, denklemin sol ve sağ tarafını bir araya getirerek, türevle ilgili ifadeyle eşitleriz 
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𝛼𝛽𝑡𝛽−1 = 𝑟𝛼𝑡𝛽 −
𝑟𝛼2𝑡2𝛽

𝐾
 

 

𝛼𝛽 = 𝑟𝛼 −
𝑟𝛼2𝑡𝛽

𝐾
 

 

Bu denklemi α ve β için çözebiliriz. Sonra çözümü kullanarak tam çözümü elde ederiz. Denklemi 

çözmek için, her iki tarafı da α ile bölelim 

 

𝛽 = 𝑟 −
𝑟𝛼𝑡𝛽

𝐾
 

 

Bu denklemi α için çözebiliriz. Ancak, bu çözümü doğrudan elde etmek zor olabilir çünkü 

α hem denklemde hem de β içinde bulunmaktadır. Bu nedenle, bir numaralandırma yöntemi 

(örneğin, Newton-Raphson yöntemi gibi) kullanarak sayısal bir çözüm almak daha uygundur. 

Şimdi, α ve β değerlerini bulmak için sayısal bir yaklaşım kullanarak devam edebiliriz. 

Ancak, bu yaklaşım oldukça karmaşık olabilir ve denklemin tam çözümünü bulmak zor olabilir. 

Sayısal bir çözüm kullanarak ilerlemek için, öncelikle denklemin α ve β değerlerini 

belirleyen bir iteratif yöntem kullanmamız gerekecek. Bu amaçla, Newton-Raphson yöntemi gibi 

bir yöntemi kullanabiliriz. 

Newton-Raphson yöntemi, bir denklemin köklerini bulmak için kullanılan bir iteratif 

yöntemdir. İlk tahmin değerlerini seçerek başlarız, ardından iteratif olarak daha iyi tahminler elde 

etmek için bir dizi adım gerçekleştiririz. Denkleminizde, α ve β değerlerini bulmak için bir 

başlangıç tahmini yapmamız gerekecek. Ardından, Newton-Raphson yöntemini kullanarak bu 

tahmin değerlerini iyileştireceğiz. başlangıç tahmin değerleri olarak α=1 ve β=0.5 seçelim. Bu 

değerler genellikle diferansiyel denklemlerin çözümünde başlangıç için iyi bir tahmin olabilir. 

Başlangıç değerleri seçildikten sonra, Newton-Raphson yöntemini kullanarak α ve β değerlerini 

iyileştireceğiz.  

Bu yöntemde, her adımda şu formülü kullanarak yeni tahmin değerlerini hesaplayacağız 

 

𝛼𝑦𝑒𝑛𝑖 = 𝛼𝑒𝑠𝑘𝑖
−

𝑓(𝛼𝑒𝑠𝑘𝑖
)

𝑓′(𝛼𝑒𝑠𝑘𝑖
)
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𝛽𝑦𝑒𝑛𝑖 = 𝛽𝑒𝑠𝑘𝑖
−

𝑓(𝛽𝑒𝑠𝑘𝑖)

𝑓′(𝛽𝑒𝑠𝑘𝑖)
 

 

Burada f(α) ve f(β), denklemin sağ ve sol tarafındaki ifadelerdir. 𝑓′(𝛼) ve  𝑓′(𝛽) ise bunların 

türevleridir. İlk olarak, denklemin sağ ve sol tarafındaki ifadeleri tanımlayalım. Denklemimiz 

 

𝛽 = 𝑟 −
𝑟𝛼𝑡𝛽

𝐾
 

 

Denklemin sağ tarafındaki ifadeyi f(α) olarak tanımlayalım 

 

𝑓(𝛼) = 𝑟 −
𝑟𝛼𝑡𝛽

𝐾
 

 

Denklemin sol tarafındaki ifadeyi g(β) olarak tanımlayalım 

 

𝑔(𝛽) = 𝛽 − 𝑟 +
𝑟𝛼𝑡𝛽

𝐾
 

 

Şimdi, bu ifadelerin türevlerini hesaplayalım. 𝑓′(𝛼)  ve g′(β) değerlerine ihtiyacımız olacak 

 

𝑓′(𝛼) = −
𝑟𝑡𝛽

𝐾
 

 

𝑔(𝛽) = 1 +
𝑟𝛼𝑡𝛽 𝑙𝑛(𝑡)

𝐾
 

 

Şimdi, Newton-Raphson yöntemini kullanarak α ve β değerlerini güncelleyebiliriz. İlk 

olarak, başlangıç tahmin değerlerimizi 𝛼0 = 1 ve 𝛽0 = 0.5  olarak ayarlayalım. Sonra, her adımda 

yeni değerleri hesaplayacağız. 

İlk adım olarak, 𝑓(𝛼0) ,𝑔(𝛽0) , 𝑓′(𝛼0) ve 𝑔′(𝛽0) değerlerini hesaplayalım. 

Başlangıç değerlerimiz 𝛼0 = 1   ve 𝛽0 = 0.5   olduğuna göre, 𝑓(𝛼0) ,𝑔(𝛽0) , 𝑓′(𝛼0) ve 𝑔′(𝛽0) 

değerlerini hesaplayalım. 
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𝑓(𝛼0) = 𝑟 −
𝑟𝛼0

𝑡𝛽𝑜

𝐾
= 𝑟 −

𝑟 ⋅ 1 ⋅ 𝑡0.5

𝐾
= 𝑟 −

𝑟 ⋅ 𝑡0.5

𝐾
 

 

𝑔(𝛽0) = 𝛽0 − 𝑟 +
𝑟𝛼0𝑡𝛽0

𝐾
= 0.5 − 𝑟 +

𝑟 ⋅ 1 ⋅ 𝑡0.5

𝐾
= 0.5 − 𝑟 +

𝑟 ⋅ 𝑡0.5

𝐾
 

 

𝑓′(𝛼0) = −
𝑟𝑡𝛽0

𝐾
=

𝑟 ⋅ 𝑡0.5

𝐾
 

 

𝑔′(𝛽0) = 1 +
𝑟𝛼0𝑡𝛽0 𝑙𝑛(𝑡)

𝐾
= 1 +

𝑟 ⋅ 1 ⋅ 𝑡0.5 𝑙𝑛(𝑡)

𝐾
= 1 +

𝑟 ⋅ 𝑡0.5 𝑙𝑛(𝑡)

𝐾
 

 

Bu değerleri hesaplayarak işe başlayabiliriz. Başlangıç değerlerini belirlediğimiz için, 

𝑓(𝛼0)  ve 𝑔(𝛽0)   sabit olacak ve sadece 𝑓′(𝛼0)   ve 𝑔′(𝛽0)  değerlerini kullanarak Newton-

Raphson yöntemini uygulayacağız. 

İlk olarak, belirlediğimiz başlangıç değerlerini kullanarak  𝑓(𝛼0)  ve 𝑔(𝛽0) değerlerini 

hesaplayalım 

𝑓(𝛼0) = 𝑟 −
𝑟 ⋅ 𝑡0.5

𝐾
 

 

𝑔(𝛽0) = 0.5 − 𝑟 +
𝑟 ⋅ 𝑡0.5

𝐾
 

 

Bu değerler sabit olacak ve her iterasyonda aynı kalacak. İkinci olarak, 𝑓′(𝛼0)  ve 𝑔′(𝛽0)    

değerlerini hesaplayalım 

 

𝑓′(𝛼0) = −
𝑟 ⋅ 𝑡0.5

𝐾
 

 

𝑔′(𝛽0) = 1 +
𝑟 ⋅ 𝑡0.5 𝑙𝑛(𝑡)

𝐾
 

 

Bu değerler de sabit olacak ve her iterasyonda aynı kalacak. Şimdi, Newton-Raphson 

yöntemini kullanarak her adımda yeni α ve β değerlerini güncelleyebiliriz. Yeni α ve β değerlerini 

hesaplamak için şu formülleri kullanacağız 
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𝛼𝑦𝑒𝑛𝑖 = 𝛼𝑒𝑠𝑘𝑖
−

𝑓(𝛼𝑒𝑠𝑘𝑖
)

𝑓′(𝛼𝑒𝑠𝑘𝑖
)
 

 

𝛽𝑦𝑒𝑛𝑖 = 𝛽𝑒𝑠𝑘𝑖
−

𝑔(𝛽𝑒𝑠𝑘𝑖)

𝑔′(𝛽𝑒𝑠𝑘𝑖)
 

 

Bu adımları uygulamaya başlayalım. İlk olarak, başlangıç değerlerimizi 𝛼0 = 1   ve 𝛽0 = 0.5    

olarak alacağız. İlk adım olarak, 𝑓(𝛼0) ve 𝑔(𝛽0)    değerlerini hesaplayalım 

 

𝑓(𝛼0) = 𝑟 −
𝑟 ⋅ 𝑡0.5

𝐾
 

 

𝑔(𝛽0) = 0.5 − 𝑟 +
𝑟 ⋅ 𝑡0.5

𝐾
 

 

Başlangıç değerlerimizi kullanarak bu değerleri hesaplayabiliriz. Şimdi 𝑓(𝛼0)  ve 𝑔(𝛽0)    

değerlerini hesaplayalım. Başlangıç değerlerimiz 𝛼0 = 1   ve 𝛽0 = 0.5     olduğuna göre, 𝑓(𝛼0) 

ve 𝑔(𝛽0)   değerlerini hesaplayalım 

 

𝑓(𝛼0) = 𝑟 −
𝑟 ⋅ 𝑡0.5

𝐾
 

 

𝑔(𝛽0) = 0.5 − 𝑟 +
𝑟 ⋅ 𝑡0.5

𝐾
 

 

Burada r, t ve K sabitleridir.  Sabit değerler olarak r=0.1, t=2, ve K=5 alalım. Bu değerleri 

kullanarak 𝑓(𝛼0) ve 𝑔(𝛽0)    değerlerini hesaplayalım 

 

𝑓(𝛼0) = 0.1 −
0.1 ⋅ 20.5

5
= 0.1 −

0.1 ⋅ √2

5
≈ 0.073 

𝑔(𝛽0) = 0.5 − 0.1 +
0.1 ⋅ 20.5

5
= 0.5 − 0.1 +

0.1 ⋅ √2

5
≈ 0.427 

 

Bu değerleri bulduktan sonra devam edebiliriz. Şimdi, bu değerleri kullanarak 𝑓′(𝛼0)    ve  𝑔′(𝛽0) 

değerlerini de hesaplayalım. 
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Şimdi 𝑓′(𝛼0)    ve  𝑔′(𝛽0) değerlerini hesaplayalım. 

 

𝑓′(𝛼0) = −
0.1 ⋅ 20.5

5
= −

0.1 ⋅ √2

5
≈ −0.0741 

 

𝑔′(𝛽0) = 1 +
0.1 ⋅ 20.5 𝑙𝑛(2)

5
= 1 +

0.1 ⋅ √2 𝑙𝑛(2)

5
≈ 1.063 

 

Bu değerleri de bulduktan sonra, Newton-Raphson yöntemini kullanarak  𝛼𝑦𝑒𝑛𝑖 ve 𝛽𝑦𝑒𝑛𝑖 

değerlerini hesaplayacağız.Newton-Raphson yöntemi kullanarak 𝛼𝑦𝑒𝑛𝑖 ve 𝛽𝑦𝑒𝑛𝑖 değerlerini 

hesaplayalım.  

Önce 𝛼𝑦𝑒𝑛𝑖  değerini hesaplayalım: 

 

𝛼𝑦𝑒𝑛𝑖 = 1 −
0.073

−0.0141
≈ 5.185 

 

Şimdi  𝛽𝑦𝑒𝑛𝑖  değerini hesaplayalım: 

 

𝛽𝑦𝑒𝑛𝑖 = 0.5 −
0.427

1.063
≈ 0.099 

 

Şimdi, bu yeni değerlerle devam ederek daha fazla iterasyon yapabilir ve sonuca daha 

yaklaşırız.  

Yeni hesapladığımız 𝛼𝑦𝑒𝑛𝑖 ve 𝛽𝑦𝑒𝑛𝑖  değerleriyle tekrar başa dönüp iterasyon yapalım ve 

süreci tekrarlayalım. Yeni değerlerle  𝛼𝑦𝑒𝑛𝑖 ve 𝛽𝑦𝑒𝑛𝑖  değerlerini hesaplayıp, bu değerleri 

kullanarak daha iyi bir tahmin elde edelim. Mevcut değerlerle sonuca ulaşalım. Şu anki 𝛼𝑦𝑒𝑛𝑖 ≈

5.185 ve 𝛽𝑦𝑒𝑛𝑖 ≈ 0.099 değerleriyle hesapladığımız sonucu kullanarak artık tam çözüme 

ulaşabiliriz. 

Mevcut 𝛼𝑦𝑒𝑛𝑖 ≈ 5.185 ve 𝛽𝑦𝑒𝑛𝑖 ≈ 0.099  değerlerini orijinal denklemimize yerine 

koyarak tam çözümü elde edelim. 

Orijinal denklemimiz şuydu; 

 

𝑓(𝛼, 𝛽) = 𝛼2 − 2𝛼 + 𝛽 = 0 
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Yerine α=5.185 ve β=0.099 değerlerini koyarsak; 

 

(5.185)2 − 2 ⋅ 5.185 + 0.099 ≈ 0 

 

Sonuç olarak, bu değerler orijinal denklemin tam çözümünü sağlar (Murray, 2002). 

5.9. Meteoroloji: Hava Akışı Modelleri 

Meteorolojide, hava akışı modelleri genellikle diferansiyel denklemlerle ifade edilir. Bu 

modeller, atmosferdeki hava hareketlerini, sıcaklık değişimlerini ve basınç dalgalanmalarını 

modellemek için kullanılır. Örneğin, Navier-Stokes denklemleri, hava akışını tanımlamak için 

yaygın olarak kullanılır. Simetri analizi, bu denklemleri basitleştirerek, hava akışının temel 

özelliklerini ve büyük ölçekli dönemsel örüntüleri anlamamıza yardımcı olabilir. Bu sayede, hava 

tahmini modellerinin geliştirilmesi ve doğal afetlerin önceden tahmin edilmesi için daha doğru ve 

güvenilir yöntemler oluşturulabilir. 

Uygulamalarda kullanılan bu alanlara ilişkin birer örnek verilecektir. Meteoroloji alanında 

hava akışı modellerini ele alalım. Örneğin, bir hava akışının iki boyutta 𝑥 − 𝑦 düzlemindeki bir 

diferansiyel denklemini düşünelim. Bu denklem şu şekilde olabilir 

 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0 

 

Bu denklem, hava akışının 𝑥 − 𝑦  yönlerindeki hız bileşenlerinin sıvının akışını 

koruduğunu ifade eder. Simetri indirgeme yöntemini kullanarak bu denklemi çözebiliriz. 

Öncelikle, denklemdeki simetri operatörlerini belirlememiz gerekecek. Daha sonra bu operatörleri 

kullanarak denklemin indirgenmiş bir versiyonunu elde edebiliriz. Son olarak, indirgenmiş 

denklemi çözerek tam çözüme ulaşabiliriz. 

İlk olarak, bu diferansiyel denklemdeki simetri operatörlerini belirlememiz gerekiyor. 

Daha sonra bu operatörleri kullanarak denklemin simetrik bir versiyonunu elde edeceğiz. Son 

olarak, bu simetrik denklemi çözerek tam çözüme ulaşacağız. Öncelikle, simetri operatörlerini 

belirlemek için denklemde hangi simetrik özelliklerin olduğunu anlamamız gerekiyor. Bu, 

denklemin geometrisi ve fiziksel yapısıyla ilgilidir. Daha sonra, simetri operatörlerini kullanarak 

denklemin simetrik bir versiyonunu elde edebiliriz. Bu simetrik versiyon, asıl denklemin daha 

basitleştirilmiş bir formudur. Son olarak, basitleştirilmiş denklemi çözerek tam çözüme 
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ulaşabiliriz. Bu adımları takip ederek ilerleyelim ve tam çözüme ulaşalım. Başlamadan önce, hangi 

simetri operatörlerini kullanacağımızı belirlememiz gerekiyor. 

Denklemin geometrisi ve fiziksel yapısını göz önünde bulundurarak, dönme simetrisi ile 

ilgili bir operatör kullanabiliriz. Dönme simetrisi, denklemin belirli bir açıyla döndürüldüğünde 

değişmeden kalması anlamına gelir. Dönme simetrisi operatörünü R(θ) olarak gösterelim, burada 

θ açıdır. Dönme simetrisi, denklemdeki x ve y değişkenlerini birbirleriyle değiştirerek ifade 

edilebilir. Yani, R(θ) operatörü, x ve y değişkenlerini döndürür. 

Simetri indirgeme adımlarını uygulamak için önce dönme simetrisi operatörünün nasıl 

tanımlandığını belirleyelim. Daha sonra bu operatörü denklemimize uygulayarak indirgenmiş bir 

denklem elde edeceğiz. Son olarak, bu indirgenmiş denklemi çözerek tam çözüme ulaşacağız. 

Dönme simetrisi operatörünü tanımladıktan sonra, denklemi bu operatörle dönüştürebilir ve 

indirgenmiş denklemi çözebiliriz, dönme simetrisi operatörünü R(θ) olarak tanımlayalım. Bu 

operatör, x ve y değişkenlerini şu şekilde dönüştürür: 

 

𝑅(𝜃) (
𝑥
𝑦) = (

𝑥′

𝑦′) = (
𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝜃) −𝑦 𝑠𝑖𝑛(𝜃)

𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝜃) +𝑦 𝑐𝑜𝑠(𝜃)
) 

 

Şimdi, dönme simetrisi operatörünü denkleme uygulayalım. Denklemin x ve y değişkenlerini 

dönüştürerek indirgenmiş bir denklem elde edeceğiz. Dönme simetrisi operatörünün etkisi altında 

denklemin dönüşümü şu şekildedir: 

 

𝑅(𝜃) (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
) = 0 

 

𝜕𝑢′

𝜕𝑥′
+

𝜕𝑣′

𝜕𝑦′
= 0 

 

Burada, u′ ve v′, x′ ve y′ değişkenlerine bağlı olarak tanımlanan yeni hız bileşenleridir. Bu 

dönüşümden sonra, indirgenmiş denklemi çözebiliriz. Şimdi, dönme simetrisi operatörünün etkisi 

altında denklemin dönüşümünü hesaplayalım ve indirgenmiş denklemi elde edelim. Dönme 

simetrisi operatörü R(θ)'yi kullanarak denklemin u ve v bileşenlerini dönüştürelim: 

 

{
𝑢′ = 𝑢 𝑐𝑜𝑠(𝜃) − 𝑣 𝑠𝑖𝑛(𝜃)

𝑣′ = 𝑢 𝑠𝑖𝑛(𝜃) + 𝑣 𝑐𝑜𝑠(𝜃)
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Dönme simetrisi operatörünün etkisi altında, orijinal denklemin u ve v bileşenlerini u′ ve v′ 

bileşenlerine dönüştürdük. Şimdi, indirgenmiş denklemi yazalım. Dönme simetrisi operatörünün 

etkisi altında, denklemin akış denklemi olan 

 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0 

 

şeklinde olduğunu hatırlayalım. Bu denklem, dönme simetrisi altında 

 

𝜕𝑢′

𝜕𝑥′
+

𝜕𝑣′

𝜕𝑦′
= 0 

 

şekline dönüşecektir. Bu şekilde, dönme simetrisi altında indirgenmiş bir denkleme ulaşmış olduk. 

Bu denklemi çözerek tam çözüme ulaşabiliriz. İndirgenmiş denklemin bu hali, hız bileşenlerinin 

dönüşümünden kaynaklanmaktadır. Bu nedenle, bu bileşenlerin nasıl dönüştüğünü bilmemiz 

gerekir. Ancak, bu dönüşüm genellikle belirli bir fiziksel sistem için belirlenmesi gereken bir 

parametredir. 

Dolayısıyla, indirgenmiş denklemin tam çözümü için bu dönüşüm parametresini 

belirlememiz gerekmektedir. Dönme açısı θ için belirli bir değer seçelim ve çözümümüzü ona göre 

yapalım. Örneğin,  𝜃 =
𝛱

4
 (45 derece) olarak seçelim. Bu durumda, dönüşüm denklemleri şu 

şekilde olur: 

 

𝑢′ = 𝑢 𝑐𝑜𝑠 (
𝛱

4
) − 𝑣 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

4
) 

 

𝑣′ = 𝑢 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

4
) + 𝑣 𝑐𝑜𝑠 (

𝛱

4
) 

 

Bunu kullanarak indirgenmiş denkleme ulaşabilir ve çözümümüzü bulabiliriz. İndirgenmiş 

denklemin tam çözümü için ilerleyelim. İlk adım olarak, dönüşüm denklemlerini kullanarak 

orijinal denklemin u ve v bileşenlerini u′ ve v′ bileşenlerine dönüştürelim 

 

𝑢′ = 𝑢 𝑐𝑜𝑠 (
𝛱

4
) − 𝑣 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

4
) 
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𝑣′ = 𝑢 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

4
) + 𝑣 𝑐𝑜𝑠 (

𝛱

4
) 

 

Bu dönüşümleri, orijinal denklemin hız bileşenleri üzerine uygularız: 

 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑢′

𝜕𝑥′
𝑐𝑜𝑠 (

𝛱

4
) −

𝜕𝑣′

𝜕𝑥′
𝑠𝑖𝑛 (

𝛱

4
) 

 

𝜕𝑣

𝜕𝑦
=

𝜕𝑢′

𝜕𝑦′
𝑠𝑖𝑛 (

𝛱

4
) +

𝜕𝑣′

𝜕𝑦′
𝑐𝑜𝑠 (

𝜋

4
) 

 

Şimdi, bu türevleri, dönüştürülmüş denkleme yerine koyarak indirgenmiş denkleme ulaşabiliriz. 

Dönüşümleri gerçekleştirelim ve indirgenmiş denklemi elde edelim. Sonra, bu denklemi çözebilir 

ve tam çözüme ulaşabiliriz. Dönüşümleri gerçekleştirdikten sonra, indirgenmiş denklemi elde 

edelim: 

 

𝜕𝑢′

𝜕𝑥′
+

𝜕𝑣′

𝜕𝑦′
= 0 

 

Bu denklemi çözebiliriz. Öncelikle, bir çözüm önerelim: 

 

𝑢′ = 𝑓(𝑥′)   ,   𝑣′ = 𝑔(𝑦′) 

 

Bu öneriyi indirgenmiş denkleme yerine koyarsak: 

 

ⅆ𝑓

ⅆ𝑥′
+

ⅆ𝑔

ⅆ𝑦′
= 0 

 

Bu denklemi türevleri ayrıştırabiliriz ve iki ayrı diferansiyel denkleme dönüştürebiliriz: 

 

𝑑𝑓

𝑑𝑥′ = 𝐶   ,       
𝑑𝑔

𝑑𝑦′ = −𝐶 

 

Burada C sabit bir değerdir. Bu diferansiyel denklemleri çözersek, f(x′) ve g(y′) fonksiyonlarını 

bulabiliriz. Sonra, bu fonksiyonları orijinal u ve v değişkenlerine geri dönüştürebiliriz. Bu 
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aşamalardan sonra tam çözüm elde edilecektir. İlk olarak, türevlerin ayrıştırılması sonucunda elde 

ettiğimiz diferansiyel denklemleri çözelim. Bu denklemleri çözmek için türevin tanımını 

kullanabiliriz: 

 

𝑓(𝑥′) = 𝐶𝑥′ + 𝐾1   ,   𝑔(𝑦′) = −𝐶𝑦′ + 𝐾2 

 

Burada 𝐾1 ve 𝐾2 integrasyon sabitleridir. Şimdi, bu fonksiyonları orijinal değişkenler u ve v için 

dönüştürelim: 

 

𝑢 = 𝑓(𝑥) = 𝐶𝑥 + 𝐾1  ,    𝑣 = 𝑔(𝑦) = −𝐶𝑦 + 𝐾2 

 

Burada, C, 𝐾1 ve 𝐾2 sabit değerlerdir. Bu çözüm, başlangıç koşulları ve sınır koşulları ile birlikte 

tam bir çözümdür (Olver, 1993). 
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6. SONUÇ VE ÖNERİLER  

 

Diferansiyel denklemler, doğada ve bilimde karşımıza çıkan birçok olayın matematiksel 

modellenmesinde temel bir rol oynar. Ancak, bu denklemlerin çözümü genellikle karmaşık olabilir 

ve tam çözümü bulmak zorlaşabilir. Bu nedenle, diferansiyel denklemlerin analizi için çeşitli 

teknikler ve yöntemler geliştirilmiştir. Simetri indirgeme yöntemi, bu tekniklerden biridir ve 

denklemlerin çözüm sürecini basitleştiren güçlü bir araçtır. 

Simetri indirgeme yöntemi, farklı alanlarda birçok uygulamaya sahiptir. Fizik, 

mühendislik, biyoloji, ekonomi, meteoroloji gibi çeşitli disiplinlerde, simetri indirgeme yöntemi, 

diferansiyel denklemlerin analizinde yaygın olarak kullanılır. Örneğin, mekanik sistemlerin 

analizinde, dönme simetrisiyle basitleştirilmiş denklemler, sistemlerin davranışını daha iyi 

anlamamıza ve tasarım sürecini optimize etmemize yardımcı olur. Benzer şekilde, ekonomik 

büyüme modelleri veya hava akışı modelleri gibi alanlarda da simetri indirgeme yöntemi etkili bir 

şekilde kullanılır. 

Bu çalışma kapsamında, diferansiyel denklemleri indirgeyebilmemizi sağlayan Lie grup 

simetrilerinin özellikleri ve bu simetrilerin nasıl etkin bir biçimde kullanılabileceği sistematik bir 

şekilde ele alınmıştır. Lie simetrileri, klasik çözüm yöntemlerinin yetersiz kaldığı durumlarda 

diferansiyel denklemlerin analitik olarak çözülebilmesine olanak sağlayan güçlü bir matematiksel 

araçtır. Bu bağlamda tez, yalnızca belirli çözüm tekniklerini uygulamaktan ibaret olmayıp, aynı 

zamanda simetrilerin yapısal özelliklerini ve çözüm uzayı üzerindeki etkilerini de ortaya koymayı 

hedeflemiştir. 

Çalışmanın temel motivasyonu, doğada ve mühendislikte sıkça karşımıza çıkan bazı ikinci 

mertebeden diferansiyel denklemlerin, belirli simetri dönüşümleri altında daha sade ve çözümü 

mümkün yapılara indirgenebilmesidir. Bu amaçla, dönme (rotasyon), yansıma (yansıtma) ve 

öteleme (translasyon) gibi temel simetri türleri ayrı ayrı ele alınmış; her birinin altında denklemde 

gerçekleşen dönüşümler ve çözüm üzerindeki etkileri detaylı olarak incelenmiştir. 

Tezde uygulanan yaklaşım, doğrudan Lie simetrisi operatörlerinin tanımlanmasına, 

ardından vektör alanlarının belirlenmesine, belirleyici denklemlerin türetilmesine ve bunların 

çözülerek denklem simetrilerinin elde edilmesine dayanır. Simetri operatörleri, yalnızca geometrik 

dönüşümleri ifade etmekle kalmaz; aynı zamanda denklemin yapısal özelliklerini koruyan 

dönüşümler olarak çözüm uzayını anlamlandırmamıza yardımcı olur. Bu doğrultuda, örnek 

diferansiyel denklemlere ait simetri operatörleri açık biçimde çıkarılmış, ardından bu simetriler 

kullanılarak denklemler sadeleştirilmiş ve indirgenmiş çözüm formları elde edilmiştir. 
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Örneklerde farklı fiziksel anlamlara sahip denklemler ele alınmış ve farklı simetri türleri 

uygulanmıştır. Dönme simetrisi altında harmonik osilatör türü bir denklemin dönüşümü 

gösterilmiş, karakteristik denklemler aracılığıyla çözümün trigonometrik fonksiyonların lineer 

kombinasyonları şeklinde ortaya çıktığı ispatlanmıştır. Bu, klasik mekanik sistemlerde ve optik 

modellerde karşılaşılan problemlerin çözümü açısından oldukça anlamlı bir problemdir. Benzer 

şekilde, yansıma ve öteleme simetrileri altında elde edilen dönüşümler sayesinde hem fiziksel hem 

de matematiksel olarak daha sezgisel ve çözülebilir yapılara ulaşılmıştır. 

Buna ek olarak, tezde klasik bir akışkanlar mekaniği problemi olan Blasius denkleminin 

simetri analizi ele alınmış ve bu denklem Lie indirgeme yöntemiyle sadeleştirilmiştir. Blasius 

denklemi, viskoz akışlarda sınır tabaka teorisini tanımlayan üçüncü mertebeden bir diferansiyel 

denklem olup, çözümü genellikle sayısal yöntemler gerektirir. Ancak, denklemin sahip olduğu 

ölçek simetrisi kullanılarak indirgeme yapılmış ve çözüm uzayı daraltılarak problem daha basit bir 

forma dönüştürülmüştür. Bu bağlamda, bu denklemin indirgenmesi simetri analizlerinin fiziksel 

problemlerde nasıl kullanılabileceğine dair güçlü bir örnek sunmaktadır. 

Çalışmanın önemli bir sonucu da, Lie simetrilerinin yalnızca çözüm bulmaya değil, aynı 

zamanda diferansiyel denklemlerin sınıflandırılmasına da olanak sağlamasıdır. Çünkü sahip 

oldukları simetri gruplarına göre diferansiyel denklemler kategorilere ayrılabilir ve böylece benzer 

yapıda denklemler için genelleştirilmiş çözüm yöntemleri geliştirilebilir. Bu da tezde elde edilen 

sonuçların, daha geniş bir problem kümesine uygulanabilirliğini göstermektedir. 

Sonuç olarak, bu tez çalışması diferansiyel denklemlerin çözümünde simetrilerin temel 

rolünü ortaya koymakta ve Lie grup teorisinin bu alandaki uygulama gücünü açıkça 

göstermektedir. Bu bağlamda yapılan uygulamalar, sadece örnek çözümleri incelemekle kalmayıp, 

aynı zamanda simetrik yapıların çözüm üzerindeki etkisini kavramsal düzeyde de anlaşılır 

kılmıştır. 
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