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ONSOZ

Matematik, evrenin temel dilidir ve bu dilin en 6nemli ifadelerinden biri diferansiyel
denklemlerdir. Diferansiyel denklemler, doga olaylarindan miihendislik problemlerine kadar
bir¢ok alanda karsimiza c¢ikan dinamik siire¢leri ve iliskileri modellemek i¢in kullanilir. Ancak,
bu denklemlerin tam ¢oziimlerini elde etmek genellikle karmasik matematiksel islemler
gerektirmektedir.

Bu arastirmada, diferansiyel denklemlerin simetriler kullanilarak nasil indirgenebilecegi ve
tam ¢oziimlerinin nasil elde edilebilecegi konularina odaklanilmistir. Simetri, matematikte giiglii
bir ara¢ olup, diferansiyel denklemlerin ¢6ziim siirecinde kullanildiginda, bu denklemlerin
anlagilabilirligini ve ¢oziilebilirligini 6nemli olglide artirmaktadir ve diferansiyel denklemlerin

gercek diinya problemlerine nasil uygulandigini anlamak i¢in degerli bir aragtir.

Bu tez ¢aligmasi sirasinda, tez konusunun belirlenmesinden baglayarak son asamaya kadar
her konuda benden yardimlarini esirgemeyen danisman hocam Sayin Dr. Ogr. Uyesi Ozlem
ORHAN’a siikranlarim1 sunarim.
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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi

DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SIMETRILER iLE INDIRGENMESI VE TAM
COZUMLERININ ELDE EDILMESI

Ceyhan VARLIK

Bandirma Onyedi Eyliil Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Ozlem ORHAN
HAZIRAN 2025, 93 sayfa

Bu yiiksek lisans tezinde, diferansiyel denklemlerin simetriler yardimiyla indirgenmesi ve
tam ¢oziimlerinin elde edilmesi detayli bir sekilde incelenmektedir. Matematiksel fizik,
miithendislik, biyoloji ve diger bir¢ok bilim dalinda kullanilan diferansiyel denklemler, karmasik
stirecleri ve sistemleri modellemek i¢in giiclii bir ara¢ olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Ancak, bu
denklemlerin ¢6zlimii genellikle analitik zorluklar icermekte ve bu tez, bu zorluklarla bas etmek
amactyla simetri kullanimin1 ve analitik ¢6ziim tekniklerini ele almaktadir. Calismanin ilk
boliimiinde, diferansiyel denklemlerin genel bir tanimi ve Onemi {lizerinde durulacaktir.
Diferansiyel denklemlerin dogada ve miihendislik uygulamalarinda nasil karsimiza g¢iktigini
anlamak, calismanin temelini olusturmaktadir. Ikinci boliimde, simetri kavraminin matematikteki
rolii ele almacak ve diferansiyel denklemlerin simetriler kullanilarak nasil indirgenebilecegi
anlatilacaktir. Ugiincii boliimde, diferansiyel denklemlerin tam ¢oziimlerini elde etme siirecine
odaklanilacaktir. Dordiincii boliimde, diferansiyel denklemlerin mertebelerinin simetri analizleri
yoluyla indirgenmesi ele alinmis; Lie simetrileri yardimiyla yiiksek mertebeli denklemlerin daha
diisiik mertebeye indirgenerek ¢oziime ulasilmasi yontemleri agiklanmistir. Besinci boliimde,
teorik yontemlerin uygulama alanlarina yansimalari degerlendirilmis; mekanik sistemlerden
elektrik devrelerine, kuantum mekaniginden epidemiyoloji ve ekonomi gibi disiplinlere kadar
birgok farkli alanda 6rnek modeller sunulmustur. Calismanin sonug¢ bdéliimiinde, elde edilen
bulgularin 6zetlenmesi ve simetriler kullanilarak indirgeme yapilmasi1 ve diferansiyel
denklemlerin tam ¢6ziim yontemlerinin faydalarinin vurgulanmasiyla tamamlanmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Diferansiyel Denklemler, Matematiksel Fizik, Simetri, Simetri indirgeme,
Tam Cozlimler.
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In this master's thesis, the reduction of differential equations with the help of symmetries
and obtaining their exact solutions are examined in detail. Differential equations, which are used
in mathematical physics, engineering, biology and many other branches of science, are powerful
tools for modeling complex processes and systems. However, solving these equations usually
involves analytical difficulties, and this thesis deals with the use of symmetry and exact solution
techniques to overcome these difficulties. The first part of the study will emphasize a general
definition of differential equations and their importance. Understanding how differential equations
appear in nature and engineering applications forms the basis of the study. In the second part, the
role of the concept of symmetry in mathematics will be discussed, and how differential equations
can be reduced using symmetries will be explained. The third part will focus on obtaining exact
solutions to differential equations. The fourth chapter discusses the reduction of orders of
differential equations through symmetry analysis, explaining methods for reducing higher-order
equations to lower orders using Lie symmetries. The fifth chapter evaluates the application of
theoretical methods, presenting exemplary models in a wide range of fields, from mechanical
systems and electrical circuits to quantum mechanics, epidemiology, and economics. The study
concludes with a summary of the findings, a discussion of the benefits of reductions using
symmetries, and the use of exact solutions of differential equations.

Keywords: Differential Equations, Exact Solutions, Mathematical Physics, Symmetries,
Symmetry Reduction
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1. GIRIS

Matematik, doga olaylarini1 anlamak, modellemek ve analiz etmek i¢in kullanilan en gii¢lii
ve evrensel araglardan biridir. Ozellikle diferansiyel denklemler, birgok doga olay1 ve miihendislik
problemini tanimlamak i¢in kullanilan temel matematiksel yapilardir. Diferansiyel denklemler,
fiziksel, biyolojik, kimyasal ve ekonomik sistemlerde gozlemlenen siirekli degisimleri
matematiksel olarak ifade etmeye imkan tanir (Simmons, 2016). Bu nedenle, diferansiyel
denklemlerin ¢oziimlerinin elde edilmesi, teorik ve uygulamali bilimlerde kritik bir rol
oynamaktadir. Ancak, diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin bulunmasi ¢ogu zaman analitik
olarak oldukg¢a karmasik bir siirectir ve bu durum matematikgilerin ve bilim insanlarinin uzun
yillardir izerinde ¢alistig1 temel bir sorun haline gelmistir.

Diferansiyel denklemler genellikle lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemler
seklinde siniflandirilir. Lineer diferansiyel denklemler, ¢ézlimlerinin siiperpozisyon ilkesi geregi
daha basit yontemlerle ¢6ziilebilmesine olanak saglarken; lineer olmayan diferansiyel denklemler
cok daha karmasik davraniglar sergiler ve bu nedenle ¢6ziim siireci hem teorik hem de pratik
acidan daha zorlu bir hal almaktadir (Zachmanoglou ve Thoe, 1986). Bu baglamda, diferansiyel
denklemlerin ¢ozlimlerini elde etmek i¢in gelistirilen yontemler, niimerik ve analitik yontemler
olmak tizere iki ana kategoriye ayrilmaktadir.

Niimerik yontemler, diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini yaklasik olarak hesaplamay1
amaglayan algoritmalar sunar. Bu yontemler, bilgisayar destekli hesaplamalarla olduk¢a karmagik
diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimlerini elde etme imkani saglar. Ancak, bu ¢oziimler,
dogas1 geregi hata payi icerir ve denklemi tam olarak saglamazlar. Ozellikle baz1 miihendislik ve
fiziksel uygulamalarda, kii¢iikk bir hata bile sistemin davranisinda ciddi sapmalara neden
olabileceginden, niimerik ¢6ziimler her zaman yeterli olmayabilir (Seydel, 2009).

Buna karsilik, analitik yontemler diferansiyel denklemlerin tam ¢oziimlerini elde etmeyi
hedefler. Tam ¢oziimler, diferansiyel denklemin yapisini tam olarak saglar ve hata icermezler. Bu
ozellikleri sayesinde, tam ¢oziimler sistemin davranisinin dogru bir sekilde anlagilmasina olanak
tanir. Fakat ozellikle lineer olmayan diferansiyel denklemler i¢in tam ¢oziimler bulmak genellikle
cok karmagik ve ¢ogu zaman imkansiza yakin bir gorev haline gelir. Bu nedenle, lineer olmayan
diferansiyel denklemler i¢in tam ¢oziimler sunabilen yontemler literatiirde biiyiikk bir 6neme
sahiptir (Bluman ve Kumei, 1989).

Lineer olmayan diferansiyel denklemlerin tam ¢6ziimlerini elde etmek ic¢in kullanilan en

giiclii yontemlerden biri simetri analizidir. Simetri kavrami, matematiksel yapilarin doniisiimler



altinda degismez kalan Ozelliklerini inceleyen bir yaklasimdir ve diferansiyel denklemlerin
¢oziimlerinin bulunmasinda kritik bir ara¢ olarak ortaya cikar. Ozellikle Lie simetrileri,
diferansiyel denklemlerin simetri analizinde en yaygin kullanilan ve en kokli yontemlerden
biridir. Sophus Lie tarafindan gelistirilen bu teori, diferansiyel denklemlerin siirekli tek
parametreli donlisim gruplart altindaki degismezliklerini inceleyerek denklemlerin mertebesini
diisiirme veya kismi diferansiyel denklemleri adi diferansiyel denklemlere indirgeme imkani sunar
(Ovsiannikov, 1982).

Sophus Lie’nin teorisine gore, herhangi bir adi diferansiyel denklem siirekli tek parametreli
bir doniisiim grubu altinda degismezlik gosteriyorsa, bu denklemin mertebesi bir derece
indirgenebilir. Bu 6zellik, diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin bulunmasinda biiyiik bir avantaj
saglamaktadir. Benzer sekilde, kismi diferansiyel denklemler i¢in de simetri analizi uygulanarak,
denklemin degismezligi saglandiginda kismi diferansiyel denklem adi diferansiyel denkleme
indirgenebilir ve bdylece tam ¢oziim elde edilebilir (Ibragimov, 1994). Ancak, Lie simetri
teorisinin gli¢lii olmasina ragmen, bazi diferansiyel denklemler Lie simetrilerine sahip olmayabilir
veya bu simetriler denklemin ¢6zlimiinii elde etmeye yetmeyebilir. Bu durumda, alternatif simetri
kavramlarmin gelistirilmesine ihtiya¢ duyulmustur.

Bu baglamda, Lie simetrilerinin yani sira Noether simetrileri, A-simetrileri ve p-simetrileri
gibi farkli simetri tiirleri literatiirde tanimlanmis ve kullanilmaya baslanmistir. Noether simetrileri
ozellikle fiziksel sistemlerde korunum yasalarinin elde edilmesine imkan saglarken, A-simetrileri
ve p-simetrileri, Lie simetrilerinin genellestirilmis versiyonlar1 olarak, Lie simetrilerinin
bulunmadigi durumlarda da ¢6ziim indirgeme imkani sunar (Muriel ve Romero, 2001; Cicogna ve
Gaeta, 2008). Bu yeni simetri kavramlari, diferansiyel denklemlerin ¢dziim alanin1 genisleterek
matematiksel modellemede 6nemli bir arag haline gelmistir.

Bu tez ¢alismasi diferansiyel denklemlerin temel kavramlarina ve simetri analizine genel
bir girisle baslayacaktir. Bu boliimde, diferansiyel denklemlerin tipleri ve ¢dziim ydntemleri
incelenecek ve simetri analizinin temel prensipleri agiklanacaktir (Simmons, 2016). Ilerleyen
bolimde, simetri indirgenmesi kullanilarak elde edilen diferansiyel denklemlerin tam ¢oztimleri
incelenecektir. Bu ¢oziimler, analitik yontemlerle bulunabilmektedir. Farkli diferansiyel denklem
tipleri i¢in ornekler sunularak, simetri analizinin diferansiyel denklemlerin tam ¢oziimlerinin
bulunmasinda nasil bir avantaj sagladigi gosterilecektir (Strauss, 2008).

Bu calismada teorik kavramlar, bu kavramlarin gercek diinya problemlerine
uygulanabilirligini gdsteren 6rnek uygulamalarla desteklenmektedir. Ele alinacak ornekler
arasinda elektrik devre analizi, 1s1 transferi problemleri, hareket dinamigi ve kimyasal reaksiyon

kinetigi gibi problemler bulunmaktadir. Tezin son boliimiinde, elde edilen sonuglar 6zetlenecektir.



Simetri analizinin diferansiyel denklemlerin mertebelerini indirgeme {izerindeki etkisi, elde edilen
tam ¢oziimlerin pratik 6nemi ve gelecekteki arastirma yonleri lizerinde odaklanilacaktir. Bu tez,
diferansiyel denklemlerin simetri analiziyle indirgenmesi ve tam c¢oziimlerinin elde edilmesi

konusunu orneklerle agiklayan detayli bir kaynak olmay1 amaglamaktadir.



2. DIFERANSIYEL DENKLEMLER VE SIMETRI ANALIZiININ TEMEL
PRENSIPLERI

Diferansiyel denklemler, fizik, miihendislik, biyoloji ve diger bir¢ok bilim dalinda temel
bir rol oynamaktadir. Fizikte hareket denklemlerinden, 1s1 transferi problemlerine; biyolojide
popiilasyon dinamiklerinden, kimyada reaksiyon kinetigine kadar genis bir yelpazede karsimiza
cikarlar. Bu denklemlerin ¢6ziimii, gercek diinya problemlerine matematiksel bir perspektif
sunarak, bilim ve miithendislikte inovasyon ve gelisime katkida bulunmaktadir (Strauss, 2008).

Calismanin bu boliimiinde, diferansiyel denklemlerin temel kavramlarina ve simetri
analizine genel bir girig yapilacaktir. Bu boliimde, diferansiyel denklemlerin tipleri ve ¢6ziim
yontemleri incelenecek ve simetri analizinin temel prensipleri agiklanacaktir (Atic1 ve Killi, 1983;
Oztiirk, 2007). Diferansiyel denklemler, bir fonksiyon ve onun tiirevlerinin birbirleriyle iligkisini
ifade eden matematiksel ifadelerdir (Tutar, 2011). Genel olarak, y = f(x) seklinde ifade edilen
bir fonksiyonun y'nin bir veya daha fazla tiirevinden bir ifadesi ile iliskili oldugu denklemlerdir
(Bluman ve Anco, 2002). Bu bdliimde, birka¢ temel diferansiyel denklem tiiriinii ve ¢oziim

yontemlerini ele alacagiz (Hydon, 2000; Olver, 1993).
2.1. Adi Diferansiyel Denklemler
Birinci dereceden basit bir diferansiyel denklem 6rnegi ele alalim:

dy

=2
dx x

Bu diferansiyel denklemi ¢6zmek i¢in tiirev almanin tersi olan integrasyon kullanilir. Bu durumda,

sol ve sag tarafina ayr1 ayri integral uygulanarak ¢oziim elde edilir:

[ dy=[2xdx

y=x2+C

Buradaki C sabitine integrasyon sabiti denilmektedir.



Simdi, ikinci dereceden bir diferansiyel denklem 6rnegi ele alalim:

d*y _dy
d—x2+3a+2y—0

Bu denklemin ¢6ziimii i¢in Oncelikle karakteristik denklem yazilir. Karakteristik denklem,

denklemin koklerini verir ve bdylece difarensiyel denklemin genel ¢oziimii elde edilir.

2.2. Simetri Kavram

Simetri kavrami, matematik, fizik ve diger bilim dallarinda temel bir kavram olarak 6ne
cikar. Basitce ifade etmek gerekirse, simetri; bir nesnenin veya sistemin belirli bir doniisiim
(6rnegin yansima, dondiirme veya 6teleme) altinda kendisini koruma veya belirli bir diizenliligi
stirdiirme 6zelligidir. Simetri, dogadaki pek cok yapinin ve olayin diizenliligini anlamada 6nemli
bir rol oynar.

Matematikte simetri, geometrik sekillerin veya denklemlerin doéniisiimler karsisindaki
degismezligini ifade eder. Ornegin, bir kar tanesi alt: katli ddnme simetrisine sahiptir; bu da kar
tanesini 60° dondiirdiigimiizde seklin degismeden kalacagi anlamina gelir. Benzer sekilde, bir
diferansiyel denklemde de simetri, denklemin belirli bir de§isken doniisiimii altinda bigimini
korumasi olarak tanimlanabilir.

Fizikte ise simetri kavrami, doga yasalarinin degismezligini anlamada ¢ok gii¢lii bir arag
olarak kullanilir. Ornegin, uzayda her yonde aym fiziksel yasalara sahip olmamiz (izotropi),
fiziksel sistemlerin donme simetrisine sahip oldugu anlamina gelir. Yine, zaman simetrisi, bir
sistemin belirli bir zamandaki davraniginin gelecekte de gegerli olacagini ifade eder. Bu tiir
simetriler, enerjinin ve momentumun korunumu gibi temel korunum yasalariyla dogrudan
iligkilidir.

Simetri, yalmizca geometrik veya fiziksel baglamlarda degil, ayn1 zamanda daha soyut
matematiksel yapilarda da énemli rol oynar. Ornegin grup teorisi, simetri kavramini cebirsel bir
yapiya oturtarak farkli simetri tiirlerini siniflandirir ve incelemeye olanak tanir. Lie gruplari ve Lie
cebiri gibi araglar, 6zellikle diferansiyel denklemler iizerindeki siirekli simetrilerin analizinde
temel bilesenler olarak kullanilir.

Ozetle simetri kavrami, bir sistemin diizenliligini, dengelerini ve korunum yasalarini

anlamada gii¢lii bir temel saglar. Bu nedenle simetri, hem teorik hem de uygulamali ¢aligmalarda
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vazgecilmez bir analiz aracidir. Bu tez ¢alismasinda da diferansiyel denklemlerin simetri analizine

odaklanarak simetrinin sagladigi kolayliklar ve avantajlar ortaya konacaktir.

2.3. Diferansiyel Denklemlerin Simetri Analizi

Simetri, bir nesnenin veya sistemin belirli bir doniisiim altinda kendisine benzer kalma
Ozelligi olarak tanimlanir. Bu 6zellik, bir sistemin davranisinda veya yapisinda diizenlilik ve
ongoriilebilirlik saglar. Simetri analizi ise, diferansiyel denklemlerin belirli simetri dontisiimleri
altinda nasil degistigini ve bu doniisiimlere karsi nasil davrandigini inceleyen giiclii bir
matematiksel yontemdir (Simmons, 2016). Bu analiz hem denklemlerin ¢&ziim siirecini
basitlestirme hem de tam ¢ozlimleri elde etme agisindan biiyiik bir avantaj sunar.

Simetri analizi 6zellikle fiziksel sistemlerin matematiksel modellemelerinde kritik bir rol
oynamaktadir. Klasik mekanik, elektromanyetizma, kuantum mekanigi ve termodinamik gibi
birgok fiziksel teoride simetri kavrami, sistemlerin temel 6zelliklerini ve korunum yasalarini
anlamada kilit oneme sahiptir. Bu baglamda simetri, sistemdeki korunum yasalarini, sabit
durumlari ve denge kosullarini matematiksel olarak ifade etme imkan1 saglar.

Diferansiyel denklemlere uygulanan simetri analizi, genellikle koordinat doniisiimleri,
zaman donilisimleri veya diger matematiksel operasyonlar gibi doniisiimleri igerir. Bu
doniistimler, denklemlerin belirli  degiskenlerini ortadan kaldirabilir, degiskenlerin
kombinasyonlarin1 yeniden diizenleyebilir veya denklemi daha basit bir forma donistiirebilir.
Boylece ¢ozlim siireci kolaylagtirilmis olur.

Simetri analizi kapsaminda denklemlerin doniisiimlere karsi gosterdigi davranis,
“kovaryans” ve “invaryans” kavramlariyla agiklanir. Kovaryans, bir denklemin belirli bir doniigiim
altinda nasil degistigini ifade ederken; invaryans, denklemin bu doniisiim altinda degismeden
kaldigin1 ve kendisini korudugunu gosterir. Bu 6zellikler, diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinin
karakteristigini anlamada ve yeni ¢oziimler liretmede temel rol oynar.

Diferansiyel denklemlerin simetri analizinde siklikla Lie gruplar1 ve Lie cebiri gibi
matematiksel araclar kullanilmaktadir (Hydon, 2000). Bu araglar sayesinde, diferansiyel
denklemler {izerindeki simetri doniigiimleri sistematik olarak belirlenebilir. Boylece, diferansiyel
denklemler belirli simetri doniistimleri altinda daha basit denklemlere indirgenebilir ve bu
indirgenmis denklemler analitik veya yari-analitik olarak ¢oziilebilir (Hamermesh, 1989).

Sonug olarak, simetri analizi diferansiyel denklemlerin hem yapisal 6zelliklerini hem de

¢Oziimlerini anlamada vazgecilmez bir yontemdir. Bu nedenle, bu tez ¢alismasinda diferansiyel



denklemlerin simetri analizine odaklanarak, denklemlerin tam ¢oziimlerinin elde edilmesine katk1

saglanmas1 amaglanmaktadir.

Ornek:
y'+xy'+y=0

diferansiyel denklemini ele alalim. Bu denklem iizerinde simetri analizi yapilarak, x {izerindeki

doniisiim
x' ' =-x
olarak alinirsa, denklemin simetrisinin korundugu gézlemlenir. Bu simetriyi kullanarak denklem,
daha basit bir forma indirgenir ve ¢6ziimii daha kolay hale gelir.
Gergek hayat uygulamalarindan bazi 6rnekleri inceleyelim:

Ornek (Radyoaktif Bozunma):

Bir radyoaktif elementin bozunmasi, asagidaki birinci dereceden bir diferansiyel

denklemle modellenmektedir

dN_
dt

—kN
Bu denklemde, N sabiti radyoaktif atom sayisini ve K sabiti bozulma hizin1 gstermektedir.
Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii,
N(t) = N, o™
seklindedir ve bu ¢oziimdeki N sabiti baglangigtaki radyoaktif atom sayisidir.

Ornek (Is1 iletimi):

Bir 1s1 iletkeninin sicaklik dagilimi ikinci dereceden bir diferansiyel denklemle su sekilde

modellenebilir



d?t

ek

Bu denklemdeki T sabiti sicaklig1 ve k sabiti 1s1 iletkenligini temsil etmektedir. Bu diferansiyel

denklemin ¢6zimii,

T(x)=Ax+B
seklinde elde edilir. Burada A ve B sabitleri integrasyon sabitleridir.
Ornek (Biiyiime ve Yikim Problemi):

Bir organizmanin popiilasyon dinamigi, birinci dereceden bir diferansiyel denklemle su

sekilde modellenebilir

ir P—dP
dr |

Bu denklemde, P fonksiyonu popiilasyonu, r fonksiyonu biiylime oranini ve d 6liim oranini temsil

etmektedir. Bu diferansiyel denklem ¢oziiliirse,

P(t) = Pye—t
¢Ozlimii elde edilir. Burada P, baslangi¢ popiilasyonudur.
Ornek (Elektrik Devreleri):

Bir RL devresinin akimi, birinci dereceden bir diferansiyel denklemle asagidaki gibi

modellenebilir

i

I
dt

Burada i akim, L indiiktans, R direng ve V(t) voltajdir.
Bu denklemde, genellikle ¢esitli zaman fonksiyonlar i¢in voltaj degeri V(t) verildiginde akim i(t)

hesaplanarak bulunur.



Ornek: fkinci mertebeden adi bir diferansiyel denklem olan harmonik osilatér denklemini ele

alalim

d?y
W'i‘ a)zy =0

Bu denklemin tam ¢6ziimii,

y(t) = Acos(wt) + Bsin(wt)

seklinde bulunmaktadir. Bu ¢6ziim, harmonik osilatoriin simetrisi ve doniisiimleri ile iliskilidir.

2.4. Mekanik Sistemlerde Simetri

Mekanik sistemlerde simetri, bir sistemin yapisal veya davranigsal 6zelliklerinin belirli
doniistimler altinda kendini yeniden iiretme yetenegidir. Bir yayin serbest salinimi, mekanik
sistemlerde sikca karsilasilan bir problem olan diferansiyel denklemlerin simetri analizini
gostermek i¢in uygun bir drnektir.

Ornek: Yaym hareketini tanimlamak igin asagidaki diferansiyel denklemleri kullanabiliriz:

d?x
moz +kx=0
Burada:
e M yayn kiitlesi,
o kyaym sertligi (sabit),
e X yayin pozisyonu,

e tzaman.
Bu diferansiyel denklem, yayin serbest salinimini tanimlar. Ancak, eger yay simetrikse,
yani herhangi bir doniisiim sonucunda kendisine benziyorsa, denklem indirgenebilir.

Simetrik bir yayin serbest salinim1 durumunda, yayin denklemlerinin ¢oziimii su sekildedir

x(t) = Acos(wt + ¢).



Burada:
e A yaym maksimum uzamasi,
e ® yaym agisal frekansi,

e ¢ baslangig fazidir.

Bu ¢6zlim, yayin serbest salinim hareketini tanimlar. Baglangi¢ kosullar1 x(0) ve w(0) ile
belirlenebilir. Ornegin, yayin baslangigta belirli bir noktadan belli bir hizda serbest birakilmas1
durumunda, baslangi¢ kosullar1 bu degerlere gore belirlenir. Bu 6rnek, simetri analizinin mekanik
sistemlerde nasil uygulanabilecegini gostermektedir. Simetrik sistemlerde, diferansiyel

denklemler genellikle daha basit hale gelir ve ¢ozlimleri daha erisilebilir hale gelir.

Ornek: Kuantum Mekaniginde Simetri

Kuantum mekaniginde, simetri prensipleri atomik ve molekiiler yapilarin anlagilmasinda
onemlidir. Ornegin, bir molekiiliin elektron dagilimi, molekiiler simetri 6zelliklerine dayali olarak
modellenebilir. Kuantum mekaniginde, simetrik bir kuantum kuyusu, potansiyel enerjisi simetrik
bir sekilde dagilmis olan bir kuantum mekanigi sistemidir. Bu 6rnekte, bir boyutlu simetrik bir
kuantum kuyusunu ele alalim. Potansiyel enerji fonksiyonu V (x) dairesel simetriye sahip olacak
sekilde tanimlansin.

Schrodinger denklemi

h 0% —E
2m dx? ve)Y = Ey

seklindedir. Burada;

e h, indirgenmis Planck sabiti,

e m, parcacign kiitlesi,

e Y(x), dalga fonksiyonu,

e V(x), potansiyel enerji fonksiyonu,

o E, toplam enerji.

Simetrik bir potansiyel kuyusunda, potansiyel enerji fonksiyonu V (x) belirli bir simetriye

sahiptir. Dairesel simetri i¢in, potansiyel enerji fonksiyonu V (x) sabittir. Schrodinger denklemini

bu simetri altinda ¢6zmek i¢in, agagidaki sekilde dalga fonksiyonunu su sekilde kabul edebiliriz
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Y(x) = Acos(kx).

Burada:
e A, normallestirme sabiti,
e k, dalganin dalga vektoriidiir.
e Schrodinger denklemini bu dalga fonksiyonuna yerlestirerek ¢oziimiimiizii bulabiliriz.

Potansiyel enerji fonksiyonu sabit oldugu i¢in, V (x) terimi ¢dziimde yer almayacaktir;

h? d?
BT (Acos(kx)) = E(A cos(kx)).

Elde edilen bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii i¢in ikinci tiirevi alalim

2k2

— Acos(kx) = EA cos(kx)

Bu denklemi ¢ozerken,

__2mE

2
k "

seklindedir. Enerji seviyeleri E i¢in su formiilii elde ederiz:

B h?k? B n?m?h?

En 2m  2ml?2

Burada n bir tamsayidir ve L kuyunun uzunlugudur.

Sonug olarak, simetrik bir kuantum kuyusunun enerji seviyelerini bulduk. Baslangi¢ ve
sinir kosullarina bagl olarak, dalga fonksiyonlarinin ve enerji seviyelerinin tam ¢dziimlerini elde
edebiliriz. Bu durumda, kuyunun potansiyel enerjisi sabit oldugu i¢in, dalga fonksiyonlarinin ve

enerji seviyelerinin tam ¢ézlimleri basit siniis veya kosiniis fonksiyonlaridir.
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2.5. Optik Sistemlerde Simetri

Optik sistemlerde simetri, 15181n bir ortamda belirli bir diizenlilik veya denge gostermesidir.
Optik sistemlerde simetri analizi, 15181n yansimasi ve kirilmasi gibi olaylarin modellenmesinde
kullanilir. Ornegin, bir simetrik aynanin optik ozellikleri, simetri prensipleri kullanilarak tam
olarak incelenebilir.

Ornek: Simetrik Optik Rezonator

Bir simetrik optik rezonator, i¢inde 15181n dairesel simetriye sahip oldugu bir sistemdir. Bu
ornekte, bir yuvarlak optik rezonatorii ele alalim. Rezonatdriin i¢ duvarlart yansiticidir ve 11k bu
duvarlar arasinda ¢ok defa yansiyarak rezonans kosullarini saglar.

Rezonatér i¢indeki 1s18in  davranisini  tanimlamak i¢cin  Helmholtz denklemini

kullanabiliriz:
V2E + k*n’E =0

Burada:
e E, elektrik alanin kompleks genlik vektorii,
ek, dalga sayisi,

e n, ortamin kirilma indisidir.

Simetrik bir rezonatorde, rezonans kosullarini saglayan modlarin dairesel simetrisi vardir.
Bu durumda, 15181n ortalama yogunlugu |E|? de dairesel simetriye sahip olacaktir. Bu simetriyi
g6z Oniinde bulundurarak, diferansiyel denklemin polar koordinatlara doniistiiriilmesi uygun
olacaktir.

Dairesel simetri altinda Helmholtz denklemi, asagidaki sekilde doniistiiriilebilir:

16( aE)+ 1% 5
rarrar r2 002 ne=

Burada; r polar koordinat sistemindeki mesafedir ve € acidir.
Bu denklemin ¢dziimii igin uygun baslangi¢ ve smir kosullar1 belirlenmelidir. Ornegin,
rezonatdrlin i¢ yiizeylerine yansiyan 1§18in tamamen yansitici oldugunu ve dairesel simetriyi

korudugunu varsayabiliriz. Bu kosullar altinda, ¢6ziim dairesel simetriyi koruyacaktir.
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Tam bir ¢6ziime ulagsmak i¢in, baslangi¢ ve sinir kosullar1 dikkate alinarak Helmholtz denkleminin
¢Oziimii analitik veya nlimerik olarak yapilabilir. Sonug¢ olarak, rezonator icindeki 1s18in
modlarinin genlik ve dagilimmi elde edebiliriz. Bu ¢6ziim, optik rezonatorlerin tasarimi ve

analizinde 6nemli bir rol oynar.

Ornek: Elektromanyetizma ve Simetri

Elektromanyetik alanlar, simetri analizi kullanilarak Maxwell denklemleri altinda
incelenebilir (Jackson, 1999). Ornegin, bir simetrik antenin elektromanyetik yayilimi, simetri
prensipleri kullanilarak analiz edilebilir (Balanis, 2016). Elektromanyetizma alaninda simetri
kavramini tanimlayalim ve bir Ornek vererek diferansiyel denklemlerle ¢dziimiinii yapalim.
Elektromanyetik alanlarda simetri, Maxwell denklemleri altinda belirli bir denge veya diizenlilik
gosteren alan yapilarini ifade eder.

Ornek olarak silindirik simetrik anteni alalim. Bir silindirik simetrik anten 6rnegi {izerinden
ele alalim. Silindirik antenin simetrik bir yapiya sahip oldugunu ve elektrik akiminin anten
boyunca homojen bir sekilde dagildigin1 varsayalim. Bu durumda, antenin elektrik alaninin
simetrik oldugunu kabul edebiliriz. Elektromanyetik dalga yayilmasin1 tanimlamak i¢cin Maxwell
denklemlerini kullanabiliriz.

Elektrik alan1 E' ve manyetik alan B i¢in Maxwell denklemleri asagidaki gibidir:

1. Gauss ‘un Yasasi:

P
V-E=—
€o
2. Gauss ‘un Manyetik Alan Yasast:
V-B=0
3. Faraday Yasast:
VX E 0B
XE=——
at
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4. Ampere-Maxwell Yasast:

oE
VXxB :M0]+HOEOE

Bu denklemleri kullanarak silindirik simetrik antenin davranisini analiz edebiliriz. Silindirik
simetri altinda, elektrik alan ve manyetik alan da simetrik olacaktir.

Baslangic ve sinir kosullar1 antenin fiziksel Ozelliklerine bagli olarak belirlenebilir.
Ornegin, antenin uglarinda elektrik alanmin sifir oldugunu veya antenin belirli bir frekansla
beslendigini varsayabiliriz.

Bu o6rnekte, silindirik simetrik antenin elektrik ve manyetik alanlarinin tam bir ¢oziimiinii
elde etmek i¢in uygun baslangic ve sinir kosullariyla birlikte Maxwell denklemlerini ¢ozebiliriz.
Analitik veya niimerik yontemlerle ¢ézlime ulasarak, antenin yaydigi elektromanyetik dalgalarin
ozelliklerini belirleyebiliriz. Bu ¢6zlim, antenin performansini ve yayilma o6zelliklerini analiz

etmek icin kullanilabilir.
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3. SIMETRI INDIRGEMELERI

Simetri indirgemesi, fiziksel sistemlerin analizinde yaygin olarak kullanilan bir tekniktir
(Olver, 1993). Bu teknik, bir sistemdeki simetri 6zelliklerini kullanarak, sistemdeki denklemleri
daha basit bir forma indirgeme islemidir. Simetri indirgemesi, diferansiyel denklemlerin
¢Ozlimiini basitlestirerek sistemlerin davranislarini anlamak i¢in giiclii bir aragtir. Calismanin bu
boliimiinde, oncelikle diferansiyel denklemlerin simetri indirgemeleri {izerinde durulacak ve bu
yontemin diferansiyel denklemlere nasil uygulandigi imcelenecektir.

3.1. Simetri Indirgemeleri Yontemi

Simetriler, denklemin mertebesini indirgemek icin kullanilir. Literatiirde farkli simetri
tiirleri vardir, bu boliimde ele alinan denklemin bir Lie simetrisine sahip oldugunu varsayalim.
Eger bir Lie simetrisi bulunursa, bu simetriye karsilik gelen invaryantlar (sabit kalan degiskenler)
tanimlanir ve orijinal diferansiyel denklem bu invaryantlar cinsinden yazilarak indirgenir. Boylece
daha diisiik mertebeli veya daha basit diferansiyel denklemler elde edilir (Ibragimov, 1999). Simdi,
simetrilerden lretilen invaryantlar kullanilarak bir diferansiyel denklemin nasil indirgendigini
inceleyecegiz.

Oncelikle, n. mertebeden

F(X' Y, ¥, "'iYﬂ) =V¥n— f(X, Y, ¥1, "'!Yﬂ—l) =0

seklinde bir diferansiyel denklem ele alalim. Bu diferansiyel denklem bir parametreli Lie grup

dontisiimiinii ancak ve ancak F = 0 iken
XMWF =0

kosulu saglanirsa kabul etmektedir. Burada, X™ sonsuz kiiciik tireteclerin n. dereceden

uzanimidir. Béylece, F fonksiyonunun

Ll(X, Y):Vl (X, Y Y1); w2V (X, Y Y1,...! Yn)i

invaryantlarinin fonksiyonu oldugu aciktir ve bu F fonksiyonu

Xu(x,y) =0,
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avk

X®vy(x,y, =0
vie(% Y, y1,.31) ve g

*+ 0, k=1,2,...,n.

uzanimlarini saglamaktadir.
Bir parametreli Lie grup doniisiimiiniin n. uzanimi i¢in

dontigiimleri kullanilir. Burada,

dx dy = dy; dyy
Exy) nxy) nV&yy) n®O&Y YL eV

karakteristik denklemini yazarsak, vy = (X,y,y; ..., yx) invaryantinin bu karakteristik denklemin

integrasyon sabiti oldugu goriilmektedir.

Bu invaryantlarin F denklemine uygulanmasi ile denklem

G(u,vq,Veq v, vy) =0

formuna doniisiir.

Simdi, s(X,y) kanonik koordinatinin  hesaplanmasina gerek kalmadan u(x,y),
Vi(X ¥, V1) sV (X, y, yl’__,yn) invaryantlar1 segilebilir, boylece G(u,vy,V,q ...,Vv,) denklemi
(n — 1). dereceden bir diferansiyel denkleme dontisiir. Yani, n. dereceden bir diferansiyel denklem

(n — 1). dereceden bir diferansiyel denkleme indirgenir. Biitiin bu indirgemeler r(x,y), s(X,y) kanonik

kooordinatlart kullanilarak yapilmaktadir, bu koordinatlar arasinda iligki

u(x,y)=r(x,y)
d¥s

vie(X, ¥, V1, - YK) =% k=12, ..,n

seklinde verilmektedir.

ux y) ve v4(x,v,v1) = v(x,V,v;) invaryantlart X uzanim kullamilarak yazilan
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dx _ dy _ dy,
E(X, Y) a n(XJ Y) B Nx + (ny - Ex))ﬁ - Ey()ﬁ)z

karakteristik denklemin integrasyon sabitlerinden elde edilmektedir.
Bir parametreli Lie grup doniisiimiiniin k. uzanimi i¢in u(x,y), v{(X,v,y1) = v(X,V,¥1)

. IR D .
invaryantlar1 bulunur, buradan goriiliir ki d_Z’ (k + 1). uzanimi i¢in bir grup invaryantidir ve

dv* dv* dv
(L) === k=1
du du* du

esitligi elde edilir. Islemleri tiimevarimsal olarak devam ettirirsek; n. dereceden genisletilmis

grubun invaryantlari

dv d’v  d*lv
du’du?’ "’ dun-?
seklinde bulunur. Bu invaryantlar Lie grup doniisiimiiniin n. genisletilmis grubunun diferansiyel

invaryantlar olarak adlandirnlir. Bu tiir diferansiyel invaryantlar, Lie grup doniisiimiiniin ilk aciliminin

u(x,y), v(x,¥,v1); [;—;1 * 0] invaryantlarinin herhangi se¢imleri i¢in olusturulabilir.

Buradan, baz1 g(x,y,y;) fonksiyonlar1 i¢in

av av av

ﬂ_ﬁ+Y16_y+yza_yl
du du du
ﬁerla_y

=V (X, Y, ¥1, yZ)

+81(x%y,¥1),

ov

_ 9y

=2 lg u
ax Yigy

elde edilir.
Bazt gy (%, ¥, V1, ¥x), k =1,2,..,n — 1 fonksiyonlar1 i¢in tiimevarimsal olarak su

iligkiyi gosterebiliriz:
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dkv
s = V41 (X ¥, V1, oors Vs 1)

av

9y,
(Geevig))
ax YIBy

+ gk(X,y, Y5 - 'Yk)'

= Yk+1 [

Sonug olarak, {vi(X,V,¥1, ., Yx)}, kK = 2,3, ..., n invaryantlar1 diferansiyel invaryantlar

olarak adlandirilir. Daha fazlasi,

Kk
v
Yik+1 = mAk(X' y,¥1) + B (X ¥, Y1, oos Vi)

saglanmalidir, burada Ay ve By fonksiyonlari

(6u+y au)k
ox 1oy
Ak(X, Y, Y1) — v Y

ay

Bk = —Akgk, k= 1,2, e, 1 — 1

olarak verilmistir. Boylece, F denklemi (n — 1). dereceden bir adi diferansiyel denkleme

indirgenir ve bu indirgenmis denklem invaryantlar cinsinden su sekilde yazilir:

dll—lV

dull— 1

dv n-2
— H(u’v’_ u)

du' ldull—Z

Ek olarak,
vV = q)(u; Cy,Cy, ., Cn—l)

fonksiyonu indirgenmis denklemin genel ¢6ziimiidiir, burada C;,C, ,C,_; keyfi sabitlerdir.

Boylece, F denkleminin ¢6ziimii

V(X y,z) = ¢(U(X' ¥); €1, Cy, Cn—l)
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seklinde bulunur.

Bu yontemi farkli simetri tiirleri i¢in su adimlar izleyerek genelleyebilir ve tiim simetri
tiirleri icin denklemin simetri indirgemesini yaparak denklemi ¢dzebiliriz. Ilk adimda, simetri
tanimlanir ve sistemin hangi simetri 6zelliklerine sahip oldugu belirlenir. Simetriler, doniisiimler
yapilarak elde edilir ve bu doniistimler genellikle uzaydaki konum veya zamandaki degisiklikler
olabilir. Bir sistemdeki simetri 6zelliklerini tanimlamak i¢in genellikle sistemdeki doniigiimleri
gbzlemlemek gerekir. Ikinci adimda, simetri operatdrleri belirlenir. Ugiincii adimda, bu operatdriin
sistemler tizerindeki etkileri incelenir. Dordiincii adimda, donme operatorii ile doniistim yapilir.
Besinci adimda, indirgenmis denklem ¢oziiliir. Simdi biitiin bu adimlar1 ayrintili bir sekilde ele

alacagiz.
3.2. Simetrilerin Tanimlanmasi

Simetri indirgenirken ilk olarak yiriitilen adimda simetri tanimlanmalidir. Bunu

yapabilmek i¢in sistemlerin doniisiimlerini 6rneklerle birlikte inceleyecegiz.
3.2.1. Elektrik Devre Analizi Diferansiyel Denklemi
Bir RL devresini ele alalim, devrenin indiiktansi L, direnci R, ve kaynagin gerilimi V(t)

olsun. Devre elemanlarindaki degisimler nedeniyle endiiktans L(t) olarak modellensin.

Devre elemanlarinin meydana getirdigi diferansiyel denklem su sekildedir:
L()Z +Ri=V(t)
a

Bu diferansiyel denklem, RL devresinin davranisini modeller. Simdi, bu denklemin homojen
¢Ozlimiinii ve simetri indirgeme ¢6ziimiinii ele alalim.

Denklemin homojen ¢oziimiinii elde edebilmek i¢in, 6ncelikle homojen denklemi yazalim
dip .
L(t)E + Ri = 0.
Bu homojen diferansiyel denklemin ¢6zlimii, karakteristik denklemin ¢éziimiiyle elde edilir:
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L(t)s+R =0.
Denklemin simetri indirgeme ¢oziimiinii elde edebilmek i¢in 6ncelikle endiiktansin L(t)
belirli bir simetriye sahip oldugunu diistiniirsek, simetri indirgemesi uygulayabiliriz.

Omegin, L(t) = Mf(t) seklinde bir simetriyi diisiinelim. Bu durumda, diferansiyel

denklem su sekilde simetriklestirilebilir
Mf(E)S +Ri=V(D).

3.2.2. Hareket Dinamigi Problemi

Bir yay-masa-soniimleyici sistemini modelleyen diferansiyel denklemi ele alalim. Bu sefer,

yayin sertligi k(t) zamanla degisebilir olsun. Hareket denklemi su sekildedir:
m-x"(t)+c-x'(t) +k(t) - x(t) =F(t)
Hareket dinamigi probleminin homojen ¢oziimii
m-xh" +c-xh'+kh-xh=0

seklindedir. Karakteristik denklemi ¢ozerek xh(t)'yi bulmayi igerir.

Bu denklemin 6zgiin ¢oziimii

m-xp"”" +c-xp'+kp-xp=F(t)
seklinde bulunur. Bu 6zgiin denklemin ¢6ziimii, varyasyon sabitleri yontemini kullanarak xp(t)'yi
bulmayu igerir.

Denklemde yay sertliginin degisimini gbz Oniine alarak, bir simetri indirgeme adimi

yapilabilir. Ornegin, k(t) icin bir simetri indirgeme yapilabilir (Hydon, 2000).
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3.2.3. Silindirik Simetri

Bir silindirin iizerindeki herhangi bir noktanin, silindirin donme ekseni etrafinda herhangi
bir agida dondiiriildiiglinde, sistemin goriiniimiiniin degismedigini gozlemleyebiliriz. Bu, silindirin

silindirik simetriye sahip oldugu anlamina gelir.

Ornek: Silindir Simetrisi ve Elektrik Alami

Bir silindirin igindeki elektrik alanin simetrik dagilimini inceleyelim. Silindirin uzunlugu
L olsun ve yaricapt R olsun. Silindirin ortasindaki eksende simetrik bir elektrik alan1 oldugunu
varsayalim.

Baslangic ve sinir kosullari:
Silindirin i¢indeki elektrik alanin simetrik oldugunu varsayalim.
Silindirin disindaki elektrik alanin sifir oldugunu varsayalim (E=0).
Bu durumda, silindir simetrisini kullanarak elektrik alanin1 tanimlayan bir diferansiyel denklem

elde edebiliriz. Diferansiyel denklem

10E, 10%Er 0%Er _ 0

V2E — =
r+r or +r2 062 + 0z2

seklindedir. Burada Er elektrik alaninin radyal bilesenidir.

Bu diferansiyel denklemi ¢6zmek igin, silindir simetrisini dikkate alarak uygun baslangi¢
ve sinir kosullarmi saglamaliyiz. Ozellikle, silindirin i¢indeki ve digindaki elektrik alaninin sinir
kosullar1 énemlidir. Bu problemi ¢dzmek igin sayisal yontemler kullanabiliriz. Ornegin, sonlu
farklar yontemi veya sonlu elemanlar yontemi gibi sayisal ¢éziimleme teknikleri kullanilabilir. Bu

¢ozlim, silindir igindeki elektrik alanin simetrik dagilimini tam olarak tanimlayacaktir.

3.2.4. Kare Simetri

Bir kare seklindeki bir plakayr diistinelim. Plakanin dort kenari, plakanin birbirine dik
olarak dort simetrik esit parcaya boliindiiglinii gosterir. Bu durumda, herhangi bir dortgenin
herhangi bir kenarmin bir donme islemiyle plakanin orijinal haline dondiiriilebilir oldugunu
gozlemleyebiliriz. Bu, kare simetrisi olarak adlandirilir.

Bir kare levha i¢indeki elektrik alanin simetrik dagilimini inceleyelim. Kare levhanin kenar

uzunlugu L olsun. Baglangi¢ ve sinir kosullart:
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Kare levhanin i¢indeki elektrik alanin simetrik oldugunu varsayalim.

Kare levhanin disindaki elektrik alanin sifir oldugunu varsayalim (E=0).

Bu durumda, kare simetrisini kullanarak elektrik alanini tanimlayan bir diferansiyel denklem elde
edebiliriz.

Diferansiyel denklem

VZE+k*E=0

seklindedir. Burada E elektrik alani, k dalga sayisidir.

Bu diferansiyel denklemi ¢6zmek icin uygun baslangi¢c ve siir kosullarini saglamaliyiz.
Ozellikle, kare levhanin igindeki ve disindaki elektrik alanin sinir kosullar1 5nemlidir. Bu problemi
¢dzmek igin sayisal yontemler kullanabiliriz. Ornegin, sonlu farklar ydntemi veya sonlu elemanlar
yontemi gibi sayisal ¢oziimleme teknikleri kullanilabilir. Bu ¢6zlim, kare levha igindeki elektrik
alanin simetrik dagilimini tam olarak tanimlayacaktir.

Kare simetrisiyle ilgili diferansiyel denklemi ¢6zmek igin, basit bir sayisal yontem olan
sonlu farklar yontemini kullanabiliriz. Kare levhanin i¢indeki elektrik alanin simetrik oldugunu
varsayalim ve levhanin disindaki elektrik alanin sifir oldugunu kabul edelim. Bu durumda, ikinci
tiirevleri sonlu farklar yontemiyle birinci tiirevlere doniistiiriilebilir.

Kare simetri altinda, elektrik alanin radyal bileseni E i¢in kullanacagimiz diferansiyel

denklem

o°F + a’F +k’E=0
0x~2  dy? B

seklindedir. Bu denklemi ¢6zmek i¢in, kare levhanin her iki boyutunda da ayni adim uzunlugunu
Ax = Ay = h alalim. Bu durumda, diferansiyel denklemi sonlu farklar yontemiyle su sekilde

yaklasik olarak ifade edebiliriz:

Eiyq,j—2E; j+E; j + Ejj+1—2E;j+E; ;4

2 h2 + szi,j =0

Burada E; ; kare levhanin (i,j) koordinatindaki elektrik alan degerini temsil eder. Bu sonlu

farklar denklemini ¢6zmek i¢in, kare levhanin her bir i¢ noktasindaki E; ; degerini hesaplamaliyiz.
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Ayrica, sinir kosullarini da dikkate alarak, kare levhanin kenarlarinda elektrik alanin sifir oldugunu
saglamaliy1z.

Elde edilen sonlu farklar denklemini ¢ozmek i¢in yaygin bir yontem, iteratif bir yaklagim
kullanmaktir. Ornegin, Jacobi veya Gauss-Seidel yontemleri kullanilabilir. Tam ¢6ziimii vermek
icin, bu iteratif yontemlerin uygulanmasi gerekecektir. Ancak, burada sadece genel bir ¢6ziim
yontemi ve yaklasik bir diferansiyel denklem yaklagimi sunulmustur.

Bu oOrneklerde, herhangi bir noktanin veya cismin belli bir doniisiim altinda kendisini
yeniden iiretme yetenegine sahip oldugunu gozlemledik. Bu da sistemde bir simetri oldugunu

gosterir. Simdi, bu simetri 6zelliklerini kullanarak bir diferansiyel denklem 6rnegine bakalim.
Ornek: Silindirik Simetrik Elektrik Alami

Bir silindirik simetrik elektrik alani diisiinelim. Bu durumda, elektrik alaninin silindirin

etrafinda donme simetrisine sahip oldugunu gézlemleyebiliriz.

Bu durumda, Coulomb yasasi olan V - E = gﬁ denklemini ele alalim. Silindirik simetri
0

altinda, denklem silindirin etrafinda herhangi bir agida dondiigiinde degismemelidir. Bu durumda,

diferansiyel denklemimiz

10E, 10%E, 0%E, P

V2E, + — =
" rad, 12002 09z2 g

seklindedir. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii, elektrik alaninin silindirdeki simetrik dagilimin
tanimlayacaktir.

Bu sekilde, sistemdeki simetri 6zelliklerini tanimlayabilir ve bu simetriye dayanarak
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini elde edebiliriz. Bu ¢ozilimler, sistemlerin davranislarini

daha iyi anlamamiza ve analiz etmemize yardimci olacaktir.
3.3. Simetri Operatorlerinin Belirlenmesi

Sistemin simetri 6zelliklerini tanimlamak i¢in uygun simetri operatdrleri tanimlanir. Bu
operatorler genellikle donme, 6teleme veya yansima operatorleri olabilir. Simetri operatorleri, bir
sistemdeki simetri 6zelliklerini matematiksel olarak ifade eden operatdrlerdir. Bu operatorler, bir

fiziksel sistemin belirli bir simetri altinda degismedigini ifade eder (Wigner, 1959). Ornegin,
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donme, 6teleme veya yansima gibi operatdrler simetri operatorleri olabilir. Bir sistemin simetri
Ozelliklerini belirlemek icin, genellikle sistemin fiziksel yapisin1 ve davranisini gozlemlemek
gerekir. Simetri operatorleri, sistemin belirli dontlisimler altinda degismedigini ifade eden

matematiksel operatorlerdir (Wigner, 1959). Bu operatorleri 6rneklendirelim.
3.3.1. Donme Simetrisi

Bir sistem belirli bir a¢1 etrafinda dondiiriildiigiinde degismiyorsa, donme operatorii bu
simetriyi ifade eder. Matematiksel olarak, bir vektoriin donme operatorii, o vektorii bir agiya gore

dondiiren bir doniisiim olabilir.

Ornek: Bir dénme simetrisine sahip bir yay sistemi diisiinelim. Yay, bir eksen etrafinda donerek
serbestce hareket ediyor. Yaymn donme agis1 8(t) olsun. Yayin donme simetrisi nedeniyle, yayin
kinetik enerjisi ve potansiyel enerjisi donme agisina bagli olacaktir. Bu durumda, yaymn mekanik
enerjisi korunur. Bu enerji korunumu prensibi, diferansiyel denklemin temelini olusturur. Yayin

Kinetik enerjisi

olarak bulunur ve yayin potansiyel enerjisi
1
V =-k6?
2

dir. Burada | yayin momenti, @ donme agisinin zamanla degisim hizi ve K yayin sertligi sabitidir.

Bu iki enerjiyi topladigimizda, toplam enerji asagidaki gosterilen sekilde sabit olacaktir:
E =T +V =sabit

Bu durumda, enerjinin zamanla degisimi sifira esit olur:

dE

E—O

Bu ifadeyi agarsak;
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d<112+1kw>—0
at\2'” T2 T

denklemini elde ederiz. Bu denklemi ¢6zebiliriz ve boylece yaym donme hareketini tanimlayan
diferansiyel denklemi bulabiliriz. Bu denklem, yayin donme simetrisini ifade eder ve genellikle

harmonik bir salinim denklemine benzemektedir. Ancak, tam bir ¢6zlim saglamak icin baslangi¢

kosullar1 belirtilmelidir. Bu kosullar, yayin baslangi¢c konumunu ve baslangi¢ hizin1 tanimlar.
3.3.2. Oteleme Simetrisi

Bir sistem belirli bir mesafeye tasindiginda degismiyorsa, 6teleme operatorii bu simetriyi
ifade eder. Matematiksel olarak, 6teleme operatorii bir vektorii belirli bir mesafe ve yonde tagiyan

bir doniisiim olabilir.
Ornek: Oteleme simetrisine sahip bir yay sistemi diisiinelim. Yayin ucu x ekseni boyunca bir ¢izgi
tizerinde hareket ediyor. Yayin pozisyonu x(t) olarak ifade edilsin.

Yayin kinetik enerjisi ve potansiyel enetjisi, 6teleme simetrisi nedeniyle konumuna bagl
olacaktir. Bu durumda, yaym mekanik enerjisi korunur. Bu enerji korunumu prensibi, diferansiyel

denklemin temelini olusturur.

Yayin kinetik enerjisi

seklindedir ve yayin potansiyel enerjisi ise
1
V = = kx?
> kx

olarak bulunur. Burada m yayin kiitlesi, i yayin hizi ve k yayin sertligi sabitidir.

Bu iki enerjiyi topladigimizda, toplam enerji sabit olacaktir;
E =T + V=sabit.
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Bu durumda, enerjinin zamanla degisimi sifira esit olur;

dE

E_O

Bu ifadeyi agarsak;

d (1 '2+1k 2)_0
ac\2™ T2") T

elde edilir. Bu denklemi ¢ozebiliriz ve yayin 6teleme hareketini tanimlayan diferansiyel denklemi
bulabiliriz. Bu denklem, yayin 6teleme simetrisini ifade eder ve genellikle harmonik bir salinim

denklemine benzer. Ancak, tam bir ¢oziim saglamak icin baslangi¢ kosullar1 belirtilmelidir. Bu

kosullar, yayin baslangi¢c konumunu ve baslangi¢ hizini tanimlar.

3.3.3. Yansima Simetrisi

Bir sistem belirli bir eksen veya diizlem boyunca yansitildiginda degismiyorsa, yansima
operatorli bu simetriyi ifade etmektedir. Matematiksel olarak, yansima operatorii bir vektorii bir

eksen veya diizlem boyunca yansitan bir doniisiim olabilir (Hassani, 2013).

Bu operatorlerin belirlenmesi genellikle sistemin fiziksel 6zelliklerine ve simetri
ozelliklerine bagldir. Ornegin, bir kristal yapidaki simetri operatorleri, kristal yapmin simetri

ozelliklerine dayanarak belirlenebilir (Kittel, 2005).

Simetri operatorlerinin belirlenmesi, bir sistemdeki simetri 6zelliklerini anlamak ve analiz
etmek i¢in Onemlidir. Bu operatorler, sistemin davranisimi daha iyi anlamamiza ve

¢oziimlememize yardimci olur (Hassani, 2013).

Ornek: Bir yaym, bir denge noktasindan uzakligi x(t) olarak degisen bir cismin hareketini
diisiinelim. Yansima simetrisi nedeniyle, yayin iki tarafindaki hareket simetrik olacaktir. Yani,
cismin yayin sag tarafindaki hareketi, yaymn sol tarafindaki hareketine ayni sekilde yansitilir
(Hassani, 2013).
Bu durumda, diferansiyel denklem su sekilde ifade edilebilir:
d*x

P+kx:0

26



Burada k yayin sertligi sabitidir. Bu diferansiyel denklem, yayin sertligine ve cismin
baslangi¢ konumuna bagli olarak, cismin yayin etrafinda hareketini tanimlar.

Bu diferansiyel denklemin tam c¢oziimii, genellikle trigonometrik fonksiyonlar veya
hiperbolik fonksiyonlar kullanilarak elde edilir. Ancak, tam bir ¢oziim saglamak icin basglangig
kosullar1 belirtilmelidir. Bu kosullar, cismin baglangi¢c konumu ve baslangi¢ hizin1 tanimlar.

Ornegin, baslangi¢ kosullart

x(0) = x, ve %(O) = U,
olarak belirlenmis olsun. Bu durumda, cismin hareketini tam olarak tanimlayan ¢6ziim

u
x(t) = xocos(wt) + Zosin(wt)

seklindedir. Burada w = \/% yayin agisal frekansini ve m cismin kiitlesini temsil etmektedir. Bu

¢Oziim, cismin yayin etrafinda yansima simetrisine gore hareketini tanimlar.
3.4. Simetri Operatorlerinin Etkisinin Incelenmesi

Ugiincii adimda belirlenen simetri operatdrlerinin sistemler {izerindeki etkileri incelenir.

Bu operatorlerin etkisi, denklemleri doniistiirerek veya sadelestirerek ifade edilebilir (Hassani,
2013).

Simetri operatorleri, bir sistemin belirli bir simetri altinda nasil davrandigini ifade eden
matematiksel operatorlerdir. Bu operatorler, bir fiziksel sistemdeki simetri 6zelliklerini tanimlar

ve bu simetriler altinda sistemdeki degiskenlerin nasil dontistiigiinii gosterir (Hassani, 2013).

Simetri operatorlerinin etkisini incelemek i¢in, genellikle bu operatdrlerin bir sisteme
uygulanmasinin sonuglarini gézlemlemek gerekir. Bu sonuglar, sistemin belirli bir simetri altinda

nasil degistigini ve simetri operatorlerinin sistem tizerindeki etkisini gosterir (Hassani, 2013).

Ormnek olarak, 2-boyutlu bir dénme operatdrii olan R(0)’y1 kullanarak bir diferansiyel
denklemi dondiirelim. Donme operatorii, bir vektorii 6 agis1 kadar dondiirmek i¢in kullanilir.
Ornegin, R(0) operatdrii, bir 2-boyutlu vektdrii saat yoniinde 0 agis1 kadar dondiiriir (Hassani,

2013).
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Diferansiyel denklemin donme operatorii altinda nasil degistigini gdstermek i¢in basit bir

lineer diferansiyel denklem alalim

dy
— =X
Ox
Simdi, bu diferansiyel denklemi donme operatdrii altinda nasil dondiirecegimizi gorelim.
Oncelikle, donme operatdriiniin etkisini gdrebilmek i¢in denklemin tanim alanini dondiirelim.
Ornek olarak, bir dénme operatdriinii saat yoniinde 6 agis1 kadar déndiirmek i¢in asagidaki

matris formunu kullanabiliriz:

_[cos(8) —sin(6)
B = [sin(Q) cos(6)

Donme operatoriinii kullanarak x ve y degiskenlerini dondiirelim:

x' = xcos(8) — ysin(6)
y' = xsin(8) + y cos(0)

Déniistiiriilen degiskenleri orijinal diferansiyel denklemde yerine koyarsak

dy’
dx’_x

elde ederiz. Bu ifadeyi doniistiiriilmiis degiskenler X’ ve Y’ ile ifade etmek i¢in kullanabiliriz.
Sonug olarak, donme operatdrii altinda dontistiiriilmiis diferansiyel denklemi elde ederiz.

Oteleme simetrisi altinda bir sistemdeki degiskenlerin nasil davrandigini gérmek igin
sisteme Oteleme operatorii uygulanabilir. Bu operator, sistemdeki tim degiskenleri belirli bir
mesafe ve yonde tasir. Sonuglar, 6teleme operatdriiniin uygulanmasindan dnce ve sonra sistemdeki
degiskenlerin nasil degistigini gdsterir.

Ormnek olarak, bir dteleme operatorii olan T(a)’y1 kullanarak bir diferansiyel denklemi
tastyalim. Oteleme operatdrii, bir vektorii a mesafe ve yonde tasir. Ornegin, T(a) operatorii, bir
fonksiyonu a mesafesi kadar saga veya sola tasir.

Diferansiyel denklemin 6teleme operatorii altinda nasil degistigini gostermek igin basit bir

lineer diferansiyel denklem alalim;
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dy
ik
Simdi, bu diferansiyel denklemi Gteleme operatorii altinda nasil tagiyacagimizi gorelim.
Oncelikle, 6teleme operatdriiniin etkisini gorebilmek igin denklemin bagimsiz degiskenini
tastyalim.
Omnek olarak, bir 6teleme operatdriinii @ mesafesi kadar saga tasimak icin kullanabiliriz.
Bu durumda, denklemin bagimsiz degiskenini X degerine a ekleyerek tasiyabiliriz.

Tasinmis bagimsiz degiskeni X’ olarak adlandiralim;
x'=x+a.
Bu durumda, tasinmis bagimsiz degiskeni orijinal diferansiyel denkleme yerine koyalim

dy_ ’
dx’_x

Bu ifadeyi tasinmis bagimsiz degisken X' ile ifade etmek i¢in kullanabiliriz. Sonug olarak, 6teleme
operatorii altinda taginmis diferansiyel denklemi elde ederiz.

Donme ve oteleme operatorlerinin etkilerine ek olarak, yansima operatoriiniin sisteme
etkisini inceleyelim. Yansima simetrisi altinda bir sistemdeki degiskenlerin nasil davrandiginm
gormek i¢in yansima operatorii uygulanabilir. Bu operator, sistemdeki tiim degiskenleri belirli bir
eksen veya diizlem boyunca yansitir. Sonuglar, yansima operatoriiniin uygulanmasindan dnce ve
sonra sistemdeki degiskenlerin nasil degistigini gdsterir.

Yansima operatoriiniin bir diferansiyel denkleme etkisini gdstermek i¢in basit bir 6rnek
verelim. Ornek olarak, bir yansima operatdrii olan P’yi kullanarak bir diferansiyel denklemi
yansitalim. Yansima operatori, bir vektorii belirli bir eksen veya diizlem boyunca yansitir.

Diferansiyel denklemin yansima operatorii altinda nasil degistigini gostermek icin bir

ornek alalim

dy

dx_x

Bu diferansiyel denklem, basit bir birinci dereceden tiirev alarak elde edilmis lineer bir

denklemdir.
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Simdi, bu diferansiyel denklemi yansima operatorii altinda nasil yansitacagimizi gorelim.
Oncelikle, yansima operatdriiniin etkisini gorebilmek icin denklemin bagimsiz degiskenini
yansitalim. Ornegin, bir yansima operatoriinii P kullanarak x ekseni boyunca yansitabiliriz. Bu
durumda, denklemin bagimsiz degiskenini x degerine —x esit olacak sekilde yansitabiliriz.

Yansitilmis bagimsiz degiskeni x’ olarak adlandiralim

Bu ifadeyi yansitilmis bagimsiz degisken X’ ile ifade etmek i¢in kullanabiliriz. Sonug
olarak, yansima operatorii altinda yansitilmig diferansiyel denklemi elde ederiz. Simetri
operatorlerinin etkisini incelemek, sistemin belirli bir simetri altinda nasil davrandigini anlamak
ve sistemin davranisini daha iyi anlamak i¢in 6nemlidir. Bu operatorler, simetri analizi ve simetri

oOzelliklerinin analizinde yaygin olarak kullanilir.
3.5. Denklemlerin Simetri Operatorleri ile Doniistiiriilmesi

Simetri operatorlerinin etkisi altinda denklemleri doniistiirmek, genellikle denklemlerdeki
degiskenlerin doniisiimii veya yeni degiskenlerin tanimlanmasi seklinde olur (Hassani, 2013). Bu
doniistimler, denklemlerin daha basit veya daha anlasilir bir formda ifade edilmesini saglar
(Hassani, 2013).

Ornek olarak, dénme, Steleme veya yansima simetrisi gibi farkli simetri operatorlerinin
etkisini gostermek i¢in farkli doniisiimler yapilabilir (Hassani, 2013).

Donme simetrisi altinda bir diferansiyel denklemi doniistiirmek icin, denklemdeki
degiskenler donme operatoriiyle doniistiiriiliir. Ornegin, 2-boyutlu bir dSnme operatérii olan R(6)
kullanilarak denklemlerdeki x ve y degiskenleri doniistiiriilebilir.

Ornek olarak, basit bir diferansiyel denklem alalim

dy_

ax_x
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Bu diferansiyel denklem, y fonksiyonunun x fonksiyonuna gore birinci dereceden tiirevidir.

Simdi, bu denklemi bir donme operatdriiniin etkisi altinda doniistiirelim. Donme operatorii
olarak, bir 2-boyutlu donme operatdrii olan R(#) kullanalim. Bu operatdr, bir vektorii saat yoniinde

6 acis1 kadar dondiiriir.

Donme operatoriiniin etkisi altinda x ve y degiskenlerini dontistiirelim

x' = xcos(8) — ysin(6)
y' = xsin(8) + y cos(0)

Simdi, bu doniisiimleri orijinal diferansiyel denkleme yerine koyalim

dy' ,
X

dx'

Bu ifadeyi doniistiiriilmiis degiskenler X' ve Y’ ile ifade etmek i¢in kullanabiliriz. Bu
sekilde, donme operatdriiniin etkisi altinda doniistiiriilmiis diferansiyel denklemi elde ederiz.

Oteleme simetrisi altinda bir diferansiyel denklemi déniistiirmek igin, denklemlerdeki
degiskenler dteleme operatoriiyle tasinabilir veya yeni degiskenler tanimlanabilir. Ornegin, T(a)
Oteleme operatorii kullanilarak x ve y degiskenlerinin taginmis halleri elde edilebilir.

Ornek olarak, basit bir diferansiyel denklem alalim

dy_
dx_x

Bu diferansiyel denklem, y fonksiyonunun x fonksiyonuna gore birinci dereceden
tiirevidir. Simdi, bu denklemi bir dteleme operatdriiniin etkisi altinda déniistiirelim. Oteleme
operatorii olarak, bir a mesafesi kadar tasima islemi yapacak olan T (a) operatdriinii kullanalim.

Oteleme operatdriiniin etkisi altinda X ve y degiskenlerini doniistiiriirsek;

xX=x—a

y =y

Yani, x degeri a kadar azaltilarak taginmis bir degisken elde edilir. Simdi, bu doniistimii
orijinal diferansiyel denkleme yerine koyalim
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Bu ifadeyi x' ile ifade edebiliriz ve bu sekilde Oteleme operatoriiniin etkisi altinda

doniistiiriilmiis diferansiyel denklemi elde ederiz.

Yansima simetrisi altinda bir diferansiyel denklemi doniistiirmek i¢in, denklemlerdeki
degiskenler yansima operatdriiyle yansitilabilir veya yeni degiskenler tanimlanabilir. Ornegin, P

yansima operatorii kullanilarak X ve y degiskenlerinin yansitilmis halleri elde edilebilir.

Ornek olarak, bir ikinci dereceden diferansiyel denklem alalim

Bu diferansiyel denklem, harmonik salinimlarin denklemi olarak bilinir. Simdi, bu denklemi bir
yansima operatoriiniin etkisi altinda doniistiirelim. Yansima operatorii olarak, bir P operatoriinii

kullanalim. Yansima operatoriiniin etkisi altinda x ve y degiskenlerini doniistiirelim

Yani, x degeri ekseni boyunca yansitilarak —x olarak donistiiriilir. Simdi, bu doniisiimii orijinal

diferansiyel denkleme yerine koyalim

d?y’

dx'?

—y' =0

Bu ifadeyi x' ve y’ ile ifade edebiliriz ve bu sekilde yansima operatoriiniin etkisi altinda

dontstiiriilmiis diferansiyel denklemi elde ederiz.

Bu doniigiimler, genellikle denklemleri daha basit hale getirir veya sistemdeki simetriyi
daha acik bir sekilde ifade eder. Doniisiim yapildiktan sonra, yeni denklemlerin ¢éziimii veya

analizi daha kolay olacaktir.
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3.6. indirgenmis Denklemlerin Coziilmesi

Simetri operatorlerinin etkisiyle basitlestirilmis denklemleri ¢ozmek, genellikle
denklemlerdeki simetriyi kullanarak ¢6ziimii daha kolay bir forma doniistiirmeyi igerir (Smith,
2018). Yani, simetri operatorlerinin etkisi altinda doniistiiriilen denklemler genellikle daha basit
bir yapiya sahip olur ve ¢dziim siirecini kolaylastirir (Smith, 2018).

Simetri indirgemesi, fizikte ve miithendislikte cesitli alanlarda yaygin olarak kullanilan bir
tekniktir. Optik, mekanik, elektromanyetik ve kuantum mekanigi gibi bir¢ok alanda, simetri
indirgemesi sayesinde sistemlerin davranislar1 daha iyi anlasilabilir hale gelir ve ¢oziimler daha
erisilebilir hale gelir (Jones, 2019).

Omegin, dénme simetrisi altinda bir denklemi basitlestirmek i¢in donme operatdriiniin
etkisini kullanabiliriz. Donme operatorii, sistemdeki degiskenleri belirli bir ag1 etrafinda dondiirtir.
Bu doniisiim, denklemleri daha basit bir forma doniistiirebilir.

Benzer sekilde, 6teleme operatorii bir denklemin konumunu bir mesafe ve yonde tasirken,
yansima operatorii bir denklemin ekseni veya diizlemini yansitarak doniistiiriir.

Simetri operatorlerinin etkisiyle basitlestirilmis denklemleri ¢dzmek, doniistiiriillen
denklemlerin daha kolay ¢oziilebilir olmasini saglar. Daha sonra, bu basitlestirilmis denklemleri

cozerek, orijinal denklemlerin ¢6zlimiinii bulabiliriz.
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4. DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN MERTEBELERININ
INDIRGENEREK TAM COZUMLERININ ELDE EDILMESI

Diferansiyel denklemlerin simetrilerle indirgenmesi ve tam ¢oziimlerinin elde edilmesi,
matematiksel fizik, miihendislik, biyoloji ve diger bir¢ok bilim ve miihendislik alaninda énemli
bir rol oynar (Jones, 2018). Bu teknik, karmasik diferansiyel denklemlerin analizini basitlestirmek
icin kullanilir ve denklemlerin ¢6ziim siirecini optimize eder.

Simetri indirgeme yontemi, denklemlerin ¢oziim siirecini basitlestiren ve genellikle
denklemlerin genel ¢oziimiinii elde etmemizi saglayan bir aractir (Smith, 2020). Ozellikle, dénme,
Oteleme, yansima gibi simetri operatorleri, denklemlerin indirgenmesi ve genel ¢Oziimlerin
bulunmast i¢in yaygin olarak kullanilir. Bu yontem, denklemlerin matematiksel yapisini daha iyi
anlamamizi saglar ve problemin temel 6zelliklerini ortaya cikarir.

Diferansiyel denklemlerin tam ¢éziimlerinin elde edilmesi, belirli bir problemdeki fiziksel
veya matematiksel davranisin tam olarak anlasilmasini saglar (Brown, 2020). Bu ¢o6ziimler,
problemle ilgili bilgi saglar ve gelecekteki analizlerde kullanilabilir. Tam ¢oziimler, genellikle
baslangi¢ veya sinir kosullarini karsilayan analitik ifadeler veya fonksiyonlar seklinde bulunur.

Bu yontemler, bircok uygulamada kullanilir. Ornegin, miihendislikte, diferansiyel
denklemlerin simetrileri, yapisal mukavemet problemlerinin, akigkan dinamigi problemlerinin
veya 1s1 transferi problemlerinin ¢oziimiinde kullanilabilir (Johnson, 2019). Biyolojide,
popiilasyon dinamiklerinin veya epidemiyolojik modellerin analizinde simetri indirgeme yontemi
onemli bir rol oynar. Fizikte, kuantum mekanigi veya elektromanyetizma gibi alanlardaki
problemlerin ¢éziimiinde de bu yontemler kullanilir.

Sonug olarak, diferansiyel denklemlerin simetrilerle indirgenmesi ve tam ¢oziimlerinin
elde edilmesi, birgok bilimsel ve miihendislik probleminin analizinde 6nemli bir rol oynar (Clark,
vd., 2021). Bu teknikler, problemlerin daha iyi anlagilmasini saglar ve pratik uygulamalarda
kullanilabilir ¢6ziimler sunacaktir.

Bu boliimde diferansiyel denklemlerin indirgenerek tam ¢oziimlerinin elde edilmesine dair

bazi uygulamalar inceleyecegiz.

Ornek: ikinci mertebeden homojen adi diferansiyel denklemi

v +p®)Y +qx)y =20
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ele alalim. Bu denklem

y2 + p(X)y; +qx)y =0

seklinde de yazilabilir.

Bu adi diferansiyel denkleme

seklindeki Lie grup doniisiimleri uygulanirsa, kanonik koordinatlar ya da diferansiyel invaryantlar
kullanilarak denklem indirgenebilir. ilk olarak kanonik koordinatlar1 kullanalim:
(i) Kanonik Koordinatlar ile Denklemin Mertebesinin indirgenmesi: Lie grup doniisiimiine

karsilik gelen kanonik koordinatlar

r(x,y)=x

s(x,y)=logy
seklindedir. Buradan

ds y'

dr vy

, ds

y = Ya
bulunur. Sonug olarak,
ds  d3s

y =y a‘ﬂ’m

ds\ 2 d?s
=y (a) Y

48 olalim. ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem

elde edilir ve simdi z= .
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dz
E_‘_ z2+p(M)z+q(r) =0

seklinde birinci mertebeden Ricatti tipi denkleme dontisiir.

(ii) Diferansiyel invaryantlar ile Denklemin Mertebesinin indirgenmesi: Ikinci mertebeden

diferansiyel denklemin ilk agiliminin invaryantlari
u(x,y)=x V(X! Y, Y1) = %
seklindedir. Bunlara karsilik gelen diferansiyel invaryantlar

dv _y; (Y1)2_Y2 2
=——|=) =—-v

du y \y y
_ail dV+ 2
Y2 =Yoo+ W

olarak bulunur. Sonug olarak, Ikinci mertebeden diferansiyel denklem

dv

0 +vZ+pv+q(u)=0

Ricatti tipindeki birinci mertebeden diferansiyel denkleme doniisiir. Bu denkleminin
v=¢(u;C)

V(X' Y, Y1) = % = ¢(u:' Cl)

seklinde genel ¢ozlimii varsa, indirgenmis denklem

dy
7 = ¢(x;C,) dx

ya da
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y — Czefq)(xicl) dx
olarak bulunur.

Ornek: Blasius Denkleminin Indirgenmesi

Blasius denklemi, laminer sinir tabakasindaki hiz profilini tanimlayan ti¢iincii mertebeden

dogrusal olmayan bir adi diferansiyel denklemdir;

1
my Zyw =0

Bu denklemi su sekilde yeniden yazalim:

1
V3 +§YY2:0

Ucgiincii mertebeden adi diferansiyel denkleme

iki parametreli Lie grup dontisiimii yapilir (Bluman ve Kumei, 1989).

(i) a olgeklendirmesi altinda invaryantlik ile denklemin indirgenmesi: Lie grup doniisiimiinii

x* = =X, y* = ay olarak alalim, bu doniisiimiin birinci agiliminin invaryantlari
o

U(X, Y) =Xy , V(X, Y. Y1) = %

seklindedir. Buradan,

kv = y[1+uv]
dX_y Xy1 =Yy uv
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dir. Boylece,

_ ) N dvdu
Y2 =73 (.VV)— yyiv yd I

=y3 [2v2+(1+uv)g]
ve
3 = 3y? [22+(1+ )dv]+ {d(z + (1 +uv) )}du
y? = 3y?y, |2v ) |+ y7 - 2 uv =
=y [(14—uv)2 +u(1+uv)( ) +8v(1+uv)g+6v3].

Uciincii mertebeden adi diferansiyel denklem bu déniisiimler ile asagidaki ikinci

mertebeden adi diferansiyel denkleme indirgenir:
2
(1-|—uv)2 +u(1+uv)( ) +(8V+ )(1+uv) +6v3+v2 =0,

Bu denklemin genel ¢éziimii
v =¢(u;Cy, Cy)
seklindeyse birinci mertebeden adi diferansiyel denklem

V1

V= yz = q)(XY! Cl! CZ)J

olarak bulunur ve bu denklem x* = %X, y* = ay donilisimlerini kabul eder. Bu doniisiimler igin

kanonik koordinatlar s=logy, r=xy olarak alinirsa
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ds  ¢(1;C,Cy)
dr  r¢(r;C,Cr) + 1

elde edilir. Boylece, Blasius denkleminin genel ¢oziimii

y = Cz exp

Ixy gc,e dr]
r(rjCy,C,)+1

seklinde bulunur, burada C;, C,, C5 keyfi sabitlerdir.

Elde edilen ikinci mertebeden adi diferansiyel denkleme bir parametreli Lie grup
dontisiimii uygulanamaz ve [ parametresine karsilik gelen x* = x + 3, y* = y doniistimleri bu
denklemi indirgeyemez.

(i) B otelemesi altinda invaryanthk ile denklemin indirgenmesi: x* =x+f3, y' =y

doniisiimiiniin ilk a¢iliminin invaryantlari

U(X,Y) =Yy, V(X'YJY1) =¥,

seklinde bulunur. Sonra,

du
dx =y1 =V
elde edilir. Boylece,
_ dv du _ dv
Y2 = dudx Vdu

ve

2
y3 = vZﬁ + v(g)
3 du? du

Buradan {igiincii mertebeden adi diferansiyel denklem bu doniistimler ile agagidaki ikinci

mertebeden adi diferansiyel denkleme indirgenir;
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d2v+ dv\? N 1 dv
Vdu2 (du)

Bu denklemin genel ¢éziimii
v=1y(u;Cy,Cy)

seklinde ise birinci mertebeden adi diferansiyel denklem
v=y1 =y(;Cy,Cy)

olur ve x* =x+¢, y*=y donisimleri uygulanabilir hale gelir. Sonug¢ olarak, Blasius

denkleminin genel ¢oziimii

jy dz +C
_ =X
W(z Cy, Cy) 3

olarak bulunur ve C,, C,, C5 keyfi sabitlerdir.

Bu ikinci mertebeden diferansiyel denklem, bir parametreli u* =au , v* = a‘v
doniigiimiiniin uygulanabilir oldugu duruma gelir ve boylece bu doniisim y* = ay, x* = ix
altinda invaryant kalir. Boylece, ikinci mertebeden diferansiyel denklem birinci mertebeye

indirgenmis olur. Sonu¢ olarak, {iclincii mertebeden Blasius denklemi birinci mertebeye

indirgenerek ¢oziilebilir hale gelmistir (Bluman ve Kumei, 1989).

Sonraki orneklerde, daha kisaca doniisiimleri ve bu doniisiimlerle elde edilen tam

¢oziimleri inceleyelim.

Ornek: Donme simetrisi altinda bir denklemi ele alalim. Dénme operatérii olarak R(6) kullanalim
ve bir diferansiyel denklemi su sekilde ifade edelim

d?y

-7 =0

dx? ty
Bu diferansiyel denklem, harmonik osilatér denklemini temsil eder. Dénme simetrisi altinda,

donme operatdriiniin etkisiyle degiskenlerin dontigiimii

40



x' = xcos(0) — ysin(0)
y' = xsin(6) + y cos(0)

seklindedir. Bu doniisiimii kullanarak, orijinal denklemi yeni degiskenler X’ ve Yy’ ile su sekilde

ifade edebiliriz:

dx12+y,=0

Simdi, bu indirgenmis denklemi ¢6zelim. Denklem, ikinci dereceden bir diferansiyel
denklem oldugundan, karakteristik denklemin kdklerini kullanarak genel ¢6ziimii elde edebiliriz.

Karakteristik denklemi ¢ozersek,

r’+1=0
r2=—-1
r=+i

elde edilir. Bu durumda, karakteristik denklemin kokleri karmasik sayilardir. Genel ¢6ziim, bu

karmasgik koklerin trigonometrik fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu olarak ifade edilir
y'(x") = ¢, cos(x") + ¢, sin(x").
Bu ¢0zlim, basitlestirilmis denklemin genel ¢ozlimiinii ifade eder. Burada, c; ve c,
sabitleridir ve baslangi¢ kosullar1 kullanilarak belirlenir. Bu sekilde, simetri operatorlerinin
etkisiyle indirgenmis bir denklemin ¢6zlimiinii agama agama incelemis olduk (Bluman ve Kumei,

1989).

Ornek: Asagidaki diferansiyel denklemi ele alalim

d*y dy
— = _2x——+42y=
dx? xdx+ y=0
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Bu diferansiyel denklemi yansitma simetrisi altinda inceleyelim. Yansima operatorii olarak P

kullanalim. Yansima operatoriiniin etkisi altinda degiskenlerin doniisiimii

seklindedir. Bu doniisiimleri orijinal diferansiyel denkleme uygulayalim

d?y’ dy’
—2x' 2y =
922 X ox + 2y 0

Yukaridaki denklemi yeniden diizenleyelim ve yansitilmis degiskenler ile ifade edelim

d?y’ dy'
+ 2x’ +2y' =0
ox? X o T Y

Bu sekilde, yansitma simetrisi altinda denklemin yeni bir hali elde ettik. Simdi, bu
denklemi ¢dzmek i¢in genel bir ¢6ziim yontemi kullanabiliriz. Bu denklem ikinci dereceden bir
diferansiyel denklem oldugundan, karakteristik denklemin koklerini kullanarak genel ¢6ziimii elde
edebiliriz.

Karakteristik denklemi ¢6zersek
r2+2xr+2=0
elde ederiz. Bu karakteristik denklemin ¢6ziimii i¢in genellikle ¢6zlim yolu var, ancak bu 6rnekte
karmasik bir karakteristik denklemle kargilasabiliriz. Genel olarak, bu durumda ¢6ziim, karmagik

sayilarin trigonometrik fonksiyonlarindan olusur (Olver, 1993).

Ornek: Asagidaki diferansiyel denklemi ele alalim;

d*y dy
L 2y —
dx? x dx ty=0
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Bu diferansiyel denklem, harmonik osilatoriin denklemini temsil eder. Simdi, bu denklemi bir
oteleme operatoriiniin etkisi altinda doniistiirelim. Oteleme operatdrii olarak T'(a) kullanalim ve

bir a mesafesi kadar tasima islemi yapalim.
Oteleme operatdriiniin etkisi altinda degiskenlerin doniisiimii
X'=x—a
y' =y

seklindedir. Bu doniisiimii kullanarak, orijinal denklemi yeni degiskenler X’ ve y' ile ifade edebiliriz

d?y’ dy’
) ’ A I —
7 (x' 4+ a) g +y' =0

Bu basitlestirilmis denklemi ¢6zmek i¢in birka¢ adim izleyebiliriz:
1. Orijinal denklemde x ve y degiskenlerini x" ve y' ile degistirin.
2. Yeni denklemdeki terimleri toplayarak basitlestirin.
3. Elde edilen basitlestirilmis denklemi ¢6ziin.

Simdi, bu adimlar1 uygulayarak basitlestirilmis denklemin ¢dziimiinii bulabiliriz. Ornegin,

genellikle bu tiir denklemleri karakteristik denklemin koklerini kullanarak ¢ozebiliriz.

Son olarak, elde edilen ¢6ziimii orijinal degiskenler x ve y ile ifade ederek genel ¢oziimii elde

ederiz. Verilen diferansiyel denklem

dy dy
— 2x—24y=0
a2 Tax TV

seklindedir. Bu denklemi 6teleme simetri operatoriiniin etkisi altinda basitlestirmistik ve yeni

degiskenler X' ve y' kullanarak asagidaki forma doniistiirmiistiik

dzy’ dy’
— 2 ! 7 ! —
7 (x' 4+ a) o +y'=0

Simdi bu basitlestirilmis denklemi ¢6zmek i¢in karakteristik denklemi yazalim
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r2—2(a+x)r+1=0

Bu ikinci dereceden karakteristik denklemin koklerini 7y ve r, olarak adlandiralim. Kokleri

bulmak i¢in ikinci dereceden denklemin ¢6ziim formiiliinii kullanabiliriz

2(a+x") + \/(Z(a + x’))2 —4
2

nr, =

rnr=>@+x)+xy@+x)*-1

Bu karmagik kokleri daha sonra genel ¢oziimde kullanacagiz. Genellikle, bu tiir
diferansiyel denklemler i¢in ¢ozlimler, bu karmasik koklerin trigonometrik fonksiyonlarinin lineer
kombinasyonu olarak ifade edilir.

Ancak, tam bir ¢6ziim i¢in baslangic kosullar1 veya sinir kosullar1 gereklidir. Baska bir
deyisle, spesifik bir ¢oziim i¢in a ve x degerleri bilinmelidir. Bu degerler dogrudan baslangig
kosullarindan veya problemde verilen diger bilgilerden elde edilebilir.

Baslangi¢ kosullar1 saglandiginda, belirlenen a ve x" degerleri kullanilarak genel ¢oziim
bulunabilir. Bu, genellikle karmagik koklerin trigonometrik fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu

olarak ifade edilmesini icerir (Stephani, 1989).

Ornek: Donme simetrisi altinda basitlestirilmis denklemleri ele alalim. Dénme simetrisi ile

basitlestirilmis denklem

d’y dy
-7 -7 =0
dx? + xdx ty

seklindedir. Bu denklem, donme operatorii etkisiyle doniistiiriilmiis bir denklem olarak verilmistir.
Simdi, bu denklemin ¢o6ziimiinii adim adim agiklayarak, yeni degiskenlerin tanimlanmasi,
basitlestirilmis denklemin ¢6ziimii ve orijinal degiskenlere doniisiim siirecini gosterebilirim.

[k adim olarak, yeni degiskenleri tanimlayacagiz:

x' = xcos(8) — ysin(6)
y' = xsin(@) + y cos(0)
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Bu déniistimleri kullanarak, denklemin yeni degiskenler X’ ve y’ ile ifadesini bulacagiz.
Daha sonra, basitlestirilmis denklemin ¢oziimiinii yaparak genel ¢oziimii elde edecegiz. Son
olarak, bu ¢6zilimii orijinal degiskenlere geri doniistlirecegiz.

Yeni degiskenleri kullanarak x ve y 'yi bulmak i¢in geri doniisiim yapiyoruz

x = x'cos(0) + y' sin(0)
y = —x'sin(0) + y' cos(6)

Diferansiyel denklemin yeni degiskenlerle ifadesini bulalim. Oncelikle, birinci ve ikinci tiirevleri

hesaplayalim:

dy dy'dx dy' '
== ECOS(Q) —y'sin(0)

d’y d (dy' ,
Pk E<W cos(0) —y sm(@))

Elde edilen tiirevleri ve doniistiiriilmiis degiskenleri kullanarak, orijinal denklemin
dontstiiriilmiis halini elde edebiliriz. Daha sonra, bu yeni denklemi c¢ozebiliriz. Cozimii
tamamladiktan sonra, X’ ve y' degiskenlerini X ve y 'ye geri doniistiirerek, orijinal denklemin tam
¢Oziimiinii buluruz.

Bu tiirevleri bulduktan sonra, orijinal diferansiyel denklemi yeni degiskenlerle ifade
edebiliriz. Son olarak, bu basitlestirilmis denklemi ¢6zecegiz.

Daha sonra, buldugumuz bu basitlestirilmis denklemi ¢dzmek igin uygun bir ¢6ziim
yontemi segebiliriz. Bu, genellikle elde edilen denklemin tiiriine ve yapisina baghdir. Ornegin,
lineer bir denklem i¢in birinci dereceden bir diferansiyel denklemin genel ¢oziimiinii bulmak
miimkiindiir.

Yeni degiskenler kullanilarak, orijinal denklemin basitlestirilmis hali

dZI dl
y+x’y

A A =0
dx'? dx’ Ty

olur. Simdi, bu tiirevleri basitlestirilmis denklemimizde yerine koyarak
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d*y’' dy' . ,dy’
T cos(0) — I sin(@) + x T

cos()—y' =0

elde ederiz. Bu denklemi ¢6zmek i¢in uygun bir ¢6ziim yontemi kullanabiliriz. Genellikle bu tiir
denklemler, ikinci dereceden diferansiyel denklemler olarak ¢dziiliir ve bu tiir denklemlerin genel
¢Ozlimii bilinir. Coziimii tamamladiktan sonra, X’ ve Y’ degiskenlerini X ve y 'ye geri doniistiirerek,
orijinal denklemin tam ¢oziimiinii elde ederiz.

Donme simetrisi altinda basitlestirilmis diferansiyel denklemin ¢odziimii i¢in, genellikle
ikinci dereceden diferansiyel denklemler i¢in kullanilan bir ¢oziim yontemi olan varsayilan
fonksiyon formunu deneyebiliriz. Varsayilan form olarak, y(x) fonksiyonunu e™* olarak

secebiliriz.

y(x) =e™
Bu formu denklemimize yerine koyarsak

2

d
W(emx) + xa(emx) +e™ =0

elde ederiz. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii i¢in, ikinci dereceden bir karakteristik denkleme

doniistirtiz:
m2e™ + xme™ + e™* =0
Bu denklemi ¢6zdiikten sonra, m degerlerini bulabiliriz. Buldugumuz m degerlerini kullanarak,
genel ¢Oziimiimiizii elde ederiz. Son olarak, elde ettigimiz ¢6ziimii orijinal degiskenlere geri
dontistiirerek, orijinal denklemin tam ¢ézlimiinii bulabiliriz.
Elde ettigimiz karakteristik denklemimiz
m2e™* + xe™ + e™* =0

seklindeydi. Bu denklemi e™* ile bolersek,

m>+xm+1=0
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denklemini elde ederiz. Bu bir ikinci dereceden denklemdir ve genellikle ¢6ziimii igin kuadratik

formiil kullanilir ve bu denklem i¢in m ¢oziimleri

—-b+Vb2-4ac
2a

seklinde elde edilir. Burada a=1, b=x, ve c=1 olarak yerine koyarsak;

_—xi\/xz—4

m 2

elde edilir. Boylece, m degerlerimizi bulduk. Burada 6nce m; ve m, degerlerini yazalim;

—x +Vx? —4

m =—————
2

—x —Vx?—4
m, = 2

Genel ¢O6ziimiimiizii orijinal degiskenlere geri doniistirmek igin once X ve y 'nin

dontisiimlerini hatirlayalim

x =x'cos(0) + y'sin(0)
y = —x'sin(0) + y' cos(6)

Bu donitistimleri kullanarak, genel ¢oziimiimiizii X" ve y' 'ye gore ifade edebiliriz. Ancak,
bu ifadeler oldukca karmagiktir ve dogrudan ifade etmek zor olabilir. Bu nedenle, genel
¢Ozliimiimiizii daha once buldugumuz m; ve m, degerlerine bagh olarak ifade etmeyi tercih
edebiliriz.

Simdi, m; ve m, degerlerini kullanarak genel ¢6ziimii elde edebiliriz. Ancak, bu asamada,
¢oziimil dogrudan ifade etmek yerine, genel bir sablon saglamak daha yararl olacaktir.

Ornegin, eger m, ve m, reel ve farkli kokler ise genel ¢oziimiimiiz

y(x) = Cie™* + C,e™2*
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seklindedir. Eger m; ve m, reel ve ayni koklere sahip ise ¢6ziim

y(x) = e*(C; + Cx)

olur. Eger, m; ve m, karmasik koklere sahip ise

y(x) = e®*(C; cos(Bx) + C; sin(Bx))

elde edilir (Stephani, 1989).
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5. UYGULAMALAR

Calismanin dnceki boliimlerinde, diferansiyel denklemlerin doga problemleri ve giinliik
hayatta karsimiza ¢ikan problemlerde kullanildigini ve bu nedenle biiyiik 6nem arz ettigini ifade
etmistik. Bu yiizden, bu bdliimde diferansiyel denklemlerin simetri indirgemesine dair uygulama

ve ornekler doga ve giinliik hayat problemleri tizerinden verilecektir.

5.1. Mekanik Sistemler

Bir donme simetrisine sahip bir dairesel membranin titresimi incelenebilir. Bu durumda,
diferansiyel denklem, dairesel simetrinin etkisiyle basitlestirilebilir ve genel ¢6ziim elde edilerek
membranin titresim modlar1 belirlenebilir.

Mekanik sistemlere iliskin diferansiyel denklem 6rnegi ve simetri indirgeme ile ¢oziimiinii

ele alalim.
Ornek: Yaylanms Kiitle-Sistem

Bir ucu sabit bir noktaya bagli ve diger ucu bir yay ile serbest birakilan bir kiitle-sistemini
ele alalim. Kiitle m, yayin sikilig1 k ve sabit noktadan yaymn uzunlugu L uzakliktadir. Kiitle, yayin
donme simetrisine sahiptir.

Kiitle icin Newton'un ikinci yasasi kullanilarak diferansiyel denklem yazilabilir

d*x
™

= —kx
Burada, x(t) kiitle konumunu, t zaman1 ve m kiitle miktarini1 temsil eder.

Simetri indirgeme yontemi kullanarak, denklemi basitlestirelim. Donme simetrisi,
sistemdeki bir donme hareketinin denklemleri etkilemeyecegi anlamina gelir. Bu nedenle, simetri
indirgeme adimi olarak dénme simetrisini kullanarak denklemin ¢oziimiinii basitlestirebiliriz.

Doénme simetrisi nedeniyle, sistemde herhangi bir donme hareketi sonucunda kiitle
pozisyonunda bir degisiklik olmayacaktir. Bu, x(t) konumunun dénme hareketinden
etkilenmeyecegi anlamina gelir

Dolayisiyla, X(t) 'yi ifade eden diferansiyel denklemler, donme simetrisi altinda degismez

kalir



Bu, basit harmonik hareket denklemidir ve ¢oziimii bilinmektedir:
x(t) = Acos(wt + 6)

Burada, A genlik, w agisal frekans ve ¢ faz agisidir.

Kiitle sistemimizin donme simetrisine sahip oldugu i¢in, bu ¢oziim, sistemdeki kiitle
konumunu dogru bir sekilde tanimlar. Baslangic kosullarini saglayarak, sabit A ve ¢ degerlerini
belirleyebiliriz.

Baslangic kosullarini saglayarak A ve ¢ degerlerini belirleyelim.

Baslangic kosullar1 sunlar olabilir:
1. x(0) = x,: Kiitle baslangi¢ta x, konumunda serbest birakilmustir.

2. u(0) = 0: Kiitle baslangigta hareketsizdir.

[1k basta, kiitle konumunu ve hizin1 ifade eden fonksiyonlar1 belirleyelim: X(t)=Acos(w+¢)
v(t) = —Awsin(wt + ¢)

Baslangi¢ kosullarini yerine koyarak, A ve ¢ degerlerini bulabiliriz. Baslangi¢ kosullarini

saglayan A ve ¢ degerleri sunlar olacaktir
X9 = Acos(0)
0 = —Awsin(0)

Ikinci denklemi ilk denkleme bolersek

0
tan(0) = = 0
0

olur. Bu, ¢=0 veya ¢=r olacak sekilde iki ¢6ziime sahiptir. Ancak, ¢=7 durumu, baslangi¢
kosullarini saglamaz, ¢iinkii bu durumda kiitle baslangicta pozitif x yoniinde hareket eder ve bu
durum baslangi¢ kosullarina uymaz.

Bu nedenle, Asin(¢)=0 oldugundan, sin(¢)=0 olur, bu da ¢=0 olacak sekildedir.
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Simdi, A i¢in bir ifade elde etmek i¢in ¢=0 "1 kullanabiliriz:

X9 = Acos(0)

x0=A

Bu durumda, A = x,, olacaktir.

Sonug olarak, baglangi¢ kosullarini saglayan A ve ¢ degerleri;

Boylece, simetri indirgeme yontemi ile ¢oziimiimiizii tamamlamis olduk. Diferansiyel denklemin

¢Ozimi

x(t) = xo cos(wt)

bulunur (Goldstein, vd., 2002).

5.2. Elektrik Devreleri

Bir simetrik elektrik devresinin davranisi incelenebilir. Ornegin, simetrik bir RC
devresindeki sarj ve desarj stirecleri diferansiyel denklemler araciligiyla modellenebilir. Simetri
analizi, denklemleri basitlestirebilir ve sistemdeki degiskenlerin davranisini anlamamiza yardimci
olabilir.

Elektrik devre sistemlerine iliskin diferansiyel denklem &rnegi ve simetri indirgeme ile

¢Ozlimiinii ele alalim.
Ornek: LC Devresi

Serbest indiiktans L ve serbest kapasitans C degerlerine sahip bir LC devresini ele alalim.
Devrenin Tlizerindeki dis kuvvetlerin olmadigint ve baslangi¢c kosullarinin sifir oldugunu

varsayalim. Bu durumda, devredeki akim i(t) tanimlayan diferansiyel denklem soyle olacaktir

o1



Ldi+1f'(t)dt—0
dt c ' B

Bu diferansiyel denklemin simetri indirgeme yontemiyle ¢6ziimii i¢in, LC devresinin
simetrisini kullanacagiz. LC devresi simetrik oldugunda, devrenin iki tarafi esit oldugunda
sistemdeki akim degeri degismez. Bu nedenle, diferansiyel denklemi basitlestirmek i¢in simetri

indirgeme yontemini kullanabiliriz.

Diferansiyel denklemi, simetri indirgeme yontemi ile ¢dzmek i¢in su adimlari

izleyebiliriz:

1. Denklemin simetriye gore basitlestirilmesi.
2. Basitlestirilmis denklemin ¢6ziilmesi.

3. Coziimiin orijinal degiskenlere geri doniistiiriilmesi.

LC devresinin simetri indirgeme yontemi ile ¢éziimiinii adim adim izleyebiliriz. Baslangic
olarak, denklemin simetriye gore basitlestirilmesi adimin1 gergeklestirelim. Sonra, basitlestirilmis

denklemin ¢6zlimiinii saglayarak, ¢6ziimiin orijinal degiskenlere geri doniistiiriilmesini yapacagiz.
Oncelikle, LC devresinin simetriye gore basitlestirilmis diferansiyel denklemini olugturalim.

LC devresinin simetrisini kullanarak, devre iki simetrik par¢aya boliinebilir. Bu durumda,
her iki parca da birbirine esittir ve akim degerleri aynidir. Dolayisiyla, diferansiyel denklemin
simetrik kismin1 yazabiliriz.

Iki parca da ayni oldugu icin, akimlarinin integrali de esittir. Bu nedenle, diferansiyel

denklemin simetrik kismi su sekildedir

di, 1.
LEJFEILS(’:)dt_O

Burada, i;(t) simetrik akimi temsil eder.
Simdi, bu basitlestirilmis denklemi ¢6zebiliriz. Simetrik akimi ig(t) igin diferansiyel

denklemin ¢oziimiinii bulalim.

di

1
S+Efis(t)dt=0

L
dt

52



Diferansiyel denklemin ¢6ziimil i¢in adim adim ilerleyelim. Bu bir lineer olmayan bir
diferansiyel denklem oldugu i¢in dogrudan tam bir ¢6ziim elde etmek zor olabilir. Ancak, simetri
indirgeme yontemiyle basitlestirilmis denklemin ¢6ziimiinii bulabiliriz.

Diferansiyel denklemin ¢oziimiinii hesaplamak igin, 6zel bir integral doniisimii veya
sayisal yontemler kullanilabilir. Ornegin, Laplace doniisiimii gibi integral doniisiimii, bu tiir
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in siklikla kullanilir.

Sadece simetrik bir sekilde elde edilen bu denklemin tam ¢6ziimiinii bulmak oldukca zor
olabilir, ancak sayisal yontemlerle yaklasik bir ¢oziim elde edilebilir. Laplace doniistimii
kullanarak diferansiyel denklemin ¢oziimiinii bulalim.

Diferansiyel denklemin Laplace doniisiimii su sekildedir:

L(sI(s) — i(0)) + “(S) =0

Burada, 1(s) Laplace doniisiimii alinmig simetrik akim ve i(0) ise baslangi¢ kosuludur. Denklemi

diizenleyelim ve 1(S) igin ¢6zelim

Simdi, geri doniis Laplace doniisiimii ile bu ifadeyi zaman alaninda i;(t) olarak ifade edebiliriz
Laplace doniistimiinden ters doniis alarak i, (t) 'yi bulalim.

[lk olarak, Laplace doniisiimii ile I(S)'yi carpanlarina ayrralim:

S _ Li(o)
Li+—  s(Ls+ C—ls)

Simdi, kismi kesirlerin par¢alanmasi yontemini kullanarak bu ifadeyi ¢6zelim:
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B

A
I(S)=;+ 1
Ls+ 7o

Burada, A ve B sabitlerdir. Her iki tarafi da s ile ¢arparak esitlik saglayalim

1
L;(0) = A (Ls +—) + B,
Cs

A
Li(0) = ALS + = + B

Buradan A ve B degerlerini bulabiliriz. Son olarak, ters Laplace doniigtimii alarak iz (t) 'yi
buluruz. Ilk olarak, A ve B degerlerini bulmak i¢in, yukaridaki denklemi kullanarak terimleri

karsilastiralim:

A
Li(0) = ALS + = + B

Burada ALS terimi olmadigindan, A=0 olmalidir. Bu durumda, denklemimiz su hale gelir:

A
E+Bs :Li(o)
1
EB + B, = L;(0)

B + BLC = LC,(0)
B(1+ LC) = LC,(0)

B = LC;(0)
1+ LC

Simdi, A=0 ve B degerlerini buldugumuza goére, I(S) 'yi ifade eden Laplace doniisiimiinii

bulabiliriz;
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LC;(0)
_1+LC

B
I(s) = =
LS+C—S Ls +

—_

Cs

Son olarak, ters Laplace doniisiimiinii alarak i,(t)'yi buluruz. I(s) 'yi ifade eden Laplace
donilisiimiinii buldugumuza gore, simdi ters Laplace doniistimii alarak i;(t)'yi bulabiliriz. Ters

Laplace doniisiimii i¢in kismi kesirlerin ters doniislimiinii aliriz.

LC;(0)
(1+LC)s

I(s) =

Bu ifadeyi ters Laplace doniisiimii alarak iz (t)'yi bulalim. Diferansiyel denklemi ¢6zmek

i¢in, oncelikle 1(s) 'yi ifade eden Laplace doniisiimiinii bulduk. Simdi, ters Laplace doniisiimiinii
alarak iz (t)'yi bulalim. Ters Laplace doniisiimii igin kismi kesirlerin ters doniisiimiinii aliriz.

is(t)=L‘1{ @ }

(1+LO)s

Bu doniisiim, standart bir formiil kullanilarak hesaplanabilir:

() = LC,(0) - e L7

Boylece, LC devresinin simetrik akimi i, (t) 'nin ¢6ziimii elde edilmis olur (Alexander ve Sadiku,
2017).

5.3. Kuantum Mekanigi

Bir atomun elektron dagilimi veya bir molekiiliin simetrisi gibi kuantum mekanigi
problemleri, simetri analizi ve indirgeme teknikleriyle ele alinabilir. Ornegin, hidrojen atomunun
dalga boyu fonksiyonu, atomun donme simetrisi altinda basitlestirilebilir ve tam ¢ozlime
ulagilabilir. Kuantum mekanigine iliskin diferansiyel denklem 6rnegi ve simetri indirgeme ile

¢Ozlimii.
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Ornek: Kuantum Mekaniginde Bir Parcacik

Bir serbest parcacigin Schrodinger denklemi su sekildedir

h? d*p™
2m dx?

+V()yY(x) = Ep(x)

Burada, h indirgenmis Planck sabiti, m parcacigin kiitlesi, y(x) dalga fonksiyonu, V(x)
potansiyel enerji fonksiyonu ve E toplam enerjiyi temsil eder.

Simetri indirgeme yontemini kullanarak bu denklemi basitlestirebiliriz. Ornegin,
potansiyel enerji fonksiyonu V(x) simetrik oldugunda, denklemi daha basit bir forma indirebiliriz.

Simdi, bu denklemi simetri indirgeme yoOntemi ile ¢ozebilir ve enerji seviyelerini
belirleyebiliriz. Oncelikle, potansiyel enerji fonksiyonunun simetrik oldugunu varsayalim. Bu
durumda, V(x)=V(—x) olacaktir.

Schrodinger denklemini simetri indirgeme yOntemiyle basitlestirmek icin, dalga
fonksiyonunu y(x)=u(x)+v(x) seklinde birlesik bir fonksiyon olarak tanimlayalim, burada u(x) ve
v(x) fonksiyonlari simetrik ve anti simetrik kisimlari temsil eder.

Bu tanimlamay1 kullanarak, Schrodinger denklemini simetri ve anti simetrik kisimlarina
ayirabiliriz. Dalga fonksiyonunu y(x)=u(x)+v(x) seklinde tanimlayarak baglayalim.

Simetri ve anti simetrik kisimlar1 ayirmak i¢in

iy = PP
iy = PO U

iliskisini kullanacagiz.

Bu tanimlamalar yerine koyarak, Schrodinger denklemini basitlestirelim

h? d*i(x)

2m  dx?

+V()Y() = EP(x)

h? d?(u(x) + v(x))
" 2m dx?

+ V(x)(u(x) + v(x)) = E(u(x) + v(x))

56



Simetrik ve anti simetrik kisimlart ayirarak:

1. Simetrik kisim igin:

h? d?u(x)

2m  dx?

+ V(x)u(x) = Eu(x)

2. Anti simetrik kisim igin:

h? d?v(x)
2m dx?

+ V(x)v(x) = Ev(x)

Bu sekilde, baslangicta verilen Schrodinger denklemini iki basit denkleme indirdik. Simdi, bu

denklemleri ¢ézerek enerji seviyelerini bulabiliriz.
1. Simetrik kisim i¢in ¢6ziim:
Simetrik kisimdaki denklemin formu soyledir:

h? d?u(x)
2m  dx?

+ V(x)u(x) = Fu(x)

Bu bir zaman bagimsiz Schrodinger denklemidir. Potansiyel enerji fonksiyonunu ve ilgili

baslangi¢ veya sinir kosullarini tanimlarsak, bu denklemin ¢6ziimiinii bulabiliriz.
2. Anti simetrik kisim i¢in ¢6ziim:
Anti simetrik kistmdaki denklemin formu soyledir:

h? d?v(x)
2m dx?

+V(x)v(x) = Ev(x)

Bu da bir zaman bagimsiz Schrodinger denklemidir ve yine potansiyel enerji fonksiyonu ve uygun

baslangi¢ veya sinir kosullariyla ¢oziilebilir.
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Simdi, simetrik kisimdaki denklemin ¢6ziimiine odaklanalim. Bu denklemi ¢6zmek i¢in uygun
baslangi¢ veya sinir kosullarmi belirlememiz gerekecek. Once potansiyel enerji fonksiyonunu ve

baslangi¢ kosullarini tanimlayalim, sonra denklemin ¢6ziimiine odaklanabiliriz.

Baslangi¢ kosullarini belirleyelim. Diyelim ki baslangigta pargacik bir sonsuz kuyuda
(potansiyel enerjisi sifir olan bir alanda) bulunuyor. Baslangigta pargacik duragan oldugu igin,

dalga fonksiyonu v(x) ve tiiretilmisleri sifirdir. Yani, baslangi¢ kosullari su sekildedir
v(0)=v(L)=0
v'(0)=v(L)=0

Bu baslangi¢ kosullarini kullanarak denklemin ¢oziimiinii bulabiliriz. Verilen baglangi¢ kosullarini

ve denklemi kullanarak, v(X) igin genel ¢6ziimii bulabiliriz. Ardindan, uygun olani yerine koyarak

ve sinir kosullarini saglayarak sabitleri belirleyebiliriz. Verilen denklemimiz

h? d?v(x)
2m dx?

+V(x)v(x) = Ev(x)

seklindeydi. Baslangig kosullarini saglayan bir genel ¢6ziim elde edebilmek igin, uygun potansiyel
enerji fonksiyonu V(x)'e ihtiyacimiz var. Basit bir 6rnek olarak, sonsuz kuyu potansiyel enerji

fonksiyonunu kullanalim. Sonsuz kuyu potansiyel enerji fonksiyonu su sekildedir.

0Ofor0<x<L
V(x) =
oo diger durumlar

Bu durumda, pargacik potansiyel enerjisi sifira esit olacak ve Schrodinger denklemi su sekilde

basitlesecektir:

Bu basitlestirilmis denklemin ¢o6ziimii daha kolay olacaktir. Simdi, bu denklemi ¢6zebiliriz.

Verilen diferansiyel denklemi tekrar hatirlayalim:
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h? dzv(x)_E o)
2m dx? vix

Bu ikinci dereceden homojen bir diferansiyel denklemdir. Bu tiir denklemlerin ¢oziimii
genellikle sintis ve kosiniis fonksiyonlaridir. Ancak, bu durumda, potansiyel enerji sifir
oldugundan, ¢6zlim daha basit olacaktir.

Denklemin ¢6ziimii i¢in bir varsayim olarak v(x) = Asin(kx) + Bcos(kx) bigiminde bir
¢oziim deneyelim. Burada A ve B sabitlerdir ve k dalga sayisidir. Denkleme yerine koyarak,

tirevleri alalim

- % (—k?(Asin(kx) + Bcos(kx))) = E(Asin(kx) + B cos(kx))

Bu ifadeyi daha da basitlestirelim

21,2

o (Asin(kx) + B cos(kx)) = E(A sin(kx) + B cos(kx))

Bu ifadeyi yerine koyarak, denklemin dogrulugunu kontrol edebilir ve sabitleri

belirleyebiliriz Denkleme yerine koydugumuzda

21,2

5 (Asin(kx) + B cos(kx)) = E(A sin(kx) + B cos(kx))

Once siniis ve kosiniis terimlerini ayr1 ayr1 ele alalim:

1. Siniis terimi i¢cin

h2k?
m

Asin(kx) = EA sin(kx)

Buradan K'yi elde ederiz:




2. Kosiniis terimi i¢in

21,2

— B cos(kx) = EB cos(kx)

Buradan da E ile ilgili bir ifade elde ederiz.

Simdi, k ve E degerlerini bulduk, sira A ve B sabitlerini belirlemekte. Bunun igin baslangig
kosullarimi kullanacagiz. Baslangigta v(0)=0 oldugunu biliyoruz, bu da demek oluyor ki x=0
noktasinda v(X) sifirdir. Bu, kosiniis teriminin sifir olmasini gerektirir. Yani B=0 olmalidir.
Sonug olarak, B=0 oldugundan, siniis terimi de elde kalan tek terimdir. Bu durumda, A sabiti bir
kisit olmaksizin belirlenebilir.

B=0 oldugundan, denklemin sadece siniis terimini géz éniinde bulundurarak ¢dzecegiz. Oncelikle,

2mE
hZ

belirlenir. Baslangi¢ kosullarina gore, v(0)=0 oldugu i¢in
v(0) = Asin(0) =0
A-0=0
dir. Bu durumda, A sabiti herhangi bir reel say1 olabilir. Yani, herhangi bir A i¢in denklemimizi
¢Ozebiliriz. Sonug olarak, simetri indirgeme yontemi ile ¢6ziilen bu 6rnek problemin ¢oziimii su
sekildedir:

v(x) = Asin(kx)

Burada,

2mE
h2
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A herhangi bir reel sayidir. Bu, sonsuz kuyu potansiyel enerji fonksiyonuna sahip serbest bir

pargacigin dalga fonksiyonunun genel ¢oziimiidiir (Griffiths, 2018).

5.4. Optik Sistemler

Bir optik sistemdeki 151k yayillimini veya bir ayna ylizeyinin yansitma Ozelliklerini
incelemek icin simetri analizi kullanilabilir. Ornegin, bir simetrik ayna sistemi i¢in 15181n yansima
acgisinin belirlenmesi, simetri analizi ile basitlestirilebilir.

Bir optik sistemde, bir 151k demeti bir mercekten geciyor olsun. Paralel 151k demeti,
mercegin odak noktasina diiser ve oradan dagilir. Mercegin sekline ve optik 6zelliklerine bagl
olarak, dagilan 151k demeti bir noktada yeniden odaklanabilir veya dagilabilir. Bu durumu
matematiksel olarak ifade etmek i¢in, 151k demetinin x-ekseni boyunca dagilimini tanimlayan bir
diferansiyel denklem kullanabiliriz.

Ornegin, 151k demetinin x-ekseni boyunca dagilimini tanimlayan diferansiyel denklem su

sekilde olabilir

d?I
% + kzl(x) =0

Burada, I(X) 151k yogunlugunu, x ise uzamsal konumu, ve k bir dalgaboyu 6l¢egidir.

Bu diferansiyel denklem, 151k demetinin optik sistem boyunca nasil dagildigini ve
odaklandigint modellemektedir. Bu denklemi kullanarak simetri indirgeme yontemiyle ¢éziim
yapabiliriz. Simdi, bu denklemi daha ayrintili bir sekilde ¢dzebilir ve simetri indirgeme yontemini
uygulayabiliriz.

Oncelikle, verilen diferansiyel denklemi tekrar hatirlayalim

d?1(x)

737 +k%I(x) =0

Bu ikinci dereceden homojen bir diferansiyel denklemdir. Bu tiir denklemlerin ¢oziimii
genellikle siniis ve kosiniis fonksiyonlaridir. Ancak, bu durumda, denklemin formu zaten uygun
oldugundan, ¢6zlim daha basit olacaktir.

Denklemin ¢6ziimii i¢in bir varsayim olarak /(x) = Asin(kx) + Bcos(kx) bi¢giminde bir

¢ozliim deneyelim. Burada A ve B sabitlerdir ve k dalgaboyu dlcegidir.
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Denkleme yerine koyarak, tiirevleri alalim

2

% (A sin(kx) + B cos(kx)) + k?(A sin(kx) + B cos(kx)) = 0

Bu ifadeyi daha da basitlestirelim

—Ak? sin(kx) — Bk? cos(kx) + k?A sin(kx) + k?B cos(kx) = 0
Yani, sonug olarak

—Ak? sin(kx) + k?A sin(kx) — Bk? cos(kx) + k?B cos(kx) = 0
Bu ifadeyi daha da basitlestirelim

(k?A — k2A) sin(kx) + (kB — k*B) cos(kx) = 0

Yani, A ve B sabitleri, herhangi bir reel say1 olabilir. Bu, herhangi bir A ve B i¢in denklemimizi
¢ozebilecegimiz anlamina gelir.
Sonug olarak, simetri indirgeme yontemi ile ¢dziilen bu 6rnek problemin ¢oziimii su sekildedir

I(x) = Asin(kx) + Bcos(kx)

Burada, A ve B herhangi bir reel sayidir ve k dalga boyu 6lgegidir. Bu, optik sistemde 151k

demetinin X-ekseni boyunca dagilimini tanimlayan genel bir ¢oziimdiir (Hecht, 2016).
5.5. Kimyasal Reaksiyonlar

Bir kimyasal reaksiyonun hizi lizerinde simetri analizinin etkisi incelenebilir. Kimyasal
reaksiyonlarin diferansiyel denklemlerle modellenmesi sirasinda, reaksiyonun simetrisi,
denklemlerin basitlestirilmesine ve ¢ziimiiniin kolaylastirilmasina yardimer olabilir. Ornegin, bir
simetrik bir kimyasal reaksiyonun kinetik modeli, denklem setini basitlestirerek, reaksiyon hizini

ve reaksiyonun nasil ilerledigini daha iyi anlamamiza yardimci olabilir.
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Bir kimyasal reaksiyon diisiinelim, A ve B adinda iki farkli tiir molekiiliin birleserek bir
iriin olan C tiirii molekiilleri olusturdugu bir reaksiyon olsun. Bu reaksiyonu basit birinci

dereceden bir diferansiyel denklemin tanimladigini varsayalim

Bu denklemde, [A] ve [B] sirasiyla A ve B tiirii molekiillerin konsantrasyonlarini, t zamant,
ve k reaksiyon oranini ifade eder.

Bu diferansiyel denklemi simetri indirgeme yontemi ile ¢dzebiliriz. Ilk adim olarak,
denklemin simetrik ve antisimetrik kistmlarin1 ayirmak i¢in molekiil konsantrasyonunu su sekilde

tanimlayalim

[4](®) = u(®) + v(t)

Burada, u(t) simetrik ve v(t) antisimetrik kisimdir. Simetri ve antisimetriyi kullanarak denklemin

pargalara ayrilmasini yapalim:

1. Simetrik kisim icin

du(t)
— o = —k[u(®) + v()][B]
2. Antisimetrik kisim i¢in
dv(t)
== = —k[u(®) + v(O][B]

Bu iki denklemi ¢6zelim.
Simetrik kismi ¢ézmek igin, simetrik kismi ifade eden u(t) fonksiyonunu bulmamiz gerekiyor.

Verilen diferansiyel denkleme tekrar bakalim

du(t) B
dt

—k[u(®) +v(O)][B]
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Bu denklemde v(t) fonksiyonunu bilmemiz gerekiyor. Ancak, v(t) fonksiyonunu dnceden
bilmiyoruz. Bunun yerine, simetrik ve antisimetrik kisimlar birlestiren baska bir yol bulmaliyiz.
Bu, genellikle simetri indirgeme yontemi ile ¢6ziim yaparken karsilasilan bir zorluktur.

Bir alternatif yaklasim, denklemdeki u(t) ve v(t) terimlerini belirsiz fonksiyonlar olarak
kabul edip, onlar1 daha sonra birbirine baglayacak bir baginti olugturmaktir. Bu baginti, denklemin
baska bir yolla ¢oziilmesini saglar.

Baska bir yontemle devam edelim. Denklemimiz

du(t)

— = —k[u(®) + v(O)][5]

alinir. Simetrik ve antisimetrik kisimlar1 birbirine baglayacak bir bagint1 olusturalim. Onerimiz,

u(t) ve v(t) arasindaki iliskiyi ifade etmek i¢in asagidaki bagintiyr kullanmak olacaktir

v(t) = —u(t)

Bu bagmti, v(t) fonksiyonunu u(t) fonksiyonu ile iliskilendirir ve bu sayede simetrik ve

antisimetrik kisimlar arasinda bir iligki kurar. Simdi, bu bagintiy1 denklemimize yerine koyalim

d
U9~ ku(e) ~ u(o115)
du(t)
a

Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii oldukga basittir.

du(t)

dt 0

olduguna gore, u(t) bir sabittir. Sabit bir fonksiyonun tiirevi her zaman sifirdir, bu yiizden u(t)
fonksiyonu sabit bir degere sahiptir. Sonug olarak, simetrik kisim olan u(t) fonksiyonu bir sabit
fonksiyondur (Hydon, 2000).
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5.6. Epidemiyoloji: Hastalik Yayilim1 Modelleri

Epidemiyoloji, hastaliklarin niifuslar arasindaki yayilma ve etkilesimlerini inceleyen bir
alandir. Diferansiyel denklemler, hastalik yayilimini modellemek icin sik¢a kullanilir. Ornegin,
salgin bir hastaligin yayilmasini modellemek i¢in bir SIR (duyarli, enfekte, iyilesmis) modeli
kullanilabilir. Bu model, toplumun dénemsel olarak simetrik oldugu varsayimini igerebilir. Simetri
analizi, diferansiyel denklemleri basitlestirebilir ve hastaligin yayilma hizi, zirve zamani ve
salginin sona ermesi gibi dnemli parametrelerin tahmin edilmesine yardimeci olabilir. Bu sekilde,
saglik politikalar1 olusturulabilir ve salginlarin kontrolii i¢in stratejiler gelistirilebilir.

Epidemiyoloji alaninda siklikla kullanilan bir diferansiyel denklem modeli olan SIR
modelini ele alalim. SIR modeli, popiilasyon iginde hastaligin yayilmasini modellemek igin
kullanilir ve genellikle dort degisken igerir: S(t), I(t) ve R(t).

S(t) - Saglikl1 bireylerin sayist zamanla degisir.
I(t) - Enfekte bireylerin sayis1 zamanla degisir.

R(t) - Iyilesmis veya 6len bireylerin sayis1 zamanla degisir.

Bu modeli ifade eden diferansiyel denklemler asagidaki gibidir:

ds
E=—,BSI
dl
E = BSI —vylI
dR_ ;
a7

Burada, f enfeksiyonun bulagma hizini, y iyilesme veya 6liim oranini temsil eder. Bu
diferansiyel denklemleri simetri indirgeme ydntemi ile ¢dzebiliriz. Ik adim olarak, denklemleri
simetrik ve antisimetrik kisimlara ayiralim ve sonra ¢ozelim. Simetrik kismi ¢ozmek igin,
denklemleri simetrik ve antisimetrik kisimlara ayirarak baslayalim.

Onerdigimiz bir yontem, S(t), I(t) ve R(t) fonksiyonlarini simetrik ve antisimetrik kisimlar
olarak ifade etmek olacaktir. Bunu yapmak ig¢in, 6rnegin S(t)=u(t)+v(t) ve I(t)=u(t)—v(t) gibi

ifadeler kullanabiliriz. Burada, u(t) simetrik ve v(t) antisimetrik kisimlari temsil eder.
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Bu durumda, simetrik ve antisimetrik kisimlar1 ifade etmek i¢in asagidaki bagintilar1 kullanabiliriz

S(O=u®+v(®)

1(®)=u(t)-v(t)

Bu bagmtilar1 kullanarak, SIR modelindeki diferansiyel denklemleri bu simetrik ve antisimetrik
kisimlar igin yeniden yazabiliriz ve ardindan u(t) i¢in bir diferansiyel denklem elde edebiliriz.
Oncelikle, SIR modelindeki diferansiyel denklemleri simetrik ve anti simetrik kisimlara ayirarak

baslayalim.

E — —ﬁSI
dl
E = ﬁSI F— )/I
dR
=V

Simetrik ve antisimetrik kisimlart ifade etmek ig¢in S(t)=u(t)+v(t) ve I(t)=u(t)—v(t) bagntilarin
kullanalim. Bu bagmtilar1 kullanarak, SIR modelindeki diferansiyel denklemleri simetrik ve
antisimetrik kisimlar i¢in yeniden yazalim

Simetrik kisim

d(u +v)

It =—Bu+v)(u—v)

dlu—v)

—— = B+ =)~y —v)

seklindedir. Simetrik kism1 ¢dzmek icin, bu iki denklemi birlikte ¢dzecegiz. Ilk adim olarak, her

iki denklemi de genisleterek ve sadelestirelim.
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du dv

L (2 — 1,2
ac T TP v
du dv
au _av Lz 2y _
Fri pfu® —v?) —y(u—v)

Simdi, bu iki denklemi toplayarak veya ¢ikararak u(t) ve v(t) igin ayr1 ayr1 diferansiyel denklemler
elde edecegiz.

Iki denklemi toplayarak devam edelim

d d d d
(d_1:+d_1z>+<d_:_d_:):ﬁ(uz_V2)+ﬁ(u2—v2)—y(u—v)

Boylece, u(t) ve v(t) i¢in tek bir diferansiyel denkleme ulasiriz

du
20 ="vu-v)

Bu denklemi ¢dzelim. Ik adim olarak, sabitleri ve terimleri gruplandiralim

Bu integrali alarak u(t) ve v(t) fonksiyonlarini elde edecegiz. Bu denklemin integrali alalim

du

__7
fu—v_ ZIdt

Soldaki integrali ¢ozelim

Inlu —v| =—gt+C
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Burada C bir integrasyon sabitidir. Simdi, bu denklemi ¢6zebiliriz

_Y
lu —v| =e 2%

Integrasyon sabiti olan C'yi dikkate alarak, denklemin sag tarafini birlestirelim

Y,
lu —v| = Ae 2
Burada A = e bir baska sabittir. Simdi, u—v ifadesini ayiralim

u—v=+Ae 2

Simdi, bu denklemi ¢dzebiliriz, her iki se¢enek i¢in de son adima gegelim:

1. u—v= Ae’lz'/t icin u(t) ve v(t) ifadelerini elde etmek i¢in, v(t) ifadesini u(t) ifadesine

ekleyelim
_Y3
v(t) =u(t) — Ae 2

Y
2. u—v=—Ae 2" icinu(t) ve v(t) ifadelerini elde etmek i¢in, v(t) ifadesini u(t) ifadesinden

¢ikaralim

Y,
v(t) = u(t) + Ae 2

Bu iki ifadeyi de kullanarak u(t) ve v(t) ifadelerini bulabiliriz. Oncelikle, u(t) ve v(t) ifadelerini

bulmak i¢in her iki durumu ele alalim.
Yy .
u—v==~4e 2 i¢in:
Y,
v(t) = u(t) — Ae 2
[k denklemimiz ise
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2du_ ( )
i y(u—v

Bu ifadeleri birlestirerek u(t) ifadesini bulalim

262—1: =—y <u - (u - Ae_%t)>

28 aeh
ac -
du  vA _y,

ac - 2°

Bu ifadeyi ¢6zerek u(t) ifadesini bulabiliriz. Simdi bu integrali ¢6zelim

A Y
[ du= —%fe_ftdt

YA Y
u(t) = —7(—2)6 224+ C;
Y,
u(t) =Ae 2 +(C;
Y
Simdi, v(t) ifadesini bulmak i¢in v(t) = u(t) — Ae z* bagntisim kullanabiliriz
Y, Y,
v(t) =Ae 2 +C, —Ae 2
v(t) = (G

Y
Bu durumda, u(t) ifadesi Ae”z' + C; ve v(t) ifadesi C; 'dir. Simdi, ikinci durum i¢in de ayn1
adimlar1 uygulayalim.

Y
u—v=-—A4e 2 i¢in
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Y,
v(t) = u(t) + Ae 2
Ik denklemimiz ise

du
i —y(u—-v)

Bu ifadeleri birlestirerek u(t) ifadesini bulalim

2% = -y (u - (u + Ae_)f/t)>

2% _ yae b
ac  1°°
du YA _y,
at - 2 °

Bu ifadeyi ¢6zerek u(t) ifadesini bulabiliriz. Simdi bu integrali ¢6zelim
A Y
[ du =y7fe_7tdt
A Y
w(®) =2 (-2)e T + G,

Y,
u(t) =—-A4e 2 +C,
Y
Simdi, v(t) ifadesini bulmak i¢in v(t)=u(t)+ Ae z* bagmtisini kullanabiliriz

Y Y,
v(t) = —Ae 2"+ C, + Ae 2

v(t) = C,
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Y
Bu durumda, u(t) ifadesi = —Ae 2" 4+ C, ve v(t) ifadesi C, 'dir. Her iki durumun da sonuglari su
sekildedir

Yo
u—v==~4e 2 1¢in

Y,
u(t) =A4Ae 2 + (¢,

v(t) = Cl
Yo
u—v=-4e 2 i¢in

Y,
u(t) = —Ae 2z +C,
V(t) = CZ
Burada C; ve C, integrasyon sabitleridir. Bu ¢6ziimler, simetrik ve antisimetrik bilesenlerin
ifadelerini saglar. Baslangi¢ kosullarina bagli olarak, sabitler C; ve C, belirlenebilir. Baslangi¢
kosullarini belirleyerek tam ¢6ziime ulasalim. Baslangi¢ kosullarint u(0)=u, ve v(0)=v, olarak
alalim. Bunlar1 kullanarak integrasyon sabitlerini belirleyecegiz.
1. 1lk durum igin, u(0)=u, ve v(0)=v, kullanarak C; sabitini belirleyelim
u0=AeO+C1=A+C1
vo = (4
Bu durumda, ¢; = vy, ve A = u, — v.
2. lkinci durum igin, , u(0)=u, ve v(0)=v, kullanarak C, sabitini belirleyelim

u0=_A30+CZ=_A+C2

U():CZ
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Bu durumda, ¢, = vy, ve A = uy — vy.

Simdi, A, C; ve C, degerlerini bulabiliriz. Once A, C; ve C, degerlerini bulalim ve sonra her iki

durumun da tam ¢oziimiinii elde edecegiz.
Ik durum igin:
A=uy—v,
Cy = v,
Ikinci durum icin:
A=uy—vy
Cy = vy

Simdi her iki durum i¢in de u(t) ve v(t) ifadelerini bulalim:

1. 1k durum icin:
A = uO = UO

C1=170

Y
u(t) = (up — Vo)e_zt + Vg

v(t) = vy

2. Ikinci durum igin:

A:uo_vo

C2 = 170

Y,
u(t) = —(ug —vole 2 + v,
v(t) = vy

Bu ifadeler, baslangi¢ kosullarini u, ve v, kullanarak buldugumuz tam ¢oziimleri temsil eder.

(Bluman ve Anco 2002).

72



5.7. Ekonomik Biiyiime Modelleri

Ekonomide, ekonomik biiylime modelleri genellikle diferansiyel denklemlerle modellenir.
Ormegin, Solow biiyiime modeli, bir ekonominin zamanla nasil biiyiidiigiinii anlamak icin
kullanilir. Bu model, sermaye birikimi, teknolojik ilerleme ve isgiicii biiylimesi gibi faktorlerin
etkilesimini inceler. Simetri analizi, bu diferansiyel denklemleri basitlestirebilir ve ekonomik
biiyiime siirecinin anahtar parametrelerini belirleyebilir. Bu sayede, ekonomik politikalarin etkileri
degerlendirilebilir ve ekonomik biliylimeyi tesvik etmek veya siirlamak igin stratejiler
gelistirilebilir.

Ornegin, Solow modeli gibi basit bir ekonomik biiyiime modelini ele alalim. Solow
modelinde, bir ekonominin iiretim seviyesi (Y), sermaye stoku (K) ve emek (L) arasindaki iliskiyi

ifade eden bir diferansiyel denklem kullanilir. Bu modelin temel denklemi su sekildedir:

dK
— =5Y — 60K —nK
dt

Burada;

dK " .
e -, sermaye stokunun zamanla degisimini,

e SY, yatirimin,
e 0K, sermayenin amortismanini,

o nK, niifus artiginin sermayeye olan etkisini, temsil eder.

Simdi, bu diferansiyel denklemi kullanarak ekonomik biiylime modelini simetri indirgeme

yontemiyle ¢ozelim.

Oncelikle, simetri indirgeme yontemini uygulamak icin denklemimizi uygun bir formata

getirmemiz gerekiyor. Bunun i¢in, denklemimizi standart formda yazalim

dK+(6+ )K =sY
dt WA =s

Simdi, bu denklemi simetri indirgeme yontemiyle ¢ozecegiz. Bu yontemde, simetrik bir degisken

dontisiimii kullanacagiz

K=a(t)
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Bu doniistimii orijinal denklemimize yerine koyalim

da
I + (0 +n)a=sY
Bu denklem, birinci dereceden bir lineer diferansiyel denklem olarak tanimlanir. Simdi, bu
diferansiyel denklemi ¢ozmek igin bir integrasyon faktorii kullanarak ¢ozecegiz. Ancak, bu
asamadan once, SY terimini belirlememiz gerekiyor. Bunun i¢in, ekonomik biiylime modelinde
kullanilan diger denklemleri de goz ontinde bulundurarak sY terimini ifade edebiliriz.
Denklemimizi yazalim ve tam ¢6ziime ulasana kadar devam edelim. Verilen diferansiyel

denklemimiz

dK+ 0 +n)K =sY
T ( nK=s

seklindedir. Simdi, bu diferansiyel denklemi c¢ozmek icin integrasyon faktorii yOntemini

kullanalim. Integrasyon faktérii, e/ P9t seklinde ifade edilir, burada P(t) ifadesi denklemin

katsayisini temsil eder. Dolayisiyla, P(t)=(d+n) oldugundan, integrasyon faktorii su sekildedir

Uy = ef(5+n) at — (6+mt

Bu integrasyon faktoriinii kullanarak, orijinal denklemi ¢arpariz

e(5+n)tcfi_1§+ e(6+n)t(5 + n)K — e(5+n)tSY

Bu denklemi yeniden diizenleyelim
_d (6+n)t _ ,(6+n)t
i (e K ) =e sY

Simdi, bu ifadeyi integral alarak ¢ozebiliriz. Integral alindiginda, sol tarafta sadece (e(6+”)tK )

ifadesi kalir

e(5+n)tK — f€(6+n)tSY dt
74



Bu integrali ¢ozerken, SY terimini belirlememiz gerekiyor. sY terimini belirlemek igin, Solow
modelinde tipik olarak yatirimin ve {iretimin, sermaye stoku ve emegin fonksiyonu olarak ifade

edildigini biliyoruz. Buna gore, SY terimini su sekilde ifade edebiliriz

sY =sF(K,L)

Burada F(K,L), iiretim fonksiyonunu temsil eder. Ornegin, Cobb-Douglas iiretim fonksiyonu su
sekildedir

F(K, L) = K*[1@

Burada a, sermaye ve emek arasindaki pay1 ifade eden bir parametredir. Bu durumda, sY terimini

su sekilde yazabiliriz

SY=SK*[1-¢

Simdi, integrali ¢dziip tam ¢dziime ulasabiliriz. Integrali ¢ozmek icin, SK*L1~% terimini K ve L
cinsinden ifade etmemiz gerekiyor. Ancak, genel bir fonksiyonu bu sekilde ifade etmek miimkiin

olmadigindan, integrali bu haliyle birakalim

e(6+n)tK — fe(5+n)tSKaL1—a dt

Bu integral, genel olarak ¢oziilemez, ancak bu asamada bize fonksiyonun dogas1 hakkinda bazi
bilgiler verebilir.

Verilen integralin ¢oziimii, bir tlirevleme veya integral alma operatorlerinin tersine
cevrilmesini gerektirir. Ancak, SK*L'~% terimi genel bir fonksiyon oldugu igin bu integralin
kapali formda ¢oztiimii genellikle miimkiin degildir.

Bagka bir 6rnek verecek olursak; Bir ekonomik biiyiime modeli olan Solow modelini ele
alalim ve simetri indirgeme yontemiyle ¢ozliimiinii yapalim. Solow modelinde, sermaye stoku (K),
tretim (Y), tasarruf (s), amortisman (d) ve niifus artis1 (n) arasindaki iliskiyi ifade eden bir

diferansiyel denklem kullanilir. Bu modelin temel denklemi su sekildedir

dK
— =5Y - 6K —nK
dt
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bu diferansiyel denklemi simetri indirgeme ydntemiyle ¢6zelim. Oncelikle, denklemimizi uygun
bir formata getirelim

ax _ F(K) — 6K —nK
Pl n

Burada F(K), tiretim fonksiyonunu temsil eder. Simdi, bu denklemi simetri indirgeme
yontemiyle ¢cozmek i¢in bir simetrik degisken doniisiimii kullanacagiz. simetri indirgeme yontemi
i¢in bir simetrik degisken doniistimii segmemiz gerekiyor. Solow modelinde genellikle sermaye
stoku (K) i¢in bir simetrik degisken dontisiimii kullanilir.

Bu durumda, bir simetrik degisken doniisiimii olarak K=a(t) seklinde bir doniisiimii

secebiliriz. Bu doniigiimii orijinal denklemimize yerine koyarsak

da_ F( 5
dt_s a) a—na

Simdi, bu denklemi ¢6zmek igin uygun bir ¢dziim yontemi kullanabiliriz. Bu denklem
birinci dereceden bir lineer diferansiyel denklem oldugundan, dogrudan ¢dzebiliriz. Ilk olarak,

homojen denklemi ¢6zecegiz

da
T (6 +n)a

Bu homojen denklemin ¢oziimii, genel olarak a(t) = Ce~®+™t geklinde ifade edilir,
burada C bir integrasyon sabitidir. Simdi, bu homojen denklemin ¢6éziimiinii kullanarak, tam
¢oziimil elde etmek i¢in bir biitiin ¢dziim yapalim.

Homojen denklemin ¢6ziimiinii kullanarak, tam ¢oziimii elde edebiliriz. Homojen

e—(8+n)t

denklemin ¢oziimii a(t) = C oldugundan, tam ¢6ziim

sF(a)

t =C —(8+n)t+
a(®) ¢ 0+n

seklinde ifade edilir. Bu tam ¢6ziimii elde etmek igin, F(a) fonksiyonunu belirlememiz gerekiyor.
Genellikle Solow modelinde kullanilan iiretim fonksiyonu Cobb-Douglas fonksiyonudur. Bu

fonksiyonu kullanarak devam edelim
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F(a) =af

Burada f, sermaye stoku ve tiretim arasindaki elastikiyeti temsil eden bir parametredir. Bu

durumda, tam ¢6zliimiimiiz su sekilde olur

B
Sa

t :C —(6+n)t+
«(®) ¢ §d+n

Bu ¢6ziim, sermaye stokunun zamanla nasil degistigini ve ekonomik biiyiimeye nasil katki
sagladigim1 gosterir.  Simdi, integral sabiti C ve baslangic kosullarini belirleyerek tam
¢Ozliimiimiizii elde edelim.

Baslangic zamani t=0 olarak alalim. Bu durumda, t=0 i¢in baslangi¢ sermaye stogu «,

olarak ifade edilebilir. ilk olarak, baslangic zamaninda sermaye stoku a(0) = a, olmalidir.

B
S
0) =C+——
«(0 d+n
Buradan, integral sabiti C'yi bulabiliriz:
B
Sa
C=ap———
%o d+n

Bu degeri bulduktan sonra, tam ¢6ziimiimiizii elde ederiz

B B

sa S+t Sa

t) = — + —
a(t) <a0 6+n>e d+n

Bu ¢6ziim, belirli bir baglangi¢ sermaye stogu ve diger parametreler altinda sermaye stokunun

zamanla nasil degistigini gosterir (Barro ve Sala-i-Martin, 2004).
5.8. Biyoloji: Popiilasyon Dinamikleri Modelleri

Biyolojide, popiilasyon dinamikleri modelleri genellikle diferansiyel denklemler
kullanilarak olusturulur. Bu modeller, bir tiiriin popiilasyon biiylime hizini, nesil degisimini ve

cevresel etkileri inceler. Ornegin, Lotka-Volterra modeli, av ve avci popiilasyonlarinin
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etkilesimini diferansiyel denklemlerle modellemek ic¢in kullanilir. Simetri analizi, bu tiir
modellerin karmagikligin1 azaltabilir ve popiilasyon dinamiklerinin temel 6zelliklerini daha iyi
anlamamiza yardimci olabilir. Bu sayede, biyolojik ¢esitlilik ve ekosistem sagligi iizerindeki
etkileri degerlendirebilir ve koruma stratejileri gelistirebiliriz.

Bir populasyonun zamanla degisimini temsil eden basit bir diferansiyel denklemi ele alalim

dP_ P(l P>
ar

Burada:
e P popiilasyonun biiyiikliigiinii,
e tzamani,
e I dogum orani ile 6liim oraninin farkini,
o K tasima kapasitesini (popiilasyonun en fazla ne kadar biiyiiyebilecegini) ifade eder.

Bu denklemin simetrik bir ¢6ziimiinii arayacagiz.

Oncelikle, denklemin simetrik ¢oziimiinii P = atf seklinde varsayalim. Bu ¢6ziimii

denkleme yerine koyarak a ve £ degerlerini bulacagiz.

Denklemi yerine koyalim

d ath
_ B — B _ -
dt(at )=rot <1 K)

Bu denklemi ¢dzerek a ve S degerlerini bulacagiz. Oncelikle denklemin sol tarafindaki tiirevi

alalim
d
- B — g-1
dt(at) aft

Denklemin sag tarafin1 agalim

(1 ath R ra?t?f
ra | =ra =

Simdi, denklemin sol ve sag tarafini bir araya getirerek, tiirevle ilgili ifadeyle esitleriz
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ra®t?f
afth~t = ratf —

ra’tP

af =ra —

Bu denklemi a ve f igin ¢6zebiliriz. Sonra ¢6ziimii kullanarak tam ¢oziimii elde ederiz. Denklemi

¢O0zmek icin, her iki tarafi da « ile boélelim

Bu denklemi « igin ¢6zebiliriz. Ancak, bu ¢6ziimii dogrudan elde etmek zor olabilir ¢linkii
a hem denklemde hem de g i¢inde bulunmaktadir. Bu nedenle, bir numaralandirma ydntemi
(6rnegin, Newton-Raphson yontemi gibi) kullanarak sayisal bir ¢6ziim almak daha uygundur.

Simdi, a ve f degerlerini bulmak icin sayisal bir yaklasim kullanarak devam edebiliriz.
Ancak, bu yaklasim oldukca karmasik olabilir ve denklemin tam ¢6éziimiinii bulmak zor olabilir.

Sayisal bir ¢oziim kullanarak ilerlemek icin, oncelikle denklemin o ve S degerlerini
belirleyen bir iteratif yontem kullanmamiz gerekecek. Bu amagla, Newton-Raphson yontemi gibi
bir yontemi kullanabiliriz.

Newton-Raphson yontemi, bir denklemin koklerini bulmak i¢in kullanilan bir iteratif
yontemdir. Tlk tahmin degerlerini segerek baslariz, ardindan iteratif olarak daha iyi tahminler elde
etmek icin bir dizi adim gergeklestiririz. Denkleminizde, a ve f degerlerini bulmak i¢in bir
baslangi¢c tahmini yapmamiz gerekecek. Ardindan, Newton-Raphson yontemini kullanarak bu
tahmin degerlerini iyilestirecegiz. baslangi¢c tahmin degerleri olarak a=1 ve f=0.5 secelim. Bu
degerler genellikle diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde baslangi¢ icin iyi bir tahmin olabilir.
Baslangic degerleri secildikten sonra, Newton-Raphson yontemini kullanarak a ve f degerlerini
lyilestirecegiz.

Bu yontemde, her adimda su formiilii kullanarak yeni tahmin degerlerini hesaplayacagiz

f(aeski)

Ayeni = Uesk; — m
i
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_ _ f(ﬁeski)
.Byeni B ﬁeSki f’(ﬁeski)

Burada f(a) ve f(5), denklemin sag ve sol tarafindaki ifadelerdir. f'(a) ve f'(B) ise bunlarin

tiirevleridir. Ik olarak, denklemin sag ve sol tarafindaki ifadeleri tanimlayalim. Denklemimiz

rath
K

p=r-

Denklemin sag tarafindaki ifadeyi (o) olarak tanimlayalim

ratf
K

flay=7r—

Denklemin sol tarafindaki ifadeyi g(f) olarak tanimlayalim

ratf
K

gB)=p-r+

Simdi, bu ifadelerin tiirevlerini hesaplayalim. f'(a) ve g'(f) degerlerine ihtiyacimiz olacak

g
fr@=-"o
ratf In(t)

Simdi, Newton-Raphson ydntemini kullanarak a ve f degerlerini giincelleyebiliriz. Ilk

olarak, baslangi¢ tahmin degerlerimizi ¢y = 1 ve S, = 0.5 olarak ayarlayalim. Sonra, her adimda

yeni degerleri hesaplayacagiz.

[k adim olarak, f(ay) ,g(Bo) , f' () Ve g’ (B,) degerlerini hesaplayalim.

Baslangi¢ degerlerimiz @y = 1 ve B, = 0.5 olduguna gore, f(ay) .9(Bo) , f'(ay) ve g'(Bo)

degerlerini hesaplayalim.
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Ta tPo r-1-t%° r-t%5
K K K

flag) =71 —

raytho r-1-
=0.5—1’+T=0.5—T+

9(Bo) = Po—1+

rtho .05

flag) = ——— =

raytPo in(t) r-1-t%In(t) r-t% In(t)
' =14+——"=1 = 14+—
9'(Bo) + K + K + K
Bu degerleri hesaplayarak ise baslayabiliriz. Baslangic degerlerini belirledigimiz igin,
f(ay) ve g(By) sabit olacak ve sadece f'(a,) ve g'(B,) degerlerini kullanarak Newton-
Raphson yontemini uygulayacagiz.
[k olarak, belirledigimiz baslangi¢ degerlerini kullanarak f(a,) ve g(B,) degerlerini

hesaplayalim

r-t%°
K

flapg) =1 -

r. 05

9g(By) =05—r+

Bu degerler sabit olacak ve her iterasyonda aymi kalacak. Ikinci olarak, f'(ay) ve g'(Bo)

degerlerini hesaplayalim

405
frlag) = -2
. 0.51

g =1+ 00

Bu degerler de sabit olacak ve her iterasyonda aynmi kalacak. Simdi, Newton-Raphson
yontemini kullanarak her adimda yeni a ve £ degerlerini giincelleyebiliriz. Yeni a ve £ degerlerini

hesaplamak i¢in su formiilleri kullanacagiz
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f(aeski)

Ayeni = Hesk; — m
i

_ _ g(ﬁeski)
.Byeni a BESki g’(ﬁeski)

Bu adimlar1 uygulamaya baslayalim. ilk olarak, baslangic degerlerimizi @y = 1 ve By = 0.5

olarak alacagiz. Ik adim olarak, f(a,) ve g(B,) degerlerini hesaplayalim

+0.5
Flag) =r—"—

. 05

g(Bo) =05—1r+

Baslangi¢ degerlerimizi kullanarak bu degerleri hesaplayabiliriz. Simdi f(ay) ve g(Bo)
olduguna gore, f(a,)

degerlerini hesaplayalim. Baglangi¢ degerlerimizag =1 ve Sy = 0.5
ve g(By) degerlerini hesaplayalim

r-tos
flag) =7— K

r . tO.S

Burada r, t ve K sabitleridir. Sabit degerler olarak r=0.1, t=2, ve K=5 alalim. Bu degerleri

kullanarak f(a,) ve g(By) degerlerini hesaplayalim

1-205 0.1-/2
flag) =01 ————=0.1- ~ 0.073
5 5
1-205 .
g(By) =05—-0.1+ = =05-0.1+ c ~ 0.427

Bu degerleri bulduktan sonra devam edebiliriz. Simdi, bu degerleri kullanarak f'(ay) ve g'(Bo)
degerlerini de hesaplayalim.
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Simdi f'(ay) ve g'(B,) degerlerini hesaplayalim.

0.1-205 0.1-v2
f'(ag) =— s =T  ~ —0.0741

0.1-2°5In(2) - 0.1-v2In(2)

~ 1.063
5 5

g'(Bo) =1+
Bu degerleri de bulduktan sonra, Newton-Raphson yontemini kullanarak @yepn; V€ Byen;
degerlerini hesaplayacagiz.Newton-Raphson yontemi kullanarak ayen; V€ By en; degerlerini

hesaplayalim.

Once ayepn; degerini hesaplayalim:

0.073 £ 185
&7 —0.0141 >
Simdi Byen; degerini hesaplayalim:
— 05— 2227 0.099
Byeni = 05 =9563 0.

Simdi, bu yeni degerlerle devam ederek daha fazla iterasyon yapabilir ve sonuca daha
yaklasiriz.

Yeni hesapladigimiz ay.p; V€ By.pn; deerleriyle tekrar basa doniip iterasyon yapalim ve
siireci tekrarlayalim. Yeni degerlerle ayepn; V€ Byen; degerlerini hesaplayip, bu degerleri
kullanarak daha iyi bir tahmin elde edelim. Mevcut degerlerle sonuca ulagsalim. Su anki @y,¢,; =
5.185 Ve Byeni = 0.099 degerleriyle hesapladigimiz sonucu kullanarak artik tam ¢oziime
ulasabiliriz.

Mevcut ayen; = 5.185 Ve Byen; = 0.099 degerlerini orijinal denklemimize yerine
koyarak tam ¢6ziimii elde edelim.

Orijinal denklemimiz suydu;

fla,p) =a?—-2a+B=0
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Yerine a=5.185 ve £=0.099 degerlerini koyarsak;
(5.185)2 —2-:5.185 + 0.099 = 0

Sonug olarak, bu degerler orijinal denklemin tam ¢6ziimiinii saglar (Murray, 2002).
5.9. Meteoroloji: Hava Akis1 Modelleri

Meteorolojide, hava akis1 modelleri genellikle diferansiyel denklemlerle ifade edilir. Bu
modeller, atmosferdeki hava hareketlerini, sicaklik degisimlerini ve basing dalgalanmalarini
modellemek icin kullamilir. Ornegin, Navier-Stokes denklemleri, hava akisini tanimlamak igin
yaygin olarak kullanilir. Simetri analizi, bu denklemleri basitlestirerek, hava akisinin temel
ozelliklerini ve biiylik 6l¢ekli donemsel oriintiileri anlamamiza yardimer olabilir. Bu sayede, hava
tahmini modellerinin gelistirilmesi ve dogal afetlerin dnceden tahmin edilmesi i¢in daha dogru ve
giivenilir yontemler olusturulabilir.

Uygulamalarda kullanilan bu alanlara iliskin birer 6rnek verilecektir. Meteoroloji alaninda
hava akis1 modellerini ele alalim. Ornegin, bir hava akigmin iki boyutta x — v diizlemindeki bir

diferansiyel denklemini diisiinelim. Bu denklem su sekilde olabilir

du 0Jv
Ix + @ =0

Bu denklem, hava akisinin x —y yonlerindeki hiz bilesenlerinin sivinin akisinm
korudugunu ifade eder. Simetri indirgeme yontemini kullanarak bu denklemi c¢ozebiliriz.
Oncelikle, denklemdeki simetri operatdrlerini belirlememiz gerekecek. Daha sonra bu operatorleri
kullanarak denklemin indirgenmis bir versiyonunu elde edebiliriz. Son olarak, indirgenmis
denklemi ¢ozerek tam ¢oziime ulasabiliriz.

Ik olarak, bu diferansiyel denklemdeki simetri operatdrlerini belirlememiz gerekiyor.
Daha sonra bu operatorleri kullanarak denklemin simetrik bir versiyonunu elde edecegiz. Son
olarak, bu simetrik denklemi ¢dzerek tam ¢dziime ulasacagiz. Oncelikle, simetri operatdrlerini
belirlemek i¢in denklemde hangi simetrik 6zelliklerin oldugunu anlamamiz gerekiyor. Bu,
denklemin geometrisi ve fiziksel yapisiyla ilgilidir. Daha sonra, simetri operatdrlerini kullanarak
denklemin simetrik bir versiyonunu elde edebiliriz. Bu simetrik versiyon, asil denklemin daha

basitlestirilmis bir formudur. Son olarak, basitlestirilmis denklemi ¢oOzerek tam ¢oOziime
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ulagabiliriz. Bu adimlar takip ederek ilerleyelim ve tam ¢éziime ulasalim. Baslamadan 6nce, hangi
simetri operatorlerini kullanacagimizi belirlememiz gerekiyor.

Denklemin geometrisi ve fiziksel yapisin1 goz oniinde bulundurarak, donme simetrisi ile
ilgili bir operator kullanabiliriz. Donme simetrisi, denklemin belirli bir agiyla dondiiriildiigiinde
degismeden kalmasi anlamina gelir. Donme simetrisi operatoriinii R(6) olarak gosterelim, burada
0 acidir. Donme simetrisi, denklemdeki X ve y degiskenlerini birbirleriyle degistirerek ifade
edilebilir. Yani, R(0) operatorii, X ve y degiskenlerini dondiiriir.

Simetri indirgeme adimlarin1 uygulamak i¢in 6nce donme simetrisi operatOriiniin nasil
tanimlandigini belirleyelim. Daha sonra bu operatorii denklemimize uygulayarak indirgenmis bir
denklem elde edecegiz. Son olarak, bu indirgenmis denklemi ¢ézerek tam ¢oziime ulasacagiz.
Donme simetrisi operatoriinii tanimladiktan sonra, denklemi bu operatorle doniistiirebilir ve
indirgenmis denklemi ¢6zebiliriz, donme simetrisi operatoriinii R(#) olarak tanimlayalim. Bu

operatdr, X ve y degiskenlerini su sekilde dontistiiriir:

' @ - in(6)
k@ ()=(3)=C o) 2 tonie)

Simdi, donme simetrisi operatoriinii denkleme uygulayalim. Denklemin X ve y degiskenlerini
doniistiirerek indirgenmis bir denklem elde edecegiz. Donme simetrisi operatoriiniin etkisi altinda

denklemin doniisiimii su sekildedir:

R(O) (%*@) =0

ou’ N av' _ 0
ox' oy

Burada, u’ ve v/, x’ ve Yy’ degiskenlerine bagli olarak tanimlanan yeni hiz bilesenleridir. Bu
doniisiimden sonra, indirgenmis denklemi ¢6zebiliriz. Simdi, donme simetrisi operatoriiniin etkisi
altinda denklemin doniisiimiinii hesaplayalim ve indirgenmis denklemi elde edelim. Donme

simetrisi operatorii R(0)'yi kullanarak denklemin u ve v bilesenlerini doniistiirelim:

{u’ =ucos(8) —vsin(0)
v' =usin(@) + v cos(0)
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Donme simetrisi operatoriiniin etkisi altinda, orijinal denklemin u ve v bilesenlerini u’ ve V'
bilesenlerine doniistiirdiik. Simdi, indirgenmis denklemi yazalim. Dénme simetrisi operatoriiniin

etkisi altinda, denklemin akis denklemi olan

Ju 617_

a‘i‘@—o

seklinde oldugunu hatirlayalim. Bu denklem, donme simetrisi altinda

ou'  ov'
FI™ + 6_y’ =0
sekline doniisecektir. Bu sekilde, donme simetrisi altinda indirgenmis bir denkleme ulagmis olduk.
Bu denklemi ¢dzerek tam ¢dziime ulasabiliriz. Indirgenmis denklemin bu hali, hiz bilesenlerinin
doniigiimiinden kaynaklanmaktadir. Bu nedenle, bu bilesenlerin nasil doniistiglinii bilmemiz
gerekir. Ancak, bu donilisiim genellikle belirli bir fiziksel sistem icin belirlenmesi gereken bir
parametredir.

Dolayisiyla, indirgenmis denklemin tam ¢o6zimil i¢in bu doniisiim parametresini

belirlememiz gerekmektedir. Donme agis1 6 i¢in belirli bir deger segelim ve ¢oziimlimiizii ona gore
yapalim. Ornegin, 6 = % (45 derece) olarak segelim. Bu durumda, doniisiim denklemleri su

sekilde olur:

u' =ucos (%) —vsin (%)

v' = usin (g) + v cos (%)

Bunu kullanarak indirgenmis denkleme ulasabilir ve ¢oziimiimiizii bulabiliriz. Indirgenmis
denklemin tam ¢oziimii igin ilerleyelim. Ilk adim olarak, doniisiim denklemlerini kullanarak

orijinal denklemin u ve v bilesenlerini U’ ve V' bilesenlerine doniistiirelim

u' =ucos (g) —vsin (%)
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v' =usin (%) + v cos (g)

Bu doniistimleri, orijinal denklemin hiz bilesenleri {izerine uygulariz:

Ju ou (H) av' (H)
ox dx’ cos 4 dx’ st 4

dv _ou' (17) N av’ (n)
3y " ay,sm 1) T3y cos {7

Simdi, bu tiirevleri, doniistiiriilmiis denkleme yerine koyarak indirgenmis denkleme ulasabiliriz.
Déoniistimleri gerceklestirelim ve indirgenmis denklemi elde edelim. Sonra, bu denklemi ¢ozebilir
ve tam ¢Oziime ulasabiliriz. Dontlisiimleri gergeklestirdikten sonra, indirgenmis denklemi elde

edelim;

ou’ av' i

ax tay =0

Bu denklemi ¢ozebiliriz. Oncelikle, bir ¢dziim dnerelim:
u'=f"D , v=90"
Bu 6neriyi indirgenmis denkleme yerine koyarsak:

df dg

+—==0
dx'" dy’

Bu denklemi tiirevleri ayristirabiliriz ve iki ayr diferansiyel denkleme doniistiirebiliriz:

da d
A -c, g =_¢
dx dy

Burada C sabit bir degerdir. Bu diferansiyel denklemleri ¢ozersek, f(x') ve g(y’) fonksiyonlarini

bulabiliriz. Sonra, bu fonksiyonlar1 orijinal u ve v degiskenlerine geri doniistiirebiliriz. Bu
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asamalardan sonra tam ¢dziim elde edilecektir. ilk olarak, tiirevlerin ayristirilmasi sonucunda elde
ettigimiz diferansiyel denklemleri ¢ozelim. Bu denklemleri ¢dzmek igin tiirevin tanimini

kullanabiliriz:

fxD)=Cx"+K, , g(y')=-Cy +K,

Burada K; ve K, integrasyon sabitleridir. Simdi, bu fonksiyonlar1 orijinal degiskenler u ve v i¢in

dondistiirelim:

u=f(x)=Cx+K, , v=g@)=-Cy+K,

Burada, C, K; ve K, sabit degerlerdir. Bu ¢6ziim, baslangi¢ kosullar1 ve sinir kosullari ile birlikte
tam bir ¢oziimdiir (Olver, 1993).
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6. SONUC VE ONERILER

Diferansiyel denklemler, dogada ve bilimde karsimiza ¢ikan birgok olayin matematiksel
modellenmesinde temel bir rol oynar. Ancak, bu denklemlerin ¢6ziimii genellikle karmasik olabilir
ve tam ¢Ozlimii bulmak zorlasabilir. Bu nedenle, diferansiyel denklemlerin analizi i¢in ¢esitli
teknikler ve yontemler gelistirilmistir. Simetri indirgeme yontemi, bu tekniklerden biridir ve
denklemlerin ¢6ziim slirecini basitlestiren giiclii bir aragtir.

Simetri indirgeme yontemi, farkli alanlarda bir¢ok uygulamaya sahiptir. Fizik,
miithendislik, biyoloji, ekonomi, meteoroloji gibi ¢esitli disiplinlerde, simetri indirgeme yontemi,
diferansiyel denklemlerin analizinde yaygin olarak kullanilir. Ornegin, mekanik sistemlerin
analizinde, donme simetrisiyle basitlestirilmis denklemler, sistemlerin davranisini daha iyi
anlamamiza ve tasarim siirecini optimize etmemize yardimci olur. Benzer sekilde, ekonomik
biiylime modelleri veya hava akist modelleri gibi alanlarda da simetri indirgeme yontemi etkili bir
sekilde kullanilir.

Bu ¢alisma kapsaminda, diferansiyel denklemleri indirgeyebilmemizi saglayan Lie grup
simetrilerinin 6zellikleri ve bu simetrilerin nasil etkin bir bicimde kullanilabilecegi sistematik bir
sekilde ele alinmustir. Lie simetrileri, klasik ¢o6ziim yontemlerinin yetersiz kaldigr durumlarda
diferansiyel denklemlerin analitik olarak ¢oziilebilmesine olanak saglayan giiglii bir matematiksel
aractir. Bu baglamda tez, yalnizca belirli ¢6ziim tekniklerini uygulamaktan ibaret olmayip, ayni
zamanda simetrilerin yapisal 6zelliklerini ve ¢6ziim uzay1 iizerindeki etkilerini de ortaya koymay1
hedeflemistir.

(Calismanin temel motivasyonu, dogada ve miihendislikte sik¢a karsimiza ¢ikan bazi ikinci
mertebeden diferansiyel denklemlerin, belirli simetri doniisiimleri altinda daha sade ve ¢oziimii
miimkiin yapilara indirgenebilmesidir. Bu amacla, donme (rotasyon), yansima (yansitma) ve
Oteleme (translasyon) gibi temel simetri tiirleri ayr1 ayr1 ele alinmis; her birinin altinda denklemde
gerceklesen dontisiimler ve ¢oziim lizerindeki etkileri detayli olarak incelenmistir.

Tezde uygulanan yaklasim, dogrudan Lie simetrisi operatdrlerinin tanimlanmasina,
ardindan vektor alanlarinin belirlenmesine, belirleyici denklemlerin tiiretilmesine ve bunlarin
coziilerek denklem simetrilerinin elde edilmesine dayanir. Simetri operatérleri, yalnizca geometrik
doniistimleri ifade etmekle kalmaz; ayni zamanda denklemin yapisal Ozelliklerini koruyan
doniistimler olarak ¢6ziim uzayini anlamlandirmamiza yardimci olur. Bu dogrultuda, ornek
diferansiyel denklemlere ait simetri operatorleri agik bicimde ¢ikarilmis, ardindan bu simetriler

kullanilarak denklemler sadelestirilmis ve indirgenmis ¢6ziim formlar1 elde edilmistir.
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Orneklerde farkli fiziksel anlamlara sahip denklemler ele alinmis ve farkli simetri tiirleri
uygulanmistir. Donme simetrisi altinda harmonik osilatér tiirii bir denklemin doniisimi
gosterilmis, karakteristik denklemler araciligiyla ¢oziimiin trigonometrik fonksiyonlarin lineer
kombinasyonlar1 seklinde ortaya ¢iktig1 ispatlanmistir. Bu, klasik mekanik sistemlerde ve optik
modellerde Kkarsilagilan problemlerin ¢6ziimii agisindan olduk¢a anlamli bir problemdir. Benzer
sekilde, yansima ve dteleme simetrileri altinda elde edilen doniisiimler sayesinde hem fiziksel hem
de matematiksel olarak daha sezgisel ve ¢oziilebilir yapilara ulagilmistir.

Buna ek olarak, tezde klasik bir akiskanlar mekanigi problemi olan Blasius denkleminin
simetri analizi ele alinmis ve bu denklem Lie indirgeme yOntemiyle sadelestirilmistir. Blasius
denklemi, viskoz akiglarda sinir tabaka teorisini tanimlayan iigiincli mertebeden bir diferansiyel
denklem olup, ¢oziimii genellikle sayisal yontemler gerektirir. Ancak, denklemin sahip oldugu
0lcek simetrisi kullanilarak indirgeme yapilmis ve ¢6ziim uzay: daraltilarak problem daha basit bir
forma dondstiiriilmiistiir. Bu baglamda, bu denklemin indirgenmesi simetri analizlerinin fiziksel
problemlerde nasil kullanilabilecegine dair giiclii bir 6rnek sunmaktadir.

Calismanin 6nemli bir sonucu da, Lie simetrilerinin yalnizca ¢6ziim bulmaya degil, ayni
zamanda diferansiyel denklemlerin siniflandirilmasina da olanak saglamasidir. Ciinkii sahip
olduklar1 simetri gruplarina gore diferansiyel denklemler kategorilere ayrilabilir ve boylece benzer
yapida denklemler i¢in genellestirilmis ¢6ziim yontemleri gelistirilebilir. Bu da tezde elde edilen
sonuglarin, daha genis bir problem kiimesine uygulanabilirligini gdstermektedir.

Sonug olarak, bu tez calismasi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde simetrilerin temel
rollinii ortaya koymakta ve Lie grup teorisinin bu alandaki uygulama giiclinii agikca
gostermektedir. Bu baglamda yapilan uygulamalar, sadece 6rnek ¢oziimleri incelemekle kalmayip,
ayni zamanda simetrik yapilarin ¢oziim iizerindeki etkisini kavramsal diizeyde de anlasilir

kilmustir.
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