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OZET

Bu ¢alisma yedi béliim olarak diizenlenmistir,

Birinci bdliimde, Sturm-Liouville ve Dirac operatérlerinin spektral teorisinin (diiz
ve ters problemler) tarihgesi ve bu alanlarda yapilan ¢aligmalar ifade edilmistir. Ayrica
tezde kullanilacak olan Adomian Ayrigim Metodu (ADM), Homotopi Analiz Metodu
(HAM) ve Homotopi Pertiirbasyon Metodu (HPM)’ ndan bahsedilmistir.

ikinci béliimde, diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde kullanilan bazi temel
tanim ve teoremler verilmistir.

Ucgiineii béliimde, Paley-Wiener uzayinin elemant olan fonksiyonlar sinifindan
faydalanilarak regiiler ve singiiler Sturm-Liouville problemlerinin dzdegerleri detayl
olarak incelenmistir.

Dordiineti béliimde, Dirac operatoriiniin spektral teorisi agiklanmistir. Ayrica
Paley-Wiener uzaymin elemani olan fonksiyonlar smnifindan faydalanilarak regiiler
kanonik Dirac denklemler sistemi i¢in spektral sonuglar elde edilmistir.

Besinci bilimde, ¢alismamizda kullanacagimiz ADM, HAM ve HPM’ larinin
temeli detayli olarak verilmistir.

Altmer bélimde, Dirac denklemler sistemine HAM ve HPM uygulanarak
denklemler sisteminin niimerik c¢oziimleri elde edilmistir. Bu metotlarin hassashklari
hakkinda yorum yapilmistir. Ayrica elde edilen coziimlerin yakinsaklik analizleri
vapilmistir.

Yedinci bolimde, Diflizyon denkleminin spektral teorisi hakkinda bilgi verilmistir.
ADM, HAM ve HPM ile niimerik ¢oziimleri elde edilen Difiizyon denklemi i¢in metotlarin

hassasliklart ile ilgili yorum yapilmustir.

Anahtar Kelimeler: Ozdeger, Ozfonksiyon, Sturm-Liouville Operatérii, Dirac Denklemler
Sistemi, Diflizyon Operatorii, Paley-Wiener Uzayr, Adomian Ayrisim Metodu (ADM),
Homotopi Analiz Metodu (HAM), Homotopi Pertiirbasyon Metodu (HPM).




SUMMARY

Spectral Theory of Differential Operators and Their Numerical Applications

This study has been probed in seven sections.

In Section 1, the history of spectral theory (well and ill-posed problem) Sturm-
Liouville and Dirac operators and the studies that have been done in this area have been
given. In addition to that Adomian Decomposition Method (ADM). Homotopy Analysis
Method (HAM) and Homotopy Perturbation Method (HPM) that will be used in the thesis
has been discussed in this section.

In Section 2, some fundamental definitions and theorems used in spectral theory
differential operators have been stated.

In Section 3, eigenvalues of regular and singular Sturm-Liouville problems have
been explained by means of functions which belongs to Paley-Wiener space.

In Section 4, the spectral theory of Dirac operator has been explained. Also,
spectral results for regular canonic Dirac equations system have been obtained by means of
functions which belongs to Paley-Wiener space.

In Section 5, the basic idea of ADM, HAM and HPM, which we use in our study,
has been given in details.

In Section 6, numerical solutions of equation system have been obtained by being
applied HAM and HPM to Dirac equations systems. About sensitivity of these methods
have been made comment. Also, convergence analysis of solutions, which have been
obtained, have been done.

In Section 7, information has been given about spectral theory of Diffusion
equations. About the sensitivity of methods for diffusion equation, which has been

obtained numerical solutions, with ADM, HAM and HPM have been made comment.

Key Words: Eigenvalue, Eigenfunction, Sturm-Liouville Operator, Dirac Equation
System, Diffusion Operator, Paley-Wiener Space, Adomian Decomposition Method
(ADM), Homotopy Analysis Method (HAM), Homotopy Perturbation Method (HPM).
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1. GIRIS

Diferansiyel operatorlerin spektral teorisi matematik, fizik ve mekanigin cesitli
alanlarinda genis bir sekilde kullanilmaktadir. Lineer operatdrlerin spektral teorisinin esas

kaynaklari, lineer cebir ve titresim teorisi problemleridir (telin titresimi, zar titresimi, vb).

Regiiler ve singliler olmak iizere iki tiir diferansiyel operatér tanimlanmis ve
bunlarin spektral teorileri yapilandirilmistir. Tanim bolgesi smirh ve katsayilari siirekli
fonksiyonlar olan diferansivel operatore regiiler; tamim bdlgesi sinirsiz veya katsayilari
(bazilar1 veya tamamni) toplanabilir olmayan (veva her ikisi saglanacak sekilde) diferansiyel
operatdrlere singiiler operatdr denir. Ikinci mertebeden regiiler operatdrler igin spektral
teori glinlimiizde Sturm-Liouville teorisi olarak bilinmektedir. 19. yiizyilin sonlarinda, G.
D. BirkofT tarafindan ikinci mertebeden diferansiyel operatdrler igin sonlu aralikta regiiler
simir - gartlar1 saglanacak gekilde keyfi mertebeden adi diferansiyel operatrlerin
ozdegerlerinin dagilimi incelenmistir. Diskret spektruma sahip ve uzayin tamaminda
tanimli operatérlerin 6zdegerlerinin dagilimi, 6zellikle Kuantum mekaniginde énemli yere
sahiptir. Birinci mertebeden iki denklemin regiiler sistemleri daha sonraki yillarda ele
alimmustir. Singiiler operatorler icin spektral teori ilk olarak H. Weyl tarafindan
incelenmistir. Daha sonra da F. Rietsz, J. Von Neumann, K. O. Friedrichs ve diger
matematikgiler tarafindan simetrik ve self-adjoint operatrlerin genel spektral teorisi
olusturulmustur. Simetrik operatérlerin tiim self-adjoint genislemelerinin bulunmas:

probleminin Neumann tarafindan bir siire sonra yapildigi bilinmektedir.

Tkinci mertebeden singiiler operatdrlerin spektral teorisine yeni bir yaklasim 1946
yilinda E. C. Titchmarsh tarafindan verilmistir. Dogru ekseninde tanimli azalan (artan)

potansiyelli

2
2
dx”

Sturm-Liouville operatorleri igin 6zdegerlerin dagilimi formiilii Titchmarsh tarafindan

j -

+q(x)

bulunmustur. Son yillarda bu operatdre bir boyutlu g¢(x) potansiyelli Schrédinger

operatorii de denilmektedir. Ayni zamanda bu cahsmada Schriédinger operatérii igin

ozdegerlerin dagilim formiilii de verilmistir.



Diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde ve singiiler diferansiyel operatorlerin
incelenmesinde onemli bir yere sahip olan calismalar 1949 yilinda B. M. Levitan
tarafindan yapilmistir. Levitan bu ¢alismalarinda spektral teoriyi esaslandirmak amaciyla
kendine has bir yéntem vermistir. Farkli singiiler durumlarda diferansiyel operatérlerin
spektral teorisinde. oOzellikle 6zdegerlerin, O6zfonksiyonlarin  asimptotigine ve
dzfonksivonlarm tamhigina iligkin konular R. Courant, T. Carleman, M. S. Birman, M. Z.

Salamyak, V. P. Maslov, M. V. Keldish gibi matematik¢iler tarafindan gelistirilmistir.

Lineer diferansiyel operatorler teorisinde, spektral analizin ters problemleri Snemli
bir yere sahiptir. Diferansiyel operatorler i¢in ters problem asagidaki sekilde tanimlanir:
1. Hangi spektral verilere gore operatoriin kendisini bulmak (veya yapisini
kurmak) miimkiindiir.
2. Spektral verilere gére operatdr birebir olarak mi tanimlanir.
3. Bu verilere goére operatdrlerin  tamimlanmas: (kurulmasi) yéntemlerinin

bulunmasidir.

Ters problemlerle ilgili ilk sonug, V. A. Ambartsumyan’ a [7] aittir. 1929 yilinda
V. A. Ambartsumyan caligmasinda Sturm-Liouville operatérleri icin ters problemlerle ilgili

olarak asagidaki teoremi ispatlanustir.

Teorem 1.1. g(x), [O,ﬂ'] araliginda tammh reel degerli siirekli fonksiyon olmak iizere
AgrApyree A oo ler
y"+{i\,—q(x)}y=0, (0<x<m (1.1)
¥'(0)=y'(m) =0, (1.2)

probleminin 6zdegerleri olsun. Eger 4, =’ (n=0,1.---) seklinde ise g(x) =0 dur.

V. A. Ambartsumyan’ i bu ¢alismasindan sonra ters problemler teorisinde gesitli

problemler ortaya atilmig ve bu tip problemlerin ¢dzlimii i¢in farkl ydntemler verilmistir.

Sturm-Liouville operatoriiniin incelenmesi stirecinde 6zellikle 20. ylizyilin ikinci
yarisinda kullanilan yontemlerin sayisi stirekli olarak artmistir. Bunun kaniti olarak, 1967

yilinda bir grup Amerikan fizik¢i ve matematikgiler olan G. S. Gardner, J. M. Greene, M.



D. Kruskal, R. M. Miura [17] ve P. Lax [53] tarafindan bulunan bazi kismi tiirevli lineer
olmayan evalusyon denklemleri ile Sturm-Liouville operatérlerinin spektral teorisi
arasindaki bagintiyr gosterebiliriz. Bu konu ve jeofizikte bircok uygulamalar: olan singiiler
Sturm-Liouville operatérleri i¢in kuantum teorisinin ters sagtlma problemleri halen yogun
bir sekilde arastirilmaktadir. Kuantum sagilma teorisinin ters problemleri ile ilgili tarihge,

detayh bir sekilde L. D. Faddeev'in [28] ¢alismasinda verilmistir.

Dirac operatdriiniin spektral teorisine ait bazi dnemli sonuglart verelim. Dirac
operatdriintin spektral analizi ile ilgili ilk galismalar fizik¢iler F. Prats, J. Toll [70], H. E.

Moses [60] ve diger bilim insanlari tarafindan yapilmistir. Dirac operatérii igin (0,%) yari

ekseninde spektral fonksiyona gore ters problem M. G. Gasimov ve B. M. Levitan [33]
tarafindan ¢oziilmiigtiir. Bu ¢aligmada p(x)ve g(x) fonksiyonlari [0,00) yari ekseninin her

sonlu araliginda siirekli, reel fonksiyonlar ve

(0 1 [(p(x) gq(x) L y(x,A)
B_(—l 0]’ Q(X)_(q(x) —p(x)]" g (*")“)_(_yg(x,f»)]

olmak iizere

Bi—erQ(x)y:/Iy, 0<x<o (1.3)
»(0)=0, y,(7)+Hy(7)=0 (1.4)
(y|(0)=0= yz(ﬁ)"'Hlyl(ﬁ):O: HI:’EH) (15)

@ (x,4)

siir deger problemi ele alinmistir. Bu takdirde @(x, ) =
¢, (x.2)

] , (1.3) denkleminin

¢ (0.4) =0, ¢,(0,4)=~I

baslangic sartlarin1 saglayan c¢dziimii, monoton artan p(ﬂ,);(—aﬁ<i<m)ﬂ)nksiyonu

(1.3)-(1.4) probleminin spektral fonksiyonu ve her f(x)e I’(0,%) fonksiyonu igin
F,(A)=[ 1" (x)p(x, Ay
(1]

olacak bigimde



lim [ {F(2)—F,(2)} dp(2) =0

—

olmak lizere
[ £ feoax= [ F*(A)dp(a) o
. %

Parseval esitliginin saglandig1 gosterilmistir.

Dirac operat6rii i¢in dzvektorlerin tamhgt, Cauchy probleminin ¢dziimii, self-
adjointlik durumunda spektrumun diskretligi ve stirekliligi, regiilarize izin hesaplanmasi,
periodik ve antiperiodik problemler, acihm teoremleri, 6zvektdr fonksiyonlarmm
asimptotigi, 2n mertebeli Dirac denklemler sistemi igin ters sa¢ilma problemi, kismen
¢akismayan iki spektruma gore ters problem sirasi ile [76, 77, 72, 34, 3, 45. 30, 86, 58. 75,

36, 27, 66, 59] calismalarinda incelenmistir.

I(I+1)

x?.

q(x) = q,(x) + potansiyeline sahip (1.1) denklemi igin iki spektruma gore

ters problem M. G. Gasimov [29] tarafindan ¢6ziilmiistiir. Daha sonraki yillarda Bessel tipi
tekillige sahip potansiyeller igin ters problemler farkli yéntemlerle E. S. Panakhov ve H.
Koyunbakan [49], Hidrojen atomu denklemleri i¢in E. S. Panakhov ve R. Yilmazer [69],
Dirac denklemler sistemi igin U. I¢ [39], M. Sat [79], tekile sahip Sturm-Liouville
diferansiyel operatdrii icin kuantum sagilma teorisinin ters problemleri E. Bag [12] ve
tekile sahip Sturm-Liouville operatorii igin ters problem Mehmet Kayalar [43] tarafindan

incelenmisgtir.

Operatorlerin spektral teorisinde farkl bir yaklasim da sampling teoridir. Sampling
teori birgok vazar tarafindan gelistirilerek caligilmaktadir. B. Chanane ¢aligmasinda daha
dzel ayrilabilir smir kosullart ile werilen regiiler Sturm-Liouville problemlerinin

dzdegerlerini sampling teori kullanarak hesaplamistir [20]. Bu ¢aligmada,

Ly=—y"+q(x)y=24y, xe[0,x],
a,y(0,A)—a,y'(0,4)=0, (1.7)
amy(rr, ?v) +ay,y (7, ﬁ) =),




problemini, ;) +aj, #0, a; +a;, #0 ve ¢ potansiyeli, g € L' (0,7) sartini saglayan reel

degerli bir fonksiyon olmak {izere ele almistir. Bu problemin 6zdegerlerini farkli sinir
kosullar1 i¢in elde etmistir. A, Boumenir ve B. Chanane singiiler tipten Sturm-Liouville

problemleri i¢in ¢alismalarinda,

q(x) potansiyel fonksiyonu, g (x) e L (U,?r) ve reel degerli olmak iizere

k3 ]
v"__
" 4
Ly=—3y"+ —Ltg(x)|y=Ay, O<x=nm
‘ S It L (1.8)

problemini gézéniine alnuglardir [14]. Problemin 6zdegerlerini v nin farklt degerleri igin
elde etmislerdir. Ayrica B. Chanane sampling teori kullanarak (1.7) problemi i¢in yiiksek
mertebeden vaklasimlar vermistir [19]. Diizenlenmis sampling metodunu kullanarak B.
Chanane, uygulamanin tanim bolgesini  genisleterek  singiiler Sturm-Liouville

problemlerinin ézdegerlerini hesaplamistir [22].

Diferansivel denklemlerin niimerik ¢6ziimlerini elde etmek amaciyla kullanilan
birgok yar1 analitik metot mevcuttur. Bunlara, Adomian Ayrisim  Metodu, Homotopi
Analiz Metodu ve Homotopi Pertiirbagyon Metodu 6rnek olarak gosterilebilir. Adomian
ayrisim metodu [90], lineer ve lineer olmayan problemler i¢in kullanilabilen etkili bir vari
analitik metottur. Kiigiik ya da biiyiik parametre icerip icermedigine bakilmaksizin adi ve
kismi diferansiyel denklemlere uygulanabilirdir. Yani olduk¢a geneldir. Ayrica, Adomian
ayrisim metodunda yaklasim serileri oldukca hizli yakinsamaktadir. 1980’ lerin baslarindan
itibaren bu metot fonksiyonel denklemlerin genis bir sinifina uygulanmigtir [4, 42]. Bu
metotta bulunan ¢oziimler seri formunda olup, sl sayida ayrigim serisinin terimleri
hesaplanarak ger¢ek ¢dziime yakin sayisal sonuglar bulunur. Bu metodu kullanarak bir
diferansiyel denklemin sayisal ¢oziimiinii indislemeye gerek duymadan sembolik

programlama dilleri ile kodlama yaparak, hesaplamada kismen bir kolaylik saglanabilir.




Homotopi analiz metodu 1992 yilinda Liao tarafindan gelistirilmistir. Bu metot
birgok vazar tarafindan bilim ve miihendislikte nonlineer problemlerin birgok tipini
¢ozmek amaciyla basarili olarak uygulanmistir. Ayrica bu uygulamalarda sonuglar hemen
hemen tam ¢oziimler ile aynt bulunmustur. Liao [56]. ¢dzlim serileri her neye yakinsarsa
yakinsasin, dikkate alinan problemin c¢oziimiiniin tek olacagmi géstermistir. Ayrica,
Homotopi analiz metodu ile elde edilen & yaklasik ¢oziimlerinin yakmsama hizinin A
yardimer parametresi ile kontrol edilebilecegini gostermistir. Bu metotta yardimei
parametre F, vardimer fonksiyon, baslangi¢ tahmini ve yardimer lincer operatériin
seciminde biiylik bir ozgirlik vardir. Bu segimler de Homotopi analiz metodunun

gecerliliginin ve esnekliginin kilit tagin1 kurmada nemli rol oynar.




2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Tanmm 2.1. (Diferansiyel Denklem) Bagimli bir degiskeni ve bunun bir ya da daha ¢ok

bagimsiz degiskene gére tiirevlerini iceren bir denkleme diferansiyel denklem denir [26].

Tanim 2.2. (Adi Diferansiyel Denklem) Bagimli degiskenin yalnizca bir bagmmsiz

degiskene gore tiirevlerini iceren diferansiyel denkleme adi diferansiyel denklem denir.

n. mertebeden en genel halde adi diferansiyel denklem,

F x,y,ﬂ,..‘,d Y =
dx dx”

bigiminde verilir [26].

Tamm 2.3. (Kismi Diferansivel Denklem) Bagimli degiskenin bir ya da daha fazla
bagimsiz degiskene gdre kismi tiirevlerini igeren diferansiyel denkleme kismi diferansiyel

denklem denir ve u bagimli degiskeni gdstermek tizere,

F (x, VT U Wi Wy W ) =0
formunda verilir [26].

Tanim 2.4. (Baslangic ve Smmir Sartlan) Baslangicta modellenen probleme uygun
¢oziimiin bulunabilmesi i¢in problem olusturulurken bazi yardimei sartlar gerekir. Bu

sartlar genel olarak iki bashk altinda toplanabilir:

(i) Strr Sartlari; Sinir gartlart kismi diferansiyel denklemin saglandigi 2 bélgesinin
I' sinir1 boyunca saglanmasi gereken sartlardir. Smir sartlarinin ii¢ farkl sekli . ve g
fonksiyonlar1 I' {izerinde tanimli fonksiyonlar olmak {izere &zel isimleri asagidaki
sekildedir;
Dirichlet sarii; ul =8

ot
Neumann sarti; —| =g (veya (),
3
1

. d
Karisik (mixed) veya Robin sarti: au+ Tu =g,
on




(ii) Baslangi¢ Sartlari: Baglangig sartlar: sistemin baglangicinda € bdlgesi boyunca
saglanmasi gereken sartlardir. Genel olarak, baslangic sartlar: fonksiyonun ve zamana gire

tirevinin kombinasyonu seklindedir [62].

Tanim 2.5. (Bir Problemin Iyi Tammhhgi) Matematiksel bir terim olarak iyi tanimli
problem kavrami ilk olarak, Jacques Hadamard tarafindan verilen bir tanimla ortaya
¢tkmistir. Hadamard, fiziksel olaylarin matematiksel modellemelerinin asagidaki dzellikler
saglanacak sekilde iyi tanimli olmas: gerektigini savunmustur.

i} Codziim vardir,

ii) Cozim tektir,

iii) Coziim kararlhidir.

Matematiksel olarak bir problemin ¢ézimiiniin var olmasi, ¢6zlim uzaymi
genigleterek saglanir. Bir problemin ¢oziimi tektir denildigi zaman, bu mutlak bir
fonksiyon sinifina gore ¢ziim tektir anlammna gelir. Ornegin, bir problemin birkag ¢oziimii
olsun. Fakat bu ¢dziimlerden sadece biri sinirh olsun. Bu durumda, sinich fonksiyonlar
uzayinda ¢oziim tektir denir. Bir problemin birden fazla ¢6ziimii varsa bunun anlami,
model hakkinda elde bulunan bilgiler eksiktir. Bu durumda medel i¢in ¢esitli ek dzellikler
verilmelidir. Eger baslangi¢ ya da sinir kosullar ve parametre degerlerinde yapilan kiigiik
bir degisiklik ¢oziimde kiiglik degisikliklere neden oluyorsa bu ¢dziim kararlidir denir. Bir
problem kararli degilse, bu problemin ¢oziimii pratik bir sekilde hesaplanamaz. lyi tanimli
problemlere iligkin drnekler Laplace denklemi igin Dirichlet problemini ve 6zel baslangig
kosullarina sahip 1s1 problemi i¢in Dirichlet problemini igermektedir. Bu problemler
¢dziimleri i¢in bazi fiziksel metotlar bulunan dogal problemlerdir. Fakat bunun aksine ters
1st denklemi iyi tanimh degildir. Hadamard “a gore iyi tanimli olmayan problemlere ill-
posed problemler denir. Hadamard, ters problemlerin genellikle ill-posed problemler, diiz
problemlerin ise iyi tammh problemler oldugunu séylemistir. Matematiksel olarak iyi
tammlilik asagidaki sekilde ifade edilebilir.

X ve Y iki normlu uzay ve K:X — Y lineer (veya lineer olmayan) bir doniistim
olsun. Asagidaki ifadeler saglaniyorsa, Kx =y denklemi iyi taniml olarak adlandirilir.

1. Varlik: Her y eV i¢in Kx =y olacak sekilde en az bir xe X vardur.

2. Teklik: Her yeY icin Kx =y olacak sekilde en fazla bir x € X vardir.

3. Kararlihk: x ¢6ziimii daima y ye baghdir. Yani n — o iken Kx, — Kx olacak




sekilde her (x”) c X dizisi i¢in, x, = x olmasidir.

Kismi diferansiyel denklemlerin klasik teorisi hemen hemen tamamiyla iyi tanimli
problemlerle ilgilenmektedir. Bu nedenle ill-posed problemler matematiksel ve bilimsel

agidan oldukea ilgi ¢ekicidir [46, 85].

Tanim 2.6. (Kompakt Uzay) Her acik drtiisiiniin sonlu bir alt 6rtiisii bulunan topolojik

uzaya kompakt(tikiz) uzay denir. Bu tanima denk bazi kosullar:

a) Sonlu arakesit ozelligine sahip her kapali altkiime ailesinin arakesitinin bos
olmamast,
b) Her siizgecin bir yigilma noktasina sahip olmas:,

¢) Her agn bir yigilma noktasina sahip olmasi,

bigimindedir. Bazi yazarlar, ancak yukaridaki ¢zellige sahip Hausdorf uzaylari kompakt

uzay olarak kabul etmektedirler [35].

Tanim 2.7. (Kompakt Kiime) Bir topolojik uzaymn, alt kiime olarak kompakt uzay olan bir

alt kiimesine kompakt(tikiz) kiime denir [35].

Tanim 2.8. (Metrik Uzay) X bos olmayan bir ciimle olsun. Asagidaki 6zellikleri saglayan

d: X x X —> R dontigiimiine X iizerinde bir metrik denir. Bu 6zellikler Vx,y,z€ X igin
) d(xx)=0
iy dxyj=0=>x=y
i)  d(x,y)=d(y.x)
v) d(x,z)id(x._y)+d(y,z)
bi¢imindedir. Bu aksiyomlara metrik uzay aksiyomlari, (X, d) ikilisine ise bir metrik uzay

denir. Burada (iv) esitsizligi tiggen esitsizligi olarak adlandirilir [25].

Tanmm 2.9. (Normlu Uzay) X', F' kompleks sayilar cismi iizerinde bir vektdr uzayi olsun.

X iizerinde bir norm asagidaki dzellikleri saglayan, ”HX—)R fonksiyonudur. Bu

ozellikler; her x,y e X ve «a € F igin




) 2o:

i) Hx” =0 ancak ve ancak x=0:

i) o] =

3

W) e s <[]+ -

seklindedir. Uzerinde bir ”H normu tanimlanmig olan X vektér uzayina normlu vektér

uzay1 veya kisaca normlu uzay denir ve (X.” ; H) ile gosterilir [78].
Tanim 2.10. (Yar1 Norm) V' bir vektor uzayi olsun. Bir p:V — R fonksiyonu,

)  Vuveligin p(u+v)< p(u)+ p(v)

i) YoelV veacF icin p(av)=|x|p(v)
ozelliklerini saghyorsa, p ye yari norm adi verilir [80].

Tanim 2.11. (Hilbert Uzay1) x, y.z,... elemanlarmm bir kiimesi H olsun. Eger asagidaki

ozellikler saglantyorsa H uzayina bir soyut Hilbert uzay1 denir.
a)  H bir lineer kompleks uzaydir.

b) H wvzayindaki Vx,ye H eleman ciftine bu elemanlarin i¢ ¢arpimi adi verilen,

asagidaki aksiyomlar1 saglayan ve < x, y > ile gosterilen bir kompleks sayi karsilik gelir.

i) SHRpBEC S
H) <x+z,pr=<xpy>+<zy>
iil) <Ax,y>=A<x,y>,(VAeC igin)
iv) <x,x>20ve <xx>=0ox=0
) p(ny)= ”x-yH ile verilen metrige gbre H uzayl tamdir.

d)  H uzayi sonsuz boyutludur.

Eger sadece a), b) ve c) ozellikleri saglaniyorsa, /1 uzayma bir {initer Hilbert uzayi

denir [47, 54].
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Tamm 2.12. ('Lz[a,b] uzay1) [a,b] araliginda tamimli karesel integrallenebilen,
olgiilebilir, kompleks degerli f(x),g(x)_.... fonksiyonlarinm olusturdugu uzaya
L,[a.b]uzay: denir.

L, [a,b]uzayl her f.geL,[ab] icin d:L,[a,b]|xL,|a,b] >R*

4(f2) :ﬁ‘f(-’f)-g(x)F dx]”z

metrigi ile bir metrik uzay:; H H L, [a.b] > &

142

!

(o o

normu ile bir normlu uzaydir. Bu uzayda i¢ carpim,

B

<fog>=[1(x)g(x)x

o

seklinde tanimlanir. L, [a_.,b] uzay1 bir Hilbert uzayidir [47, 80].

Tanmim 2.13. (I, uzayr) x=(&,.&,....) ve y=(n,,7,,...) olmak iizere
Pys 12 - 2
Dlal <o, Dl <,
k=1 k=1

ozelligini saglayan kompleks sayilarin sonsuz say1 dizilerinin olusturdugu uzaya /, uzayi

denir. Bu uzay her x, v el, igin; d:/,x/, > R" olmak lizere

5 1f2
d(x,y) :(Z‘fk _”klz]
k=1

metrigi ile bir metrik vzay; ) H I, > R" olmak tizere

1/2

b=(Saf

11



normu ile bir normlu uzaydir [80]. /, uzaymnda i¢ garpim

L re=S T,
k=1
seklinde tamimlanir. Bu sekilde verilen i¢ ¢arpima gore /, uzay bir Hilbert uzayidir [54].
Tanim 2.14. (C[a,b] uzay1) [a,b] araliginda tamimli siirekli, reel ya da kompleks degerli
tiim fonksiyonlarin olusturdugu uzaya C[a, b] uzayl denir. Bu vzay f,ge C[a,b] ve
d:Cla.b]xC[a,b]— R" olmak iizere

d(f.g)=sup|f(x)—g(x)

HErEh

metrigi ile bir metrik uzay; | .|: C[a.6] > R* olmak iizere

111=sup 7 ()

A=Y

normu ile bir normlu uzaydrr. Yukarida tanimlanan metrige, Rus matematik¢i Pafnuty
Lvovich Chebishev ile baglantili olarak Chebishev metrigi denilmektedir. Bu uzaydaki i¢

carpim
b
<f jgn= jf(x)g(x)dx

olarak tanimlanir.

A= flrer a]

normu ile tam olmayan bu uzay bir Hilbert uzay: degildir [80].

Tanim 2.15. (Sobolev uzayi) Kabul edelim ki Q, K" uzaymda sinirh bir bolge ve L, (Q)

uzay! bir Lebesque uzayi olsun. W '*(Q) Sobolev uzayr ueL,(Q) ve &ELE(Q)

X

!
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ozelligine sahip olan tiim » fonksiyonlarimin uzayidir. Buradaki 1, mertebesi bir olan kismi

tirevlerin L, (Q) uzayma ait olmasi gerektigini gostermektedir. 2 ise, L, () uzaymna ait
olma kosulundaki integralin kuvvetini gostermektedir. W' (Q) ve L,(Q) uzaylari
arasinda " (Q) < L,(Q) seklinde bir iligki vardir. f, g e W' (Q) olmak iizere W' (Q)

Sobolev uzayindaki i¢ ¢arpim

< f g J-f gdx +I gradf . gradg dx
Q 0o

veya

<f.g>=[fEdsc+|Df. Dgdx
L] 0

seklinde tammlanir, Bu uzayda norm

1

")‘u = (j of %k +J.|gm.c{f| : dx} ;
0 0

olarak ifade edilir. Sobolev uzaylarina " —uzaylari da denir [57].
I [{I,b] \ C[a___b] ve Sobolev uzaylari Hilbert uzaylarma iliskin 6rneklerdir.

Tanim 2.16. (Operatér) Tanim ve deger climlesi vektdr uzay olan doniiglimlere operator

denir [61].

Tamim 2.17. (Lineer Operatér) E_ve E  iki reel lincer topolojik uzay olsun. Deger
bolgesi £, de bulunan ve E_ bdlgesinde tanimh y = Ax operatdrii gbzoniine alnsin. A4
operatorii igin

1) x,,x,€E_ olmak lizere A(x,+x,)=A(x,)+ A(x,)

2) A bir skaler olmak ilizere Vx e E_ igin A(Ax)=AA4(x)

sartlari saglaniyorsa A operatoriine lineer operator denir [48].



Tanim 2.18. (Simirh Operatér) X ve Y birer normlu uzay ve D(L) c X olmak tizere
LB (L) — Y bir operator olsun. Eger
| Zx] <] ]

olacak sekilde bir ¢ reel sayis1 varsa L operatoriine sinirhdir denir. Bu esitsizligi saglayan

en kiiclik ¢ sayisina ise L operatdriiniin normu denir [80].

Tanim 2.19. (Adjoint ve Self Adjoint Operatorler) F, ve H, iki Hilbert uzay1 ve
L:H,— H, smirl lineer bir operatér olsun, Eger L' ; H, — H, operatorii
gl yps=ga L v

sartimi saglhiyorsa L' operatériine L nin adjointi denir. BEger L' =L ise, I operatriine

self~adjoint (veya hermityen) operatdr denir [64].

Tanim 2.20. (Ozdeger, Ozfonksiyon) L smirh lineer bir operatér olsun. L operatdriiniin

tanim kiimesinde Ly = Ay olacak sekilde bir y#0 fonksiyonu varsa, A sayisina L
operatoriiniin 6zdegeri, y fonksiyonuna ise A 6zdegerine karsilik gelen dzfonksiyon (veya

ozvektor) denir [54].

Tanim 2.21. (Ayrik Spektrum) Operatoriin dzdegerlerinden olusturulmus kiimeye ayrik
spektrum denir [35].

Tanim 2.22. (Sturm-Liouville Operatori ve Denklemi) q(x) reel degerli ve [a,b]

araliginda siirekli bir fonksiyon olmak iizere,

2

o +g(x) (2.1)

L=-

formundaki operatdre Sturm-Liouville operatGrii denir. 4 parametre olacak bigimde,

2

d
Ly=-
Y dx

Y +q(x)y=4y, xe[0,7] (2.2)

seklindeki ikinci mertebeden diferansiyel denkleme ise Sturm-Liouville denklemi denir
[54].



Tamim 2.23. (Dirac Operatérii) p, (x) (i,k=1,2), [0,7] araliginda tanimli reel degerli

stirekli fonksiyonlar olacak sekilde,

L

1l

A U

bir matris operatdrii olsun. y(x_.ﬂ) iki bilesenli bir vektor fonksiyonu

¥, (x.2)

s MHEES

ve A bir parametre olacak sekilde

o214

olmak iizere

d
B—+L{x)—-A1,
= (x)—21,

bigiminde tanimli operatér Dirac operatorii olarak adlandirihr [54].

Tanim 2.24. (Déniisiim Operatoril) E bir lineer topolojik uzay., 4 ve B de
A,B:E— E seklinde tanimli iki lineer operatdr olsun. £, ve E,, E lineer uzaymin
kapal alt uzaylar1 olmak tizere £ uzaymmn tamaminda tanimh, £, den £, ye doniisiim
yapan ve lineer terse sahip bir X' operatorii,

1) X ve X operatorleri £ uzaymda siireklidir,

2) AX=XB

sartlarini sagliyorsa, X " e A4 ve B operator ¢ifti igin doniisiim operatorii denir [54).

Tanim 2.25. (Bir Operatiriin Rezolventi) 7', /7 Hilbert uzayinda yogun olan bir ciimlede

tanimli, kapal: lineer bir operatdr olsun. T operat6riiniin rezolventi R, =(T—).I)_] ile

gosterilen A parametreli bir operatdr olarak tanimlanir [54].

15



Tanim 2.26. (Rezolvent ciimlesi, Spektrum) X =& kompleks normlu bir uzay ve
vid .D(T)—> X lineer bir operatdr olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa A ya T
operatdriiniin bir regiiler degeri denir.

R1) R,(T) mevcut

R2) R,(T) snirh

R3) R, (T) X de yogun bir ciimlede tanimlu.

T operatoriiniin tiim regiiler degerlerinin ciimlesine rezolvent ctimlesi denir ve p(7')
ile gosterilir. Bu ciimlenin tiimleyeni O'(T):'LC—,()(T) seklinde olup, 7' operatdriiniin
spektrumu adini alir. Eger )»EO'(T) ise, A ya T operatoriiniin spektral veya 6zdegeri

denir [48, 54].

Tammm 2.27. (fzdiisiim Operatéri)) L., H Hilbert uzaymin bir alt uzay: olsun.
yel, z 1 L olacak bicimde Vxe H elemani igin x= y+z seklinde gériintlisti(agilimi)
tektir. Px=y olarak ele alinirsa deger bolgesi L alt uzayr olan ve H Hilbert uzaymin
tamammda tanimli herhangi bir operatér olusturulmus olur. Bu operatére izdiisiim

operatorll veya L alt uzayna dik izdiisiim operatdrii denir ve P, (veya P ) notasyonu ile

gosterilir. P operatdrii self adjoint bir operatdrdiir ve normu bire esittir [54].

Tanim 2.28. (Spektral Fonksiyon) H bir Hilbert uzay: olmak iizere, A reel parametresi

icin her £, operatdr fonksiyonuna asagidaki ozellikler saglanacak bigimde spektral

fonksiyon denir:

1) Her A i¢in £, bir izdiisiim operatSriidiir.
2) A<pise E, <k dir.

3) VxeH igin

lim |E,x|=0 ve lim|E,x~x] =0
seklindedir.



4) Vxe H igin E,x vektor fonksiyonu sagdan siireklidir. Yani

lim

£=+0

E?.+r.x_ E;_x

=0
bigimindedir [54].

Tanmim 2.29. (O ve o Sembolleri) xe £ oldugunda, verilen x degerleri igin

f(x)<Cg(x) olacak sekilde bir C sabiti varsa f(x)= O(g(x)) seklinde yazilir. Eger

/(%)

x— x, iken, lim ﬁ:{) ise f(x):o(g(x)) seklinde yazilir [54].
Yo o X

Tanim 2.30. (Analitik fonksivon) Bir f(z) kompleks fonksiyonu diizlemde bulunan

keyfi bir z, noktasinin herhangi komgsulugunun tiim noktalarinda diferensiyellenebilirse,

f(z) fonksiyonuna z, noktasinda analitiktir denir [65].

Tanim 2.31. (Tam fonksiyon) Bir f(z) kompleks fonksiyonu diizlemin tiim noktalarinda

analitik ise tam fonksiyon olarak adlandirilir [65].

Tanim 2.32. (Tam Fonksiyonun Mertebesi) f(z) tam fonksiyon olacak sekilde

=

R =(lirn ‘ak‘)_] 2.3)

formiilii ile tamimh R,

P

f(z)=> a,z, 2.4)

k=0

serisinin yakimnsaklik yarigapt ve M (r)=max f(z)‘ olsun. > R i¢in

z[=#
M(r)<exp(r*) 2.5)

olmak tizere x>0 varsa, f(z) tam fonksiyonu sonlu mertebelidir ve (2.5) esitsizligini

saglayan p sayilar ciimlesinin
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aiin In In M (.J)

P In ¥

(2.6)

formiilii ile tanimli p alt siirina f(z) fonksiyonunun mertebesi denir [82].

Tanim 2.33. (Tam Fonksiyonun Tipi) f(z) tam fonksiyonunun mertebesi p((l s B co)

sonlu olacak bigimde, r > R i¢in

M (1) <exp (o:r ”) 2.7

olmak lizere & >0 sayisi varsa _f(z) fonksiyonu sonlu tipe sahiptir denir.
(2.7) esitsizligini saglayan a sayi ciimlesinin ¢ alt sinirina f(z) fonksiyonunun
tipi denir ve

J:]imw

fr—pri ¥

seklindedir [40].

Tanmm 2.34. (Minimal ve Maksimal Tip) 0=0, 0<o <o, o= olacak bigimde
p (0< p<w) mertebeli f(z) tam fonksiyonu sirasi ile minimal, normal, maksimal tipe

sahiptir denir [40].

Tanim 2.35. (Green Fonksiyonu) 14, sabit bir kompleks say1 olsun.
—y"+q(x)y= Ay

Sturm-Liouville denkleminin
u(0,2)=sina, u'(0,2)=—cosa,

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimiinii u(x,&],

v(m,A)=sinp, v'(m.A)=—cosp,
baslangic  kosullarmi saglayan ¢Oziimiinii  ise U(x,)l) ile gdsterelim. Ayrica
0] (/\.) =W {u._,u} bigiminde olsun. Bu durumda,
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1
—(nA)o(na), x<r,
G(.‘c, r;g)[ (])) |
pe ()») ?.t([./L)U(x,,l)? >7

seklinde tanimlanan fonksiyona Green fonksiyonu denir [1]. Bu fonksiyon. x ve ¢’ ye gore

simetriktir ve A parametresinin reel degerleri i¢in reel degerlidir [54].
Tanim 2.36. (Paley-Wiener Uzavi)
— ) ; v w|Imp 2 }
= <
PW, {fnmyﬁnhnmm‘f(yﬂ_Ce ,IJf(chh1<m.

seklindeki uzaya Paley-Wiener uzayi denir [20].

Tanim 2.37. (Leibniz Formiilii) Strekli f(x,7) fonksiyonu {(x r): a<x<h, c<i< d}

dikdortgenini kapsayan bir bélgede siirekli g kismi tlirevine sahip olsun. Bu taktirde

-

ot
¢<i<d igin
f

dh, 8 .
E!i (x,i)d,\‘ :Jaj (x,r)dx

dir [11].
Eger f fonksiyonu bu teoremdeki sartlar1 saglayan bir fonksiyon, a(t) ve b(f) de

(c,d) arahiginda stirekli tiirevlere sahip fonksiyonlar ise

h({ "

)
'L%ﬂi[)f-(x,r)dxz ai[)@r(x,r)dx—kf(b(f),t)f)’(!)-f(a(.f),t)a'(f)

)]

dir [11].
Tanim 2.38. (Wevl(limit) nokta-Weyl daire durumu) Eger Sturm-Liouville probleminin
iki ¢coziimii de Lz[a,b] uzayinda ise Weyl-daire durumu, sadece bir ¢6ziim bu uzaym

elemant ise Weyl-nokta durumu denir [54].




Teorem 2.1. (Rouche Teoremi) go(z), [,z/(z); bir D bdlgesinde analitik ve bu bdlgenin

siniri tizerinde siirekli fonksiyonlar olsunlar, Eger D bolgesinin smirt iizerinde (I -

tizerinde)

le(2)

<‘n;/(z)|. (zel')

ise bu takdirde ¢ (z)+w (z) fonksiyonu ile y (z) fonksiyonunun sifirlarinin sayis1 aymdir

[82].
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3. REGULER VE SINGULER STURM-LIOUVILLE PROBLEMLERI UZERINE

p(x).q(x) ve @(x) fonksiyonlari [a,b] arahginda tanimli stirekli fonksiyonlar

olmak tizere Sturm-Liouville denklemi
—%{p(x)%}+q(x)y=lm(x)y, (3.1

formuna sahip ikinci mertebeden bir diferansiyel denklemdir. Burada @ (x) tonksiyonuna

agrhk veya yogunluk fonksiyonu denir. Smir gartlarimt saglayan yukaridaki (3.1)
denkleminin asikar olmayan ¢ozimleri i¢cin A degerlerini bulmak, Sturm-Liouville
problemi olarak adlandirilan problemin bir pargasidir.

(3.1) denkleminde (r)(x) =1 almirsa

Lu=Au

dzdeger problemi elde edilir.

Uygulamalarda oldukg¢a sik kullanilan en temel operatSrlerden birisi de q(x) reel

degerli ve [a,b] araliginda siirekli bir fonksiyon olmak {izere

2

d
=g t1)

formundaki Sturm-Liouville operatériidiir. Bu operatériin y(x) ¢oziim fonksiyonlarinin
climlesi diferansiyellenebilirdir ve [a,b] araligmin uc noktalarinda verilen sartlarla

belirlenir.

L operatorii igin en 6nemli sinir sartlart genellikle e, 8 e [U,ﬂ') olmak tizere,

y(a)cosa+y'(a)sina =0

v(b)cos B+ (b)sin B =0 (3.2)

bigiminde tanimlanir. Bu sinir sartlarina ayrilabilir (veya ayrik) smir sartlar1 da denir.




Ly=-

d’y
—ra(x)y=Ay (33)

denklemini géz oniine alalim. Bu denklem (3.1) denkleminin p(x):m(x) =1 dzel halidir.

(3.2)-(3.3) sinir deger problemi literatiirde Sturm-Liouville sinir deger problemi olarak

bilinmektedir. (3.2) sinir sarti sinee #0 ve sin 8 # 0 olmak tizere

y(a)cota+y'(a)=0

34
v(b)eot B+y'(b)=0 G
bi¢iminde yazilabilir. Burada cota #—h ve cot f # H ahnirsa
V' (a)=hy (a)=0 (3.5)

y'(b)+Hy(b)=0

sinir sartlar1 elde edilir. Bu sinir sartlarina impedance sabitli sinir sartlar, h ve H

sabitlerine ise impedance sabitleri denir [54].

Eger p. g ve @ fonksiyonlari R iizerinde tanimh ve hepsi periyodik fonksiyonlar

ise (3.1) denklemine;

y(@)=y(b),  ¥(a)=y()

periyodik sinir sart1 ve

y(a)=-»(b), y(a)=-y'(b)

anti periyodik sinir sartlari ile Sturm-Liouville periyodik (veya anti periyodik) sinir deger
problemi denir. Bu sartlarla beraber (3.3) denklemi Hill denklemi olarak adlandirilir.

Burada eger ¢ (x) reel degerli ve siirekli bir fonksiyon; 4 ve H sayilari da sonlu ise (3.2)-

(3.5) problemine regiiler Sturm-Liouville problemi, bu sartlardan herhangi biri

saglanmadiginda bu probleme singiiler Sturm-Liouville problemi denir [54].
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3.1. REGULER STURM-LIOUVILLE PROBLEMLERININ OZDEGERLERININ
INCELENMESI

B. Chanane, daha 6zel ayrilabilir sinir kosullari ile verilen regiiler Sturm-Liouville

problemlerinin sampling teori kullantlarak Dirichlet 6zdegerlerini hesaplamigtir [20].

Ly=—)y"+q(x)y=A4y, xe [0,?1'],
a,y(0,A)—a,y'(0,4) =0, (3.6)

ayy(mA)+ay,y'(n.A)=0,

. . . ) C e e % b 2 2
Sturm-Liouville problemini gézonitine alalim. Burada a;, +a;, 20, a;, +a;, #0 ve g

potansiyeli, ¢eL'(0,7) sartini saflayan reel degerli bir fonksiyondur. Ayrica g

fonksiyonunun alttan smirh oldugu varsayilmistir.

L operat6rii regiiler oldugunda; spektrumu ayrik, reel ve sonsuzda tek bir yigiima
noktasina sahiptir. Ayrica her Ozdeger kathdir. Bu calismada pozitif dzdegerlerin
hesaplanmasiyla ilgilenilmistir. Ozdegerlerin sonlu sayida tiim negatif olanlari 1 ’da
yapilan basit bir degisim ile elde edilebilir.

A=’ olmak iizere y(x_.,u 1) agagidaki baglangi¢ deger probleminin ¢6ziimii olsun;
~V'+q(x)y =4y,

w0 )=an, y(0.47)=a,. (3.7)

problemini gézdniine alahm ve
B(u)=ayy(mp’)+ayy (n.p°) (3.8)
seklinde B(;t) fonksiyonunu tanimlayalim. (3.6) probleminin 6zdegerleri yukarida (3.8)

ile verilen sinir fonksivonunun sifirlarinin karekékleridir.
Dirichlet kogullari durumunda, bu sinir fonksiyonu =« tipinde, birinci mertebeden

1 ’ye gore tam fonksiyonudur ve reel eksen iizerinde karesel integrallenebilirdir. Paley-

Wiener uzay1,

PW, ={ff-an?fbnkvfyon, \f(.u)‘ < e, J‘h,lf(,u)‘2 du< oo}

23




seklinde tanimlanir. (3.7) probleminin 6zfonksiyonunu asagidaki lemma ile agiklayalim:

Lemma 3.1.1. (3.7) probleminin 6zfonksiyonu,

I ( qmﬂ(x !) (

y(x,,uz)zau c:os;;utx+f,r]1 tu ) (3.9)

integral denklemini saglar.
Ispat: 2=p" olsun. qo(x._ )»), Sturm-Liouville denkleminin ¢dziimii oldugundan
—¢"+q(x)p=p’p esitligi saglanir. Buradan ¢(x)@=¢"+p’p seklinde olup
yerine yazilirsa,
_[ sm{,u(\— )}fp(r 2)q(r)dr = j sin ,u X1 }[( . A)+p1lep(r, )»)]d
_I sm ,ux T} f/{dr+
+;¢‘L sin{p(x—1)}p(r.A)dr
- J:; sin {y (x —7:)} do'(r.2)dr +
+#2L"sin {u(x=1)}o(r,2)dr
=sin {,u (x—r)}m'(r,l)‘; +,u_[; cos{y(x—r)}dgo(r,/l)Jr
+,uZJ-:sin{p(x—r)}gp(r,i)dr
=—a,, sin ux + pg(x, }t)—,ua , COS Lx+
+_u_[sm ,ux r} rﬂ,a’f—
—,uj%m H(x- T)qorﬁ.dr

=-a, sm,ux+,uqo(x A) Ha,, cos ux

bulunur ki son esitlikten

¢ (x,2)=a,, cos si L st ﬂx+LISin {u(x-1)}o(z.2)q(r)dr
7

0

seklinde elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Asagida (3.10) ile verilen esitsizliklerden faydalanacagiz [18],

Lemma 3.1.2.

Sj-nu- ¢ i

—|<—rel 3.10)
1+‘u|

[Tmu|

‘cosu‘ <e ;

u
burada ¢, sabit bir reel sayidir (¢, =1.72 olarak alinabilir).

Simdi bu esitsizliklerin saglandigini ispatlayalim.

ispat:
I b
|cos u| s B0 icin,
ey R
e" +e ; ‘
cosz= — seklinde olup z = x+iy olarak alinirsa,
iz = ik —iz
g tie €
‘cos z‘ = < |
2 2 2
(S | | i)
- s ( ‘eH = ‘e_""‘ =1 oldugundan )
2 || 2 |
- ¥ i n
=€—|+ € Se.-| +e- | —e|"1. :elhuz|

esitsizligi elde edilir. Tkinci esitsizligin saglandig1 da benzer sekilde siniis fonksiyonunun

tistel formdaki goriintiisii yazilarak asagidaki bicimde kolayca gésterilebilir,

|sinz| |e"—e™" - e” |+ e
z || 2z |7 |2iz| |2iz
| 2 | |~ |2iz| |21z
ei(.\'ﬂ'y] ‘ ‘ e—r[.\'ﬂy} ‘
= - ).f.\’ - )—.f.T :I I - .
2i(x+.f'y)‘+‘2f(x+_{y) Cle”|=[e oldugundan )
Iy |l L L B
- |fx€ ' ‘f’l‘z‘xe l B Mf B liltle ( ¢+1=c, olarak alnirsa)
- - %
c e
Y
bulunur.

Simdi ileride sik stk kullanacagimiz Gronwall esitsizligine iliskin asagidaki lemmayi
ispatlayalim:
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Lemma 3.1.3. ( Gronwall Esitsizligi )

1, <t<t, arahgmnda, ¢(1)20 ve W(r)=0 siirekli fonksiyonlar, K ve L pozitif

sabitler olmak iizere eger,

$(1) < K+ L[%(s)4(s)ds G.11)

esitsizligi saglaniyorsa bu ifadeyi yine ayni kogullar altinda

(1) < Kexp[z.jqf(s)ds] (3.12)
seklinde yazmak miimkiindiir.

ispat: (3.11) esitsizligi

, () <1 (3.13)
K+L[%(s)¢(s)ds

ifadesine esdegerdir. (3.13) esitsizliginin her iki tarafi L{y(.t‘) ile carpilip daha sonra
integre edilirse

j. L‘i:(S)‘]ﬁ(S)dg & Lj b Y (S)ds
“K+L[W(7)g(z)dr "

o

elde edilir. Buradan

m(xw]xy@-)ﬂgm]m K < L[%(s)ds

‘o i

bulunur ve son esitsizlik diizenlenirse

K+Lj[‘P(s)¢(s)dsSchp(Lj‘P(s)ds} (3.14)

i fy

elde edilir. Bu egitsizligin sol tarafinda (3.11) ifadesi dikkate alinarak sonug elde edilir.

Bévlece teorem ispatlanmis olur [83, 84].
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Simdi ileride kullanacagimiz v, (x, ,u), v, (x,;.t) fonksiyonlarini tanimlayalim:

v, (x,p)= J-“(x, U 2)—&,2 cos Ux—ay, Sin‘:u
T sin u(x —1 ]
:J‘Q(I)%y(lﬂy‘)d!, (3.15)
0

v, (xu)=» (x, ,uz) + ¢, 1 SIN X — ¢, COS X

_J {)cos p(x—1 {“u cos fil +dy, Sm#r}a’f
7

-_y'(_rjpz)+c:]2p sin px —a,, cos px—‘l:.q(f)msy(x—t)y(f,yz)df. (516}

seklinde olsun, Bu takdirde asagidaki lemma séz konusudur:

Lemma 3.1.4.

r
C,=c¢,eXpcs, CE:CIJ-U “?(r ‘df, =l C]+‘a22rc2"

21

c,=‘a12|+con‘a”‘, L r)]dr

bi¢ciminde olmak iizere, v, (x, ,u,) e PW_ her x igin g niin bir fonksiyonudur ve asagidaki

esitsizlik saglanir [20]:

|v, (x.,u]|§

CCs _r|[m.u|
€

1+Lu.7r

Is pat:

¥, (x,_,u) Iq(!) Sin. ¢ (16 t) [alz Cos i+, SHLHIde +

o+ j q(r)wvl (1, 1) dlt

£ yii 3.17)

_I ()Sm‘“ #~4) (1,;12)d:++jfg(:)sin—‘{;wm(:,y)dr

seklinde yazilarak,
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sm i
J. plx )[a,zcos i +ay, 22 ‘ut}df <
.

0
oo nq ST NI

I+Lu| x—1 L+
(3.18)
;1.;_“”‘ _HQ‘ U 12\““0“‘00@5?{
< o |1iiaﬂ‘ H (1) U | |alllc I]df
ve
'f %m!r x—t) (t.p)dr <H L_f)h (i )‘a’r
Vi\.H q\t ]+|)u‘ o (8, 1
(3.19)
<o ey fla(ofe ™ (1t
elde edilir. Buradan,
‘VI (x,y)|$ IQ(") Sinﬂix_{)[aucosyhtan Sil;‘ur}df +
0
. jq(r)sinﬂix—r) o i i
0 (3.20)
]+‘“| ,“ [|a|2‘+|a”‘é !]df—i—

+g Mg, :rﬂq t e_|m’#||vu(f»#)|dr
0

Ve

—a|Imu |

e (x, ,u)‘ Hq(r [ ‘ I,|c r}dt+cﬂzrﬂq(r ’“"’""z,(f,;{)|df

1+|,u|

bulunur. Gronwall esitsizligi kullanilarak,
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N
oy T ||q{.r}|d:

O B G N
0

1+Lu
T o ,-;-I|g(:)|gfr (32]}
S{%Hq(r)mau +‘an|% t]dr} n
0
vazilabilir. Bdylece,
| , 7|7 cor | o))
‘Vl (x_.,u)l < e_"|]m#| [CO i Ual':i_‘ ;’21|60 ﬂ-] _“q (!)ldl‘]e 0 :
’ (3.22)
€€ imul
3 1+iﬂ‘7’f =

seklinde elde edilir.
Bundan dolay1, vl(x,y) birinci mertebeden x tipinde tam fonksiyondur, her x

icin 2 'niin bir fonksiyonu olarak reel eksende karesel integrallenebilirdir ve yukarida
verilen esitsizligi saglar.

Agiklama 3.1.1. Dirichlet kosullari durumunda, a,, =0 iken, asagidaki esitsizlik soz

konusudur [20]:

¢ )_r'Im ;|)T f q(")‘
‘v1 (:fr,,u)| 37] e eI -[[.1 +_‘)u|f dt

Lemma 3.1.5.

¢, =C, eXpCs, 62=C|L \q(!)\dﬁq €3 =y C’1+‘azz‘czv

c, :‘a}z‘+coﬂ‘a”|, Gs =;rrcnjﬂ |q(f)|dl,

bigiminde olmak lizere, v, (x,;u) € PW_ her x i¢in g’ niin bir fonksiyonudur ve asagidaki

esitsizlik saglanir [20]:

b o)

C,C5 x|y
e

S
l+‘,u|fr

Ispat: (3.9) esitliginin her iki tarafin1 x* e gore diferensiyelleyerek,

V(x.u)=—pa,sinux+a, cos,ux+j:-q(t)cos,u(x—t)y(.t,y)dx (3.23)
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elde edilir. Buradan,

X

vz(x,,u)=J-q(t)cos,u(x—f)v, (.f_,,u)a’r 3.24)

0

bulunur. Boylece,
€504

.\'|Im,rr| -
Toldlr +|!u‘ e 3.25)

V3 (J ;u)‘

esitsizligi elde edilir.

Béylelikle, v, (x, ) birinci mertebeden x tipinde tam fonksiyondur ve her x igin g’ niin

bir fonksiyonu olarak reel eksende karesel integrallenebilirdir. Ayrica yukarida verilen

(3.23) esitsizligini saglar.

B(,u) simir fonksiyonu Dirichlet kosullart durumunda mutlaka Paley-Wiener uzaymin

elemanidir. Fakat bu uzayin elemant olmadig1 durumlar da meveut olabilir. Asagidaki

lemma s6z konusudur.

Lemma 3.1.6.
€ =c,EXpcs, ¢, =‘)1J{:|q ('t)|d't-‘ €3 :lai’al‘cl +|a22

C. = :«'rcﬂjslq(.f)ldl,

By

Cy =|alz|+cun'|a” )

biciminde olmak iizere, ﬁ‘(fr.,u):auv,(n,p)+a22v2(ﬂ,p)ePWg, g 'niin - bir

fonksiyonudur ve asagidaki egitsizlik saglanir [20]:

€465

1+“u|:ﬂr

LT Im |

|I§(7r, ,u)‘ <
Bundan dolay1, asagidaki teorem uygulanabilirdir.

Teorem 3.1.1. f € PW_ olsun, o halde

sin 7 ,u, k)
Zj ;'r(,u )

yazilabilir. Burada seri L} ' de yakinsak, R de bulunan kompakt kiimede diizgiin
yakinsaktir [92].
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Baylece, vl(rr,k),v2 (fr_,k] ve f:’(fr,:’(), keZ olmak tizere v, (m, u).v, (7. p) ve
g(ﬁ,,ﬂ) fonksiyonlar1 yeniden diizenlenilebilir. E’(rr,,u) fonksiyonunu asagidaki sekilde
elde edebiliriz;

B(1)=B (m1)+a, (a 5 coswﬁallw}t

L

3.26
) i singe? 13:20)
+a, —a,2,usmwwa"coswr+fq(t)cosy(x—f] a,cospt+a,,—— |dr
u

i]

elde edilen B(x) fonksiyonunun sifirlari arantlan 6zdegerlerin karekokleridir.

f?(:r,,u) fonksiyonunun kisitlamasi f;"\.. (ﬂ,y) olmak tizere,

?r;z) ZB( &) Smﬂ'(,u k)

3.20
7 (u—h) e

seklinde olsun. Bu takdirde asagidaki lemma saglanir.

Lemma 3.1.7. B(m,u) ve B, (7. p) fonksiyonlarr igin kesme hatast,

|B (. 1) By (. ;z)' 2N (3.28)

seklindedir [20].

Ispat: Gergekten,
B(m.p)-B, (7. u)= B(m.u)-B, (7, 1t) (3.29)
olup buradan

|B(7r,,u) -B, (7, ,u)‘ = |..§(.?T i) - B, (rr,‘u)‘

< |azr“v1 (. )=,y (7, a“)| + ‘an] ‘Vz (. 1) =v, 5 (m, ;u)‘

elde edilir ve sonu¢ Helms ve Thomas esitsizligine uyar, [92]:

4c,cy

vi(ﬂ"u)-_vu.-\" (j‘f”u)‘g ﬂ_;}\; ? i=1’2'




Aciklama 3.1.2. Dirichlet kosullari durumunda y1’1(ﬁ,y)e g (—oo:m) dir. Jagerman

sonucu [92] uygulanabilirdir ve N™'” in yerine N2 katsayisim verir [13].

Eger [ tam dzdeger ve ty, B, in sifirnn karesi olarak elde edilen bir yaklasimsa
bu takdirde,

4ec,
2ar
T N

|By (7. 8)— By (7. 18, )| =| By (. F) - B(m. )| <

esitsizligi s6z konusudur. Buradan agagidaki lemma clde edilir.
Lemma 3.1.8. Ozdegerlerin hata degeri,

deic.

- pay| < (3.30)

R
n°Ninf, .

B, (. i)

H oy

seklindedir ve 6zdegerler basit oldugunda, B, (?r, 7o ) #0 dir.
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3.2. BESSEL TURUNDEN TEKILLIGE SAHIP STURM-LIOUVILLE
DENKLEMLERININ OZDEGERLERININ INCELENMESI

B. Chanane ve A. Boumenir, Bessel tiiriinden tekillige sahip Sturm-Liouville
problemlerinin dzdegerlerinin hesaplanmasi amaciyla yeni bir metot vermistir [14]. Bu
metot simr fonksivonunun Paley-Wiener uzayinda interpolasyonuna dayanmaktadir.

Asagida verilen Bessel denklemini géz dniine alahm,

x|

4

Ly=—y"+ g +q(x) y=Ay, O<x=nm
X

{3.31)
)-‘(rr,;t):O

burada ¢(x) potansiyel fonksiyonu, g(x)e L”‘”"(O,ﬂ) ve reel degerlidir. Ayrica

lim x*¢(x)21-v" esitsizligi saglanir.

x—0

(3.31) ile verilen diferensiyel ifade, x=m noktasinda regiiler ve x =0 noktasinda
singiiler olacak sekilde bir simetrik operatdr olusturur.

Ispat: <Lf,g>=<f,Lg > olmalidir. Yani,

7 | Bt
LE= C; =4 - 4 +q(x) seklinde olmak iizere,
dx X
g?_] I
d’ 4 . 7’ 4
q—dx{-i- 14+q(x) j_,g>=<f,—ib(§+ T4+q(x) g>

esitliginin saglandigin giﬁstcrmeliyiz.f(x) ve g(x) ikinci mertebeden diferansiyellenen
stirekli fonksiyonlar olsun. Ayrica,

21
If = f'(x)-| —zt+a(x) |7 (%)

2
X
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Lg=g"(x)~| —5t+a(x) |2(x)

X

bi¢iminde tanimlansin. Bu taktirde f ile g’ nin Wronski determinant

W{fag}=";, :

seklindedir. Boylece,

2
bl LT —

:_T_f”(x).g(x)dx—j

o

2_!
[1r(x)as= [} 7°(x)- x,4+q(x)}f(x) g(x)ds
1
4

olup ispat tamamlanir.
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Bu nedenle tek bir sinir kosulu yani x = noktasi, bir self-adjoint a¢ilim olusturmak igin
gereklidir. q(x)z(} iken, agik endeksler eger v>1 ise (1,1) ve 0<v<l ise (2,2) dir.
Ayrica (3.31) ile tanimlanan self-adjoint operatdriin spektrumu ayriktir.

Uygulamali matematikte Ozdegerlerin hesaplanmasmin dneminden dolayl, Sturm-
Liouville denklemlerinin 6zdegerlerinin hesaplanmasi problemi 6nemli bir yere sahiptir.

Bessel denklemleri i¢in Shannon sampling teoreminin uygulanabildigi ve iyi sonuglar
verdigi hatirlatiimalidir,

Yari klasik yaklagim metodu A spektral parametresinin genig(biiyiik) reel degerleri
icin bir diferensiyel denklemin ¢oziimiinii tahmin etmek amaciyla kullamilabilir. x =0
noktasinda karesel integrallenebilen ve limit ¢ember durumunda. x=0 noktasinda
Friedrichs sinir kosulunu saglayan diferansiyel denklemin ¢éziimleri gézdniine alinacaktir.,

Bu ¢6ziimler agagidaki integral denkleminin ¢ozlimiintin skalar katlaridir:

X

y(x, I 2) = p ™ u(ux) + JG (.1, 1) q(!)y(!, L 1)dt (3.32)
burada
1
A=p v:[«i--i (/>0)
ve
u(z) :\/”;ZJ\,(Z) ve v'21-lim ., xq(x)
seklindedir.

Green fonksivonu

G(x,r, ,u) = f(;;) {11-’(,ux) w(—,ut) = w(pr) w(—yx)}

1
esitligi ile tanimlanir. Burada w(z):zf’exp (fﬁf)[%zjz HEE (z) seklindedir.
‘ | I+1
()| < (,{—Z_J el (3.33)

]+‘z‘

bagintisint kullanarak Green fonksiyonu i¢in asagidaki bagintiyr gostermek miimkiindiir:
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i+1 =
G(xah#)\<£{ x } [ 1 ] gl s (3.34)

‘,ul 1+Lu‘x l+l,u|f
burada  bir sabittir.

v

o

I+1]
\y('\'.-.uz)\ﬂl[ ; ] = (3.35)

1 +‘,u\x

Bdylece eger [x!q(x)‘ < oo ise ardistk yaklagimlardan,

esitsizligi bulunur.

Bu ifade x ' in her sabit degeri icin y(x,,uz) ¢Oziimiiniin x tipinde ve birinci mertebeden

i’ ye gore tam fonksiyon oldugu anlamindadir. Ayrica x° in her sabit degeri i¢in ve

|| = o= iken

I+1
|J.:(x.p2)-‘u_!_'u(,ux)‘:Cz[ = J e“"’”'"a(l) (3.36)

[+ x

clde edilir.

Boylece y(x,,u?) ¢dzumii i¢in asagidaki asimptotik formiil saglanir:

y(x,,uz):ﬁsin(;{x—%!ﬂ]+ﬁe|“"’”|ro(i), |pt| = o0

4

x|q(x)| <o oldugu kabul edilecektir. Bu ifade bundan sonra sadece limit nokta

oy

problemlerinin ele alinacagi anlamindadir.

Teorem 3.2.1. Eger Jx‘q(x)koo ve vzé ise x' in her sabit degeri igin,
0

y(x,yz) € PW_, u’ ye bagh bir fonksiyondur.

(3.36) esitliginde verilen asimptotik formiiller, asagidaki baslangi¢ deger probleminin

v, ¢oziimii ile (3.32)" de tanimlanan y ¢dziimiine yaklagsmak i¢in kullanilacaktir.
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1

: +q(x) Vs=Ays, O02x=<nm

U

=Vt

(3.37)

y;(6,2)= \/7;1 Je J, (ud), ¥5(8,2)= \/7 \/_f(,ur)}

Baslangig kosullari (3.32) ile verilen integral denklemi ile belirlenir ve & ‘‘yeterince

kiigiik parametre’” olarak alinmaktadir. Hatirlatalim ki,

y(x,;.fz) =\/%,u_“\/;.f‘, (,ux)+jG(x,I,;.t)q(r)y(!,;.12).5(!, bsx4m,
0

Vs (x,,uz) = \/g,u"’\/;.fr(,ux)+JG(x,I,;.a)q(f)__vﬁ (r,;rz)cﬁ, S§<x<m. (3.38)
&

seklindedir,

Bu ise x =0 noktasindaki singtilerlikten kurtulmaya yardimer olur.

Teorem 3.2.2. Eger j ‘q(x)l<oo Imu=0ve v >1E ise bu takdirde,

]

m_[ Iq(f dI

(1) =y (ma)| <

(1] l
esitsizligi saglanir.

Ispat: a‘?(x,,u2 ) L y(x,p' 2)—y5 (x“u 2) olsun, § £ x <& igin,

G(x,,uz)=jG(x,t,,u)q(.‘)@(I,,u2)(4’.-‘+T(}(x,t,p)q(!)y(t,yz)df (3.39)

(3.33) ve (3.34) esitsizlikleri

—i-1
X
| +|y‘ x

Yo e o) oo
+CC J'{]Jrﬂ[f}\g(r)\dr
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bagmtisini igerir. Gronwall esitsizligini kullanarak

| q{f]|d{

| , £6
et G(x pz) < Q¢ j ) |£](I]|dt ecﬂ'*-lﬂir,
1+|:“\x 5 N ]0 l+|y|t ' '

R Cﬂ-: r\“ (o)
Q(ﬁ’pz)kcc‘[ ﬂ J ﬂﬁ}qmldﬁ e S

]+‘ﬂ|7€

elde edilir.

(7 ye bagl bir fonksiyon olan y(?r.;.tz)" nin Teorem 3.2.1° den Paley-Wiener

uzayinin elemani oldugu gorillir ve bu nedenle sadece sampling noktalarindaki
degerlerinin bir dizisi ile ortiilebilir. W.S.K. (Whittaker-Shannon-Kotel’nikov) sampling

teoremini hatirlayalim;

Eger f e PW, ise

,f(r)=2f(m)““§ffi;§?]

neid

bi¢ciminde tammlanir, burada T:g seklindedir. Bu fonksivon kompleks diizlemin her

kompakt alt kiimesinde ve L2 * de diizgiin yakinsaktir.
Problemin 4, dzdegerleri B(u) fonksiyonunun sifirlaridur,

B(p)= y(ﬂ.,uz)e PW._

ve boylece W.S.K. teoremi ile

()= X 8 r )]

ned ﬂ'(‘u—ﬂ)

elde edilir. Benzer sekilde

B ljiy= zle B, (;1)¥?~(%(-£%)r‘j (3.40)
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olsun, burada B; (n) =V (;'r, nz) seklindedir.
Teorem 3.2.3. Her £ >0 ve p>0 i¢in, 6 >0 ve N pozitif tamsayisi vardir 6yle ki,
‘B(,u)—b’__v_a (,u)‘ <g, Vpel-p.p]

seklindedir.

ispat: Verilen £ >0 ve k> 0 i¢in, Teorem 3.2.2" den,

sup
—k=p =k

B(;{)—Bcg(;;:)lég

olacak sekilde bir & >0 sayismin meveut oldugu goriilir. Kesme hatasi esitsizligi

kullanilarak bir N tamsayis: vardir 5yle ki

E, |sinm 1 1
‘Bé (4)= By, (J“)‘i | | |:

g
+ <—, VYue|-N.N
m/i—4—“(N+1)’ JN-u \/N+H:| 2 | !

burada E, = ”;1’85 (,u)l 2a’,u seklindedir. Boylece sonug p :=min (N, k) olur.

Aciklama 3.2.1. Kesme hatast sampling noktalarinda sifirdir ve [—N,N] araliginda

sinurlidir.

Sonuc¢ 3.2.1. ( Hata tahmini (esitsizligi) ) Verilen her £ >0 igin, bir § >0 ve NeN
sayis1 vardir dyle ki efer f ve u, , swasiyla B ve B, ' nin kokleri ise asagidaki

esitsizlikler saglanir:

£

nf, s SEST |B:\-',5 (C )|

—e<By;(H)<e ve “u:\,‘g—ﬂ‘gi

Ispat: Yukarida 3.2.3 ile verilen teoremden ve fi’ nin B’ nin bir sifiri olmasindan

|BN,‘5 (ﬁ)‘<£ sonucu elde edilir. Bu ifade

B, s(H)-Bys (;”,«-_3 )‘<.9 olarak yazilabilir.
Ortalama deger teoremi ile, g ve g, arasindaki en az bir § sayis1 igin
|}_‘_P;\-_5HBT\-',5 (é‘)

& sayist igin basittir ve bu nedenle p civarinda B, ; (£)# 0 dur.

<eg elde edilir. Dikkat edelim ki B, ; ° min sifirlar1 yeteri kadar kiigiik
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—e< B, ,(H)<e arasinda ve B, (-)’ nin bir lokal inversiyonu olmasindan

fie(Bis (7). By's (£2)) (3.41)

ozdegerleri i¢in B, ;" min isaretine bagh olan bir ¢k clde edilir. Hatwrlatahm ki, vy, (ﬂ',ﬁ‘z)

katsayilar (3.38) esitliginden niimerik olarak hesaplanir ve bdylece B, () fonksiyonu

(3.40)" dan bulunur. Bu nedenle (3.41) ifadesi elde edilen 6zdegerler igin pratik bir hata

sinirt saglar.
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4, DIRAC OPERATORUNUN SPEKTRAL TEORISI

4.1. DIRAC DENKLEMLER SISTEMI

Dirac sistemi igin ters problemler ilk olarak Moses (1956), Prats-Toll (1959), Verde
(1958-1959), Gasymov-Levitan (1966) ve Panakhov (1985) tarafindan ¢aligilmistir. Joa ve
Minkin (1997), bir boyutlu Dirac operatdrleri igin kuantum mekaniginde bir pargacigin
hareketini tasvir eden 6zfonksiyonlar i¢in bazi agilim formilleri vermislerdir. Agirlikls

olarak Dirac sistemleri igin ters spektral problemler Watson (1999) tarafindan ¢aligilmstur.

Kerimov (2002); denklem ve smir kosullarinda aynit spektral parametreyi bulunduran

Dirac denklemler sistemi igin 6z deger ve 6z fonksiyonlarm &zelliklerini incelemistir.

By (x) (f,k 21,2), [0,7] arahgmda tanimhi reel degerli stirekli fonksiyonlar olacak

sekilde,

Lg(p“(x) pm(x)} lsm i wn

P (’C) Pn (x)

bir matris operatdrii olsun. y(x_,/l) iki bilesenli bir vektor fonksiyonu

y(x.4)= [ ¥ (=, ,1)]

¥, (x.2)
olmak iizere
0 | 10
B= g 0=
-1 0 0 1
ve A bir parametre olacak sekilde

[Biﬂl(x)—if]y ~0. 42)

dx

operatdr denklemi, iki tane birinci mertebeden adi diferansiyel denklemden olugan



b pn () + palx)ys =23,
T 4.27)
dy

._C;z—x]"' P (X) Vit Py (‘T) ¥y = ;Ly:

denklem sistemine denktir.

Bu durumda V(_x) ; potansiyel fonksiyon ve m ; par¢acigin(zerrecigin) kiitlesi olmak
iizere  p,(x)=p,(x)=0 ve p,(x)=V(x)+m, p,(x)=V(x)-m olacak sekilde

relativistik kuantum teorisinde (4.2) denklemi veya (4.27) sistemi bir boyutlu stasyoner
Dirac denklemi veya sistemi olarak bilinmektedir.

Sabit ortogonal normlu bazda iki boyutlu uzaym her diizgiin ortogonal dniisiimi

{

H(x):(“’“”('*) ~sing (x)

sinp(x)  cosg(x)
seklinde bir matris ile tanimlanir [39]. Ayrica bu durumda,

BH =HB

oldugu kolayca gosterilebilir.

y = Hz olacak sekilde (4.2) denkleminin her iki tarafi soldan H ™' ile ¢arpilirsa,

H B (He)+ H Ltz = AH

dx
veya
B%J{H"BiHJrH"ILH)z:ﬁz (4.3)
dx dax
elde edilir,
= H‘IBiH+ H'LH
dx

olacak sekilde QO matrisini hesaplayalim. Bu taktirde,

- (x)=[ cosp(x) singo(x)], 4 (x)zm[ H,, (x) —le(x;]

-sing(x) cosg(x) -H,,(x) H“(x
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d (—@’(x)sin(p(x) _(p*(x)cosgo(x))

EH - @' (x)cose(x) —¢'(x)sine(x)

olmak tizere

. cosp(x) sinp(x))( 0 1 -¢'(x)sing(x) —¢'(x)cosp(x)
a deH —singo(x) cosqo(x)}(—l 0]( (p’(x)cosq)(x) —qo'(x)sinqa(x)]
B ~sing(x) cosqo(x)} [ — ' (x)sing(x) —gp'(x)cosrp(x)]

—cos¢(x) msinq)(x) (p’(x)cosrp(x) —qa'(x)sin(p(x)
p(x) 0 ]

0 ¢'(x)
ve diger bir yandan

HLH{ cos(x) sinqo(a«)}(pn(x) pu(x)]{cosco(x) —simp(x)}

—singo(x) cosgo(x) P;l(x) pzz(x) sinqo(x) cosgo(x)

I
Py cos’ @+ p,sin2¢+ p,,sin’ @ Py 0032@+5(p22 =g )Sin 2
1 . . 3 .
P 0032g0+5(p22 — pll)sm 20 Py sin@—p,,sin2p+ p,,cos’ @

elde edilir. Son iki esitlikten,

B QH(-’C) 912 (t)
B 4 ("") CE3) (x)}

@' (x)+ pycos’ @+ p,sin2p+ p,, sin® @ P, 0820 4--%(;923 = )sin 2¢

l . ' 2 »
P cos 2fp+5(p22 —py,)sin2¢ ¢'(x)+p,sin®p—p,sin2¢0+ p,,cos’ @

bulunur. ¢, (*c) =0 olacak sekilde qo(x) fonksiyonunu segelim. Bu taktirde,

Pu (x)COS 2@(‘\")"'%{:’721 (x)_!’| I (x)}sin 2¢ (-’C) =0

seklinde bir baginti bulunur. Buradan,

2P (x]
P (x)_ P2 (X)

@ (x) = %arctan



elde edilir. Boylece Q(x) matrisinin goriintiisii

biciminde olur. Bu durumda (4.3) denklemi,

0 1\dz (p(x) O .
[—1 GJEJ{ 0 r(x)}—}“‘ el

seklinde yazilabilir. Bu denklem sistemine bir boyutlu Dirac denklem sistemi va da Dirac

denklem sisteminin L. kanonik formu ad: verilir.
Simdi izQ(x)=4q,,(x)+¢,, (x) =0 olmak iizere bir ¢(x) fonksiyonu segelim, yani;

2@'(x)+p1, (x)+p22 (x):(}

seklindedir. Buradan

o(x) =—%j‘{p” (1) +py (r)} dt

elde edilir. Bu durumda (4.3) denklemi

[_0 l)dz +[p(x) q(x)]z o (45)

1 0)dx g(x) —p(x)

seklinde yazilabilir. Bu denklem sistemine bir boyutlu Dirac denklem sistemi ya da Dirac
denklem sisteminin II. kanonik formu adi verilir. (4.4) ve (4.5) denklemlerine (4.2)
sisteminin kanonik formlart da denir. (4.2) denklem sistemlerinin spektral teorisinin cesitli
problemleri incelenirken bu veya diger kanonik formlardan faydalanmak bize kolaylik
saglar. Ornegin, oOzdegerlerin ve oOzvektér fonksiyonlarimin asimptotik davranis
aragtirtlirken ve keyfi vektor fonksiyonunun (0 ve 7 noktalarinda homojen sinir sartlar
saglandig1 durumda), (4.2) denklem sisteminin &zvektdr fonksiyonlarina gére agilimi
incelenirken (4.4) kanonik denkleminden faydalanmak kolayhk saglar. Sonsuz aralikta
verilen (4.2) denklem sisteminin 6zdegerlerinin asimptotik davranisi ve spektral teorinin
ters problemleri incelenirken de (4.5) kanonik denkleminden faydalanmak kolayhk

saglayacaktir.
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(4.4) kanonik denklem sisteminde p(x) ve r(x), [0,9‘:] arahiginda tanimh reel

degerli ve siuirekli fonksiyonlar olmak iizere (4.4) denklemine karsilhk gelen denklemler

sistemi,

h={a=p()}3 =0, y+{A-r(x)}r,=0, (4.6)
seklinde yazilir.

¥,(0)cosa +y,(0)sina =0, 4.7

v,(m)cos f+y,(n)sinf=0. (4.8)

(4.6)-(4.8) simr deger problemini gézoniine alalim. Herhangi bir A, degeri ig¢in bu
J"i(*"*"ll)

olsun(/'bl # (}). Bu durumda A4,
Vs (x-‘)"l)

=

problemin sifirdan farkl bir ¢oziimii (x,ﬂ ):[

sayisina verilen problemin 6zdegeri, y(x,/"tj)’ ¢ de 4,7 e karsilik gelen Ozvektor

fonksiyonu denir.

Lemma 4.1.1. A, # 4, olmak lizere A, ve A, dzdeZerlerine kargilik gelen y(x,;t,]) \G

z(x, &2) ozvektor fonksiyonlari ortogonaldir. Yani,

{y, (x,/l])zl (x-‘-ﬂ‘z)+y2 (X, /’»])zz (x,&2 )} dx =0

P I —

dir.

ispat. y(x,i,) ve z(x,z‘tz) ozvektor fonksiyonlart (4.6) sisteminin ¢oziimleri

olduklarmdan,

y’z(x,ﬂl)wL{p(x) ﬂl}yl(x ),)=0
ST ARG MAeh
z;(x,lz)Jr{p(r) Az}z,(x_itz)z(),
z’](x_,/lz)—{r(x)hlz}zz(x,ﬁz):{)‘

esitlikleri yazilabilir. Bu denklemleri sirast ile zl(x,/'tz), &y (xﬁ/l-z), -y, (x,?»l) ve

¥, (x, 2,1) ile carpar ve sonuglari toplarsak,
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;i{%(”) (6 2,) =y, (0.4 )2, (0.2, )} =
:(ﬂv]—Az){)"l(x,ﬁl}ZI(x‘_/fvz)'i‘yz(xj}Ll)Zl(x’ﬁ?)}

elde ederiz. Bu son esitligi x* e gore 0" dan 7’ ye integre edersek,

(&1 —%)j{)ﬁ (-¥~)v1)21 (xj,E)erz (x_,)bl)z;_ (x,?.z)} dx

- {y] (-’Ce)n)'—"z (x,ﬂyz)—)”g (x./l])z. (x’;LE )}

bulunur. Buradan

T

0

) [ )z (s (o)ea (o) ar=o

veya

(il—AJTyT(LiJz(mAQ)dXxO

0

elde edilir. A, # 4, oldugundan y(x,/’ll) ve z(x,ﬂz) dzvektor fonksiyonlarinin ortogonal

oldugu bulunur. Béylece ispat tamamlanir.

Lemma 4.1.2. (4.6)-(4.8) sinir deger probleminin ¢zdegerleri reeldir.

Ispat. Bunun aksini varsayalim. Yani, 4, =u +iv kompleks 6zdeger olsun. p(x) ve r(x)
reel degerli stirekli fonksiyonlar ve «,f reel sayilar oldugundan A, :}L_, =y —iv’ nin de
bir dzdeger oldugu kolayca goriillebilir. A, ye karsilik gelen dzvektdr fonksiyonu da

;(x,il) seklinde olsun. Bu taktirde Lemma 4.1° den dolay1,

( ﬁ{ y1V2)+yJXA)yix?J%h:U

Ve

yle)}&zﬂ

(=2 {2+

olur, A #1, oldugundan y (x,4,})=0 ve y,[x.4,)=0 olur ki bu da G6zvektor
1 1 1 1 2 1
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fonksiyonlarinin sifirdan farkli olmasi gercegi ile gelisir. O halde Gzdegerler kompleks

olamaz, yani reeldir. Bu da ispati tamamlar.

4.2. REGULER KANONIK DIRAC SISTEMI ICIN SPEKTRAL SONUCLAR

Bu bélimde regiiler Dirac denklemler sistemi icin bazi spektral sonuclar elde
edilmistir. Ozel olarak ¢bziim fonksiyonlart daha 6nceki béliimlerde tanimlanan Paley-
Wiener uzaymin elemanmdir. Asagida verilen teoremler ispatlanmigtir.

(4.2") sistemi igin
V5 —{/'L —p(x)} » =0, ¥+ {/"L —J'“(x)}_vJ =) (4.9)

seklindeki 1. kanonik formunu dikkate alarak

y,(0)cosa +y,(0)sina =0,

y,(m)cos B+ y, (m)sin B =0. I
siir kosullar ile birlikte sinir deger problemini gézoniine alalim.
(4.9) sisteminin
y]({J,/l)zcosa, ¥ (U,/l)znsin(x. “4.11)
baglangic kosullarini saglayan ¢6ziimii
y, (x,A)
a2

seklinde olsun. y(x,4) ¢oziim fonksiyonunun (4.10) sinir kosulunu sagladigi agiktur.

Simdi (4.9), (4.11) problemini p(x]zr(x)z(l olmas1 halinde dikkate alalim. Bu

durumda,

¥, (x, /l) = Cos()»x—a), ¥, (x,/'L] = sin(ix—a) (4.13)
seklindedir.

a(x) ve B(x) fonksiyonlar,
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(x)—ms{ j[p( )+I( Hd?’}’

4.14)

p6)=sinf Hp(e) ()|

ifadelerine sahiptirler. (4.9), (4.11) probleminin

bigimindeki ¢dziimil i¢in y, (x_./l) ve ¥, (x_.,l) ¢oziim fonksiyonlart asagidaki sekildedir:

yi(x.A)=a(x)cos(Ax—a)+ B (x)sin(Ax—a)+

+ I{P(x, s)c.os()“y_a)+ R(X, S)Sin (/"»S—o:)}ds 4.15)
v, (x.A)=a(x)sin(Ax-o)- B(x)cos(Ax—a)+
+ I{Q(x s)cos(ﬂvsﬁa)+H(x,s)sin (As —Of)}ds (4.16)
Ayrica,
£(w)= 2o [[p()er (2)]n @.17)

olmak iizere o (x) ve B(x) fonksiyonlarmn (4.14) ile verilen ifadelerini yerlerine yazarak

¢oziim fonksiyonlari i¢in
v,(x.2)=cos {;‘ (x.A) —a} 4 j {P (x,8)cos(As—oa )+ R(x,s)sin(As—« )}ds,
0

¥, (x,A4)=sin{& +j Q(x s)cos(As—a)+ H (x,s)sin(As —a)}ds.

esitlikleri yazilabilir.
Dirac denklemler sistemini asagidaki sekilde daha genel ayrilabilir smir kosullari ile

gozoniine alalim:

Vo ={2=p(x)}», =0, yi+{a-r(x)}y, =0,
Hks (0)_”12}’1(0):05 (4.18)
AnYa (ﬂ) +a,,¥ (ﬂ') =0
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Bu taktirde, A=p* olsun ve y,(x,u ) (x,u) fonksiyonlar1 baslangic deger

probleminin ¢dziimiini géstersinler,

—1;.1 -p(x )} =0, |+ {;zz—r(x)}yzz{),

y.(0)=a, . y(0)=a,

(4.12) ¢6ziim fonksiyonunun ézdegerleri asagida verilen sinir kosulunun(fonksiyonunun)

sifirlarimin karesidir,

B(u)=ay,y,(n)+ayy (7) (4.19)

Dirichlet kosullar1 durumunda, bu sinir fonksiyonu birinci mertebeden 7 tipinde g~ niin

bir tam fonksiyondur ve reel eksende karesel integrallenebilirdir. Boylece de Paley-Wiener

uzaymin elemanidir.

4.2.1. Coziim Fonksiyonlarinin Degerlendirilmesi

1“(x 7 ) ,(x,;t2)—o:(x)cos(,uzx—oc)—ﬁ(x)sin()uzx—a) (4.20)
ve

1.921(.\7,;;2):y2 (x,,uz)—a(x]sin(,uEx—a')+ﬁ(x)cus(,ugx—a) .20

seklinde olsun.

ileride yapacagimiz islemlerde asagida verilen esitsizliklerden faydalanacagiz [38],

lcosu| < ¢l |sinu| < coe!™! (4.22)
burada ¢, keyfi bir sabittir (¢, =1.72 olarak alinabilir).
Ayrica kullanacagimiz sabitler,
= }}Iqli,}: ( )‘ds , =) IUIEEER(LS)‘JS',
gy = max ( ,9)‘07'; s By " max (x,,s‘)|ds,
0 N=xsr 0 DEvsr (423)
Ce =ty (c +c c?)

‘an‘ c $€4E )

seklindedir.
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Teorem 4.2.1. v“(Jc,,urz),vzl(Jc_.Juz)EPW_\r fonksiyonlart her x igin  g*'nin

fonksiyonlaridir ve asagidaki esitsizlikler saglanir;

‘v”(x,,uz)

2 _|Tm,u
Vi3 (.x\,u )‘ = (c3 +Ey cq)e

3
.r| Imp |

< (c, +igy cz)e
(4.24)

Ispat: Ilk olarak verilen birinci esitsizligi gézoniine alalim,

‘v”(r T )‘

j{P(‘c s)cos puls— OC ds}

0

j{R(x ,s)sm s — a)a'\}
1]
Sj‘P(x, s)Hcos ,uzs—a Ids +HR(x,s) |sin(,uls—(x)‘ds*

0 0

a2 Pl e o Il
]

X | Im(,u 3.\']| b | Im(,u 2.\] |
:I P(X,S)|e d.5'+'[co‘R(x § ‘e 'ds
0
_r |Iln(r ? |[11 P )
SHP(JC..S)|maX€ ’t v+j U|R Imaxc g |ds
Dew=x D=s=x

- er| 'm”l|U|P(x,s)| ds+cgﬂR (x,,s')| a’sJ
< e'xilmpz| U}}g&g( P( )D ds + qjmax (| R (x, a)” ds}

0 o

buradan

2 ] Lm;.f2
‘v” (x,,u )| <e (01 +cocz)

olarak elde edilir. Béylece v“(x,,uz), x tipinde birinci mertebeden tam fonksiyondur ve

her x i¢in g* ’nin bir fonksiyonu olarak reel eksende karesel integrallenebilirdir.

Ikinci esitsizligin saglandigi da asagidaki sekilde gosterilebilir,
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<

I{ (‘C s*)cos pis— a' ds}

0

vﬂ(x,,uz) {{H(x s)sm wls— o:)ds*}

< I‘Q(x._s)”cos(y =" —oc ‘a’s +”H (x,S)Hsin(,u ‘s—or )‘ ds
) ]

ln'.l(ﬂ 2.\'—(;{) ‘ | Im[,u 2.\'—a}|

ShQ(x,s‘)’e 'ds'+jcﬂ|H Xx.8)|¢ ds
0 ]

= _f |Q(x_. 5)‘ e i l"'}!a’s +ICO ‘H 2 ﬂ)‘ e et ds

|Im ,u ll)|(f¢

x
[m r }

J %,8) maxe |d,s+_[ “ H(x 5)‘maxe

D=r=y

[

]

— g U‘Q(x.s)‘ ds + cJ‘H(x. 5), ds]
1 1}
e

4

Q(x, \)D s+ ;[glzg (‘H (x, S)l)dﬁ)
buradan 0

2

2 . X Im g
\’2] (X_._.)Li )_8

elde edilir. Boylece v,, (x,,uz), x tipinde birinci mertebeden tam fonksiyondur ve her x

(c e )

icin p* *nin bir fonksiyonu olarak reel eksende karesel integrallenebilirdir.

Teorem 4.2.2. v, (x, ,uz),vzz (Jc,,u2 ) € PW, fonksiyonlar1 her x i¢in g’'nin

fonksiyonlaridir ve agagidaki esitsizlikler saglanir:

(4.25)

ispat: ik olarak,
(x e :J{P(x s*)cos(,u 5— a)+R(‘c S‘)bln Us—a }a’s _‘-{P(r 5)cos ,u e oc)}d
]

il

seklinde olsun. Boylece,
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lR(x s)Hsm(,u 5= a:)|ds

&y ‘R (x, S)‘ e i) s

Viy (xr auz)

1A

!
I

j.c IR(x 9)\ |Im |ds*
0

|Im i

jcn‘R(r 5 ‘maxa
0

tImr |[(,0“R(Y~5 aréJ
4]

X T g |[cﬂjlorja<x *ca)l d,s]
0

" o)

olarak elde edilir. Benzer sekilde.

0

Vs, (x, s ) = I{Q(x,s)cos (,u - o:) + H (x,s)sin (;.f 5 — a)}a'.s - I.Q(x, 5)cos (,u s— O:)cis

olsun. Buradan

i (:!c.,u2

) < x |H (x, S)Hsin (,u Zs—a)‘ ds
0

< j‘cﬂ |H (x.5)|e e
0
= jc{, ‘H(x,.s*)le|hn{ﬂzﬂ)|cﬂv

(4]
+ |lm u s]|
SICO|H ’Cb)l{‘}I;IELXL A
X

bulunur. Bununla teorem ispatlanmustir.
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Boylece, vu(x,,uz) e Vi (x,pz) fonksiyonlar1 x tipinde birinci mertebeden tam

fonksiyonlardir ve her x igin g ’’nin bir fonksiyonu olarak reel eksende karesel
integrallenebilirdirler.

B(,uz) sinir  fonksiyonu(karekteristik denklem) Dirichlet-Dirichlet kosullar
durumunda mutlaka PW_" nin elemanidir. Fakat PW_" nin eleman olmadig1 durumlar da

stz konusu olabilir. Boylece asagidaki teorem sz konusudur.

Teorem  4.2.3. é(ﬁ,,uz) =a,V (;fr.,,u2 )+ BV (71'._ s ) e PW_, u’’nin  bir

fonksivonudur ve asagidaki esitsizlik saglanir:
‘é(ﬂ,,ul)‘Sex|lm#_'(c5+cucﬁ) (4.26)

Ispat: Ilk olarak,

fi‘(x,,uz)‘ S‘an‘

seklinde yazarak

Vi (x,,u2 )‘

2
Vu(xz H )|+|azz

_r| Tm;_rz | x| Im,u? |

oy, (C3 +CUC4)€

£|a2]|(c] +cncz)e
T
<e |((35+(36)

elde edilir. Béylece asagidaki teorem uygulanabilirdir.

Teorem 4.2.4. f € PW_ olsun, o halde

sm T ,u k)
_— (4.27)
AZJ j ;U k)

yazilabilir. Burada seri Li,p’ de yakinsak, [¥° de bulunan kompakt kiimede diizgiin

yakmsaktir.
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E(;r,y 2) fonksiyonunun kisitlamasi f?‘,\, (ﬂ', u 2) olmak iizere,

i (mi) = é\{B(z k)SII;E}E” k)k ) (4.28)

=i

egitligi yazilabilir.
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5. BAZI NUMERIK METOTLARIN INCELENMESI

Bu béliimde lineer, lineer olmayan adi ve kismi diferansiyvel denklemlere
uygulanabilen Adomian Ayrigim Metodu (ADM), Homotopi Analiz Metodu (HAM) ve
Homotopi Pertiirbasyon Metodu (HPM) verilecektir. Ayrica bu yari analitik metotlarin
genis bir bigimde analizleri yapilacaktir.

5.1. ADOMIAN AYRISIM METODU (ADM)

Adomian ayrisim metodunun bir seri metodu oldugu ve birgok cebirsel, lineer veya
lineer olmayan diferansiyel denklemlere basarii bir sekilde uygulandigi bilinmektedir

(Adomian, 1990).

Genel olarak bu metodu agiklarsak; lineer ve lineer olmayan terimlerin her ikisini

de kapsayan genel bir lineer olmayan adi diferansiyel operatorii I olmak iizere,

Fu (Y) = g(x) (5.1)
Lu+Ru+Nu=g (5.2)

diferansiyel denklemini ve wu(x,)=a , u’(xﬂ)zb baslangi¢ sartini gdz Oniine alalim.

Burada L; lineer operatérii ( diferansiyel denklemin en yliksek mertebeden tiirevini ) ,

R: lineer operatrden kalan kismt ve N; lineer olmayan terimi gdstermektedir.

L lineer operatdriiniin tersi meveut ve L™ olsun. (5.2) esitligi

Lu=g—Ru—Nu (5.3)
seklinde yazilabilir ve bu esitligin her iki tarafina L' operatérii sol taraftan uygulanirsa
L'Lu=L"g—L"'Ru—L"'Nu (5.4

esitligi elde edilebilir. L ’nin ikinci mertebeden ve tersi meveut olan lineer bir operatér
oldugunu kabul edelim. (5.4) esitliginde gerekli islemleri yaptiktan sonra ve baslangig

sartlar1 kullanilarak

u=a+bx+L'g—L"'Ru—L"'Nu (5.5)

seklinde ¢oziim fonksiyonu elde edilir. (5.5) ile elde edilen esitlikteki Nu , lineer olmayan



terimdir ve Nu:ZAn scklinde ifade edilmektedir. Buradaki A4, polinomlar1 &zel
n=l

polinomlardir ve bu polinomlar ileride detayli olarak verilmistir. (5.5) esitligindeki u,
ayristirilmig seri ¢oziim fonksiyonudur. Bu seri ¢éziim fonksiyonunun birinci terimi olan

u,, verilen baslangi¢ degerleri ve denklemin sag taraf fonksiyonunun integrali alinarak,
u, =a+bx+1"'g esitligi ile bulunur. Daha sonra seri ¢6ziimiin birinci terimi olan u,
kullanilarak u,, w,, wu,, ... terimleri elde edilir. Boylece ayrigtirilmg seri ¢dziim

fonksiyonu

u(x,r)ziun (x,.') (5.6)

n=i

seklinde yazilabilir ve serinin yakinsak oldugu varsayilacaktir. Bu seri ¢oziimii kullanilarak

(5.5) esitligi tekrar yazilirsa

i u, = — L“Ri u, —L‘li A, (5.7)
=0

a=(} n=0

seklinde genel seri formu elde edilir. Benzer olarak, (5.7) "den

u,=—L"Ru, — "' 4,
w,=—L"'Ru,— "' 4,

: (5.8)
u,,=—L"Ru,-L"'4,, n=0

esitlikleri yazilabilir. Buradaki A polinomlar1 her bir lineer olmayan terim igin

H
genellestirilebilir. Bu genellestirmede A, ; sadece u, ‘a, A; u, ve u; ‘e, A4, ise u, , u, ,

u, 'ye baghdir. Benzer sekilde (5.8) esitlifindeki biitiin 4, polinomlar: elde edilebilir. 4

H

Adomian polinomlarinn ayrigtirilmis hali ise literatiirde,



) 7 )

|
A_q_un[di]f(uo)Jrnu [dz )f(wg)+—{df ]f(“o)

]

L)y L)+ ) ),

(3.9)

seklinde verilmektedir (Adomian, 1994). Diger polinomlar da benzer yolla olusturulabilir.

Ayristiritlmis polinomlarin genel hali ise,

dﬂ {ra]
A= {d}{" [Zﬂ.ku ﬂ ., n>0 (5.10)

A=l

biciminde formiile edilerck (Adomian, 1994; Seng ve arkadaslari, 1996) tarafindan
literatiire kazandirilmistir. Bu formiil, sayisal ¢oziimlerin hesaplanmasinda ihtiya¢ duyulan
birgok polinomun elde edilmesi i¢in bilgisayar kodlar1 kurulmasini kolaylastirir. Adomian
polinomlarini elde etmek i¢in bir alternatif metot ise (Wazwaz, 1999) tarafindan
geligtivilmigtir. Bazi problemlerin sayisal ¢oziimlerinin daha hassas olmasi istenildigi
durumlarda ayrismm serisinin ¢ok sayida teriminin hesaplanmasi gerekebilir. Bu gibi
durumlarda (5.10) genel formiiliinin kullanilmasi, istenildigi kadar ¢ok sayida (5.6)

ayrisim serisinin terimlerinin hesaplanmasmda kolaylhik saglamaktadir.

Ayrisim metodu kullanilarak u(x,r) kapali ¢6ziim fonksiyonu ve bu fonksiyona ait

sayisal ¢oziimlerin elde edilebilmesi igin

x! an xf ; Azl (5.11)

=0
olmak iizere,

li_r)'?cqéuzu(x,r) (5.12)
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ifadesi (5.8) indirgeme bagmtisi gézoniine alinarak kolayca hesaplanabilir. Buna ek olarak
(5.12) seklindeki ayrisim seri ¢Oziimii, genel olarak fiziksel problemlerde g¢ok hizli
yakinsamaktadir, Ayrigim serisinin yakinsakligi literatiirde bir¢ok yazar tarafindan
aragtirilmustir, Ayrisim serisinin yakinsakligini teorik olarak (Cherruault, 1989; Repaci,
1990; Cherruault ve Adomian, 1993; Abbaoui ve Cherruault, 1994; Abbaoui ve Cherruault,
1995) incelemislerdir. Bu ¢aligmalara ilaveten yakin zamanda (Abbaoui ve arkadaglari,
2001) c¢alismalarinda ayrisim serisinin  yakmsaklhigint bulmada yeni bir yaklasim
dnermislerdir. Bu yazarlar ayrisim seri metodunun yakmnsakhigmi yeni sartlar vererek

bulmuglardir.

5.2. HOMOTOPI ANALIZ METODU (HAM)

Bu metodun temel yapisini asagidaki 6rnegi gézdniine alarak agiklayalhm.

Bir serbest kiirenin havada statik (duragan) durumdan distigiinii diisiinelim. 3
zamani, U(7) kiirenin hizini, m kiitleyi ve g yer g¢ekiminin hizini gostersin. Hava

direncinin kiirede aU’ (f) oldugunu varsayalin, burada @ bir sabittir. Bu durumda,

Newton *nun ikinci hareket kanunundan(net kuvvet=kiitle agirligi-ortam kuvveti veya yay

kuvveti) dolay1.

U(0)=0 (5.13)
baslangi¢ kosuluna bagh olarak

du (i)
di

=mg—alU*(f) . (5.14)
yazilabilir.

Fiziksel olarak ifade edilirse, serbest diisen bir kiirenin hizi sabit bir U/ hizina
ulasincaya kadar yercekimine bagh olarak artar. Boylece, U(f) ¢ozliimii detayh olarak

bilinmese bile, U_ hiz limitini direkt olarak (5.14) den elde edebiliriz, yani,

= e (5.15)
a

seklindedir.




U, ve U,/g ifadelerini sirasiyla karakteristik hiz ve zaman olarak kullanarak ve (5.16)

bigiminde yazarak,

f:(‘("?“'} C U(N)=U7(), (5.16)

g
ve
7(0)=0 (5.17)

baglangi¢ kosuluna bagh olarak

v (1)+V*(1)=1, 120, (5.18)
boyutsuz denklemini elde ederiz. Burada t. boyutsuz zamant ve nokta, 7 "ye bagl tiirevi
gbsterir. Agikca, {—> +o0 iken, yani, t—>w ve U(f)—)-{x’m iken, (5.18) ve (5.17)

denklemlerini ¢c6zmeden (5.16) dan

lim ¥ (r)=1 (5.19)

=t
ifadesi bulunur.

(5.18) ve (5.17) denklemlerinin tam ¢oziimii olan
V[I) =tanh (t) (5.20)

ifadesi farkl yaklagimlarin karsilastirmalart igin kullanishdir.

5.2.1. Homotopi Analiz Coziimii

Bu béliimde Homotopi analiz metodunun temel kavramlari yukarida bahsedilen

ayn1 agiklayict problem ile verilmektedir.

5.2.1.1. Sifirinc1 Mertebeden Deformasyon Denklemi

Vu(f), V(t)’ nin bir baglangig yaklasimmi g&stermek tizere (5.17) baslangi¢

kosulunu saglar, yani,

7,(0)=0 (5.21)

olur,

2




g€[0,1] bir parametre olsun. Homotopi analiz metodu ¥ (r)—>®(t;¢) siirekli
eslemesinin bir ¢esidine dayanir oyle ki q parametresi, 0 "dan | ‘e yaklastikga, (D(!;q),
baglangig yaklasimi ¥, (r) * den tam ¢dziim olan V(t) ’ ye yakinsar. Bunu saglamak igin,

oyle bir yardimer lineer operatdr

L[(D(I;qﬂ:yl (t)M+y?_ (t)(I)(f:q), (5.22)

ol

olarak segilebilir. Burada 7, (1)#20 ve y,(¢) daha sonra belirlenccck olan reel

fonksiyonlardir. (5.18) denkleminden

dD(1;q)
ot

N[fb(f; qﬂ =

+@7 (1,9) -1 (5.23)

seklindeki nonlineer operatdr tanimlanir.

h#0 ve H(t)#0 swasiyla yardimci parametre ve yardimer fonksiyonu gdstersin.

qe [U,I] parametresini kullanarak ve

®(0:9)=0 (5.24)
baslangi¢ kosuluna bagli olarak

(1-q)L[@(t:q)-V, (1) | =hg H()N[®(1:q) ], (5.25)
seklinde bir denklemler ailesi kurulur.

Yardimet parametre 7, yardimer fonksiyon H (1), baslangic yaklagimi ¥, (¢) ve

yardimci lineer operatér L ’nin se¢imi tamamen keyfidir. Bu keyfi se¢im daha sonra
gosterildigi gibi, Homotopi analiz metodunun gegerliliginin ve esnekliginin kdge tasini
kurar ve énemli roller oynar.

g =0 iken, (5.25) denklemi
(I)(O;O):O (5.26)
baglangi¢ kogsuluna bagl olarak
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L[ ®(1:0)-V,(1)]=0, 120, (5.27)

olur.
(5.21) ve (5.22) denklemlerine gére, (5.26) ve (5.27) denklemlerinin ¢6ziimii
basitge
O (1:0)=V, (1) (5.28)
seklindedir.

g =1 iken, (5.25) denklemi
®(0;1)=0 (5.29)
baslangi¢ kosuluna bagh olarak

rRH(N[D(r1)]=0, 120, (5.30)

olur.

A0, H(I);&O iken ve (5.23) tanimimi kullanarak, (5.29) ve (5.30) denklemleri
(5.17) ve (5.18) denklemlerinin orijinaline esdegerdir,

@ (1) =V (1) (3.31)

saglanir.
Bdylece, (5.28) ve (5.31) denklemlerine gire @(1;¢) ¢oziimii, q parametresi 0’dan
1 e yaklastikca V| (t) baslangi¢c yaklagimindan V(I) tam ¢ozlimiine yaklagir. Topolojide

varyasyonun bu ¢esidi deformasyon olarak adlandirlir, ayrica (5.24) ve (5.25) denklemleri

(IJ(r;q) homotopisini kurar., Kisaca, (5.24) ve (5.25) denklemleri sifiriner mertebeden

deformasyon denklemleri olarak adlandirilirlar.

0<g<1 igin (5.24) ve (5.25) sifirinc1 mertebeden deformasyon denklemlerinin
(D(r;q) ¢Oziimiiniin meveut olmasi i¢in yardimei parametre #, yardimei fonksiyon H (r-),
baslangi¢ yaklagimi ¥, (1) ve yardimet lineer operatdr L “nin segimlerinin tiimiiniin uygun

bir sekilde yapildigi varsayilabilir ve ¢ parametresi ile ilgili olarak m’inci mertebeden

tiirevinden baska,
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i1y = L 209)

- (3.32)
. | y=0
esitligi mevcuttur, burada m=1,23,--- dir.  Kisaca, Volm] (1‘), m’inci mertebeden
deformasyon tiirevi olarak adlandirilir.
v " (¢ 1 ¢"D(1;
p (-2 L 70(sg) (533)

' 13 ‘
1l m! (?q 4=0

Taylor teoremi ile, d)(z;q) asagidaki sekilde ¢ yardimer parametresinin bir kuvvet serisine
acilabilir:

i

i 1 "D (r;q)

LT

O(r:9)=D(1;0)+ e

(5.34)

g=0

(5.28) ve (5.33) denklemlerinden, yukaridaki kuvvet serisi

D(r:q) :I/{](I)+ilﬁ”(r)q"’ (5.35)

=l

seklinde yazilir.
Yardimci parametre /i, yardimer fonksivon H(r), baslangi¢ yaklagim: I/U(t) ve

yardimer lineer operatér L ’nin Oyle uygun bir sekilde se¢ildigini varsayalim ki (5.35)

serileri ¢ =1 de yakinsasinlar. O zaman, g =1 de (5.35) serisi

o(1;1)=V, (r)+§1/;, (1) (5.36)

=1

olur. Béylece, (5.31) denklemini kullanarak,
V(1) =Va(1)+ 2.7.,(1) (5.37)
elde edilir.

Yukaridaki ifade su ana kadar bilinmeyen, ¥ (r) baslangi¢ yaklasimi ve V() tam

¢6ziimii arasindaki iligkiyi V, (t), (m=1,2.3,... ) terimleri vasitasiyla verir.

)
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5.2.1.2. Yiiksek Mertebeden Deformasyon Denklemi

R ARAGRAGENANE

Vektortini tanimlayalim.

(5.33) tanimina gére, hakim olunan denklem ve ¥, (1)’ nin baslangig kosulu (5.24)

ve (5.25) sifirmer mertebeden deformasyon denklemlerinden ¢ikarilabilir. (5.24) ve (5.25)

denklemlerini g parametresine bagl olarak m kez diferansiyelleyip, sonra ¢ =0 alip ve

son olarak m! ile blerek,
7, (0)=0

baslangig kosuluna bagl olarak
L[V, ()= 2Vs () |[=HH(OR, (Vi) .

n’inci mertebeden deformasyon denklemi elde edilir.

Burada
. 1 "N [‘D(t;q):”
Rm (V’”_l ) = (m — ])' aqm—l
g=0
ve
B 0 m<l,
LA

seklindedir.

(5.23) ve (5.41) denklemlerinden,

. . m—l1
Rm (V.m—l ) = Vm—] (f) 3k z{] VJ, (J) I/:”_1__;' (r) _(] =, Zm)

itadesi elde edilir.

Yukaridaki ifade ile verilen R, (I_jm—l) " in sadece

Vo (1) 7, (2).V, (1), .V, (1),

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

ifadesine bagh olduguna dikkat edilmelidir. Bu ifadeler (5.38) ve (5.39) n7’inci mertebeden
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deformasyon denklemlerinin ¢éziimiinden bulunur. Boylece, L yardimer operatdriiniin
(5.22) tanimina gore (5.39) denklemi, (5.38) lineer baglangi¢ kosuluna bagli olan lineer bir

birinci mertebeden diferansiyel denklemdir. Bundan dolayi, (5.38) ve (5.39) yiiksek

mertebeden deformasyon denklemlerinin ¥, (t) ¢6ziimii dzellikle Mathematica, Maple.

Matlab gibi hesaplama yazilimlar1 yardimiyla kolaylikla elde edilebilir.

V() nin m’inci mertebeden yaklagimi

V()= ilfn (1) (5.43)

n=0
ile verilir.

5.2.2. Coziim ifadeleri

5.2.2.1. Polinom fonksiyonlar ile ifade edilen ¢6ziim

Pertiirbasyon ¢6ziimii 7" nin bir kuvvet serisidir. Bundan dolayz, V(f)’ yi temsil etmek

icin asagidaki temel fonksiyonlarin kiimesini kullanmak dogrudur

o m=012.3 (5.44)
yani V (t),
V(£)=iaml‘2”’” = (5.45)
=l

formundadir, burada «, bir katsayidir. Bu ise agiklayict problemin ¢éziim ifadesinin ilk

kuralini verir.
Coziim ifadesinin ilk kurali altinda ve (5.21) baglangig kosuluna gore, V(t)’ nin
baslangic yaklagimi olarak
v, (t)=t (5.46)
ifadesini segmek ve yardimci lineer operatoril,
KC))=19, (5.47)
ozelligi ile
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D3 4)

= (5.48)

L[D(r; )] =

olarak se¢gmek dogrudur. Burada C, bir integral sabitidir.

(5.45) ile gosterilen ¢6ziim ifadesinin ilk kurah altinda ve (5.39) denkleminden,

H(t) yardimei fonksivonu

H(t)=t* (5.49)

seklinde segilebilir.

(5.47) ye gore, (5.39) denkleminin ¢éziimii

!

Vf” (t) = Zu; I/rru—l (r) +h.[ TEK R (I_’ m—]) dT =+ (11 "

i
0

olur, burada €, integral sabiti (5.38) baslangi¢ kosulu ile belirlenir.

Hem (5.45) ile gosterilen ¢dziim ifadesinin kuralinin birincisine hem de ergodicity
katsayisinin kuralina uymast ig¢in, « =0 olarak belirlenmek zorundadir. Bu ise ilgili

yardimei fonksiyonu tek olarak belirler
H(1)=1 (5.50)
dir.Boylece sirastyla
V()=
3
V,(t)= lh(l + )t MENLR
RS 15

] 3 2 2 s 17 3.9
V()==hQ+h)’F+=h*A+m)’ +—h’t",
()= HO+RP +Sh A+ B+

elde edilir.

Tlgili m’inci mertebeden yaklagimin

V() =YV () =X ur" (W) ot ] (5.51)

k=0 =0
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ile ifade edilebilecegi bulunur. Burada ¢,,,, katsayidir ve p;"" (/) fonksiyonu

m—n _1 ; E
po " ()= (=h)" Z(H ;'“] (1+n) . (5.52)
J=0 8 E

ile tanimlanir.

Baslangig yaklagimi V(7). yardimer lineer operatér L ve yardimer fonksiyon

H (1) belirlenmis olmasina ragmen, yardimet parametre 7 'nin bir uygun degerinin segimi
hala keyfidir. (5.51) denklemi 7 yardime1 parametresine bagh olan ¢6ziim ifadelerinin bir

m.oh

ailesini gosterir. Yukarida bahsedilen g, () fonksiyonunun

u-=1, n<m. (5.53)

ozelliginin meveut oldugunu ispatlamak kolaydir.

Herhangi bir sonlu pozitif » tamsayisi igin,

li Y = 1’ |1+h|<1’ 2%
LS L e (5.54)

seklindedir.
Boylece, #=—1 iken, (5.53) . (5.41) esitlikleri ve pertiirbasyon ¢dziimiinden
V)=V, (1) (5.55)
elde edilir.

Bu sebeple, pertiirbasyon ¢oziimti 7i=—1 iken Lyapunov’un suni kii¢iik parametre
metodu ve Adomian ayrisim metodu ile verilen ¢dziim gibi sadece (5.51) ¢6ziim ifadesinin
bir 6zel durumudur. (5.51) ifadesi mantiksal olarak Pertiirbasyon metodu, Lyapunov’un
suni kiigiik parametre metodu ve Adomian ayrigim metodu ile verilen ¢dziim ifadesini

icerir, bundan dolayi da daha genel bir yaklagimdir,

(5.51) ¢oziim ifadesinin katsayilar1 7 yardimeci parametresine baghdir. (5.54)

esitligine gore (5.51) serisinin yakmsak olmasi igin gerekli kosul ‘l + h‘ <1 olmasidir, yani,

-2<h<0

seklinde olmalidur.
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(5.51) ¢oziim serilerinin yakinsaklik bdlgesinin 4 ’nin degerine baglh olmasi
ilgingtir. A (—2 <h< 0) nin degeri sifira yaklasgtik¢a (5.51) serilerinin yakmnsakhik bélgesi

genisler. (5.51) ¢6ziim serilerinin

0<t<p, 3—] s

7

b lgesinde yakmnsadigi bulunur, burada p, =~3/2 pertiirbasyon ¢oziimiiniin yakinsaklk

yarigapidir. Béylece, h (-2 <h< 0) sifira yaklastikea (5.51) ¢6ziim serileri

0<t <+

tiim bolgesinde V(I) = tanh (r) tam ¢cozimiine yakinsar.

Daha o6nceki tiim analitik tekniklerden farkh olarak, (5.51) ¢6ziim serisinin
yakinsaklik bolgesi #’ye uygun bir deger vererek ayarlanabilir ve kontrol edilebilir,
Boylece # yardimci parametresi ¢oziim serilerinin yakinsaklik bélgesinin ayarlanmasi ve

kontrol edilmesi i¢in kolaylik saglar.

5.2.2.2. Kesirli fonksiyonlar ile ifade edilen ¢oziim

(5.51) ¢iziim ifadesi temel fonksiyonlar ile gdsterilmesine ragmen, (5.44) ifadesi

0< <4

tiim bélgesinde gecerli olabilir. & (—2<h<0) sifira yaklasirken yaklagimin mertebesi,

h (—2 < h<0)’nin mutlak degeri kiigik bir deger aldiginda kesin ve yeterli sonug vermek

igin ¢ok yiiksek olmalidir. Teorik olarak daha iyi olmasina ragmen ve Pertiirbasyon
metodu, Lyapunov’un suni (yapay) kiigiik parametre metodu ve Adomian ayrisim metodu

ile verilen ¢6ziimden daha genel olmasina ragmen yaklasimin bu tiirli daha az verimlidir

(yeterlidir). Bundan dolay1 V(1) ye daha verimli(hizl) yaklagmak igin temel fonksiyonlar

daha iyi bir kiime olarak se¢gmek gereklidir.
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Daha 6nce bahsedildigi gibi, (5.18) ve (5.17) denklemlerini ¢ézmeden V limit
hizini bilmek kolaydir,

V (+oo) =
seklindedir.

(5.46) baslangic yaklagimi agik¢a bu 6zelligi saglamaz. Genel olarak, bir kuvvet serisi

sonlu bélgede yakinsar. Bundan dolayi, polinom fonksiyonlarin (5.44) kiimesi 0 <t <+

tiim bélgesinde V (r) ye verimli bir gsekilde yakinsamak i¢in uygun degildir.

Dikkat edilmeli ki

I

lim —=0. m2]
f—ppon (1+r)

seklindedir. Béylece, temel fonksiyonlarin kiimesi ile ifade edilen bir fonksiyon
{(]+;)’”’| m=0.l,2,3,---} (5.56)

t — +oo iken sonlu bir degere sahiptir. V (.f) ¢Ozlmiiniin

+

b {e)=2

=0 (I +£)’” ’

m

(5.57)

ile ifade edilebilecegini varsayilabilir, burada b, belirlenecek bir katsayidir. Bu ise
agiklayic1 problemin ¢dziim ifadesinin kuralinin ikincisini verir.
Coziim ifadesinin kuralinin ikincisinin altinda, (5.17) baslangic kosulunu ve (5.19)

limit hizini kullanip, V(l) ‘nin baslangi¢ yaklasimi olarak

I
Vo(t)=1-— £
U(I) 1+t i)

ifadesini ve ilgili yardimei lineer operatdr olarak da

L[cp(:;@]:ﬂw)@up(r;q) (5.59)

ifadesini
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£,
L{ : }:U, (5.60)

1+1¢

ozelligi ile segmek dogrudur. Burada C', integral sabitidir. L nin (5.59) tamimma gore,

(5.39) yiiksek mertebeden deformasyon denkleminin ¢oziimii

o

ho = 7
V.'Jr (F) == xm Vm—l (I)—i—-]: E[ [),(‘r) R”-’ (I; wi—1 )dﬂ"r + _l-l—f F) m ">— I'=

seklinde olur, Buradaki C, integral sabiti (5.38) baglangi¢ kosulu ile belirlenir. (5.57) ile
gosterilen ¢bziim ifadesinin kuralinin ikincisine gore ve (5.39) denkleminden yardime:

fonksiyon H (1),

:(I+r)” -'

seklinde olmalidir, burada x bir tamsayidir. x <0 iken (5.39) yiksek mertebeden

(5.61)

H{r)

deformasyon denkleminin ¢oziimiiniin

ln(l+.~f)
1+

terimini icerdigi bulunur, bu ise (5.57) ile gdsterilen ¢Gziim ifadesinin kuralinin ikincisine

uymaz. & >1 iken, (1+£)” tabam V(1) nin ¢6ziim ifadesinde yok olur sdyle ki (1+1)"
)’ i

:
teriminin katsayisi daima sifirdir ve boylece yaklagimin mertebesi sonsuza yaklagsa bile
degistirilemez(azaltilamaz). Bu ifade ise buna ragmen, ergodicity katsayisinin kuralina
uymaz. Boylece, ¢6ziim ifadesinin kuralinin ikincisine ve ergodicity katsayisinin kuralinin
her ikisine de uymasi i¢in, k¥ =1 olarak se¢ilmek durumundadir. Béylece ilgili yardime1

fonksiyon asagidaki sekilde tek olarak belirlenir,

H (1) =$ : (5.62)

Bundan sonra basaril1 bir sekilde
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__ ko 2m _n
I+t (140)° (1+1)°
7 ) 1 2n(1+h)

V =—h|1+—h =
2 (1) 1[ 8 JTer (1+1)°

7 1 107 5h?
—h| 1+=h —+ = Z ;
2 J(1+1) 3(1+1)" 4(1+1)

ni(1)

ifadeleri elde edilir,

V(() * nin ilgili m’inci mertebeden yaklasimimin

i ﬁ“f.” }1
V)=, Bual®) (5.63)

n=0 (1 + 1)”

ile ifade edilebilecegi bulunur, burada §,,, (%), 7 ye bagli bir katsayidir. Ayrica
-3/2<h<-1/2

seklindedr,

5.2.2.3. Ustel fonksiyonlar ile ifade edilen ¢coziim

Tyi bilinir ki

lim cxp(—n!)z{) ., n>1

=t

bigimindedir. Boylece, temel fonksiyonlarin kiimesi ile ifade edilen
{exp(=nt)| n> 0} (5.64)

fonksiyonu / sonsuza yaklastik¢a sonlu degere sahip olur. (5.19) limit hiz1 dikkate alinarak.

vukaridaki temel fonksiyonlar (5.44) den daha iyidir. V(I)’ nin

4 (t)zic,, exp(—nt) . (5.65)

=l

ile ifade edilebilecegini varsayalim, burada €, bir katsayidir. Bu ise agiklayict problemin

¢oziim ifadesinin kuralinin tiglinciisiinii verir.
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Coziim ifadesinin kuralinin tigiinciisiine gore, (5.17) ve (5.19) den, V(r)’ nin

baglangi¢ yaklasimi olarak

Vo (1) =1-exp(-r) (5.66)
ifadesini ve

L[ Cyexp(~t) =0, (5.67)

ozelligi ile yardimct lineer operatorii
pa} .
L[ ®(:q)]= -ﬂ;i)+ D(1:q) (5.68)
5

olarak secmek dogrudur, burada C, bir integral katsayisidir. Bu yolla, (5.39) m’inci

mertebeden deformasyon denkleminin ¢6ziimii

Vo (£)= 2, Voo (1) + 7 exp(=t) I exp(r) H(r) R, (? m_l]dr+(',’3 exp(—1). m=1,
! ,

seklinde olur, burada C, integral sabiti (5.38) baglangi¢ kosulu ile belirlenir. (5.65) ile
gosterilen ¢oziim ifadesinin kuralinin {iglinciisiine gore ve (5.39) denkleminden, H(I)

yardimce1 fonksiyonu
H(r) E exp(—xt), (5.69)

seklinde olmalidir, burada x bir tamsayidir. x <0 iken, (5.39) yiiksek mertebeden

deformasyon denkleminin ¢éziimiiniin

texp(—r) R
terimini igerdigi bulunur, bu ise (5.65) ile gosterilen ¢6ziim ifadesinin kuralinin {igiinciisiine
uymaz. x 22 iken, exp(—2¢) tabani (5.39) yiiksek mertebeden deformasyon denkleminin
ifadesinin ¢6ziimiinde daima yok olur s6yle ki exp(—2!) teriminin katsayis1 yaklasimin

mertebesi sonsuz olsa bile degistirilemez(azaltilamaz). Bu ise buna ragmen, ergodicity

katsayismin kuralina uymaz. Bdylece, (5.65) ile gosterilen ¢dziim ifadesinin kuralinmn
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liclinciisiine ve ergodicity katsayisinin kuralina uymasi igin x =1 alinmahdir. Béylece ilgili

yardimci fonksiyon asagidaki sekilde tek olarak belirlenir,

H(I)zcxp(-i). (5.70)

Bundan dolayi,

v, (r) = —ge"’ + he™ —ge'” :

I/’z (f) Z—g[l +2JG—F +ﬁ[] +g]e—2: _g(l_’_h)e‘;;

elde edilir.

V(I) " nin ilgili #’inci mertebeden yaklasiminin genel olarak

2n41

V()= > .., (k) exp(-nt), (5.71)

=0

ile ifade edilebilecegi bulunur. Burada y,, , (h): h’ ye baglh bir katsayidir. Ayrica
—2<h<0 , H(r)=1

seklindedir.

5.2.3. Yakinsakhk Teoremi

Teorem 5.1. ¥, (1) ifadesinin (5.41) ve (5.42) tanimlari ile, (5.37) serisi yakinsak oldugu

siirece (5.38) ve (5.39) yiiksek mertebeden deformasyon denklemleri ile ifade edilir. Ayrica

V. (2), (5.17) ve (5.18) denklemlerinin tam ¢6ziimii olmahdir.

Ll
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Ispat: Eger

+aC

> 7, (1)

m=0

serisi yakimsaksa,
SO=> V(¢
m-0
yazilabilir ve

lim ¥, (1)=0 (5.72)

M=

olur. x,, 'in (5.41) ile verilen tanimi kullanilarak,

Z [V ()= 200 (1) ]=

elde edilir. Burada (5.72) esitligi géz6niine alinirsa,

o

> [V (0) = 2Va (1) ]= Tim ¥, (1) =0

Hi—p
ni=1

yazilir. Yukaridaki ifadeyi ve L "nin (5.22) ile verilen tamimimi kullanarak,
+o

> L) 27 (0] = L2 [ ()= 2 a(0)] =0

ni=1 m=l

¢lde edilir. Bu son esitlik ve (5.39) denkleminden,

ZL[V (1) -2V (1) ]= ﬁH(rZR( ]

n=1 m=

esitligi elde edilir. %0 ve H(f) # (0 olmasi halinde
Z Rm(Vm—1)=0 : (5.73)
m=1

ifadesini verir. (5.42) "den,
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+1 m—1

ZR (V)= Pt +ZVJ(r s (-1 1x,.)

ni=l m=1

+or =]

:iwu 143 S v 0w, 0)

1 m=1 j=0

ZOEIISIACUANG

F=0 m= 41

lm R RAONAC

j=0 i=0

1]
Lo}

Il

M* ZMt

:S( )+8%(1)-1 (5.74)

bulunur. (5.73) ve (5.74) denklemlerinden,

S‘(r)+S2(r)—1 =0, >0

esitligi elde edilir. (5.21) ve (5.38) denklemlerinden,

S(0 :i (0 +Z V,(0)=V,(0)=0

=0

bulunur. Bundan dolay1, yukaridaki iki ifadeye gore S(-"), (5.17) ve (5.18) denklemlerinin

tam ¢dzimii olmahdir. Boylece ispat tamamlanir.

Ayrica yukaridaki teoremin oldukga genel bir formda (5.22) ile tanimlanan L
yardimer lineer operatorii igin gegerli oldugu not edilmelidir, burada ¥, (I) #0 ve ¥, (t)

farkli fonksiyonlar olabilirler. Bu yakmsaklik teoremi &nemlidir. Bu teoremden dolay:

yaklagim serilerinin yakinsaklig1 sagladig: ifade edilebilir. (5.37) serisinin yakinsakligmin
yardimei parametre /i, yardimei fonksiyon H(-‘-‘), baslangi¢ yaklasim V, (t) ve yardimci
lineer operator L ‘ye bagli oldugu agiktir. Homotopi analiz metodunun olumlu tarafi
bunlarin tamaminin se¢iminde kolaylik saglamasidir. Boylece, 7, H(I‘), V, (I) ve L
degerleri uygun segildigi siirece (5.37) serisi 0<7</f, bolgesinde yakmsak olur. (5.37)
serisi bu bélgede tam ¢bziime yakinsamahdir. Bundan dolay1, yakinsakhk teoreminin ve

yardimc1 parametre 7. yardimci fonksiyon H(f), baslangig yaklasimi ¥, (1) ve yardimel
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lineer operatér L ‘nin se¢imindeki rahathigin birlegimi homotopi analiz metodunun

gegerliliginin ve esnekliginin kdsetasini kurar.

5.3. HOMOTOPI PERTURBASYON METODU (HPM)

Bu metodun temel kavramlarini tanimlamak amaciyla lineer olmayan diferansiyel
denklemi:

A(u)-F(r)=0, reQ, (5.75)
B’(z:,(?u/an)z{}, rel’, (5.76)

sinir kosullar1 ile ele alalim. Burada A; bir genel diferansivel operatérii, B: sinir

operatorii, f () bilinen bir analitik fonksiyondur ve T', Q tanim bolgesinin smniridir.

Genelde, A operatérii L ve N olarak iki boltime ayrilabilir, burada L lineer operatér,

N lineer olmayan operatordiir. Bu nedenle (5.75) denklemi asagidaki sekilde de yazilabilir:

L(u)+N(u)-1(r)=0. (5.77)

Homotopi teknigi kullanilarak,

H(V.p)=(-p)[L(V)-L(u) |+ p[4(V)-f(r)]=0, pe[0.1], reQ, (5.78)
H({V,p)= L(V)—L(ug) +pL(u0)+p[N(V)-—f(r)]= 0, (5.79)

sartlarint saglayan bir V(}*,p):Qx[D,l]—)R homotopisi kurulur. Burada pe[O,l]
yerlestirilen parametre, u, swmnir sartlarii saglayan (5.75) denkleminin baslangig

yaklagmudir. Agikga, (5.78) ve (5.79) denklemlerinden:

H(V,0)=L(V)-L(u,)=0, (5.80)

HW.1)=A(V)-f(r)=0, (5.81)
seklindedir. Sifirdan p'nin degigim siireci sadece V' (J’,p) icin, 1, (r) *den u(r) ‘ye
kadardir. Topolojide, bu deformasyon olarak, L(V)—L(u,) ve A(V)—f(r) homotopi
olarak adlandirilirlar.
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Homotopi pertiirbasyon metoduna gore ilk olarak yerlestirilen p parametresi,
“kii¢iik parametre” olarak kullanilabilir. (5.78) ve (5.79) denklemlerinin ¢éziimiintin p'nin

kuvvet serisi olarak yazilabildigini varsayalim:

V=V,+pV+pV,+ (5.82)

(5.75) denkleminin yaklasik ¢6ziimiinde p =1 alinmasi sonucunda:

u=lmV=>V (5.83)
3l =0

clde edilir.

Pertiirbasyon metodunun ve homotopi metodunun birlesimi Homotopi pertiirbasyon
metodu (HPM) olarak adlandirihir ki bu metot genel pertiirbasyon metotlarinin
simrlamalarimt  ortadan  kaldirir.  Dhiger taraftan, bu yontem genel pertiirbasyon
yontemlerinin tiim avantajlarina sahiptir. (5.83) serisi pek ¢ok durum i¢in yakinsaktir.
Bununla beraber, yakmsaklik orani A(V) nonlineer operatdriine baghdr (asagidaki
diisiinceler (J.H. He, 2006) tarafindan 6nerilmektedir):

(1) N(V)'nin V 'ye gore ikinci mertebeden tiirevi kii¢iik olmalidir ¢linkii parametre

oldukea biiyiik olabilir, yani, p —1 olabilir.

(2) Serinin yakinsamasi i¢in L' (6N/@V') nin normu birden daha kiigiik olmalidur.
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6. NUMERIK METOTLARIN DIRAC DENKLEMLER SIiSTEMINE
UYGULANMASI

6.1. HOMOTOPI ANALIiZ METODU (HAM) ve HOMOTOPI PERTURBASYON
(HPM) METODU’ NUN DIRAC DENKLEMLER SISTEMINE UYGULANMASI

Bu kisimda, dordiincti bélimde detayh olarak verilen Dirac denklemler sisteminin
niimerik ¢oziimlerini elde etmek amaciyla yari analitik metotlar olan HAM ve HPM
kullanilacaktir. Bu denklemler sisteminin daha 6nce ADM kullanilarak niimerik ¢oziimleri
[91T de incelenmistir.

(4.4) ile verilen kanonik denklem sisteminde p(x) ve r(x), [{},:«'r] araliginda tammh

reel degerli ve siirekli fonksiyonlar, A problemin 6zdegeri olmak {iizere (4.4) matris

denklemine karsilik gelen denklemler sistemini,

0, +{p(x)-2}0, =0, ¢} +{A-r(x)}e,=0, (6.1)
ve

@, (0,4)cosa +¢,(0,1)sina =0, (6.2)

@, (7. 2)cos B+, (7, 2)sin § = 0. (6.3)

sinir kosullarmni gézoéniine alalim. ¢ (x. /‘.) ile (6.1) denklemler sisteminin

@, ((}, /1) =cosa, @, (0,)\,) =—sing
baslangic kosullarmi saglayan ¢oziimiinii gosterelim. Bu ¢6ziimiin (6.2) smir kosulunu
sagladigi agiktir. (6.1)-(6.2) problemini p(x)zr(x) =0 olmas: halinde g&zdniine alalim.
Bu durumda ¢6ziim fonksiyonlarmm goriintiileri,
¢, (x.A)=cos(Ax-a), @, (x.2)=sin(Ax-a)
seklindedir. HAM ve HPM’ nu uygulamak amaciyla dncelikle (6.1) denklemler sistemini
(,5'2+{p(x)—1}(9,=0, (ﬁ;+{/'l,—r(x)}q02:0, (6.4)
bigiminde yazalim. Bu taktirde baslangi¢ kosullar:

@,(0,.A)=cosar, ¢,(0,4)=—sina (6.5)
seklinde olur.




6.1.1. HAM’ nun Uygulanmasina iliskin 6rnek

(6.4), (6.5) ile verilen Dirac denklemler sistemine HAM' nu uygulayabilmek
amactyla, 1#0 ve H(x.r)#0 srasiyla yardimer parametre ve yardimei fonksiyon olmak

lizere, (5.39) esitligindeki n. mertebeden deformasyon denkleminden hareketle,

L[”L, (x,t)—;(”u]”_J (x,r)] =hH (.}C,.’)Rln [1_;1”_] (x.t)], n=l,

(6.6)
L[u?_“ (x,t)—x”u?”_l (x.f)} =H H(X-I)Rz” |:M;,'ﬁ_1 (x,t)}, n=l;

esitlikleri vazilir. Bu denklemlerde H(x,!) yardimct fonksiyonu; H(x,r):l olarak ele

almacaktir. Bu taktirde (6.6) denklemlerinin baslangig sartlari,
uIN(O_.?L):cosa, ", (0.2)=—sina (6.7)

bigiminde olur. Burada Rln [;|"_1 (X,I‘)} ve Rz" |:;¢'2ﬁ_| (XJ)] terimleri,

dl &
R, [”1” : (x,r‘)] MJALMEH (x,f)

dx (6.8)
R [u (x I)]:M—Ru (r t)
2. 2.9 ] a(x Togp %702
ve
o

seklindedir. (6.7), (6.8) ve (6.9) esitlikleri gbz 6ntine alinarak (6.6) denklemi n=1,2,3,...
degerleri icin yazilirsa Dirac denklemler sisteminin sirasiyla @,(x,2) ve @, (x.2) ile

gosterilen ¢ozlim fonksiyonlarinin elemanlari olan terimler,

u, (x,A)=cosa,

u, (x,4)=-hlxsina,

u, (x,A)= —(h+h2)&xsinfx +h&22—;cosa,
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2

U, (x_-./l)=—(h+2h2 +h3)”i‘xsma{+(h_h3))bz%COSC{+

+hA° ——xmoc
31

iy, (#.5)= (h+3h +3h° + 7 );Lxsino:Jr

+(h=31*=21") 22 X cosa +(3n° +3h“]/'t.3x—simx—
21 EY

4
34 X
—-h A mcosa,

u, (x.2)=—(h+4h* +6h" +4h* +h5))bxsino:+

+(ﬁ—6h’-‘ —8h* —3h )Aﬁ A—

+(6h3 +124* +6h5)ﬂ,3'—sina -
31

4 5

(30 +2n* - 7*)A* X cosa—n*A’ I sina,
41 51

veE

U, (x, )L) =-—sina ,

u, (x,4)=—-hixcosa,
ugz(x,)b)z—(thh )ﬂ,xcosa e T —sina ,

u, (x,4)= —(h+2h2 +h3)7\,xcosa—h2ﬂfi;_—!cosa+
2

+(2h2 +2h° )) ?sma
=

h+3h%+3R° +h )/’Lxcosa-

3

(2?: 5= ) J;!cosocjL
(

2 4

+{3h% +6h° +3h° )/l i ——sina —h" ?4 —sina.
21 41
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u, (x,4) =—(h'+4h2 +6h° +4h* +}‘15)ﬂbxcosa—

2
3

—(3h2+3h3-—3h4—3h5)13%%003a4—

+(4h2+12h3+12h4+4h5)22x
21

sin o —

4 5
Ll sei¥

—(4!14 +4hs)/ﬁ—sma+h4/ﬁ ~_cosa,
4! 5!

olarak elde edilir. Boyvlece bu siire¢ devam ettirilerek bir sonraki terimleri de

hesaplanabilir. Elde edilen bu terimlerden

uy (x.4) = iu,” (x.4), u, (x,it) = iugﬂ (x.1) (6.10)

n=0 n=1

serilerini olusturarak, (6.4) Dirac denklemler sisteminin (6.5) baglangic kosullarini
saglayan yaklasik ¢oziimleri elde edilir. Analizde bilinen yakinsaklik testlerinden

faydalanarak elde edilen bu serilerin kolayca yakmsak olduklarini gostermek miimkiindiir.
6.1.2. HPM’ nun Uygulanmasina iliskin érnek

(6.4), (6.5) ile verilen Dirac denklemler sistemine HPM’ nu uygulayabilmek

amaciyla (5.78) esitligi vardimu ile (6.4) denklemler sistemi igin,

(1-p) 4%, _dn, N v l=0
)| T— +pl—+ 47, |=
Pl dx dx | | d :

ax
(6.11)
(1-p) 22 Sy |l B g |t
& dx dx £ dx J8
homotopilerini kuralm. Bu denklemler i¢in
¥ =¥ +pY +95%F, +p’F +p'F, ¥p°F, e
" ‘ ’ ’ ’ (6.12)

F

Y,=Y, +pY, +2Y, +p’F, +2°Y, +p°F, +u

bicimindeki ¢oziimleri aradigimizi kabul edelim. Bu g¢oziimlerde (6.11) esitliklerindeki

gerekli olan tiirevler alinir ve yerlerine yazilirsa,
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dY,

>

ve

ay

dx

2y

4
dx

2

(]

Ve

ta

dx

g

P

dy, ; dar,
ik dx i dx ¥
du,,
e dx
dYZJ q d}’zz
R dx e dx g
du

+pd—1'—p/’l}’]“ —pPAY, —p’AY, = p'AY, - p°AY, —p°A¥, =0

bicimde ayrigimlar yapilabilir:

dr, —du, "
dx - dx
le. du]ﬂ
o +—dr +AY2“ =0
dYIu
——+AF, =l
» ;
dy,.
= —+AY, =0
» )
dy,
e AY. =0
dx o
dy,
:T+)DY2’ =4
x :
‘dYZU _du.z_:_ 3
“dx  dx
dY, du,
dxI i dxl _I{Yl"' i
dIrZs
= -AY, =0
x

3 3 i
dx
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+pAY, +p*AY, +p’AY, +p*AY, +p°iY, +p°A¥, =0

olacak sekilde cebirsel denklemler sistemleri elde edilir. Sirasiyla, bu cebirsel denklemler

sisteminlerinde polinem esitligi dzelligi kullanilarak p ’nin kuvvetlerine gbre asagidaki

(6.13)

(6.14)

(6.15)

(6.16)

(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)




dy,

p d; -AY,, =0 (6.23)
4 d}72
ot = ~—A¥, =0 6.24)
. 3
dy,.
p’ :d—_°—/1,}’1 =0 (6.25)
% ;

(6.13)-(6.19) esitlikleri u, (x.A)=cosa baslangig sarti ve (6.20)-(6.25) esitlikleri
uz‘_:(x,)v):—sina baglangic sarti ile ¢oziildiiginde Y, .Y, .Y, .Y, 1) .Y, ... ve

Y, .Y,.Y, .Y,.Y, .Y, ... terimleri sirasiyla,

A )

Y, =cosa,

Yllzixsina,
2
Y =-2'"—cosu,
¢ 2!
x3
Y, =-1""sina,
3!
4
Yh:/“—[cosoc,
5
}'h:ﬂs'—sina,
ve
Y, =—sina
]
Y, = Axcosa ,
2.

X :
b33 =-A*"sine,
4 41
5
5 X
Y, =4 —cosa,
J 5!
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seklinde elde edilirler. Boylece (5.83) ‘esitligi ve yukarida elde edilen
}"]U,YH,Y'Z,Y];,YH,Y]S,... ve an,}’21,}’32_,YEE,YL,}’zs,...terimleri strasiyla kullanilarak

 (x,A)=lim ¥, =i}’1”
n=0

=l

- (6.26)
¢, (x,A)=lim ¥, = ZYZ”

1—]
R n=0

olacak sekilde (6.4), (6.5) Dirac denklemler sisteminin bir yaklasik ¢oziimii elde edilir.

Benzer sekilde burada da bu serilerin yakinsakligi s6z konusudur.
6.2. HAM ve HPM COZUMLERININ YAKINSAKLIGININ INCELENMESI

Bu kisimda, Oran testini kullanarak yukarida elde ettigimiz yaklasik ¢oziimlerin
vakinsakligmmi inceleyecegiz. Yapilan hesaplamalar HAM ve HPM ile elde edilen

sonuglarin x * in tiim bélgesinde yakinsak oldugunu géstermektedir.

Teorem 6.2.1. Eger HAM ve HPM ile elde edilen seriler

#1(22)=26,, (x2). 3,(xA)=Y6,, (x.2)
=0 n=0

seklinde ise,

1) 0<x< 7z aralifinda Zqﬁ] (x,4) serisi yakmsaktir.
n=_

2) 0<x <7 arahgmnda 21;52” (x.4) serisi yakinsaktr.

n=l

Ispat: 1) q’é](x,ﬂ)=i¢7,”(x,it) serisi,
n=>0

mﬁl(x,ﬁ)::g@‘n (x’/l):g(_])(;(_&:;)! - sino +

(=1)" (Ax)”

+27€OSQ’

=1 (2f1)!

(6.27)
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seklinde yazilabilir. Oncelikle Z

(_l)u—l ()bx)zu—l
(2;1—1)!

serisini gozoniine alalim. Buradan,

n=1

a,.| |(c)" ()" (2n-1)t |

e Cnet ) ™ (6.28)
B A'w?
l(2n+1)(20)

1 —> o0 icin yukaridaki ifade sifira yaklagir, seri x” in her degeri igin Ratio testine gére

yakinsaktir. Boylece, bu serinin yakinsaklik aralii tiim (—oo_.oo) reel eksenidir.

1)" (1x)"

Benzer sekilde Oran testini Z - (,) )1
2n)!

n=1

serisine uygularsak,

(2n) |

‘am 1 ‘ : (_ ]_) n+l (j.,x) 2n+2 .
&l ] Tl G (629)
~|@n+1)(2n+2)|

elde ederiz. m—o i¢in yukaridaki ifade sifira yaklasir, seri x’in her degeri igin

yakinsaktir. Boylece, bu serinin yakinsaklik araligi tiim (—co_. oo) reel eksenidir.
(6.28) ve (6.29) esitliklerinde elde edilen sonuglardan, HAM ve HPM® nin ¢, (x,/l)

exact ¢dziimiine 0 < x <7 araliginda yakmsak oldugu goriiliir.

2) ¢, (x, ﬂ.) = Zgﬁ, (x,/l) serisi i¢in de ispat benzer sekilde yapilabilir.
n=i}
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6.3. DIRAC DENKLEMLER SISTEMININ NUMERIK COZUMLERININ
DEGERLENDIRILMESI

Bu kisimda, Dirac denklemler sisteminin ¢ (x,A)=cos(Ax-a) ve
@, (x,A)=sin(Ax—a) esitlikleri ile tanimlanan analitik ¢dziimleri igin HAM ve HPM
kullanilarak elde edilen niimerik sonug¢larinin tic boyutlu goriinimleri verilmistir. Ayrica
bu niimerik sonuglarin analitik ¢oziimler ile arasindaki mutlak hata verileri grafikler ve
tablolarla verilerek niimerik irdelemeleri yapilmistir. Daha sonra HAM® da kullanilan ve
elde edilen yaklagik ¢6ziimiin yakinsaklik araligini belirlemede nemli bir rol oynayan #
yardime1 parametresinin grafigi ¢izilerek Dirac denklemler sisteminin yaklasik ¢oziimleri
i¢in yakmsaklik araligi belirlenmigtir. Belirlenen bu yakinsakhk aralig: i¢erisinde bulunan

keyfi noktalarda % yardimci parametresine degerler verilerek en iyi yaklasimin 4’ in hangi

degerinde oldugu tablolarda gosterilmistir.
Incelenen denklemler sisteminin analitik ¢oziimleri sirasiyla ¢, (x._/l) ve ¢, (x, /1)

olmak {izere HAM ve HPM kullanilarak elde edilen vyaklagik ¢oziim serileri

n=1 -

6, (x.2)=D 0, (x.A). v,(x.2)=D 0, (x.4), n>1 seklinde ifade edilebilir.
k=0

=0

bl

a)
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b)

Sekil 6.1. Dirac denklemler sisteminin @, (x, ;L) analitik ¢éziimiiniin ve yaklasik ¢éziimlerinin {ig

boyutlu goriniimii a) Dirac denklemler sisteminin (p,(x,ﬂ,) analitik ¢6zlimiiniin i boyutlu

goriintimii, b) Dirac denklemler sisteminin gol(x,i) ¢oziim fonksiyonu igin HAM(A=—1) ve

HPM ile elde edilen vaklasik ¢oziimlerinin ti¢ boyutlu goérimimi (o =1)

Tablo 6.1. HAM( /s = —1 ) ve HPM kullanilarak Dirac denklemler sisteminin ¢, (x, /1] igin mutlak
hatast (a =1)

P, (x‘ ;t’) —5?55 (xrﬂ)

Alx| 0l 0.2 0.3 0.4 0.5
0.1 ]
.88178x107'° | 4.82947x107* | 5.50671x107 | 3.10096x107" | 1 18552x10™"!
0.2 )
.82947x107 [ 3.10096x107"% | 3. 54767x1071" | 2.00197%x10°1¢ | 7.6698x107°
0.3 .
50671x107" | 3.54767x107"" | 4 06731x107% | 2.29998x10"" | 8.82949x10°"
i 10096x1072 1 i 5 P
. x .00197x10 .29998x107° .30322x10 .01285x107"
0.5 =
-18552x107" .6698x107" .82949x107" .01285x107" .93185x107’
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Tablo 6.2. / yardimci parametresinin farkli degerleri igin Dirac denklemler sisteminin ¢, (x, /1)

¢dziim fonksiyonunun mutlak hatasi (¢ =1,x =0.5)

A h=-14 h=-1.2 h=-1 h=-0.38 h=-06
0.1 { , )
7.88727x107% | 1.52635%x107% | 1.18552x107 | 1.42784%x10™° .29787x10™"
02 _ , _
2.21219=x107" | 5.75056%107"° 7.6698x107t¢ LA40357x107¢ . 63608%1077
0.3 B )
4.14203x107" | 1.25295x10™ | 8.82949x10™" | 1.18734x10~° | 2.98817x1073
0.4 . _
6.4418x10" 2.17038x107 | 5.01285x107" .07902x107* L65744%x1077
0.5 » _
8.96813x107" | 3.31014%x107% | 1.93185x107° .21153%x1073 .61752%107°
¥
\ 500 -
\\ s
| e — | = i 1 h
- -2 ™2 4
—s00]-
~1000 \\

Sekil 6.2. Dirac denklemler sisteminin @, (x,/l) goziiminiin ¢, (x, /1) icin &1 egrisinin grafigi
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YHAMHPM

=== YAnalytic

Sekil 6.3. Dirac denklemler sisteminin @, (x,/l) analitik ¢ozimil ile HAM ve HPM ile elde edilen

yaklasik ¢oztimlerin karsilagtiriimasi

(6.1) ile verilen Dirac denklemler sisteminin ¢, (x.4) ¢6ziim fonksiyonu igin

HAM ve HPM ile elde edilen niimerik sonuclat1 Sekil 6.1, 6.3 ve Tablo 6.1, 6.2 ’de

verilmigtir. Tablo 6.1 "de ¢, (x,A) seri ¢dziimiiniin sadece bes teriminde bile analitik

¢oziime ¢ok yakin degerler elde edilmistir. Bu tabloda HAM ile elde edilen sonuglarda
h=-1, H(x,t)=1 alinmistr. 1 yardimci parametresinin bu sekildeki se¢iminin HPM ile

elde edilen niimerik sonuglarin HAM ile elde edilen degerlere yakinsadigi sonucuna
varilmistir. Bu durum Tablo 6.1 “den goriilebilir. Ayrica HAM ile elde edilen seri
¢oziimlerde analitik ¢bziime en iyi yakmmsamayr saglamak amaciyla A  yardimci

parametresinin grafigi ¢izilerek seri ¢oziimiin yakinsaklik araligi bulunabilir. Sekil 6.2" de

Dirac denklemler sisteminin ¢, (x,A) ¢oziimii igin HAM uygulanarak elde edilen seri

¢oziimiin yakmsaklik aralig1 yaklagik olarak —2.5<# <-1.5 araligidir. Bu aralik igerisinde
en iyi yaklasimin hangi noktada olabilecegi 7 parametresine degerler verilerek bulunabilir.

Bu durum da Tablo 6.2 *de verilmistir. Bu tabloda da #=—1 degerinde analitik ¢6ziime en

iyi yakinsama goriilmiistiir.
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Dirac denklemler sisteminin ikinci ¢oziim fonksiyonu olan ¢, (x,4) igin de
agagidaki degerlendirmeler s6z konusudur:

a)

Sekil 6.4. Dirac denklemler sisteminin ¢, (x,l) analitik ¢ézimiinlin ve yaklagik ¢dziimlerinin {ig
boyutlu gériiniimii a) Dirac denklemler sisteminin @, (x,/l) analitik ¢dziimiiniin ti¢ boyutlu
goriinlimil, b) Dirac denklemler sisteminin ¢, (x,l) ¢6ziim fonksiyonu i¢cin HAM(h=—1) ve

HPM ile elde edilen yaklagik ¢oziimlerinin tic boyutlu goriintimil (o =1)
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Tablo 6.3. HAM( 2 =—1) ve HPM kullanilarak Dirac denklemler sisteminin ¢, (x, /'l) icin mutlak

hatasi (. =1)
@, (x, A) -y (x, 1)
A% 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.1 _ )

1.11022=1071° | 7.4607x107" | 8.48654x107 | 4.7693x107 | 1. 81766x10°22
0.2 . i

7.4607%x107 4,7693x107 5.42237x10°1 | 3.04087x10710 | 1.15778x107"
0.3 _

8.49654x107" | 5.42237x107" | 5 15584x1071 | 3.45045x107 | 1.31239x10"°
0.4 1 _

4.7693x10 3.04087x1071% | 3.45045%107% | 1.83111x107" | 7.33726x107"
0.5

1.81766x107"

110"

L

=L
o]
et
o

.33726x107"

2.78474x107°

Tablo 6.4. 7 yardimci parametresinin farkli degerleri igin Dirac denklemler sisteminin ¢, (x._ﬁ)

¢oziim fonksiyonunun mutlak hatasi1 (o =1, x =0.5)

A h=-14 h=-12 h=-1 h=-08 h=-0.6
0.1 ; 5 ;

9,34272x107° | 1.55359%1077 | 1.81766x107" | 1.71945%10° | 3, 68165x1 0"
0.2 ) )

1.95627=10™ 1.05206x107" | 1.15778x107% | 5.69742x107% | 9.18173x107"°
0.3 _ _ )

8.77804x107" | 2.03429x107" |1.31239x10™" | 1.26629x107° | 1.64572x10"°
0.4 - |

1.94543x107° | 1,42134%107° | 7.33726%107% | 2.32295x107 | 2.54334x107°
0.5 o B ) )

3.37207x107 | 2 g5285x107° | 2.78474x1077 [ 2.79083x107% | 3.60058x1077
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Sekil 6.5. Dirac denklemler sisteminin ¢, (x, /1) ¢Oziimiiniin (x_, A) icin A egrisinin grafigi

1.0 | P

0.5F 7~ Y

YHAMHPM

=== YAnalytic
-1.0

-15 \

Sekil 6.6. Dirac denklemler sisteminin ¢, (x, /'l) analitik ¢6ziimil ile HAM ve HPM ile elde edilen
yaklagik ¢oziimlerin karsilagtirilmasi

(6.1) ile verilen Dirac denklemler sisteminin ¢, (x,A) ¢oziim fonksiyonu igin
HAM ve HPM ile elde edilen niimerik sonuglari Sekil 6.4, 6.6 ve Tablo 6.3, 6.4 ’de
verilmistir. Tablo 6.3 *de ¢,(x,4) seri goziimiiniin sadece bes teriminde bile analitik
coziime ¢ok yakin degerler elde edilmistir. Bu tabloda HAM ile elde edilen sonuglarda
h=-1, H(x,t) =1 alinmustir. 7 yardimci parametresinin bu sekildeki se¢iminin HPM ile

elde edilen niimerik sonuglarm HAM ile elde edilen degerlere yakmsadigi sonucuna
varilmistir. Bu durum Tablo 6.3 “den goriilebilir. Ayrica HAM ile elde edilen seri
¢ozlimlerde analitik ¢6ziime en iyi yakinsamay:r saglamak amaciyla %2 yardimci

parametresinin grafigi ¢izilerek seri ¢dziimiin yakinsaklik araligs bulunabilir. Sekil 6.5” de
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Dirac denklemler sisteminin c;oz(x,l) ¢Oztimii icin HAM uygulanarak elde edilen seri
¢Oziimiine gore /i yardimcei parametresinin egrisi ¢izilmistir. Bu sekilde goriildiigii gibi seri
¢ozlimiin yakmnsaklik arahg: yaklagik olarak —1.75</<-0.5 araligidir. Bu aralik
icerisinde en 1yi yaklasimin hangi noktada olabilecegi # parametresine degerler verilerek
bulunabilir. Bu durum da Tablo 6.4 ’de verilmistir, Bu tabloda da 7i=—1 degerinde

analitik ¢6zlime en ivi yakinsama gériilmiistiir.
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7. DIFUZYON DENKLEMININ NUMERIK COZUMLERI

7.1. DIFUZYON OPERATORUNUN SPEKTRAL TEORISI ile ILGILI TEMEL
OZELLIKLER

Diftizyon operatori,
Iy=—y"+ [ZAp(x) +q (x):l y=2’y, xe[0,7] (LT

y'(0,4)-hy(0,4)=0

V(m,A)+Hy(n,A)=0" (7.2)

bi¢iminde tamimlanir. Burada & ve H sonlu reel sayilar, p(x) ve q(x) reel degerli
fonksiyonlar ve m > 0 igin ;J(x) (= WZ’”+I [0_.?1’], g(x) ew’” [0,:*?] seklindedir.
(7.1) denkleminin; (7.2) kosullarim saglayan ¢éziimii ¢(x,1),

»(0,2)=0, y'(0,4)=1

Y (n.A)+Hy(n,A)=0" (7.3)

kosullarmi saglayan ¢oziimi ise g{/(x,i) olsun. Bu problemlerin ¢6ziim fonksiyonlari

sirast ile,
o(x.2)= cos(/lx)——sm(/tx) js‘“p‘x "H[zap 1)+ q(t) ] (r1)d
(7.4)
w(xA)= S"’)’“) + il (" /)] [24p(0)+ g (1) ]w (1) b,
o (7.5)
seklindedir [32, 50].
Bir baska ifade ile (7.1) denkleminin,
0(0,2)=1, ¢'(0,4)=h, (7.6)
baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimii ¢ (x,2) olsun. Bu takdirde,
p(x.A)=cos| Ax—a(x)]+ [ A(x.t)cos At dr+ [ B(x.r)sin Ardr, (1.7)

seklindedir. Burada,



o (x)=x.p(0) +2J.{:[A (£.&)sina(E)—B(&.8)cosa (é)] dé (7.8)

g(x)=—p*(x)+ 2;—7}[‘4 (x.x)cosa (x)+ B(x,x)sina (.k)] (7.9)
X
A(0.0)=h.  B(x,0)=0, 3‘4(:;—0 -0, (7.10)
© =0
>0 i¢in A(x,—1)=0, B(x,~1)=0;
t>x igin B(x.1)=0,
a(x)=[ p(t)dr (7.11)

olmak iizere x ve ¢ degiskenlerine gdre (m+1). mertebeden karesi integrallenebilir

tiirevlere sahip olan A(x,¢) ve B(x.r) fonksiyonlart meveuttur. Ayrica m21 olacak

bigimde,
B dixd OB(x.1 32 A(x1
- A(z )_2!7(“’6)#1—(}()6)14()6,.?):#
ox cl
0°B(x.1) 8A(x.1) 5B (x.1) (7.12)
il i 0" B(x,
0 2 +2’)(x)7._q(x)‘8(x’r):T

denklemler sistemi saglanir. Tersine, eger A(x,i) ve B(x,f) ; (7.12) denklemler sistemini

ve (7.8), (7.9), (7.10) kosullarim1 saglayan ikinci mertebeden karesi integrallenebilir

fonksiyonlar ise, (7.7) formiilii ile taniml go(x,/l) ¢oziim fonksiyonu (7.1) denkleminin
(7.6) baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimiidiir [32].

Bu problemin n. 6zdegeri,

Cy

Ap =N+ Co+—+
n n

Cl,n

olsun. Burada
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1 o 2
c[,:—L p(x)dx, Z‘cl_”‘ <o,
?r L

. :l(h+H+%E[p2(x)+q(x)}dxj,

T

biciminde tanimlanir, 4 ve f sonlu reel sayilardir [32].

7.2. ADOMIAN AYRISIM METODU (ADM), HOMOTOPI ANALIZ METODU
(HAM) ve HOMOTOPI PERTURBASYON (HPM) METODU’ NUN DIFUZYON
DENKLEMINE UYGULANMASI

Bu kisimda, besinci béliimde analizleri yapilan yart analitik metotlar olan ADM.,
HAM ve HPM kullamlarak, (7.1) ile verilen difiizyon denkleminin p(x) ve ¢(x)

potansiyellerinin farkli alinmalar1 durumunda niimerik ¢oziimleri elde edilecektir.

7.2.1. p(x)=0 ve ¢(x)=0 olmasi durumu
p(x) =0 ve q(x)z 0 olmasi halinde (7.1) ile verilen diflizyon denklemi

V'+A°y=0 seklindeki Sturm-Liouville denklemine déniigiir. Bu denklemin analitik
¢oziimii y(x,A)=cos(Ax) dir. Simdi bu denklemin seri ¢6ztimlerini arastiralim.
7.2.1.1. ADM’ nun Uygulanmasi

Yy +A%y=0, (7.13)
y(0.4)=1, y'(0,2)=h, (7.14)

baslangi¢ kosullari ile verilen diflizyon denklemini géz &niine alalim. (7.13) denklemi,
Ly+A'y=0, (7.15)

2

seklinde operatdr formda yazilir. Burada L :% bigimindedir. L' ters operatdriiniin
x

var oldugu kabul edilir ve L' =II() dx dx seklinde tanimlanarak (7.15) esitliginin her iki
00
tarafina uygulanirsa,
LL y+A*L]'y=0, (7.16)
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ifadesi elde edilir. Buradan
y(x.2) = y(0,2)+xy (0,A) = A*L7y,

bulunur. Son esitlikten asagidaki sekilde bir rekiirans(indirgeme) bagintisi yazilabilir;

{ Yo (x,/"-,) :)"(0,l)+xil-"(0,ﬂ,), .17

i, (x, ﬂ,) = —/'LEL;'}J'” (x, /’u), n=0,

Buradan (7.14) ile verilen baslangig¢ sartlar1 ve (7.17) rekiirans bagintis1 kullanilarak,

Vo (x.i) =1+xh,

terimleri elde edilir. Bu terimler (5.6) esitliginde yazildiginda (7.13), (7.14) baslangic deger

probleminin bir vaklagik ¢6ziimii elde edilmis olur.
7.2.1.2. HAM’ nun Uygulanmasi

(7.13), (7.14) ile verilen difiizyon denklemine HAM™ nu uygulayabilmek amaciyla,

h#0 ve H(x,t)¢0 sirastyla yardime1 parametre ve yardimer fonksiyon olmak iizere,

(5.39) esitligindeki ». mertebeden deformasyon denkleminden hareketle,

L[u, (x.0)= 2,0, (1) |2 H (xR, [ (1) ], m21, (7.18)
esitligi yazilir. Bu denklemde H(x,r) vardimer fonksiyonu; H(xq_t)=1 olarak ele

alinacaktir. (7.18) denkleminin baslangi¢ sarti,

u,(0,A)=1+xh (7.19)

bi¢imindedir. Burada R, [u n-l (x,t)] ifadesi,
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i, (x.1)

R, [uﬁ_l (x.!)} :—dxz—Jr}tzz;”_] (.\‘,I) (7.20)
ve
;f”-—{o’ .. (7.21)
s azl

seklindedir. (7.19). (7.20) ve (7.21) esitlikleri goz oniine alinarak (7.18) denklemi

n=12.3.... degerleri igcin yazilirsa difizyon denkleminin ¢6ziim elemanlari olan terimler,

uu(x,i)zlerh,_

2 3
y(BA)= ha? [% + % hJ 5

2 3 2 3 4 5
u, (x,2) = hA2| =+ h+h| =+ 2k ||+ 2% 2=+ Zn |,
2 21 3l 21 3l 41 5!
2

.5

olarak clde edilir. Benzer sekilde diger terimler de hesaplanabilir. Elde edilen bu terimler

u(x,r)ziun(x,f) (7.22)

esitliginde yazilarak (7.13), (7.14) baslangig deger probleminin bir yaklagik ¢oziimii elde

edilmis olur.
7.2.1.3. HPM’ nun Uygulanmasi

(7.13), (7.14) ile verilen difiizyon denklemine HPM’ nu uygulayabilmek amaciyla
(5.78) esitligi yardinu ile (7.13) denklemi igin,

iy dz iy
(l-—-p)|:d f H,_U]—l—p|:j }Zmﬁy}:o (7.23)

dx? dx* [ v

seklinde bir homotopi kuralim. Bu denklem i¢in

V=¥ 4 PO s (7.24)
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bi¢iminde bir ¢éziim aradigimizi kabul edelim. Bu ¢ézlimde (7.23) esitliginde gerekli olan

tirevler almir ve yerlerine yazilirsa,

¥, d¥%, ,d%Y, d'u, d'u,
—+p +p————+p
dx~ : dx? - dxr @y :

+pAiY,+ pi A, +p AT, =0

B
2

olacak sekilde bir cebirsel denklemler sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklemler

sisteminde polinom esitligi 6zclligi kullanilarak p "nin kuvvetlerine gore asagidaki bicimde

bir ayrigim yapilabilir:

d’y,

du,

0. ' -0 7.25

# dx* dx’ ( )

212}7 d2 .

p' :;xl' + d;,_? + A, =0 (7.26)
52}/"

p?;; 24 A%, =0 (7.27)
x

(7.25)-(7.27) esitlikleri wu,(x,A)=1+xh baslangi¢ sart1 ile ¢ozildigiinde Y,,7,.7,....

terimleri sirasiyla,

olarak elde edilir. Bdylece (5.83) esitligi ve yukarida elde edilen Y;,Y,,Y,.... terimleri
kullanilarak

y(x,4) =lim Y=i}’“ (7.28)

2l =0

olacak sekilde (7.13), (7.14) baslangig¢ deger probleminin bir yaklagik ¢6ziimii elde edilmis
olur.
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7.2.2. p(x] =0 ve q(x) = x’ olmasi durumu

p(x):U ve c;(.r)=x2 olmasi halinde (7.1) ile verilen difiizyon denklemi

V' +A%y—x’y=0 halini alir. Simdi bu denklemin seri ¢6ziimlerini arastralim.

7.2.2.1. ADM’ nun Uygulanmasi

VA2 y—xy=0, (7.29)
y(0.4)=1, »'(0.2)=h, (7.30)

baslangi¢ kosullari ile verilen difizyon denklemini goz éniine alalim. (7.29) denklemi,

Ly+A’y-x’y=0, (7.31)

2

seklinde operatér formda yazilir. Burada L = Y bicimindedir. L' ters operatdriiniin
x

var oldugu kabul edilir ve L' = jj() dx dx geklinde tanimlanarak (7.31) esitliginin her iki
tarafina uygulanirsa, -

L;‘L_r _v+),3L;fy—L:'x2y=0, (7.32)
ifadesi elde edilir. Buradan

y(x,2)=y(0,4)+xy'(0,A)—A’L]y+ L xy,

bulunur. Son esitlikten asagidaki sekilde bir rekiirans(indirgeme) bagmntis1 yazilabilir;

{ ¥ (x, /1) = y(O,ﬂ)+xy'(U,_)x),
(7.33)

Yo (xpﬂ.) = L'\l (x2 s ,13)},” (x, /'].,)_, nz0,
Buradan (7.30) ile verilen baslangi¢ sartlar: ve (7.33) rekiirans bagintis1 kullanilarak,

yn(x,)h)szh,
JC2 X3 x4 XS
%A =R it g,
»(®4) 2“3 T2 20
4 3 6 7 3 L
N Sl N LT, R
FTRRY 360 2520 672 1440

i (x.2)=2

¥
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terimleri elde edilir. Bu terimler (5.6) esitliginde yazildiginda (7.29), (7.30) baslangi¢ deger

probleminin bir yaklasik ¢6ziimii elde edilmis olur.

7.2.2.2. HAM’ nun Uygulanmasi

(7.29), (7.30) ile verilen diflizyon denklemine HAM' nu uygulayabilmek amaciyla,
h=0 ve H(x,r)¢0 sirasiyla yardimer parametre ve vardimer fonksiyon olmak iizere,

(5.39) esitligindeki n. mertebeden deformasyon denkleminden hareketle,

L[, (x.0)= 2,0, (1) | =R H(x.)R, [ (x.1) |, 21, (7.34)

esitligi vazilir. Bu denklemde H(xJ) vardimer fonksiyonu; H(x.f)zl olarak ele

ahnacaktir, (7.34) denkleminin baglangig sarti,
u, (0,/1)=l+xh (7.35)

bi¢imindedir. Burada R, |:?;n—] (x,f)] ifadesi,

dzun_ x:1 .
R, [u”_[ (x,r)} =$+lzun_l (Jc_..t)—xzwﬂ_1 (x.r) (7.36)
ve
Zﬂ _ {0, H= I:| (?.3?)
1, #=l

seklindedir. (7.35), (7.36) ve (7.37) esitlikleri gdz oniine alinarak (7.34) denklemi

n=1,2,3,... degerleri i¢in yazilirsa difiizyon denkleminin ¢6ziim elemanlari olan terimler,

Uy (X, A)=1+xh,

u, (x.A) = AT
P “ B TR TR

1, (x,A)=h PREARE L il g X X, X
) 2 3! 12 20 2 3112
4 X 8 9
PP B By ga X BB
24 20 51 360 2520 672 1440
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olarak elde edilir. Benzer sekilde diger terimler de hesaplanabilir. Elde edilen bu terimler

o

IJ(X,I)ZZH“()C,T) (7.38)

=0

esitliginde yazilarak (7.29), (7.30) baslangi¢c deger probleminin bir yvaklasik ¢oziimii elde

edilmis olur,
7.2.2.3. HPM’ nun Uygulanmasi

(7.29), (7.30) ile verilen difiizyon denklemine HPM® nu uygulayabilmek amaciyla
(5.78) esitligi yardimi ile (7.29) denklemi igin,

i dl 2yr
(l—p){d L ”j} p[j }2+ﬁ.2_}’—x21’}=0 (7.39)

dx* dx X
seklinde bir homotopi kuralim. Bu denklem i¢in
Y=Y,+pY,+p°Y, +... (7.40)

bigiminde bir ¢6ziim aradigimizi kabul edelim. Bu ¢dziimde (7.39) esitliginde gerekli olan
tirevler alinir ve yerlerine yazilirsa,
d¥, d% ,d¥, du, du,

—+ p =+ 5 = — =i
dx*? I(a’)c‘ ! dx= dyr pdxz

+pAY,+pPA%Y, + pA%Y, -
- px*Y,—p’x*Y, - py d=0
olacak sekilde bir cebirsel denklemler sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklemler

sisteminde polinom esitligi 6zelligi kullanilarak p 'nin kuvvetlerine gore asagidaki bigimde

bir ayrisim yapilabilir:

dY, d‘u
P imt == =0 (7.41)
d*Y, d’u .,
plim—g =4 A7, =Y, =0 (7.42)
= A
ps . 2+ %Y, —x7Y, =0 (7.43)
X
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(7.41)-(7.43) esitlikleri u,(x,2)=1+xh baglangi¢ sarti ile ¢oziildiigiinde ¥,.1,.7,....

terimleri sirasivla,

Y,=1+xh
3 4 -5
Y-t 48 T g
2 311220
x* x x® x’ x® x’
Y, =2 —+ A =—h-71? ~134 —h+—+——h,
41 5! 360 2520 672 1440

olarak elde edilir. Boylece (5.83) esitligi ve yukarida elde edilen ¥,V .Y, .... terimleri

kullanilarak
y(xA)=lmy=>%, (7.44)

B n=0

olacak sekilde (7.29). (7.30) baslangi¢ deger probleminin bir yaklasik ¢6ziimii elde edilmis
olur.

7.2.3. p(x)=x? ve ¢(x)=0 olmasi durumu

p(x)z)c2 ve q(x)zO olmas1 halinde (7.1) ile wverilen difiizyon denklemi

3" =2Ax*y+ A’y =0 halini alir. Simdi bu denklemin seri ¢6ziimlerini arastiralim.
7.2.3.1. ADM’ nun Uygulanmasi

Y =2ix’y+ A%y =0, (7.45)
_V(O._;u):l, y'(0,4)=h, (7.46)

baslangi¢ kosullari ile verilen diftizyon denklemini g6z 6ntine alalim. (7.45) denklemi,

L y-2ix*y+2’y=0, (7.47)

2

seklinde operatdr formda yazilir. Burada L = I bigimindedir. L7' ters operatriiniin
X

var oldugu kabul edilir ve L' = _”() dx dx seklinde tanimlanarak (7.47) esitliginin her iki
tarafina uygulanirsa, o

L'L y=2AL7x*y+A°Ly=0, (7.48)
ifadesi elde edilir. Buradan
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y (x, A)= y(O, A)+xy'(0,2)= ALy +2AL %%y,

bulunur. Son esitlikten asagidaki sekilde bir rekiirans(indirgeme) bagintisi yazilabilir:

Yo (x,2)=»(0,2)+xy'(0.4),
{ (7.49)

Vo (2 A) =L (22x7 =A%)y, (x,4), n20,

Buradan (7.46) ile verilen baglangi¢ sartlari ve (7.49) rekiirans bagintisi kullanilarak,

Yo (x,?b)z 1+ xh,

4 §
X

1)(2 1,‘63 g 4
il A dt s 322 pugt gaf g
rilod) 2 TR 10

1 5 6 7 ] 9
PR L T R B L LR R L L
417" st 180 1260 168 360

terimleri elde edilir. Bu terimler (5.6) esitliginde yazildiginda (7.45), (7.46) baglangi¢ deger
probleminin bir vaklagik ¢oztiimii elde edilmis olur.
7.2.3.2. HAM’ nun Uygulanmasi

(7.45), (7.46) ile verilen difizyon denklemine HAM' nu uygulayabilmek amaciyla,
h#0 ve H(x,t):t(} strastyla yardimecr parametre ve yardimer fonksiyon olmak iizere,

(5.39) esitligindeki 7. mertebeden deformasyon denkleminden hareketle,

L[un (x_.f)— i (x,!)] =H H(x,r) R, [1:‘,4_1 (x,r)], n=l1, (7.50)

esitligi yazilir. Bu denklemde H(x,r) yardimer fonksiyonu; H(x,r)zl olarak ele

alinacaktir. (7.50) denkleminin baslangi¢ sart,
u, (0,4) =1+ xh (7.51)
bicimindedir. Burada R, [{:n_] (x,t)] il
d? ‘
R, [u”_] (x,.f)]:%—Zixzun_l (xt)+2%u,_ (x.1) (7.52)

Ve
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<1
X":{{L B=5 (7.53)

1, n>1.

seklindedir. (7.51), (7.52) ve (7.53) esitlikleri gbz Oniine alinarak (7.50) denklemi

n=12,3,... degerleri igin yazilirsa diflizyon denkleminin ¢dziim elemanlari olan terimler,

uﬂ(x.ﬂ):l—kxh,

1

u (x.2)=h| A2 2 g2 2 E g,
: 2 3! 6

10
r? x'} x‘l- x.’) XE x:i
u (o y=n| a5 e p g% 92 gt Pl sa? 2 g
2 3 31 6 10 2 3!
1 El 5 3 [ i
LIS, R L TN NS, LR
6 41 10 51 180 1260
8 9
s 2 _ygr X gl
168 360

olarak elde edilir. Benzer sekilde diger terimler de hesaplanabilir. Elde edilen bu terimler

u(x,t)ziu“ (x._f) (7.54)

n=0
esitliginde yazilarak (7.45), (7.46) baslangi¢ deger probleminin bir yaklagik ¢6ziimu elde
edilmis olur.
7.2.3.3. HPM’ nun Uygulanmasi

(7.45), (7.46) ile verilen difiizyon denklemine HPM™ nu uygulayabilmek amaciyla
(5.78) esitligi yardimi ile (7.45) denklemi igin,

Z: 2, 2yr
d’y _d “”} {“’ Y 2 AxTY 4 A | =0 (7.55)

(I_!)){dxz_ dx’ & dx*
seklinde bir homotopi kuralim. Bu denklem igin

Y=Y, +pY, +p’Y, +... (7.56)
bigiminde bir ¢6ziim aradigimiz1 kabul edelim. Bu ¢dzlimde (7.55) esitliginde gerekli olan
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tiirevler alinir ve yerlerine yazilirsa,

d*y, 4%, ,d%, d'u, d’u,

+7 +p — —2pAx°Y, —2pAx’Y, =2p Ax°Y, +
T dez r R de& P o TP 4P 2

+pA*Y, +p*A%Y, + p’A%Y, =0

olacak sekilde bir cebirsel denklemler sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklemler
sisteminde polinom esitligi 6zelligi kullanilarak p 'nin kuvvetlerine gore asagidaki bigimde

bir ayrisim yapilabilir:

RE ¥4 2
d }(}_d u,

p’: I R =0 (7.57)
X X
d¥, .
P a’x; | djf —24x7Y, + A%, = 0 (7.58)
G 4 .
[ :{ ; —-22x%Y,+ A%, =0 (7.59)
ax

(7.57)-(7.59) esitlikleri w, (x,ﬂ,):l+xh baslangi¢ sart1 ile ¢bziildiigiinde Y,.V.Y,,...

terimleri sirasiyla,

Y,=1+xh,
4 5

Pl p® g ® o ds g,
2 "3 "6 0

4 5 6 7 8 9
[ R G T PR L | L
TR 180 1260 168 360

h,

olarak elde edilir. Boylece (5.83) esitligi ve yukarida elde edilen Y,,Y,Y,,... terimleri

kullamlarak

y(x,2)=lim Y = i}/ (7.60)

i n=0

olacak sekilde (7.45), (7.46) baslangig deger probleminin bir yaklagik ¢6ziimii elde edilmis
olur.
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7.2.4. p(x)=x* ve ¢(x)=x" olmasi durumu
p()c)zxz ve q(x):x2 olmasi halinde (7.1) ile verilen difiizyon denklemi

V' =22x"y—x"y+2%y=0 halini alir. $imdi bu denklemin seri ¢dziimlerini arastiralim.

7.2.4.1. ADM’ nun Uygulanmasi

V' =22x'y—x’y+27y=0, (7.61)
»(0, )L.) =1, ¥'(0,1)=h, (7.62)

baglangi¢ kosullari ile verilen difizyon denklemini gbz 6niine alalim. (7.61) denklemi,

L y-2Ax"y-x’y+1’y=0, (7.63)

2

s - ( » 24 < 3 e an e e
seklinde operatoér formda yazilir. Burada L = o bigimindedir. L' ters operatdriiniin
x

var oldugu kabul edilir ve L)'= '”() dx dx seklinde tanimlanarak (7.63) esitliginin her iki
tarafina uygulanirsa, -

LL y-2AL x*y-Lx*y+2°L]y=0, (7.64)
ifadesi elde edilir. Buradan

y(x.l) =y(O,}L)+xy’(0,/1)+2AL;'x2y+L;lxzy—izL;ly,

bulunur. Son egitlikten asagidaki sekilde bir rekiirans(indirgeme) bagintisi yazilabilir;

{ Yo (x,i):y({),ﬁ,)ery'(O,ﬂ), _
(7.65)

You (x,/"l,) = L:' [21){2 +x’ _,IZ:Iy” (x,)\,), nz0,
Buradan (7.62) ile verilen baglangig sartlart ve (7.65) rekiirans bagmtisi kullanilarak,

Yo (x,?u) =1+xh.

2 3 4 5
o jr X ge ¥ = ¥
yi(x,4)=-1 > A 3[h+(l+2/’t)12+(l+2/’t)20h,

1 5 b 7
_ g4 ¢ X 4 442 xr o 2 X
y,(x,A)=4 Tl (1+2A)360 132 (1+2/1)2520h+
8 9
+(1+2/’L)2;2+(I+2).)2Jmh,
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terimleri elde edilir. Bu terimler (5.6) esitliginde yazildiginda (7.61), (7.62) baslangi¢ deger

probleminin bir yaklagik ¢6ziimii elde edilmis olur.

7.2.4.2. HAM’ nun Uygulanmasi

(7.61), (7.62) ile verilen difizyon denklemine HAM™ nu uygulayabilmek amaciyla,

h#0 ve H(x,)#0 srasiyla yardimei parametre ve yardimer fonksiyon olmak iizere.

(5.39) esitligindeki #. mertebeden deformasyon denkleminden hareketle,

L[un (x,r) — gk (\*r)] =hH(x,t)R, [1_;,;—1 (r!)] B2ty (7.66)

esitligi yazilir. Bu denklemde H(x,r) yardime1 fonksiyonu; H(x,r)-——l olarak ele

ahnacaktir. (7.66) denkleminin baslangi¢ sarti,

u,(0,A)=1+xh (7.67)

bigimindedir. Burada R [T;-n—l(x,t)] ifadesi,

[ (. t):l— ui u” 1 ) —22x%u, (x.0)=x"u,  (x,0)+ 2%, (x.1) (7.68)
ve
X”:{o,_ n<l, (7.69)
1, ##1.

seklindedir. (7.67), (7.68) ve (7.69) egitlikleri géz &niine alinarak (7.66) denklemi

n=1,2.3.... degerleri i¢in yazilirsa difizyon denkleminin ¢dziim elemanlari olan terimler,

un(x,i-)=l+xh,

- xz x:; " x4 xs
u, (x,;{,):h(;,z‘z“}'ﬁgzh—(l+2A)E—(I+21)%h},
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2

2 3 4 3
uz(x,ﬂ,):h(/lg%Jr}lz%hﬂ(]+21)%—(1+2A);—0h]+h{12x_+

3 .4 5 e 3 4 3 8
B SRR N LI L L i R e
3t a7 st e T 12 20 168
o 8 Y 6 7 8 9
A ht A A A A kA ALkt
360 33 7200 30 1260 336 720
x..‘( xg x(: x? x[) < x? TG
G 4 . w Pt p g F W
672 1440 60 2520 " 180 © 4200 360
?
-A'2—h|,
840

olarak elde edilir. Benzer sekilde diger terimler de hesaplanabilir. Elde edilen bu terimler

o

u(x,0)=>u,(x1) (7.70)

n=0
esitliginde yazilarak (7.61), (7.62) baslangi¢ deger probleminin bir yaklagik ¢6ziimi elde
edilmis olur.
7.2.4.3. HPM’ nun Uygulanmasi

(7.61), (7.62) ile verilen difiizyon denklemine HPM™ nu uygulayabilmek amaciyla
(5.78) esitligi yardimi ile (7.61) denklemi igin,

2y dz ks 1y :
(1—;;)[“" . ”“}p{d . —za,rlr—xzmﬂfy}o (7.71)

dx?  da? dx
seklinde bir homotopi kuralim. Bu denklem i¢in
Y=Y, +pY,+p’Y, +... (7.72)
bigiminde bir ¢éziim aradigimizi kabul edelim. Bu ¢oziimde (7.71) esitliginde gerekli olan

tiirevler alinir ve yerlerine yazilirsa,

A, #%. aE i W,

+ +p? —
dx’ pa’x2 ¢ dx* dx* # g’
—px’Y,— p’x*Y, - p’x’Y, + pAY, + p’A’Y, + p’A7Y, =0

—2pAx’Y, =2p*Ax*Y, - 2p Ax’Y, -

olacak sekilde bir cebirsel denklemler sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklemler
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sisteminde polinom esitligi 6zelligi kullanilarak p 'nin kuvvetlerine gore asagidaki bigimde

bir ayrigim yapilabilir:

dy, d’
P d;{j =0 (7.73)
&°F  d% X . .
p': dx; + = f; —2Ax°Y, —x Y, +A°Y, =0 (7.74)
, d’Y, " .
i dx; —2Ax%Y, —x*Y,+ 1%, =0 (7.75)

(7.73)-(7.75) esitlikleri zrn(x,,%)=]+xh baslangic sart1 ile ¢dziildligiinde Y,Y.Y,,...

terimleri sirasiyvla,

Y, =1+xh,
2 3 4 3
¥,=—A2 2 * L i (le24) =3 (1424) A,
2 7 3 12 20
4 5 6 by
Y, =42 4 0 L p- 1At (1420) 1322 (14 24) =—h +
TR T 360 2520

2 9
+(1+2/1)2;E+(1+2A)2}:—40h,

olarak elde edilir. Boylece (5.83) esitligi ve yukarida elde edilen V,,Y..Y, ... terimleri

kullanilarak
y(xA)=lim =37, (7.76)

Pl n=0

olacak sekilde (7.61), (7.62) baglangi¢ deger probleminin bir yaklasik ¢éziimii elde edilmisg
olur.

7.2.5. p(x)=1 ve q(x) =x olmas1 durumu

p(x):l ve q(x)zx olmas1 halinde (7.1) ile wverilen difiizyon denklemi

y'=22y—xy+A’y =0 halini alir. Simdi bu denklemin seri ¢oziimlerini aragtiralim.

7.2.5.1. ADM’ nun Uygulanmasi

Y =24y—-xy+ily=0, (7.77)
y(0,2)=1, y'(0.4)=h, (7.78)
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baslangi¢ kosullari ile verilen difiizyon denklemini goz 6niine alalim. (7.77) denklemi,

L y-2iy—xy+Aly=0, (7.79)

X &

a9

seklinde operatér formda yazilir. Burada L_\_=% bigimindedir. L' ters operatdriiniin
X

var oldugu kabul edilir ve L' =j_[(-)a’xdr seklinde tanimlanarak (7.79) esitliginin her iki
00

tarafina uygulanirsa,

L y-22L7y-L'xy+ 4Ly =0, (7.80)
itadesi elde edilir. Buradan

y(x.A)=y(0.2)+xy"(0.A)+2AL  y+ L] xy—- ALy,

bulunur. Son esitlikten asagidaki sekilde bir rekiirans(indirgeme) bagintist yazilabilir;

Yo (x.4)=y(0,4)+x'(0,2).
{ (7.81)

Ya(6:2) =L} [ 224x-27 |y, (%.2), n20,
Buradan (7.78) ile verilen baglangi¢ sartlar1 ve (7.81) rekiirans bagintist kullanilarak,

Vo (%, 4)=1+xh,
3 4

e 5 %
yl(x,l):A(Q—/L)?+(—ﬂ. h+2)uh+1)?+ﬁh,

¢ 5
ya(2.2) =27 (2-A) o+ A(Ah= 4270+ 42k~ 42 +8)
6 9

X
+—nh,
360 504

X

+(-3A%h+64h+2)

terimleri elde edilir. Bu terimler (5.6) esitliginde yazildiginda (7.77), (7.78) baslangi¢ deger
probleminin bir yaklagik ¢6ziimii elde edilmis olur.

7.2.5.2. HAM’ nun Uygulanmasi

(7.77), (7.78) ile verilen difizyon denklemine HAM’ nu uygulayabilmek amaciyla,
h#0 ve H(x,7)#0 swrasiyla yardimci parametre ve yardimer fonksiyon olmak iizere,

(5.39) esitligindeki n. mertebeden deformasyon denkleminden hareketle,
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L [un (x_. r) =W (x, r)] =h H(x, r) R, [5 P (x, f)] , n=l1, (7.82)

esitligi yazilir. Bu denklemde H(x,;‘) yardime1r fonksiyonu; H(x,!)zl olarak ele

alinacaktir. (7.82) denkleminin basglangig sart,
u, (0,A)=1+xh (7.83)
bicimindedir. Burada R, [;‘;:-1 (x,t)] itadesi.

e Uet)
dx®

R, [u”_l (x?..f)i|=

24u, , (x.1)—xu,, (x,r) +Au, (x.1) (7.84)

ve
(7.85)

seklindedir. (7.83), (7.84) ve (7.85) esitlikleri g6z oniine alinarak (7.82) denklemi

n=1,2.3.... degerleri i¢in yazilirsa difiizyon denkleminin ¢6ziim elemanlari olan terimler,

uo(x,l)zlerh,

2 3 4
u, (x. 1) :h[z(i-z)"%Jr(zZh—zzh—l)%—f—zh].
) | 52 § ¥yt %2
U, (X,/L):h{/l(ﬂ,uz)?'F(/l h—2Ah—l)§“ﬁh:|+hz|:/l(i—2)*2—+

4

+(Azh—2).h—l)x3—j+(l4 il bl —2h)%+

3 i) 7
+(A-2)(Ah-242h-42) 2 —(BATh—6Ah—2) 22—+ 2 i |,
51 360 504

olarak elde edilir. Benzer sekilde diger terimler de hesaplanabilir. Elde edilen bu terimler
u(x,f)zszh(x:!) (7.86)
=0

esitliginde yazilarak (7.77), (7.78) baslangic deger probleminin bir yaklasik ¢oziimii elde

edilmis olur.
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7.2.5.3. HPM’ nun Uygulanmasi

(7.77), (7.78) ile verilen difiizyon denklemine HPM™ nu uygulayabilmek amaciyla
(5.78) esitligi yardimu ile (7.77) denklemi i¢in,

2 d? . 2yr ’ T
('l~p)[j i . ”;’:|+p|::; Y 2a¥-xY+A%Y (=0 (7.87)
X ax R

seklinde bir homotopi kuralim. Bu denklem igin
Y=Y,+pY +p°Y, +... (7.88)

bigiminde bir ¢dziim aradiginizt kabul edelim. Bu ¢6ziimde (7.87) esitliginde gerekli olan
tirevler alinir ve yerlerine yazilirsa,
av, &% LdT, ey AU g, aspm g s
— + ~+p° —— ——2pAY,—2p°AY, -2p AY, -
ax- pc."x“ # dx® dx’ pdx‘ RS W el e
—px¥, — pxY. — p’x¥, + pA*Y, + pPA7Y, + p*A7Y, =0

olacak sekilde bir cebirsel denklemler sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklemler
sisteminde polinom esitligi 6zelligi kullanilarak p ‘nin kuvvetlerine gore agsagidaki bigimde

bir ayrisim yapilabilir:

d‘y, d’u,
P dx® dx’ . ()
) A
Pl = 24K, =XV, + 47, =0 (7.90)
. s
p —=24Y, —xF, +1°Y, =0 (7.91)
%

(7.89)-(7.91) esitlikleri u,(x,A)=1+xh baslangic sart1 ile ¢ozildiginde Y,.Y,.7,,...

terimleri sirasiyla,

Y,=1+xh,
2 3 4

Yl:A(Q—A)%—k(—}fk-r2}bh+l)fé—+';—2h,
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5

4 3
Y, =A% (2-2) 2+ 2(2h—4A7h+ 4Ah- 40 +8) —+
s 41 51

6 7
+(=32%h+62h+2) "+ ——h,
360 504

olarak elde edilir. Boylece (5.83) esitligi ve yukarida elde edilen ¥ ,Y,.Y,.... terimleri
kullanilarak

v(x, A):lm} r=Yr (7.92)
p= n=0
olacak sekilde (7.77), (7.78) baslangi¢ deger probleminin bir yaklasik ¢6ziimii elde edilmis

olur.

7.2.6. p(x)=x ve ¢(x)=x" olmasi durumu

p(x)zx ve ¢(x)=x" olmasi halinde (7.1) ile verilen difiizyon denklemi

V' =2Axy—x*y+24%y =0 halini alir. Simdi bu denklemin seri ¢éziimlerini arastiralim.
7.2.6.1. ADM’ nun Uygulanmasi

J:”_Z/‘bxy—xzy+ﬂly:0, (?93)
»(0.2)=1, y'(0,A)=h, (7.94)

baslangi¢ kosullari ile verilen difiizyon denklemini géz 6niine alahm. (7.93) denklemi,

L y-2ixy-x"y+Ay=0, (7.95)

2

seklinde operatér formda yazilir. Burada L = bigimindedir. L' ters operatériiniin

YZ
var oldugu kabul edilir ve L7'= “.() dx dx seklinde tanimlanarak (7.95) esitliginin her iki
(U]

tarafina uygulanirsa,

LL y-2AL'xy-L'x’y+A’L]y=0, (7.96)
ifadesi elde edilir. Buradan

y(x,A)=y(0,A)+x Y (0,A)+2AL x y+ L x*y - A*L]'y,
bulunur. Son esitlikten asagidaki gekilde bir rekiirans(indirgeme) bagintisi yazilabilir;
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{ Yo (%:4)=y(0.4)+x5'(0,4),
(7.97)

VoalmA) =L, [z;Lx+x2 _ﬂf]y” (x,A), n=0,
Buradan (7.94) ile verilen baglangic sartlari ve (7.97) rekiirans bagntis1 kullanilarak,

Yo (x,?») =1+xh,
2 .3 4 3

ot A(-AR+2) = (2Ah+ )2,

2 6 12720

¥, (x l) =—A7
()

4 5
AN g X G e
v, (x,4)=4 4!+/'L (Ah 8)]2U+Z ( 6/’lh+])360+

7 E
+ A (TAh+30)——+ (1641 + 5} ——+——h,
2520 3360 1440

terimleri elde edilir. Bu terimler (5.6) esitliginde yazildiginda (7.93), (7.94) baslangig deger
probleminin bir yaklasik ¢6ziimii elde edilmisg olur.
7.2.6.2. HAM’ nun Uygulanmasi

(7.93), (7.94) ile verilen difiizyon denklemine HAM’ nu uygulayabilmek amaciyla,

n#0 ve H(x,t);tO sirasiyla yardimec1 parametre ve yardimci fonksiyon olmak iizere,

(5.39) esitligindeki n. mertebeden deformasyon denkleminden hareketle,

L[, (5.0) = 20,4 (5) | = R H (5,0) R, [t1 (x:0) |- 21, (7.98)

esitligi yazilr. Bu denklemde H(x.r) yardimer fonksiyonu; H(x.r)zl olarak ele

alinacaktir, (7.98) denkleminin baglangic sarti,
u, (O,A)zl-t-xh (7.99)

bicimindedir, Butada R, E}n_l (x,r)] PR,

d’u_ (x,1
R, [u,,_l (x,r)] =%—um”_l () =x*u,  (x.0)+A%u,, (x,0) (7.100)

ve

0, n<l
G =g ¥ L (7.101)
1, n=>I.
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seklindedir. (7.99), (7.100) ve (7.101) esitlikleri goz Oniine almnarak (7.98) denklemi
n=1,2,3,... degerleri i¢in yazilirsa diflizyon denkleminin ¢dziim elemanlari olan terimler,
uo(x._/l):Hxh,

2 3 4 5
ui(x._/l)=h(/12%+/’l(x’¢h—2)%—(2ﬁh+l)f—2-;—0h]..

2 - K g 2
, (x,/l)=ﬁ[f""7+,1.(3,;7~2)%-(2%“)7:—2—;—0;4]%3[)ﬁxz +

L3 4 4 3
+ A(An=2) " —~(22h+1) =+ 2 T4 (A h—8A° ~6h)——+
6 2 4l 120
& 7 b3 ]
FA (—6Ah+ 1) + (121 +30) ——+ (16Ah+5) ——+——h |,
360 2520 3360 1440

olarak elde edilir. Benzer sekilde diger terimler de hesaplanabilir. Elde edilen bu terimler

u(xt)=>u, (x.1) (7.102)

n=il

esitliginde yazilarak (7.93), (7.94) baslangi¢ deger probleminin bir yaklasik ¢dziimii elde
edilmis olur. :

7.2.6.3. HPM’ nun Uygulanmasi

(7.93), (7.94) ile verilen difiizyon denklemine HPM’ nu uygulayabilmek amaciyla
(5.78) esitligi yardum ile (7.93) denklemi igin,

2 32 S
(l—p)[j }:—(d H,U]+[{d {—ZAxY—x?‘}’+/'LzY}:O (7.103)
X X B

dx
seklinde bir homotopi kuralim. Bu denklem igin
Y=Y,+pY,+p°Y,+... (7.104)
biciminde bir ¢dziim aradiginizi kabul edelim. Bu ¢6ziimde (7.103) esitliginde gerekli olan

tiirevler alinir ve yerlerine yazilirsa,

d¥w, d%, ,d%, du, d’u,
+ 1 ~—+p° —_—t

ax* Pax P ax ar Pax

—px*Y, = p’x’Y, = p XY, + pAPY, + pPA%Y, + p’2%Y, =0

—2pAxY,—2p AxY, =2p AxY, —

olacak sekilde bir cebirsel denklemler sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklemler
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sisteminde polinom esitligi 6zelligi kullanilarak p 'nin kuvvetlerine gére asagidaki bigimde

bir ayrigim yapilabilir:

s 4%, d%uj

B —— —=0 7.105)

£ dx®  dx* (
d*y. a* R

Pl L o aeY XY, 4+ A%, =0 (7.106)
dx- dx° '
ik i .

pz:(d 22 xY,—x%Y, + A7Y, =0 (7.107)

X

(7.105)-(7.107) esitlikleri u, (x, /’L)=]+xh baslangi¢ sarti ile ¢oziildiiglinde Y,.Y..Y,....

terimleri sirasiyla,

Y,=1+xh,
2 3 4 5
¥,=-2Et A(-Ah+ 2+ 2R+ 1) o,
2 6 1220
4 3 [}
Y, =2 T4 A (Ah—8) =+ 2% (=6Ah+1)—+
? 41 120 " 360
x’ " x°
+A(7Ah+30) +(16Ah+5) - h,
2520 3360 1440

olarak elde edilir. Boylece (5.83) esitligi ve yukarida elde edilen Y,,Y,,Y,,... terimleri

kullanilarak

y(x_.?p):]im Y=i}’” (7.108)

el =0

olacak sekilde (7.93), (7.94) baslangi¢ deger probleminin bir yaklasik ¢oziimii elde edilmis

olur.
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T3, DIFUZYON DENKLEMININ NUMERIK COZUMLERININ
DEGERLENDIRILMESI

Bu kisimda, (7.1)-(7.2) Difiizyon denkleminin p(x) ve ¢(x) potansiyellerinin

farkli alinmalari durumunda mevcut olan analitik ¢dziimleri icin ADM, HAM ve HPM
kullanilarak elde edilen niimerik sonuglarinin {i¢ boyutlu gorliniimleri verilmistir, Ayrica
bu niimerik sonuglarin analitik ¢dziimler ile arasindaki mutlak hata verileri grafikler ve
tablolarla verilerek niimerik irdelemeleri yapilmigtir. Daha sonra HAM’ da kullanilan ve
elde edilen yaklagik ¢oziimiin yakmnsaklik araligmi belirlemede 6nemli bir rol oynayan 4
yardimci parametresinin grafigi ¢izilerek Diflizyon denkleminin yaklasik ¢oziimleri igin
yakinsaklik aralig1 belirlenmistir. Belirlenen bu yakinsaklik aralig1 i¢erisinde bulunan keyfi
noktalarda # yardimci parametresine degerler verilerek en iyi yaklasimin 7%’ mn hangi

degerinde oldugu tablolarda gdsterilmigtir.

Incelenen denklemin analitik ¢oziimii y(x.A) olmak iizere ADM, HAM ve HPM

-1
kullanilarak elde edilen yaklagik oziim serileri @, (x,A)=Y_y,(x.2), n=1 seklinde
k=0

ifade edilebilir.
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Sekil 7.1. p (x) =q (x) =0 olmasi halinde diflizyon denkleminin analitik ¢6ziimiiniin ve yaklagik
coziimlerinin G¢ boyutlu gériiniimii a) p(x) =q (‘c) =0 olmas: halinde diflizyon denkleminin
analitik ¢oziim fonksiyonunun ii¢ boyutlu gériiniimii, b) p(x) =q (x) =0 olmasi halinde difiizyon

denkleminin ¢6ziim fonksiyonu igin ADM, HAM(%=-1) ve HPM ile elde edilen yaklasik
coziimlerinin ii¢ boyutlu gorimiimii (o =1)

Tablo 7.1. ADM. HAM(/ =—1) ve HPM kullanilarak p(x)=¢(x)=0 olmas: halinde difiizyon
denkleminin ¢6ziim fonksiyonu igin mutlak hata (/1= 0.05)

y(x, )L)—gﬁs (x_, A)

Alx] 01 0.2 0.3 0.4 0.5

0.1

0.00495992 0.00499967 0.00499925 0.00499867 0.00499792
0.2

0.00999933 0.00999733 0.009994 0.009989324 0.00998334
03

0.0149278 0.014891 0.0143798 0.014964 0.0149438
0.4

0.0199947 0.0199787 0.019952 0.0199148 0.0198669
0.5

0.02498%6 0.0249584 0.0245064 0.0248337 0.0247404
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Tablo 7.2. % yardimct parametresinin farkli degerleri igin p(x]zq(x)zo

difiizyon denkleminin ¢6ziim fonksiyonunun mutlak hatasi (4 =0.05)

olmasi halinde

A h=-14 h=-12 h=-1 h=-0.28 h=-0.6
0.1 . ; .
5.1985x107° 5.04811x107 | 4.99792x107% | 6.05742x107° | 6. 104x102
0.2 ) . .
1.079x107" 1.01858x10™" | g9,98334x10™° | 1.42253x107% [ 1.44118x10™
0.3 " B
1.67731=10 1.54054x107° | 1,49438x1077 | 2.44924x107% | 2.4913x107"
0.4
2.31526x107 | 2 07018x107% | 1.9867x107° 3.68414x107% | 3.75901%107°
05| _
2.99394x107° [ 2,.60731x107% | 2.47407%107" | 5.12486x107% | 5.24204x107"
)!
14
12| //
10 i
i 4
of
st ry
. hE
\ Al
e 2j
\\ /,/'
S . | T___.__ [ g i A .
~4 =3 4

Sekil 7.2. p(x)=¢(x)=0 olmas halinde difiizyon denkleminin ¢, (x,A) igin A egrisinin

erafigi
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Sekil 7.3. p(x)=¢(x)=0 olmasi halinde difizyon denkleminin analitik ¢éziimii ile ADM,
HAM ve HPM ile elde edilen yaklasik ¢dziimlerin karsilastirilmasi

(7.1) ile verilen difiizyon denkleminin p(x)zq(x):() olmasi halinde ADM,
HAM ve HPM ile elde edilen niimerik sonuglari Sekil 7.1, 7.3 ve Tablo 7.1, 7.2 'de

verilmistir. Tablo 7.1 de y(x,A) seri ¢oziimiiniin sadece li¢ teriminde bile analitik

¢oziime ¢ok vakin degerler elde edilmistir. Bu tabloda HAM ile elde edilen sonuglarda

h=-1, H(x,t)=1 almmstir. s yardimc1 parametresinin bu sekildeki se¢imiyle ADM ve

HPM ile elde edilen niimerik sonuglarin HAM ile elde edilen degerlere yakinsadigi
sonucuna varilmistir. Bu durum Tablo 7.1" den goriilebilir. Ayrica HAM ile elde edilen
seri ¢oziimlerde analitik ¢6ziime en iyi yakinsamayi saglamak amaciyla # yardimci

parametresinin grafigi ¢izilerek seri ¢oziimiin yakinsakhk arahigi bulunabilir. Sekil 7.2° de
difiizyon denkleminin p(x)=g(x)=0 olmas: halinde HAM uygulanarak elde edilen seri
¢oziimiine gére i yardimci parametresinin egrisi ¢izilmistir. Bu sekilde goriildiigi gibi seri
¢oziimiin yakmsaklik araligi yaklasik olarak —-1.25<h<-0.75 araligidir. Bu aralk
icerisinde en iyi yaklasimin hangi noktada olabilecegi s parametresine degerler verilerek
bulunabilir. Bu durum da Tablo 7.2 °de verilmistir. Bu tabloda da hA=-1 degerinde

analitik ¢oziime en iyi yakinsama goriilmiistiir.
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(7.1) ile verilen difizyon denkleminde p(x) =X Ve q(x) =x” olmasi halinde elde
edilen denklem i¢in de asagidaki degerlendirmeler sz konusudur:

Sekil 7.4. p(x) =X ve q(x) = x* olmasi halinde difiizyon denkleminin yaklasik ¢oziimlerinin iic
boyutlu gorinimi a) p(x)=x ve g(x)=x’ olmas: halinde difiizyon denkleminin
HAM(#A=-1) ile elde edilen yaklasik c¢éziimiinin {i¢ boyutlu gorimimii (h=0.05), b)
p(x) =X ve q(x)zxz olmasi halinde difiizyon denkleminin ¢6ztim fonksiyonu i¢in ADM ve
HPM ile elde edilen yaklagik ¢oziimlerinin ii¢ boyutlu goriiniimi (4= 0.05)
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Sekil 7.5. p(x)=x ve g(x)=x" olmasi halinde difiizyon denkleminin ¢,(x,A) icin &

egrisinin grafigi

(7.1) ile verilen difizyon denkleminin p(x)=x ve g(x)=x* olmasi halinde

ADM., HAM ve HPM ile elde edilen niimerik sonuglar1 $ekil 7.4’ de verilmigtir. Bu
kosullarla verilen denklemin analitik ¢6ziimii olmadigindan hata analizi yapilamamustir.
Ancak Sekil 7.4° de hesaplanan niimerik ¢oziimlerin birbirleri ile uyumlu olduklar:
goriilmistir. HAM ile elde edilen seri ¢oziimlerde analitik ¢oziime en iyi yakinsamayi
saglamak amaciyla # yardimci parametresinin grafigi ¢izilerek seri ¢oziimiin yakinsaklik
araligi bulunabilir. Sekil 7.5" de bu denklem i¢in HAM uygulanarak elde edilen seri
¢Oziimiine gbre A yardimei parametresinin egrisi ¢izilmigtir. Bu sekilde goriildiigii gibi seri
¢oziimiin yakinsaklik araligi yaklagik olarak —1<#<-0.5 araligidir. Bu aralik igerisinde
en iyi yaklagimm hangi noktada olabilecegi # parametresine degerler verilerek de

bulunabilir.
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