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OZET

Bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir.

Birinci bolimde tez igerisinde kullanacagimiz temel tanim ve teoremlere yer verilmis
ayn1 zamanda Sturm-Liouville operatoriiniin baz1 temel 6zellikleri incelenmistir.

Ikinci boliimde Sturm-Liouville operatérii icin Osilasyon Teorisi incelenmis. Birinci
ve ikinci mukayese teoremi ile Sturm osilasyon teoremi ve genel osilasyon teoremi
incelenmistir.

Uciincii boliimde integral denklemler ve sonlu farklar metodu ile agilim teoremlerinin
ispat1 yapilmstir.

Dordiincii boliimde Fourier-Bessel agilimi incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Sturm-Liouville (S-L) Problemi, Mukayese Teoremleri,

Genel Osilasyon Teorisi, 1ntegral Denklemler Metodu, Sonlu

Farklar Metodu



SUMMARY

Spectral Theory of Differential Operators Opening Theorems

This thesis consists of four chapters.

In the first chapter, some concepts which are used in this thesis are given and some
fundamental properties of Sturm Liouville operator are examined.

In the second chapter, the Sturm-Liouville operator for Oscillation Theory has been
investigated. The first and second comparison theorems and Sturm Oscillation theorem
and General oscillation theorem have been investigated.

In the third chapter, Integral equations and finite difference method and expansion
theorem have been mentioned and the expansion theorem's evidence has been taken.

In the fourth chapter, Fourier-Bessel expansion examined.

Key Words: Sturm-Liouville (S-L) Problem, Comparision Theorems, General

Ossilation Theory, Integral Equations Method, Finite Difference
Method
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1. GIRIS

Diferansiyel operatorlerin spektral teorisi bir ¢ok uygulama alaninda: Kuantum
fizigi, kuantum mekanigi, elektronik ve diger dallarda genis bir sekilde kullaniimaktadir.
Ozellikle XIX.-XX. yiizyillarda bir ¢ok matematik¢i calismalarda &zdegerler,
Ozfonksiyonlar, spektral fonksiyon ve farkli yontemler kullanarak asimptotik formiilleri
bulmustur [1, 2, 3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12].

Diferansiyel operatorler regiiler ve singiiler olmak iizere iki gruba ayrilmis olup
bunlarin spektral teorileri yapilandirilmistir. Bu tezde Regiiler Sturm Liouville
operatoriiniin spektral 6zellikleri ve agilim teoremleri arastirilmistir [13, 14, 15, 16, 17].
Singiiler operatdrler i¢in spektral teori ise ilk H. Weyl tarafindan incelenmistir daha
sonra bir cok matematikgi tarafindan incelenen bir konu olmustur. Singiiler diferansiyel
operatorlerin incelenmesi ve bunlarin spektral teorisi igin Onemli yere sahip olan
caligmalar B.M.Levitan tarafindan 1949 yilinda yapilmistir. Bu ¢calismalar daha sonra bir

cok matematik¢i tarafindan gelistirilerek glinlimiize kadar gelmistir.



1.1 Spektral Teoride Sturm Liouville Problemi ve Genel Bilgiler
Tanim 1.1

A bir gergel parametre olmak iizere,

du|
{p(X)—} +[~q(x) + Ar(x)]u =0, @
dx
seklindeki diferansiyel denklem ailesini ele alalim. L diferansiyel operatorii
d d
L=—— = 4 qx),
e (p(X) dxj q(x)

olarak tanimlanirsa (I) denklemi L diferansiyel operatorii yardimiyla
Lu—Ar(x)u=0, (1)
biciminde yazabiliriz. Burada L ikinci mertebeden lineer diferansiyel operator, A
spektral parametre, g(x) ise potansiyel fonksiyondur.
(II) denklemi icin,

ku(a)+k,u'(a) =0,

(II)
Lu(b) + Lu'(b) =0,

sartlarin1 saglayan ¢6ziimiin bulunmasi problemine Sturm-Liouville sinir-deger problemi

adi verilir [13].
k’+k’ #0,
[2+17 =0,
olmak iizere burada k,,k,,/[,/, ler reel sabitlerdir.
Ozel olarak bu sartlar
a) k, =1, =0 i¢in u(a) =u(b) =0 seklinde tanimlanan Dirichlet sartlarina,
b) k, =1, =0 icin u'(a) =u'(b) = 0 seklinde tanimlanan Neumann sartlarina
indirgenir.
p(x),l(x) ve s(x) fonksiyonlar1 reel ve sonlu [a,b] araliginda siirekli olmak iizere
S-L operatorii i¢in 6zdeger ve 6zfonksiyonlari inceleyelim.

p(x) ve r(x), [a,b] araliginda pozitif fonksiyonlar olacak sekilde S-L. denklemini

Lu =—i(p(x)d—uj+q(x)u =Ar(x)u, (1.1)
dx dx

genel ifadesini ele alalim. p(x), 1. mertebeden, p(x)r(x), 2.mertebeden siirekli tiireve



sahip olmak iizere
1 j r(x
p(x "

v =(r(x>p(x>)4 u,
H=cA,

dontistimlerini yaparsak (1.1) denklemi

7

__J~ r(x

p(x
"(x RYE:
1= QQ<(x>) [:<(x>)
0(z) = (F(X)P(X))Z ,
olacak sekilde
—2"+0(2)z = puz,
seklinde yazilir.
LEMMA 1.1

A # A, ise y(x,4) ve y(x,A,) 6z fonksiyonlar: diktir.

Yani
]Ey(x,/”t,)y(x,lz)dx=0, xel0,7],
0

dir [2].
Ispat
f ve g fonksiyonlari siirekli ve ikinci mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonlar olsun.
Lf = f"(x)—g(x) f(x),

esitligini alalim. Burada f ve g fonksiyonlar1 icin Wronskian determinanti

) g
W.(f,g)= ,
ALY (f’(x) g'(x)]

seklindedir. Simdi iki kez kismi integrasyon yontemini uygulayalim

[ LLF g = [ (700 =g £ () (e,

= [ fr0g()dx—[ q(x) f (x)g(x)dx,



=[]~ [ ') f (R)dx— [ q(x) f (x)g(x)dx,
=[f'(m)g(m) = FO)20)=g'(X) fW]; +[ ") f ()dx— [ q(0) f (x) g (x)elx,

= f'(m)g(m)—g'(m) f(m)— f'(0)g(0)+g'(0) £ (0) + j [8'(0) = g(0)g(N)]f (x)dx,

=W,[f,g1-W,[f.&l+] f(x)Lg(x)dx, (1.2)
0

elde edilir. Sonrasinda ise
y'(0)cosa + y(0)sina =0,
y'(r)cos B+ y(x)sin =0,
sinir sartlarini kullanirsak,

W.(f.8)=0ve Wi(f.g)=0,

olur. Bunu ise (1.2) esitliginde yerine yazarsak
[ Lfg(dx = [ Lef (x)dx, (1.3)
0 0

esitligi bulunur. Buradan f(x) yerine y(x,4,) ve g(x) yerineise y(x,4,) yazip

Ly(x, 4) = 4, y(x, 4),
Ly(x, 4) = 4,y(x, 4,),

ifadelerini yukarida elde ettigimiz (1.3) denkleminde yerine yazarsak

[ Ay 0e 2)y0e 4)dx = [ 2,y(x, 2,) y(x, 2,
0 0

= (=) Y%, 2) y(x 2)dx = 0,
olur ve 4, # 4, i¢in
[y 2)y(x, 2,)dx =0, (1.4)

ifadesi elde edilir ki boylece ispat tamamlanmais olur.

Teorem 1.2

[a,b] araliginda siirekli 2. mertebeden tiireve sahip ve (II) sinir sartlarini saglayan her

bir f(x) fonksiyonu bu aralikta diizgiin ve mutlak yakinsak



f= icu (x),

serisine acilabilir. Burada ¢, katsayilari

b

(s [ (o f Gou, (x)dx
€ = : n2 = ) (L.5)
||u||r J.r(x)unZ(x)dx
ile hesaplanir [2].
Tanim 1.3

Reel degerli bir f(x) fonksiyonu / araliginda

j F2(x)r(x)dx < oo,

sartint  sagliyorsa f fonksiyonuna I da r(x) agirlhik fonksiyonuna gore Kkaresi

integrallenebilir fonksiyon denir.
Tanim 1.4
Bir S-L probleminin biitiin 6zdegerler climlesine operatdriin spektrumu denir.

Tanim 1.5

r(x)>0 ve f(x) ve g(x) fonksiyonlar xe[a,b] de tanimli siirekli fonksiyonlar

olsun.

b

(f.8)=[r(0f g,

a

ifadesine f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin r(x) agirlik fonksiyonuna gore skaler ¢carpimi

denir.
1.2. Regiiler ve Singiiler Sturm-Liouville Problemleri
S-L operatorii i¢in
d2
Ly=-—=+q(x)y=A4y, A€la,b] (1.6)
dx
denklemini ve
y(a)cosa + y'(a)sina =0,

y(b)cos S+ y'(b)sin =0,

sinir sartlarini géz Oniine alalim. (1.7) de verilen sinir sartlari i¢in sin#0 ve sin #=0

(1.7)

olacak sekilde verilen siir sartlarin1 sina ve sin B ile bolersek



y(a)cot(a)+ y'(a) =0,
y(b)cot(p)+ y'(b) =0,

olacak sekilde (1.8) esitligini elde edilir. Bu esitlikte ise cota =—h ve cot f=H olarak

(1.8)

alirsak

y'(a)—hy(a) =0,

y'(b)+ Hy(b) =0, (1.9)

ifadesi bulunur. ¢(x), kapali [a,b] araliginda tanimli reel ve ayni zamanda siirekli bir

fonksiyon olup, H ve h sonlu reel sayilar ise (1.6)-(1.9) problemine Regiiler Sturm-
Liouville problemi denir. Bu sartlardan herhangi biri veya birkagi saglanmadigi taktirde ise
(1.6)-(1.9) problemine Singiiler Sturm-Liouville problemi ad1 verilir [2].

(1.9) ile belirttigimiz denklemin ilk sartinda & =co alinirsa

coSx

cota = —h=w

b

sin
olur. Yani, sina=0, a=0 olup cosa=cosO=1 elde edilir ve buradan ise y(a)=0
oldugu goriiliir. O halde verilen S-L problemi
—y"+q(x)y =21y,
y(@)=0, y'(b)+Hy(b)=0, (1.10)
seklini alir.
Teorem 1.2.1

q(x) fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ve reel degerli bir fonksiyon olmak iizere
—y'+q(x)y=A4y, Ae€lab],
denkleminin
p(a,A)=sina, ¢'(a,1)=—-cosa, (1.11)
baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimii ¢(x,4) olsun. Bu taktirde her « reel sayisi i¢in
A €la,b] olacak bicimde bir tek ¢(x, 1) ¢Ozlimii vardir. Ayrica her sabit x e (a,b) sayisi
icin ¢(x,A) ¢oziimii A ya gore bir tam fonksiyondur [8,14].
Ispat
Baglangic fonksiyonunu

@, (x, 1) =sina —(x—a)cos «,



olarak secelim. Bu fonksiyon (1.6) ile verdigimiz denklemin (1.11) kosullarini saglayan bir
coziimudiir.

n>0 igin
0, (x,2) = @, (x,A) + j [9(t) 29, (1, )| (x—1)dr, (1.12)

seklinde alalim. g(x) e[a,b] araliginda siirekli oldugu i¢in |q(x)| <M dir. |/1| <N olsun.

Bu taktirde Vx €[a,b] icin |¢0 (x, l)| <K olur. Boylece n=1 i¢in (1.12) denklemi

0.6 2) = @y (x. ) + [[9(D) ~Agp, (1, DI(x = D)l
seklinde olur. Bu sebeple

0,6, 1) =, (x, )| = ([ [9(D) — A9, (1, )] (x =)l

< I|q(t)|+|A||g00(t,/1)||x—t|dt,

<M +N)K]£(x—t)dt,

— M +N)K(—(x_t)2J ,

2
=%(M +N)K(x—a) (1.13)
olur. Simdi n=2 i¢in
0,5, 2) = 0, (x, ) + [[q(0) = A, (1, D) x = D), (1.14)
0,5, 2) = 9, (x, )+ [ [9(0) = Ao, (1, D)) x = 1), (1.15)

(1.14) ile verilen esitlikten (1.15) esitligini ¢ikarip her iki tarafin da mutlak degerini alirsak

|0, (x, )=, (x, A)| = j(q(t)—/l)[col(t, )=y (t, )] (x—1)dt],



< [l = Al (2, 1) =, ¢, )| |x 1] dt,

<(M + N)%(M + N)Kji(t —a)*(x—t)dt,

(M +N)’K(b-a)(x—a)’

B 1.2.3 ’

_ KM +N)Y(b-a)x—a)
3! ’

< %(M +N)2K(b—a)j(z—a)2dt
bulunur. Boylece
(M+N)'K(b-a)" (x—a)""

0, (6, )=p, (x| < i : (1.16)

sonucu bulunur. Buradan

P D) =gy (6 )+ Y 0, (5. D)~ 0, (5, ), (1.17)

n=1

xe[a,b] igin A< N olacak bicimde A ya gore diizgiin yakimsak olur. Simdi ise n>2

icin ¢(x,A) nin Aya gore tam fonksiyon oldugunu gosterelim.
9, (. )=, (x,2)= I [4() = A][@,1 (1. ) =@, , (t, A)(x—1)]dt,

@, (x, 1) = q(x) = A, (x, ),
0, (X, 1) = q(x) = A, ,(x,A),
0, (x, -9, " (x,A)=q(x)-A[p,(x, ) -9, ,(x,1)],

elde edilir. (1.17) ile verdigimiz esitligi iki sefer diferansiyellersek

', )= 0" (x.)-p,"(x,2),

n=l

=0 (D) =@, (D+D. 0, (x, )9, (x,1),
n=2

= q(x)—A[q)o(x,migon_l”(x, ﬂ)—con_;'(x,z)},

n=2
=q(x) = Ap(x, 4),



olacak sekilde ¢(x,4) ¢O6ziimii mevcuttur. Yani ¢(x,A) nin, (1.6) S-L denkleminin (1.11)
baslangi¢ sartlarini saglayan bir ¢oziimii oldugu goriiliir. Ayni1 zamanda (1.17) ile verilen
seri diizglin yakinsak bir seri oldugu ig¢in ¢(x, 1) fonksiyonu A ya gore tam fonksiyondur.
Boylece ispat tamamlanmis olur.
Teorem 1.2.2

-Y'+q(0)y=A4y, Aelab],
denkleminin

p0,4)=1, ¢'(0,1)=h, (1.18)
baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimii ¢(x, 1),

w(0,1)=0, w'(0,A)=1, (1.19)
baslangi¢ sartlarin1 saglayan ¢oziimii ise w(x,A) olsun. (1.6)-(1.18) ve (1.6)-(1.19)

problemlerinin ¢oziimleri olan ¢(x, 1) ile w(x,4) fonksiyonlari i¢in agagidaki bagintilar

yazilabilir.
@(x,A) = cosJAx +%sin JAx +%J.sin JA(x=1)q(@)ep(r, A)dr, (1.20)
0
1 1 7
(x,ﬂ)=—sinx/zx+— sin\/z x—7)g(D)w(r,A)d7 1.21
v p T j (x=D)q(Dy (7, 4) (1.21)
Ispat

(1.20) esitliginin ispatint yapalim. ¢(x,4), (1.6) ile verilen denklemin bir c¢oziimii
oldugu i¢in
—@"(7, ) +q(@)p(r, 1) = Ap(z, 1),
ve
q(D)p(7, 4) = 9" (7, 1) + Ap(7, ),

yazabiliriz. (1.20) ile verilen esitligi sag tarfindaki integrali hesaplayalim.

Isin(x—r)ﬁq(r)(p(r, A)dr = jfsin VA(x=0)[p"(z, 1)+ Az, ),
0 0 (1.22)

= zjsin(x—r)go(r,z)dr +Isin JA(x=1)¢"(z, A)dr,

elde edilir. Buradan ise son esitigi sag tarafindaki ikinci integrali hesaplamak i¢in iki kez

kismi integrasyon uygularsak



'[sm\/_(x 0)"(r,A)dt :jsm \/_(x 7)do'(r, 1),
[sm\/_(x )¢ (7, /1)] jq)(r ﬂ)dsm\/_(x 7),

= ¢'(x, 2)sin A (x = x)— ¢'(0, 1) sin JA(x—0) + 4 j cosJA(x—1)¢'(z, A)dr,

= —hsin(Ax) + VA fcos(\/Z (x—r))d(o(r,ﬂ),
=—hsin ﬁx + «/I[go(r, A)cos \/Z(x - r)}: — jigo(r, A)dcos (\/I(x — z')),

= —hsin~Ax+ VA (@(x, 1) cos(NA (x — x)) — (0, 1) cos(vJA (x — 0)),
7 [sin(VA e 2oe. A,

= —hsin~JAx+JA(@(x, 1) =2 cos(Ax) -2 j sinNA(x—0)p(r,)dr  (1.23)
0
bulunur. $Simdi (1.23) de buldugumuz ifadeyi (1.22) formiiliinde yerine yazarsak

jisin [(x - r)ﬁ]q(r)(p(r, A)dt =—hsin \/Zx + \/Zgo(x, A)— «/ﬂ—,cos \/ﬁ—,x - /’L]C‘sin(\/ﬂ—,(x -7)

o(7, A)dt + zf sin (JI (x— r))(p(r, A)dr,
0

j;sin(x/z (x—)q(0)p(z, )dr = —hsin Ax +Ap(x, 1) =4 cos N Ax
\/ng(x, A)= \/ZCOS \/Zx + hsin \/Zx + jisin(\/Z(x —-1))q(0)p(r,A)dr
+iji sin(\/z(x— z'))(/)(z',/i)dr,

olur. Burada esitligin her iki tarafin1 da J2 ile boldiigiimiiz taktirde (1.20) esitliginin
saglandig1 gosterilmis olur. Simdi ise (1.21) esitligini gosterelim.
w(x, ), (1.6) denkleminin (1.19) baslangi¢ sartlarin1 saglayan bir ¢oziimii oldugu i¢in

—"(x, )+ gy (x,4) = Ay (x, 1),

i (1.24)
gy (x, ) =y"(x, )+ Ay (x, 4),

olur. Buradan

10



Isin(ﬁ(x —)g(D)y (z, A)dr = Isin(\/z(x —O)y (r,A)dr,
0 0

elde edilir. Buldugumuz son esitigin sag tarafindaki integrale iki defa kismi integrasyon

uygulayip (1.19) baslangi¢ kosullarin1 géz 6niine alirsak

Jsin(\/z(x —o)w"(r,A)dr = —sin JAx+ \/ZJ sin(\/Z(x —)w(r,)dr,
0 0

bulunur. Buradan ise

Isin(\/z(x -1)g(0)w(r,A)dr = —sin x/Zx + ﬁy/(x, A),
0

esitligi elde edilir. Yine esitligin her iki yanimi da J2 ile boliip, w(x,4) cekilirse (1.21)

elde edilmis olur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

1.4. Ozdegerler ve Ozfonksiyonlarin Asimptotik Formiilleri

q(x), [0, 7] araliginda siirekli ve reel degerli bir fonksiyon olmak iizere
—y +q(x)y =2y,
y'(0)—hy(0) =0,
y'(m)—Hy(7) =0,
denkleminde ¢@(0,4) =1, ¢'(0,4) =h baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimii ¢(x, 1) ve
w(0,1)=0, w'(0,4)=1 ¢oziimiinii de w(x, 1) olarak alalim.

Ozel olarak

A = s’ olarak alirsak (1.20) ve (1.21) ifadelerini asagidaki gibi yazilabilir.

@(x, A1) =cos sx+ ﬁsm SX+— L J.sm [s(x r)]q(t)go(r Adr,
s

sin sx

v(x,A)= +lj‘sm s(x 2') q(t)w(r Adr,
S 0

bulunmus olur.

Lemma 1.4.1: o+it olmak iizere dyle bir s, >0 vardir ki |s|>s0 icin asagidaki
esitlikler dogru olur [17].

x €[0, 7] i¢in
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px)=0("), yxp=0(s" "), (1.25)

@(x, 1) =cos sx+0(|s|71 eMX), (1.26)
. Jelx
w(x,A) = S“lsx + 0£|e|1 } (1.27)
s

Asimptotik formiilleri hesaplamak i¢in A = s> olmak iizere Lemmal.4.1 ele alindiginda

@(x, 1) = cos sx + ﬁsin sx+ lJ‘sin [s(x—D]g(e(z, Ddr,
s s

0
o(x,A) =cossx+0 (|s|_l e ),
bulunur. Simdi =0 ve H #0 ve @(x,A) verilen S-L denkleminin bir ¢6ziimii olsun. Bu

fonksiyonun 7 noktasindaki degerini ikinci sinir sartinda yerine yazarsak ozdegerler elde

edilir ve bu 6zdegerler reeldir. Negatif olan 6zdegerler isesonlu sayidadir. Buradan

o(x,A)=cosx+ O(lJ olup
s

o(x, ) =cos sx + L sin sx + 1 j. sin[s(x—17) |g())p(z, A)d7 ifadesini x' e gore
s s

diferansiyelleyip yukarida yerine yazdigimizda

o'(x,A) :—sinsx+hcosx+hc0ssx+0(l),
S

elde edilir. Bu ifadeyi ve (1.26) esitsizligini ikinci sinir sartinda yerine yazarsak

—ssins;r+(h+H)coss;r+0(lj=O, (1.28)
s

denklemi elde edilir.
Buldugumuz son denklemde sol tarafin s ye gore diferansiyelini alirsak

—nscossmw—sinst—nx(h+H)sinszt+0(1)=0
bulunur. Denklemin n. kokii s, olmak iizere 4 =s> olsun. Ozdegerler
oz, A)+He'(r,2) = w(4) =0,

denkleminin kokleri olmak iizere w(A) = @,(s) dir. Burada

12



w,(s) =—Hssin sz l:l +0 (lﬂ bulunur.

2

s diizleminde yarigap1 R = ) + N, merkezi ise orijin olan bir D, dairesi alalim.

w,(s) =—Hssin sz l:l + OLﬁﬂ asimptotik formiilinden ,(s) fonksiyonunun sifirlarinin
s

sayist D, dairesinin i¢inde esittir. Bu sayr 2n+2 olup yani c¢ifttir. Bu fonksiyonun her
pozitif sifirina bir 6zdeger karsilik gelir. Buradan s, icin asimptotik formiil s, =n+O(1)

olarak bulunur.

@(x,A) = cos sx+ n sin sx +— | sin[s(x —7) Jg()e(z, V)dt ifadesinde x'e gore

A)

Y | =
O'—.R

tiirevini alip ve @(x,A) ile ¢'(x,A4) ifadelerini verilen sinir sartlarindan ikincisinde

kullanarak bazi doniisiimler yaparsak
i H .
A=h+H+ I{cost +—sin sr}q(t)(o(r, Adr,
s
0

hH G| . H .
B=—+ I{sm St +—sin sr}q(t)(p(r, A)dr,
s s
olur ki buradan (—s+ B)sin sz + Acos sz =0 bulunur. A ve B igin

A=H +h+1jq(t)dr+qu(z)cos2srdr ol
29 29 s

17 . 1
B= —Iq(t)sm2srdz' +0(-),

25 s

elde edilir. g(x) fonksiyonu sinirli tiireve sahiptir. Buradan kismi integrasyon uygularsak

T 1 T ) 1
jq(t) cos2s7dr +O0(=) ve jq(t) sin 2s7dzr + O(-),
0 S 0 §

bulunur. Buradan da

A:h+H+hl+O(l), hlleCI(t)dT, B:O(l)’
s 29 §

elde edilir ki boylece

(—s+B)sinszt+ Acossz =0,

denklemini

13



h+H +h, +0(1)

s
s+0 (1j

s
biciminde yazilabilir. Simdi s, =n+0, seklinde alinirsa

o =w+0(lj’

tan st =

n
nn S

olmak tizere

n n
elde edilir. Buradan da

1 17
=—| h+H+— tydr |,
c 7[( 2!6]()T}

olmak uizere

1
s, :n+£+0(—2j,

n n

olur. g(x)eC*(0,7) olmak iizere yaklasik bir asimptotik formiil elde edecegiz. ¢ sabit

bir say1 olsun, bu taktirde

c c 1
s, =n+—+—3+0(—4j,
n n n

bulunur. Bu formiilii kullanarak ¢(x,4,) =@, (x,4) 6z fonksiyonlar1 i¢in

o(x,A,) = @(x) =cosnx — i sin x + ﬁ nx+ Sy Jq(r)dr +0 (sz,
n n 2n n

px . 1
=cosnx+—sinnx+ 0O — |s
n n

asimptotik formiilii elde edilir. Burada f(x) =—-cx+h+ %J.q(z')d T dir.
0

14



2. STURM-LIOUVILLE OPERATORU iCIN OSILASYON TEORISi
2.1. Ozfonksiyonlarin Sifirlari

—Y'+q()y =24y, 1 €lab],
y(a)cos e+ y'(a)sin ¢ =0,
y(b)cos f + y'(b)sin =0,
S-L problemini ele alalim. S-L probleminin 6z fonksiyonlarin sifirlarinin dagilimina iligskin
onemli sonuglara ait ¢aligmalardan faydalanarak XX. ylizyil civarlarinda Sturm tarafindan

bu problemin sonsuz sayida 6z degerlerinin varlig1 ispatlanmstir.
q(x) =0 olacak sekilde asagidaki basit sinir-deger problemini elealalim:
y'+ay=0,
Y(0)=y'(x) =0
probleminin 6zdegerleri
Ay =0,4,=1°,4=2"..,4 =n"... olmak ilizere bu &zdegerlere karsilik gelen
ozfonksiyonlar
Qx4 =@ (x)=0,
x4 = (x) =COS X,
P4, =@, (x)=C082X,....0 X, 4, =@, X =COSNX,...
seklindedir.

Boylece sifirdan baslanacak sekilde 6zdegerlerin artis sirasina gore 6zfonksiyonlar

dizisini olusturmus oluruz.

o ( x,A ) dzfonksiyonlarinm sifirlar1 asagidaki ozelliklere sahiptir:

1) n. ozfonksiyonolan ¢ (x,A )nin [0, 7] araliginda tam olarak 7 -tane sifir1

vardir.

2) n . ve (n+1). 6z fonksiyonlarin sifirlar1 siralidir (veya g¢aprazlasirlar).
Yani n. 6zfonksiyonun ardisik iki sifir1 arasinda ( n +1). 6zfonksiyonun bir sifir1 bulunur.
Ozfonksiyonlarin bu dzellikleri genel halde de saglanir.

Bu 6zellikleri asagidaki 6rnek iizerinde kolayca agiklayabiliriz.



Ornek

y'+4y=0

Y'(0) =y'(7)=0

probleminde ¢, (x)=cos2x, ¢,(x) =cos3xolup
@, (x)=0 = cos2x=0

T T kr w1 .
2x=—+kr = x=—+—==(3+k), (k=0,%1,+2,.) dir.
2 4 2 ZCR )

k=0 = x,=2.
4

k=2 = x2=T”e,...,¢ 0,7

@, (x)=0 = cos3x=0

3x=§+k1r, = x=£+ki= 7

= dyk
6 3 3R

k=1 = x1=£
2

k=2 = x2=5—ﬂ-
6
Tz

k=3 = x :?e 0,7 olur.

Teorem 2.2 (1. Mukayese Kriteri)

W'+ g (x)u =0, 2.1)
V'+h (x)v=0, (2.2)

olsun. Eger tiim [ a, b ] araliginda g(x) <h(x) ise (2.1) denkleminin asikar olmayan iki

ardisik sifir1 arasinda (2.2) denkleminin en az bir sifir1 bulunur [2].
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ISPAT

(2.1) denklemi v ile (2.2) denklemini u ile garpip birbirinden ¢ikarirsak
u"v—v"u+g(x)—h(x)uv =0,

u"v—v'u= di(u’v - v'u) =h(x)—g(x)uv, (2.3)
X

elde edilir.

u 'nun iki ardisik sifir1 x, ile x, olsun. Kabul edelim ki v' nin (x,,x,) araliginda sifir1

bulunmasin.
Bu durumda (2.3) esitligini x, 'den x, 'ye kadar integrallersek
T %(u'v — v'u)dx = [u'v - v'u];2 = T h(x)— g(x)u(x)v(x)dx,
=1'(x,)v(x,) = v'(x ux,) —u'(x )v(x;) +v'(xu(x,),
= [ (1)~ g oo,
bulunur.
Simdi v ’nin hi¢ bir yerde sifira esit olmadigini1 kabul edelim. Genelligi bozmadan ( x,, x, )
araliginda u( x) >0, v (x) > 0 alinabilir. Dolayisiyla bir 6nceki esitligin sag tarafi pozitiftir.
u(x)>0 oldugu icin x, noktasinin komsulugunda wu(x) fonksiyonu artandir.
Dolayistyla u'(x,) >0 ° dir. Benzer olarak x, noktasinin komgulugunda u (x) fonksiyonu
azalandir ve '(x,) <0 oldugu sonucuna varilir. Bu sebeple
u'(x,))v(x,) —u'(x,)v(x,) <0 olur. Buise bir geligkidir. Boylece (x,, x,) araliginda v ’nin

stfirlarinin varlig ispatlanmis olur.
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Teorem 2.3
g (x) <—m* <0 ve (—0o< a< x<b<w)olmakiizere
y'+g(x)y=0

denkleminin her ¢6ziimiiniin en fazla bir sifir1 vardir.

ispat

g(x)<h(x)=—m" <0ise

y"—m’y =0 denkleminin ¢6ziimiiniin sifirinin olmadigin gésterecegiz. Bu denklemin

coziim fonksiyonu €™ seklinde olup sifirlari varolmadigi icin her sonlu aralikta

y"+g (x) y =0 denkleminin en fazla bir sifir1 vardir.

Teorem 2.4 (2. Mukayese Teoremi)

(2.1) ve (2.2) denklemlerinin
u (a)=sina u' (a)=- cosa
) (2.4)-(2.5)
v (a)=sina V' (a)=- cosa
baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimleri u(x) ve v ( x) olsun. Ayrica [ a, b ] araliginin

tamaminda g( x)<h (x) olsun.

Eger u(x) fonksiyonu, a <x<b aralifinda m -tane sifira sahip ise, diyebiliriz ki

v(x) fonksiyonunun ayni aralikta en az m-tane sifirlari var olup, v (x)’in k. sifirt u(x) 'in

k . sifirindan kiictiktiir [2].

Ispat

u(x) ’in a noktasina en yakin sifirmi x, ile gosterelim. Bir 6nceki teoreme dayanarak
v(x) ’in  (a,Xx,] araliginda en az bir sifira sahip oldugunu gostermek yeterlidir. Bu v(x)'in

sifira sahip olmadigini kabul edelim.
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Genelligi bozmadan (q, x,] arahginda u(x) >0 ve v(x)>0 alabiliriz. u( x,)=0
oldugundan u(x) fonksiyonu x, noktasimin bir komsulugunda azalandir. Bu

yiizden u'( x)=0’dir. (2.3) esitligini a *dan x, ’e integrallersek

X

W () v (%) = [(h() - g)u(x)v(x)dx,

elde edilir. (a, x,] arahigmda u (x)>0, v (x)>0 ve g (x)<h(x) oldugundan yukaridaki
esitligin sag tarafi pozitiftir. Fakat sol tarafi pozitif degildir. Bu ise bir celiskidir. Boylece

teorem ispatlanmistir.
Lemma 2.5

Eger x, (a <x, <b), @(x,A4) 0z fonksiyonunun sifir1 ise o halde yeterince kiigiik
£>0 sayist igin 38 >Obulmak miimkin ki |1-A4| < olacak bigimde

@(x, A1) fonksiyonunun |x —x0| < £ icin sadece bir tek sifir1 vardir [2].

Teorem 2.6 (Sturm Osilasyon Teoremi)

(1.6)-(1.7) smir-deger probleminin sinirsiz olarak artan 4;, Az, ... 6z degerleri vardir.

m—wo, A —ow olsun. Bu takdirde /4,  Ozdegerlerine karsilik gelen ¢(x,4)

ozfonksiyonunun x € (a,b) araliginda m tane sifir1 vardir [15].
Ispat

u(a)=sina , u'(a)=— cosa (2.6)
baslangi¢ kosullarini saglayan

—y'+q)y=A24y, €lab],
denkleminin ¢oziimii ¢(x,A) olsun. 2. Mukayese teoreminden A artarken @(x,A)
fonksiyonunun sifirlarinin sayis1 azalir. x €[a,b] ve |q(x)|<c olsun. Bu takdirde bu

denklemi
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—y"+(A+c) =0, 2.7)
denklemiyle karsilagtiralim. (2.7) denkleminin (2.6) baslangic sartlarini saglayan
¢Oziimiiniin goriintiisii

COScx

v (x.4) =sina cosh{€A—c)? (x-a)) - sinh{(-1—¢)” (x-a)),

P

seklindedir.  parametresinin negatif degerlerinin mutlak degerleri i¢in m yeterince biiyiik
degerleri i¢in bu fonksiyonun sifir noktalarinin mevcut olmadigi asikardir. Bu sebeple

tekrar 2.Mukayese teoreminden faydalanarak A parametresinin negetiflerinin yeterince

biiyiik mutlak degerleri i¢in ¢(x,4) fonksiyonunun sifirlarinin mevcut olmadigi kanaatine
varilir.
Karsilagtirma igin

"+ (A-c) y=0,
denklemini segersek pozitif ve sinirsiz olarak artan A ’lar icin (1.6)-(1.7) probleminin
coziimii olan ¢(x,4) fonksiyonunun sifirlarinin sayisinin [ a, b | araliginda sinirsiz olarak
arttigini elde ederiz.

Simdi ¢(x,4) = 0 denklemini ele alalim. Bu durumda Lemma (2.5)’den 6tiirii bu
denklemin kokleri A ’ya bagl siirekli fonksiyonlardir.

Ayrica 2.Mukayese teoreminden dolay1 A ’lar artarken ¢(x, 1) fonksiyonunun her

sifir1 sola kaymis olur. Sifirlarinin sayis1 azalmadigi i¢in a noktasinin disinda sifir noktasi
bulunamaz.

_Bu sebeple Lemma (2.5)’den dolay1 bu fonksiyonun yeni sifirlar1 b noktasindan igeri girer.

Boyle bir degerin bulunacagi agiktir. ¢ (b,4 )=0 olmak iizere p; ile bu esitligi saglayan
parametresinin ikinci degerini gosterelim. Bdylece ¢(b,z,)=0 olacak sekilde,
@ (x, 4,) fonksiyonu acik (a,b) araliginin icerisinde m tane sifira sahip olmak iizere

Mo, Uiy «ve s £, A,.... sayldizisielde edilir. Eger sing= 0 ise bu takdirde (1.7) sinir
sartlarinda ikinci esitligin [ y (b,A)cosf + y'(b, A)sinf =0 ] saglandigini goriiriiz.
Dolayisiyla u,'ler o6zdegerlerdir. Ayrica (1.6)-(1.7) probleminin ¢6ziimii olan @(x,A4)

(2.6) baslangic kosullarint sagladigi i¢in bu ¢6ziimiin (1.7) siir kosullarindan birincisini

de sagladigini goriiriiz. Boylece bu durumda sing = 0 durumunda teorem ispatlanmais olur.
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Simdi sin S # 0 olsun. u(x) ve v(x) ise 2. Mukayese teoreminde ele alinan
fonksiyonlar olsun.
u"+g(x)u =0,
v'+h (x)v =0,
(2.6) baslangic kosullarini saglayan denklemler olsunlar. Basit islemler sonucunda
(2 ]2 (2)
(2.8)

(uv —v'u)
V2

+u’ [h(x) — g(x) 1> 0,

elde edilir.

! !

Bu nedenle v fonksiyonunun sifira doniismedigi her aralikta u* (u—, - v_) fonksiyonu
1% 1%

monoton artandir. u(x),v(x) fonksiyonlarmin (a,b) araliginda esit sayida sifira sahip

oldugunu varsayalim.

x, ile u(x)fonksiyonunun b noktasina en yakin sifirin1 gosterelim. x, <x<b
araliginda v(x) fonksiyonunun sifirlarinin mevcut olmadigini gosterelim.

2.Mukayese teoreminden dolay1r a ve x;, noktalari arasinda v(x) fonksiyonunun
en az i -tane sayida sifirlart bulunur.

Eger v(x) fonksiyonu x;, <x<b araliginda sifira sahip olursa o halde (a,b)

araliginda v(x) fonksiyonunun varsayimimiza ragmen u(x) fonksiyonundan daha fazla

sifira sahip olur. Simdi (2.8) esitligini x; ve b arasinda integrallersek

u 2(b){M - v!(b)} >u 2()9){u!(xi) ——v,(xi)} =0

ub) v(b) ux) v(x,)
u'(b) _v(b)
ub)  v(b)
u <A'<A"<u . olacak sekilde u(x) yerine v(x, A'), v(x) yerine t(x, A") alirsak son
NPT @' (b, 1) . -
esitsizliginden dolay1 ﬁ fonksiyonu g , g . arahginda monoton azalir ve
@D,

@'(b, )

2

o(b, 1t,) = (b, 1, .,) oldugu i¢in =—cot f olmak lizere
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i, ., araliginda bir tane 4 _,, noktasi bulunur. Dolayisiyla bu noktada (1.7) sartinin

ikinci esitligi saglanir. Buise A

m-+1

’in bir 6zdeger olmasi demektir. o(x, A

m +

,)ise bu
Ozdegere karsilik gelen ozfonksiyondur. Boylece agik a,b araliginda bulunan v(x, 4, )

fonksiyonunun (m+1)-tane sifir1 vardir. Bununla teorem ispatlanmstir.

Tanim 2.7

p ve q sabitler olmak iizere
—u"+ pu =0, (2.9)
—"+qgv=0, (2.10)
denklemlerinin asikar olmayan ¢oziimleri u(x) ve v(x) i¢in,
i) g < p ise u(x)'in ardisik sifirlart v(x) 'in bir sifir1 tarafindan ayrilir.

ii) p >0 ise u(x) 'in herhangi (xO,OO) araliginda en ¢ok bir sifir1 vardir.

iii) ¢ <0 ise her (xo,oo) araliginda v(x) 'in bir sifir1 vardir.
Osilasyon teorisinde bir cok klasik sonug,
P(x) ve g, (x) fonksiyonlar1 C* sinifindan, p,(x) ve ¢,(x) uygun aralikta pozitif olmak

uzere
~[pou'] + py(xu =0, @2.11)

—[q1 (x)v']' +q,(x)v =0, (2.12)
self-adjoint S-L denklemlerinin ¢6ziimleri i¢in elde edilmistir. 1836 yilinda bu teori icin
baslangi¢c sayilabilecek ve C. Sturm tarafindan kesfedilen Mukayese Teoremi asagidaki
sekildedir:

Teorem 2.7 (Genel Sturm Mukayese Teoremi)

Eger o,f (2.11) denkleminin asikar olmayan ¢oziimii olan u(x)'in ardisik sifirlart ise
xev=[a, ] i¢cin
i) ¢,(x)=p,(x),
ii) g,(x) < po(x), qo(x) # py(x),

ise (2.12)'nin her v(x) ¢oziimiiniin («, #) araliginda bir sifir1 vardir [2].
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Ispat

Eger u(x) ve v(x), (2.9) ve (2.10) denklemlerinin ¢oziimleri ise
d ! !
—vpu' —upv' =(p, —q,)uv (2.13)
dx

olur. Eger u(a) =u(f)=0 ise
P B
(vplu')a = J.(po —q,)uvdx,

integrasyonu elde edilir. («, £) araliginda u(x) 'in pozitif oldugunu varsayarsak

W' (@) >0,

u'(p) <0,
bulunur. (2.13) den v(x), («,f) aralifinda sabit isaretli olamaz. Dogrusal argiiman (e, )

araliginda u(x) <0 ise uygun olur.
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3. STURM-LIOUVILLE OPERATORU iCIN ACILIM TEOREMLERI

3.1. integral Denklemler Metodu ile Acilim Teoremi
f(x) = 0 siirekli fonksiyon olacak bigimde

V'HA-q(Xy Ff(xy 0=x<rm, (3.1

y(o, )cosa + y'(0, A)sin ax =0,
y(7m, A)cos B+ y'(7,Asin =0, 3.2)

problemini ele alalim. 4 kompleks sabit bir say1 olsun.
Y'+{A—q(x)y}=0, (3.3)
denkleminin

u(0,4) =sine, u'( 0,4 )=—cosa,

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimiinii v (x, 1) ile gosterelim. Eger u( x,1) ve v( x,A)
lineer bagimsiz ise, yani u (x,1), (3.1)-(3.2) probleminin 6zfonksiyonlar1 olmayacak
bi¢imde Wronskian determinanti

u

V
W(u,v)‘ #0,
u

r

dir ve tersine , eger Wronskian determinant sifira esit ise u= Cv olur.

Dolayisiyla u 6zfonksiyondur. Boylece (3.2)-(3.3) probleminin 6zdegerleri Wronskian
determinantinin sifirlar ile ¢akisirlar. Bu durumda birinci mertebeden tiirevin yanindaki
katsay1 sifira esit oldugundan belirli Liouville formiiliinden dolay1 W, A ’dan bagimsizdir.

W (u,v) =w(A),
o) B AW ek £
G(x,t A =
ooy (A D) 28

seklinde G( x,t ) Green fonksiyonunu goz Oniine alalim. Bu fonksiyon x ve

degiskenlerine gore simetriktir ve reel 4 degerleri i¢in reeldir.



y(x,A4)= ]G (x.t, A) f (1)dt, (3.4)
0

seklindeki fonksiyonun (3.1)-(3.2) smnir probleminin ¢déziimii oldugunu gosterelim:

Y (6.A)=— {v(x, W) fut2) fyde+u (x.2) WL F(1) dt} : (3.5)
w( x) 0 0

esitliginden,

v (x, A)= ! V' (x, A )]u( t,xl)f(t)dtﬂ—u"(x,i)?v( t,A)f(t) dt+
w X 0 0

+x' (xDu(x, ) f(x) —u" (x,A)v(x, 1) f(x),

- [ — A 2) Ju (e, A)f()dr+u (x, 4 )f.[v (1,2)f (1)t} + f (x)
W(X) 0 x

=[qx) = ]y(x, A+ f(x)
olup
Y+ {A—q(x)] y=f(x),

elde edilir. y(x,A) fonksiyonunun (3.2) smir kosullarin1 sagladigimi kolayca kontrol

edebiliriz. Boylece A, (3.2)-(3.3) homojen probleminin 6zdegeri olmayacak sekilde, her
f(x) fonksiyonu i¢in homojen olmayan (3.1)-(3.2) problemi ¢oziilebilir ve ¢oziim (3.4)

formilii ile verilir.

Tersine eger A homojen problemin 6zdegeri ise homojen olmayan (3.1)-(3.2)
problemi genelde ¢6ziilebilir degildir. A , homojen problemin 6zdegeri olmayacak bi¢cimde
(3.1)-(3.2) sisteminin ek ¢dziimii vardir.

Gergekten, homojen olmayan problemin iki ¢Ozlimiiniin farkinin homojen
problemin 6zfonksiyonu olacagi asikardir ve varsayimdan dolayi bu sifira esittir. A =0
icin bir 6zdeger olmadigini kabul edebiliriz. Sabit bir 7 sayisi igin,

y'+ (A+n)—qx) y=0,

y(o, A)cos a+ y'(0, A)sin ax =0,

y(m,Acos B+ y'(xr,sin =0,
sinir  problemini goz Oniine alalim. Bu problemin 6zdegeri, (3.2)-(3.3) probleminin
0zdegerinin aynisidir. Ozdegerlerin tiimii 7 kadar saga 6telenmis olur. Son sinir problemi
icin sifir 6zdegeri olmayacak sekilde 7 sayisini segebiliriz. G(x,t A =G (x,t) esitligini
ele alirsak
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y(x)=[G(x) f1)adr, (3.6)
0
fonksiyonu (3.2) sinir kosullarin1 saglayan
Y'=q(x) y=f (x),

denkleminin ¢6ziimiidiir. Boylece (3.1)-(3.2) sistemi
y+4[G (x0) y (0t = [G (x) f(1) di=g (x),
0 0

integral denklemine denk oldugunu sdyleyebiliriz. Ozellikle homojen problem f(x) =0

y(x)= if]G (x,t) ¥(t) dt=0, (3.7)

integral denklemine denktir.

(3.2) ve (3.3) problemi i¢in ozdegerleri A4,,4,, 4,,...,4

n

ve bunlara karsilik

gelen normlastirilmis 6zfonksiyonlar v, (x),v,(x),v,(x),...,v,(x) olsun.

e gy= 3 )

n

cekirdegi ele alalim. Burada \/Z =n+0(1) asimptotik formiiliinden dolayr H(x,& )icin
yazilan seri, mutlak ve diizglin yakinsaktir ve dolayisiyla H (x, &)¢ekirdegi siireklidir.
Simdi ise

Va (5)Va (€)

A

n

Q(x,E)=G (x,& WH(x,E)=G (x,E)+ ).

cekirdegini ele alalim. Bu ¢ekirdek stirekli ve simetrik olacagi asikardir. Sifira denk

olmayan her simetrik Q (x,&)¢ekirdegi en az bir 6zfonksiyona sahiptir. Yani

() + 7 [Q (5.6 €)dE =0, (3.8)

denklemini saglayan A4, sayist ve u(x)#0 fonksiyonu mevcuttur. Boylece
0 (x,&) ¢ekirdeginin 6zfonksiyonlara sahip olmadigimi gosterirsek Q (x,&)=0 oldugunu

elde ederiz. Yani,
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=V, (X)V,
G (x,&) = —Z%@ (3.9)
n=0

n

acilimindan, 6zfonksiyonlarin tamligini kolayca elde ederiz. (3.7) denkleminden
y 1
[G(xov, £ as=——v, ),
0 A’n

elde edilir. Boylece

[o ew, ©az=o.

olup Q(x,&)cekirdegi (3.2)-(3.3) probleminin tiim 6zfonksiyonlarina ortogonaldir. (3.8)
integral denkleminin ¢oziimii u(x) olsun. u(x)’in v (x) ’lerin tiimiine dik oldugunu

gosterelim. Gercekten (3.8) denkleminden

0=juuﬁQuyh+&JiJm{jQCnéWhﬂd§}M
= ju (x) v, (x) dx+ A, ju(f){J.Q(x, $)v (x) d-}d{,

= [ () v, (9 d,

0

elde edilir. Buradan
0=u(x) +7 [Q(x. & (€ ME =1 (x) + 2y [G( x.Em (€ ME

bulunur. Yani u(x) , (3.2)-(3.3) probleminin 6zfonksiyonudur. Ayrica u( x),v, (x) ’lerin
timiine ortogonal oldugu i¢in u( x)=0 ve dolayisiyla, Q(x,&)=0 olur. Boylece (3.9)

formiilii ispatlanmais olur.
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Teorem 3.1 (A¢ilim Teoremi)

Eger f(x) ikinci mertebeden siirekli tiireve sahipse ve (3.2) ile verilen kosullar

saglamiyorsa

f(x) fonksiyonu i¢in (3.2)-(3.3) probleminin 6zfonksiyonlarina gére mutlak yakinsak ve

diizgilin yakinsak Fourier seri agilimi seklinde yazilabilir. Yani
f0=>ayv,(x),
n=0
(3.10)

a, = Tf()c)v,7 (x)dx,
0

olur.
Ispat
f"(x)—q(x) f(x) = h(x) olsun. Bu taktirde (3.4) ve (3.9) ' dan dolay1

f) =[G, Hh(&)dE

o0 1 T 0
=20, (0= [ O =3 a, ()
n=0 ) =0

bulunur.

v (x) fonksiyonunun ortogonalligi ve normlu olmasindan

a, = ]r.f(x)vn (x)dx

olur.

Teorem 3.2

[O, 72'] araliginda karesi integrallenebilen her f(x) fonksiyonu i¢in
jfz(x)dx =>a
0 h=0

parseval esitligi saglanir [11].
Simdi f(x) fonksiyonunun acilimi belirli olacak sekilde Rezolvent i¢in Fourier serisine
acilimint bulalim. (3.4) formiiliine gére y(x,A) fonksiyonu (3.2) ile verilen siir kosullarini

sagladigindan , kismi integrasyon yaparsak,
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Fie

[ ¥(x2rq00) y (x2)v, xdx = [ v ~q(0)v, (1) (x. A ),
0

0

2, [y (6w, () d

=-Ad (), (3.12)

n-n

elde ederiz.
Y=Y d (), () 0= 11 (om, (s
olsun. Bu taktirde (3.1) ve (3.12)’den
a, = J Y (6, )+ A=q (x) |y (x,4) v,(x )dx
o
= 4d (A)+d.(A)

olur. Buradan,

an
A=A

n

d,(A)=

yazabiliriz. Dolayisiyla, rezolvent i¢in a¢ilim

yrnA)=y

Yy v, (x), (3.13)

sekindedir.

3.3. Sonlu Farklar Metodu ile A¢ilim Teoremi

y' +{A—q(x)}y=0, (3.14)
y(0)cosa + y'(0)sina =0, (3.15)
y(z)cos S+ y'(m)sin f=0, (3.16)

seklinde tanimlanan S-L problemini ele alalim. Bu problemin sonlu farklar metodu ile
tamligin1 gosterecegiz. (3.14)-(3.16) probleminin bir ¢oziimii y = y(x,4) ise bu ¢oziim
baslangi¢ sartlarini saglayacaktir. Ayrica
y(0) =sina, (3.17)
y'(0)=—cosa, (3.18)
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sartlar1 (3.15) sartlarin1 saglayacaktir.

Simdi ise n keyfi pozitif bir tam say1 olmak iizere [0,7] araligin1 n esit parcaya
bolelim ve h=x/n alalm. x, =vh, q,=q(vh) ve v=0,1,..,n-1 olsun. Bu

sekilde birinci ve ikinci tiirevi sonlu farklar yardimiya yazarsak

yl D yv _hyv—l ,
(3.19)
"0 Yyt _2yv Vo

Yy E )
elde edilir. Buradan (3.17) sart1

Yo =sina, (3.20)
seklindedir ve

y,=sina+hcosa, 3.21)

elde edilir. (3.14) ile verdigimiz denklemi sonlu farklar metodu ile yeniden yazarsak

yv+l _2yv +yv—l
hZ

+(1-q,)y, =0, (3.22)

bulunur.

(3.22) ile buldugumuz denkleme (3.20) ve (3.21) sinir sartlarini eklersek
Y cosﬂ+%sinﬂ=0, (3.23)

esitligi elde edilir ki bu da (3.16) denkleminin sonlu farkli halidir. Bu problem artik n
boyutlu vektor uzayinda cebirsel probleme doniisiir. (3.21) ve (3.23) denklemlerinden
v, =y,(I+hcota), (3.24)
Yo = Yoa(I=hcot ), (3.25)
elde edilir. Elde ettigimiz son iki denklemi (3.22) de yerine yazarsak n tane n

bilinmeyenli homojen denklem elde edilir ve olusan bu matris simetrik ve Jakobi

matrisidir.
Y=y Vi»r¥uu) V€ 2=(2,%,----2, ;) Olacak sekilde 6zdegerleri reel, 6z fonksiyonlar

ortogonal olan i¢ ¢arpimlari
n—1
(.2 =) hy,z,
v=0

olarak elde edilir.

Simdi 6zdegerlerin basit oldugunu gosterelim. Varsayalim ki A nin birden fazla degeri
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olsun. Bu sistem simetrik oldugundan en az iki tane lineer bagimsiz 6zfonksiyon olmak

zorundadir. y =(y,,¥,--¥,,) ve 2=(Zy,%----%, ) olsun. y, #0 ve z, =0 oldugunu
varsayalim. Buna ek olarak (3.22) denklemi homojen oldugundan y, = z, kabul edelim.
Fakat (3.24) denklemiy , =z, ve (3.22)den y, =z, (v=1,2,...,n) olur ki bir 6zdegere tek
bir 6zfonksiyon karsilik gelir.

Simdi A, , k=(12,....n), y; =(Yyzs-r Yor,) Olmak iizere
2 n-l 2
= () = ;h[yf,k] :

2 _ h
A _‘yk

seklinde tanimlanir. 7 boyutlu vektdr uzayinda ortogonal vektorler y!,...,y" olsun.

f=fy, fis--s f,,) olmak iizere Parseval denklemi de

n—1 n 1
(f )= b =D —(f.3) (3.20)
v=0 k=1 ak,h
seklinde tanimlanir.

(3.24) denkleminin (3.22) ve (3.23) baslangi¢ sartlarim1 y (A1) saglasimn. Eger h—0 ve

vh—x ise y, (1) — y(x,A) olur. 4,.4,,,...4,, ifadeleri y, (41)=y, (1)1-hcot/f)

n

denkleminin kokleri olur. # — 0 oldugunda 4, , larin her biri (=N, N) araliginda sinirhdir.

Simdi (3.26) da elde ettigimiz Parseval denklemini 2 —0 yaparsak (3.14), (3.15),
(3.16) denkleminin de Parseval denklemine dondiigiinii elde ederiz. Gosterecegiz ki f(x),
x€[0,7] araliginda ikinci tiirevi silirekli ve x=0 ve x=x noktalarinin bazi

komsuluklarinda kaldirilabilir sifirlardir. £ ={f(vh)}={f,} (v=0,1,...,n—-1) olup (3.26)

denklemini tekrar yazarsak

n 1

——(f. )
k=1 ak,h

= X () X () =L
o Gy

‘lij‘SN V-k h ‘>N

(f:1)=S nf2om =
. (3.27)

elde edilir. Burada N keyfi pozitif sayidir. Simdi 7, yi hesaplayalim. Islemin sonunda

(f,y!) ifadesini Fourier katsayilarina doniistiirecegiz.

n—1

(foy) =D by, (3.28)
v=0
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1 h h h I:_f—lylilo—i_f‘nf]ylil,n +f0ylil,fl _fnylil,nfl]h’_]
__LZ yk,v+l_2yk,v+yk,v—1_th 1 2
- vk, —+
/1 V=0 n? ‘ k h +Zhyk v{ = h{v Jua _qvhv:|

Eger h yeterince kiiciik bir deger olursa f, =0, f, , =0 ve f, =0 olur. f, =0 elde edilir.

(3.28) den

h - +1 -1 1 1A2
oty S [ 150
(3 k.h

<)

elde ederiz. Bessel esitsizliginden

2
1 A f 1 , A
Ls— Z 2 (ylil’ e _QfJ <N_Z 2 [ l

N YR/ N,
‘/Ik,h‘ N kz lk/‘ N 2k, (329)
A
_f of

olur. Eger &4 — 0 olursa o zaman

Azf 2 T 2

‘7—qu > [{f" () -q0) f ()} dx

0
olur. (3.29) dan sabit bir A >0 vardir dyle ki 4 — 0 ise
I, <A/N? olur.

(3.27) den

n—1 1 2

R0 = Y —(f3) |[<—> (3.30)

% ZN a, ()] <5
h— 0 i¢in

n—1 ~

Dby > [ £ (),

v=0 0

o, > I yi(x,A)dx=a;,

0
(£ = [ FO¥(x, A)dx,
0
elde edilir.
2
—1 ]| fOyx 4 )dx} —>
V‘k\<N alf {I N2
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elde ederiz. Bu esitsizlikte N — oo olursa

2

4 © 1
[ £ Godx = Z—z{j f(x)y(x,/ik)dx} : (3.31)
0 k=1 Q

stirekli Parseval esitligini elde ederiz.

Simdi v, (x) normallestirilmis 6zfonksiyonu tanimlayalim.

vk(x)=(1/ak)y(x,lk),

(3.31) de verilen Parseval denklemi
a, = ff(x)vk (x)dx,
0
seklinde oldugunda
[rode=3a.
0 k=1

elde edilir. Bilindigi lizere karesel anlamda f(x) e yakinsayan iki kez tiirevlenebilen

f: (x) fonksiyonunu bulabiliriz. (3.31) de

. (x)v, (x)dx,

O'-—;N

seklinde yazarsak

v

[(£0- £ dx=3{a! ~d!}" (3.32)

0
elde ederiz. Eger k,l — oo olursa (3.32) nin sol tarafi 0'a gider dolayisiyla sag tarafta 0'a

yaklasir.

Cauchy-Bunjakovskii esitsizliginden

%
an—a\<{j fO-f0] d } ,

elde edilir. f,(x), f(x) e yakinsadigindan Pmaf =a, (n=0,1,..) olur. (3.32) den

Slat—alf <

=0

{f )= f,(0)} dx

=

o'—.a

yazilir. k — oo ise

i{an—ai} T{fu) £,(0)} dx
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elde ederiz. Simdi N — oo alirsak

fa,—a} <

s
O'-—;N

{F(0)— f,(0)) dx

Il
(=}

n

elde ederiz. Bu esitsizliklerden (6zellikle Minkowski esitsizliginden) Zai yakinsak

n=0

serisi elde edilir.

n=0 n=0

yazabiliriz ve [ — oo ise
S{al} > a,
n=0 n=0
olur. Ote yandan f,(x) ile f(x) arasindaki karesel yakinsakliktan dolay1
[ £ dx— [ £2(x),
0 0
olur. Bu yiizden [ — oo iken esitlik

I =Y a}

'[ fl2 (x)dx :Z aj,

elde ederiz.

Teorem 3.3 : Karesi integrallenebilen her fonksiyon
= Tf(x)vn (x)dx, (3.33)
0
Fourier katsayilarinin oldugu yerde
Tf *(x)dr=3 a2, (3.34)
0 n=0

Parseval esitligine sahiptir [8].

Ispat: § <z olmak iizere

1/6,0<x<6
fg(x):{ },

0,0<x<rx

olarak tanimlayalim. 75 vektoriiniin bilesenleri f; = f;(vh) (v=0,1,...,n—1) seklinde
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tanimlayalim. E vektoriine (3.24) i uygularsak

n-1 ) h 5 n )2
(f(}"f&):zhfdvzgliz:l: _(fa"yk) ’

2
v=0 k=1 ak,h

Bundan dolayr N >0 icin denklemi

> %(fmy,i’ ) Sé, (3.35)

W al<N Qi

elde ederiz. h—0 ve vh — x iken y (1) — y(x,4) olur. Buradan

1 )

~ ’/1 d >

51[)/()6 k,h) X
olur. |/‘Lk7h|§N dir. sina #0 igin

(};yﬂz>%ﬁnﬂn
olur ve (3.35) den dolay1

1 - 2
2 s 2 ’
e en @ osin” a

elde edilir. #—0 oldugunda a,f’h diizgiin sinirhidir. Ayn1 zamanda (3.35) denkleminde
(—N,N) arahiginda 2, , da smirhdir. A, h,,...— 0 seklinde bir dizi segelim. Oyle ki
2’k

limA4, , =4 (k=L2,.; <N),
poeo TP

,hp

olur. A4, lar (3.16) nin kokleridir. sina =0 aldigimiz zaman yine ayni sonucu elde ederiz.

1/8%,0<x<48
0,0<x<rm ’

fg(x):{

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.4 (A¢ilim Teoremi) : Eger siirekli bir f(x) fonksiyonu i¢in
Y av,), a,=[fy,d,
n=0 0
[0, 7] araliginda yakinsak ise

Fo=Yay, ).
n=0

seklinde yazilir [8].
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Ispat: h(x)=f (x)—Zanvn(x) olsun. A(x) , [0, 7] araliginda stirekli ise
n=0
b, = [h(x)v,()dx=0 (2=0,1,2,..) scklinde olur. h(x) e (3.31) deki Parseval esitligi
0

uygulanirsa I h*(x)dx =0 olur. A(x) siirekli oldugundan /(x)=0 olur ispat tamamlanur.
0
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4. Fourier-Bessel Acilim

A,x ve p reel sayilar olacak bigimde

d2Z dZ p2
X—+—+UAx——)z=0, 4.1
PR ( x) 4.1)

Bessel denklemini ele alalim. y = z4/x déniisiimiinii yaparak (4.1) denklemini

42— Y]y=0 (4.2)
dx? X =5 '

seklinde yazalim. J24 =5 olacak sekilde (4.2) denkleminin lineer bagimsiz
y(x,A)= «/;Y,, (s),
¥,(x, ) = VXY (sx),

¢Oziimleri vardir. Burada Y, (¢) birinci tiir Bessel fonksiyonu ve

Y, (t)ycos pr-Y. p )

Y,(t)=

b

sin prr
2. tiir (veya Henkel) fonksiyonudur.

Bessel fonksiyonlarinin kuvvet serilerine agilimlarindan x — 0

elde edilir. Bu degerlerden, p>1 icin sadece y, in sifin komsulugunda karesi
integrallenen oldugu elde edilir. 0< p <1 olacak bicimde ise her iki ¢oziimiin de karesi
integrallenebilirdir.
O<a<b ve a,B keyfireel sayilar olsun. (4.1) denklemi i¢in
y(a)cosa + y'(a)sina =0, 4.3)
y(b)cos S+ y'(b)cos S =0, 4.4)
sinir kosullarini ele alalim. [a,b] araliginda (4.2) denkleminin tekil noktalar1 olmadig1 igin

(4.3) sinir kosullar ile birlikte regiiler S-L problemini tanimlar. Bu sebeple klasik S-L

teorisi uygulanabilir.



(4.2), (4.3), (4.4) probleminin Ozdegerleri A,,4,,...,4,... bunlara karsihk gelen
ozfonksiyonlar ise ¢, (x,4),9,(x,A),....0, (x,A),... ((oi(x)z(p(x,/Il.)) olsun. Kokleri A,
sayilar1 olan transendent denklemi bulmak igin, (4.2) denkleminin (4.4) sinir kosulunu
saglayan ¢Ozlimiinii bulalim. Bu tiir ¢oziimiin goriintiisiiniin

y(x,A) =cy, (x, A) + y,(x,4),

oldugu kolayca goriilityor. Burada

oo (b A)cot B+ y, (b, 2) @5)

y,(b, A)cot B+ y, (b, 1)

dir. Bu sebeple A, 6zdegerleri
y(a,A)cosa+ y'(a,A)sina =0,
denkleminin kokleridir. Bu denklemi ¢ sabiti (4.5 formiilii) ile tanimlanacak sekilde
c{y,(a,A)cota +y, (a,A)+{y,(a, A)cota +y, (a,A)} =0, (4.6)
seklinde yazmak miimkiindiir. x >0 i¢in y,(x,4) >, y(x,4) =0 oldugundan her
sabit A icin a —>0 iken [a,b] araliginda y(x,A) fonksiyonunun sifirlarinin sayisi sinirli

sayida olur. Buradan (4.2) denklemi ve (4.4) sinir kosulunun sonsuzlukta sadece bir tek

limit noktas1 olan 6zdegerlerinden olusan (0,b] aralifinda diskret spektrumu tanimladig

elde edilir. Bu 06zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlarin kareleri integrallenebilirdir.

p >1 icin sonuncu kosul birebir olarak (2.3) kosulunun yerine alinabilir ¢iinkii bu durumda
sadece y,(x,4) = \/;Y f (x\/z ) nin karesi integrallenebilirdir.

Boylece, [0,b] araliginda 6zdegerleri tanimlamak i¢in (4.4) sinir kosulunda y(x, 1)
nin yerine \/ZYP (x/Zx) ele almak gerekiyor ve dolayisiyla

1

b

Y (sb) {JE cos f+—=sin ﬁ} +bY) (sb)sin =0, 4.7)

transandent denklemi elde ederiz.

Eger sin # =0 ise daha basit transandent denklem olarak
Y, (sb)=0, (4.8)

elde ederiz.
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Son durumda 6zdegerler s, olsun (yani 4.8 denkleminin kokleri) [Watson G (Bessel

fonksiyonlar teorisi sayfa 147). Bilinen

ij (sx)dx—b2 {[Y (b)} [ —%][Yp(sb)f}’

formiiliinden dolay1, s =s, oldugunu ele alirsak
b 5 b2 , 2
[ x¥2(s,x)dx = ?[YP )] -
0

ede ederiz. Bu sebeple normlastirilmis 6z fonksiyonlarin goriintiisii

@YI, (s,x)

bY ) (s,b)

Fourier-Bessel serisine a¢ilimin goriintiisii ise

« XY, (5,

n=1 Yp (Sn

j JiY (s, f () dt, (4.9)

seklindedir.

p <1 i¢in (4.2) denkleminin ¢éziimlerinin tamaminin karesi integrallenendir. Bu

sebeple bu durumda karesinin integrallenebilirlik sart1 (4.3) sinir kosulunun yerine gegerli
degildir.
(4.2) denkleminde 1. mertebeden tiirev bulunmadig: i¢in y,(x,4) ve y,(x,A)

Wronski determinanti sabittir. Yani
W{)’p)’g} = yl(x’i)yzl(x’ﬂ“)_yz(x,i)yll(x’l)
=y, (20 [N, (s0)} =¥, (s0) {Vxy, (s}

=5X { Y, (sx)Yp’ (sx)— Y, (sx) yp' (sx)} =—

sonu¢ olarak W{ yl,yz} yi hesaplamak icin biiyiik arguman durumunda Bessel

fonksiyonlar i¢in bilinen asimptotik formiillerden faydalanalim

ol -5yl
Y ( {cos(t_ﬁ_gjmm,

Bu ifadeleri W{y,,y,} formiiliinde yazarsak ve daha sonra da x —> o iken

(4.11)
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elde ederiz.

2
Wiy, y,}=—,
T
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SONUC

Regiiler ve singiiler S-L operatdrleri i¢in sinir deger problemlerini tanimladik ve bunlar
icin  Sturm karsilastirma teoremleri, Osilasyon (salimim) teoremi, Ozdegerler,
Ozfonksiyonlar, 6zvektorlere iligkin baz1 6zellikler ve asimptotik formiiller elde ettik. Daha
sonra acilim teoremi icin integral denklemler ve sonlu farklar metodunu uygulayarak bu

teoremin ispatini elde ettik.
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