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OZET
YUKSEK LISANS TEZI

DIFERANSIYELLENEBILEN BAZI FARKLI TURDEN KONVEKS FONKSIYON
SINIFLARI ICIN ATANGANA-BALEANU KESIRLI INTEGRAL OPERATORU
YARDIMIYLA INTEGRAL ESITSIZLIKLER

Jiiri: Doc. Dr. Abdullah CAGMAN

Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMIR

Dr. Ogr. Uyesi Ebru KARADUMAN

Bu tez ¢alismasinda, kesirli analizin dnemli kavramlarindan biri olan Atangana-Baleanu ke-
sirli integral operatorler yardimiyla diferansiyellenebilen bazi farkl tiirden konveks fonk-
siyon tiirleri i¢in yeni integral esitsizlikleri elde edilmistir. Calismanin Birinci boliimiinde
esitsizlik teori ve konveks analiz hakkinda genel bilgilendirmeye yer verilmistir. Ikinci bo-
liim olan Kuramsal Temeller kisminda, esitsizlik teori ve konveks analizin temel kavramlari
tanitilmis olup kesirli analizde 1yi bilinen bazi integral operatorlerin tanimlarina yer verilmis-
tir. Calismanim Ugiincii boliimii olan materyal ve yontem kisminda literatiirde yer alan baz
integral esitsizliklere deginilmistir. Ayrica yeni integral esitsizlikleri elde etmek amaciyla
kullanilacak olan bazi klasik esitsizlikler ile integral 6zdeslikler sunulmustur. Arastirma bul-
gularini iceren Dordiincii boliimde ise Atangana-Baleanu kesirli integral operatorler iceren
baz1 yeni integral esitsizlikler ve ispatlarina yer verilmistir. Calismanin son boliimiinde ise

sonuglarin genel bir degerlendirmesi yapilmistir.

2025, 42 sayfa
Anahtar Kelimeler: Kesirli integral operatorler, integral esitsizlikler, konveks fonksiyon,

m-konveks fonksiyon, (h, m)-konveks fonksiyon.
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ABSTRACT
MASTER’S THESIS

INTEGRAL INEQUALITIES FOR SOME DIFFERENT KINDS OF
DIFFERENTIABLE CONVEX FUNCTIONS BY USING ATANGANA-BALEANU
FRACTIONAL INTEGRAL OPERATOR

Jury: Assoc. Prof. Dr. Abdullah CAGMAN

Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMIR

Assist. Prof. Dr. Ebru KARADUMAN

In this thesis, new integral inequalities are obtained for some different types of differenti-
able convex functions using the Atangana-Baleanu fractional integral operators, one of the
important concepts of fractional calculus. The first section of the study provides general
information about inequality theory and convex analysis. The second section, "Theoretical
Foundations," introduces the basic concepts of inequality theory and convex analysis, and
provides definitions of some well-known integral operators in fractional calculus. The third
section, "Materials and Methods," addresses some integral inequalities found in the literature.
Furthermore, some classical inequalities and integral identities used to obtain new integral
inequalities are presented. The fourth section, which includes the research findings, includes
some new integral inequalities involving the Atangana-Baleanu fractional integral operators

and their proofs. The final section provides a general evaluation of the results.

2025, 42 pages
Key Words: Fractional integral operators, integral inequalities, convex function, m-convex

function, (h, m)-convex function.
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TESEKKUR

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum bu calisma Agr1 Ibrahim Cecen Universitesi Lisan-

stistii Egitim Enstitiisii Matematik Anabilim Dalinda hazirlanmstir.

Yiiksek Lisans tez ¢calismamin baslangicindan bu yana, bu alanda ¢alismami destekleyen,
biitiin enerjisi ve engin birikimiyle beni motive eden, calismalarimda essiz katkilar1 bulunan,

bana bilimsel ¢aligma ve diisiinme yetenegini asilayan saygideger danisman hocam,
Sayin Prof. Dr. Ahmet Ocak Akdemir’e;

tesekkiir ve siikranlarimi sunarim.

Ayrica; yiiksek lisans egitimim siiresince yardimlarini ve destegini esirgemeyen, Matema-

tik Anabilim Dali 6gretim iiyelerine siikranlarimi sunarim.

Egitim-Ogretim hayatim boyunca iizerimde emegi olan tiim 6gretmenlerime tesekkiir ede-

rim.

Ogrenim hayatim boyunca sabuirla, giivenle ve sevgiyle hep yamimda olan desteklerini hic

eksik etmeyen aileme sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Agustos 2025

Sadiye IZCI
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZINI

Ly[a,b]

: Reel Sayilar Kiimesi

: Pozitif Reel Sayilar Kiimesi

: R’de Bir Aralik

: I’nin I¢i

: [a, b] Araliginda Integrallenebilen Fonksiyonlarin Kiimesi
: f Fonksiyonunun Birinci Mertebeden Tiirevi

: T fonksiyonunun o mertebeden Riemann-Liouville Ke-
sirli Integralleri

: T fonksiyonunun ¢ mertebeden Atangana-Baleanu kesirli
integrali

: m -Konveks Fonksiyonlarin Sinifi

: (a, m) -Konveks Fonksiyonlarin Sinifi

: h -Konveks Fonksiyonlarin Sinifi

: h -Konkav Fonksiyonlarin Sinifi

: Ikinci Anlamda s -Konveks Fonksiyonlarin Sinifi

: Dordiincii Anlamda s -Konveks Fonksiyonlarin Sinifi

: Godunova-Levin Fonksiyonu

: P -Fonksiyon

: log -Konveks Fonksiyonlar Sinifi

: Konveks Fonksiyonlar Sinifi

vi



1. GIRIS

Konvekslik kavrami, matematiksel analizde ve optimizasyonda temel bir rol oyna-
maktadir. Klasik anlamda bir fonksiyonun konveksligi, geometrik olarak grafiklerinin teget-
lerinin altinda kalmas1 ve analitik olarak tanim araligindaki iki nokta arasindaki dogrusal
interpolasyonun fonksiyonun degerinden biiyiik veya esit olmasi seklinde tanimlanir. Bu te-
mel tanim zamanla daha genel konvekslik tiirlerine evrilmis ve bu dogrultuda m-konveks ve
(h — m)-konveks fonksiyon kavramlari literatiirde 6nemli yer edinmistir. Bu tiir fonksiyon-
lar, bir¢ok integral esitsizligi ve optimizasyon probleminde kullanilmakta ve klasik konveks
fonksiyonlarin 6tesinde daha esnek bir yap1 sunmaktadir.

Ozellikle son yillarda klasik integral ve tiirev tamimlarinin yerine gecen kesirli ana-
liz yaklagimlari ile konveks fonksiyonlara iliskin daha giiclii ve kapsamli esitsizlikler elde
edilmeye baslanmigtir. Bu baglamda, Atangana—Baleanu kesirli integral operatorii, nonlocal
ve non-singular ¢ekirdek yapisiyla, klasik Riemann—Liouville ve Caputo tiirii kesirli opera-
torlerin eksikliklerini gidermekte ve daha genel problemlerin ¢oziimiine olanak tanimaktadir
(Atangana and Baleanu (2016)). Atangana—Baleanu operatoriiniin temel 6zelligi, ¢ekirdek
fonksiyonu olarak Mittag-Leffler fonksiyonunu kullanmasidir; bu da hem analitik hem de
sayisal ¢coziimleme agisindan avantaj saglamaktadir (Podlubny (1998)).

Bu tez ¢alismasinda, Atangana—Baleanu kesirli integral operatorii cercevesinde, kla-
sik konvekslik genellemeleri olan m-konveks ve (h — m)-konveks fonksiyonlar i¢in yeni
tiirden integral esitsizlikleri elde edilmektedir (Ozdemir et al. (2016)). Bu esitsizlikler, hem
mevcut literatiire katki sunmakta hem de kesirli analiz temelli konvekslik caligmalar i¢in
yeni uygulama alanlar1 olusturmaktadir.

Calismanin motivasyonu, konveks fonksiyon siniflarina iliskin Hadamard, Hermite-
Hadamard ve diger klasik esitsizliklerin, kesirli integral operatorleri yardimiyla daha genis
siiflar altinda yeniden ifade edilmesidir. Bu baglamda, literatiirde Toader, Dragomir, Hud-
zik ve Mihesan gibi arastirmacilarin katkilariyla gelistirilen konveks fonksiyon genellemeleri
Mihesan (1993); Hudzik and Maligranda (1994) bu calismanin teorik altyapisini olugturmak-
tadur.

Bu tezde, oncelikle temel tanimlar ve ilgili 6n bilgiler verilecek; ardindan Atangana—

Baleanu integral operatorii ile m-konveks ve (h — m)-konveks fonksiyonlar i¢in elde edilen

1



yeni esitsizlikler ayrintili olarak sunulacaktir. Son boliimde ise bu esitsizliklerin baz1 6zel
durumlari, klasik esitsizliklerle karsilagtirmalar1 ve 6rnek uygulamalar1 ele alinacaktir.
Bu calismanin, hem kesirli analiz alanina hem de konvekslik teorisine katki sunaca g1

ve gelecekteki aragtirmalara yon gosterecegi diisiiniilmektedir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu boliimde, tez calismasinin temel tasi olan bazi kavramlar verilecektir.

Tanim 2.1 (Konveks Kiime): L bir lineer uzay A C L ve x,y € A keyfi elemanlar olmak
lizere

B={zcL:z=ar+(1-a)y, 0<a<l1}CA
oluyorsa A kiimesine konveks kiime denir. (Pecari¢ and Tong, 1992)

Esitsizlik teorisi i¢in biiyiik onem tasiyan ve 6zellikle bu alanda siklikla kullanilan konveks-
lik kavramindan bir¢ok bilim adami biiyiik 6l¢iide yararlanmaktadir. Konveks fonksiyonlarin

tanim1 asagidaki gibi verilmektedir:

Tanmim 2.2 (Konveks fonksiyon): I,R’de bir aralik ve f : I — R bir fonksiyon olmak iizere
her py, s € I ve X € [0,1] igin

FOuir + (1= Np2) < Af() + (1= N) f(pe)

sartim saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Pecari¢ and Tong, 1992).

I tizerinde tanimlanan bir f fonksiyonunun konveks olmasi demek geometrik olarak (a, f(a))
ve (b, f(b)) noktalarini i¢eren I iizerindeki dogru pargasinin f’nin grafiginin iist kisminda

yer almasidir.

Tamim 2.3 (Birinci anlamda s -konveks fonksiyon): o, > 0,a° + 3° = 1 ve s € (0, 1]

olmak iizere tiim u,v € Ry icin f : R, — R fonksiyonu eger

flau+ Bv) < a®f(u) + 8°f(v)

esitsizligini sagliyorsa f’ye birinci anlamda s -konveks fonksiyon denir.

Bu fonksiyonlarin siifi K ile gosterilir (Hudzik and Maligranda, 1994).



Tamm 2.4 (Ikinci anlamda s -konveks fonksiyon): t € [0,1] ve s € (0, 1] olmak iizere tiim

z,y € [0,00) igin [ : [0,00) — R fonksiyonu eger

flz+ (1 =t)y) < f(x)+ (1 -1)°f(y).

esitsizligini sagliyorsa f’ye ikinci anlamda s— konveks fonksiyon denir (Breckner, 1978).

Bu fonksiyonlarin simifi K2 ile gosterilir.

Tanim 2.5 (Dérdiincii anlamda s -konveks fonksiyon): U C R"™ bir konveks kiime ve s €

(0, 1] olmak iizere tiim x,y € U ve t € [0,1] icin f : U — R fonksiyonu eger

fltz+ (1 —t)y) <5 f(x) + (1 —1)5 f(y)

esitsizligini sagliyorsa f’ye dordiincii anlamda s— konveks fonksiyon denir (Eken, 2022).

Bu fonksiyonlarin sinfi K2 ile gosterilir.

Tanim 2.6 (m -Konveks Fonksiyon): m € [0, 1], b > 0 olmak iizere f : [0,b] — R fonksi-
yonu eger her x,y € [0,b] ve t € [0,1] icin

fltz+m(1 —t)y) <tf(x) +m(l—1)f(y).

sartim sagliyor ise f fonksyionuna m—konveks fonksiyon denir (Toader, 1985).

f fonksiyonu m—konveks ise — f m-konkav fonksiyondur.

Tamim 2.7 (Q(I) Swuufi Fonksiyon): f : I C R — R negatif olmayan fonksiyonu her
z,y € Ive A € (0,1) icin

f(Af’”*(l—A)y)S@Jr%

esitsizligi sagliyorsa Q(I) smifina ait oldugu soylenir Godunova and Levin (1985).

Tanim 2.8 (P(I) Sinifi Fonksiyon): [ : I C R — R negatif olmayan fonksiyonu her
xz,y € Ive X €[0,1] icin

fOz+ (1= Ny) < flz)+ f(y)

esitsizligi saglaniyorsa f ye P fonksiyonudur veya P(I) sinifina aittir (Dragomir et al.

(1995)).

Tamim 2.9 (h -Konveks Fonksiyon): h : J C R — R pozitif bir fonksiyon olsun. f : I C

R — R negatif olmayan fonksiyonu her x,y € I ve t € (0, 1) igin

[t + (1 =t)y) < h(t)f(x) +h(1 =) f(y)-

4



esitsizligi saglaniyorsa f ye h—konveks fonksiyon veya SX (h, I) simfina aittir denir Varo-
Sanec (2007).

Esitsizlik tersine gevrilirse f ’ye h-konkav denir, yani f € SV (h,I) . Acgikcasi h(t) = t ise
o zaman negatif olmayan tiim konveks fonksiyonlar SX (h, I) ’ ye aittir ve negatif olmayan
tiim konkav fonksiyonlar SV'(h, I) > ye aittir; eer h(t) = § ise SX (h,I) = Q(I); h(t) = 1,
SX(h,I) 2 P(I);ve h(t) =t*ise burada s € (0,1) 0 zaman SX (h,I) D K?.

Tanim 2.10 ((h, m) -Konveks Fonksiyon): h : J O R — R negatif olmayan bir fonksiyon
olsun. f : [0,b] — R negatif olmayan fonksiyonu her x,y € [0,b],m € [0,1] ve a € (0, 1)
icin

flaz +m(1 —a)y) < h(a)f(z) +mh(l — o) f(y)

esitsizligini sagliyorsa f (h, m)—konveks fonksiyondur (Ozdemir et al., 2017).

Esitsizlik tersine ¢evrilirse [0, b] da f * ye (h, m)— konkav fonksiyon denir. A¢ik¢ast, m = 1
secilirse, o zaman h—konveks fonksiyonlar elde edilir. 2(«) = « segilirse, o zaman negatif
olmayan m—konveks fonksiyonlar elde edilir. m = 1 ve h(a) = {a, 1, é, as} segilirse, o
zaman sirastyla su fonksiyon siniflar1 elde edilir: negatif olmayan konveks fonksiyonlar, P—

fonksiyonlar, Godunova-Levin fonksiyonlar ve ikinci anlamda s—konveks fonksiyonlar.

Tamm 2.11 (Riemann-Liouville Kesirli Mertebeden Integral): f € Ly v, o] olsun. vy >

0 iken o > 0 i¢in Riemann-Liouville kesirli mertebeden integrali asagidaki gibi tanimlanir:

Tt = s [ =)o
Js;_f(ul) = ﬁ/Q(v—ul)a_lf(y)d% Vo > Uy, (2.1)

Burada, (o) = [;° e "u®"'du seklinde tanumli Gamma fonksiyonu ve J2+f(u1) = Jg_f(ul) =
1 2

f(uy) esitligi saglamir (Miller and Ross, 1993).

Tanmm 2.12 (Euler Gamma Fonksiyonu): x > 0 icin Euler Gamma fonksiyonu

['(x) = / et
0
seklinde tamimmlamr. T'(x + 1) = zI'(z) dir (Miller and Ross, 1993).

Tamim 2.13 (Atangana-Baleanu Kesirli Integral): Y ¢ H'(xy, ;) fonksiyonu icin yerel

olmayan cekirdegi ile yeni kesirli integral su sekilde tanimlanir:

Y0} = H5 0+ g | T 0

1

5



(Atangana and Baleanu, 2016).
Burada x5 > x1,a € [0, 1], B(«) normalizasyon fonksiyonudur.

Integral operatiriiniin sag tarafi ise su sekilde tammlanmistir.

() AT} = Bla) T(t) + W/t T(u)(t —u)* du
(Abdeljawad and Baleanu, 2017).

Tanim 2.14 (Beta fonksiyonu): Re(z) > 0, Re(y) > 0 i¢in,

Bla) = [ -

seklinde tanimlanan fonksiyon beta fonksiyonu olarak tanimlanir. Bu integral x > 0 ve y > 0

icin yakinsaktir (Miller and Ross, 1993).

Tanim 2.15 (Tam Olmayan Beta Fonksiyonu): 0 < x < 1 olmak iizere tam olmayan beta

fonksiyonu,
Bulv) = [ 11— oyt
0

seklinde ifade edilir. Ayrica, B, (11, v) ve B1_.(v, p) fonksiyonlart birlikte ele alindiginda

11—z
Be(p,v) + Biw(v, 1) / (1 — ) 1dt+/ A O R ATy
0 0

1
/ (1 — )Y 1dt—|—/ (1 — )" du
0 T

Bu(1,v) + Byy (v, 1) = / #1(1— 1) dt = B(v, )

sonucuna ulasilir. Bu esitlik, tam olmayan beta fonksiyonu ile beta fonksiyonu arasindaki

iliskiyi verir (Miller and Ross, 1993).



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Atangana-Baleanu Integral Operatorleri Yardimiyla Konveks

Fonksiyonlarla Ilgili Genel Kavramlar

Teorem 3.1 T : [0,00) — R bir m—konveks fonksiyon olsun ve 0 < z; < 22, m € (0,1]

olarak verilsin. Eger T € L[z, 7?] ise

1 AB € (e § T(r) K mY (3) 1-¢ T
(w2 — 1)8 (L, X)) < BOTE |e+1  &er )| monyiBE
(3.1)
1 ABTE (4 § Y(zy) mY(2) 1-¢ -
o U =T S 5ErE et T eer D) | T m o LY
(3.2)

esitsizlikleri gecerlidir (Ardic et al., 2023).

Teorem 3.2 T : [0,00) — R bir m— konveks fonksiyon olsunve 0 < x; < x5, &,m € (0, 1]

olarak verilsin. Eger T € L[maxy, xo] ise

1

Ty — 21 ) (2P 15, { T (mao)} +47 I, { T (21)}]

mra

b RIS [T ()} 42, I, {T(22)}]

(9 — maxy)s men

m+1 1-¢
(mxy — 1) B(§)

(Y(z1) + Y(mas))




esitsizligi gecerlidir (Ardic et al., 2023).

Teorem 3.3 T : [0,00) — R bir m—konveks fonksiyon olsun ve 0 < z; < 22, m € (0,1]

olarak verilsin. Eger T € L[z, 72] ise

1-¢ m—g)
BO® " M=o B@ " Moy~ 5@ ()

= 2(:32—:1:1)5 [A1BI§2 {Y(x2)} + m(f“)AB[%Q {T <%> }]
(3.3)
< § Y(z1) +m?Y (%) m (T (%2) T (I_))
~ 2B(T(E) E+1 EE+1)
& 1-¢ T(x2> N m§+1(1 f)T (%)

2(w2 — 21)¢B(€)
esitsizligi gecerlidir (Ardic et al., 2023).

Teorem 3.4 T : [0,00) — R bir m—konveks fonksiyon olsun ve 0 < z; < 22, m € (0,1]

olarak verilsin . Eger T € L[z, 73] ise ¥ (w1, w2)7) : [0,1] = R,

(Y (rwi +m(1 = 7)ws) + T((1 = 7)wy + m7ws)] .

N | —

\If(wl, ’IUQ)(T) =

her T € [0,1] igin

B(&)F(@%xz — 3t / (e (y’ %> (zs)

1 AB 7€ . m T1+ T\ 1-¢ .
S Sy —ay)e (o L {1 2)})+2B<s>r<5>T< 2 ) 2 Tiwa).

esitsizligi gecerlidir (Ardic et al., 2023).

Teorem 3.5 Y2 € L[z, xs] olacak sekilde fonksiyonlar olsun ve 0 < x; < x5 ve ola-

rak verilsin. Eger Y ve § swrasiyla [x1, xs) iizerinde mq,my € (0, 1] ile mi—konveks ve



mo—konveks ise

1 AB
o o B AT} < 3

3 [T(ffl)Q(l’l)
OrE) L &+2

(@) o () et o

2m1m2

AP 1-¢ )
T e () () * e T

ve
1

m (ABI§2 {(TQ)(xl)}) <

£ [T(CUQ)Q(@)
BT &£+2

(ren () mon (@) grees] oo

2myms oy 1 1—¢ )
* sr@erEra” )@ () * o T

esitsizlikleri gecerlidir ve burada & € (0, 1] dir (Ardic et al., 2023).

Sonug 3.1 Teorem 3.5 de my = mo = 1 secilirse asagidaki esitsizlikler elde edilir.

1 Ap 7€ 3 T (21)2(z1)
e (BT < i |

+ (Y (21)Qz2) + Q(‘Tl)T(w))m}

2 1—¢
T BETEE T DE T | e

(T2)(z2)

ve
1

(22 — 21)¢

(B, {(TQ)(21)}) <

3 {T(l’z)Q(@)
BOIE L &+2

4 (T (29) Q) + Q(@)T(m))m}

2 1-¢
T BETEE T DE Ty | e

Burada T ve [0, 00) araliginda konveks fonksiyondur (Ardic et al., 2023).

(T2)(21)
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Lemma 3.1 (AB-Integralleri ile Orta Deger Farkim Ifade Eden Integral Ozdesligi (Tiirev
ile Tliski)) ©1 < 9,721,729 € J°ve Y : J C R — R, J° iizerinde diferansiyellenebilen bir
fonksiyon olsun. Eger T € L[xy, mxy) ise Atangana-Baleanu Integral operatirleri icin her

7,€ €(0,1] ve m € (0, 1] olmak iizere

élBjFQWIZ mro {T(mx )} +AB ]§1+m9¢2 {T(‘Tl)}

B (may — 1)¢ T1 + maxy _1_—5 . -
25‘1B(€)F(€)T( 2 ) B ! (o) T lme)

(me _'Il)ngl %7_5 ' T m — T)T T
BT {/ remll = 7)e)d

— [1(1 — T)gT/(Tl‘l +m(l — T).Z‘Q)dT}.

2

esitligi gecerlidir (Ardic et al., 2023).

Teorem 3.6 71 < x5, x1,29 € J°ve T : J C [0,00) = Rve J° ve X' € L[z, mxs)] iize-
rinde tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger |X'| [x1, x5| iizerinde bir m—konveks fonksiyon
ise tiim & € [0, 1] ve m € (0, 1] i¢in

AB

L5, {T (mp) } +7 ]§1+m2 {T(z1)}

x1+mxoy

(mag — x1)* " (xl + mas
- 21B(OI(E) 2

(may — 1)t 1
= T BENE (f+1<s+1>

esitsizligi elde edilir (Ardic et al., 2023).

) (@) + ml X (22)])

Teorem 3.7 71 < xy, z1,29 € J°ve T : J C [0,00) — Rve J°ve X' € L[z, mzs]

lizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger |Y'|9 , [z, xs] iizerinde bir m—konveks

10



fonksiyon ise £ € [0, 1] ve m € (0, 1] i¢in

Lgy { X (ma2)} +47 f§1+mz2 {1 (1)}

x1+mxgy

g () e

(may — 1)t 1 P
SNIGNG (2f+1<5+1>)

1 e mE+3) o\
X {(25+2(§+2)‘T (z1)]* + 25+2(§+1)<€+2)|T (22)] )

1

(g_{—g) / q m /ZE q !
+ (e rer O+ e ) |

esitsizligi gecerlidir ve burada q > 1 ve 713 + % = 1 dir (Ardic et al., 2023).

Teorem 3.8 Teorem 3.7 de verilen varsayumlar gecerli olmak iizere bu takdirde

AB
Lja, {T (ma2)} +47 f§1+mm2 {T (1)}

T +m12
2

_ (m:rg — Il)f T+ mxe _ 1 —5 " ma

3=

(may — 1)t 1
= T BENE (2fp+1<5p+1>)

X

(|T’(x1)!q+§m|T’(x2)|q)é N (3|T’(x1)|q;m|T’(x2)|q)2] |

esitsizligi gecerlidir (Ardic et al., 2023).
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Teorem 3.9 Teorem 3.7 de verilen varsayumlar gecerli olmak iizere bu takdirde

AB
Ly {T(mag)} +27 ISy {T (1)}

mxo z1+mao

z1tmey 2
2

(maxy — :L‘l)§

2B

)Tfmtﬁ“>—1_fw@g+rmmm'

(mag — x1)5T!

< ¢—1 :
BT \ 2= g(g—p)+q-1)

x{<;|T'(m)|q+ m(ép+3) )IT'<x2>|q>‘1?

20PT2(Ep + 2) 26rF2(Ep + 1) (Ep + 2

(ép+3) A m_ 6\
b R v N

esitsizligi gecerlidir ve burada q > p > 1 dir (Ardic et al., 2023).

Teorem 3.10 f : [0,00) — R araliginda m—konveks fonksiyon ve m € (0, 00| olsun.

Eger0 <a <b<oove f € Li|a,b] ise bu durumda

b a) +mf(L mf(Z
1 /degmm{ﬂw fG) O+ f(m)}' 46

b—a 2 2

esitsizligi gecerlidir (Toader, 1993).

Teorem 3.11 f : [0,00) — R araliginda m—konveks fonksiyon ve m € (0, 1] olsun. Eger
0<a<b<oovefe Lifa,bise

a+b 1 [ fla)+mf(E)
f<2>§b—a/a 2 d

(3.7)

<m+1
- 4

fla)+ f(b) | f(2)+ f(%)]
2 2 '

esitsizligi gecerlidir (Dragomir, 2002).

Teorem 3.12 f : [0,00) — R araliginda m—konveks fonksiyon ve m € (0, 1] olsun. Eger

f € Lijlam,b]lve 0 < a < b < oo ise bu durumda

1 { amb (z)dx + bmf ;Z /b f(:c)d:c] < (mb — a)

m+1 ma

T 10y

esitsizligi gecerlidir (Dragomir, 2002).
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Teorem 3.13 f : [0,00) — [0, 00) araliginda ikinci anlamda bir s— konveks fonksiyon ve

€ (0,1}, a,b € [0,00), a < bolsun. Eger f € L]0, 1] ise

_ a+b 1 b fla)+ f(b)
PA < de < ————=. 39
f(Q)_b_a/af(w)x_ )+ (3.9)
esitsizligi gecerlidir.
k = —= ikinci esitsizlikte miimkiin olan en iyi katsayidir. Yukaridaki esitsizlikler kesindir

s+l
(Dragomir and Fitzpatrick, 1999).

Teorem 3.14 f € Q(I),a,b € I, a <bve f € Li[a,b] olsun. O halde

f(a+b) _b_a/ fo

esitsizligi gecerlidir (Dragomir et al., 1995).

Teorem 3.15 f € P(I), a,b€ [ vea <bve f € Li[a,b] olsun. O halde

a+b 2 b
1(*57) <52 [ e <21 + 10 3.10)
esitsizligi gecerlidir (Dragomir et al., 1995).
Teorem 3.16 f € SX(h,I), a,b € Ivea <bve f € Ly([a,b]) olsun. Bu durumda

1 a-+b 1 b 1
! (57) < g [ 1@ < @+ g0 [ ria @

esitsizligi gecerlidir (Sarikaya et al., 2008).

Teorem 3.17 f :[0,00) — R, m € (0,1],t € [0,1] ile (h — m)—konveks fonksiyon olsun.

0<a<b<oovefe€ Lia,bise

2 i - /abf(fv)dfv < min{f(a) /O1 h(t)dt +mf (%) /O1 h(1 — t)dt, (3.12)

£(b) /01 h(t)dt +mf (%) /01 h(1 — t)dt}.

esitsizligi gecerlidir (Ozdemir et al., 2016).

Sonug 3.2 (3.12)’ da h(t) = 1 olarak segilirse

o [ s <min{ @+ ms (2) g0 emr (£))

esitsizligi gecerlidir (Ozdemir et al., 2016).
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Sonug¢ 3.3 (3.12)’ da m = 1 olarak secilirse

ﬁ/abf(x)dx gmm{f(a) /01 h(t)dtJrf(b)/Olh(l — t)dt,

1 1
f(b)/ h(t)dt+f(a)/ h(1 —t)dt}.
0 0
esitsizligi gecerlidir (Ozdemir et al., 2016).

Not 3.1 (3.12)’ da m = 1 ve h(t) = t olarak secilirse Hadamard esitsizliginin sag tarafi
elde edilir. (3.12) de m = 1 ve h(t) = 1 secilirse (3.10) esitsizliginin sag tarafi elde edilir.
(3.12) de m = 1 ve h(t) = t* segilirse (3.9) esitsizliginin sag tarafi elde edilir (Ozdemir
etal., 2016).

Teorem 3.18 f :[0,00) — R, m € (0,1], t € [0, 1] ile (h — m)—konveks fonksiyon olsun.

0<a<b<oovefe€ Lia,bise

() <38 [ e oms (2)]

=0

esitsizligi gecerlidir (Ozdemir et al., 2016).

2

fla)+mf (&) +mf (& +m?f (#»] / har

Sonug 3.4 (3.13)’ te h(t) = 1 segilirse
a+b 1 b x
1("57) =it [ i ()] @

f(@) +mf () +mf () +mf (#)] |

<

2

esitsizligi gecerlidir (Ozdemir et al., 2016).

Sonug 3.5 (3.13)’ te m = 1 ve h(t) = t° secilirse

e, (ath I f(a) + f(b)
2 f( 5 )Sb_a/alsz(a:)dazg 2T D)

esitsizligi gecerlidir Ozdemir et al. (2016).

Not 3.2 (3.12)’ de m = 1 secilirse (3.11) esitsizliginin sag tarafint elde edilir (Ozdemir
etal., 2016).
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Not 3.3 (3.13)’ de m = 1 ve h(t) =t secilirse Hadamard egitsizligi elde edilir.
Not 3.4 (3.13)’ de h(t) = t secilirse (3.7) esitsizligi elde edilir (Ozdemir et al., 2016).

Teorem 3.19 f:[0,00) - R, m € (0,1], t € [0, 1] ile (h — m)— konveks fonksiyon olsun.

Eger0 <a<b<oove f € Li[ma,b| ise

! [ Lo (x)dx+b_1ma /b f(x)dx]

m+1|{mb—a /, ma

(3.14)
b 1 1
gi@iilll{/ Mﬂmﬁf/ Ml—tmd.
2 0 0
esitsizligi gecerlidir (Ozdemir et al., 2016).

Sonug 3.6 (3.14)’ de h(t) = 1 segilirse

L[ [ e s e [ ] < s+ g0

m+1|mb—a /, b—ma J,,

esitsizligi gecerlidir (Ozdemir et al., 2016).

Not 3.5 (3.14)’ de m = 1 ve h(t) = t se¢ilirse Hadamard esitsizliginin sag tarafi elde edilir.
(3.14)’ de m = 1 ve h(t) = 1 segilirse (3.10) esitsizliginin sag tarafi elde edilir. (3.14)" de
m = 1 ve h(t) = t° secilirse (3.9) esitsizliginin sag tarafi elde edilir (Ozdemir et al., 2016).

Not 3.6 (3.14)’ de h(t) = t secilirse (3.8) esitsizligi elde edilir (Ozdemir et al., 2016).

Teorem 3.20 (Young Egitsizligi): f,c > 0 icin [0, ¢| iizerinde tammli gercek degerli, siirekli
ve artan fonksiyon olsun . Eger f(0) = 0,a € [0,c|, ve b € [0, f(c)] i¢in iinlii Young

esitsizligi asagidaki gibidir:
a b
/fmm+/f*@mzw,
0 0

Burada =, f fonksiyonunun tersidir. Eger f(b) = f(a) ise esitsizlik esitlige doniigiir.
[’i kuvvet fonksiyonu olan f(x) = xP~! segilirse:
p _
@ + (p_l) pp/p—1 > ab,
p p
Benzer sekilde;
al bl

_+_Zaba
p q
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Burada a,b > 0,p > 1 ve

seklindedir (Mitrinovic et al., 1993).

Teorem 3.21 (Integraller icin Holder Egsitsizligi): p > 1 ve ;T g = Llolsun. fveg,[a,b]

fIPve |gl4, [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyon-

/ gl < (/ b \f(u)l”duy (/ b Ig(u)\qdu);

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic et al., 1993).

araliginda tanmimli reel fonksiyonlar,

lar ise

Ayrica Holder esitsizliginin bir sonucu olan power mean esitsizligi de asagidaki gibi ifade

edilir.

Sonug 3.7 (Power Mean Ejsitsizligi): ¢ < 1 olsun. f ve g, [a, b] araliginda tanumly reel fonk-

flve|g|%, [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

/:If(u)g(uﬂdu < (/ablf(u)\dﬂ)lz (/:If(u)l\g(u)!qdu);

esitsizligi gecerlidir.

siyonlar,

Reel sayilar i¢in temel esitsizliklerden bir tanesi de liggen esitsizli Zidir. (Mitrinovic et al.,

1993).

Teorem 3.22 (Ucgen Egitsizligi): Herhangi ju1, o reel sayilar icin

b1+ p2| < lpa] + [pal,
pa] = lp2l] < | = pol,
] = Jp2l| < px + pal,
ve tiimevarum metoduyla

1+ A | < ] A ]

esitsizlikleri gecerlidir (Mitrinovic et al., 1993).

Teorem 3.23 (Ucgen Ejitsizliginin Integral Versiyonu): f,[a,b] araliginda siirekli reel de-

gerli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

/ bf(u)du‘ </ Wl (a<b)

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic et al., 1993).
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3.2. Farkh Tiirden Bazi Konveks Fonksiyonlar Icin Integral
Esitsizlikler

Teorem 3.24 [, R’de bir aralik, |11, j1o € I ve pi1 < po olmak iizere f : I C R — R konveks

bir fonksiyon olsun. Bu taktirde
1 H2
f<u1+uz> < / o)z < fl) + f(p2)
2 Ho — M1 Sy, 2
esitsizligi literatiirde konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard egsitsizligi olarak bilinir

(Pecari¢ and Tong, 1992).

Teorem 3.25 f : [0,00) — R fonksiyonu m € (0, 1] olmak iizere m -konveks fonksiyon

olsun. Eger 0 < py < pg ve f € Lq[ym, ps ise bu taktirde;

1 Y mpg — pp [** f(u) + f(u2)
] {/m f(z)dz + . v f(z)dz} < (mpg — Ml)f

esitsizligi gecerlidir (Dragomir, 2001 ).
Teorem 3.26 f € Q(1), 1, p2 € I, 11 < po ve f € L[y, o] olsun. Bu taktirde

zel

(e —2)(z— )
P Gy

H1 + fo 4 =
f( 5 )Slm—,lh/m f(2)dz

olmak iizere

ve

1 e f(pn) + fp2)
o L e <

esitsizlikleri gecerli olur (Dragomir et al., 1995).

Teorem 3.27 f € P(I), 1, pe € I,y < po ve f € Ly[uy, po| olsun. Bu taktirde;

F(B) < o [ e < 20rtm) + i)

esitsizligi gecerlidir (Dragomir et al., 1995).

Teorem 3.28 c pozitif bir sayi, f,g € SX(ch,I),p1,p2 € I,p1 < pa ve fg € Lyl po]

olsun. Bu taktirde;

s (o (252 < L [ < cla)m) + o)) [ s

2ch (3) T ope — 1 Sy
esitsizligi gecerlidir (Sartkaya et al., 2010).
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Teorem 3.29 f : [0,00) — R fonksiyonu (o, m) € (0,1]* olmak iizere (a, m) -konveks

fonksiyon olsun. Eger 0 < py < pg ve f € Ly[uym, ps] ise bu taktirde;

! /mwf(z)dzﬂL; / F(2)dz < ——[(1+ am)(f(u) + F(u2))]

Mty — i Jy, P2 = M Sy a+1
esitsizligi gecerlidir (Set et al., 2012).

Ikinci anlamda s -konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi asagidaki gibi

elde edilmistir:

Teorem 3.30 s € (0,1) olmak iizere f : [0,00) — [0,00) ikinci anlamda s -konveks bir
fonksiyon, i1, s € [0,00) ve py < g olsun. f € Lyi[uy, o] ise

s M1+ 2 1 e f(u) + f(u2)
: lf( 2 > §N2—N1/m f(z)dng

olur.

Esitsizligin sag tarafinda olabilecek en iyi sabit £ = 1/(s+1) *dir (Dragomir and Fitzpatrick,
1999).

Teorem 3.31 [uq, 0] C R,y < pg ve f, g : [p1, o] — [0, 00) iki konveks fonksiyon olsun.

Bu durumda

E(p1s p2) = f(p)g(pa) + f(p2)g(p2)

ve

Q(pur, o) = f(p1)g(pz) + f(p2)g(r)

olmak iizere

1
M2 — H1
dir (Pachpatte, 2003).

H2
/ f(2)g(z)dz < %E(Mlu p2) + éQ<:u17 7y
B
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde; literatiirde tanimlari mevcut Atangana-Baleanu kesirli integral operatorleri kul-
lanilarak m- ve (h,m)-konveks fonksiyon siiflar1 i¢in yeni integral esitsizlikleri tizerine ¢a-

lismalar yapilacaktir.

4.1. Atangana-Baleanu kesirli integral operatorleri yardimiyla m- ve

(h,m)-konveks fonksiyonlar yeni esitsizlikler

Teorem 4.1 f : [a,b] C R — R fonksiyonu integrallenebilen m—konveks fonksiyon olsun.

a > 0,m € (0, 1] olmak iizere

alb—a)® 1 f(b)—l—mf( )a

M < B et m) ala 1)

! } 4 4 _O‘)f(u) 4.1)

B(a)
esitsizligi gecerlidir ve burada B(«) normalizasyon fonksiyonu I'(«) Euler Gama fonksiyo-

nudur.

Ispat m -konveks fonksiyonlarin tanimi kullamlarak

f(th+ (1 =1)a) < tf(b) +m(1=1)f (=)
yazilabilir. Ifadenin her iki tarafi mtal carpilirsa
Wt“—lﬂtb + (1 —t)a) < Wta—l tf(b) +m(1 —t)f <E)]

elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafinin t’ ye gore [0, 1] integrali alinirsa

W/o t* (b + (1 —t)a) dt

m [/Oltaf(b) dt + /01 mt* (1 — t)f (%) dt}
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yazilir.
Son ifadede tb + (1 —t)a = u , t = §=2 , dt = % seklinde degisken degistirme uygu-

lanarak

B / = > e S B O () s

elde edilir. Ifadenin her iki tarafi (b — a)® carpilirsa

a b Dt — @)L alb—a)® 1
BT . (e SB@M){

elde edilir.
Atangana-Baleanu kesirli integral operatorii tanimi kullanilarak ifadenin her iki tarafina

1 —
( 5 (Oj) f(u) ifadesi eklenerek

& ’ u)(u — a)* 'du (1=2) u
et AECICE ORI mr ¥

a(b— a)° { 1

SB(ozFOé) Oz+1f(b)+mf<%>a : }—'—(1_00

(a+1)

bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilarak

i) < Gt [ s (2) — ]+ Gt

elde edilir. Ispat tamamlanmus olur.

Teorem 4.2 Teorem 4.1 in sartlart altinda

fB]af(u) = g((l;z)_FO(LS « —1F 1f(a) +mf <%> oz(oz1+ 1)} + (1Bzoj)f<u> (4.2)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat m -Konveks fonksiyonlarin tanmim kullanilarak

flta+ (1= 00) < 15@) + - 07 ()

m
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yazilabilir. Ifadenin her iki tarafini to=! carpilirsa

B(a)T'(«)

b

" flta+ (1 —t)b) < Wta— tf(a)+m(l—1t)f (—)}

B(a)l'(«) m

integral alinirsa

—B(ojl“(a) /01 "V f(ta + (1 — t)b) dt
< m Uolt“f(a)dwr/olmt“—l(l — ) f (%) dt}

yazilir.

ta+(1—t)h=u, t="22 dt =12 degisken degistirme uygulanarak

s | (i Z) S pa @ () awr)

elde edilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

Bl / oo T < e o () sar)

elde edilir. Ifadenin her iki tarafi (b — a)® garpilirsa

i | S0~ = et [ () a

elde edilir.
Atangana-Baleanu kesirli integral operatorii tanimi kullanilarak ifadenin her iki tarafi da

1 —
% f(u) ifadesi eklenerek
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elde edilir.

AB o alb—a)® 1 b 1 (1—a)
o 1) = B(a)T'(«) a+1f(a) +mf (E) ala+ 1)} *

ve gerekli diizenlemeler yapilarak elde edilir.

Sonug 4.1 Teorem 4.1 in sartlar: altinda

2110+ 5100 <5 [ v o (1) + ()

elde edilir.

ispat (4.1) ve (4.2) esitsizlikleri toplanarak ve gerekli diizenlemelerle

AB ta AB fa alb—a)" 1 @ 1 (1-a)
251 ) +42 130 < S ) (2) s+ S

elde edilir.

Teorem 4.3 f : [a,b] C R — R fonksiyonu integrallenebilen bir (h, m)— konveks fonksiyon

ve h:(0,1) = R,a > 0,m € (0, 1] olmak iizere

AP F(u) < B(Oj‘r(a) [f(b) / w0y (Z - Z) du

(4.3)

+mf (%) /ab(u —a)°lh (Z:Z) du
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esitsizligi gecerlidir ve burada B(«) normalizasyon fonksiyonu, I'(«) Euler Gama fonksiyo-

nudur.

Ispat (h,m) -konveks fonksiyonlarin tanimi kullanilarak

f(th+ (1= t)a) < h(t)f(b) + mh(1 = )f (=)
yazilabilir. Ifadenin her iki tarafi Wta” carpilirsa
Wt&*l f(th+(1=0)a) £ s - () £(D) + t° mh(1 — t) <E>]

bulunur ve esitsizligin her iki tarafinda integral alinirsa

W\/Ov i f(tb + (1 — t)a) dt

o

it [/Olt”“lh(t)f(b) dt + /Olmta_lh(l —t)f (%) dt]

yazilir.

Son ifadede tb + (1 — t)a = u, t = %=2  dt = 2~ degisken degistirme uygulanarak

pn (2) /ab (Z:Z)a_lh@:if) (bd—um]

elde edilir ve gerekli diizenlemeler yapilarak
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\%&

< BTt o [f 0 fumara (3=

+mf (%) /ab(u —a)° 1k (Z:Z) du]

elde edilir. Ifadenin her iki tarafi (b — a)® garpilirsa

m /abf(u)(u — a)* ldu < B(ojr(a) [f(b) /ab(u —a)*'h (Z:Z) du

mt () oo (G2 o

elde edilir.
Atangana-Baleanu kesirli integral operatorii tanimi1 kullanilarak ifadenin her iki tarafina

1—
% f(u) ifadesi eklenerek
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(0%

b - 1
e / Flu) (o = )+ e ()

< m [f(b) /ab(u —a)*h (Z:Z) du

+mf (%) /ab(u — )t (Z:—Z> du

elde edilir ve gerekli diizenlemeler yapilarak

I € gt [f(b) / u—ayh (5=2) au

+mf (%) /ab(u — a2l (Z:Z) du

bulunur ve ispat tamamlanmig olur.

Teorem 4.4 Teorem 4.3 iin sartlart altinda

I < gt [f(a) [o-w=n (A7) an

(4.4)
b b a1, [a—1u (1—a)
+mf (E) /a (b—uw)*""h (—a — b) du| + Bla) f(u)
esitsizligi gecerlidir.
Ispat (h,m) -konveks fonksiyonlarin tanimi kullanilarak
b
flta+ (1 —=1t)b) < h(t)f(a) + mh(l —1t)f (E)
e 1 . . o a—1
yazilabilir. Ifadenin her iki tarafim Blo)T (a)t carpilirsa
ol fta+ (1 —t)b) < a 7 Lh(t) fla) + t“Pmh(1 —t) f b
B(a)l'(«) ~ B(a)['(«) m
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bulunur ve ifadenin her iki tarafinda integral alinirsa

W/0 (U f (fa + (1 — 1)) dt

1 1
o b
< — t*h(t) f(a) dt+/ mt* 'h(l —t)f (—) dt
B(a)(a) [/ 0 m
yazilir.
Son esitsizlikte ta + (1 — )b =u, t = “=2 dt = 2% degisken degistirme uygula-
narak

< m[ﬂa}/j (Z:Z)h(Z:D (ad—uw
e (8) [ (20 (22 )

elde edilir ve gerekli diizenlemeler yapilarak

o *(u— b))t
Bla)T(a) | (@ — gy W

< s | [ e (45 o

oot () [ (50)

\&
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«

B(a)(a)(a — b)° /b (=) f(u)du

< B b [f o [ w-orn (=) a

+mf (%) /ba(u —b)*h (Z:Z) du]

elde edilir. Gerekli islemler yapildiginda

«

B(a)I(a)(b— a)a/a (b—w)* " f(u)du

< BTl [f @ [0 (i)

+mf (%) /ab(b —w)*th <ZiZ) du]

bulunur. Ifadenin her iki tarafi (b — a)® garpilirsa

(07

Bt J, 0

elde edilir.

Atangana-Baleanu kesirli integral operatorii tanim1 kullanilarak ifadenin her iki tarafina
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c f(u) ifadesi eklenerek

_x ’ — ) f(u)du (1) u
Frr L w0 S )

+mf (%) /ab(b— W) 'h (2:2‘) du

elde edilir ve gerekli diizenlemeler yapilarak

1) € s [f(a) [o-w=n (20)

+mf (%) /ab(b— w)*~'h (Z:Z) du

bulunur ve ispat tamamlanmisg olur.

Sonucg 4.2 Teorem 4.3 iin sartlari altinda

ABTOf(u) +48 I f(u) < m [f(a) /ab(b —u)*"th (Z - z) du

10 [=arn () e (2) [ arn (35 a
o) [ (=) o

esitsizligi gecerlidir.

ispat (4.3) ve (4.4) esitsizlikleri toplanarak ve gerekli diizenlemelerle
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elde edilir.

Sonuc 4.3 Teorem 4.3’ iin sartlart altinda h(t) = t segilirse

alb—a)® 1

1 a (1—a)
B(a)T (@) [f( e (2 (It a)

B(a)

L f(u) < flu)  (45)

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.4 Teorem 4.4’ iin sartlart altinda h(t) = t segilirse

1

— 1 b (1—a)
B(a)T(a) [f vy () s

flu)  (4.6)

esitsizligi elde edilir.
Sonucg 4.5 Sonug 4.3 ve Sonug¢ 4.4° den asagidaki esitsizlik elde edilir.

0t (1 ()1 (4))]

alb—a)®
B(a)'(a)(a+1)

QI f (u) 47 I f (u) <

Sonug 4.6 Teorem 4.3’ iin sartlart altinda h(t) = t° segilirse

alb—a)” a\ I'(a)l(s+1)

1 (1-a)
B(a)T(«) [f(b) (a+s) mf (E> [a+s+1)

AP0 f(u) < a)

flu) 47)

esitsizligi gecerlidir.
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Sonug 4.7 Teorem 4.4’ iin sartlart altinda h(t) = t° segilirse

AB o alb—a)® 1 b\ I'()'(s+1)
o 1 f(u)ﬁ—[f(a)m-f—mf(E) T(atst1) +

(1-a)
B(a)

fu) (4.8)

esitsizligi gecerlidir.

Sonuc 4.8 Sonug 4.6 ve Sonu¢ 4.7’ den asagidaki esitsizlik elde edilir.

alb—a)®

B(a)l'(«)

i UG ()

1

2P )+ I f(w) < (a+5)

(f(a) + £(b))

Sonucg 4.9 Teorem 4.4’ iin sartlart altinda h(t) = 1/t segilirse

N alb—a)” 1 b ., 1 (1—a)
1T S Ba)a) [f g () [ )+ E
4.9)
Sonug 4.10 Teorem 4.3’ iin sartlart altinda h(t) = 1/t segilirse
alb—a)” a ! -«
AB Lo F(u) < Bia - 31) [f(b)a —amf (2) / ot (11t)dt + (a)) f(w)
(4.10)

elde edilir.

Sonug 4.11 Sonug 4.9 ve Sonug 4.10° dan asagidaki esitsizlik elde edilir.

foaﬂu)Mstf(u)s‘““"“)a[ L (fa)+ f0)

*m/olta_luit)dt (f (&) *f(%»
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Teorem 4.5 f : [a,b] C R — R fonksiyonu integrallenebilen bir (h, m)— konveks fonksiyon

veh:(0,1) = R,a>0,m € (0,1],q > 1 olmak iizere
AB

) +4° I ) - 5t () = S5 S p@) + sm)

a+mb
2

(mb — a)*+! 3

B(a)l () (<2ap+1><1ap+ 1>); [<|f’<a>|q | v

<

1 1

+m|f’(b)|q/02 h(l—t)dt)q + (If’(a)|q[ h(t)dt+m|f’(b)|qﬁ h(l—t)dt)q]

2
(4.11)
esitsizligi 1/p + 1/q = 1 i¢cin gegerlidir ve burada B(«) normalizasyon fonksiyonu, T'(c)
Euler Gama fonksiyonudur.

Ispat Lemma 3.1 ve Holder esitsizligi yardimu ile

w C (mb-a)® fatmb\ (1-a)
2alB(a)F(a)f( 2 ) B(«a)

Ly f (mb) +47 T2y f(a) [f (@) + f(mb)]

1

1

(mb — )t * jop : 7 a+m(l— ar
< B [(/O " dt> (/0 I (ta +m(1 t)b)\dt)
n ([(1 —t)apdt)p (/1 f (ba + m(1 —t)b)|th> ]

2

yazilabilir. Ifadedeki integral alinirsa
AB

Iy f(mb) +47 Iy f(a) = QQ(_TE(; ;lr)ia)f (a+2mb> — L) ) 4 f(mb)

a+mb
2

(mb _ a)a—H tCYPJrl
= Bl K

) (|f’<a>|q / " h(t)dt + m) f (b)) / " h(1 - t)dt)q
) (!f'(a)!q / h(t)dt + m| £ (B)]" / h(1 —t>dt>q]

2

(1 — t)owt!
! (‘ (ap+1)
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bulunur ve gerekli hesaplamalar yapilarak

AB

) +4° I ) - 5t (S5) = U S @) + sm)

a+mb
2

(mb _ a)a+1

1 AV
BT (@ e TT) K'f @ | me

<

-

1

+m|f’(b)|q/02 h(1 —t)dt) q + (\f’(a)\q[ h(t)dt+myf’(b)yq[ h(1 —t)dt) ]

2

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Sonuc¢ 4.12 Teorem 4.5’ in sartlart altinda (4.11) esitsizliginde h(t)= t uygulandiginda
AB

Ly f (mb) +47 Iy [ (a) [f(a) + f(mb)]

_ (mb—a)® atmb) (1-a)
20‘—1B(a)F(a)f( 2 ) B(a)

a+mb
2

(mb A a)oc—‘rl

= B() (<2ap+1><1ap+1>>;[(%'f/(a)'ugm'f/(b)'q)q

1
3, 1 / a
+ | @]+ gmlf (b))
8 8
esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.13 Teorem 4.5’ in sartlart altinda (4.11) esitsizliginde h(t) = t° uygulandiginda

AB

) +4° g )~ 5t () = U2 ) + g

a+mb
2

< Gorty (wtazen) |((orim)ror
+ (o) mrf’<b>|q> L (s ) @+ (g mlf'<b)!q);]

esitsizligi elde edilir.
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Sonug 4.14 Teorem 4.5’ in sartlart altinda (4.11) esitsizliginde h(t) = % uygulandiginda

AB

B 0) +9° 1 f(0) = 5 () - B2 () + o)

a+mb
2

B =

= (HBZ?@)I?(:; ((2@p+1)(104p + 1)) [<(_ln2 +o0) I (@I + (In2 +0) m|f’(b)\‘1> '
+ ((0 +1n2) |f (a)]? + (00 — In2) m|f/(b)\q) q]
esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.6 f : [a,b] C R — R fonksiyonu integrallenebilen bir (h, m)— konveks fonksiyon
ve h:(0,1) = R,a > 0,m € (0, 1] olmak iizere

AB

B 0) +9° B f(0) = 5= () - B2 (g0 + o)

a+mb
2

at1 [ 5 . ) 3 .
a—&)[U (a)|/0 th(t)dt+m|f(b)\/0 t*h(1 —t)dt

+|f/(a)|[ (1—t)ah(t)dt+m|f’(b)|[ (l—t)o‘h(l—t)dt]
(4.12)

esitsizligi gecerlidir ve burada B(«) normalizasyon fonksiyonu, I («) Euler Gama fonksiyo-

nudur.

Ispat Lemma 3.1 ve mutlak deger kullanilarak

AB

B 0) +9° 1 f(0) = 55— () - B2 () + o)

a+mb
2

M%a’am_ 1—O‘,a,m_
< Bla)T(a) [/Otlf(t +m(1 t)b)|dt+/é(1 D1 f (ta +m(1 t>b)|dt]
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yazilir. (h,m)-konveks fonksiyon tanimi yardimu ile

AB
12, f(mb) +4P 1%, f(a)

a+mb
2

“w‘““f(”““)—“‘“Hﬂw+ﬂmm

~ 20-1B(a)T(a) 2 B(w)

(mb—a)t [/0  (h(O)1f (@] +mh(L=1)|f (B)]) dt

+[ufwa@mww»Hma—mf@oﬁ]

2

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda

AB

T 0) +9° I f(0) = 5 (5) = B2 (@) + )

a+mb
2

(mb _ a)a+1

< W[U (a)|/0 tah(t)dt+m|f(b)|/0 t*h(1 — t)dt

1 1

+|f’(a)|[ (1—t)ah(t)dt+m|f/(b)|[ (1—t)ah(1—t)dt]
2 2

bulunur ve ispat tamamlanmis olur.

Sonug 4.15 Teorem 4.6’ min sartlart altinda (4.12) esitsizliginde h(t) = t uygulandiginda

AB
Iﬁ;bf(mb) +AB I@ (a)
2

a+mb
2

(mb—a)® a+mb) (1-qa) . -
() (@) + £ (mb)]

~ 20-1B(a)I( 2 B(w)

mb — a)*t! ’ /
< rts (s ) (F @1+l )

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.16 Teorem 4.6’ min sartlart altinda (4.12) esitsizliginde h(t) = h(1 — t) = 1 sabit
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fonksiyon uygulandiginda

AB

i 0) +9° 1 f(0) = 5 () - B2 () + o)

a+mb
2

(mb — a)**t? 1 : '
< () [|f (@1 +mls <b>|]

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.17 Teorem 4.6’ min sartlart altinda (4.12) esitsizliginde h(t) = t° uygulandiginda

AB

) +4° I ) - 5t (S5) = U @) + s

a+mb
2

IN

mb — a)*t! , 4 1
(B(Oé)F()Oz) <|f (CL>| + m'f (b)’) <2a+s+1(a1+ s + 1) + /0 ta(l — t)sdt>
esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.7 f : [a,b] C R — R fonksiyonu integrallenebilen bir (h, m)— konveks fonksiyon
veh:(0,1) = R,a>0,m € (0,1],q > 1 olmak iizere

AB

[f(a) + f(mb)]

1%, f(mb) +48 ]@ (a) (mb—a)® ; (a+mb> B (1-a)

~ 20-1B(a)T(a) 2 B(a)

a+mb
2

1 1 . 1 ml . . 1 -
[2app(ap+1)+5|f (a)] /0 h(t)dt + 2 q|f (b)] /0 h(1 t)dt]

(4.13)

esitsizligi 1/p + 1/q = 1 i¢cin gecerlidir ve burada B(«) normalizasyon fonksiyonu, T'(«)

Euler Gama fonksiyonudur.
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Ispat Lemma 3.1 ve Young Esitsizligi kullanilarak

S (52) -

AB

I (mb) +4% 124 0)

a+mb
2

1

(mb — a)**? 2P |f (ta +m(1 —t)b)|?
= B@r@) K/ e . dt)

. /1 (1—t) N |f (ta+m(1 - ool
3 p q

yazilir. (h,m)-konveks tanimi uygulandiginda

_ (mb—a)* a+mb) (1-a)
2(1713(@){*(&)]0 ( 2 ) B(«a)

AB

13, (mb) +4 12,0 £ (0)

a+mb
2

[f(a) + f(mb)]

1

(mb—a) [ paaer L
< oo [(/ e+ 2 [T hons @+ t)!f(b)\dt>

-

p

2 2

oo ! 1 "(a)|? +mh(1 — ") |4
+ </ dt+q[ h(t)|f (a)| +mh(1 —t)|f (b)] dt)]

bulunur. Gerekli hesaplamalar yapildiginda

_ (mb—a)® at+mb) (1-a)
20‘—1B(oz)F(oz)f( 2 ) B(«a)

AB
5 (mb) +47 T2 f(a)

a+mb
2

[f(a) + f(mb)]

(mb — )™ 1 L) 1 N L
< B(a)T(a) [zapp<ap+1)+q|f( )| /O h(t)dt + 2 q|f ()| /O h(1 t>dt]

bulunur ve ispat tamamlanmus olur.

Sonuc 4.18 Teorem 4.7’ nin sartlart altinda (4.13) esitsizliginde h(t) = t uygulandiginda

(mb —a)® a+mb) (1-q)
2a—1B(a)F(oz)f ( 2 ) B(«a)

AB

I (mb) +4° T2 f () —

a+mb
2

[f(a) + f(mb)]

(mb — a)*t? 1 1
2Pp(ap+1)  2q

! q ml "(p)1e
< ot +olf @I+ q\f(b)|]
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esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.19 Teorem 4.7’ nin sartlart altinda (4.13) esitsizliginde h(t) = t° uygulandiginda

AB

) +4° I )~ 5t () = U ) + gm0

a+mb
2

(mb _ a)a+1

1 1
B(a)l(a) | 2?p(ap +1

) TGt

<

Qme+ammwwﬂ
esitsizligi elde edilir.

Sonuc 4.20 Teorem 4.7’ nin sartlart altinda (4.13) esitsizlignde h(t) = h(1 —t) = 1 sabit

fonksiyon uygulandiginda

AB
Iy f(mb) +F I, f ()

a+mb
2

[f(a) + f(mb)]

~ (mb—a)® at+mb) (1-a)
20‘—1B(a)F(a)f ( 2 > B(a)

(mb _ a)a+1

1 1
B(a)T'(«) |2p(ap+ 1)

+50wa+amuﬂmﬁ]

<

esitsizligi elde edilir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda, cagdas matematiksel analiz alaninda 6nemli bir yer edinen Atan-
gana—Baleanu kesirli integral operatorleri kullanilarak, klasik konvekslik anlayisinin genel-
lestirilmis bicimleri olan m-konveks ve (h,m)-konveks fonksiyon siniflar1 i¢in yeni tiirde
integral esitsizlikleri elde edilmistir. Ozellikle Hermite—Hadamard tipi esitsizliklerin kesirli
analiz baglaminda yeniden yorumlanmasi, bu ¢alismanin temel motivasyonunu olusturmus-
tur.

Elde edilen esitsizlikler, mevcut literatiirdeki klasik sonuglarin hem genisletilmesi
hem de giiclendirilmesi ac¢isindan dikkate degerdir. Atangana—Baleanu integral operatoriiniin
non-singiiler ¢ekirdek yapisi ve Caputo tipi tanimlanmig olmasi, séz konusu esitsizliklerin
daha esnek bir yap1 i¢inde ele alinmasina olanak saglamis ve bu baglamda integral donii-
stimleri ile konveks fonksiyonlar arasindaki etkilesim daha derinlemesine incelenmistir. Bu
durum, ozellikle diferansiyel ve integral denklemlerde kargsilasilan problemlere daha genel
coziim alanlar1 sunabilecek potansiyele sahiptir.

Calisma boyunca, farkli parametre degerleri altinda m-konveks ve (h,m)-konveks
fonksiyonlar igin tiiretilen esitsizliklerin, klasik Hermite—Hadamard esitsizliklerine indir-
genebilir oldugu gosterilmistir. Bu 6zellik, ¢alismanin teorik gegerliligini pekistirmekte ve
gelistirilen yontemlerin genel cer¢evede tutarli oldugunu ortaya koymaktadir. Ayrica, tezde
sunulan bazi 6zel durumlar, mevcut literatiirde yer alan bulgularin 6zel hallerini kapsamakta
ve bu yoniiyle de literatiire katki sunmaktadir.

Sonug¢ olarak, bu tez Atangana—Baleanu kesirli integral operatorleri cercevesinde
konvekslik teorisinin farkli bicimlerinin analitik yapilarini zenginlestirmis ve yeni esitsiz-
liklerin formiile edilmesiyle kesirli analiz literatiiriine 6zgiin katkilar saglamistir. Gelecek
calismalar i¢in Onerilebilecek bazi potansiyel arastirma alanlar1 arasinda, elde edilen esitsiz-
liklerin sayisal uygulamalari, stokastik siireclerdeki kullanimlart ve ¢ok degiskenli fonksi-
yonlar icin genellemeleri yer almaktadir.

Bu calisma, fonksiyonel analiz, kesirli analiz ve konvekslik teorisi arasinda giiglii bir
koprii kurarak, hem teorik hem de uygulamali matematik alanlarinda aragtirmacilara yeni

ufuklar agabilecek niteliktedir.
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