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ÖZET

YÜKSEK LİSANS TEZİ

DİFERANSİYELLENEBİLEN BAZI FARKLI TÜRDEN KONVEKS FONKSİYON

SINIFLARI İÇİN ATANGANA-BALEANU KESİRLİ İNTEGRAL OPERATÖRÜ

YARDIMIYLA İNTEGRAL EŞİTSİZLİKLER

Jüri: Doç. Dr. Abdullah ÇAĞMAN

Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMİR

Dr. Öğr. Üyesi Ebru KARADUMAN

Bu tez çalışmasında, kesirli analizin önemli kavramlarından biri olan Atangana-Baleanu ke-

sirli integral operatörler yardımıyla diferansiyellenebilen bazı farklı türden konveks fonk-

siyon türleri için yeni integral eşitsizlikleri elde edilmiştir. Çalışmanın Birinci bölümünde

eşitsizlik teori ve konveks analiz hakkında genel bilgilendirmeye yer verilmiştir. İkinci bö-

lüm olan Kuramsal Temeller kısmında, eşitsizlik teori ve konveks analizin temel kavramları

tanıtılmış olup kesirli analizde iyi bilinen bazı integral operatörlerin tanımlarına yer verilmiş-

tir. Çalışmanın Üçüncü bölümü olan materyal ve yöntem kısmında literatürde yer alan bazı

integral eşitsizliklere değinilmiştir. Ayrıca yeni integral eşitsizlikleri elde etmek amacıyla

kullanılacak olan bazı klasik eşitsizlikler ile integral özdeşlikler sunulmuştur. Araştırma bul-

gularını içeren Dördüncü bölümde ise Atangana-Baleanu kesirli integral operatörler içeren

bazı yeni integral eşitsizlikler ve ispatlarına yer verilmiştir. Çalışmanın son bölümünde ise

sonuçların genel bir değerlendirmesi yapılmıştır.

2025, 42 sayfa

Anahtar Kelimeler: Kesirli integral operatörler, integral eşitsizlikler, konveks fonksiyon,

m-konveks fonksiyon, (h,m)-konveks fonksiyon.
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ABSTRACT

MASTER’S THESIS

INTEGRAL INEQUALITIES FOR SOME DIFFERENT KINDS OF

DIFFERENTIABLE CONVEX FUNCTIONS BY USING ATANGANA-BALEANU

FRACTIONAL INTEGRAL OPERATOR

Jury: Assoc. Prof. Dr. Abdullah ÇAĞMAN

Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMİR

Assist. Prof. Dr. Ebru KARADUMAN

In this thesis, new integral inequalities are obtained for some different types of differenti-

able convex functions using the Atangana-Baleanu fractional integral operators, one of the

important concepts of fractional calculus. The first section of the study provides general

information about inequality theory and convex analysis. The second section, "Theoretical

Foundations," introduces the basic concepts of inequality theory and convex analysis, and

provides definitions of some well-known integral operators in fractional calculus. The third

section, "Materials and Methods," addresses some integral inequalities found in the literature.

Furthermore, some classical inequalities and integral identities used to obtain new integral

inequalities are presented. The fourth section, which includes the research findings, includes

some new integral inequalities involving the Atangana-Baleanu fractional integral operators

and their proofs. The final section provides a general evaluation of the results.

2025, 42 pages

Key Words: Fractional integral operators, integral inequalities, convex function, m-convex

function, (h,m)-convex function.
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Öğrenim hayatım boyunca sabırla, güvenle ve sevgiyle hep yanımda olan desteklerini hiç

eksik etmeyen aileme sonsuz teşekkürlerimi sunarım.
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ

R : Reel Sayılar Kümesi

R+ : Pozitif Reel Sayılar Kümesi

I : R’de Bir Aralık

Io : I’nın İçi

L1[a, b] : [a, b] Aralığında İntegrallenebilen Fonksiyonların Kümesi

f ′ : f Fonksiyonunun Birinci Mertebeden Türevi

JαΥ(x2) : Υ fonksiyonunun α mertebeden Riemann-Liouville Ke-

sirli İntegralleri
AB
x1

Iξx2
Υ(x2) : Υ fonksiyonunun ξ mertebeden Atangana-Baleanu kesirli

integrali

Km(b) : m -Konveks Fonksiyonların Sınıfı

Kα
m(b) : (α,m) -Konveks Fonksiyonların Sınıfı

SX(h, I) : h -Konveks Fonksiyonların Sınıfı

SV (h, I) : h -Konkav Fonksiyonların Sınıfı

K2
s : İkinci Anlamda s -Konveks Fonksiyonların Sınıfı
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s : Dördüncü Anlamda s -Konveks Fonksiyonların Sınıfı

Q(I) : Godunova-Levin Fonksiyonu

P (I) : P -Fonksiyon

L(I) : log -Konveks Fonksiyonlar Sınıfı
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1. GİRİŞ

Konvekslik kavramı, matematiksel analizde ve optimizasyonda temel bir rol oyna-

maktadır. Klasik anlamda bir fonksiyonun konveksliği, geometrik olarak grafiklerinin teğet-

lerinin altında kalması ve analitik olarak tanım aralığındaki iki nokta arasındaki doğrusal

interpolasyonun fonksiyonun değerinden büyük veya eşit olması şeklinde tanımlanır. Bu te-

mel tanım zamanla daha genel konvekslik türlerine evrilmiş ve bu doğrultuda m-konveks ve

(h −m)-konveks fonksiyon kavramları literatürde önemli yer edinmiştir. Bu tür fonksiyon-

lar, birçok integral eşitsizliği ve optimizasyon probleminde kullanılmakta ve klasik konveks

fonksiyonların ötesinde daha esnek bir yapı sunmaktadır.

Özellikle son yıllarda klasik integral ve türev tanımlarının yerine geçen kesirli ana-

liz yaklaşımları ile konveks fonksiyonlara ilişkin daha güçlü ve kapsamlı eşitsizlikler elde

edilmeye başlanmıştır. Bu bağlamda, Atangana–Baleanu kesirli integral operatörü, nonlocal

ve non-singular çekirdek yapısıyla, klasik Riemann–Liouville ve Caputo türü kesirli opera-

törlerin eksikliklerini gidermekte ve daha genel problemlerin çözümüne olanak tanımaktadır

(Atangana and Baleanu (2016)). Atangana–Baleanu operatörünün temel özelli ği, çekirdek

fonksiyonu olarak Mittag-Leffler fonksiyonunu kullanmasıdır; bu da hem analitik hem de

sayısal çözümleme açısından avantaj sağlamaktadır (Podlubny (1998)).

Bu tez çalışmasında, Atangana–Baleanu kesirli integral operatörü çerçevesinde, kla-

sik konvekslik genellemeleri olan m-konveks ve (h − m)-konveks fonksiyonlar için yeni

türden integral eşitsizlikleri elde edilmektedir (Özdemir et al. (2016)). Bu eşitsizlikler, hem

mevcut literatüre katkı sunmakta hem de kesirli analiz temelli konvekslik çalışmaları için

yeni uygulama alanları oluşturmaktadır.

Çalışmanın motivasyonu, konveks fonksiyon sınıflarına ilişkin Hadamard, Hermite-

Hadamard ve diğer klasik eşitsizliklerin, kesirli integral operatörleri yardımıyla daha geniş

sınıflar altında yeniden ifade edilmesidir. Bu bağlamda, literatürde Toader, Dragomir, Hud-

zik ve Miheşan gibi araştırmacıların katkılarıyla geliştirilen konveks fonksiyon genellemeleri

Mihesan (1993); Hudzik and Maligranda (1994) bu çalışmanın teorik altyapısını oluşturmak-

tadır.

Bu tezde, öncelikle temel tanımlar ve ilgili ön bilgiler verilecek; ardından Atangana–

Baleanu integral operatörü ile m-konveks ve (h−m)-konveks fonksiyonlar için elde edilen

1



yeni eşitsizlikler ayrıntılı olarak sunulacaktır. Son bölümde ise bu eşitsizliklerin bazı özel

durumları, klasik eşitsizliklerle karşılaştırmaları ve örnek uygulamaları ele alınacaktır.

Bu çalışmanın, hem kesirli analiz alanına hem de konvekslik teorisine katkı sunacağı

ve gelecekteki araştırmalara yön göstereceği düşünülmektedir.
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2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu bölümde, tez çalışmasının temel taşı olan bazı kavramlar verilecektir.

Tanım 2.1 (Konveks Küme): L bir lineer uzay A ⊆ L ve x, y ∈ A keyfi elemanlar olmak

üzere

B = {z ∈ L : z = αx+ (1− α)y, 0 ≤ α ≤ 1} ⊆ A

oluyorsa A kümesine konveks küme denir. (Pečarić and Tong, 1992)

Eşitsizlik teorisi için büyük önem taşıyan ve özellikle bu alanda sıklıkla kullanılan konveks-

lik kavramından birçok bilim adamı büyük ölçüde yararlanmaktadır. Konveks fonksiyonların

tanımı aşağıdaki gibi verilmektedir:

Tanım 2.2 (Konveks fonksiyon): I,R’de bir aralık ve f : I → R bir fonksiyon olmak üzere

her µ1, µ2 ∈ I ve λ ∈ [0, 1] için

f(λµ1 + (1− λ)µ2) ≤ λf(µ1) + (1− λ)f(µ2)

şartını sağlayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Pečarić and Tong, 1992).

I üzerinde tanımlanan bir f fonksiyonunun konveks olması demek geometrik olarak (a, f(a))

ve (b, f(b)) noktalarını içeren I üzerindeki doğru parçasının f ’nin grafiğinin üst kısmında

yer almasıdır.

Tanım 2.3 (Birinci anlamda s -konveks fonksiyon): α, β ≥ 0, αs + βs = 1 ve s ∈ (0, 1]

olmak üzere tüm u, v ∈ R+ için f : R+ → R fonksiyonu eğer

f(αu+ βv) ≤ αsf(u) + βsf(v)

eşitsizliğini sağlıyorsa f ’ye birinci anlamda s -konveks fonksiyon denir.

Bu fonksiyonların sınıfı K1
s ile gösterilir (Hudzik and Maligranda, 1994).
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Tanım 2.4 (İkinci anlamda s -konveks fonksiyon): t ∈ [0, 1] ve s ∈ (0, 1] olmak üzere tüm

x, y ∈ [0,∞) için f : [0,∞) → R fonksiyonu eğer

f(tx+ (1− t)y) ≤ tsf(x) + (1− t)sf(y).

eşitsizliğini sağlıyorsa f ’ye ikinci anlamda s− konveks fonksiyon denir (Breckner, 1978).

Bu fonksiyonların sınıfı K2
s ile gösterilir.

Tanım 2.5 (Dördüncü anlamda s -konveks fonksiyon): U ⊆ Rn bir konveks küme ve s ∈

(0, 1] olmak üzere tüm x, y ∈ U ve t ∈ [0, 1] için f : U → R fonksiyonu eğer

f(tx+ (1− t)y) ≤ t
1
s f(x) + (1− t)

1
s f(y)

eşitsizliğini sağlıyorsa f ’ye dördüncü anlamda s− konveks fonksiyon denir (Eken, 2022).

Bu fonksiyonların sınıfı K4
s ile gösterilir.

Tanım 2.6 (m -Konveks Fonksiyon): m ∈ [0, 1], b > 0 olmak üzere f : [0, b] → R fonksi-

yonu eğer her x, y ∈ [0, b] ve t ∈ [0, 1] için

f(tx+m(1− t)y) ≤ tf(x) +m(1− t)f(y).

şartını sağlıyor ise f fonksyionuna m−konveks fonksiyon denir (Toader, 1985).

f fonksiyonu m−konveks ise −f m-konkav fonksiyondur.

Tanım 2.7 (Q(I) Sınıfı Fonksiyon): f : I ⊆ R → R negatif olmayan fonksiyonu her

x, y ∈ I ve λ ∈ (0, 1) için

f(λx+ (1− λ)y) ≤ f(x)

λ
+

f(y)

1− λ

eşitsizliği sağlıyorsa Q(I) sınıfına ait olduğu söylenir Godunova and Levin (1985).

Tanım 2.8 (P (I) Sınıfı Fonksiyon): f : I ⊆ R → R negatif olmayan fonksiyonu her

x, y ∈ I ve λ ∈ [0, 1] için

f(λx+ (1− λ)y) ≤ f(x) + f(y)

eşitsizliği sağlanıyorsa f ye P fonksiyonudur veya P (I) sınıfına aittir (Dragomir et al.

(1995)).

Tanım 2.9 (h -Konveks Fonksiyon): h : J ⊆ R → R pozitif bir fonksiyon olsun. f : I ⊆

R → R negatif olmayan fonksiyonu her x, y ∈ I ve t ∈ (0, 1) için

f(tx+ (1− t)y) ≤ h(t)f(x) + h(1− t)f(y).

4



eşitsizliği sağlanıyorsa f ye h−konveks fonksiyon veya SX(h, I) sınıfına aittir denir Varo-

šanec (2007).

Eşitsizlik tersine çevrilirse f ’ye h-konkav denir, yani f ∈ SV (h, I) . Açıkçası h(t) = t ise

o zaman negatif olmayan tüm konveks fonksiyonlar SX(h, I) ’ ye aittir ve negatif olmayan

tüm konkav fonksiyonlar SV (h, I) ’ ye aittir; eğer h(t) = 1
t

ise SX(h, I) = Q(I); h(t) = 1,

SX(h, I) ⊇ P (I) ; ve h(t) = ts ise burada s ∈ (0, 1) o zaman SX(h, I) ⊇ K2
s .

Tanım 2.10 ((h,m) -Konveks Fonksiyon): h : J ⊇ R → R negatif olmayan bir fonksiyon

olsun. f : [0, b] → R negatif olmayan fonksiyonu her x, y ∈ [0, b],m ∈ [0, 1] ve α ∈ (0, 1)

için

f(αx+m(1− α)y) ≤ h(α)f(x) +mh(1− α)f(y)

eşitsizliğini sağlıyorsa f (h,m)−konveks fonksiyondur (Özdemir et al., 2017).

Eşitsizlik tersine çevrilirse [0, b] da f ’ ye (h,m)− konkav fonksiyon denir. Açıkçası, m = 1

seçilirse, o zaman h−konveks fonksiyonlar elde edilir. h(α) = α seçilirse, o zaman negatif

olmayan m−konveks fonksiyonlar elde edilir. m = 1 ve h(α) =
{
α, 1, 1

α
, αs
}

seçilirse, o

zaman sırasıyla şu fonksiyon sınıfları elde edilir: negatif olmayan konveks fonksiyonlar, P−

fonksiyonlar, Godunova-Levin fonksiyonlar ve ikinci anlamda s−konveks fonksiyonlar.

Tanım 2.11 (Riemann-Liouville Kesirli Mertebeden İntegral): f ∈ L1 [ν1, ν2] olsun. ν1 ≥

0 iken α > 0 için Riemann-Liouville kesirli mertebeden integrali aşağıdaki gibi tanımlanır:

Jα
ν+1
f(u1) =

1

Γ(α)

∫ u1

ν1

(u1 − γ)α−1f(γ)dγ, u1 > ν1,

Jα
ν−2
f(u1) =

1

Γ(α)

∫ ν2

u1

(γ − u1)
α−1f(γ)dγ, ν2 > u1, (2.1)

Burada, Γ(α) =
∫∞
0

e−γuα−1du şeklinde tanımlı Gamma fonksiyonu ve J0
µ+
1

f(u1) = J0
µ−
2

f(u1) =

f(u1) eşitliği sağlanır (Miller and Ross, 1993).

Tanım 2.12 (Euler Gamma Fonksiyonu): x > 0 için Euler Gamma fonksiyonu

Γ(x) =

∫ ∞

0

e−ttx−1dt

şeklinde tanımmlanır. Γ(x+ 1) = xΓ(x) dir (Miller and Ross, 1993).

Tanım 2.13 (Atangana-Baleanu Kesirli İntegral): Υ ∈ H1(x1, x2) fonksiyonu için yerel

olmayan çekirdeği ile yeni kesirli integral şu şekilde tanımlanır:

AB
x1

Iαt {Υ(t)} =
1− α

B(α)
Υ(t) +

α

B(α)Γ(α)

∫ t

x1

Υ(u)(t− u)α−1du
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(Atangana and Baleanu, 2016).

Burada x2 > x1, α ∈ [0, 1], B(α) normalizasyon fonksiyonudur.

İntegral operatörünün sağ tarafı ise şu şekilde tanımlanmıştır.

(
ABIαx2

)
{Υ(t)} =

1− α

B(α)
Υ(t) +

α

B(α)Γ(α)

∫ x2

t

Υ(u)(t− u)α−1du

(Abdeljawad and Baleanu, 2017).

Tanım 2.14 (Beta fonksiyonu): Re(x) > 0, Re(y) > 0 için,

β(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt

şeklinde tanımlanan fonksiyon beta fonksiyonu olarak tanımlanır. Bu integral x > 0 ve y > 0

için yakınsaktır (Miller and Ross, 1993).

Tanım 2.15 (Tam Olmayan Beta Fonksiyonu): 0 ≤ x < 1 olmak üzere tam olmayan beta

fonksiyonu,

Bx(v, µ) =

∫ x

0

tv−1(1− t)µ−1dt

şeklinde ifade edilir. Ayrıca, Bx(µ, v) ve B1−x(v, µ) fonksiyonları birlikte ele alındığında

Bx(µ, v) + B1−x(v, µ) =

∫ x

0

tµ−1(1− t)v−1dt+

∫ 1−x

0

tv−1(1− t)µ−1dt

=

∫ x

0

tµ−1(1− t)v−1dt+

∫ 1

x

uµ−1(1− u)v−1du

Bx(µ, v) + B1−x(v, µ) =

∫ 1

0

tµ−1(1− t)v−1dt = B(v, µ)

sonucuna ulaşılır. Bu eşitlik, tam olmayan beta fonksiyonu ile beta fonksiyonu arasındaki

ilişkiyi verir (Miller and Ross, 1993).
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3. MATERYAL VE YÖNTEM

3.1. Atangana-Baleanu İntegral Operatörleri Yardımıyla Konveks

Fonksiyonlarla İlgili Genel Kavramlar

Teorem 3.1 Υ : [0,∞) → R bir m−konveks fonksiyon olsun ve 0 ≤ x1 < x2

m
, m ∈ (0, 1]

olarak verilsin. Eğer Υ ∈ L[x1,
x2

m
] ise

1

(x2 − x1)ξ
(
AB
x1

Iξx2
Υ(x2)

)
≤ ξ

B(ξ)Γ(ξ)

[
Υ(x1)

ξ + 1
+

mΥ
(
x2

m

)
ξ(ξ + 1)

]
+

1− ξ

(x2 − x1)ξB(ξ)
Υ(x2)

(3.1)

ve

1

(x2 − x1)ξ
(
ABIξx2

Υ(x1)
)
≤ ξ

B(ξ)Γ(ξ)

[
Υ(x2)

ξ + 1
+

mΥ
(
x1

m

)
ξ(ξ + 1)

]
+

1− ξ

(x2 − x1)ξB(ξ)
Υ(x1).

(3.2)

eşitsizlikleri geçerlidir (Ardic et al., 2023).

Teorem 3.2 Υ : [0,∞) → R bir m− konveks fonksiyon olsun ve 0 ≤ x1 < x2 , ξ,m ∈ (0, 1]

olarak verilsin. Eğer Υ ∈ L[mx1, x2] ise

1

(mx2 − x1)ξ
[
AB
x1

Iξmx2
{Υ(mx2)}+AB Iξmx2

{Υ(x1)}
]

+
1

(x2 −mx1)ξ
[
ABIξx2

{Υ(mx1)}+AB
mx1

Iξx2
{Υ(x2)}

]

≤ m+ 1

B(ξ)Γ(ξ)
(Υ(x1) + Υ(x2)) +

1− ξ

(mx2 − x1)ξB(ξ)
(Υ(x1) + Υ(mx2))

+
1− ξ

(x2 −mx1)ξB(ξ)
(Υ(mx1) + Υ(x2)) .
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eşitsizliği geçerlidir (Ardic et al., 2023).

Teorem 3.3 Υ : [0,∞) → R bir m−konveks fonksiyon olsun ve 0 ≤ x1 < x2

m
, m ∈ (0, 1]

olarak verilsin. Eğer Υ ∈ L[x1,
x2

m
] ise

Υ
(
x1+x2

2

)
B(ξ)Γ(ξ)

+
1− ξ

2(x2 − x1)ξB(ξ)
Υ(x2) +

mξ+1(1− ξ)

2(x2 − x1)ξB(ξ)
Υ
(x1

m

)

≤ 1

2(x2 − x1)ξ

[
AB
x1

Iξx2
{Υ(x2)}+m(ξ+1)AB

Iξx2
m

{
Υ
(x1

m

)}]

≤ ξ

2B(ξ)Γ(ξ)

[
Υ(x1) +m2Υ

(
x2

m2

)
ξ + 1

+
m
(
Υ
(
x2

m

)
+Υ

(
x1

m

))
ξ(ξ + 1)

]

+
1− ξ

2(x2 − x1)ξB(ξ)
Υ(x2) +

mξ+1(1− ξ)Υ
(
x1

m

)
2(x2 − x1)ξB(ξ)

.

(3.3)

eşitsizliği geçerlidir (Ardic et al., 2023).

Teorem 3.4 Υ : [0,∞) → R bir m−konveks fonksiyon olsun ve 0 ≤ x1 < x2

m
, m ∈ (0, 1]

olarak verilsin . Eğer Υ ∈ L[x1,
x2

m
] ise Ψ(w1, w2)(τ) : [0, 1] → R,

Ψ(w1, w2)(τ) =
1

2
[Υ(τw1 +m(1− τ)w2) + Υ((1 − τ)w1 +mτw2)] .

her τ ∈ [0, 1] için

ξ

B(ξ)Γ(ξ)(x2 − x1)ξ

∫ x2

x1

(x2 − y)ξ−1Ψ

(
y,

x1 + x2

2

)
(

x2−y
x2−x1

) dy

≤ 1

2(x2 − x1)ξ
(
AB
x1

Iξx2
{Υ(x2)}

)
+

m

2B(ξ)Γ(ξ)
Υ

(
x1 + x2

2

)
− 1− ξ

2(x2 − x1)ξB(ξ)
Υ(x2).

eşitsizliği geçerlidir (Ardic et al., 2023).

Teorem 3.5 ΥΩ ∈ L[x1, x2] olacak şekilde fonksiyonlar olsun ve 0 ≤ x1 < x2 ve ola-

rak verilsin. Eğer Υ ve Ω sırasıyla [x1, x2] üzerinde m1,m2 ∈ (0, 1] ile m1−konveks ve
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m2−konveks ise

1

(x2 − x1)ξ
(
AB
x1

Iξx2
{(ΥΩ)(x2)}

)
≤ ξ

B(ξ)Γ(ξ)

[
Υ(x1)Ω(x1)

ξ + 2

+

(
m2Υ(x1)Ω

(
x2

m2

)
+m1Ω(x1)Υ

(
x2

m1

))
1

(ξ + 1)(ξ + 2)

]

+
2m1m2

B(ξ)Γ(ξ)(ξ + 1)(ξ + 2)
Υ

(
x2

m1

)
Ω

(
x2

m2

)
+

1− ξ

(x2 − x1)ξB(ξ)
(ΥΩ)(x2)

(3.4)

ve
1

(x2 − x1)ξ
(
ABIξx2

{(ΥΩ)(x1)}
)
≤ ξ

B(ξ)Γ(ξ)

[
Υ(x2)Ω(x2)

ξ + 2

+

(
m2Υ(x2)Ω

(
x1

m2

)
+m1Ω(x2)Υ

(
x1

m1

))
1

(ξ + 1)(ξ + 2)

]

+
2m1m2

B(ξ)Γ(ξ)(ξ + 1)(ξ + 2)
Υ

(
x1

m1

)
Ω

(
x1

m2

)
+

1− ξ

(x2 − x1)ξB(ξ)
(ΥΩ)(x1)

(3.5)

eşitsizlikleri geçerlidir ve burada ξ ∈ (0, 1] dir (Ardic et al., 2023).

Sonuç 3.1 Teorem 3.5’ de m1 = m2 = 1 seçilirse aşağıdaki eşitsizlikler elde edilir.

1

(x2 − x1)ξ
(
ABx1I

ξ
x2
{(ΥΩ)(x2)}

)
≤ ξ

B(ξ)Γ(ξ)

[
Υ(x1)Ω(x1)

ξ + 2

+ (Υ(x1)Ω(x2) + Ω(x1)Υ(x2))
1

(ξ + 1)(ξ + 2)

]

+
2

B(ξ)Γ(ξ)(ξ + 1)(ξ + 2)
Υ(x2)Ω(x2) +

1− ξ

(x2 − x1)ξB(ξ)
(ΥΩ)(x2)

ve
1

(x2 − x1)ξ
(
ABIξx2

{(ΥΩ)(x1)}
)
≤ ξ

B(ξ)Γ(ξ)

[
Υ(x2)Ω(x2)

ξ + 2

+ (Υ(x2)Ω(x1) + Ω(x2)Υ(x1))
1

(ξ + 1)(ξ + 2)

]

+
2

B(ξ)Γ(ξ)(ξ + 1)(ξ + 2)
Υ(x1)Ω(x1) +

1− ξ

(x2 − x1)ξB(ξ)
(ΥΩ)(x1)

Burada Υ ve Ω [0,∞) aralığında konveks fonksiyondur (Ardic et al., 2023).
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Lemma 3.1 (AB-İntegralleri ile Orta Değer Farkını İfade Eden İntegral Özdeşliği (Türev

ile İlişki)) x1 < x2, x1, x2 ∈ Jo ve Υ : J ⊂ R → R, Jo üzerinde diferansiyellenebilen bir

fonksiyon olsun. Eğer Υ
′ ∈ L[x1,mx2] ise Atangana-Baleanu İntegral operatörleri için her

τ, ξ ∈ [0, 1] ve m ∈ (0, 1] olmak üzere

AB
x1+mx2

2

Iξmx2
{Υ(mx2)}+AB Iξx1+mx2

2

{Υ(x1)}

− (mx2 − x1)
ξ

2ξ−1B(ξ)Γ(ξ)
Υ

(
x1 +mx2

2

)
− 1− ξ

B(ξ)
[Υ(x1) + Υ(mx2)]

=
(mx2 − x1)

ξ+1

B(ξ)Γ(ξ)

{∫ 1
2

0

τ ξΥ
′
(τx1 +m(1− τ)x2)dτ

−
∫ 1

1
2

(1− τ)ξΥ
′
(τx1 +m(1− τ)x2)dτ

}
.

eşitliği geçerlidir (Ardic et al., 2023).

Teorem 3.6 x1 < x2 , x1, x2 ∈ J◦ ve Υ : J ⊂ [0,∞) → R ve J◦ ve Υ′ ∈ L[x1,mx2] üze-

rinde türevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eğer |Υ′| [x1, x2] üzerinde bir m−konveks fonksiyon

ise tüm ξ ∈ [0, 1] ve m ∈ (0, 1] için∣∣∣∣AB

x1+mx2
2

Iξmx2
{Υ(mx2)}+AB Iξx1+mx2

2

{Υ(x1)}

− (mx2 − x1)
ξ

2ξ−1B(ξ)Γ(ξ)
Υ

(
x1 +mx2

2

)
− 1− ξ

B(ξ)
[Υ(x1) + Υ(mx2)]

∣∣∣∣
≤ (mx2 − x1)

ξ+1

B(ξ)Γ(ξ)

(
1

2ξ+1(ξ + 1)

)
(|Υ′(x1)|+m|Υ′(x2)|) .

eşitsizliği elde edilir (Ardic et al., 2023).

Teorem 3.7 x1 < x2 , x1, x2 ∈ J◦ ve Υ : J ⊂ [0,∞) → R ve J◦ ve Υ′ ∈ L[x1,mx2]

üzerinde türevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eğer |Υ′|q , [x1, x2] üzerinde bir m−konveks
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fonksiyon ise ξ ∈ [0, 1] ve m ∈ (0, 1] için∣∣∣∣AB

x1+mx2
2

Iξmx2
{Υ(mx2)}+AB Iξx1+mx2

2

{Υ(x1)}

− (mx2 − x1)
ξ

2ξ−1B(ξ)Γ(ξ)
Υ

(
x1 +mx2

2

)
− 1− ξ

B(ξ)
[Υ(x1) + Υ(mx2)]

∣∣∣∣

≤ (mx2 − x1)
ξ+1

B(ξ)Γ(ξ)

(
1

2ξ+1(ξ + 1)

) 1
p

×
{(

1

2ξ+2(ξ + 2)
|Υ′(x1)|q +

m(ξ + 3)

2ξ+2(ξ + 1)(ξ + 2)
|Υ′(x2)|q

) 1
q

+

(
(ξ + 3)

2ξ+2(ξ + 1)(ξ + 2)
|Υ′(x1)|q +

m

2ξ+2(ξ + 2)
|Υ′(x2)|q

) 1
q
}

eşitsizliği geçerlidir ve burada q > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 dir (Ardic et al., 2023).

Teorem 3.8 Teorem 3.7 de verilen varsayımlar geçerli olmak üzere bu takdirde∣∣∣∣AB

x1+mx2
2

Iξmx2
{Υ(mx2)}+AB Iξx1+mx2

2

{Υ(x1)}

− (mx2 − x1)
ξ

2ξ−1B(ξ)Γ(ξ)
Υ

(
x1 +mx2

2

)
− 1− ξ

B(ξ)
[Υ(x1) + Υ(mx2)]

∣∣∣∣

≤ (mx2 − x1)
ξ+1

B(ξ)Γ(ξ)

(
1

2ξp+1(ξp+ 1)

) 1
p

×

[(
|Υ′(x1)|q + 3m|Υ′(x2)|q

8

) 1
q

+

(
3|Υ′(x1)|q +m|Υ′(x2)|q

8

) 1
q

]
.

eşitsizliği geçerlidir (Ardic et al., 2023).
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Teorem 3.9 Teorem 3.7 de verilen varsayımlar geçerli olmak üzere bu takdirde∣∣∣∣AB

x1+mx2
2

Iξmx2
{Υ(mx2)}+AB Iξx1+mx2

2

{Υ(x1)}

− (mx2 − x1)
ξ

2ξ−1B(ξ)Γ(ξ)
Υ

(
x1 +mx2

2

)
− 1− ξ

B(ξ)
[Υ(x1) + Υ(mx2)]

∣∣∣∣

≤ (mx2 − x1)
ξ+1

B(ξ)Γ(ξ)

(
q − 1

2ξ(
q−p
q−1)+1(ξ(q − p) + q − 1)

) 1
p

×
{(

1

2ξp+2(ξp+ 2)
|Υ′(x1)|q +

m(ξp+ 3)

2ξp+2(ξp+ 1)(ξp+ 2)
|Υ′(x2)|q

) 1
q

+

(
(ξp+ 3)

2ξp+2(ξp+ 1)(ξp+ 2)
|Υ′(x1)|q +

m

2ξp+2(ξp+ 2)
|Υ′(x2)|q

) 1
q
}

eşitsizliği geçerlidir ve burada q ≥ p > 1 dir (Ardic et al., 2023).

Teorem 3.10 f : [0,∞) → R aralığında m−konveks fonksiyon ve m ∈ (0,∞] olsun.

Eğer 0 ≤ a < b < ∞ ve f ∈ L1[a, b] ise bu durumda

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ min

{
f(a) +mf( b

m
)

2
,
f(b) +mf( a

m
)

2

}
. (3.6)

eşitsizliği geçerlidir (Toader, 1993).

Teorem 3.11 f : [0,∞) → R aralığında m−konveks fonksiyon ve m ∈ (0, 1] olsun. Eğer

0 ≤ a < b < ∞ ve f ∈ L1[a, b] ise

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x) +mf( x
m
)

2
dx

≤ m+ 1

4

[
f(a) + f(b)

2
+m

f( a
m
) + f( b

m
)

2

]
.

(3.7)

eşitsizliği geçerlidir (Dragomir, 2002).

Teorem 3.12 f : [0,∞) → R aralığında m−konveks fonksiyon ve m ∈ (0, 1] olsun. Eğer

f ∈ L1[am, b] ve 0 ≤ a < b < ∞ ise bu durumda

1

m+ 1

[∫ mb

a

f(x)dx+
mb− a

b−ma

∫ b

ma

f(x)dx

]
≤ (mb− a)

f(a) + f(b)

2
. (3.8)

eşitsizliği geçerlidir (Dragomir, 2002).
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Teorem 3.13 f : [0,∞) → [0,∞) aralığında ikinci anlamda bir s− konveks fonksiyon ve

s ∈ (0, 1], a, b ∈ [0,∞) , a < b olsun. Eğer f ∈ L1[0, 1] ise

2s−1f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

s+ 1
. (3.9)

eşitsizliği geçerlidir.

k = 1
s+1

ikinci eşitsizlikte mümkün olan en iyi katsayıdır. Yukarıdaki eşitsizlikler kesindir

(Dragomir and Fitzpatrick, 1999).

Teorem 3.14 f ∈ Q(I), a, b ∈ I , a < b ve f ∈ L1[a, b] olsun. O halde

f

(
a+ b

2

)
≤ 4

b− a

∫ b

a

f(x)dx

eşitsizliği geçerlidir (Dragomir et al., 1995).

Teorem 3.15 f ∈ P (I), a, b ∈ I ve a < b ve f ∈ L1[a, b] olsun. O halde

f

(
a+ b

2

)
≤ 2

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ 2 [f(a) + f(b)] (3.10)

eşitsizliği geçerlidir (Dragomir et al., 1995).

Teorem 3.16 f ∈ SX(h, I), a, b ∈ I ve a < b ve f ∈ L1 ([a, b]) olsun. Bu durumda

1

2h
(
1
2

)f (a+ b

2

)
≤ 1

(b− a)

∫ b

a

f(x)dx ≤ [f(a) + f(b)]

∫ 1

0

h(α)dα (3.11)

eşitsizliği geçerlidir (Sarikaya et al., 2008).

Teorem 3.17 f : [0,∞) → R , m ∈ (0, 1], t ∈ [0, 1] ile (h −m)−konveks fonksiyon olsun.

0 ≤ a < b < ∞ ve f ∈ L1[a, b] ise

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ min

{
f(a)

∫ 1

0

h(t)dt+mf

(
b

m

)∫ 1

0

h(1− t)dt, (3.12)

f(b)

∫ 1

0

h(t)dt+mf
( a

m

)∫ 1

0

h(1− t)dt

}
.

eşitsizliği geçerlidir (Özdemir et al., 2016).

Sonuç 3.2 (3.12)’ da h(t) = 1 olarak seçilirse

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ min

{
f(a) +mf

(
b

m

)
, f(b) +mf

( a

m

)}
.

eşitsizliği geçerlidir (Özdemir et al., 2016).
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Sonuç 3.3 (3.12)’ da m = 1 olarak seçilirse

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤min

{
f(a)

∫ 1

0

h(t)dt+ f(b)

∫ 1

0

h(1− t)dt,

f(b)

∫ 1

0

h(t)dt+ f(a)

∫ 1

0

h(1− t)dt

}
.

eşitsizliği geçerlidir (Özdemir et al., 2016).

Not 3.1 (3.12)’ da m = 1 ve h(t) = t olarak seçilirse Hadamard eşitsizliğinin sağ tarafı

elde edilir. (3.12) de m = 1 ve h(t) = 1 seçilirse (3.10) eşitsizliğinin sağ tarafı elde edilir.

(3.12) de m = 1 ve h(t) = ts seçilirse (3.9) eşitsizliğinin sağ tarafı elde edilir (Özdemir

et al., 2016).

Teorem 3.18 f : [0,∞) → R , m ∈ (0, 1], t ∈ [0, 1] ile (h−m)−konveks fonksiyon olsun.

0 ≤ a < b < ∞ ve f ∈ L1[a, b] ise

f

(
a+ b

2

)
≤

h
(
1
2

)
b− a

∫ b

a

[
f(x) +mf

( x

m

)]
dx

≤ h

(
1

2

)[
f(a) +mf

(
b
m

)
+mf

(
a
m
+m2f

(
b

m2

))
2

]∫ 1

0

h(t)dt

(3.13)

eşitsizliği geçerlidir (Özdemir et al., 2016).

Sonuç 3.4 (3.13)’ te h(t) = 1 seçilirse

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

[
f(x) +mf

( x

m

)]
dx

≤

[
f(a) +mf

(
b
m

)
+mf

(
a
m

)
+m2f

(
b
m2

)
2

]
.

eşitsizliği geçerlidir (Özdemir et al., 2016).

Sonuç 3.5 (3.13)’ te m = 1 ve h(t) = ts seçilirse

2s−1f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

limf(x)dx ≤ f(a) + f(b)

2(s+ 1)

eşitsizliği geçerlidir Özdemir et al. (2016).

Not 3.2 (3.12)’ de m = 1 seçilirse (3.11) esitsizliğinin sağ tarafını elde edilir (Özdemir

et al., 2016).
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Not 3.3 (3.13)’ de m = 1 ve h(t) = t seçilirse Hadamard eşitsizliği elde edilir.

Not 3.4 (3.13)’ de h(t) = t seçilirse (3.7) eşitsizliği elde edilir (Özdemir et al., 2016).

Teorem 3.19 f : [0,∞) → R , m ∈ (0, 1], t ∈ [0, 1] ile (h−m)− konveks fonksiyon olsun.

Eğer 0 ≤ a < b < ∞ ve f ∈ L1[ma, b] ise

1

m+ 1

[
1

mb− a

∫ mb

a

f(x)dx+
1

b−ma

∫ b

ma

f(x)dx

]

≤ f(a) + f(b)

2

[∫ 1

0

h(t)dt+

∫ 1

0

h(1− t)dt

]
.

(3.14)

eşitsizliği geçerlidir (Özdemir et al., 2016).

Sonuç 3.6 (3.14)’ de h(t) = 1 seçilirse

1

m+ 1

[
1

mb− a

∫ mb

a

f(x)dx+
1

b−ma

∫ b

ma

f(x)dx

]
≤ f(a) + f(b).

eşitsizliği geçerlidir (Özdemir et al., 2016).

Not 3.5 (3.14)’ de m = 1 ve h(t) = t seçilirse Hadamard eşitsizliğinin sağ tarafı elde edilir.

(3.14)’ de m = 1 ve h(t) = 1 seçilirse (3.10) eşitsizliğinin sağ tarafı elde edilir. (3.14)’ de

m = 1 ve h(t) = ts seçilirse (3.9) eşitsizliğinin sağ tarafı elde edilir (Özdemir et al., 2016).

Not 3.6 (3.14)’ de h(t) = t seçilirse (3.8) eşitsizliği elde edilir (Özdemir et al., 2016).

Teorem 3.20 (Young Eşitsizliği): f, c > 0 için [0, c] üzerinde tanımlı gerçek değerli, sürekli

ve artan fonksiyon olsun . Eğer f(0) = 0, a ∈ [0, c], ve b ∈ [0, f(c)] için ünlü Young

eşitsizliği aşağıdaki gibidir: ∫ a

0

f(x)dx+

∫ b

0

f−1(x)dx ≥ ab,

Burada f−1, f fonksiyonunun tersidir. Eğer f(b) = f(a) ise eşitsizlik eşitliğe dönüşür.

f ’i kuvvet fonksiyonu olan f(x) = xp−1 seçilirse:

ap

p
+

(
p− 1

p

)
bp/p−1 ≥ ab,

Benzer şekilde;

ap

p
+

bq

q
≥ ab,
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Burada a, b ≥ 0, p > 1 ve
1

p
+

1

q
= 1.

şeklindedir (Mitrinovic et al., 1993).

Teorem 3.21 (İntegraller için Hölder Eşitsizliği): p > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 olsun. f ve g, [a, b]

aralığında tanımlı reel fonksiyonlar, |f |p ve |g|q, [a, b] aralığında integrallenebilir fonksiyon-

lar ise ∫ b

a

|f(µ)g(µ)|dµ ≤
(∫ b

a

|f(µ)|pdµ
) 1

p
(∫ b

a

|g(µ)|qdµ
) 1

q

eşitsizliği geçerlidir (Mitrinovic et al., 1993).

Ayrıca Hölder eşitsizliğinin bir sonucu olan power mean eşitsizliği de aşağıdaki gibi ifade

edilir.

Sonuç 3.7 (Power Mean Eşitsizliği): q ≤ 1 olsun. f ve g, [a, b] aralığında tanımlı reel fonk-

siyonlar, |f | ve |g|q, [a, b] aralığında integrallenebilir fonksiyonlar ise∫ b

a

|f(µ)g(µ)|dµ ≤
(∫ b

a

|f(µ)|dµ
)1− 1

q
(∫ b

a

|f(µ)||g(µ)|qdµ
) 1

q

eşitsizliği geçerlidir.

Reel sayılar için temel eşitsizliklerden bir tanesi de üçgen eşitsizliğidir. (Mitrinovic et al.,

1993).

Teorem 3.22 (Üçgen Eşitsizliği): Herhangi µ1, µ2 reel sayıları için

|µ1 + µ2| ≤ |µ1|+ |µ2|,

||µ1| − |µ2|| ≤ |µ1 − µ2|,

||µ1| − |µ2|| ≤ |µ1 + µ2|,

ve tümevarım metoduyla

|µ1 + . . .+ µn| ≤ |µ1|+ . . .+ |µn|

eşitsizlikleri geçerlidir (Mitrinovic et al., 1993).

Teorem 3.23 (Üçgen Eşitsizliğinin İntegral Versiyonu): f, [a, b] aralığında sürekli reel de-

ğerli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde∣∣∣∣∫ b

a

f(µ)dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(µ)|dµ (a < b)

eşitsizliği geçerlidir (Mitrinovic et al., 1993).

16



3.2. Farklı Türden Bazı Konveks Fonksiyonlar İçin İntegral

Eşitsizlikler

Teorem 3.24 I,R’de bir aralık, µ1, µ2 ∈ I ve µ1 < µ2 olmak üzere f : I ⊂ R → R konveks

bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

f

(
µ1 + µ2

2

)
≤ 1

µ2 − µ1

∫ µ2

µ1

f(z)dz ≤ f(µ1) + f(µ2)

2

eşitsizliği literatürde konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliği olarak bilinir

(Pečarić and Tong, 1992).

Teorem 3.25 f : [0,∞) → R fonksiyonu m ∈ (0, 1] olmak üzere m -konveks fonksiyon

olsun. Eğer 0 ≤ µ1 < µ2 ve f ∈ L1[µ1m,µ2] ise bu taktirde;

1

m+ 1

[∫ mµ2

µ1

f(z)dz +
mµ2 − µ1

µ2 −mµ1

∫ µ2

mµ1

f(z)dz

]
≤ (mµ2 − µ1)

f(µ1) + f(µ2)

2

eşitsizliği geçerlidir (Dragomir, 2001).

Teorem 3.26 f ∈ Q(I), µ1, µ2 ∈ I, µ1 < µ2 ve f ∈ L1[µ1, µ2] olsun. Bu taktirde

p(z) =
(µ2 − z)(z − µ1)

(µ2 − µ1)2
, z ∈ I

olmak üzere

f

(
µ1 + µ2

2

)
≤ 4

µ2 − µ1

∫ µ2

µ1

f(z)dz

ve

1

µ2 − µ1

∫ µ2

µ1

p(z)f(z)dz ≤ f(µ1) + f(µ2)

2

eşitsizlikleri geçerli olur (Dragomir et al., 1995).

Teorem 3.27 f ∈ P (I), µ1, µ2 ∈ I, µ1 < µ2 ve f ∈ L1[µ1, µ2] olsun. Bu taktirde;

f

(
µ1 + µ2

2

)
≤ 2

µ2 − µ1

∫ µ2

µ1

f(z)dz ≤ 2[f(µ1) + f(µ2)]

eşitsizliği geçerlidir (Dragomir et al., 1995).

Teorem 3.28 c pozitif bir sayı, f, g ∈ SX(ch, I), µ1, µ2 ∈ I, µ1 < µ2 ve fg ∈ L1[µ1, µ2]

olsun. Bu taktirde;

1

2ch
(
1
2

)(fg)(µ1 + µ2

2

)
≤ 1

µ2 − µ1

∫ µ2

µ1

(fg)(z)dz ≤ c[(fg)(µ1) + (fg)(µ2)]

∫ 1

0

h(θ)dθ

eşitsizliği geçerlidir (Sarıkaya et al., 2010).
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Teorem 3.29 f : [0,∞) → R fonksiyonu (α,m) ∈ (0, 1]2 olmak üzere (α,m) -konveks

fonksiyon olsun. Eğer 0 ≤ µ1 < µ2 ve f ∈ L1[µ1m,µ2] ise bu taktirde;

1

mµ2 − µ1

∫ mµ2

µ1

f(z)dz +
1

µ2 −mµ1

∫ µ2

mµ1

f(z)dz ≤ 1

α + 1
[(1 + αm)(f(µ1) + f(µ2))]

eşitsizliği geçerlidir (Set et al., 2012).

İkinci anlamda s -konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliği aşağıdaki gibi

elde edilmiştir:

Teorem 3.30 s ∈ (0, 1) olmak üzere f : [0,∞) → [0,∞) ikinci anlamda s -konveks bir

fonksiyon, µ1, µ2 ∈ [0,∞) ve µ1 < µ2 olsun. f ∈ L1[µ1, µ2] ise

2s−1f

(
µ1 + µ2

2

)
≤ 1

µ2 − µ1

∫ µ2

µ1

f(z)dz ≤ f(µ1) + f(µ2)

s+ 1

olur.

Eşitsizliğin sağ tarafında olabilecek en iyi sabit k = 1/(s+1) ’dir (Dragomir and Fitzpatrick,

1999).

Teorem 3.31 [µ1, µ2] ⊂ R, µ1 < µ2 ve f, g : [µ1, µ2] → [0,∞) iki konveks fonksiyon olsun.

Bu durumda

Ξ(µ1, µ2) = f(µ1)g(µ1) + f(µ2)g(µ2)

ve

Ω(µ1, µ2) = f(µ1)g(µ2) + f(µ2)g(µ1)

olmak üzere

1

µ2 − µ1

∫ µ2

µ1

f(z)g(z)dz ≤ 1

3
Ξ(µ1, µ2) +

1

6
Ω(µ1, µ2)

dir (Pachpatte, 2003).
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI

Bu bölümde; literatürde tanımları mevcut Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri kul-

lanılarak m- ve (h,m)-konveks fonksiyon sınıfları için yeni integral eşitsizlikleri üzerine ça-

lışmalar yapılacaktır.

4.1. Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri yardımıyla m- ve

(h,m)-konveks fonksiyonlar yeni eşitsizlikler

Teorem 4.1 f : [a, b] ⊂ R → R fonksiyonu integrallenebilen m−konveks fonksiyon olsun.

α > 0,m ∈ (0, 1] olmak üzere

ABIαb f(u) ≤
α(b− a)α

B(α)Γ(α)

[
1

α + 1
f(b) +mf

( a

m

) 1

α(α + 1)

]
+

(1− α)

B(α)
f(u) (4.1)

eşitsizliği geçerlidir ve burada B(α) normalizasyon fonksiyonu Γ(α) Euler Gama fonksiyo-

nudur.

İspat m -konveks fonksiyonların tanımı kullanılarak

f(tb+ (1− t)a) ≤ tf(b) +m(1− t)f
( a

m

)

yazılabilir. İfadenin her iki tarafı
α

B(α)Γ(α)
tα−1 çarpılırsa

α

B(α)Γ(α)
tα−1f(tb+ (1− t)a) ≤ α

B(α)Γ(α)
tα−1

[
tf(b) +m(1− t)f

( a

m

)]

elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafının t’ ye göre [0, 1] integrali alınırsa

α

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

tα−1f(tb+ (1− t)a) dt

≤ α

B(α)Γ(α)

[∫ 1

0

tαf(b) dt+

∫ 1

0

mtα−1(1− t)f
( a

m

)
dt

]
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yazılır.

Son ifadede tb + (1 − t)a = u , t = u−a
b−a

, dt = du
b−a

şeklinde değişken değiştirme uygu-

lanarak

α

B(α)Γ(α)

∫ b

a

(
u− a

b− a

)α−1
f(u)

(b− a)
du ≤ α

B(α)Γ(α)

[
1

α + 1
f(b) +mf

( a

m

) 1

α(α + 1)

]

elde edilir. İfadenin her iki tarafı (b− a)α çarpılırsa

α

B(α)Γ(α)

∫ b

a

f(u)(u− a)α−1du ≤ α(b− a)α

B(α)Γ(α)

[
1

α + 1
f(b) +mf

( a

m

) 1

α(α + 1)

]

elde edilir.

Atangana-Baleanu kesirli integral operatörü tanımı kullanılarak ifadenin her iki tarafına
(1− α)

B(α)
f(u) ifadesi eklenerek

α

B(α)Γ(α)

∫ b

a

f(u)(u− a)α−1du+
(1− α)

B(α)
f(u)

≤ α(b− a)α

B(α)Γ(α)

[
1

α + 1
f(b) +mf

( a

m

) 1

α(α + 1)

]
+

(1− α)

B(α)
f(u)

bulunur. Gerekli düzenlemeler yapılarak

ABIαb f(u) ≤
α(b− a)α

B(α)Γ(α)

[
1

α + 1
f(b) +mf

( a

m

) 1

α(α + 1)

]
+

(1− α)

B(α)
f(u)

elde edilir. İspat tamamlanmış olur.

Teorem 4.2 Teorem 4.1 in şartları altında

AB
a Iαf(u) ≤ α(b− a)α

B(α)Γ(α)

[
1

α + 1
f(a) +mf

(
b

m

)
1

α(α + 1)

]
+

(1− α)

B(α)
f(u) (4.2)

eşitsizliği geçerlidir.

İspat m -Konveks fonksiyonların tanımı kullanılarak

f(ta+ (1− t)b) ≤ tf(a) +m(1− t)f

(
b

m

)
20



yazılabilir. İfadenin her iki tarafını
α

B(α)Γ(α)
tα−1 çarpılırsa

α

B(α)Γ(α)
tα−1f(ta+ (1− t)b) ≤ α

B(α)Γ(α)
tα−1

[
tf(a) +m(1− t)f

(
b

m

)]

integral alınırsa

α

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

tα−1f(ta+ (1− t)b) dt

≤ α

B(α)Γ(α)

[∫ 1

0

tαf(a) dt+

∫ 1

0

mtα−1(1− t)f

(
b

m

)
dt

]

yazılır.

ta+ (1− t)b = u , t = u−b
a−b

, dt = du
a−b

değişken değiştirme uygulanarak

α

B(α)Γ(α)

∫ a

b

(
u− b

a− b

)α−1
f(u)

(a− b)
du ≤ α

B(α)Γ(α)

[
1

α + 1
f(a) +mf

(
b

m

)
1

α(α + 1)

]

elde edilir ve gerekli düzenlemeler yapılırsa

α

B(α)Γ(α)

∫ b

a

(b− u)α−1

(b− a)α
f(u)du ≤ α

B(α)Γ(α)

[
1

α + 1
f(a) +mf

(
b

m

)
1

α(α + 1)

]

elde edilir. İfadenin her iki tarafı (b− a)α çarpılırsa

α

B(α)Γ(α)

∫ b

a

f(u)(b− u)α−1du ≤ α(b− a)α

B(α)Γ(α)

[
1

α + 1
f(a) +mf

(
b

m

)
1

α(α + 1)

]

elde edilir.

Atangana-Baleanu kesirli integral operatörü tanımı kullanılarak ifadenin her iki tarafı da
(1− α)

B(α)
f(u) ifadesi eklenerek

α

B(α)Γ(α)

∫ b

a

f(u)(b− u)α−1du+
(1− α)

B(α)
f(u)

≤ α(b− a)α

B(α)Γ(α)

[
1

α + 1
f(a) +mf

(
b

m

)
1

α(α + 1)

]
+

(1− α)

B(α)
f(u)
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elde edilir.

AB
a Iαf(u) ≤ α(b− a)α

B(α)Γ(α)

[
1

α + 1
f(a) +mf

(
b

m

)
1

α(α + 1)

]
+

(1− α)

B(α)
f(u)

ve gerekli düzenlemeler yapılarak elde edilir.

Sonuç 4.1 Teorem 4.1 in şartları altında

AB
a Iαf(u) +AB Iαb f(u) ≤

α(b− a)α

B(α)Γ(α)

[
1

α + 1
(f(a) + f(b)) +

m

α(α + 1)

(
f
( a

m

)
+

(
b

m

))]

+
2(1− α)

B(α)
f(u)

elde edilir.

İspat (4.1) ve (4.2) eşitsizlikleri toplanarak ve gerekli düzenlemelerle

AB
a Iαf(u) +AB Iαb f(u) ≤

α(b− a)α

B(α)Γ(α)

[
1

α + 1
f(b) +mf

( a

m

) 1

α(α + 1)

]
+

(1− α)

B(α)
f(u)

+
α(b− a)α

B(α)Γ(α)

[
1

α + 1
f(a) +mf

(
b

m

)
1

α(α + 1)

]
+

(1− α)

B(α)
f(u)

AB
a Iαf(u) +AB Iαb f(u) ≤

α(b− a)α

B(α)Γ(α)

[
1

α + 1
(f(a) + f(b)) +

m

α(α + 1)

(
f
( a

m

)
+

(
b

m

))]

+
2(1− α)

B(α)
f(u)

elde edilir.

Teorem 4.3 f : [a, b] ⊂ R → R fonksiyonu integrallenebilen bir (h,m)− konveks fonksiyon

ve h : (0, 1) → R,α > 0,m ∈ (0, 1] olmak üzere

ABIαb f(u) ≤
α

B(α)Γ(α)

[
f(b)

∫ b

a

(u− a)α−1h

(
u− a

b− a

)
du

+mf
( a

m

)∫ b

a

(u− a)α−1h

(
b− u

b− a

)
du

]
+

(1− α)

B(α)
f(u)

(4.3)
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eşitsizliği geçerlidir ve burada B(α) normalizasyon fonksiyonu, Γ(α) Euler Gama fonksiyo-

nudur.

İspat (h,m) -konveks fonksiyonların tanımı kullanılarak

f(tb+ (1− t)a) ≤ h(t)f(b) +mh(1− t)f
( a

m

)

yazılabilir. İfadenin her iki tarafı
α

B(α)Γ(α)
tα−1 çarpılırsa

α

B(α)Γ(α)
tα−1f(tb+ (1− t)a) ≤ α

B(α)Γ(α)

[
tα−1h(t)f(b) + tα−1mh(1− t)f

( a

m

)]

bulunur ve eşitsizliğin her iki tarafında integral alınırsa

α

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

tα−1f(tb+ (1− t)a) dt

≤ α

B(α)Γ(α)

[∫ 1

0

tα−1h(t)f(b) dt+

∫ 1

0

mtα−1h(1− t)f
( a

m

)
dt

]

yazılır.

Son ifadede tb+ (1− t)a = u , t = u−a
b−a

, dt = du
b−a

değişken değiştirme uygulanarak

α

B(α)Γ(α)

∫ b

a

(
u− a

b− a

)α−1

f(u)
du

(b− a)

≤ α

B(α)Γ(α)

[
f(b)

∫ b

a

(
u− a

b− a

)α−1

h

(
u− a

b− a

)
du

(b− a)

+mf
( a

m

)∫ b

a

(
u− a

b− a

)α−1

h

(
b− u

b− a

)
du

(b− a)

]

elde edilir ve gerekli düzenlemeler yapılarak
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α

B(α)Γ(α)

∫ b

a

(u− a)α−1

(b− a)α
f(u)du

≤ α

B(α)Γ(α)

[
f(b)

∫ b

a

(u− a)α−1

(b− a)α
h

(
u− a

b− a

)
du

+mf
( a

m

)∫ b

a

(u− a)α−1

(b− a)α
h

(
b− u

b− a

)
du

]

ve

α

B(α)Γ(α)(b− a)α

∫ b

a

(u− a)α−1f(u)du

≤ α

B(α)Γ(α)(b− a)α

[
f(b)

∫ b

a

(u− a)α−1h

(
u− a

b− a

)
du

+mf
( a

m

)∫ b

a

(u− a)α−1h

(
b− u

b− a

)
du

]

elde edilir. İfadenin her iki tarafı (b− a)α çarpılırsa

α

B(α)Γ(α)

∫ b

a

f(u)(u− a)α−1du ≤ α

B(α)Γ(α)

[
f(b)

∫ b

a

(u− a)α−1h

(
u− a

b− a

)
du

+mf
( a

m

)∫ b

a

(u− a)α−1h

(
b− u

b− a

)
du

]

elde edilir.

Atangana-Baleanu kesirli integral operatörü tanımı kullanılarak ifadenin her iki tarafına
(1− α)

B(α)
f(u) ifadesi eklenerek
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α

B(α)Γ(α)

∫ b

a

f(u)(u− a)α−1du+
(1− α)

B(α)
f(u)

≤ α

B(α)Γ(α)

[
f(b)

∫ b

a

(u− a)α−1h

(
u− a

b− a

)
du

+mf
( a

m

)∫ b

a

(u− a)α−1h

(
b− u

b− a

)
du

]
+

(1− α)

B(α)
f(u)

elde edilir ve gerekli düzenlemeler yapılarak

ABIαb f(u) ≤
α

B(α)Γ(α)

[
f(b)

∫ b

a

(u− a)α−1h

(
u− a

b− a

)
du

+mf
( a

m

)∫ b

a

(u− a)α−1h

(
b− u

b− a

)
du

]
+

(1− α)

B(α)
f(u)

bulunur ve ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.4 Teorem 4.3 ün şartları altında

AB
a Iαf(u) ≤ α

B(α)Γ(α)

[
f(a)

∫ b

a

(b− u)α−1h

(
u− b

a− b

)
du

+mf

(
b

m

)∫ b

a

(b− u)α−1h

(
a− u

a− b

)
du

]
+

(1− α)

B(α)
f(u)

(4.4)

eşitsizliği geçerlidir.

İspat (h,m) -konveks fonksiyonların tanımı kullanılarak

f(ta+ (1− t)b) ≤ h(t)f(a) +mh(1− t)f

(
b

m

)

yazılabilir. İfadenin her iki tarafını
α

B(α)Γ(α)
tα−1 çarpılırsa

α

B(α)Γ(α)
tα−1f(ta+ (1− t)b) ≤ α

B(α)Γ(α)

[
tα−1h(t)f(a) + tα−1mh(1− t)f

(
b

m

)]
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bulunur ve ifadenin her iki tarafında integral alınırsa

α

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

tα−1f(ta+ (1− t)b) dt

≤ α

B(α)Γ(α)

[∫ 1

0

tα−1h(t)f(a) dt+

∫ 1

0

mtα−1h(1− t)f

(
b

m

)
dt

]

yazılır.

Son eşitsizlikte ta+ (1− t)b = u , t = u−b
a−b

, dt = du
a−b

değişken değiştirme uygula-

narak

α

B(α)Γ(α)

∫ a

b

(
u− b

a− b

)α−1

f(u)
du

(a− b)

≤ α

B(α)Γ(α)

[
f(a)

∫ a

b

(
u− b

a− b

)α−1

h

(
u− b

a− b

)
du

(a− b)

+mf

(
b

m

)∫ a

b

(
u− b

a− b

)α−1

h

(
a− u

a− b

)
du

(a− b)

]

elde edilir ve gerekli düzenlemeler yapılarak

α

B(α)Γ(α)

∫ a

b

(u− b)α−1

(a− b)α
f(u)du

≤ α

B(α)Γ(α)

[
f(a)

∫ a

b

(u− b)α−1

(a− b)α
h

(
u− b

a− b

)
du

+mf

(
b

m

)∫ a

b

(u− b)α−1

(a− b)α
h

(
a− u

a− b

)
du

]
ve
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α

B(α)Γ(α)(a− b)α

∫ a

b

(u− b)α−1f(u)du

≤ α

B(α)Γ(α)(a− b)α

[
f(a)

∫ a

b

(u− b)α−1h

(
u− b

a− b

)
du

+mf

(
b

m

)∫ a

b

(u− b)α−1h

(
a− u

a− b

)
du

]

elde edilir. Gerekli işlemler yapıldığında

α

B(α)Γ(α)(b− a)α

∫ b

a

(b− u)α−1f(u)du

≤ α

B(α)Γ(α)(b− a)α

[
f(a)

∫ b

a

(b− u)α−1h

(
u− b

a− b

)
du

+mf

(
b

m

)∫ b

a

(b− u)α−1h

(
a− u

a− b

)
du

]

bulunur. İfadenin her iki tarafı (b− a)α çarpılırsa

α

B(α)Γ(α)

∫ b

a

(b− u)α−1f(u)du

≤ α

B(α)Γ(α)

[
f(a)

∫ b

a

(b− u)α−1h

(
u− b

a− b

)
du

+mf

(
b

m

)∫ b

a

(b− u)α−1h

(
a− u

a− b

)
du

]

elde edilir.

Atangana-Baleanu kesirli integral operatörü tanımı kullanılarak ifadenin her iki tarafına
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(1− α)

B(α)
f(u) ifadesi eklenerek

α

B(α)Γ(α)

∫ b

a

(b− u)α−1f(u)du+
(1− α)

B(α)
f(u)

≤ α

B(α)Γ(α)

[
f(a)

∫ b

a

(b− u)α−1h

(
u− b

a− b

)
du

+mf

(
b

m

)∫ b

a

(b− u)α−1h

(
a− u

a− b

)
du

]
+

(1− α)

B(α)
f(u)

elde edilir ve gerekli düzenlemeler yapılarak

AB
a Iαf(u) ≤ α

B(α)Γ(α)

[
f(a)

∫ b

a

(b− u)α−1h

(
u− b

a− b

)
du

+mf

(
b

m

)∫ b

a

(b− u)α−1h

(
a− u

a− b

)
du

]
+

(1− α)

B(α)
f(u)

bulunur ve ispat tamamlanmış olur.

Sonuç 4.2 Teorem 4.3 ün şartları altında

AB
a Iαf(u) +AB Iαb f(u) ≤

α

B(α)Γ(α)

[
f(a)

∫ b

a

(b− u)α−1h

(
u− b

a− b

)
du

+ f(b)

∫ b

a

(u− a)α−1h

(
u− a

b− a

)
du+mf

( a

m

)∫ b

a

(u− a)α−1h

(
b− u

b− a

)
du

+ f

(
b

m

)∫ b

a

(b− u)α−1h

(
a− u

a− b

)
du

]
+ 2

(1− α)

B(α)
f(u)

eşitsizliği geçerlidir.

İspat (4.3) ve (4.4) eşitsizlikleri toplanarak ve gerekli düzenlemelerle
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AB
a Iαf(u) +AB Iαb f(u) ≤

α

B(α)Γ(α)

[
f(a)

∫ b

a

(b− u)α−1h

(
u− b

a− b

)
du

+ f(b)

∫ b

a

(u− a)α−1h

(
u− a

b− a

)
du+mf

( a

m

)∫ b

a

(u− a)α−1h

(
b− u

b− a

)
du

+ f

(
b

m

)∫ b

a

(b− u)α−1h

(
a− u

a− b

)
du

]
+ 2

(1− α)

B(α)
f(u)

elde edilir.

Sonuç 4.3 Teorem 4.3’ ün şartları altında h(t) = t seçilirse

ABIαb f(u) ≤
α(b− a)α

B(α)Γ(α)

[
f(b)

1

α + 1
+mf

( a

m

) 1

α(1 + α)

]
+

(1− α)

B(α)
f(u) (4.5)

eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 4.4 Teorem 4.4’ ün şartları altında h(t) = t seçilirse

AB
a Iαf(u) ≤ α(b− a)α

B(α)Γ(α)

[
f(a)

1

(α + 1)
+mf

(
b

m

)
1

α(α + 1)

]
+

(1− α)

B(α)
f(u) (4.6)

eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 4.5 Sonuç 4.3 ve Sonuç 4.4’ den aşağıdaki eşitsizlik elde edilir.

AB
a Iαf(u) +AB Iαb f(u) ≤

α(b− a)α

B(α)Γ(α)(α + 1)

[
f(a) + f(b) +m

1

α

(
f
( a

m

)
+ f

(
b

m

))]

+ 2
(1− α)

B(α)
f(u)

Sonuç 4.6 Teorem 4.3’ ün şartları altında h(t) = ts seçilirse

ABIαb f(u) ≤
α(b− a)α

B(α)Γ(α)

[
f(b)

1

(α + s)
+mf

( a

m

) Γ(α)Γ(s+ 1)

Γ(α + s+ 1)

]
+

(1− α)

B(α)
f(u) (4.7)

eşitsizliği geçerlidir.
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Sonuç 4.7 Teorem 4.4’ ün şartları altında h(t) = ts seçilirse

AB
a Iαf(u) ≤ α(b− a)α

B(α)Γ(α)

[
f(a)

1

(α + s)
+mf

(
b

m

)
Γ(α)Γ(s+ 1)

Γ(α + s+ 1)

]
+

(1− α)

B(α)
f(u) (4.8)

eşitsizliği geçerlidir.

Sonuç 4.8 Sonuç 4.6 ve Sonuç 4.7’ den aşağıdaki eşitsizlik elde edilir.

AB
a Iαf(u) +AB Iαb f(u) ≤

α(b− a)α

B(α)Γ(α)

[
1

(α + s)
(f(a) + f(b))

+m
Γ(α)Γ(s+ 1)

Γ(α + s+ 1)

(
f
( a

m

)
+ f

(
b

m

))]
+ 2

(1− α)

B(α)
f(u)

Sonuç 4.9 Teorem 4.4’ ün şartları altında h(t) = 1/t seçilirse

AB
a Iαf(u) ≤ α(b− a)α

B(α)Γ(α)

[
f(a)

1

(α− 1)
+mf

(
b

m

)∫ 1

0

tα−1 1

(1− t)
dt

]
+

(1− α)

B(α)
f(u)

(4.9)

Sonuç 4.10 Teorem 4.3’ ün şartları altında h(t) = 1/t seçilirse

ABIαb f(u) ≤
α(b− a)α

B(α)Γ(α)

[
f(b)

1

α− 1
+mf

( a

m

)∫ 1

0

tα−1 1

(1− t)
dt

]
+

(1− α)

B(α)
f(u)

(4.10)

elde edilir.

Sonuç 4.11 Sonuç 4.9 ve Sonuç 4.10’ dan aşağıdaki eşitsizlik elde edilir.

AB
a Iαf(u) +AB Iαb f(u) ≤

α(b− a)α

B(α)Γ(α)

[
1

(α− 1)
(f(a) + f(b))

+m

∫ 1

0

tα−1 1

(1− t)
dt

(
f
( a

m

)
+ f

(
b

m

))]
+ 2

(1− α)

B(α)
f(u)
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Teorem 4.5 f : [a, b] ⊂ R → R fonksiyonu integrallenebilen bir (h,m)− konveks fonksiyon

ve h : (0, 1) → R,α > 0,m ∈ (0, 1], q > 1 olmak üzere∣∣∣∣∣
AB

a+mb
2

Iαmbf(mb) +AB Iαa+mb
2

f(a)− (mb− a)α

2α−1B(α)Γ(α)
f

(
a+mb

2

)
− (1− α)

B(α)
[f(a) + f(mb)]

∣∣∣∣∣

≤ (mb− a)α+1

B(α)Γ(α)

(
1

(2αp+1)(αp+ 1)

) 1
p

[(
|f ′

(a)|q
∫ 1

2

0

h(t)dt

+m|f ′
(b)|q

∫ 1
2

0

h(1− t)dt

) 1
q

+

(
|f ′

(a)|q
∫ 1

1
2

h(t)dt+m|f ′
(b)|q

∫ 1

1
2

h(1− t)dt

) 1
q
]

(4.11)

eşitsizliği 1/p + 1/q = 1 için geçerlidir ve burada B(α) normalizasyon fonksiyonu, Γ(α)

Euler Gama fonksiyonudur.

İspat Lemma 3.1 ve Hölder eşitsizliği yardımı ile∣∣∣∣∣
AB

a+mb
2

Iαmbf(mb) +AB Iαa+mb
2

f(a)− (mb− a)α

2α−1B(α)Γ(α)
f

(
a+mb

2

)
− (1− α)

B(α)
[f(a) + f(mb)]

∣∣∣∣∣

≤ (mb− a)α+1

B(α)Γ(α)

[(∫ 1
2

0

tαpdt

) 1
p
(∫ 1

2

0

|f ′
(ta+m(1− t)b)|qdt

) 1
q

+

(∫ 1

1
2

(1− t)αpdt

) 1
p
(∫ 1

1
2

|f ′
(ta+m(1− t)b)|qdt

) 1
q
]

yazılabilir. İfadedeki integral alınırsa∣∣∣∣∣
AB

a+mb
2

Iαmbf(mb) +AB Iαa+mb
2

f(a)− (mb− a)α

2α−1B(α)Γ(α)
f

(
a+mb

2

)
− (1− α)

B(α)
[f(a) + f(mb)]

∣∣∣∣∣

≤ (mb− a)α+1

B(α)Γ(α)

[(
tαp+1

(αp+ 1)

∣∣∣∣ 12
0

) 1
p
(
|f ′

(a)|q
∫ 1

2

0

h(t)dt+m|f ′
(b)|q

∫ 1
2

0

h(1− t)dt

) 1
q

+

(
−(1− t)αp+1

(αp+ 1)

∣∣∣∣1
1
2

) 1
p
(
|f ′

(a)|q
∫ 1

1
2

h(t)dt+m|f ′
(b)|q

∫ 1

1
2

h(1− t)dt

) 1
q
]
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bulunur ve gerekli hesaplamalar yapılarak∣∣∣∣∣
AB

a+mb
2

Iαmbf(mb) +AB Iαa+mb
2

f(a)− (mb− a)α

2α−1B(α)Γ(α)
f

(
a+mb

2

)
− (1− α)

B(α)
[f(a) + f(mb)]

∣∣∣∣∣

≤ (mb− a)α+1

B(α)Γ(α)

(
1

(2αp+1)(αp+ 1)

) 1
p

[(
|f ′

(a)|q
∫ 1

2

0

h(t)dt

+m|f ′
(b)|q

∫ 1
2

0

h(1− t)dt

) 1
q

+

(
|f ′

(a)|q
∫ 1

1
2

h(t)dt+m|f ′
(b)|q

∫ 1

1
2

h(1− t)dt

) 1
q
]

elde edilir ve ispat tamamlanmış olur.

Sonuç 4.12 Teorem 4.5’ in şartları altında (4.11) eşitsizliğinde h(t)= t uygulandığında∣∣∣∣∣
AB

a+mb
2

Iαmbf(mb) +AB Iαa+mb
2

f(a)− (mb− a)α

2α−1B(α)Γ(α)
f

(
a+mb

2

)
− (1− α)

B(α)
[f(a) + f(mb)]

∣∣∣∣∣

≤ (mb− a)α+1

B(α)Γ(α)

(
1

(2αp+1)(αp+ 1)

) 1
p

[(
1

8
|f ′

(a)|q + 3

8
m|f ′

(b)|q
) 1

q

+

(
3

8
|f ′

(a)|q + 1

8
m|f ′

(b)|q
) 1

q

]
eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 4.13 Teorem 4.5’ in şartları altında (4.11) eşitsizliğinde h(t) = ts uygulandığında∣∣∣∣∣
AB

a+mb
2

Iαmbf(mb) +AB Iαa+mb
2

f(a)− (mb− a)α

2α−1B(α)Γ(α)
f

(
a+mb

2

)
− (1− α)

B(α)
[f(a) + f(mb)]

∣∣∣∣∣

≤ (mb− a)α+1

B(α)Γ(α)

(
1

(2αp+1)(αp+ 1)

) 1
p

[((
1

2s+1(s+ 1)

)
|f ′

(a)|q

+

(
2s+1 − 1

2s+1(s+ 1)

)
m|f ′

(b)|q
) 1

q

+

((
2s+1 − 1

2s+1(s+ 1)

)
|f ′

(a)|q +
(

1

2s+1(s+ 1)

)
m|f ′

(b)|q
) 1

q

]
eşitsizliği elde edilir.
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Sonuç 4.14 Teorem 4.5’ in şartları altında (4.11) eşitsizliğinde h(t) = 1
t

uygulandığında∣∣∣∣∣
AB

a+mb
2

Iαmbf(mb) +AB Iαa+mb
2

f(a)− (mb− a)α

2α−1B(α)Γ(α)
f

(
a+mb

2

)
− (1− α)

B(α)
[f(a) + f(mb)]

∣∣∣∣∣

≤ (mb− a)α+1

B(α)Γ(α)

(
1

(2αp+1)(αp+ 1)

) 1
p

[(
(−ln2 +∞) |f ′

(a)|q + (ln2 + 0)m|f ′
(b)|q

) 1
q

+
(
(0 + ln2) |f ′

(a)|q + (∞− ln2)m|f ′
(b)|q

) 1
q

]

eşitsizliği elde edilir.

Teorem 4.6 f : [a, b] ⊂ R → R fonksiyonu integrallenebilen bir (h,m)− konveks fonksiyon

ve h : (0, 1) → R,α > 0,m ∈ (0, 1] olmak üzere∣∣∣∣∣
AB

a+mb
2

Iαmbf(mb) +AB Iαa+mb
2

f(a)− (mb− a)α

2α−1B(α)Γ(α)
f

(
a+mb

2

)
− (1− α)

B(α)
[f(a) + f(mb)]

∣∣∣∣∣

≤ (mb− a)α+1

B(α)Γ(α)

[
|f ′

(a)|
∫ 1

2

0

tαh(t)dt+m|f ′
(b)|

∫ 1
2

0

tαh(1− t)dt

+ |f ′
(a)|

∫ 1

1
2

(1− t)αh(t)dt+m|f ′
(b)|

∫ 1

1
2

(1− t)αh(1− t)dt

]
(4.12)

eşitsizliği geçerlidir ve burada B(α) normalizasyon fonksiyonu, Γ(α) Euler Gama fonksiyo-

nudur.

İspat Lemma 3.1 ve mutlak değer kullanılarak∣∣∣∣∣
AB

a+mb
2

Iαmbf(mb) +AB Iαa+mb
2

f(a)− (mb− a)α

2α−1B(α)Γ(α)
f

(
a+mb

2

)
− (1− α)

B(α)
[f(a) + f(mb)]

∣∣∣∣∣

≤ (mb− a)α+1

B(α)Γ(α)

[∫ 1
2

0

tα|f ′
(ta+m(1− t)b)|dt+

∫ 1

1
2

(1− t)α|f ′
(ta+m(1− t)b)|dt

]
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yazılır. (h,m)-konveks fonksiyon tanımı yardımı ile∣∣∣∣∣
AB

a+mb
2

Iαmbf(mb) +AB Iαa+mb
2

f(a)− (mb− a)α

2α−1B(α)Γ(α)
f

(
a+mb

2

)
− (1− α)

B(α)
[f(a) + f(mb)]

∣∣∣∣∣

≤ (mb− a)α+1

B(α)Γ(α)

[∫ 1
2

0

tα
(
h(t)|f ′

(a)|+mh(1− t)|f ′
(b)|
)
dt

+

∫ 1

1
2

(1− t)α
(
h(t)|f ′

(a)|+mh(1− t)|f ′
(b)|
)
dt

]

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapıldığında∣∣∣∣∣
AB

a+mb
2

Iαmbf(mb) +AB Iαa+mb
2

f(a)− (mb− a)α

2α−1B(α)Γ(α)
f

(
a+mb

2

)
− (1− α)

B(α)
[f(a) + f(mb)]

∣∣∣∣∣

≤ (mb− a)α+1

B(α)Γ(α)

[
|f ′

(a)|
∫ 1

2

0

tαh(t)dt+m|f ′
(b)|

∫ 1
2

0

tαh(1− t)dt

+ |f ′
(a)|

∫ 1

1
2

(1− t)αh(t)dt+m|f ′
(b)|

∫ 1

1
2

(1− t)αh(1− t)dt

]

bulunur ve ispat tamamlanmış olur.

Sonuç 4.15 Teorem 4.6’ nın şartları altında (4.12) eşitsizliğinde h(t) = t uygulandığında∣∣∣∣∣
AB

a+mb
2

Iαmbf(mb) +AB Iαa+mb
2

f(a)− (mb− a)α

2α−1B(α)Γ(α)
f

(
a+mb

2

)
− (1− α)

B(α)
[f(a) + f(mb)]

∣∣∣∣∣

≤ (mb− a)α+1

B(α)Γ(α)

(
1

2α+1(α + 1)

)(
|f ′

(a)|+m|f ′
(b)|
)

eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 4.16 Teorem 4.6’ nın şartları altında (4.12) eşitsizliğinde h(t) = h(1 − t) = 1 sabit
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fonksiyon uygulandığında∣∣∣∣∣
AB

a+mb
2

Iαmbf(mb) +AB Iαa+mb
2

f(a)− (mb− a)α

2α−1B(α)Γ(α)
f

(
a+mb

2

)
− (1− α)

B(α)
[f(a) + f(mb)]

∣∣∣∣∣

≤ (mb− a)α+1

B(α)Γ(α)

(
1

2α(α + 1)

)[
|f ′

(a)|+m|f ′
(b)|

]

eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 4.17 Teorem 4.6’ nın şartları altında (4.12) eşitsizliğinde h(t) = ts uygulandığında∣∣∣∣∣
AB

a+mb
2

Iαmbf(mb) +AB Iαa+mb
2

f(a)− (mb− a)α

2α−1B(α)Γ(α)
f

(
a+mb

2

)
− (1− α)

B(α)
[f(a) + f(mb)]

∣∣∣∣∣

≤ (mb− a)α+1

B(α)Γ(α)

(
|f ′

(a)|+m|f ′
(b)|
)( 1

2α+s+1(α + s+ 1)
+

∫ 1
2

0

tα(1− t)sdt

)

eşitsizliği elde edilir.

Teorem 4.7 f : [a, b] ⊂ R → R fonksiyonu integrallenebilen bir (h,m)− konveks fonksiyon

ve h : (0, 1) → R,α > 0,m ∈ (0, 1], q > 1 olmak üzere∣∣∣∣∣
AB

a+mb
2

Iαmbf(mb) +AB Iαa+mb
2

f(a)− (mb− a)α

2α−1B(α)Γ(α)
f

(
a+mb

2

)
− (1− α)

B(α)
[f(a) + f(mb)]

∣∣∣∣∣

≤ (mb− a)α+1

B(α)Γ(α)

[
1

2αpp(αp+ 1)
+

1

q
|f ′

(a)|q
∫ 1

0

h(t)dt+ 2m
1

q
|f ′

(b)|q
∫ 1

0

h(1− t)dt

]
(4.13)

eşitsizliği 1/p + 1/q = 1 için geçerlidir ve burada B(α) normalizasyon fonksiyonu, Γ(α)

Euler Gama fonksiyonudur.
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İspat Lemma 3.1 ve Young Eşitsizliği kullanılarak∣∣∣∣∣
AB

a+mb
2

Iαmbf(mb) +AB Iαa+mb
2

f(a)− (mb− a)α

2α−1B(α)Γ(α)
f

(
a+mb

2

)
− (1− α)

B(α)
[f(a) + f(mb)]

∣∣∣∣∣

≤ (mb− a)α+1

B(α)Γ(α)

[(∫ 1
2

0

tαp

p
+

|f ′
(ta+m(1− t)b)|q

q
dt

)

+

(∫ 1

1
2

(1− t)αp

p
+

|f ′
(ta+m(1− t)b)|q

q
dt

)]

yazılır. (h,m)-konveks tanımı uygulandığında∣∣∣∣∣
AB

a+mb
2

Iαmbf(mb) +AB Iαa+mb
2

f(a)− (mb− a)α

2α−1B(α)Γ(α)
f

(
a+mb

2

)
− (1− α)

B(α)
[f(a) + f(mb)]

∣∣∣∣∣

≤ (mb− a)α+1

B(α)Γ(α)

[(∫ 1
2

0

tαp

p
dt+

1

q

∫ 1
2

0

h(t)|f ′
(a)|q +mh(1− t)|f ′

(b)|qdt

)

+

(∫ 1

1
2

(1− t)αp

p
dt+

1

q

∫ 1

1
2

h(t)|f ′
(a)|q +mh(1− t)|f ′

(b)|qdt

)]

bulunur. Gerekli hesaplamalar yapıldığında∣∣∣∣∣
AB

a+mb
2

Iαmbf(mb) +AB Iαa+mb
2

f(a)− (mb− a)α

2α−1B(α)Γ(α)
f

(
a+mb

2

)
− (1− α)

B(α)
[f(a) + f(mb)]

∣∣∣∣∣

≤ (mb− a)α+1

B(α)Γ(α)

[
1

2αpp(αp+ 1)
+

1

q
|f ′

(a)|q
∫ 1

0

h(t)dt+ 2m
1

q
|f ′

(b)|q
∫ 1

0

h(1− t)dt

]
bulunur ve ispat tamamlanmış olur.

Sonuç 4.18 Teorem 4.7’ nin şartları altında (4.13) eşitsizliğinde h(t) = t uygulandığında∣∣∣∣∣
AB

a+mb
2

Iαmbf(mb) +AB Iαa+mb
2

f(a)− (mb− a)α

2α−1B(α)Γ(α)
f

(
a+mb

2

)
− (1− α)

B(α)
[f(a) + f(mb)]

∣∣∣∣∣

≤ (mb− a)α+1

B(α)Γ(α)

[
1

2αpp(αp+ 1)
+

1

2q
|f ′

(a)|q +m
1

q
|f ′

(b)|q
]
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eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 4.19 Teorem 4.7’ nin şartları altında (4.13) eşitsizliğinde h(t) = ts uygulandığında∣∣∣∣∣
AB

a+mb
2

Iαmbf(mb) +AB Iαa+mb
2

f(a)− (mb− a)α

2α−1B(α)Γ(α)
f

(
a+mb

2

)
− (1− α)

B(α)
[f(a) + f(mb)]

∣∣∣∣∣

≤ (mb− a)α+1

B(α)Γ(α)

[
1

2αpp(αp+ 1)
+

1

q(s+ 1)

(
|f ′

(a)|q + 2m|f ′
(b)|q

)]

eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 4.20 Teorem 4.7’ nin şartları altında (4.13) eşitsizliğnde h(t) = h(1 − t) = 1 sabit

fonksiyon uygulandığında∣∣∣∣∣
AB

a+mb
2

Iαmbf(mb) +AB Iαa+mb
2

f(a)− (mb− a)α

2α−1B(α)Γ(α)
f

(
a+mb

2

)
− (1− α)

B(α)
[f(a) + f(mb)]

∣∣∣∣∣

≤ (mb− a)α+1

B(α)Γ(α)

[
1

2αpp(αp+ 1)
+

1

q

(
|f ′

(a)|q + 2m|f ′
(b)|q

)]

eşitsizliği elde edilir.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tez çalışmasında, çağdaş matematiksel analiz alanında önemli bir yer edinen Atan-

gana–Baleanu kesirli integral operatörleri kullanılarak, klasik konvekslik anlayışının genel-

leştirilmiş biçimleri olan m-konveks ve (h,m)-konveks fonksiyon sınıfları için yeni türde

integral eşitsizlikleri elde edilmiştir. Özellikle Hermite–Hadamard tipi eşitsizliklerin kesirli

analiz bağlamında yeniden yorumlanması, bu çalışmanın temel motivasyonunu oluşturmuş-

tur.

Elde edilen eşitsizlikler, mevcut literatürdeki klasik sonuçların hem genişletilmesi

hem de güçlendirilmesi açısından dikkate değerdir. Atangana–Baleanu integral operatörünün

non-singüler çekirdek yapısı ve Caputo tipi tanımlanmış olması, söz konusu eşitsizliklerin

daha esnek bir yapı içinde ele alınmasına olanak sağlamış ve bu bağlamda integral dönü-

şümleri ile konveks fonksiyonlar arasındaki etkileşim daha derinlemesine incelenmiştir. Bu

durum, özellikle diferansiyel ve integral denklemlerde karşılaşılan problemlere daha genel

çözüm alanları sunabilecek potansiyele sahiptir.

Çalışma boyunca, farklı parametre değerleri altında m-konveks ve (h,m)-konveks

fonksiyonlar için türetilen eşitsizliklerin, klasik Hermite–Hadamard eşitsizliklerine indir-

genebilir olduğu gösterilmiştir. Bu özellik, çalışmanın teorik geçerliliğini pekiştirmekte ve

geliştirilen yöntemlerin genel çerçevede tutarlı olduğunu ortaya koymaktadır. Ayrıca, tezde

sunulan bazı özel durumlar, mevcut literatürde yer alan bulguların özel hallerini kapsamakta

ve bu yönüyle de literatüre katkı sunmaktadır.

Sonuç olarak, bu tez Atangana–Baleanu kesirli integral operatörleri çerçevesinde

konvekslik teorisinin farklı biçimlerinin analitik yapılarını zenginleştirmiş ve yeni eşitsiz-

liklerin formüle edilmesiyle kesirli analiz literatürüne özgün katkılar sağlamıştır. Gelecek

çalışmalar için önerilebilecek bazı potansiyel araştırma alanları arasında, elde edilen eşitsiz-

liklerin sayısal uygulamaları, stokastik süreçlerdeki kullanımları ve çok değişkenli fonksi-

yonlar için genellemeleri yer almaktadır.

Bu çalışma, fonksiyonel analiz, kesirli analiz ve konvekslik teorisi arasında güçlü bir

köprü kurarak, hem teorik hem de uygulamalı matematik alanlarında araştırmacılara yeni

ufuklar açabilecek niteliktedir.
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