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OZET
YUKSEK LISANS TEZI

DIFERANSIYELLENEBILEN BAZI FARKLI TURDEN KONVEKS FONKSIYON
SINIFLARI iCIN KESIRLI INTEGRAL OPERATORLERI ICEREN INTEGRAL
ESITSIZLIKLERI

Jiiri: Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMIR

Jiiri: Prof. Dr. Mustafa GURBUZ

Jiiri: Dog. Dr. Abdullah CAGMAN

Bu tez calismasinda, diferansiyellenebilir bazi farkl tiirden konveks fonksiyon sinif-
lart i¢in kesirli integral operatorleri iceren yeni integral esitsizlikleri elde edilmistir. Kon-
veks fonksiyon kavrami, analizin bircok alaninda oldugu gibi, esitsizlikler kuraminda da
onemli bir yere sahiptir. Bu kapsamda, eksponansiyel konvekslik, trigonometrik konvekslik,
s-konvekslik ve h-konvekslik gibi 6zel konvekslik tiirleri ele alinarak, bu fonksiyonlar i¢in
Hermite-Hadamard tipi esitsizliklerin genellestirilmis bicimleri elde edilmistir.

Tezin birinci boliimiinde, konveks fonksiyon kavraminin tarihsel gelisimi sunulmus;
klasik konvekslikten baglayarak, farkl tiirden konveks fonksiyonlara dair literatiirde yer alan
calismalar degerlendirilmis ve bu fonksiyonlarin integral esitsizliklerdeki yeri aktarilmistir.
Bu béliim, tezin konusuna yon veren temel arastirmalarin tamitilmast agisindan 6nem arz
etmektedir.

Ikinci boliim olan Kuramsal Temeller kisminda, calismanin ispat siirecinde sikca kul-
lanilan tanim ve teoremlere yer verilmis; ayrica, ilgili fonksiyonel analiz kavramlar1 ayrintilt
bicimde sunulmustur. Boylece sonraki boliimlerde yapilan ¢ikarimlarin kuramsal altyapist
olusturulmustur.

Uciincii boliim olan Materyal ve Yontemler kisminda, arastirma bulgularina yon ve-
ren ve literatiirde daha 6nce ortaya konmus olan belirli lemma, teorem ve teknik yontemler

aciklanmistir. Bu boliimde, calismada kullanilan analitik teknikler ile Hermite-Hadamard tipi
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esitsizliklerin genellestirilmesinde uygulanan matematiksel yapilar sistematik bir bigimde
sunulmustur.

Dordiincii boliimde Arastirma Bulgular: bashigr altinda, ¢calismanin orijinal katkisini
olusturan yeni teoremlere yer verilmistir. Eksponansiyel, trigonometrik, h-konveks ve s-
konveks fonksiyon smiflar1 i¢in cesitli integral esitsizlikleri elde edilmis; bu esitsizliklere
Holder, Young ve Power Mean esitsizlikleri uygulanarak sonuglarin sinirlart belirlenmistir.
Ayrica, belirli 6zel fonksiyonlar ve secimler icin elde edilen sonuglara 6rnekler verilmistir.

Besinci ve son bolim olan Tartisma ve Sonu¢ kisminda ise ¢aligmanin 6zgiin yon-
leri ve literatiire katkilar1 vurgulanmis, ¢alismanin sinirhiliklart degerlendirilmis ve ileride
yapilabilecek olasi arastirmalara yonelik onerilerde bulunulmustur.

Sonug olarak bu tez, farkli konvekslik tiirlerine sahip diferansiyellenebilir fonksiyon-
lar icin kesirli integral operatorlerini igeren yeni ve kapsamli integral esitsizlikleri ortaya
koyarak hem esitsizlikler kuramina hem de konveks analiz literatiiriine anlamli katkilar sun-

maktadir.

2025, ?? sayfa
Anahtar Kelimeler: Esitsizlikler, konveks fonksiyonlarda integral esitsizlikler, konveks fonk-
siyon, eksponansiyel konveks fonksiyon, trigonometrik konveks fonksiyon,/ konveks fonk-

siyon, s-konveks fonksiyon.
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ABSTRACT
MASTER’S THESIS

INTEGRAL INEQUALITIES INVOLVING FRACTIONAL INTEGRAL
OPERATORS FOR CERTAIN DIFFERENTIABLE TYPES OF CONVEX
FUNCTION CLASSES

Jury: Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMIR

Jury: Prof. Dr. Mustafa GURBUZ

Jury: Doc. Dr. Abdullah CAGMAN

In this thesis, new integral inequalities involving fractional integral operators have
been obtained for certain differentiable classes of convex functions. The concept of convex
functions plays a central role in many areas of analysis, as well as having significant appli-
cations in inequality theory. In this context, specific types of convexity—such as exponential
convexity, trigonometric convexity, s-convexity, and h-convexity—have been considered,
and generalized forms of Hermite-Hadamard type inequalities have been derived for these
function classes.

In the first chapter, the historical development of the concept of convexity is pre-
sented. Starting from classical convexity, studies in the literature on various types of convex
functions have been evaluated, and the role of these functions in integral inequalities has been
discussed. This chapter is important for introducing the foundational research that guides the
topic of the thesis.

The second chapter, titled Theoretical Foundations, includes definitions and theorems
frequently used in the proof processes of the study. Relevant concepts from functional analy-
sis are presented in detail to provide the theoretical groundwork for the arguments developed
in subsequent sections.

The third chapter, Materials and Methods, presents specific lemmas, theorems, and
technical methods previously established in the literature, which guide the research findings.
This chapter systematically explains the analytical techniques used in the study and the mat-

hematical structures applied to generalize Hermite-Hadamard type inequalities.
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In the fourth chapter, titled Research Findings, original contributions of the thesis are
introduced in the form of new theorems. Various integral inequalities have been obtained
for exponential, trigonometric, h-convex, and s-convex function classes. Holder, Young, and
Power Mean inequalities have been applied to these results to determine their bounds. Additi-
onally, results obtained for specific special functions and parameter selections are presented.

The fifth and final chapter, Discussion and Conclusion, emphasizes the original as-
pects and contributions of the study. The limitations of the work are discussed, and sugges-
tions for future research directions are provided.

In conclusion, this thesis presents new and comprehensive integral inequalities invol-
ving fractional integral operators for differentiable functions with various convexity proper-
ties, offering significant contributions to both inequality theory and the literature on convex

analysis.

2025, ?? pages
Key Words: Inequalities, integral inequalities for convex functions, convex function, expo-
nentially convex function, trigonometrically convex function, h-convex function, s-convex

function.
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1. GIRIS

Esitsizlikler, matematigin temel taglarindan biri olarak sadece matematik alaninda
degil; miihendislik, istatistik, fizik, ekonomi ve optimizasyon gibi uygulamali bilimlerde
de 6nemli uygulama alanlarina sahiptir. Bu alanlarda karsilasilan pek cok problem, cesitli
esitsizliklerin saglanmasi veya iyilestirilmesiyle ¢oziilmektedir. Esitsizlik teorisinin temel-
leri 20. yiizyilin baglarinda Hardy, Littlewood ve Pélya’nin yazdig1 “Inequalities” adl1 klasik
eserle atilmistir Hardy et al. (1952). Daha sonra Beckenbach ve Bellman Beckenbach and
Bellman (1961), Mitrinovi¢ Mitrinovic (1970), Mitrinovi¢ ve arkadaslar1 Mitrinovic et al.
(1993), ve Pachpatte Pachpatte (2005) tarafindan esitsizlikler tizerine kapsaml c¢aligmalar
gerceklestirilmistir.

Konveks fonksiyonlar esitsizlik teorisinin en ¢cok arastirilan konularindan biridir. Hermite-
Hadamard tipi integral esitsizligi, konveks fonksiyonlara uygulanan en klasik ve temel esit-
sizliklerden biri olarak bilinir. Bu esitsizlik, ilk olarak Hermite tarafindan 1881°de 6nerilmis,
daha sonra Hadamard tarafindan ispatlanarak literatiire kazandirilmistir. Jensen’in 1906 ta-
rihli esitsizligi ile birlikte, konveks fonksiyonlar icin integral esitsizlikleri arastirmalar1 hiz
kazanmustir.

Zaman i¢inde konveks fonksiyon kavrami genellestirilerek bir¢cok yeni konvekslik
sinifi tammmlanmistir. Bunlar arasinda s-konvekslik Breckner (1978), h-konvekslik Varosanec
(2007), eksponansiyel konvekslik Awan et al. (2018) ve trigonometrik konvekslik gibi siniflar
yer almaktadir. Bu yeni yapilarin her biri i¢cin Hermite-Hadamard tipi esitsizliklerin 6zel
bicimleri tiiretilmis ve elde edilen sonuclarin fonksiyonel analizdeki yeri derinlegmistir.

S. S. Dragomir’in calismalari, 6zellikle Hermite-Hadamard tipi esitsizliklerin genel-
lestirilmesi ve cesitli konvekslik tiirleri tizerindeki uygulamalar1 agisindan 6ncii niteliktedir
Dragomir and Pearce (2000, 1998).

Bu tez calismasinda, diferansiyellenebilir bazi farkl tiirden konveks fonksiyon si-
niflart icin (eksponansiyel konveks fonksiyonlar, trigonometrik konveks fonksiyonlar, s-
konveks fonksiyonlar ve h-konveks fonksiyonlar) Hermite-Hadamard tipi integral esitsizlik-
lerin genellestirilmis bicimleri elde edilmistir. Bu esitsizliklerin sinirlari, klasik Holder esit-
sizligi, Power Mean esitsizligi ve Young esitsizligi yardimiyla daraltilmis ve literatiirde daha

once verilmis bazi1 esitsizliklere alternatif yeni sinirlar kazandirilmigtir. Ayrica 6zel fonksi-
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yonlar i¢in bu sinirlar somut 6rneklerle desteklenmis, boylece literatiire yeni teoremler ve bu
teoremlerden tiiretilmis yeni sonuclar kazandirilmistir.

Bu kapsamda, tezin ilk boliimiinde esitsizlik kurami ve konveks fonksiyonlarin tarih-
cesi aktarilmisg, ikinci boliimde kuramsal temeller olusturulmus; iiglincii boliimde materyal
ve yontemler sunulmus, dordiincii boliimde ise arastirma bulgular1 detayli bicimde verilmig-
tir. Ozellikle aragtirma bulgular1 kismi, yeni esitsizliklerin ve bunlarin uygulanabilirliginin

matematiksel ispatlarla ortaya kondugu boliimdyir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu béliimde, ¢alismanin kuramsal altyapisini olusturan ve literatiirde yaygin olarak
bilinen bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. S6z konusu tanim ve teoremler, tezin
ilerleyen boliimlerinde gelistirilen esitsizliklerin ispatinda ve elde edilen sonuglarin yorum-
lanmasinda 6nemli bir rol oynamaktadir. Bu nedenle, tezin biitiinliigii acisindan bu temel

kavramlarin agik ve sistematik bicimde sunulmasi gerekli goriilmiistiir.
2.1. Genel Kavramlar

Tamim 2.1 (Konveks Kiime): L bir dogrusal uzay ve B C L olsun. Eger her u,v € B icin
0 € [0, 1] araliginda
bu+(1—-0)weB

kosulu saglaniyorsa, B kiimesi konveks olarak adlandirilir.

Esitsizlik teorisi icin bilyiik 6nem tasiyan ve 6zellikle bu alanda siklikla kullanilan konveks-
lik kavramindan bir¢ok bilim adamu biiyiik dl¢iide yararlanmaktadir. Konveks fonksiyonlarin

tanim1 agagidaki gibi verilmektedir:

Tanim 2.2 (Konveks Fonksiyon): Gercek sayilar kiimesi iizerinde tamimli J C R aralig

lizerinde verilen g : J — R fonksiyonu igin, her x1,x9 € J ve o € [0, 1] i¢in
glazy + (1 — a)rs) < ager) + (1 — a)g(z2)
esitsizligi saglaniyorsa, g fonksiyonu konveks olarak adlandirilir (Pecari¢ and Tong, 1992).

I tizerinde tanimlanan bir f fonksiyonunun konveks olmasi demek geometrik olarak (a, f(a))
ve (b, f(b)) noktalarini iceren [ tizerindeki dogru pargasinin f’nin grafiginin iist kisminda

yer almasidir.

Tamm 2.3 (Eksponansiyel Konveks Fonksiyon): f : K CR — R, a,b € K~ € [0,1]vea €

R iken fonksiyonu eger;

fla) | 0)

eca eab

f((1=v)a+~b) < (1—7)



esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna eksponansiyel konveks fonksiyon denir.( Awan et al.

(2018) ). a = 0 alinirsa eksponansiyel konveks fonksiyon tanumi konveks fonksiyona doniisiir

Tanim 2.4 (Trigonometrik Konveks Fonksiyon): Negatif olmayan bir f fonksiyonunda f :
I - R, z,y € Ivet € |0,1] olmak iizere eger

7t

flte+ (1= t)y) < sin(5) () + cos(3) ()

esitsizligini sagliyorsa f’ye trigonometrik konveks fonksiyon denir KADAKAL (2018).

Tanim 2.5 (Birinci anlamda s -konveks fonksiyon): o, > 0,a° + ° = 1 ve s € (0,1]

olmak iizere tiim u,v € Ry icin f : R, — R fonksiyonu eger

flou+ po) < o’ f(u) + 5°f(v)

esitsizligini sagliyorsa f’ye birinci anlamda s -konveks fonksiyon denir.

Bu fonksiyonlarin suifi K} ile gosterilir Hudzik and Maligranda (1994).

Tanim 2.6 (h -konveks fonksiyon): h : J C R — R negatif olmayan bir fonksiyon olsun.
Negatif olmayan f : I — R fonksiyonu iy, s € 1,0 € (0, 1) olmak iizere

SOy + (1= 0)pa) < h(0)f (1) + h(1 = 0) f(112)

esitsizligini saglryorsa f’ye h -konveks fonksiyon veya SX (h, I) sinifina aittir denir (Varo-
Sanec, 2007).

h(0) = 6 alinirsa, tiim negatif olmayan konveks fonksiyonlar S X (h, I') smifina aittir;
h(0) = 5 ahmrsa, SX (h, I) = Q(I); h(0) = 1 almrsa, SX (h, 1) 2 P(I) ve h(0) = 6°,s €
(0,1) alimirsa SX (h, I) D K? olacag: agiktir.

Tanim 2.7 (Beta Fonksiyonu):

1
Bl p2) = / (1 — ), s fi2 >0
0

seklindedir. Bu egsitlik Euler tipi Beta fonksiyonu yada birinci ¢esit Euler integrali olarak
adlandirilir (Dragomir et al., 1999a).

Teorem 2.1 (Ucgen Esitsizligi): (Mitrinovic et al., 1993). Herhangi 11, 1o reel sayilart icin

|1+ o] < pa| + |pal,
| = [p2l| < 1 — pal,

| = |p2l] < pn + pal,

4



ve tiimevarim metoduyla
pn ] <l A
esitsizlikleri gecerlidir (Mitrinovic et al., 1993).

Teorem 2.2 (Ucgen Egitsizliginin Integral Bicimi): g fonksiyonu, [a,b] araliginda siirekli

ve reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki egitsizlik gecerlidir:

b
u)du‘S/ g@ldi (e <)

Bu esitsizlik, siirekli fonksiyonlar icin integral alma isleminin mutlak degeriyle, mutlak de-

gerli fonksiyonun integrali arasindaki iligkiyi ifade eder (Mitrinovic et al., 1993).

Teorem 2.3 (Integraller igin Holder Esitsizligi): p > 1ve -+ = 1 olsun. f ve g,[a,b] ara-

higinda tanimly reel fonksiyonlar, ve |g|%, [a, b] aralhiginda integrallenebilir fonksiyonlar

/ | Fa(mldn < (/ b |f(u)|pdu); (/ b Ig(u)lqdu);

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic et al., 1993).

ise

Benzer sekilde cift katl integraller i¢in Holder esitsizligi asagidaki gibi ifade edile-

b b b b .
//If(m,uz)g(m,uz)!dmduzS(//!f(ul,uz)lpdmduz)
b b o
X(/ / |g(,u1,,u2)|qd,u1du2> .

Ayrica Holder esitsizliginin bir sonucu olan power mean esitsizligi de asagidaki gibi

bilir:

ifade edilir.

Sonug 2.1 (Power Mean Egsitsizligi): q < 1 olsun. f ve g, [a, b] araliginda tanimly reel fonk-

ve |gl9, [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

/ | Fgldu < (/ b |f<u>|cm)1_é (/ b |f<u>||g<u>|qdu)é

esitsizligi gecerlidir.

siyonlar,

Benzer sekilde cift katl integraller i¢in power mean esitsizligi asagidaki gibi ifade

edilebilir:

//|f s p2)g (s po) | dp dpes

—2 b b .
(/ / s i !dmduz) (/ / \f(ul,uz)\!g(m,uz)!qdmdua)

5



Teorem 2.4 (Young Egsitsizligi): f,c > 0 icin [0, c| iizerinde tamumli gercek degerli, siirekli
ve artan fonksiyon olsun . Eger f(0) = 0,a € [0,c|, ve b € [0, f(c)] igin iinlii Young
esitsizligi asagidaki gibidir:

/f dx—l—/f x)dx > ab,

Burada =, f fonksiyonunun tersidir. Eger f(b) = f(a) ise esitsizlik esitlige doniigiir.

f’i kuvvet fonksiyonu olan f(x) = xP~! secersek, a,b > 0,p > 1ve  + 1 = 1.
p

q
—+(p_ )bp/p1>ab
p p

sartlart altinda:

Benzer sekilde;

a? bl

— 4+ — > ab,
p q
(Mitrinovic et al., 1993).

2.2. Ozel Fonksiyonlar

Tanim 2.8 (Gama Fonksiyonu): o > 0 icin

F(a):/ o tedo
0

fonksiyona Gama Fonksiyonu denir (Kannappan, 2009)

Tanmim 2.9 (Beta Fonksiyonu): o, > 0 icin

Ble) = [ 01— o) o

seklinde tanimlanan fonksiyona beta fonksiyonu denir (Rainville, 1971)

2.3. Farkh Tiirden Bazi Konveks Fonksiyonlar I¢cin Integral
Esitsizlikler

Teorem 2.5 I, R’de bir aralik, piy, pus € I ve py < s olmak vizere f : I C R — R konveks

bir fonksiyon olsun. Bu taktirde
1 pi2
f<M1+M2) < / o)z < f(pa) + f(pa)
2 Mo — [ 2
esitsizligi literatiirde konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir

(Pecaric and Tong, 1992).




3. MATERYAL VE YONTEM

Bu béliimde, ¢alismanin temelini olusturan yontemsel yaklagimlar aciklanmakta ve
elde edilen bulgulara 151k tutacak sekilde literatiirde yer alan bazi lemma ve teoremler su-
nulmaktadir. Tlgili esitsizliklerin ispatinda kullanilan analitik teknikler, integral esitsizlikleri
kurami baglaminda ele alinacak ve ¢alismada elde edilen sonuclarin dayandig1 matematiksel

altyap1 ayrintili bicimde ortaya konacaktir.

Lemma 3.1 ¢ : [u,v] — R bigciminde tamimli ve (u,v) araliginda tiirevlenebilir bir fonksi-
yon olmak iizere, w < v kosulu saglansin. Eger ¢’ € L[u,v| ise, bu durumda her v € [u,v]

ve o > 0 igin asagidaki esitsizlik gecerlidir:

((9,; —u)*+ (v — x)a) () — Fla+1) [J2g(u) + J2 g(v)]

v —1U vV—1Uu
(SC u)a—H /1 . (U ZE)a+1 /1 .
— ) a T W o 1 —
" U ; AN (Z(E ( z)u) dz " 0 ; zZ°q (ZQS ( Z)U) dz

3.1)

Burada T'(a) = [~ e 2° " dz. (Set, 2012)

Ispat Kismi integrasyon yontemi kullanilarak asagidaki ifadeler elde edilir:

(za+ (1 — 2)u) ‘1 B /1 aza_lg(zx + (1 - 2)u) &

r—Uu 0 Tr—Uu

1
/ 29 (zx+ (1 — 2)u)dz = o
0

— g(l’) . o /O(u_w)a1<u g(w) dw

r—Uu r—Uu

_9@) _al(e) 1 /I(r—u)a_lg(r)dr (3.2)

r—u (r—u*t [(a)

r—v 0 r—v

= 9(x) _ /x(v —7r)*g(r)dr

/1 2%g (zx + (1 — 2)v)dz = Zag(zw +(1=2)v) ’1 — /1 ozzo‘_lg(Z:U +(1- Z)v)dz

_ 5@} _ (UO‘_FSC‘;‘CZH . F(la) / ‘w—r g dr (3.3)

Yukaridaki (3.2) ve (3.3) numarali esitliklerin her iki tarafi sirasiyla

_ a+1 _ a+1
% ve %, ile carpildiginda, asagidaki sonuglar elde edilir:
v—u v—u




%/{) 2%¢ (zx + (1 — 2)u) dz = @ :}li)(;g(x) - ngajul) Jrgw) (3.4
=) U_;T)ZH /0 2%¢ (zz+ (1 —2)v)dz = (v —Ux_)c;g(x) + FE}a_—f-ul) Jog(v)  (3.5)

(3.4) ve (3.5) numarali esitliklerden istenilen sonug elde edilir.

Teorem 3.1 g : [u,v] C [0,00) — R, (u,v) araliginda tiirevlenebilir bir fonksiyondur ve
u < v olmak iizere ¢’ € Llu,v] saglaniyor.
Eger|¢'|%, sabit bir s € (0, 1) i¢cin [u, v] araliginda ikinci tiirden s-konveks ise, p > 1,

q>1lve ]lj + % = 1 kosullar: saglantyorsa ve ayrica
(@) < M, i € [u,v]

ise, asagidaki kesirli integral esitsizligi gecerlidir:

Vv—1Uu Vv—1Uu

M ( 2 )1/q<<x—u)a+1+(v—x)a+1) 36

<
~ (I4+pa)t/? \a+1 v—u

] (== o) - KO gt + 2 000)] \

Burada oo > 0 ve I' Euler gamma fonksiyonudur. (Set, 2012)

Teorem 3.2 g : [u,v] C [0,00) — R, (u,v) araliginda tiirevlenebilir bir fonksiyondur ve
u < v olmak iizere ¢’ € Llu,v| saglaniyor.

9, sabit bir s € (0, 1) icin [u, v] araliginda ikinci tiirden s-konveks ise, p > 1,

Eger ¢’

q>1lve i + é = 1 kosullar: saglaniyorsa ve ayrica
| (x)| < M, timx € [u,v]

ise, asagidaki kesirli integral egitsizligi gecerlidir:

‘ ((a: —u)* + (v — :c)“) g(z) — Pla+1) [T2g(u) + J2 g(v)] ’

Vv—Uu

M ( 2 )Vq <<x —u)*t! 4 (v — 93)0‘“) 37)

<
~ (14 pa)t/r \a+1 v—u

Burada o« > 0 ve I' Euler gamma fonksiyonudur. (Set, 2012)



Lemma3.2 g : J = [v;,v5] C R — R bigciminde tamumli bir fonksiyon, J araliginda
tiirevlenebilir olsun. Burada v, vy € J ve vy < vy kosullart saglanmaktadtr.

Eger g’ € L'Y[vi,vs], v € [0,1] ve o, B € RT ise, asagidaki kesirli zdeslik gegerlidir:

)% + (- 0)¥ T(B+ k
g vﬁ(v;r _( ?;21) 2 9(x) — —Ziﬁfvl ) %Jﬁg(vl) + §J§+g(vz)
Bk
R
= %/{) 1— (1= ¢ (v + (1= )w) dy
_ e+ gl
(U2v2 ic)vl /0 1= (1=9)% ¢ (ya + (1 — 7)va) dy. (3.8)

(Tariq et al., 2023)

Ispat Tanimlayalim:

I= / 11— g (ot (1= ) dy

Kismi integrasyon uygulanirsa:

L=[a-a-7%

glyx + (1 —y)v1) ;

>

1
8_ o
- [ gt @=me@-w) (1= 0= 9)E 1= )y
0
Buradan
_ Lv(B+k) B8,
h= aﬁkg(x)<x —v1) - m ' E‘]x—g<vl) (3.9)
Benzer sekilde:
_ Tv(B+k) B ..
I, = _aﬁkg<x)(v2 —x)+ m . EJHQ(W) (3.10)
_ aB iy o aB g
Buradan, (3.9) esitligi * " ile ve (3.10) esittigi "= "1 ile carpilip
Vg — U1 vy — Uy

cikarilirsa, sonug elde edilir.

Teorem 3.3 g : [v1,vs] — R fonksiyonu, J C R araliginda tiirevienebilir olsun. Burada
vy < vy ve vy,vy € J; ayrica o, B,k > 0 olsun. ' € L'[vy,v5] ve g fonksiyonu [vy,vs] iize-

rinde yari konvekstir (quasi-convex), bu durumda asagidaki kesirli integral esitsizligi sagla-

nir.
(@ —v)% +(—2)% TuB+E)[B . B
Y — 9(x) — pJeg(vn) + - Jog(ve)
- (’02 — Ul)%ﬁ—i_l

(@ — o) P max (¢ @) g 0)} -+ (02 — ) £ max {1g/(2)] |g'<v2>|}] G1D

(Tarig et al., 2023)



Ispat Lemma 3.2 esitliginin sol tarafi A olarak tanimlansin. Lemma 3.2 esitligi ve |¢’| fonk-

siyonunun yar1 konveks olmasi dikkate alinarak:

)%+ 1

Al < @ U_l) / [1— (1= )% |g' (v + (1 = y)or)| dy
V2 — U1 0
(vg — :L’)%Jrl

/0 1 (1= et (- ) dy  (.12)

V2 — U1

Yar1 konvekslik 6zelligine gore:

/0 1— (1= )1E g+ (1= )| dy < / - (1— )]

>

max {|g'(2)], ¢ (w)|} dy
(3.13)

Benzer sekilde:

>

/0 1= (1= [ + (1= o) dy < / 1 — (1= 7)) max{lg'()], g'(v2)|} dy

(3.14)

Simdi, degisken doniisiimii olarak y = (1 — ) alinirsa:

! s 11 /1 1 1
/0[1—(1—7)a]§d7:a'gg<a,§+1):f%g<a,§+1) (3.15)

«
(3.13) , (3.14) ve (3.15) esitsizlikleri birlikte kullanilarak, teoremde belirtilen sonug¢ elde

edilir.

Lemma 3.3 Verilen g : I C R — R fonksiyonu, acik aralik 1° iizerinde iki kez tiirevlenebilir
olsun. Eger a,b € I ve a < b olmak iizere g’ € L1[a,b] kosulu saglantyorsa, bu durumda

asagidaki egitlik gecerlidir.

2 b—a 2
(Alomari et al., 2009)

gla) +9(b) 1 /bg(a:) gy = 0= /Olt(l — 1) g" (ta+ (1 —t)b) dt.  (3.16)

Lemma 3.4 g : J C R — R bir fonksiyon ve J° araliginda tiirevlenebilir olsun. u,v € J
olmak iizere ve u < v varsayilsin. Eger g’ € L([u,v]) ise, her 6 € [0,1] ve y € [u,v] i¢in

asagidaki esitlik gecerlidir:

(1= 0ty + 0 2N L [y as

v—u
_—(y—u)2 1 0 y—uy ., 1 d
 v—u /0 (T—§'U_u)g(ry+( —r)u)dr
(v—y)° ! 0 v—y)\ ,
 u—u /O (T_§'U_u)9<ry+(1—r)v)dr- (3.17)

(Liu, 2012)
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ispat

(1 - O)g(y) + o2 T90) 1 / o) dr

2 )

:Uiu{lyp—<u+e“;“)hﬂmdw+évp—<U—9“;fﬂgmﬂw}.

(3.18)

Buradar = u+ (y —u)s, ver = v — (v — y)s degisken dontisiimleri yapilir, integral
sinirlart1 s € [0, 1] araliginda tanimlanirsa bu degisken doniisiimleri sonucunda integraller
hesaplandiginda, denklem (3.18) ifadesi dogrudan Lemma3.4 esitligine doniisiir. Boylece

ispat tamamlanir.

Lemma 3.5 7+ 6 > 0 ve v > 0 olmak iizere, g € Ly|s, t| fonksiyonu icin asagidaki esitlik

saglanir:
g(s)+g(t) (T+0)"T(v+1) .
2 B (4(t7+0 — ST+9))V |:7-0Kl/ + H(t) + T@Kﬁ — H(s)]
= 1 /
- A(tm+0 — zwre)u /0 A7 o(m) g (778 +(1- 77)25) dn, (3.19)
burada

oo(n) =[(ns + (L =m)t)™ = STH}V — [t + (1 =n)s)™ - s”a}y

+ [t7+9 . ((1 . 77)8 + 7725)T+0}V . [t7+0 . ((1 . 77)t + ?75)T+9}V.

Aciklama: Burada I' Gamma fonksiyonunu, g’ ise g fonksiyonunun tiirevini goster-
mektedir. Fonksiyonlar K3, K', H(s) ve H(t) ise probleme ¢zel tanimlanmus fonksiyonlardur.

(Khan and Khan, 2020)

Ispat Kismi integrasyon yontemi yardimiyla asagidaki esitligi elde ederiz:
(t7'+0 _ ST+0)V
(T+0)T(v+1)

(t —5)”
(T+0)T'(v+1

TOK, + H(t) = H(s)

) /0 [+ — (1= n)s +nt)™+°)" H (ot + (1 — )s) di.
(3.20)

Benzer sekilde,
<t7'+9 o ST+9)V
(r+0)T(v+1)
(t—s)”

e J, (s T e (=)

TOK! — H(s) =

H(t)

(3.21)

11



Denklem (3.20) ve (3.21)’yi kullanarak asagidaki esitlik elde edilir:

T+0 _ ST+9 v s T
MOV [0 00 0o g (e ) 70+ )

t—s

= /0 {[((L=mn)s+nt)" = s — [t7H — (1 —n)s +nt)" )"} H'(nt + (1 —n)s) dn.

(3.22)
Ayrica, asagidaki bagint1 gecerlidir:
H'(nt+(1—mn)s)=gmt+ (L —mn)s)—gms+(1—n)t), nel01]. (3.23)
Buna ek olarak,
1
/D (1 =n)s+nt)™ — 7" H'(nt + (1 —n)s) dn
1
- / [((1 =)t +9s)™+ — 579" ¢ (ns + (1 — n)t) dy
1
— / (L =n)s+nt)™ — 57" g'(ns + (1 — n)t) dn. (3.24)
0
ve
1
/ [ = (1= n)s+nt) )" H' (nt + (1 —n)s) dn
0
1
= /0 [ — (L= n)t+ns)]" ' (ns + (1 — n)t)dn
1
= [0 = (@ ms ] o s+ (L )t (3.29)
0

Son olarak,(3.22), (3.23)ve (3.25) denklemleri birlikte kullanilarak istenilen sonug

elde edilir.

Teorem 3.4 g : [s,t] — R araliginda tanimli, konform olarak integrallenebilir bir fonksiyon
olsun ve |¢'(z)| fonksiyonu konveks olsun. v > 0 ve 7 + 0 > 0 sartlart altinda asagidaki
esitsizlik saglantir:

g(s) +g@)  (7+6)
2 vI'(v+1)
KZ+9(87t> / A
< o () ).

(4(t7 — 3”9))” (TOK; + H(t) + TOK, — H(s))

(3.26)
burada
K] (s, t) = Q4 t, 7+ 0) + Q8 (s, 5,7+ 0) = Q5 (t, 5,7+ 0) — QY (s,t, 7+ 0).

Not: Burada T'(-) Gamma fonksiyonunu, H(x) uygun sekilde tanimlanms integral
fonksiyonu, K3, K! ise fractional (kesirli) integral operatirleriyle iliskili katsayilart goster-
mektedir. 0 ve Q2 terimleri ise literatiirde tammli ozel ¢ekirdek fonksiyonlardir.(Khan and

Khan, 2020)
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Ispat (3.19) esitigi ve | H’|"nin konveksligi kullanilarak asagidaki esitsizlik elde edilir:

H(s)+ H(E) (= 5)(T() +1) 1 :
: BTNy [K{H(t) + K] H(s)]
< iy | AL H s (1= mldn

t— / ! v 1 ! v
< s (1O [l tilan + 1101 [ (= mIAzo(ldn) G2
Burada

| asmlin = == [ i -

ve
¢(U) = <u7+9 - ST+9)V — ((t—i— S —U,)T+€ — ST+9)V + (t‘r+9 . (S+t o u)'r+9)u . (t7'+0 . uT+0>lI.

¥ (u) fonksiyonu, [s, t] aralifinda artan bir fonksiyondur. Bu nedenle

Y(s) = =2t — s <0,

o)

Y(u) <0 eger s<u<

ve

oldugundan,

Y(u) >0  eger Ht<u<t

Bu durumda,

| naamin = o= [ 1w = wan

T G—sp —13)2 [— /2 Pu)(t —uwdut [ o)t - u)du] (3.28)

1
= To7 (K1 + Ka + K3 + Ky

13



Burada:

s+t t

K= - / Tt — )@ - ) dut / (t — w)(u™ — s+ du (3.29)

s+t

2
s+t t

K, = / ’ (t—u)((t+s—u)"0 — s du + / (t—u)((t+s5—u)™ — s du

s+t

2

(3.30)

(3.31)
st t
Ky = / (t —u)(s+t—u)")" du+ / (t —u) (™ —u")" du (3.32)
Buradan:
Ky =-=Q4(t,s,7+6), Ky=Qi(tt+710).
Degisken doniisiimiiyle v = s + ¢ — u alinarak asagidaki esitlikler elde edilir:
Ky =—-Q(s,s,7+0), Kz=—-Q(s,t+ 70),
Bu ifadeler (4.2) esitsizligine yerlestirilirse,
1
| s stmlan
(s, T 0) F QU+ T4 0) + Q5 (s, 5+ T4 0) — QY (st + T4 0) (333)
N (t —s)? '
Benzer sekilde,
1
| = mia iy
0
A (s, 8, T H+0) = Qy(t, s + T4 0) FQY(Et+ T4 0) — QY (st + T4 0) (334)

(t —s)?
Esitlikleri elde edilir. Sonug olarak, (4.2), (4.7) ve (4.8) ifadeleri birlikte kullanildiginda ispat

tamamlanmis olur.
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(n—1)

Lemma 3.6 ¢ : [u,v] — R siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun ve ¢\"~), [u,v] arali-

ginda mutlak siirekli olsun. O hdlde her x € [u, v icin asagidaki integral dzdesligi saglanir:

[ o=y [SEIEE CREET o+ o [ ag g0 a

— (r+1)!

(3.35)

Burada, ¢ekirdek fonksiyon M, : [u,v]? — R, x € [u,v] ven € N, n > 1 asagidaki sekilde

tanmimlanir:
(t—u)"

n!

, egert € |u, ]
M, (x,t) =
(t —v)"
n!

, egert € (x,v]

(Dragomir et al., 1999b)

Teorem 3.5 ¢ : [ — R siirekli n-defa tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun ve g™ € L([u,v])
olmak iizere n > 1ve 0 < s < 1. Eger |g\™)| fonksiyonu s-p-konveks ise, o hdlde her

x € [u,v] icin agsagidaki egitsizlik saglanir:

/j g(t) dt — zn: {(U o+ G - U)TH} 9" (x)

[
o (r+1)!

< Loz ( ! |g<"><u>|+;¢<|g<"><u>|,|g<"><x>|))

n! n+1 n+s+1

v— )"t (n) T n n _1\r
+ n!> : (‘gm( 1)| +Z;(J%%@UQW@L!g‘”(v)!)) (3.:36)

r=

(Agarwal et al., 2022)

Ispat (3.35) esitsizliginden, mutlak degerin 6zelliklerinden ve uygun degisken doniisiimle-

rinden (u = (1 — t)u + tz ve u = (1 — t)z + tv) faydalamlarak:

[Faa— 3 [ e o

— (r+1)!
s —u)" (n) Y(v—s)" (n)
g/u S lg @) s + [ g s s
_ o\l — )ttt
_ emwt™ n“? / t"|g<”><<1_t>u+m>|dt+% / (1= 1)"g"™ (1 = t)a + tv)| dt
! 0 . 0

(3.37)

15



s — ¢ konvekslik tanim1 uygulandiginda:

[ ottan -y [ e =0 o

— (r+1)!
n+1

(z —u) /0 t" (|g™ ()] + ¢ (|g™ (w)], |g"™ (2)])) dt

n!

(v — )t

= Lo @1+ e (9 @)Ll ) d
e (WLl W)

- L () +
+@‘xw“<ww@”+§fC§04r—4L—-\ﬁ%mhwmwm> (3.38)

n! n+1
n! n+1 = \r r—l—s—i—lgo(

Integral hesaplamalar1 yapilirsa ispat tamamlanur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde, eksponansiyel, trigonometrik ve h-konveks fonksiyon siniflari tizerinde
yapilan analizler sonucunda Hermite-Hadamard tipi esitsizliklerin yeni bicimleri elde edil-
mistir. Calismada, soz konusu esitsizliklerin genellestirilmesi amaciyla Holder, Young ve
Power-Mean gibi temel esitsizlikler kullanilarak literatiire katki saglayacak yeni integral esit-
sizlikleri tiiretilmistir. Bu kapsamda sunulan her bir sonug, ilgili fonksiyon sinifinin karakte-

ristik 6zellikleri dikkate alinarak sistematik bir sekilde olusturulmustur.

Teorem 4.1 g : [a,b] — R fonksiyonu, (a, b) araliginda tiirevienebilir ve eksponansiyel kon-
vekslik ozelligine sahip olsun; ayrica a < b kosulu saglansin. Eger tiirevi ¢, |a, b] iizerinde
Lebesgue integrallenebilir ise, o halde tiim © € [a,b] ve her pozitif « > 0 icin asagidaki

esitsizlik gecerlidir:

(=020 g - H ) [zt + 22,000
xb_—a):H {a}m'gﬁ” * (anlLl a a—1|—2> |g;((51)|1

CES el UL Y S TR 1)

b—a a+2 e a+l1l a+2 eab

| /\

Ispat Lemma3.1’den (3.1) esitligine ilk olarak ii¢gen esitsizligi uygulanirsa:

‘ <(‘” —rrbo “”a) o) = D) [y )+ g2, 006 ‘

Natl 1 h— a+1 1
< [l e - tlae + O g e 00— on) lar

0 0

g fonksiyonuna eksponansiyel konveks fonksiyon 6zelligi uygulanirsa:

ot [ (1, A=ty ,

- b—a e exa
P e tlg’ 1—1t)|g (b
PO [ (1000

b—a 0 e ev

e (L
TUEE: il TG B T 101

b—a a-+2 e a+l «a+2

ispat tamamlanir.
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Sonug 4.1 Verilen egsitsizlikte g’ (a) = ¢'(b) igin asagidaki esitsizlik gecerlidir:

(T s - SR e 200

<[5 ) (e | ()

Sonug 4.2 Verilen esitsizlikte g'(a) = ¢'(b) = ¢'(x) icin asagidaki esitsizlik gegerlidir:

‘ (@f —a) (b= 93)“) o)~ D [eg(a) + 2, 00)] ‘

b—a b—a
(x —a)**(b— )"\ |g'(z)]
= ( b—a)at1) ) co

Teorem 4.2 g : J = [v1,v3] C R — R biciminde tanumli bir eksponansiyel konveks fonksi-
yon, J araliginda tiirevlenebilir olsun. Burada v,,vy € J ve v1 < v kosullart saglanmak-

tadir: Ayrica a > 0,3 > 1. ¢ € LYvy, ), v € [0,1] ve a, 8 € RY ise, asagidaki esitsizlik

yvazilir:
(z —v)F + (vg— 2)% T.(B+k)[B 3
( . Ul) g(ﬂf) vy — Vg k ‘]a:— ( ) k‘]:c+g(v2)
(v — vl)T“ ()] (1 1 1 lg(v)] (1 1\
< _ -
T vy | afkear |\ 2 “—,f+2+%+1 T afean 2+"—,f+2

+

af B -
(v2 —2) " ] g(z)] 11 + 1 i g(v2)] 1 + 1
vo—vp |afkeer \ 2 B9 aB g ] afkeov2 \ 2 9B 49

Ispat Lemma3.2’den (3.8) esitligine iicgen esitsizligi uygulayalim:

S )y DD [ )1 L] ‘
3%/0 1= (1 =75 g (yo + (1 = v)wn) |dy

_|_

% /0 1= (1= )% | (2 + (1= 7)e2) |d.
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g fonksiyonuna eksponansiyel konveks fonksiyon 6zelligi uygulanirsa esitsizligin sag tarafi:

CENEES %
- 1—(1—r)|* 1—
Lz —w)® / (1-7) (v\g(fc)! ) \g<v1>\) "
Vg — U 0 1% eox eavi
o B
(=) / L= (=) |" (2lg@)] A=) lg)l ;.
Vg — U1 0 a ear eav2

Teoremin sartlart altinda |1 — (1 — 4)*® <1 — (1 — 4)*? yazilabilir.Buna gore:

(l‘—Uﬁ@:—_(l;gl)— I)Tg(x) _% [i]ﬁ ( ) i]x+g(7j2)}

af aB
k

S($;U_1)vk+ </11—(1—67) 7|i(a?|d7+/l 1—1=7)*%)1—=7) |9(”1)|d7

ok
afl aB
k

+(vzv—f)vk“ (/1 1-Q —67) vlge(ji)ldw/1 (1—(1—7);%)(1—7) lg(v2)|

Lk

(1 —7) = u degisken doniisiimii yapilarak integral ¢oziiliirse:

E ffi)—mg(x)—%[@m ) iJHg<U2>H
)

af |
x—v)*k T T 1 1 1 v 1 1
cawE @l (11, 1 ), bl (1,
Vg — U1 abPred® \ 2 T4+2 P41 aPreavt |\ 2 T +2

o
L Tl (1 1 1\ gl (11
Vg — U abfkeaz \ 2 aB | 9 a—kﬁ+1 abfkeav2 \ 2 2B | 9

(x — vl)

k

Ispat tamamlanr.

Sonuc 4.3 Burada g(v,) = g(vo) = g(x) alimrsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

(@ —v)% + (v —2)% T(B+k) [B 8
ey pa— g(w)—n{k%( 1)+ k‘]x+g(v2):|‘

_ (@ —e) T (0 - a)F (Ig(x)l)(2k+aﬁ)
- Uy — U1 &%eax k + Oéﬁ

Teorem4.3 g : I C R — R fonksiyonu, I° icinde iki kez tiirevlenebilir ve eksponansiyel

konveks izellik tasisin. a,b € I ve a < b olmak iizere, ayrica g" € Li[a, b] kosulu saglandi-
gwinda, asagidaki egitsizlik gecerlidir:

‘g(a);g(b) B bia/abg(m)d:p

< Goa? (i) W)
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Ispat Lemma3.3’den (3.16) esitligine iicgen esitsizligi uygulanirsa:

‘g<a>—£g<b> _bia/a”g(m

g@/{) HL— 1) 19" (ta+ (1 — £)b]) dt

g fonksiyonuna eksponansiyel konveks fonksiyon 6zelligi uygulanirsa:

HEEUR Y

2
= [ ((t_tQ)t|g”O€a)|+(t_ ) A=01d' >|)dt

e

(b —2@2 /01 ((t2 _ tfﬂ)'“@#) dt + /01 ((t3 — 20 +1) |g;/$)l> “

integraller gbziiliirse'

‘9(@)2 b—a/f

elde edilir. ispat tamamlanr.

IN

IN

b—a) (Ig”(a)l N \9”(b)|+)

aa eab

Teorem4.4 g : I C R — R fonksiyonu, i¢ kiimesi 1° iizerinde iki kez tiirevlenebilir ve
eksponansiyel konveks olsun. a,b € I olup a < b kosulunu saglayan ve g € L|a,b] olan

durumda, asagidaki esitsizlik gecerlidir:

EEE O Mg

2 b—a
- (b —a)? (1 . F(pH)F(pH)) s (Ig”(a)lq N !g”(i)lq)
2 P [ (2pt2) 2q eaa e
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Ispat Lemma3.3’den (3.16) esitligine iicgen esitsizligi uygulanirsa:

ECEZUN [ st

2 b—a f§&%§X[:ﬂl—ﬂme+%l—wm)ﬁ.

Esitsizlige literatiirde iyi bilinen Young Esitsizligi uygulanirsa:

EEEZUEN [ o)

2 J—
—a2 /1 M1 1!

< (b a) (_/ |t . t2|pdt + _/ |g” (ta + (1 — t)b) |th.>
2 P Jo q .Jo

g fonksiyonuna eksponansiyel konveks fonksiyon 6zelligi uygulanirsa:

0200 [y

(]
(=)

b—a)? (1 [! 1 (1 tlg"(a)|? 1 [ (1—=10)|g"(b)|e
S ey Ty g AL
2 PJo q Jo et qJo e
(b—a) 1/1 1 (1g"(a)|?|g" ()|
< - t?P - (1 —t)Pdt + —
™ 2 P 0 ( ) + 2(] eao eab
(b—a)® (1 1 (1g"(a)||g" ()]
< - 1 1 —
>~ 9 p 5(p+ 7p+ )+2q eca €ab
< (b—a)’ (1 ) F(P+1)F(P+1)> + l <|9,/(a)|q i |g”(b)|q>
- 2 D I (2p12) 2q eao ead

Ispat tamamlanr.

Teorem 4.5 ¢ : I C R — R fonksiyonu, i¢ noktalar kiimesi I° iizerinde ikinci tiirev alabilir
ve eksponansiyel konveks olsun. a,b € I ve a < b kogullart saglandiginda, ayrica g" €

Li[a, b] ise, asagidaki esitsizlik gecerlidir:

o1 ] 00 (1)1 (0 ey

2 b—a
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Ispat Lemma3.3’den (3.16) esitligine iicgen esitsizligi uygulanirsa:

’gm);g(b) _bia/a”g@)dx

bh— 2 1
< %/ t(1—1)|¢g" (ta+ (1 —t)b]) dt
0
Esitsizlige literatiirde iyi bilinen Power Mean Esitsizligi uygulanirsa:

[ERCRY

: [(/01 It — t2|dt)1_; (/01 [t — 2 - |g" (ta + (1 — t)b|th);]

¢ fonksiyonuna eksponansiyel konveks fonksiyon 6zelligi uygulanirsa:

LORC

. (b—2a)2 (/ |t_t2|dt) (/ it — (t|g (a)|? +(1—2L€”(b)\q) dt)é]
<O () (gt 'ilé(:c?lq)q]

Ispat tamamlanr.

Teorem 4.6 g : I C R — R fonksiyonu, i¢c noktalar kiimesi I° iizerinde iki kez tiirevlenebilir
ve trigonometrik konveks ozellik tasisin. a,b € I ve a < b kosullart saglandiginda, ayrica

g" € Li|a, b] oldugu durumda, asagidaki esitsizlik gecerlidir:

a8 o] < O (K2 gl + o)

<

Ispat Lemma3.3’den (3.16) esitligine iicgen esitsizligi uygulanirsa:

‘g(a)Jrg(b) 1 /” (b—a)?
- g(z)dz| < —

2 b—a

1

/ t(1—1)]g" (ta+ (1 —t)b]) dt
0

g fonksiyonuna trigonometrik konveks fonksiyon 6zelligi uygulanirsa:

TEEUR Y G

2
<02 - (\g"<a>||sm<”—t>l 19 Oleos ()

O [e-n [l @llsinG 1) e + [ (19 @eos(G1) a

Kismi integral uygulayarak her iki integral ¢oziiliirse:

Ry Gl (16 ‘4”) (9" (@) + 19" ®))

2 3

Ispat tamamlanr.
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Teorem4.7 g : I C R — R fonksiyonu, I° i¢ kiimesi iizerinde iki kez tiirevlenebilir ve
trigonometrik konvekslik dzelligi tasisin. a,b € I olup a < b kosulunu saglayan ve g" €
Li[a, b] sarti gecerli oldugunda, asagidaki esitsizlik saglanir:

g(a) g(b) 1 /b (b — a)2 (1 F(p-l-l)F(P-l-l) 1 2 " " )
— x)dx| < -+ - — a)l + b
5 pa ), d@de < » o a —(lg"(@)[+ 19" (@)

Ispat Lemma3.3’den esitligine iicgen esitsizligi uygulanirsa:

b —a)? !
g(a)—;g(b)_bia/a g(x) dz| < (b > ) /Ot(l—t) lg" (ta + (1 — t)b]) dt

Esitsizlige literatiirde 1yi bilinen Young Esitsizligi uygulanirsa:

gla >+g<b> bia/ g(x) dz

b—a (/|t £2|Pdt + ~ /\9"(ta+<1_t>b)’th')

g fonksiyonuna trigonometrik konveks fonksiyon 6zelligi uygulanirsa:

a b
o) 1

O (L Lot [ snBygapa [ cosGlgopear)

p
o (L bty ] §<|g"<a>| +l o))

b—a)*> (1 Tl L2
Ut) .(_.w+--—<|g"<a>|+|g”<b>|>)
p (2p+2) @ 7

IN

IN

Ispat tamamlanr.

Teorem4.8 g : I C R — R fonksiyonu, I° ic kiimesi iizerinde iki kez tiirevlenebilir ve
trigonometrik konvekslik ozelligi tasisin. a,b € I olup a < b kosulunu saglayan ve g" €
Li[a, b] sarti gecerli oldugunda, asagidaki esitsizlik saglanir:

v ol L [ gyan] < 050 [(é) RSt >|q+|g"<b>|q>];]

23



Ispat Lemma3.3’den (3.16) esitligine iicgen esitsizligi uygulanirsa:

‘g<a) ;g(b) N bia/abg(x)dx

—a)?

<O

Esitsizlige literatiirde iyi bilinen Power Mean Esitsizligi uygulanirsa:

e to) 1 [ st

2 b—ua

< (b;a)z [</01 \t—tﬂdt)l_é (/01 It — 13- |g”(ta+(1—t)b\th);]

g fonksiyonuna trigonometrik konveks fonksiyon 6zelligi uygulanirsa:

ELRETI

/115(1 — 1) |g" (ta + (1 — t)b]) dt.

)

Sl ( [ dt)l_é ([ =1 (G @+ oy 9001 at
U (g) ([ =iy @ [ = -cos ) - 0
<l {(é) ST @ o]

Ispat tamamlanr.

Teorem 4.9 g : I C R — R fonksiyonu, I° i¢ kiimesi tizerinde iki kez tiirevlenebilir ve s-

konvekslik ozelligi tagisin. a,b € I olup a < b kosulunu saglayan ve g € Li[a,b] sarti

gecerli oldugunda, asagidaki esitsizlik saglanir:

L (2pt2)

24

1
(b—a)?® (Celes\? (l9"(@)]” —g"(B)]
s+1

q

1
q

|
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Ispat Lemma3.3’den (3.16) esitligine iicgen esitsizligi uygulanirsa:

‘gm);g(b) N bia/abg(:c)dx

< M/O H1— 1) 19" (ta + (1 — £)b]) dt.

Esitsizlige literatiirde iyi bilinen Holder Esitsizligi uygulanirsa:

ECES [ st

2 b—ua

< (b;“)g (/01 |t—t2]pdt); : (/01 ]g”(ta—i—(l—t)b)]th);

g fonksiyonuna s-konveks fonksiyon 6zelligi uygulanirsa:

HEEURY

(b—2a)2 (/01 |t_t2’Pdt); . (/01 - !9”(a)|th+/ol<1 —U ‘gﬂ(b)‘th)q

<o (['r-a-w dt>3’ (o |lg"<b>|q)3

<= 5011 p4 1)) (|9"(a>|q a ‘9"<b)|q)q

IN

2 s+1
c (b—a)? <F<p+1>F<p+1>)P ' <\g”(a)!q - Ig”(b)lq)q
- 2 F(2p+2) s+ 1

Ispat tamamlanr.

Teorem 4.10 g : I C R — R fonksiyonu, I° iizerinde tiirevlenebilir olsun ve a,b € I ile
a < b kosullar: saglansin. Eger tiirevi ¢, [a, b] iizerinde integrallenebilir ve g eksponansiyel

konveks bir fonksiyon ise, her A € [0, 1] ve x € [a, b] icin asagidaki egitlik gecerlidir:

[un

(@—a)? [ (1= 3 (=) = (=2 (=) (@) |g"(a)|*\
b—a p+1 ] ( 2e0w * 2eqa )
-2 [(1=2 (222" = (=2 (=2)"™ M T7 @l g (B)l7)
* b—a [ p+1 (26‘” * 260‘17)
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Ispat Lemma3.4’den (3.17) esitligine iicgen esitsizligi uygulanirsa:

1= gl + - 2T L /abgof) i

_N2 gl
<ot Y,
b—a J,
bh— 2 1
Gt I)/t
b—a J,

Esitsizlige literatiirde iyi bilinen Holder Esitsizligi uygulanirsa:

A b—al,,
A 1—
5 x—a“g (tx + (1 —t)a)|dt

A b—al, ,
.- 1— :
5 b—x‘m (tx + (1 —¢t)b)|dt

RIS WUEC Ry
: % (/01 (t_%f::ii)p dt); (/01 g (tz + (1 — t)a) yth)é
+ (bb__xa)Q </01 (t_%.z:zy dt>; (/Ol\f,(t$+(1—t)b)|th>é

g fonksiyonuna eksponansiyel konveks fonksiyon 6zelligi uygulanirsa:

e UL

<G ([ (s-5-22) dt)’l’ ([ et (1—2l§’<a>|q);

b—a
1
b—x)? [ [! A b—a\” \? "tg(@)|r (1 =1)|g'(B)]7) "
G o ([ (A0 ) ([ e, 400
b—a B 2 b—=x 0 € eab
A bh—
Burada, u = (t — 550 z) degisken doniisiimii yapilarak integral ¢oziiliirse:
_a\\Pt+1 —a\\P+1 % 1
(z—a? [ (1-5G=)" — (=5 (=) 9" (@), lg"(a)l*\ "
~ b—a p+1 2ear 2exa
—a\\PH _a\\PHLT B 1
e [ 3 - (3 E)T) (@ oy
b—a p+1 2e0% 2eab

Ispat tamamlanr.

Sonuc¢ 4.4 Burada o = 0 icin eksponansiyel konvekslik bilinen konvekslige doniigiir:

R =g L
(w—a)? [(1—3 =) — (=3 =907 @)l Jg"(a)]e)
~ b—a p+1 ( 2 * 2 )
(b—ap [(1- 320" = (23 = T (g o))
b—a [ b p+1 ( 2 * 2 )
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Sonuc¢ 4.5 Burada \ = 0 i¢in asagidaki esitsizlik gecerlidir:

\mw—bia/Z@m4

(1Y (2 ey
P () ()

Sonuc¢ 4.6 Burada )\ = 1 icin asagidaki esitsizlik gecerlidir:

‘g(a) / £t dt’

S@Fﬂﬁla—waf“ t%-%ﬁ“] (M(HﬁHMWW)é

2€ax Qeaa

—a 1 —a L % " 1" 1
0—%%;V*—6%-%9“] (mumAgwa)q

20 2€ab

Teorem 4.11 ¢ : [ C R — R fonksiyonu, I° iizerinde tiirevlenebilir olsun ve a,b € [ ile a <
b kosullart saglansin. Eger ¢ fonksiyonu [a, ] iizerinde integrallenebilir ve g eksponansiyel
konveks ise, her \ € [0, 1] ve © € [a, b] icin asagidaki esitlik gecerlidir:
a)+ g(d 1 b
‘(1—)\)g(x)+/\-g( )2 i — / g(t)dt‘
+1 +1
(-5 - (5= IM)P+WMW]

(x —a)*

~— b—a

p2 +p Qqeax 2q€aa
\b—a\P+1 A\ b—a\P+1
+®—x?[@—§—ﬂ ~(2)" | @l www]

p2 + P Qqeax 2qeab
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Ispat Lemma3.4’den (3.17) esitligine iicgen esitsizligi uygulanirsa:
gla) +9b) 1 / '
1—-A A — t)dt
(1= gl + - LTI L Py
(r — a)? / ! A b—al ,
< t—— —— t 1 —1t)a)|dt
<SG | g el = na)
@—xf/* A b—al ,
 RE— t——— t 1 —1%)b)|dt.
Dl Al i (R (BD)
Esitsizlige literatiirde iyi bilinen Young Esitsizligi uygulanirsa:
b I
‘(1—/\)g(x)+/\-g(a)+g<)— / g(t)dt’
2 b—a J,
—a)*[1 ('], Ab—al 1 [
clo=a) l—/ A dt+—/ |g’(tx+(1—t)a|th}
b—a |pJ 2x—a qJo
(b _ 37)2 1 /1 p 1 /1 .
- t dt + — t 1 —t)b|?dt
e e I NGRSl
g fonksiyonuna eksponansiyel konveks fonksiyon 6zelligi uygulanirsa:

b
‘Q—Mﬁ@+ﬂ-ﬂ®;ﬂM_bia/g@Mt

)2 1 4P 1 / q _ / q
= ey G ONCETTEN
b—a |pJ 2z —a q)o e eaa
b—ax)> [1 ("], Ab—al 1 (Mg (@)]r (1—1)|g(b)]?
M | Py T LS T )
b—a |pJ 2b—x ql, e e

A[b—
Buradau =1t — — (—a) degisken doniisiimii yapilarak integral ¢oziiliirse:

2 —
a)+g(b 1 b
‘u—mm@+a-“)2“>—b_a/gum4
—a\P+1 —q\P+1 , ,
(e—ap [(1=5220)" — (320" W@l | lg'(@)"
~ b—a PP+p 2qeo® 2geaa
_a\pH1 _a\pH1 ,
(-2 |(-25=)" —(55=2)"  lg@l |, g
b—a P> +p 2qeo® 2qeab

Ispat tamamlanur.

Sonuc¢ 4.7 Burada o = 0 icin eksponansiyel konvekslik bilinen konvekslige doniigiir:

‘(1 . )\)g(:c) +A- g(a> +g<b> _ bia f(t) dt‘

2
A b—qa\PF1 A b—a\Pt1
(1-907=2)" —(=37%) g’ ()| N g’ (a)|?
PP +p 2q 2q
A b—a\ P+l A b—a\Pt1
L= o) [ (1-972)" = (=357%) ' @I ')l
2
p*+p 2q 2q
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Sonuc 4.8 Burada \ = 0 icin asagidaki esitsizlik gecerlidir:
1 b
o)~ 52 [ st

b—a
_ )2 / /
c(x—a) 1 ' @) lg(a)lf
~— b—a |pP+p 2qe 2qe®e

WUEE: J IO

b—a |[p*+p 2qe™® 2qecb

Sonuc¢ 4.9 Burada \ = 1 icin asagidaki esitsizlik gecerlidir:

s 1

2
—a\pt+1 —a\pt+1
(—a? | (1-528)" —(-3:=%) L@ lga)lf
~— b—ua p2+p 2qea$ 2qeaa
_q\PH p+1
o [ (R o
b—a P> +p 2qe‘” 2qecd

Teorem 4.12 g : [ C R — R fonksiyonu, I° iizerinde tiirevlenebilir ve a,b € I olup a < b

kosulunu saglasin. Eger tiirevi ¢, [a, b] iizerinde integrallenebilir ve g eksponansiyel konveks

ise, her A € [0,1] ve x € [a,b] icin asagidaki esitlik gecerlidir:
1
‘u—»m@+a-“@+“” / d‘
2 b—a
(r—a)? (1 X b—a - 1 )\ b—a 1 1
< —_Z. . _|____
“ b—a \2 2 z—a 3 :L‘—a 3 2
. B B B 1 N\ ¢
Llg@p (A a3 (3 boa) 2(x boa}' 1(, X boa
exe 2 z—a 2\2 z—a 3\2 z—a 3 2 r—a
+(b—x)2 1 Ab—a =g lg@)* (1 (X b—a 3+1_1
b—a \2 2b-—x ear 3\2 b—z 3 2

O (X b—a\ 3(X b—a\’ 2/X b—a\’ 1 A b—a\*\\’
+ = - (% e +-(1-%-
eab 2 b—=x 2\2 b—x 3\2 b—u 3 2 b—=x
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Ispat Lemma3.4’den (3.17) esitligine iicgen esitsizligi uygulanirsa:

+g(b I
1= Wg(a) 42 LRI L o
2 b—a/,
_a)2 /! —
< (x —a) / ; Ab
— b—a J 2 x—
b — 2 1
N
b—a J
Esitsizlige literatiirde iyi bilinen Power Mean Esitsizligi uygulanirsa:

A b
5
\a—mmw+A”w“ﬂ@— 1tfawﬂ

‘;' g/ (tz + (1 — t)b)|dt

b—

;Z’ g’ (tz + (1 — t)b)|dt.
2 b—a

1
(z — a)? /1 A b—al \ ¥ /1 Ab—al| |,
<Y t—2. at) - t—2 gtz + (1= t)a th
~ b—a 0 2 z—a 0 2z —a 9/t 4 )
(b — )2 /1 A b—al \'7 /1 Ab—a| 5
t— 2 at) - t— 22Tl (b + (1 — t)b)|9 dt
+ b—a 0 2 b—=x 0 2b—=x g/t +( )bl

g fonksiyonuna eksponansiyel konveks fonksiyon 6zelligi uygulanirsa:

e (A = D = (DY
N = DN [ Dl

Buradaulz<1t—é b_a)
<Co (- ()
+%[(£—%Z:Z) (o

) 1
A b—
( a) degisken doniisiimii yapilirsa:

2 bh—
Cwuw+u—wm ﬂ ]

Ab—a
eax
tlg a 1—1
<mgn+< k())ﬁ)]
e e
Integraller hesaplanirsa:

23:—&
bt (L ey (W 5b—a3+1_1 A b-a
~— b—a 2 2 x—a 3 2 z—a 3 2\2 z—a
Llg@p (A b—a) 3 /A b-a) 2 /A boa)' 100 A boa) :
exa 2 r—a 2\2 xz—a 3 2 r—a 3 2 T—a
- 1 Ab—a\T 1/ b—a Tl 1(A b
b—a 2 2b—=x eax 3 —x 3 2\2 b—=z
lg® (A b=a\ 3(X b—a\® 2(X b—a)’ 1 A b—a\’) )\’
+ — — | = + - =- +—-(1—-="-
b 2 b—=zx 2\2 b—=z 3\2 b—=zx 3 2 b—=z

Ispat Tamamlanir

t_éb—a
2b—=x

Q=
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Teorem 4.13 ¢ : I C R — R fonksiyonu, I° iizerinde tiirevlenebilir olsun ve a,b € I ile
a < b kogullart saglansin. Eger tiirevi ¢', [a, ] iizerinde integrallenebilir ve g trigonometrik
konveks ise, her A € [0, 1] ve x € [a, V] icin asagidaki esitlik gecerlidir:

g ILCL

Ispat Lemma3.4’den (3.17) esitligine iicgen esitsizligi uygulanirsa:

+g(b 1 °
(1 - N)gla) + 1. LO 90 /f(t)dt
2 b—a /,
2 gl
< lezar / t
~ b—a J,
(b _ 33)2 /1
t
* b—a Jy
Esitsizlige literatiirde iyi bilinen Holder Esitsizligi uygulanirsa:

‘(1 — Ng(x) + A gla) +9(b) 1 /bg(t) dt

2 b—a
g(mb%ff(/ol pdt);(/01|g'(tx+(1—t)a)|th);
=

_/\.b_apdt>; (/Ol\g'<m+(1—t)b)\qczt)é

t —
g fonksiyonuna trigonometrik konveks fonksiyon 6zelligi uygulanirsa:

2 b—=x
\u—ﬂmm+A~”@§ﬂm—bia[Z@m4
Jomer ()

_ A b-a
2 r—a

A b—al, ,
— t 1 —t)b)|dt.
T2t (1= D)

lg'(tx + (1 —t)a)|dt

t —

é b—a
2

T —a

t—

é b—a
2

Tr—a

pw)p(Alwwgnywnwv+Aiwd§mymﬂﬁ)é

A b—al” N7/ ! it ! it i
. . e / q o /
5 5 dt) (/o sm(2)|g ()] dt+/0 008(2)|g (b)|dt>
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Ab— Ab—
Buradau, = (t — = ¢ Up = (t — = ¢ degisken doniisiimii yapilirsa:
2b—x 2b—=x

2 __;ap-i-l_ __;ap—i-l% , g , q%
-0 ((1 i) — (5 ) (zwn +2rg<a>|)

~— b—a T T

(b~ )’ ((1 1= <—)> <2rg'<x>|q ; 2|g'<b>rq)i

™ ™

Ispat tamamlanr.

Sonuc¢ 4.10 Burada) = 1 olarak alimirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

2l eal L o af

(z —a)? ((1 = M G X —>) (mg'(x)w . 2rg'<a>rq>3

™ ™

1
b—a p+1 b—a p+1 P 1
(b— )’ ((1 —5 )" (5 > . (2|g/<x>|q 2|g'<b>|q)q
+ +
T T
Teorem4.14 g : [ C R — R fonksiyonu, 1° araliginda tiirevlenebilir olsun ve a,b € I
olmak iizere a < b kosulu saglansin. Eger ¢, |a, b| araliginda Lebesgue integrallenebilir ve

g trigonometrik konveks bir fonksiyon ise, her \ € [0,1] ve x € [a, V] i¢cin asagidaki esitlik

gecerlidir:
‘(1 —Ng@) 4 2. 5 ;g(b) - bia /a”g(t) dt‘
<lezaf (“ - _>p+_p(__) + 2@l + |g'<a>\q>>
e SIS = R 1)

32



Ispat Lemma3.4’den (3.17) esitligine iicgen esitsizligi uygulanirsa:

+ g(b I
(1= Nl + 2 ZEI0 L [y
2 b—a/,
—a)? ! —
< (x —a) / ; Ab
— b—a J 2 x—
2 gl
L b—2)” / :
b—a J
Esitsizlige literatiirde iyi bilinen Young Esitsizligi uygulanirsa:

A b
5
\a—Mﬂm+w-“@+““— ! /Z@mﬁ

‘;' g/ (tz + (1 — t)a)|dt

b—

;Z’ g’ (tz + (1 — t)b)|dt.
2 b—a

(x — a)? 1/1 Ab—al” 1/1 ,
< - t— — dt + — t 1 —t)al?dt
Sl b 27 —a Uty ) ozt
(b—xz)? 1/1 Ab—al? 1/1 ,
- t— — dt + — t 1 —1t)b|?dt
e o) 2| Mg ) lote =10

g fonksiyonuna trigonometrik konveks fonksiyon 6zelligi uygulanirsa:

e = UL
(52 e
A

2b—=x

Ab— Ab—

Burada u; = (t 33 a) Uy = (t — ——a> degisken doniisiimii yapilirsa:
— T T

it [ [ eosGig o]

ﬁ+5llm<>w<Wﬁ+§Alw<>mmmﬂ

(‘r — a>2 (1 B %b_)erl (_%h)erl i / q / q
< o=l ( . + (g @I+ g @)l)
(b B x)Q (1 o %l)—_a:)p+1 <_%b:_;l)p+l 2 / q / q
L ( T + (g @I+ g O

Ispat tamamlanr.

Sonuc¢ 4.11 Burada) = 0 olarak alimirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

o) - 2 [aay

< B2 2 (g + g + &

@iﬁf;%mﬂmw+www>

—a
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Sonu¢ 4.12 Burada) = 1 olarak alimirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

ECEZUN [ o0 i

2 Cb—ua
v—a) (L3 =) - (-] =)™
<=4 < T = (I + g/ (@)
—a\Pt1 1 b—a\Pt1
(b_x)Q (1_%2—_2:)1) _(_E'ﬂ) / q /
R b q
e - = (I + SO

Teorem 4.15 g : I C R — R fonksiyonu, I° iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun ve

a,b € Tile a < bolsun. Eger ¢ € L(|a, b)) ve f trigonometrik konveks fonksiyon ise, her

A € [0,1] ve x € [a,b] icin asagidaki esitlik saglanir:

(1— Ng(x) + A- g(a) ;Lg(b) B bia/ 0 dt‘

<(:Jc—a)2 1 Ab-a -
~ b—a 2 2z—a

lg'(@)l* (4—%%)) . (Ig’(a)!‘I- (2 A b=n) 4)2}

™

g’ ()] - (4—M'2—2)> N <|g’(b)lq' =), 4)‘1’]

Ispat Lemma3.4’den (3.17) esitligine iicgen esitsizligi uygulanirsa:

‘(1_A)g(a:)+xg(”>;g<b) —bia/abg(t)dt‘
< (xb:?Q /01 ¢

é b
2
b— 2 1
Gl a:)/t
b—a J,

x;—(;‘ g/ (ta + (1 — t)b)|dt

A b—a
SR — 1— .
5 b—x’|g (tx + ( t)b)|dt
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Esitsizlige literatiirde iyi bilinen Power Mean Esitsizligi uygulanirsa:

b
1= Ngto) - LI L Foan

(z —a)? /1 A b—a = /1 Ab—a / g
< AR : _Z : 1— a
<5 i t 5 T, dt i t P g’ (tx + (1 —t)a)|? dt

(b—x)? /1 A b—a = /1 Ab—al AN g

t i t 5 b o dt i t 55— lg'(tz + (1 —¢)b)|? dt

g fonksiyonuna trigonometrik konveks fonksiyon 6zelligi uygulanirsa:

\(1 - Ngla) + 2 LTI L ") dt\

2 b—a
_a)? 1 _ -3
o ([]3 )
b—a 0 2 x—a

</01 a %z:“ | (Sm( 5l @I + COS(%t)\g’(a)lq) dt)q}
+ (bb:g;)Q[(/ol t_g.[’j_z dt)lé,

0= 5ol (G @+ coslglr) ar) |

(f

Integraller hesaplanirsa:

(x—a)[ /1 AXb—a =
< - _Z
~ b—a 2 2x—a

Ispat tamamlanr.

Sonu¢ 4.13 Burada) = 0 olarak alinirsa asagidaki egsitsizlik elde edilir:

‘g(x) - bia /abg(t) dt’
< % | (%) e K%g’(w)lq +7T22|g’(a)|q _ 4)} :

% : (%)13 . [(4lg’(a:)\q +:2!g’(b)|q - 4)}2

+
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Sonuc¢ 4.14 Burada) = 1 olarak alimirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

ECEZUIR [a0 i

2 b—a

S(x—a>2(1 1 ba)lrlz[(g’(a:)q~(47r~%)+|g’(a)q-(2%)4>r

b—a 2 2 z—a

L) (1 1 b-a)li [(9’(96)"-(4—7T'Z—$)+g’(b)"-(Q—'é—Z)—‘l)]l

b—a \2 2 b—u 2

Teorem 4.16 g : [s,t] — R araliginda tamml, konform olarak integrallenebilir bir fonksi-
yon olsun ve |¢'(x)| fonksiyonu eksponansiyel konveks olsun. Eger v > 0 ve 7 + 6 > 0 ise,

asagidaki egitsizlik saglanir:

D00 O ) (0K + HO) + 70K~ )
t—s

<
— 4(b'r+0 . a‘r+0)

[<|g’(s)| —QY(t, 8, T+ 0) + QU(tt+ T+ 0) + (s, 5+ T + 0) —Q’f(s,t+7+0)>

eas (t —s)?

N (|g’(t)| HQ5(s, 5,7 +6) —Q5(ts+T+0) + QT+ T +06) —Q’f(s,t—l—T—i—Q))
eat (t—s)?

Burada T'(-) Gamma fonksiyonunu, H(x) uygun sekilde tanmimlanmus integral fonksiyonu,
K3, K! ise fractional (kesirli) integral operatérleriyle iliskili katsayilart gostermektedir. )

ve QY terimleri ise literatiirde tanumli ozel ¢ekirdek fonksiyonlardir.

Not 4.1 Buradac = 0 alimirsa eksponansiyel konvekslik bilinen konvekslige doniisiir. 3.26
esitligine doniigiir. (Khan and Khan, 2020)

Ispat 3.19 ve |H'|’nin konveksligi kullanilarak asagidaki esitsizlik elde edilir:

H(s)+ H(t) (t—s)"(T(t)+1)

[KYH (1) + KU H(s)]

2 AT(6 4 1)
< s [ sl s+ (1=
t—s \H'(s)| ]H’ )
S 4(t7+9_87+9 ( e'as / ’A‘r+9 |d + / T+9 )|d77 (41)
Burada
1 1 t
A, ()dn = ——— t—u)d
[ naamian = o= [ 1w = wau
ve

P(u) = (UTM — ST+9)” - ((t+s—u)7+9 _ST+9)V+ (tr+9 _ (S+t_u)7+0)v - (tr+9 _UT+0>V'
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¥ (u) fonksiyonu, [s, t] araliginda artan bir fonksiyondur. Bu nedenle
Y(s) = =2t — s <0,

ve

oldugundan,

Bu durumda,

1 , 1
[ asmiin = == [ i -

S

1 = t
T =9y [— / Y(u)(t — u)du + y W(u)(t — u)du] (4.2)
1
= (t—8)2 [K1+K2+K3+K4]
Burada:
=t t
K, = —/ (t —w)(u™ — s du + / (t — w) (™0 — s70Y du 43)
=n t

K2 :/ 2 (t B u)((t +s— u>T+9 . ST+9)I/ du + ﬁﬁ (t . u)((t+ s — U)T+0 . ST+9)V du

(4.4)
K3 =— /SQH(t —u)((t+s—u)™")" du+ /t (t=w) (" = (s +t—w)™")" du
2 (4.5)
Ky = /S;t(t —u)(s+t—u)T) du+ /i (t = u)(t™" — )" du (4.6)
Buradan:

Ky =—-Q5(t,s,7+80), Ky=Qi(t,t+70).

Degisken doniisiimiiyle v = s + ¢t — u alinarak asagidaki esitlikler elde edilir:
Ky = _95(57577+0)7 K3 = _QT(S7t+79)7

Bu ifadeler (4.2) esitsizligine yerlestirilirse,
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1
/0 nIAY o ()ldn
(s, T4 0) QU+ T H0) + Q5 (s, 5+ T +0) — QY (s, L4+ 7+ 0)

477
Benzer sekilde,
1
/0 (1= ) |AZ. o)l
B +Q5(s, 8,7+ 0) = Q5(t,s+7+0)+Q/(t,t+T7+0)— (s, t+7+0) 4.8)

(t—s)?
Sonug olarak, (4.2), (4.7) ve (4.8) ifadeleri birlikte kullanildiginda ispat tamamlanmis olur.
Teorem 4.17 g : I — R siirekli n-defa tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun ve g™ € L([u,v])

olmak iizere n > 1ve 0 < s < 1. Eger |g™| fonksiyonu eksponansiyel konveks ise, o hdlde

her © € [u,v)| icin asagidaki esitsizlik saglanir:

[ owa- 3[BT e m 0 o

- (r+1)!
1
(& —u)"*! (} g™ @)l }\g(")(uﬂq) ’
~ (np+ 1)%71! 2 e 2 e
UL Sy VLT VAN
(np+1)%n! 2 e 2 e q

Ispat Lemma3.6 (3.35) esitliginden, mutlak degerin 6zelliklerinden ve uygun degisken do-
niigtimlerinden (u = (1 — t)u + tx ve u = (1 — t)x + tv) faydalanilarak asagidaki esitsizlik
elde edilir:

/uv g(t) dt — Zn: l(v e (_1)):(90 - U)TH} g"()

— (r+1

< [ g wlde+ [T g0 w)du

(x —u)"t? (v — )"t

1 1
= [ t"g"((1 =t +tx)|dt + —— [ (1 —=1)"[g"((1 —t)x + tv)|dt
n! 0 n! 0

38



Esitsizlige literatiirde iyi bilinen Holder Esitsizligi uygulanirsa:

/uv g(t)dt — i FU o)+ (L U)TH} 9" (x)

— (r+1)!

< (x_n—lf)nﬂ (/01 t"”dt); (/01 1™ ((1 - 1t)u+zfac)|th>é
+ h—?nﬂ (/01(1 — t)"pdt)é (/01 9™ (1 —t)x+tv)\th);

g fonksiyonuna eksponansiyel konveks fonksiyon 6zelligi uygulanirsa:

[ o=y [ e =0 o

|
— (r+1)!

= % ( /0 1t"pdt)’1’ ( /0 1 (tlgilgﬂfc)\q L= t)!agin)<“>|q) dt>3
P ( / - t)”pdt); ( / 1 (tlgil(vv)w AV t)e'iin)(x)'q) dt)i

Integraller hesaplanirsa:

(&~ w! (1 g™ (@)l 1] <u>|q)3

© (np+ 1)%71! 2 e 2 em
P Lmsr (L | L)
(np + 1)%71! 2 e 2 e q

Ispat tamamlanr.

Teorem 4.18 ¢ : [ — R siirekli n-defa tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun ve g™ € L([u,v])
olmak iizere n > 1ve 0 < s < 1. Eger |g™| fonksiyonu eksponansiyel konveks ise, o hdlde

her © € [u,v)| icin asagidaki egitsizlik saglanir:

/uv g(t)dt — Zn: {(U o+ CE - u)m} 9" (x)

— (r+1)!

1 1
G u)" ! 1 \'7o /1 g™ () N 1 g™ (u)]7 @
- n! n+1 n+2 e n2+3n+2 e

1 1
R A U S O SN V00 S W VLTS
n! n+1 n+2 e n2+3n+2 eox

Ispat Lemma3.6 (3.35) esitliginden, mutlak degerin 6zelliklerinden ve uygun degisken do-

niisiimlerinden (w = (1 — t)u + tx ve w = (1 — t)x + tv) faydalanilarak asagidaki esitsizlik
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elde edilir:

[ 35 [0= = e o

r=0

T (w—u)" (v —w)"
g/ %w(n)(w”dw%_/ ¥|g(")(w)|dw
u n! . n!

- oy g (1 = Dt ) e+ L= / (1= g (L~ )+ ) de

n!

Esitsizlige literatiirde iyi bilinen Power Mean Esitsizligi uygulanirsa:

/uv g(t) dt — i [<v o+ (L u)m} 9" (x)

— (7’ +1)!

g(x_Tlf)nH(/olltl"dt) ( / i]"lgt" <<1—t>u+tx>|f1dt)l
+(U_T1;)n+l(/ yt|"dt) (/ It (( )x+tv)\th)é

g fonksiyonuna eksponansiyel konveks fonksiyon 6zelligi uygulanirsa:

[t 35 [0= e =) o

r=0
11

< M (/1 \t]”dt) ! </1 e (ﬂg(nfﬂq L= t)|gi")(u)|q> dt)
T ( /: 1 yt|"dt)1_; ( /: o (A0, (= Ol dt>3

Integraller hesaplanirsa

1 1
N e AR U e A W VICS S SR IO A%
- n! n+1 n+2 e n?+3n+2 e

_ yn+l 1-1 () (1)) |4 M) ()]0 7
L (0= 1 N 1) GO S 1 Co]
n! n+1 n+2 e n?4+3n+2 e

Ispat tamamlanr.

Q=

Teorem 4.19 g : [ — R siirekli n-defa tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun ve g™ € L([u,v])
olmak iizere n > 1ve 0 < s < 1. Eger |g"™)| fonksiyonu eksponansiyel konveks ise, o hdlde

her © € [u,v)] i¢cin asagidaki egitsizlik saglanir:

/uv g(t)dt — Xn: {(v o e u)m} 9" (z)

(r+1)!

o Emw)m LR g™ ()¢ g™ (w)]*

- n! an +p 2(] Y% eou

I Gy s SN T 15 (R P O)
n! np*+p 2 e e
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Ispat Lemma3.6 (3.35) esitliginden, mutlak degerin 6zelliklerinden ve uygun degisken do-
niigtimlerinden (w = (1 — t)u + tz ve w = (1 — t)x + tv) faydalanilarak agagidaki esitsizlik
elde edilir:

v n ,U_l,rJrl_l__lrx_urJrl .
/g(t)dt—Z[( Al G ) }g”(a:)

— (r+1)!

C(w—w)" (n) S (v—w)” (n)
< [ @+ [ g ) du

(x —u)"tt (v — )"t

— —/1t”|g(")((1—t)u+t9§)|dt+T/l(l—t)"|g(”)((1—t)x+tv)|dt

n! 0

Esitsizlige literatiirde iyi bilinen Young Esitsizligi uygulanirsa:

— )"t /1 1 1 1
SM(—/ t””dt+—/ \g<">((1—t)u+ta:)|‘Idt>
n! PJo qJo
(v — )"t (1/1 1/1 )
+—— = [ (1 —t)""dt + - (1 — )z + tv)|? dt
- 5 0( ) ./ g™ (1 —¢) )|

g fonksiyonuna eksponansiyel konveks 6zelligi uygulanirsa:

L /Oltnpmq / gl (0= Dl )
ACE [a=tprasd [0, (=0l )

n! D er e“v

Integraller hesaplanirsa

o lwmw)m 1 1 g™ (@)]" g™ ()]
- nl an +p 2(] eax eau
(v—a)tt 1 1 (g™ (@) g™ (v)]
+ nl np2 + P + 2_q ear eav

Ispat tamamlanr.

Teorem 4.20 ¢ : [ — R siirekli n-defa tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun ve g™ € L([u,v])
olmak iizere n > 1ve 0 < s < 1. Eger |¢g™)| fonksiyonu trigonometrik konveks ise, o hdlde

her x € [u,v] icin asagidaki esitsizlik saglanir:

[ otwar -3 [ COE T gy

r=0

)
ez (ni 1)” ( Oltn (n< ) ()] + cos (7;) ygn<u>r> dtf
g () ([ @ (@)

Ispat Lemma3.6 (3.35) esitliginden, mutlak degerin 6zelliklerinden ve uygun degisken do-

niigiimlerinden (z = (1 — t)u + tx ve z = (1 — t)z + tv) faydalanilarak asagidaki esitsizlik
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elde edilir:

/uv o(0)di i {(v — )t Eﬁ)).% — u)r+1} ()

r=0
-t (n) Co=2)" (n)
< [ SR @l [ o)
_,\nt+l ol — )t
= 2 ot s O [ g - e e
. 0 . 0

Esitsizlige literatiirde iyi bilinen Power Mean Esitsizligi uygulanirsa:

<] 1 i) (/ g (1~ + vt
+ h—?nﬂ (/01 ]t\”dt)l_; </01 "¢ ((1 = t)z + tv)\th)é

g fonksiyonuna trigonometrik konveks fonksiyon 6zelligi uygulanirsa:

< Cm ()™ ([ (0 () o o () ) )
) ™ ([ (s () oo () o) )

Integraller hesaplanirsa:

R (n : 1)1_}1 ( /t (n (%t) 9" (2)] + cos (%t) |gn<u>\) dt);
= _n?nﬂ (n i 1)1; ( Olt" (Sm (%t) g™ (v)] + cos (%t) |g”(x)|> dt)é

Ispat tamamlanr.

Sonuc 4.15 n=1 icin esitsizlik asagidaki gibi hesaplanir:

/:9(75) dt — (v —2x)g(z) — (x — u)g(x)
(& —up (l)lé (4|g’(:v)| +2(r — 2)|f/(u)|)é

1! 2 2

L =2 (1)1_‘1’ <4|g’(x)| +2(r — 2)|g/(v)|>é

<

1! 2 2
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Sonuc 4.16 n=2 icin esitsizlik asagidaki gibi hesaplanir:

[ syt - o=ty - C gy Lm0
<l (%) (2 (2 2) |g"<u>|);
y o (%) (e + (0 +2) |g"<v>\)é
Sonuc 4.17 n=3 icin egitsizlik asagidaki gibi hesaplanir:
[ atorae- Z R G
<2 () (D) 4 A=) |g<3><u>|);
L Ot (1) (1 Gy 2B ) )

Teorem 4.21 g : [ — R siirekli n-defa tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun ve g™ € L([u,v])
olmak iizere n > 1 ve 0 < s < 1. Eger |g™™| fonksiyonu trigonometrik konveks ise, o hdlde

her x € [u, v icin asagidaki esitsizlik saglanir:

o=y [ e m 0 o

g (r+1)!

(z — u)"t! 1 2 (1 w
< RENTINCS PP PP
< P (lg"™ @) + g™ (u)]7)
(v—z)" (1 2 O (A 4 o ()[4
T G g U @I+ 1))

Ispat Lemma3.6 (3.35) esitliginden, mutlak degerin 6zelliklerinden ve uygun degisken do-
niigiimlerinden (z = (1 — ¢)u + tx ve z = (1 — t)x + tv) faydalanilarakasagidaki esitsizlik
elde edilir:

/uv g(t)dt — Xn: [<v o)+ Lz U)TH} 9" (x)

— (r+1)!

< [ enas+ [ )

n!
T —u v—2x
(

= n—!)m/olt”lg“’((l—t)u+tx)|dt+(n—!)nﬂ/ola—t)N|g<n>((1—t)x+tv>|dt
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Esitsizlige literatiirde iyi bilinen Young Esitsizligi uygulanirsa:

_ n+1 1 1 1 1
<z w (—/ t”pdt+—/ 9™ ((1 —t)u+t:1:)\th)
n! P Jo qJo
(v — )"t (1/1 1/1
+ — - 1—8)"Pdt + — g ((1 = t)v + tx)|* dt
- ) (1—-1) ), g™ (1 —1) )|
g fonksiyonuna trigonometrik konveks fonksiyon 6zelligi uygulanirsa:
—w)tt /1t 1t t
< E-w™ (—/ t"Pdt + —/ sin < ) 1™ (2)]? + cos (W—) |g(”)(u)]th>
n! P Jo qJo 2
—z)"t /1t 1t it
+%(—/(1—t)”pdt+—/ sm( )\g )z )|q—|—cos( )|g ()\th)
n! P Jo q4Jo

Integraller hesaplanirsa

r —u)" ! 1 2 )/ lg
< C (b 2 (0wl + i) )

O (e 2 (@l + )

n! np? + p mq

Sonuc¢ 4.18 n = 1 icin egitsizlik asagidaki gibi hesaplanir:

/ Cg)dt — (v - 2)9(e) — (@ — wg(a)

(u—)*[2p(p + 1) (lg'(w)|? + |¢'(2)|%) + 7q] + (v — 2)* [2p(p + 1) (|g'(v)|* + |¢'(x)|?) — 7q]
mpq(p + 1)

<

Sonuc 4.19 n = 2 icin egitsizlik asagidaki gibi hesaplanir:

/v (ﬂ g i |:<U — x)?“-‘rl + (—1)T<x — u)r+1:| - (m)
" g — (r+1)! g

—(u—2)*[2p2p + 1) (lg"(W)|* + |g"(@)|) + 7q] + (v — 2)° 2p(2p + 1) (Ig"(v)| + 19" (2)|?) — 7]

<

2pg(2p + 1)
Teorem 4.22 ¢ : [ — R siirekli n-defa tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun ve g™ € L([u,v])

olmak iizere n > 1ve 0 < s < 1. Eger |g\™)| fonksiyonu s konveks ise, o hélde her x € [u,v]

icin asagidaki egitsizlik saglanir:

[ g(t)dt — zn: {(v —o T L u)m} 9" (x)

— (r+1)!
1 1
N C e (\9(")(1’)!‘1 - |9(")(U)\q) Al (!9(”)(0)!‘1 - |9(")(95)\q) ’
" (np+1)rnl s+ 1 (np + 1)vn! s+1

Ispat Lemma3.6 (3.35) esitliginden, mutlak degerin 6zelliklerinden ve uygun degisken do-
niigiimlerinden (z = (1 — t)u + tx ve z = (1 — t)z + tv) faydalanilarak asagidaki esitsizlik
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elde edilir:

o=y [ e Z 0 o

— (r+1)!
-t (n) Co=2)" (n)
< [ SR @l [ o)
_ o\l pl — )ttt
_ M/ tn|g(n)((1 —t)u+tx)|dt+ %/ (1 —t)nlg(n)((l —t)C(J+tU)|dt
n! 0 n: 0

Esitsizlige literatiirde iyi bilinen Holder Esitsizligi uygulanirsa:

< (x_n—lf)nﬂ (/01 t”pdt); (/01 1™ ((1 - t)u—l—tm)\th);
+ h—?nﬂ (/01(1 — t)"pdt)é (/01 g™ (1 —t)x + tv)\%lt)é

g fonksiyonuna s konveks fonksiyon 6zelligi uygulanirsa:

< (“”C_n—qf)m (/01 t"pdt); (/Olts]g(”)(xﬂth—i— /01(1 —t)s|g(”)(u)\th);
+ (U_n—x,)nﬂ (/01(1 = t)"pdt); (/01t5|g(")(v)|th + /01(1 — t)5|g(")(as)|th);

Integraller hesaplanirsa:

PRCET <\g<n><x>rq—|g<n><u>\q)3+ (<v—x>“+1 (rg<n><v>rq—|g<n><x>|q)i

" (np+1)rnl s+ 1 np+1)#n! s+1

Ispat tamamlanr.

Teorem 4.23 g : [ — R siirekli n-defa tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun ve g™ € L([u,v])
olmak iizere n > 1ve 0 < s < 1. Eger |g\™| fonksiyonu h konveks ise, o hélde her x € [u, v]

icin asagidaki esitsizlik saglanir:

/uv g(t)dt — Xn: [(U ki o U)TH} 9" (x)

2 r+ 1)
< ﬁ (/ () - lg )t + / A1) g wldr)
. ﬁ ([ wer- i+ [ -0 1gwiar)

Ispat Lemma3.6 (3.35) esitliginden, mutlak degerin 6zelliklerinden ve uygun degisken do-
niisiimlerinden (v = (1 — t)u + tx ve u = (1 — t)x + tv) faydalanilarakasagidaki esitsizlik
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elde edilir:

o=y [ e Z 0 o

— (r+1)!
F(w—w)" (n) S o —w)" (n)
S/u — lg"™ (w)| dw + ’ T|9 (w)] dw
_ . \nt+l gl — )t
_ emw™ ?f) / g™ (1 — t)u + tx)| dt + %/ (1—8)"|g"((1 — t)x + tv)| dt
n! 0 n: 0

Esitsizlige literatiirde iyi bilinen Holder Esitsizligi uygulanirsa:

/uv o) dt i [(v — )t z;(Jr_ll)):@ — u)r+1} @)

r=0

< (:E_Tlf)m (/01 t”pdt); (/01 g™ (1 — t)u+tx)|th>}1
+ @_n—w (/01(1 — t)"pdt); (/01 9™ (1 —t)x+tv)\th)é

g fonksiyonuna 5 konveks fonksiyon 6zelligi uygulanirve integraller hesaplanirsa:

[ i 35 0= e =) o

(z —u)

< ([ w01+ [ na o))
+ L2 (g i+ [ hao). |g”<x>|dt)3

(np+1)7nl

1
n+1 q

Ispat tamamlanr.

Sonug 4.20 |¢\™|? fonksiyonu h konvekstir ve h(t) = t secilsin. O hdlde asagidaki esitsizlik

saglanir:

e

r=0

(=)™ (L )y @ ) )
< e (Gl )

(U_—x)nﬂ 1 (n) )9 (n) V)9 q
Fop (5 1" @+ 1a ) )

Sonug 4.21 |¢™ |7 fonksiyonu h konvekstir ve h(t) = t° secilsin. O hdlde asagidaki egitsizlik
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saglanir:

/uv g(t) dt — Zn: {(U mb) i D o U)M} 9" (x)

g (r+1)!

Q|

(x —u)"t?

" (np+ 1)l

L (L (gl + ) )

(np + 1)%71! s+ 1

( ! <|g<"><x>|q+|g<”><u>|q))

s+1

1
q

Sonuc 4.22 |¢\™|? fonksiyonu h konvekstir ve h(t) = 1 segilsin. O hélde asagidaki egitsizlik

saglanir:

oty [ e =0 o

— (r+1)!

Q|-

< @ZUT 1@+ g™ w))
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢alismasinda, konveks fonksiyonlar teorisi ve kesirli integral operatorleri ala-
ninda yeni integral esitsizlikleri gelistirilmistir. Tezin temel amaci, cesitli konvekslik sinifla-
rina (0zellikle eksponansiyel konvekslik, trigonometrik konvekslik ve h-konvekslik) yonelik
uygun kesirli integral operatorleri araciligiyla yeni esitsizlikler elde etmektir.

Calismada, toplam alt1 farkli lemma kullanilarak bu farkli konvekslik tiirleri icin ge-
nis kapsamli analizler yapilmis ve her bir sinifa 6zgii yeni integral esitsizlikleri iceren te-
oremler literatiire kazandirilmigtir. Elde edilen sonuglar, klasik Hermite-Hadamard tiirii esit-
sizliklerin kesirli tiirev ve integral operatorleriyle genellestirilmesi acisindan énemli bir katki
saglamaktadir.

Ozellikle tezimizin dordiincii boliimiinde sunulan arastirma bulgulari, farkli konveks-
lik siniflarinin 6zelliklerini kullanarak yeni esitsizliklerin nasil olusturulabilecegini goster-
migtir. Bu boliimde verilen teoremler, hem teorik matematik alaninda hem de fonksiyonel
analiz gibi uygulamal1 disiplinlerde ¢aligmak isteyen arastirmacilar i¢in degerli bir kaynak
teskil etmektedir.

Aragtirmacilarin, bu tezde gelistirilen yontemlerin diger konvekslik tiirlerine, 6rnegin
s-konvekslik veya m-konvekslik gibi farkli yapidaki fonksiyonlara uygulanmasi ve farkli
kesirli operator tiirleriyle karsilastirilmasi onerilmektedir. .

Sonug olarak, bu ¢alisma konveks fonksiyonlarda kesirli integral esitsizliklerine yo-
nelik teorik altyapiy1 6nemli dl¢iide genisletmis ve matematiksel analiz literatiiriine 6zgiin ve
faydali katkilar sunmugtur. Bu katkilarin ileride yapilacak ¢aligmalar i¢in saglam bir temel

olusturmas ve ilgili disiplinlerde yeni arastirma yollar1 agcmasi beklenmektedir.
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