
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

DİFERANSİYELLENEBİLEN BAZI FARKLI  

TÜRDEN KONVEKS FONKSİYON SINIFLARI İÇİN  

KESİRLİ İNTEGRAL OPERATÖRLERİ İÇEREN  

İNTEGRAL EŞİTSİZLİKLERİ 

ZUHAL BAYRAM 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

TEZ YÖNETİCİSİ 

Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMİR 

AĞRI –2025  

(Her hakkı saklıdır.) 



T.C. 

AĞRI İBRAHİM ÇEÇEN ÜNİVERSİTESİ 

LİSANSÜSTÜ EĞİTİM ENSTİTÜSÜ 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

 

ZUHAL BAYRAM 

DİFERANSİYELLENEBİLEN BAZI FARKLI TÜRDEN KONVEKS FONKSİYON 

SINIFLARI İÇİN KESİRLİ İNTEGRAL OPERATÖRLERİ İÇEREN İNTEGRAL 

EŞİTSİZLİKLERİ 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

 

         TEZ YÖNETİCİSİ 

Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMİR 

JÜRİ ÜYELERİ 
Prof. Dr. Mustafa GÜRBÜZ 
Doç. Dr. Abdullah ÇAĞMAN 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

AĞRI-2025 



LİSANSÜSTÜ EĞİTİM ENSTİTÜSÜ
TEZ KABUL VE ONAY TUTANAĞI

Doküman No FR-211
İlk Yayın Tarihi 26.02.2024
Revizyon Tarihi
Revizyon No 00

Sayfa No 1/1

HAZIRLAYAN KONTROL EDEN ONAYLAYAN

DİFERANSİYELLENEBİLEN BAZI FARKLI TÜRDEN KONVEKS FONKSİYON
SINIFLARI İÇİN KESİRLİ İNTEGRAL OPERATÖRLERİ İÇEREN İNTEGRAL

EŞİTSİZLİKLERİ

Prof.  Dr.  Ahmet  Ocak  AKDEMİR  danışmanlığında,  Zuhal  BAYRAM  tarafından  hazırlanan  bu
çalışma, 25.08.2025 tarihinde aşağıda isimleri belirtilen jüri tarafından değerlendirilmiş olup
Matematik Anabilim Dalı Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi Bilim Dalında yüksek lisans olarak
oybirliği ile kabul edilmiştir.

Başkan :  Doç. Dr. Mustafa GÜRBÜZ İmza:

Üye   :  Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMİR İmza:

Üye   :  Doç. Dr. Abdullah ÇAĞMAN İmza:

Yukarıdaki sonuç;

Enstitü Yönetim Kurulu   …/…/…  tarih ve     . . . .  / . . . . . . . . numaralı kararı ile onaylanmıştır.

Prof. Dr. Mehmet TEYFUR
Enstitü Müdürü

Not: Bu tezde kullanılan özgün ve başka kaynaklardan yapılan bildiriş, çizelge, şekil ve fotoğrafların kaynak olarak kullanımı, 5846
sayılı Fikir ve Sanat Eserleri Kanunundaki hükümlere tabidir.



LİSANSÜSTÜ EĞİTİM ENSTİTÜSÜ
TEZ BENZERLİK RAPORU

Doküman No FR-213

İlk Yayın Tarihi 26.02.2024
Revizyon Tarihi
Revizyon No 00
Sayfa No 1 / 1

HAZIRLAYAN KONTROL EDEN ONAYLAYAN

Benzerlik Oranlarına Dair Beyannamedir

Öğrenci Adı Soyadı Zuhal BAYRAM

Numarası 230601035

Ana Bilim Dalı Matematik

Bilim Dalı Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi

Programı

Danışman Unvanı Adı Soyadı Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMİR

Tez Başlığı DİFERANSİYELLENEBİLEN BAZI FARKLI TÜRDEN

KONVEKS FONKSİYON SINIFLARI İÇİN KESİRLİ

İNTEGRAL OPERATÖRLERİ İÇEREN İNTEGRAL

EŞİTSİZLİKLERİ

Bölümler Turnitin Sonucu En Yüksek Değer

Giriş %0 % 25

Kuramsal Temeller/Kavramsal

Çerçeve

%25 % 30

Materyal ve Yöntem %2 % 30

Araştırma Bulguları %6 % 20

Sonuç/Tartışma/Öneri %0 % 20

TEZ (GENEL) %19 % 25

28.08.2025

Yukarıda bilgileri yazılı tez çalışmasının benzerlik oranları Turnitin raporundan alındığı

haliyle yazılmış olup tüm bilgilerin doğru olduğunu, aksi halde doğacak hukuki sorumlulukları kabul

ve beyan ederiz.

             Zuhal BAYRAM                                                               Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMİR
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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ÖZET

YÜKSEK LİSANS TEZİ

DİFERANSİYELLENEBİLEN BAZI FARKLI TÜRDEN KONVEKS FONKSİYON

SINIFLARI İÇİN KESİRLİ İNTEGRAL OPERATÖRLERİ İÇEREN İNTEGRAL

EŞİTSİZLİKLERİ

Jüri: Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMİR

Jüri: Prof. Dr. Mustafa GÜRBÜZ

Jüri: Doç. Dr. Abdullah ÇAĞMAN

Bu tez çalışmasında, diferansiyellenebilir bazı farklı türden konveks fonksiyon sınıf-

ları için kesirli integral operatörleri içeren yeni integral eşitsizlikleri elde edilmiştir. Kon-

veks fonksiyon kavramı, analizin birçok alanında olduğu gibi, eşitsizlikler kuramında da

önemli bir yere sahiptir. Bu kapsamda, eksponansiyel konvekslik, trigonometrik konvekslik,

s-konvekslik ve h-konvekslik gibi özel konvekslik türleri ele alınarak, bu fonksiyonlar için

Hermite-Hadamard tipi eşitsizliklerin genelleştirilmiş biçimleri elde edilmiştir.

Tezin birinci bölümünde, konveks fonksiyon kavramının tarihsel gelişimi sunulmuş;

klasik konvekslikten başlayarak, farklı türden konveks fonksiyonlara dair literatürde yer alan

çalışmalar değerlendirilmiş ve bu fonksiyonların integral eşitsizliklerdeki yeri aktarılmıştır.

Bu bölüm, tezin konusuna yön veren temel araştırmaların tanıtılması açısından önem arz

etmektedir.

İkinci bölüm olan Kuramsal Temeller kısmında, çalışmanın ispat sürecinde sıkça kul-

lanılan tanım ve teoremlere yer verilmiş; ayrıca, ilgili fonksiyonel analiz kavramları ayrıntılı

biçimde sunulmuştur. Böylece sonraki bölümlerde yapılan çıkarımların kuramsal altyapısı

oluşturulmuştur.

Üçüncü bölüm olan Materyal ve Yöntemler kısmında, araştırma bulgularına yön ve-

ren ve literatürde daha önce ortaya konmuş olan belirli lemma, teorem ve teknik yöntemler

açıklanmıştır. Bu bölümde, çalışmada kullanılan analitik teknikler ile Hermite-Hadamard tipi

ii



eşitsizliklerin genelleştirilmesinde uygulanan matematiksel yapılar sistematik bir biçimde

sunulmuştur.

Dördüncü bölümde Araştırma Bulguları başlığı altında, çalışmanın orijinal katkısını

oluşturan yeni teoremlere yer verilmiştir. Eksponansiyel, trigonometrik, h-konveks ve s-

konveks fonksiyon sınıfları için çeşitli integral eşitsizlikleri elde edilmiş; bu eşitsizliklere

Hölder, Young ve Power Mean eşitsizlikleri uygulanarak sonuçların sınırları belirlenmiştir.

Ayrıca, belirli özel fonksiyonlar ve seçimler için elde edilen sonuçlara örnekler verilmiştir.

Beşinci ve son bölüm olan Tartışma ve Sonuç kısmında ise çalışmanın özgün yön-

leri ve literatüre katkıları vurgulanmış, çalışmanın sınırlılıkları değerlendirilmiş ve ileride

yapılabilecek olası araştırmalara yönelik önerilerde bulunulmuştur.

Sonuç olarak bu tez, farklı konvekslik türlerine sahip diferansiyellenebilir fonksiyon-

lar için kesirli integral operatörlerini içeren yeni ve kapsamlı integral eşitsizlikleri ortaya

koyarak hem eşitsizlikler kuramına hem de konveks analiz literatürüne anlamlı katkılar sun-

maktadır.

2025, ?? sayfa

Anahtar Kelimeler: Eşitsizlikler, konveks fonksiyonlarda integral eşitsizlikler, konveks fonk-

siyon, eksponansiyel konveks fonksiyon, trigonometrik konveks fonksiyon,h konveks fonk-

siyon, s-konveks fonksiyon.
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ABSTRACT

MASTER’S THESIS

INTEGRAL INEQUALITIES INVOLVING FRACTIONAL INTEGRAL

OPERATORS FOR CERTAIN DIFFERENTIABLE TYPES OF CONVEX

FUNCTION CLASSES

Jury: Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMİR

Jury: Prof. Dr. Mustafa GÜRBÜZ

Jury: Doc. Dr. Abdullah ÇAĞMAN

In this thesis, new integral inequalities involving fractional integral operators have

been obtained for certain differentiable classes of convex functions. The concept of convex

functions plays a central role in many areas of analysis, as well as having significant appli-

cations in inequality theory. In this context, specific types of convexity—such as exponential

convexity, trigonometric convexity, s-convexity, and h-convexity—have been considered,

and generalized forms of Hermite-Hadamard type inequalities have been derived for these

function classes.

In the first chapter, the historical development of the concept of convexity is pre-

sented. Starting from classical convexity, studies in the literature on various types of convex

functions have been evaluated, and the role of these functions in integral inequalities has been

discussed. This chapter is important for introducing the foundational research that guides the

topic of the thesis.

The second chapter, titled Theoretical Foundations, includes definitions and theorems

frequently used in the proof processes of the study. Relevant concepts from functional analy-

sis are presented in detail to provide the theoretical groundwork for the arguments developed

in subsequent sections.

The third chapter, Materials and Methods, presents specific lemmas, theorems, and

technical methods previously established in the literature, which guide the research findings.

This chapter systematically explains the analytical techniques used in the study and the mat-

hematical structures applied to generalize Hermite-Hadamard type inequalities.
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In the fourth chapter, titled Research Findings, original contributions of the thesis are

introduced in the form of new theorems. Various integral inequalities have been obtained

for exponential, trigonometric, h-convex, and s-convex function classes. Hölder, Young, and

Power Mean inequalities have been applied to these results to determine their bounds. Additi-

onally, results obtained for specific special functions and parameter selections are presented.

The fifth and final chapter, Discussion and Conclusion, emphasizes the original as-

pects and contributions of the study. The limitations of the work are discussed, and sugges-

tions for future research directions are provided.

In conclusion, this thesis presents new and comprehensive integral inequalities invol-

ving fractional integral operators for differentiable functions with various convexity proper-

ties, offering significant contributions to both inequality theory and the literature on convex

analysis.

2025, ?? pages

Key Words: Inequalities, integral inequalities for convex functions, convex function, expo-

nentially convex function, trigonometrically convex function, h-convex function, s-convex

function.
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zorluklar karşısında vazgeçmememe vesile olan kıymetli babam ve aynı zamanda ilkokul
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Sayın Başöğretmen Erol Bayram’a

en derin minnet ve şükranlarımı sunarım.
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1. GİRİŞ

Eşitsizlikler, matematiğin temel taşlarından biri olarak sadece matematik alanında

değil; mühendislik, istatistik, fizik, ekonomi ve optimizasyon gibi uygulamalı bilimlerde

de önemli uygulama alanlarına sahiptir. Bu alanlarda karşılaşılan pek çok problem, çeşitli

eşitsizliklerin sağlanması veya iyileştirilmesiyle çözülmektedir. Eşitsizlik teorisinin temel-

leri 20. yüzyılın başlarında Hardy, Littlewood ve Pólya’nın yazdığı “Inequalities” adlı klasik

eserle atılmıştır Hardy et al. (1952). Daha sonra Beckenbach ve Bellman Beckenbach and

Bellman (1961), Mitrinović Mitrinovic (1970), Mitrinović ve arkadaşları Mitrinovic et al.

(1993), ve Pachpatte Pachpatte (2005) tarafından eşitsizlikler üzerine kapsamlı çalışmalar

gerçekleştirilmiştir.

Konveks fonksiyonlar eşitsizlik teorisinin en çok araştırılan konularından biridir. Hermite-

Hadamard tipi integral eşitsizliği, konveks fonksiyonlara uygulanan en klasik ve temel eşit-

sizliklerden biri olarak bilinir. Bu eşitsizlik, ilk olarak Hermite tarafından 1881’de önerilmiş,

daha sonra Hadamard tarafından ispatlanarak literatüre kazandırılmıştır. Jensen’in 1906 ta-

rihli eşitsizliği ile birlikte, konveks fonksiyonlar için integral eşitsizlikleri araştırmaları hız

kazanmıştır.

Zaman içinde konveks fonksiyon kavramı genelleştirilerek birçok yeni konvekslik

sınıfı tanımlanmıştır. Bunlar arasında s-konvekslik Breckner (1978), h-konvekslik Varošanec

(2007), eksponansiyel konvekslik Awan et al. (2018) ve trigonometrik konvekslik gibi sınıflar

yer almaktadır. Bu yeni yapıların her biri için Hermite-Hadamard tipi eşitsizliklerin özel

biçimleri türetilmiş ve elde edilen sonuçların fonksiyonel analizdeki yeri derinleşmiştir.

S. S. Dragomir’in çalışmaları, özellikle Hermite-Hadamard tipi eşitsizliklerin genel-

leştirilmesi ve çeşitli konvekslik türleri üzerindeki uygulamaları açısından öncü niteliktedir

Dragomir and Pearce (2000, 1998).

Bu tez çalışmasında, diferansiyellenebilir bazı farklı türden konveks fonksiyon sı-

nıfları için (eksponansiyel konveks fonksiyonlar, trigonometrik konveks fonksiyonlar, s-

konveks fonksiyonlar ve h-konveks fonksiyonlar) Hermite-Hadamard tipi integral eşitsizlik-

lerin genelleştirilmiş biçimleri elde edilmiştir. Bu eşitsizliklerin sınırları, klasik Hölder eşit-

sizliği, Power Mean eşitsizliği ve Young eşitsizliği yardımıyla daraltılmış ve literatürde daha

önce verilmiş bazı eşitsizliklere alternatif yeni sınırlar kazandırılmıştır. Ayrıca özel fonksi-
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yonlar için bu sınırlar somut örneklerle desteklenmiş, böylece literatüre yeni teoremler ve bu

teoremlerden türetilmiş yeni sonuçlar kazandırılmıştır.

Bu kapsamda, tezin ilk bölümünde eşitsizlik kuramı ve konveks fonksiyonların tarih-

çesi aktarılmış, ikinci bölümde kuramsal temeller oluşturulmuş; üçüncü bölümde materyal

ve yöntemler sunulmuş, dördüncü bölümde ise araştırma bulguları detaylı biçimde verilmiş-

tir. Özellikle araştırma bulguları kısmı, yeni eşitsizliklerin ve bunların uygulanabilirliğinin

matematiksel ispatlarla ortaya konduğu bölümdür.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bölümde, çalışmanın kuramsal altyapısını oluşturan ve literatürde yaygın olarak

bilinen bazı temel tanım ve teoremlere yer verilmiştir. Söz konusu tanım ve teoremler, tezin

ilerleyen bölümlerinde geliştirilen eşitsizliklerin ispatında ve elde edilen sonuçların yorum-

lanmasında önemli bir rol oynamaktadır. Bu nedenle, tezin bütünlüğü açısından bu temel

kavramların açık ve sistematik biçimde sunulması gerekli görülmüştür.

2.1. Genel Kavramlar

Tanım 2.1 (Konveks Küme): L bir doğrusal uzay ve B ⊆ L olsun. Eğer her u, v ∈ B için

θ ∈ [0, 1] aralığında

θu+ (1− θ)v ∈ B

koşulu sağlanıyorsa, B kümesi konveks olarak adlandırılır.

Eşitsizlik teorisi için büyük önem taşıyan ve özellikle bu alanda sıklıkla kullanılan konveks-

lik kavramından birçok bilim adamı büyük ölçüde yararlanmaktadır. Konveks fonksiyonların

tanımı aşağıdaki gibi verilmektedir:

Tanım 2.2 (Konveks Fonksiyon): Gerçek sayılar kümesi üzerinde tanımlı J ⊂ R aralığı

üzerinde verilen g : J → R fonksiyonu için, her x1, x2 ∈ J ve α ∈ [0, 1] için

g(αx1 + (1− α)x2) ≤ αg(x1) + (1− α)g(x2)

eşitsizliği sağlanıyorsa, g fonksiyonu konveks olarak adlandırılır (Pečarić and Tong, 1992).

I üzerinde tanımlanan bir f fonksiyonunun konveks olması demek geometrik olarak (a, f(a))

ve (b, f(b)) noktalarını içeren I üzerindeki doğru parçasının f ’nin grafiğinin üst kısmında

yer almasıdır.

Tanım 2.3 (Eksponansiyel Konveks Fonksiyon): f : K ⊆ R → R, a, b ∈ K γ ∈ [0, 1] veα ∈

R iken fonksiyonu eğer;

f((1− γ)a+ γb) ≤ (1− γ)
f(a)

eαa
+ γ

f(b)

eαb
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eşitsizliği sağlanıyorsa f fonksiyonuna eksponansiyel konveks fonksiyon denir.( Awan et al.

(2018) ). α = 0 alınırsa eksponansiyel konveks fonksiyon tanımı konveks fonksiyona dönüşür

Tanım 2.4 (Trigonometrik Konveks Fonksiyon): Negatif olmayan bir f fonksiyonunda f :

I → R, x, y ∈ I ve t ∈ [0, 1] olmak üzere eğer

f(tx+ (1− t )y) ≤ sin(
πt

2
)f(x) + cos(

πt

2
)f(y)

eşitsizliğini sağlıyorsa f ’ye trigonometrik konveks fonksiyon denir.KADAKAL (2018).

Tanım 2.5 (Birinci anlamda s -konveks fonksiyon): α, β ≥ 0, αs + βs = 1 ve s ∈ (0, 1]

olmak üzere tüm u, v ∈ R+ için f : R+ → R fonksiyonu eğer

f(αu+ βv) ≤ αsf(u) + βsf(v)

eşitsizliğini sağlıyorsa f ’ye birinci anlamda s -konveks fonksiyon denir.

Bu fonksiyonların sınıfı K1
s ile gösterilir Hudzik and Maligranda (1994).

Tanım 2.6 (h -konveks fonksiyon): h : J ⊆ R → R negatif olmayan bir fonksiyon olsun.

Negatif olmayan f : I → R fonksiyonu µ1, µ2 ∈ I, θ ∈ (0, 1) olmak üzere

f(θµ1 + (1− θ)µ2) ≤ h(θ)f(µ1) + h(1− θ)f(µ2)

eşitsizliğini sağlıyorsa f ’ye h -konveks fonksiyon veya SX(h, I) sınıfına aittir denir (Varo-

šanec, 2007).

h(θ) = θ alınırsa, tüm negatif olmayan konveks fonksiyonlar SX(h, I) sınıfına aittir;

h(θ) = 1
θ

alınırsa, SX(h, I) = Q(I);h(θ) = 1 alınırsa, SX(h, I) ⊇ P (I) ve h(θ) = θs, s ∈

(0, 1) alınırsa SX(h, I) ⊇ K2
s olacağı açıktır.

Tanım 2.7 (Beta Fonksiyonu):

β(µ1, µ2) =

∫ 1

0

tµ1−1(1− t)µ2−1dt, µ1, µ2 > 0

şeklindedir. Bu eşitlik Euler tipi Beta fonksiyonu yada birinci çeşit Euler integrali olarak

adlandırılır (Dragomir et al., 1999a).

Teorem 2.1 (Üçgen Eşitsizliği): (Mitrinovic et al., 1993). Herhangi µ1, µ2 reel sayıları için

|µ1 + µ2| ≤ |µ1|+ |µ2|,

||µ1| − |µ2|| ≤ |µ1 − µ2|,

||µ1| − |µ2|| ≤ |µ1 + µ2|,
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ve tümevarım metoduyla

|µ1 + . . .+ µn| ≤ |µ1|+ . . .+ |µn|

eşitsizlikleri geçerlidir (Mitrinovic et al., 1993).

Teorem 2.2 (Üçgen Eşitsizliğinin İntegral Biçimi): g fonksiyonu, [a, b] aralığında sürekli

ve reel değerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir:∣∣∣∣∫ b

a

g(µ) dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|g(µ)| dµ (a < b)

Bu eşitsizlik, sürekli fonksiyonlar için integral alma işleminin mutlak değeriyle, mutlak de-

ğerli fonksiyonun integrali arasındaki ilişkiyi ifade eder (Mitrinovic et al., 1993).

Teorem 2.3 (İntegraller için Hölder Eşitsizliği): p > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 olsun. f ve g, [a, b] ara-

lığında tanımlı reel fonksiyonlar, |f |p ve |g|q, [a, b] aralığında integrallenebilir fonksiyonlar

ise ∫ b

a

|f(µ)g(µ)|dµ ≤
(∫ b

a

|f(µ)|pdµ
) 1

p
(∫ b

a

|g(µ)|qdµ
) 1

q

eşitsizliği geçerlidir (Mitrinovic et al., 1993).

Benzer şekilde çift katlı integraller için Hölder eşitsizliği aşağıdaki gibi ifade edile-

bilir: ∫ b

a

∫ b

a

|f(µ1, µ2)g(µ1, µ2)|dµ1dµ2 ≤
(∫ b

a

∫ b

a

|f(µ1, µ2)|pdµ1dµ2

) 1
p

×
(∫ b

a

∫ b

a

|g(µ1, µ2)|qdµ1dµ2

) 1
q

.

Ayrıca Hölder eşitsizliğinin bir sonucu olan power mean eşitsizliği de aşağıdaki gibi

ifade edilir.

Sonuç 2.1 (Power Mean Eşitsizliği): q ≤ 1 olsun. f ve g, [a, b] aralığında tanımlı reel fonk-

siyonlar, |f | ve |g|q, [a, b] aralığında integrallenebilir fonksiyonlar ise∫ b

a

|f(µ)g(µ)|dµ ≤
(∫ b

a

|f(µ)|dµ
)1− 1

q
(∫ b

a

|f(µ)||g(µ)|qdµ
) 1

q

eşitsizliği geçerlidir.

Benzer şekilde çift katlı integraller için power mean eşitsizliği aşağıdaki gibi ifade

edilebilir:∫ b

a

∫ b

a

|f(µ1, µ2)g(µ1, µ2)|dµ1dµ2

≤
(∫ b

a

∫ b

a

|f(µ1, µ2)|dµ1dµ2

)1− 1
q
(∫ b

a

∫ b

a

|f(µ1, µ2)||g(µ1, µ2)|qdµ1dµ2

) 1
q

.
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Teorem 2.4 (Young Eşitsizliği): f, c > 0 için [0, c] üzerinde tanımlı gerçek değerli, sürekli

ve artan fonksiyon olsun . Eğer f(0) = 0, a ∈ [0, c], ve b ∈ [0, f(c)] için ünlü Young

eşitsizliği aşağıdaki gibidir: ∫ a

0

f(x)dx+

∫ b

0

f−1(x)dx ≥ ab,

Burada f−1, f fonksiyonunun tersidir. Eğer f(b) = f(a) ise eşitsizlik eşitliğe dönüşür.

f ’i kuvvet fonksiyonu olan f(x) = xp−1 seçersek, a, b ≥ 0, p > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1.

şartları altında:
ap

p
+

(
p− 1

p

)
bp/p−1 ≥ ab,

Benzer şekilde;

ap

p
+
bq

q
≥ ab,

(Mitrinovic et al., 1993).

2.2. Özel Fonksiyonlar

Tanım 2.8 (Gama Fonksiyonu): α > 0 için

Γ(α) =

∫ ∞

0

σα−1eσdσ

fonksiyona Gama Fonksiyonu denir (Kannappan, 2009)

Tanım 2.9 (Beta Fonksiyonu): φ, α > 0 için

β(φ, α) =

∫ 1

0

σφ−1(1− σ)α−1dσ

şeklinde tanımlanan fonksiyona beta fonksiyonu denir (Rainville, 1971)

2.3. Farklı Türden Bazı Konveks Fonksiyonlar İçin İntegral

Eşitsizlikler

Teorem 2.5 I,R’de bir aralık, µ1, µ2 ∈ I ve µ1 < µ2 olmak üzere f : I ⊂ R → R konveks

bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

f

(
µ1 + µ2

2

)
≤ 1

µ2 − µ1

∫ µ2

µ1

f(z)dz ≤ f(µ1) + f(µ2)

2

eşitsizliği literatürde konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliği olarak bilinir

(Pečarić and Tong, 1992).
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3. MATERYAL VE YÖNTEM

Bu bölümde, çalışmanın temelini oluşturan yöntemsel yaklaşımlar açıklanmakta ve

elde edilen bulgulara ışık tutacak şekilde literatürde yer alan bazı lemma ve teoremler su-

nulmaktadır. İlgili eşitsizliklerin ispatında kullanılan analitik teknikler, integral eşitsizlikleri

kuramı bağlamında ele alınacak ve çalışmada elde edilen sonuçların dayandığı matematiksel

altyapı ayrıntılı biçimde ortaya konacaktır.

Lemma 3.1 g : [u, v] → R biçiminde tanımlı ve (u, v) aralığında türevlenebilir bir fonksi-

yon olmak üzere, u < v koşulu sağlansın. Eğer g′ ∈ L[u, v] ise, bu durumda her x ∈ [u, v]

ve α > 0 için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir:

(
(x− u)α + (v − x)α

v − u

)
g(x)− Γ(α + 1)

v − u

[
Jα
x g(u) + Jα

x+g(v)
]

=
(x− u)α+1

v − u

∫ 1

0

zαg′ (zx+ (1− z)u) dz − (v − x)α+1

v − u

∫ 1

0

zαg′ (zx+ (1− z)v) dz

(3.1)

Burada Γ(α) =
∫∞
0
e−zzα−1 dz. (Set, 2012)

İspat Kısmi integrasyon yöntemi kullanılarak aşağıdaki ifadeler elde edilir:∫ 1

0

zαg′ (zx+ (1− z)u) dz = zα
g(zx+ (1− z)u)

x− u

∣∣∣1
0
−
∫ 1

0

αzα−1 g(zx+ (1− z)u)

x− u
dz

=
g(x)

x− u
− α

x− u

∫ 1

0

(u− w)α−1 g(w)

(u− x)α−1
dw

=
g(x)

x− u
− αΓ(α)

(x− u)α+1
· 1

Γ(α)

∫ x

u

(r − u)α−1g(r) dr (3.2)

∫ 1

0

zαg′ (zx+ (1− z)v) dz = zα
g(zx+ (1− z)v)

x− v

∣∣∣1
0
−
∫ 1

0

αzα−1 g(zx+ (1− z)v)

x− v
dz

=
g(x)

x− v
− α

x− v

∫ x

v

(v − r)α−1g(r)dr

=
g(x)

x− v
− αΓ(α)

(v − x)α+1
· 1

Γ(α)

∫ v

x

(v − r)α−1g(r) dr (3.3)

Yukarıdaki (3.2) ve (3.3) numaralı eşitliklerin her iki tarafı sırasıyla

(x− u)α+1

v − u
ve

(v − x)α+1

v − u
, ile çarpıldığında, aşağıdaki sonuçlar elde edilir:
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(x− u)α+1

v − u

∫ 1

0

zαg′ (zx+ (1− z)u) dz =
(x− u)αg(x)

v − u
− Γ(α + 1)

v − u
Jα
x g(u) (3.4)

(v − x)α+1

v − u

∫ 1

0

zαg′ (zx+ (1− z)v) dz =
(v − x)αg(x)

v − u
+

Γ(α + 1)

v − u
Jα
x+g(v) (3.5)

(3.4) ve (3.5) numaralı eşitliklerden istenilen sonuç elde edilir.

Teorem 3.1 g : [u, v] ⊂ [0,∞) → R, (u, v) aralığında türevlenebilir bir fonksiyondur ve

u < v olmak üzere g′ ∈ L[u, v] sağlanıyor.

Eğer |g′|q, sabit bir s ∈ (0, 1) için [u, v] aralığında ikinci türden s-konveks ise, p > 1,

q > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 koşulları sağlanıyorsa ve ayrıca

|g′(x)| ≤M, tüm x ∈ [u, v]

ise, aşağıdaki kesirli integral eşitsizliği geçerlidir:

∣∣∣∣((x− u)α + (v − x)α

v − u

)
g(x)− Γ(α + 1)

v − u

[
Jα
x g(u) + Jα

x+g(v)
]∣∣∣∣

≤ M

(1 + pα)1/p

(
2

α + 1

)1/q (
(x− u)α+1 + (v − x)α+1

v − u

)
(3.6)

Burada α > 0 ve Γ Euler gamma fonksiyonudur. (Set, 2012)

Teorem 3.2 g : [u, v] ⊂ [0,∞) → R, (u, v) aralığında türevlenebilir bir fonksiyondur ve

u < v olmak üzere g′ ∈ L[u, v] sağlanıyor.

Eğer |g′|q, sabit bir s ∈ (0, 1) için [u, v] aralığında ikinci türden s-konveks ise, p > 1,

q > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 koşulları sağlanıyorsa ve ayrıca

|g′(x)| ≤M, tüm x ∈ [u, v]

ise, aşağıdaki kesirli integral eşitsizliği geçerlidir:

∣∣∣∣((x− u)α + (v − x)α

v − u

)
g(x)− Γ(α + 1)

v − u

[
Jα
x g(u) + Jα

x+g(v)
]∣∣∣∣

≤ M

(1 + pα)1/p

(
2

α + 1

)1/q (
(x− u)α+1 + (v − x)α+1

v − u

)
(3.7)

Burada α > 0 ve Γ Euler gamma fonksiyonudur. (Set, 2012)
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Lemma 3.2 g : J = [v1, v2] ⊂ R → R biçiminde tanımlı bir fonksiyon, J aralığında

türevlenebilir olsun. Burada v1, v2 ∈ J ve v1 < v2 koşulları sağlanmaktadır.

Eğer g′ ∈ L1[v1, v2], γ ∈ [0, 1] ve α, β ∈ R+ ise, aşağıdaki kesirli özdeşlik geçerlidir:

(x− v1)
αβ
k + (v2 − x)

αβ
k

α
βk
(v2 − v1)

g(x)− Γk(β + k)

v2 − v1

[
β

k
Jα
x−g(v1) +

β

k
Jα
x+g(v2)

]
=

(x− v1)
αβ
k
+1

v2 − v1

∫ 1

0

[1− (1− γ)α]
β
k g′ (γx+ (1− γ)v1) dγ

+
(v2 − x)

αβ
k
+1

v2 − v1

∫ 1

0

[1− (1− γ)α]
β
k g′ (γx+ (1− γ)v2) dγ. (3.8)

(Tariq et al., 2023)

İspat Tanımlayalım:

I1 =

∫ 1

0

[1− (1− γ)α]
β
k g′ (γx+ (1− γ)v1) dγ

Kısmi integrasyon uygulanırsa:

I1 =
[
(1− (1− γ)α)

β
k g(γx+ (1− γ)v1)

]1
0

−
∫ 1

0

g(γx+ (1− γ)v1)(x− v1) (1− (1− γ)α)
β
k
−1 (1− γ)α−1 dγ

Buradan

I1 =
1

αβk
g(x)(x− v1)−

Γk(β + k)

(x− v1)
αβ
k
+1

· β
k
Jα
x−g(v1) (3.9)

Benzer şekilde:

I2 = − 1

αβk
g(x)(v2 − x) +

Γk(β + k)

(v2 − x)
αβ
k
+1

· β
k
Jα
x+g(v2) (3.10)

Buradan, (3.9) eşitliği
(x− v1)

αβ
k
+1

v2 − v1
ile ve (3.10) eşitliği

(v2 − x)
αβ
k
+1

v2 − v1
ile çarpılıp

çıkarılırsa, sonuç elde edilir.

Teorem 3.3 g : [v1, v2] → R fonksiyonu, J ⊂ R aralığında türevlenebilir olsun. Burada

v1 < v2 ve v1, v2 ∈ J; ayrıca α, β, k > 0 olsun. g′ ∈ L1[v1, v2] ve g′ fonksiyonu [v1, v2] üze-

rinde yarı konvekstir (quasi-convex), bu durumda aşağıdaki kesirli integral eşitsizliği sağla-

nır:

(x− v1)
αβ
k + (v2 − x)

αβ
k

α
βk
(v2 − v1)

g(x)− Γk(β + k)

v2 − v1

[
β

k
Jα
x−g(v1) +

β

k
Jα
x+g(v2)

]
≤

g
(
1
α
, β
k
+ 1
)

(v2 − v1)
αβ
k
+1

·[
(x− v1)

αβ
k
+1 max {|g′(x)|, |g′(v1)|} + (v2 − x)

αβ
k
+1 max {|g′(x)|, |g′(v2)|}

]
(3.11)

(Tariq et al., 2023)
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İspat Lemma 3.2 eşitliğinin sol tarafı A olarak tanımlansın. Lemma 3.2 eşitliği ve |g′| fonk-

siyonunun yarı konveks olması dikkate alınarak:

|A| ≤ (x− v1)
αβ
k
+1

v2 − v1

∫ 1

0

[1− (1− γ)α]
β
k |g′(γx+ (1− γ)v1)| dγ

+
(v2 − x)

αβ
k
+1

v2 − v1

∫ 1

0

[1− (1− γ)α]
β
k |g′(γx+ (1− γ)v2)| dγ (3.12)

Yarı konvekslik özelliğine göre:∫ 1

0

[1− (1− γ)α]
β
k |g′(γx+ (1− γ)u)| dγ ≤

∫ 1

0

[1− (1− γ)α]
β
k max {|g′(x)|, |g′(u)|} dγ

(3.13)

Benzer şekilde:∫ 1

0

[1− (1− γ)α]
β
k |g′(γx+ (1− γ)v2)| dγ ≤

∫ 1

0

[1− (1− γ)α]
β
k max {|g′(x)|, |g′(v2)|} dγ

(3.14)

Şimdi, değişken dönüşümü olarak y = (1− γ)α alınırsa:∫ 1

0

[1− (1− γ)α]
β
k dγ =

1

α
· 1

β
k

g

(
1

α
,
β

k
+ 1

)
=

1

α · β
k

g

(
1

α
,
β

k
+ 1

)
(3.15)

(3.13) , (3.14) ve (3.15) eşitsizlikleri birlikte kullanılarak, teoremde belirtilen sonuç elde

edilir.

Lemma 3.3 Verilen g : I ⊂ R → R fonksiyonu, açık aralık I◦ üzerinde iki kez türevlenebilir

olsun. Eğer a, b ∈ I ve a < b olmak üzere g′′ ∈ L1[a, b] koşulu sağlanıyorsa, bu durumda

aşağıdaki eşitlik geçerlidir.

g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(x) dx =
(b− a)2

2

∫ 1

0

t(1− t) g′′ (ta+ (1− t)b) dt. (3.16)

(Alomari et al., 2009)

Lemma 3.4 g : J ⊂ R → R bir fonksiyon ve J◦ aralığında türevlenebilir olsun. u, v ∈ J

olmak üzere ve u < v varsayılsın. Eğer g′ ∈ L([u, v]) ise, her θ ∈ [0, 1] ve y ∈ [u, v] için

aşağıdaki eşitlik geçerlidir:

(1− θ)g(y) + θ · g(u) + g(v)

2
− 1

v − u

∫ v

u

g(s) ds

=
(y − u)2

v − u

∫ 1

0

(
r − θ

2
· y − u

v − u

)
g′ (ry + (1− r)u) dr

− (v − y)2

v − u

∫ 1

0

(
r − θ

2
· v − y

v − u

)
g′ (ry + (1− r)v) dr. (3.17)

(Liu, 2012)
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İspat

(1− θ)g(y) + θ
g(u) + g(v)

2
− 1

v − u

∫ v

u

g(r) dr

=
1

v − u

{∫ y

u

[
r −

(
u+ θ

v − u

2

)]
g′(r) dr +

∫ v

y

[
r −

(
v − θ

v − u

2

)]
g′(r) dr

}
.

(3.18)

Burada r = u+ (y− u)s, ve r = v− (v− y)s değişken dönüşümleri yapılır, integral

sınırları s ∈ [0, 1] aralığında tanımlanırsa bu değişken dönüşümleri sonucunda integraller

hesaplandığında, denklem (3.18) ifadesi doğrudan Lemma3.4 eşitliğine dönüşür. Böylece

ispat tamamlanır.

Lemma 3.5 τ + θ > 0 ve ν > 0 olmak üzere, g ∈ Lθ[s, t] fonksiyonu için aşağıdaki eşitlik

sağlanır:

g(s) + g(t)

2
− (τ + θ)ν(Γ(ν + 1)

(4(tτ+θ − sτ+θ))ν
[
τθKs

ν +H(t) + τθKt
ν −H(s)

]
=

t− s

4(tτ+θ − sτ+θ)ν

∫ 1

0

∆ν
τ+θ(η) g

′(ηs+ (1− η)t
)
dη, (3.19)

burada

∆ν
τ+θ(η) =

[
(ηs+ (1− η)t)τ+θ − sτ+θ

]ν − [(ηt+ (1− η)s)τ+θ − sτ+θ
]ν

+
[
tτ+θ − ((1− η)s+ ηt)τ+θ

]ν − [tτ+θ − ((1− η)t+ ηs)τ+θ
]ν
.

Açıklama: Burada Γ Gamma fonksiyonunu, g′ ise g fonksiyonunun türevini göster-

mektedir. FonksiyonlarKs
ν ,Kt

ν ,H(s) veH(t) ise probleme özel tanımlanmış fonksiyonlardır.

(Khan and Khan, 2020)

İspat Kısmi integrasyon yöntemi yardımıyla aşağıdaki eşitliği elde ederiz:

τθKs
ν +H(t) =

(tτ+θ − sτ+θ)ν

(τ + θ)νΓ(ν + 1)
H(s)

+
(t− s)ν

(τ + θ)νΓ(ν + 1)

∫ 1

0

[
tτ+θ − ((1− η)s+ ηt)τ+θ

]ν
H ′(ηt+ (1− η)s) dη.

(3.20)

Benzer şekilde,

τθKt
ν −H(s) =

(tτ+θ − sτ+θ)ν

(τ + θ)νΓ(ν + 1)
H(t)

− (t− s)ν

(τ + θ)νΓ(ν + 1)

∫ 1

0

[
((1− η)s+ ηt)τ+θ − sτ+θ

]ν
H ′(ηt+ (1− η)s) dη.

(3.21)
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Denklem (3.20) ve (3.21)’yi kullanarak aşağıdaki eşitlik elde edilir:

4(tτ+θ − sτ+θ)ν

t− s

[
g(s) + g(t)

2
− τ + θ

νΓ(ν + 1)
(tτ+θ − sτ+θ)ν

(
τθKt

ν −H(s) + τθKs
ν +H(t)

)]
=

∫ 1

0

{
[((1− η)s+ ηt)τ+θ − sτ+θ]ν − [tτ+θ − ((1− η)s+ ηt)τ+θ]ν

}
H ′(ηt+ (1− η)s) dη.

(3.22)

Ayrıca, aşağıdaki bağıntı geçerlidir:

H ′(ηt+ (1− η)s) = g′(ηt+ (1− η)s)− g′(ηs+ (1− η)t), η ∈ [0, 1]. (3.23)

Buna ek olarak,∫ 1

0

[
((1− η)s+ ηt)τ+θ − sτ+θ

]ν
H ′(ηt+ (1− η)s) dη

=

∫ 1

0

[
((1− η)t+ ηs)τ+θ − sτ+θ

]ν
g′(ηs+ (1− η)t) dη

−
∫ 1

0

[
((1− η)s+ ηt)τ+θ − sτ+θ

]ν
g′(ηs+ (1− η)t) dη. (3.24)

ve ∫ 1

0

[
tτ+θ − ((1− η)s+ ηt)τ+θ

]ν
H ′(ηt+ (1− η)s) dη

=

∫ 1

0

[
tτ+θ − ((1− η)t+ ηs)τ+θ

]ν
g′(ηs+ (1− η)t) dη

−
∫ 1

0

[
tτ+θ − ((1− η)s+ ηt)τ+θ

]ν
g′(ηs+ (1− η)t) dη. (3.25)

Son olarak,(3.22), (3.23)ve (3.25) denklemleri birlikte kullanılarak istenilen sonuç

elde edilir.

Teorem 3.4 g : [s, t] → R aralığında tanımlı, konform olarak integrallenebilir bir fonksiyon

olsun ve |g′(x)| fonksiyonu konveks olsun. ν > 0 ve τ + θ > 0 şartları altında aşağıdaki

eşitsizlik sağlanır:

g(s) + g(t)

2
− (τ + θ)

νΓ(ν + 1)

(
4(tτ+θ − sτ+θ)

)ν (
τθKs

ν +H(t) + τθKt
ν −H(s)

)
≤ Kτ+θ

ν (s, t)

4(t− s)(tτ+θ − sτ+θ)ν
(|g′(s)|+ |g′(t)|) , (3.26)

burada

Kτ+θ
ν (s, t) = Ων

1(t, t, τ + θ) + Ων
2(s, s, τ + θ)− Ων

2(t, s, τ + θ)− Ων
1(s, t, τ + θ).

Not: Burada Γ(·) Gamma fonksiyonunu, H(x) uygun şekilde tanımlanmış integral

fonksiyonu, Ks
ν , K

t
ν ise fractional (kesirli) integral operatörleriyle ilişkili katsayıları göster-

mektedir. Ων
1 ve Ων

2 terimleri ise literatürde tanımlı özel çekirdek fonksiyonlardır.(Khan and

Khan, 2020)
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İspat (3.19) eşitiği ve |H ′|’nin konveksliği kullanılarak aşağıdaki eşitsizlik elde edilir:

H(s) +H(t)

2
− (t− s)θ(T (t) + 1)

4Γ(θ + 1)

[
Kθ

rH(t) +Kθ
rH(s)

]
≤ t− s

4(tτ+θ − sτ+θ)ν

∫ 1

0

|Λν
τ+θ(η)|H ′(ηs+ (1− η)|dη

≤ t− s

4(tτ+θ − sτ+θ)ν

(
|H ′(s)|

∫ 1

0

η|Λν
τ+θ(η)|dη + |H ′(t)|

∫ 1

0

(1− η)|Λν
τ+θ(η)|dη

)
(3.27)

Burada ∫ 1

0

η|Λν
τ+θ(η)|dη =

1

(t− s)2

∫ t

s

|ψ(u)|(t− u)du

ve

ψ(u) = (uτ+θ−sτ+θ)ν−((t+s−u)τ+θ−sτ+θ)ν+(tτ+θ−(s+t−u)τ+θ)ν−(tτ+θ−uτ+θ)ν .

ψ(u) fonksiyonu, [s, t] aralığında artan bir fonksiyondur. Bu nedenle

ψ(s) = −2(tτ+θ − sτ+θ)ν < 0,

ve

ψ

(
s+ t

2

)
= 0

olduğundan,  ψ(u) ≤ 0 eğer s ≤ u ≤ s+t
2
,

ψ(u) > 0 eğer s+t
2
< u ≤ t.

Bu durumda, ∫ 1

0

η|Λν
τ+θ(η)|dη =

1

(t− s)2

∫ t

s

|ψ(u)|(t− u)du

=
1

(t− s)2

[
−
∫ s+t

2

s

ψ(u)(t− u)du+

∫ t

s+t
2

ψ(u)(t− u)du

]
(3.28)

=
1

(t− s)2
[K1 +K2 +K3 +K4]
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Burada:

K1 = −
∫ s+t

2

s

(t− u)(uτ+θ − sτ+θ)ν du+

∫ t

s+t
2

(t− u)(uτ+θ − sτ+θ)ν du (3.29)

K2 =

∫ s+t
2

s

(t− u)((t+ s− u)τ+θ − sτ+θ)ν du+

∫ t

s+t
2

(t− u)((t+ s− u)τ+θ − sτ+θ)ν du

(3.30)

K3 = −
∫ s+t

2

s

(t− u)((t+ s− u)τ+θ)ν du+

∫ t

s+t
2

(t− u)(tτ+θ − (s+ t− u)τ+θ)ν du

(3.31)

K4 =

∫ s+t
2

s

(t− u)(s+ t− u)τ+θ)ν du+

∫ t

s+t
2

(t− u)(tτ+θ − uτ+θ)ν du (3.32)

Buradan:

K1 = −Ων
2(t, s, τ + θ), K4 = Ων

1(t, t+ τθ).

Değişken dönüşümüyle v = s+ t− u alınarak aşağıdaki eşitlikler elde edilir:

K2 = −Ων
2(s, s, τ + θ), K3 = −Ων

1(s, t+ τθ), .

Bu ifadeler (4.2) eşitsizliğine yerleştirilirse,∫ 1

0

η|Λν
τ+θ(η)|dη

=
−Ων

2(t, s, τ + θ) + Ων
1(t, t+ τ + θ) + Ων

2(s, s+ τ + θ)− Ων
1(s, t+ τ + θ)

(t− s)2
(3.33)

Benzer şekilde,∫ 1

0

(1− η)|Λν
τ+θ(η)|dη

=
+Ων

2(s, s, τ + θ)− Ων
2(t, s+ τ + θ) + Ων

1(t, t+ τ + θ)− Ων
1(s, t+ τ + θ)

(t− s)2
(3.34)

Eşitlikleri elde edilir. Sonuç olarak, (4.2), (4.7) ve (4.8) ifadeleri birlikte kullanıldığında ispat

tamamlanmış olur.
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Lemma 3.6 g : [u, v] → R sürekli türevlenebilir bir fonksiyon olsun ve g(n−1), [u, v] aralı-

ğında mutlak sürekli olsun. O hâlde her x ∈ [u, v] için aşağıdaki integral özdeşliği sağlanır:∫ v

u

g(t) dt =

n∑
r=0

[
(v − x)r+1 + (−1)r(x− u)r+1

(r + 1)!

]
g(r)(x) + (−1)n

∫ v

u

Mn(x, t)g
(n)(t) dt

(3.35)

Burada, çekirdek fonksiyon Mn : [u, v]2 → R, x ∈ [u, v] ve n ∈ N, n ≥ 1 aşağıdaki şekilde

tanımlanır:

Mn(x, t) =


(t− u)n

n!
, eğer t ∈ [u, x]

(t− v)n

n!
, eğer t ∈ (x, v]

(Dragomir et al., 1999b)

Teorem 3.5 g : I → R sürekli n-defa türevlenebilir bir fonksiyon olsun ve g(n) ∈ L([u, v])

olmak üzere n ≥ 1 ve 0 < s ≤ 1. Eğer |g(n)| fonksiyonu s-φ-konveks ise, o hâlde her

x ∈ [u, v] için aşağıdaki eşitsizlik sağlanır:

∣∣∣∣∣
∫ v

u

g(t) dt−
n∑

r=0

[
(v − x)r+1 + (−1)r(x− u)r+1

(r + 1)!

]
g(r)(x)

∣∣∣∣∣
≤ (x− u)n+1

n!

(
1

n+ 1
|g(n)(u)|+ 1

n+ s+ 1
φ
(
|g(n)(u)|, |g(n)(x)|

))
+

(v − x)n+1

n!

(
|g(n)(x)|
n+ 1

+

n∑
r=0

(
n

r

)
(−1)r

r + s+ 1
φ
(
|g(n)(x)|, |g(n)(v)|

))
(3.36)

(Agarwal et al., 2022)

İspat (3.35) eşitsizliğinden, mutlak değerin özelliklerinden ve uygun değişken dönüşümle-

rinden (u = (1− t)u+ tx ve u = (1− t)x+ tv) faydalanılarak:

∣∣∣∣∣
∫ v

u

g(t) dt−
n∑

r=0

[
(v − x)r+1 + (−1)r(x− u)r+1

(r + 1)!

]
g(r)(x)

∣∣∣∣∣
≤
∫ x

u

(s− u)n

n!
|g(n)(s)| ds+

∫ v

x

(v − s)n

n!
|g(n)(s)| ds

=
(x− u)n+1

n!

∫ 1

0

tn|g(n)((1− t)u+ tx)| dt+ (v − x)n+1

n!

∫ 1

0

(1− t)n|g(n)((1− t)x+ tv)| dt

(3.37)
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s− φ konvekslik tanımı uygulandığında:∣∣∣∣∣
∫ v

u

g(t) dt−
n∑

r=0

[
(v − x)r+1 + (−1)r(x− u)r+1

(r + 1)!

]
g(r)(x)

∣∣∣∣∣
≤ (x− u)n+1

n!

∫ 1

0

tn
(
|g(n)(u)|+ tsφ

(
|g(n)(u)|, |g(n)(x)|

))
dt

+
(v − x)n+1

n!

∫ 1

0

(1− t)n
(
|g(n)(x)|+ tsφ

(
|g(n)(x)|, |g(n)(v)|

))
dt

=
(x− u)n+1

n!

(
1

n+ 1
|g(n)(u)|+ 1

n+ s+ 1
φ
(
|g(n)(u)|, |g(n)(x)|

))
+

(v − x)n+1

n!

(
|g(n)(x)|
n+ 1

+

n∑
r=0

(
n

r

)
(−1)r

1

r + s+ 1
φ
(
|g(n)(x)|, |g(n)(v)|

))
(3.38)

İntegral hesaplamaları yapılırsa ispat tamamlanır.
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI

Bu bölümde, eksponansiyel, trigonometrik ve h-konveks fonksiyon sınıfları üzerinde

yapılan analizler sonucunda Hermite-Hadamard tipi eşitsizliklerin yeni biçimleri elde edil-

miştir. Çalışmada, söz konusu eşitsizliklerin genelleştirilmesi amacıyla Hölder, Young ve

Power-Mean gibi temel eşitsizlikler kullanılarak literatüre katkı sağlayacak yeni integral eşit-

sizlikleri türetilmiştir. Bu kapsamda sunulan her bir sonuç, ilgili fonksiyon sınıfının karakte-

ristik özellikleri dikkate alınarak sistematik bir şekilde oluşturulmuştur.

Teorem 4.1 g : [a, b] → R fonksiyonu, (a, b) aralığında türevlenebilir ve eksponansiyel kon-

vekslik özelliğine sahip olsun; ayrıca a < b koşulu sağlansın. Eğer türevi g′, [a, b] üzerinde

Lebesgue integrallenebilir ise, o halde tüm x ∈ [a, b] ve her pozitif α > 0 için aşağıdaki

eşitsizlik geçerlidir:

(
(x− a)α + (b− x)α

b− a

)
g(x)− Γ(α + 1)

b− a

[
Jα
x g(a) + Jα

x+g(b)
]

≤ (x− a)α+1

b− a

[
1

α + 2

|g′(x)|
eαx

+

(
1

α + 1
− 1

α + 2

)
|g′(a)|
eαa

]
+

(b− x)α+1

b− a

[
1

α + 2

|g′(x)|
eαx

+

(
1

α + 1
− 1

α + 2

)
|g′(b)|
eαb

]
İspat Lemma3.1’den (3.1) eşitliğine ilk olarak üçgen eşitsizliği uygulanırsa:∣∣∣∣((x− a)α + (b− x)α

b− a

)
g(x)− Γ(α + 1)

b− a

[
Jα
x g(a) + Jα

x+g(b)
]∣∣∣∣

≤ (x− a)α+1

b− a

∫ 1

0

tα|g′ (tx+ (1− t)a) | dt +
(b− x)α+1

b− a

∫ 1

0

tα|g′ (tx+ (1− t)b) | dt

g fonksiyonuna eksponansiyel konveks fonksiyon özelliği uygulanırsa:

≤ (x− a)α+1

b− a

∫ 1

0

tα
(
t|g′(x)|
eαx

+
(1− t)|g′(a)|

eαa

)
dt

+
(b− x)α+1

b− a

∫ 1

0

tα
(
t|g′(x)|
eαx

(1− t)|g′(b)|
eαb

)
dt

≤ (x− a)α+1

b− a

[
1

α + 2

|g′(x)|
eαx

+

(
1

α + 1
− 1

α + 2

)
|g′(a)|
eαa

]
+

(b− x)α+1

b− a

[
1

α + 2

|g′(x)|
eαx

+

(
1

α + 1
− 1

α + 2

)
|g′(b)|
eαb

]
ispat tamamlanır.
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Sonuç 4.1 Verilen eşitsizlikte g′(a) = g′(b) için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir:∣∣∣∣((x− a)α + (b− x)α

b− a

)
g(x)− Γ(α + 1)

b− a

[
Jα
x g(a) + Jα

x+g(b)
]∣∣∣∣

≤
[
|g′(x)|
eαx

(
1

α + 2

)
+

|g′(a)|
eαa

(
1

α + 1
− 1

α + 2

)](
(x− a)α+1(b− x)α+1

b− a

)
Sonuç 4.2 Verilen eşitsizlikte g′(a) = g′(b) = g′(x) için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir:∣∣∣∣((x− a)α + (b− x)α

b− a

)
g(x)− Γ(α + 1)

b− a

[
Jα
x g(a) + Jα

x+g(b)
]∣∣∣∣

≤
(
(x− a)α+1(b− x)α+1

(b− a)(α + 1)

)
|g′(x)|
eαx

Teorem 4.2 g : J = [v1, v2] ⊂ R → R biçiminde tanımlı bir eksponansiyel konveks fonksi-

yon, J aralığında türevlenebilir olsun. Burada v1, v2 ∈ J ve v1 < v2 koşulları sağlanmak-

tadır. Ayrıca α > 0, β > 1. g′ ∈ L1[v1, v2], γ ∈ [0, 1] ve α, β ∈ R+ ise, aşağıdaki eşitsizlik

yazılır:∣∣∣∣∣(x− v1)
αβ
k + (v2 − x)

αβ
k

α
βk
(v2 − v1)

g(x)− Γk(β + k)

v2 − v1

[
β

k
Jα
x−g(v1) +

β

k
Jα
x+g(v2)

]∣∣∣∣∣
≤(x− v1)

αβ
k
+1

v2 − v1

[
|g(x)|
αβkeαx

(
1

2
− 1

αβ
k
+ 2

+
1

αβ
k
+ 1

)
+

|g(v1)|
αβkeαv1

(
1

2
+

1
αβ
k
+ 2

)]

+
(v2 − x)

αβ
k
+1

v2 − v1

[
|g(x)|
αβkeαx

(
1

2
− 1

αβ
k
+ 2

+
1

αβ
k
+ 1

)
+

|g(v2)|
αβkeαv2

(
1

2
+

1
αβ
k
+ 2

)]

İspat Lemma3.2’den (3.8) eşitliğine üçgen eşitsizliği uygulayalım:∣∣∣∣∣(x− v1)
αβ
k + (v2 − x)

αβ
k

α
βk
(v2 − v1)

g(x)− Γk(β + k)

v2 − v1

[
β

k
Jα
x−g(v1) +

β

k
Jα
x+g(v2)

]∣∣∣∣∣
≤(x− v1)

αβ
k
+1

v2 − v1

∫ 1

0

[1− (1− γ)α]
β
k |g′ (γx+ (1− γ)v1) |dγ

+
(v2 − x)

αβ
k
+1

v2 − v1

∫ 1

0

[1− (1− γ)α]
β
k |g′ (γx+ (1− γ)v2) |dγ.
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g fonksiyonuna eksponansiyel konveks fonksiyon özelliği uygulanırsa eşitsizliğin sağ tarafı:

≤(x− v1)
αβ
k
+1

v2 − v1

∫ 1

0

∣∣∣∣1− (1− γ)α

α

∣∣∣∣βk (γ |g(x)|eαx
+

(1− γ) |g(v1)|
eαv1

)
dγ

+
(v2 − x)

αβ
k
+1

v2 − v1

∫ 1

0

∣∣∣∣1− (1− γ)α

α

∣∣∣∣βk (γ |g(x)|eαx
+

(1− γ) |g(v2)|
eαv2

)
dγ

Teoremin şartları altında |1− (1− γ)α|β ≤ 1− (1− γ)αβ yazılabilir.Buna göre:∣∣∣∣∣(x− v1)
αβ
k + (v2 − x)

αβ
k

α
βk
(v2 − v1)

g(x)− Γk(β + k)

v2 − v1

[
β

k
Jα
x−g(v1) +

β

k
Jα
x+g(v2)

]∣∣∣∣∣
≤(x− v1)

αβ
k
+1

v2 − v1

(∫ 1

0

1− (1− γ)
αβ
k γ

α
β
k

|g(x)|
eαx

dγ +

∫ 1

0

(1− (1− γ)
αβ
k )(1− γ)

α
β
k

|g(v1)|
eαv1

dγ

)

+
(v2 − x)

αβ
k
+1

v2 − v1

(∫ 1

0

1− (1− γ)
αβ
k γ

α
β
k

|g(x)|
eαx

dγ +

∫ 1

0

(1− (1− γ)
αβ
k )(1− γ)

α
β
k

|g(v2)|
eαv2

dγ

)

(1− γ) = u değişken dönüşümü yapılarak integral çözülürse:∣∣∣∣∣(x− v1)
αβ
k + (v2 − x)

αβ
k

α
βk
(v2 − v1)

g(x)− Γk(β + k)

v2 − v1

[
β

k
Jα
x−g(v1) +

β

k
Jα
x+g(v2)

]∣∣∣∣∣
≤ (x− v1)

αβ
k
+1

v2 − v1

[
|g(x)|
αβkeαx

(
1

2
− 1

αβ
k
+ 2

+
1

αβ
k
+ 1

)
+

|g(v1)|
αβkeαv1

(
1

2
+

1
αβ
k
+ 2

)]

+
(v2 − x)

αβ
k
+1

v2 − v1

[
|g(x)|
αβkeαx

(
1

2
− 1

αβ
k
+ 2

+
1

αβ
k
+ 1

)
+

|g(v2)|
αβkeαv2

(
1

2
+

1
αβ
k
+ 2

)]

İspat tamamlanır.

Sonuç 4.3 Burada g(v1) = g(v2) = g(x) alınırsa aşağıdaki eşitsizlik elde edilir:∣∣∣∣∣(x− v1)
αβ
k + (v2 − x)

αβ
k

α
βk
(v2 − v1)

g(x)− Γk(β + k)

v2 − v1

[
β

k
Jα
x−g(v1) +

β

k
Jα
x+g(v2)

]∣∣∣∣∣
≤

(
(x− v1)

αβ
k
+1 + (v2 − x)

αβ
k
+1

v2 − v1

)(
|g(x)|
α

β
k eαx

)(
2k + αβ

k + αβ

)
Teorem 4.3 g : I ⊂ R → R fonksiyonu, I◦ içinde iki kez türevlenebilir ve eksponansiyel

konveks özellik taşısın. a, b ∈ I ve a < b olmak üzere, ayrıca g′′ ∈ L1[a, b] koşulu sağlandı-

ğında, aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(x) dx

∣∣∣∣ ≤ (b− a)2

24

(
|g′′(a)|
eαa

+
|g′′(b)|
eαb

+

)

19



İspat Lemma3.3’den (3.16) eşitliğine üçgen eşitsizliği uygulanırsa:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(x) dx

∣∣∣∣ ≤ (b− a)2

2

∫ 1

0

t(1− t) |g′′ (ta+ (1− t)b|) dt.

g fonksiyonuna eksponansiyel konveks fonksiyon özelliği uygulanırsa:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(x) dx

∣∣∣∣
≤ (b− a)2

2

∫ 1

0

((
t− t2

) t |g′′(a)|
eα

+ (t− t2)
(1− t) |g′′(b)|

eαb

)
dt

≤ (b− a)2

2

∫ 1

0

(
(t2 − t3)

|g′′(a)|
eα

)
dt+

∫ 1

0

(
(t3 − 2t2 + t)

|g′′(b)|
eαb

)
dt

integraller çözülürse:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ (b− a)2

24

(
|g′′(a)|
eαa

+
|g′′(b)|
eαb

+

)
elde edilir. ispat tamamlanır.

Teorem 4.4 g : I ⊂ R → R fonksiyonu, iç kümesi I◦ üzerinde iki kez türevlenebilir ve

eksponansiyel konveks olsun. a, b ∈ I olup a < b koşulunu sağlayan ve g′′ ∈ L1[a, b] olan

durumda, aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(x) dx

∣∣∣∣
≤ (b− a)2

2

(
1

p
·
Γ(p+1)Γ(p+1)

Γ(2p+2)

)
+

1

2q

(
|g′′(a)|q

eαa
+

|g′′(b)|q

eαb

)
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İspat Lemma3.3’den (3.16) eşitliğine üçgen eşitsizliği uygulanırsa:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(x) dx

∣∣∣∣ ≤ (b− a)2

2

∫ 1

0

t(1− t) |g′′ (ta+ (1− t)b|) dt.

Eşitsizliğe literatürde iyi bilinen Young Eşitsizliği uygulanırsa:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(x) dx

∣∣∣∣
≤ (b− a)2

2

(
1

p

∫ 1

0

|t− t2|pdt+ 1

q

∫ 1

0

|g′′ (ta+ (1− t)b) |q dt.
)

g fonksiyonuna eksponansiyel konveks fonksiyon özelliği uygulanırsa:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(x) dx

∣∣∣∣
≤ (b− a)2

2

(
1

p

∫ 1

0

|t− t2|pdt+ 1

q

∫ 1

0

t|g′′(a)|q

eαa
dt+

1

q

∫ 1

0

(1− t)|g′′(b)|q

eαb
dt

)
≤ (b− a)2

2

(
1

p

∫ 1

0

tp · (1− t)pdt+
1

2q

(
|g′′(a)|q

eαa
|g′′(b)|q

eαb

))
≤ (b− a)2

2

(
1

p
β(p+ 1, p+ 1) +

1

2q

(
|g′′(a)|q

eαa
|g′′(b)|q

eαb

))
≤ (b− a)2

2

(
1

p
·
Γ(p+1)Γ(p+1)

Γ(2p+2)

)
+

1

2q

(
|g′′(a)|q

eαa
+

|g′′(b)|q

eαb

)
İspat tamamlanır.

Teorem 4.5 g : I ⊂ R → R fonksiyonu, iç noktalar kümesi I◦ üzerinde ikinci türev alabilir

ve eksponansiyel konveks olsun. a, b ∈ I ve a < b koşulları sağlandığında, ayrıca g′′ ∈

L1[a, b] ise, aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(x) dx

∣∣∣∣ ≤ (b− a)2

2

[(
1

6

)1− 1
q
(
|g′′(a)|q

12eαa
+

|g′′(a)|q

12eαa

) 1
q

]
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İspat Lemma3.3’den (3.16) eşitliğine üçgen eşitsizliği uygulanırsa:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(x) dx

∣∣∣∣ ≤ (b− a)2

2

∫ 1

0

t(1− t) |g′′ (ta+ (1− t)b|) dt.

Eşitsizliğe literatürde iyi bilinen Power Mean Eşitsizliği uygulanırsa:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(x) dx

∣∣∣∣
≤ (b− a)2

2

[(∫ 1

0

|t− t2|dt
)1− 1

q
(∫ 1

0

|t− t2| · |g′′(ta+ (1− t)b|q dt
) 1

q

]
g fonksiyonuna eksponansiyel konveks fonksiyon özelliği uygulanırsa:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(x) dx

∣∣∣∣
≤ (b− a)2

2

[(∫ 1

0

|t− t2|dt
)1− 1

q
(∫ 1

0

|t− t2| ·
(
t|g′′(a)|q

eαa
+

(1− t)|g′′(b)|q

eαb

)
dt

) 1
q

]

≤ (b− a)2

2

[(
1

6

)1− 1
q
(
|g′′(a)|q

12eαa
+

|g′′(a)|q

12eαa

) 1
q

]
İspat tamamlanır.

Teorem 4.6 g : I ⊂ R → R fonksiyonu, iç noktalar kümesi I◦ üzerinde iki kez türevlenebilir

ve trigonometrik konveks özellik taşısın. a, b ∈ I ve a < b koşulları sağlandığında, ayrıca

g′′ ∈ L1[a, b] olduğu durumda, aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(x) dx

∣∣∣∣ ≤ (b− a)2

2
·
(
16− 4π

π3

)
· (|g′′(a)|+ |g′′(b)|)

İspat Lemma3.3’den (3.16) eşitliğine üçgen eşitsizliği uygulanırsa:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(x) dx

∣∣∣∣ ≤ (b− a)2

2

∫ 1

0

t(1− t) |g′′ (ta+ (1− t)b|) dt.

g fonksiyonuna trigonometrik konveks fonksiyon özelliği uygulanırsa:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(x) dx

∣∣∣∣
≤ (b− a)2

2

∫ 1

0

|t− t2|
(
|g′′(a)||sin(πt

2
)|+ |g′′(b)||cos(πt

2
)|
)
dt

≤ (b− a)2

2

∫ 1

0

|t− t2|
(
|g′′(a)||sin(πt

2
)|
)
dt+

∫ 1

0

|t− t2|
(
|g′′(b)||cos(πt

2
)|
)
dt

Kısmi integral uygulayarak her iki integral çözülürse:

≤ (b− a)2

2
·
(
16− 4π

π3

)
· (|g′′(a)|+ |g′′(b)|)

İspat tamamlanır.
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Teorem 4.7 g : I ⊂ R → R fonksiyonu, I◦ iç kümesi üzerinde iki kez türevlenebilir ve

trigonometrik konvekslik özelliği taşısın. a, b ∈ I olup a < b koşulunu sağlayan ve g′′ ∈

L1[a, b] şartı geçerli olduğunda, aşağıdaki eşitsizlik sağlanır:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(x) dx

∣∣∣∣ ≤ (b− a)2

2
·
(
1

p
·
Γ(p+1)Γ(p+1)

Γ(2p+2)

+
1

q
· 2
π
(|g′′(a)|+ |g′′(b)|)

)
İspat Lemma3.3’den eşitliğine üçgen eşitsizliği uygulanırsa:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(x) dx

∣∣∣∣ ≤ (b− a)2

2

∫ 1

0

t(1− t) |g′′ (ta+ (1− t)b|) dt.

Eşitsizliğe literatürde iyi bilinen Young Eşitsizliği uygulanırsa:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(x) dx

∣∣∣∣
≤ (b− a)2

2

(
1

p

∫ 1

0

|t− t2|pdt+ 1

q

∫ 1

0

|g′′ (ta+ (1− t)b) |q dt.
)

g fonksiyonuna trigonometrik konveks fonksiyon özelliği uygulanırsa:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(x) dx

∣∣∣∣
≤ (b− a)2

2

(
1

p

∫ 1

0

tp(1− t)pdt+
1

q

∫ 1

0

sin(
πt

2
)|g′′(a)|q dt+ 1

q

∫ 1

0

cos(
πt

2
)|g′′(b)|q dt.

)
≤ (b− a)2

2

(
1

p
· β(p+ 1, p+ 1) +

1

q
· 2
π
(|g′′(a)|+ |g′′(b)|)

)
≤ (b− a)2

2
·
(
1

p
·
Γ(p+1)Γ(p+1)

Γ(2p+2)

+
1

q
· 2
π
(|g′′(a)|+ |g′′(b)|)

)
İspat tamamlanır.

Teorem 4.8 g : I ⊂ R → R fonksiyonu, I◦ iç kümesi üzerinde iki kez türevlenebilir ve

trigonometrik konvekslik özelliği taşısın. a, b ∈ I olup a < b koşulunu sağlayan ve g′′ ∈

L1[a, b] şartı geçerli olduğunda, aşağıdaki eşitsizlik sağlanır:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(x) dx

∣∣∣∣ ≤ (b− a)2

2

[(
1

6

)1− 1
q
[
16− 4π

π3
(|g′′(a)|q + |g′′(b)|q)

] 1
q

]
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İspat Lemma3.3’den (3.16) eşitliğine üçgen eşitsizliği uygulanırsa:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(x) dx

∣∣∣∣ ≤ (b− a)2

2

∫ 1

0

t(1− t) |g′′ (ta+ (1− t)b|) dt.

Eşitsizliğe literatürde iyi bilinen Power Mean Eşitsizliği uygulanırsa:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(x) dx

∣∣∣∣
≤ (b− a)2

2

[(∫ 1

0

|t− t2|dt
)1− 1

q
(∫ 1

0

|t− t2| · |g′′(ta+ (1− t)b|q dt
) 1

q

]
g fonksiyonuna trigonometrik konveks fonksiyon özelliği uygulanırsa:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(x) dx

∣∣∣∣
≤(b− a)2

2

[(∫ 1

0

|t− t2| dt
)1− 1

q

·
(∫ 1

0

|t− t2| ·
(
sin(

πt

2
) · |g′′(a)|q + cos(

πt

2
) · |g′′(b)|q

)
dt

) 1
q

]

≤(b− a)2

2

[(
1

6

)1− 1
q

·
(∫ 1

0

|t− t2| · sin(πt
2
) · |g′′(a)|q dt+

∫ 1

0

|t− t2| · cos(πt
2
) · |g′′(b)|q) dt

) 1
q

]

≤ (b− a)2

2

[(
1

6

)1− 1
q
[
16− 4π

π3
(|g′′(a)|q + |g′′(b)|q)

] 1
q

]
İspat tamamlanır.

Teorem 4.9 g : I ⊂ R → R fonksiyonu, I◦ iç kümesi üzerinde iki kez türevlenebilir ve s-

konvekslik özelliği taşısın. a, b ∈ I olup a < b koşulunu sağlayan ve g′′ ∈ L1[a, b] şartı

geçerli olduğunda, aşağıdaki eşitsizlik sağlanır:

∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(x) dx

∣∣∣∣ ≤ (b− a)2

2
·
(
Γ(p+1)Γ(p+1)

Γ(2p+2)

) 1
p

·
(
|g′′(a)|q − |g′′(b)|q

s+ 1

) 1
q
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İspat Lemma3.3’den (3.16) eşitliğine üçgen eşitsizliği uygulanırsa:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(x) dx

∣∣∣∣ ≤ (b− a)2

2

∫ 1

0

t(1− t) |g′′ (ta+ (1− t)b|) dt.

Eşitsizliğe literatürde iyi bilinen Hölder Eşitsizliği uygulanırsa:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(x) dx

∣∣∣∣
≤ (b− a)2

2

(∫ 1

0

|t− t2|p dt
) 1

p

·
(∫ 1

0

|g′′(ta+ (1− t)b)|q dt
) 1

q

g fonksiyonuna s-konveks fonksiyon özelliği uygulanırsa:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(x) dx

∣∣∣∣
≤ (b− a)2

2

(∫ 1

0

|t− t2|p dt
) 1

p

·
(∫ 1

0

ts · |g′′(a)|q dt+
∫ 1

0

(1− t)s · |g′′(b)|q dt
) 1

q

≤ (b− a)2

2

(∫ 1

0

tp · (1− t)p dt

) 1
p

·
(
|g′′(a)|q − |g′′(b)|q

s+ 1

) 1
q

≤ (b− a)2

2
(β(p+ 1, p+ 1))

1
p ·
(
|g′′(a)|q − |g′′(b)|q

s+ 1

) 1
q

≤ (b− a)2

2

(
Γ(p+1)Γ(p+1)

Γ(2p+2)

) 1
p

·
(
|g′′(a)|q − |g′′(b)|q

s+ 1

) 1
q

İspat tamamlanır.

Teorem 4.10 g : I ⊂ R → R fonksiyonu, I◦ üzerinde türevlenebilir olsun ve a, b ∈ I ile

a < b koşulları sağlansın. Eğer türevi g′, [a, b] üzerinde integrallenebilir ve g eksponansiyel

konveks bir fonksiyon ise, her λ ∈ [0, 1] ve x ∈ [a, b] için aşağıdaki eşitlik geçerlidir:∣∣∣∣(1− λ)g(x) + λ · g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

[(
1− λ

2

(
b−a
x−a

))p+1 −
(
−λ

2

(
b−a
x−a

))p+1

p+ 1

] 1
p ( |g′′(x)|q

2eαx
+

|g′′(a)|q

2eαa

) 1
q

+
(b− x)2

b− a

[(
1− λ

2

(
b−a
b−x

))p+1 −
(
−λ

2

(
b−a
b−x

))p+1

p+ 1

] 1
p ( |g′′(x)|q

2eαx
+

|g′′(b)|q

2eαb

) 1
q
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İspat Lemma3.4’den (3.17) eşitliğine üçgen eşitsizliği uygulanırsa:∣∣∣∣(1− λ)g(x) + λ · g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2
· b− a

x− a

∣∣∣∣ |g′(tx+ (1− t)a)|dt

+
(b− x)2

b− a

∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2
· b− a

b− x

∣∣∣∣ |g′(tx+ (1− t)b)|dt.

Eşitsizliğe literatürde iyi bilinen Hölder Eşitsizliği uygulanırsa:∣∣∣∣(1− λ)g(x) + λ · g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

(∫ 1

0

(
t− λ

2
· b− a

x− a

)p

dt

) 1
p
(∫ 1

0

|g′ (tx+ (1− t)a) |qdt
) 1

q

+
(b− x)2

b− a

(∫ 1

0

(
t− λ

2
· b− a

b− x

)p

dt

) 1
p
(∫ 1

0

|f ′ (tx+ (1− t)b) |qdt
) 1

q

g fonksiyonuna eksponansiyel konveks fonksiyon özelliği uygulanırsa:∣∣∣∣(1− λ)g(x) + λ · g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

(∫ 1

0

(
t− λ

2
· b− a

x− a

)p

dt

) 1
p

·
(∫ 1

0

t|g′(x)|q

eαx
+

(1− t)|g′(a)|q

eαa

) 1
q

+
(b− x)2

b− a

(∫ 1

0

(
t− λ

2
· b− a

b− x

)p

dt

) 1
p

·
(∫ 1

0

t|g′(x)|q

eαx
+

(1− t)|g′(b)|q

eαb

) 1
q

Burada, u =

(
t− λ

2
· b− a

b− x

)
değişken dönüşümü yapılarak integral çözülürse:

≤ (x− a)2

b− a

[(
1− λ

2

(
b−a
x−a

))p+1 −
(
−λ

2

(
b−a
x−a

))p+1

p+ 1

] 1
p ( |g′′(x)|q

2eαx
+

|g′′(a)|q

2eαa

) 1
q

+
(b− x)2

b− a

[(
1− λ

2

(
b−a
b−x

))p+1 −
(
−λ

2

(
b−a
b−x

))p+1

p+ 1

] 1
p ( |g′′(x)|q

2eαx
+

|g′′(b)|q

2eαb

) 1
q

İspat tamamlanır.

Sonuç 4.4 Burada α = 0 için eksponansiyel konvekslik bilinen konveksliğe dönüşür:∣∣∣∣(1− λ)g(x) + λ · g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

[(
1− λ

2
· b−a
x−a

)p+1 −
(
−λ

2
· b−a
x−a

)p+1

p+ 1

] 1
p ( |g′′(x)|q

2
+

|g′′(a)|q

2

) 1
q

+
(b− x)2

b− a

[(
1− λ

2
· b−a
b−x

)p+1 −
(
−λ

2
· b−a
b−x

)p+1

p+ 1

] 1
p ( |g′′(x)|q

2
+

|g′′(b)|q

2

) 1
q
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Sonuç 4.5 Burada λ = 0 için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir:∣∣∣∣g(x)− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

(
1

p+ 1

) 1
p
(
|g′′(x)|q

2eαx
+

|g′′(a)|q

2eαa

) 1
q

+
(b− x)2

b− a

(
1

p+ 1

) 1
p
(
|g′′(x)|q

2eαx
+

|g′′(b)|q

2eαb

) 1
q

Sonuç 4.6 Burada λ = 1 için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

[(
1− 1

2
· b−a
x−a

)p+1 −
(
−1

2
· b−a
x−a

)p+1

p+ 1

] 1
p ( |g′′(x)|q

2eαx
+

|g′′(a)|q

2eαa

) 1
q

+
(b− x)2

b− a

[(
1− 1

2
· b−a
b−x

)p+1 −
(
−1

2
· b−a
b−x

)p+1

p+ 1

] 1
p ( |g′′(x)|q

2eαx
+

|g′′(b)|q

2eαb

) 1
q

Teorem 4.11 g : I ⊂ R → R fonksiyonu, I◦ üzerinde türevlenebilir olsun ve a, b ∈ I ile a <

b koşulları sağlansın. Eğer g′ fonksiyonu [a, b] üzerinde integrallenebilir ve g eksponansiyel

konveks ise, her λ ∈ [0, 1] ve x ∈ [a, b] için aşağıdaki eşitlik geçerlidir:∣∣∣∣(1− λ)g(x) + λ · g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

[(
1− λ

2
b−a
x−a

)p+1 −
(
−λ

2
b−a
x−a

)p+1

p2 + p
+

|g′(x)|q

2qeαx
+

|g′(a)|q

2qeαa

]

+
(b− x)2

b− a

[(
1− λ

2
b−a
b−x

)p+1 −
(
−λ

2
b−a
b−x

)p+1

p2 + p
+

|g′(x)|q

2qeαx
+

|g′(b)|q

2qeαb

]
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İspat Lemma3.4’den (3.17) eşitliğine üçgen eşitsizliği uygulanırsa:∣∣∣∣(1− λ)g(x) + λ · g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2
· b− a

x− a

∣∣∣∣ |g′(tx+ (1− t)a)|dt

+
(b− x)2

b− a

∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2
· b− a

b− x

∣∣∣∣ |g′(tx+ (1− t)b)|dt.

Eşitsizliğe literatürde iyi bilinen Young Eşitsizliği uygulanırsa:∣∣∣∣(1− λ)g(x) + λ · g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

[
1

p

∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2

b− a

x− a

∣∣∣∣p dt+ 1

q

∫ 1

0

|g′(tx+ (1− t)a|q dt
]

+
(b− x)2

b− a

[
1

p

∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2

b− a

b− x

∣∣∣∣p dt+ 1

q

∫ 1

0

|f ′(tx+ (1− t)b|q dt
]

g fonksiyonuna eksponansiyel konveks fonksiyon özelliği uygulanırsa:∣∣∣∣(1− λ)g(x) + λ · g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

[
1

p

∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2

b− a

x− a

∣∣∣∣p dt+ 1

q

∫ 1

0

t|g′(x)|q

eαx
+

(1− t)|g′(a)|q

eαa

]
+

(b− x)2

b− a

[
1

p

∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2

b− a

b− x

∣∣∣∣p dt+ 1

q

∫ 1

0

t|g′(x)|q

eαx
+

(1− t)|g′(b)|q

eαb

]
Burada u = t− λ

2

(
b− a

x− a

)
değişken dönüşümü yapılarak integral çözülürse:∣∣∣∣(1− λ)g(x) + λ · g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

[(
1− λ

2
b−a
x−a

)p+1 −
(
−λ

2
b−a
x−a

)p+1

p2 + p
+

|g′(x)|q

2qeαx
+

|g′(a)|q

2qeαa

]

+
(b− x)2

b− a

[(
1− λ

2
b−a
b−x

)p+1 −
(
−λ

2
b−a
b−x

)p+1

p2 + p
+

|g′(x)|q

2qeαx
+

|g′(b)|q

2qeαb

]
İspat tamamlanır.

Sonuç 4.7 Burada α = 0 için eksponansiyel konvekslik bilinen konveksliğe dönüşür:∣∣∣∣(1− λ)g(x) + λ · g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

[(
1− λ

2
b−a
x−a

)p+1 −
(
−λ

2
b−a
x−a

)p+1

p2 + p
+

|g′(x)|q

2q
+

|g′(a)|q

2q

]

+
(b− x)2

b− a

[(
1− λ

2
b−a
b−x

)p+1 −
(
−λ

2
b−a
b−x

)p+1

p2 + p
+

|g′(x)|q

2q
+

|g′(b)|q

2q

]
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Sonuç 4.8 Burada λ = 0 için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir:∣∣∣∣g(x)− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

[
1

p2 + p
+

|g′(x)|q

2qeαx
+

|g′(a)|q

2qeαa

]
+

(b− x)2

b− a

[
1

p2 + p
+

|g′(x)|q

2qeαx
+

|g′(b)|q

2qeαb

]
Sonuç 4.9 Burada λ = 1 için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

[(
1− 1

2
b−a
x−a

)p+1 −
(
−1

2
b−a
x−a

)p+1

p2 + p
+

|g′(x)|q

2qeαx
+

|g′(a)|q

2qeαa

]

+
(b− x)2

b− a

[(
1− 1

2
b−a
b−x

)p+1 −
(
−1

2
b−a
b−x

)p+1

p2 + p
+

|g′(x)|q

2qeαx
+

|g′(b)|q

2qeαb

]

Teorem 4.12 g : I ⊂ R → R fonksiyonu, I◦ üzerinde türevlenebilir ve a, b ∈ I olup a < b

koşulunu sağlasın. Eğer türevi g′, [a, b] üzerinde integrallenebilir ve g eksponansiyel konveks

ise, her λ ∈ [0, 1] ve x ∈ [a, b] için aşağıdaki eşitlik geçerlidir:∣∣∣∣(1− λ)g(x) + λ · g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

(
1

2
− λ

2
· b− a

x− a

)1− 1
q

·

[(
|g′(x)|q

eαx

(
1

3

(
λ

2
· b− a

x− a

)3

+
1

3
− 1

2

(
λ

2
· b− a

x− a

))

+
|g′(a)|q

eαa

((
λ

2
· b− a

x− a

)
− 3

2

(
λ

2
· b− a

x− a

)2

+
2

3

(
λ

2
· b− a

x− a

)3

+
1

3

(
1− λ

2
· b− a

x− a

)3
)) 1

q
]

+
(b− x)2

b− a

(
1

2
− λ

2

b− a

b− x

)1− 1
q

[(
|g′(x)|q

eαx

(
1

3

(
λ

2
· b− a

b− x

)3

+
1

3
− 1

2

(
λ

2
· b− a

b− x

))

+
|g′(b)|q

eαb

((
λ

2
· b− a

b− x

)
− 3

2

(
λ

2
· b− a

b− x

)2

+
2

3

(
λ

2
· b− a

b− x

)3

+
1

3

(
1− λ

2
· b− a

b− x

)3
)) 1

q
]
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İspat Lemma3.4’den (3.17) eşitliğine üçgen eşitsizliği uygulanırsa:∣∣∣∣(1− λ)g(x) + λ · g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2
· b− a

x− a

∣∣∣∣ |g′(tx+ (1− t)b)|dt

+
(b− x)2

b− a

∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2
· b− a

b− x

∣∣∣∣ |g′(tx+ (1− t)b)|dt.

Eşitsizliğe literatürde iyi bilinen Power Mean Eşitsizliği uygulanırsa:∣∣∣∣(1− λ)g(x) + λ · g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

[(∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2
· b− a

x− a

∣∣∣∣ dt)1− 1
q

·
(∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2

b− a

x− a

∣∣∣∣ · |g′(tx+ (1− t)a)|q dt
) 1

q

]

+
(b− x)2

b− a

[(∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2
· b− a

b− x

∣∣∣∣ dt)1− 1
q

·
(∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2

b− a

b− x

∣∣∣∣ · |g′(tx+ (1− t)b)|q dt
) 1

q

]
g fonksiyonuna eksponansiyel konveks fonksiyon özelliği uygulanırsa:

≤ (x− a)2

b− a

[(∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2

b− a

x− a

∣∣∣∣ dt)1− 1
q
(∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2

b− a

x− a

∣∣∣∣ (t|g′(x)|qeαx
+

(1− t)|g′(a)|q

eαa

)
dt

) 1
q

]

+
(b− x)2

b− a

[(∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2

b− a

b− x

∣∣∣∣ dt)1− 1
q
(∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2

b− a

b− x

∣∣∣∣ (t|g′(x)|qeαx
+

(1− t)|g′(b)|q

eαb

)
dt

) 1
q

]

Burada u1 =
(
t− λ

2
· b− a

x− a

)
u2 =

(
t− λ

2
· b− a

b− x

)
değişken dönüşümü yapılırsa:

≤ (x− a)2

b− a

[(
1

2
− λ

2

b− a

x− a

)1− 1
q
(∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2

b− a

x− a

∣∣∣∣ (t|g′(x)|qeαx
+

(1− t)|g′(a)|q

eαa

)
dt

) 1
q

]

+
(b− x)2

b− a

[(
1

2
− λ

2

b− a

b− x

)1− 1
q
(∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2

b− a

b− x

∣∣∣∣ (t|g′(x)|qeαx
+

(1− t)|g′(b)|q

eαb

)
dt

) 1
q

]
İntegraller hesaplanırsa:

≤ (x− a)2

b− a

(
1

2
− λ

2
· b− a

x− a

)1− 1
q

·

[(
|g′(x)|q

eαx

(
1

3

(
λ

2
· b− a

x− a

)3

+
1

3
− 1

2

(
λ

2
· b− a

x− a

))

+
|g′(a)|q

eαa

((
λ

2
· b− a

x− a

)
− 3

2

(
λ

2
· b− a

x− a

)2

+
2

3

(
λ

2
· b− a

x− a

)3

+
1

3

(
1− λ

2
· b− a

x− a

)3
)) 1

q
]

+
(b− x)2

b− a

(
1

2
− λ

2

b− a

b− x

)1− 1
q

[(
|g′(x)|q

eαx

(
1

3

(
λ

2
· b− a

b− x

)3

+
1

3
− 1

2

(
λ

2
· b− a

b− x

))

+
|g′(b)|q

eαb

((
λ

2
· b− a

b− x

)
− 3

2

(
λ

2
· b− a

b− x

)2

+
2

3

(
λ

2
· b− a

b− x

)3

+
1

3

(
1− λ

2
· b− a

b− x

)3
)) 1

q
]

İspat Tamamlanır
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Teorem 4.13 g : I ⊂ R → R fonksiyonu, I◦ üzerinde türevlenebilir olsun ve a, b ∈ I ile

a < b koşulları sağlansın. Eğer türevi g′, [a, b] üzerinde integrallenebilir ve g trigonometrik

konveks ise, her λ ∈ [0, 1] ve x ∈ [a, b] için aşağıdaki eşitlik geçerlidir:∣∣∣∣(1− λ)g(x) + λ · g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

((
1− λ

2
b−a
x−a

)p+1 −
(
−λ

2
b−a
x−a

)p+1

p+ 1

) 1
p (

2|g′(x)|q

π
+

2|g′(a)|q

π

) 1
q

+
(b− x)2

b− a

((
1− λ

2
b−a
b−x

)p+1 −
(
−λ

2
b−a
b−x

)p+1

p+ 1

) 1
p (

2|g′(x)|q

π
+

2|g′(b)|q

π

) 1
q

İspat Lemma3.4’den (3.17) eşitliğine üçgen eşitsizliği uygulanırsa:∣∣∣∣(1− λ)g(x) + λ · g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2
· b− a

x− a

∣∣∣∣ |g′(tx+ (1− t)a)|dt

+
(b− x)2

b− a

∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2
· b− a

b− x

∣∣∣∣ |g′(tx+ (1− t)b)|dt.

Eşitsizliğe literatürde iyi bilinen Hölder Eşitsizliği uygulanırsa:∣∣∣∣(1− λ)g(x) + λ · g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

(∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2
· b− a

x− a

∣∣∣∣p dt)
1
p
(∫ 1

0

|g′ (tx+ (1− t)a) |qdt
) 1

q

+
(b− x)2

b− a

(∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2
· b− a

b− x

∣∣∣∣p dt)
1
p
(∫ 1

0

|g′ (tx+ (1− t)b) |qdt
) 1

q

g fonksiyonuna trigonometrik konveks fonksiyon özelliği uygulanırsa:∣∣∣∣(1− λ)g(x) + λ · f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

(∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2
· b− a

x− a

∣∣∣∣p dt)
1
p
(∫ 1

0

sin(
πt

2
)|g′(x)|qdt+

∫ 1

0

cos(
πt

2
)|g′(a)|dt

) 1
q

+
(b− x)2

b− a

(∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2
· b− a

b− x

∣∣∣∣p dt)
1
p
(∫ 1

0

sin(
πt

2
)|g′(x)|qdt+

∫ 1

0

cos(
πt

2
)|g′(b)|dt

) 1
q
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Burada u1 =
(
t− λ

2

b− a

b− x

)
u2 =

(
t− λ

2

b− a

b− x

)
değişken dönüşümü yapılırsa:

≤ (x− a)2

b− a

((
1− λ

2
b−a
x−a

)p+1 −
(
−λ

2
b−a
x−a

)p+1

p+ 1

) 1
p (

2|g′(x)|q

π
+

2|g′(a)|q

π

) 1
q

+
(b− x)2

b− a

((
1− λ

2
b−a
b−x

)p+1 −
(
−λ

2
b−a
b−x

)p+1

p+ 1

) 1
p (

2|g′(x)|q

π
+

2|g′(b)|q

π

) 1
q

İspat tamamlanır.

Sonuç 4.10 Buradaλ = 1 olarak alınırsa aşağıdaki eşitsizlik elde edilir:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

((
1− 1

2
· b−a
x−a

)p+1 −
(
−1

2
· b−a
x−a

)p+1

p+ 1

) 1
p (

2|g′(x)|q

π
+

2|g′(a)|q

π

) 1
q

+
(b− x)2

b− a

((
1− 1

2
· b−a
b−x

)p+1 −
(
−1

2
· b−a
b−x

)p+1

p+ 1

) 1
p (

2|g′(x)|q

π
+

2|g′(b)|q

π

) 1
q

Teorem 4.14 g : I ⊂ R → R fonksiyonu, I◦ aralığında türevlenebilir olsun ve a, b ∈ I

olmak üzere a < b koşulu sağlansın. Eğer g′, [a, b] aralığında Lebesgue integrallenebilir ve

g trigonometrik konveks bir fonksiyon ise, her λ ∈ [0, 1] ve x ∈ [a, b] için aşağıdaki eşitlik

geçerlidir:∣∣∣∣(1− λ)g(x) + λ · g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

((
1− λ

2
b−a
x−a

)p+1 −
(
−λ

2
b−a
x−a

)p+1

p2 + p
+

2

πq
(|g′(x)|q + |g′(a)|q)

)

+
(b− x)2

b− a

((
1− λ

2
b−a
b−x

)p+1 −
(
−λ

2
b−a
b−x

)p+1

p2 + p
+

2

πq
(|g′(x)|q + |g′(b)|q)

)
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İspat Lemma3.4’den (3.17) eşitliğine üçgen eşitsizliği uygulanırsa:∣∣∣∣(1− λ)g(x) + λ · g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2
· b− a

x− a

∣∣∣∣ |g′(tx+ (1− t)a)|dt

+
(b− x)2

b− a

∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2
· b− a

b− x

∣∣∣∣ |g′(tx+ (1− t)b)|dt.

Eşitsizliğe literatürde iyi bilinen Young Eşitsizliği uygulanırsa:∣∣∣∣(1− λ)f(x) + λ · g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

[
1

p

∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2

b− a

x− a

∣∣∣∣p dt+ 1

q

∫ 1

0

|g′(tx+ (1− t)a|q dt
]

+
(b− x)2

b− a

[
1

p

∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2

b− a

b− x

∣∣∣∣p dt+ 1

q

∫ 1

0

|g′(tx+ (1− t)b|q dt
]

g fonksiyonuna trigonometrik konveks fonksiyon özelliği uygulanırsa:∣∣∣∣(1− λ)g(x) + λ · g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

[
1

p

∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2

b− a

x− a

∣∣∣∣p dt+ 1

q

∫ 1

0

sin(
πt

2
)|g′(x)|qdt+ 1

q

∫ 1

0

cos(
πt

2
)|g′(a)|dt

]
+

(b− x)2

b− a

[
1

p

∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2

b− a

b− x

∣∣∣∣p dt+ 1

q

∫ 1

0

sin(
πt

2
)|g′(x)|qdt+ 1

q

∫ 1

0

cos(
πt

2
)|g′(b)| dt

]
Burada u1 =

(
t− λ

2

b− a

b− x

)
u2 =

(
t− λ

2

b− a

b− x

)
değişken dönüşümü yapılırsa:

≤ (x− a)2

b− a

((
1− λ

2
b−a
x−a

)p+1 −
(
−λ

2
b−a
x−a

)p+1

p2 + p
+

2

πq
(|g′(x)|q + |g′(a)|q)

)

+
(b− x)2

b− a

((
1− λ

2
b−a
b−x

)p+1 −
(
−λ

2
b−a
b−x

)p+1

p2 + p
+

2

πq
(|g′(x)|q + |g′(b)|q)

)
İspat tamamlanır.

Sonuç 4.11 Buradaλ = 0 olarak alınırsa aşağıdaki eşitsizlik elde edilir:∣∣∣∣g(x)− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a
· 2

πq
(|g′(x)|q + |g′(a)|q) + (b− x)2

b− a
· 2

πq
(|g′(x)|q + |g′(b)|q)
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Sonuç 4.12 Buradaλ = 1 olarak alınırsa aşağıdaki eşitsizlik elde edilir:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

((
1− 1

2
· b−a
x−a

)p+1 −
(
−1

2
· b−a
x−a

)p+1

p2 + p
+

2

πq
(|g′(x)|q + |g′(a)|q)

)

+
(b− x)2

b− a

((
1− 1

2
· b−a
b−x

)p+1 −
(
−1

2
· b−a
b−x

)p+1

p2 + p
+

2

πq
(|g′(x)|q + |g′(b)|q)

)

Teorem 4.15 g : I ⊂ R → R fonksiyonu, I◦ üzerinde türevlenebilir bir fonksiyon olsun ve

a, b ∈ I ile a < b olsun. Eğer g′ ∈ L([a, b]) ve f trigonometrik konveks fonksiyon ise, her

λ ∈ [0, 1] ve x ∈ [a, b] için aşağıdaki eşitlik sağlanır:∣∣∣∣(1− λ)g(x) + λ · g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

[(
1

2
− λ

2

b− a

x− a

)1− 1
q

(
|g′(x)|q ·

(
4− λπ · b−a

x−a

)
π2

)
+

(
|g′(a)|q ·

(
2− λ · b−a

x−a

)
− 4

π2

) 1
q ]

+
(b− x)2

b− a

[(
1

2
− λ

2

b− a

b− x

)1− 1
q

(
|g′(x)|q ·

(
4− λπ · b−a

b−x

)
π2

)
+

(
|g′(b)|q ·

(
2− λ · b−a

b−x

)
− 4

π2

) 1
q ]

İspat Lemma3.4’den (3.17) eşitliğine üçgen eşitsizliği uygulanırsa:∣∣∣∣(1− λ)g(x) + λ · g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2
· b− a

x− a

∣∣∣∣ |g′(tx+ (1− t)b)|dt

+
(b− x)2

b− a

∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2
· b− a

b− x

∣∣∣∣ |g′(tx+ (1− t)b)|dt.
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Eşitsizliğe literatürde iyi bilinen Power Mean Eşitsizliği uygulanırsa:∣∣∣∣(1− λ)g(x) + λ · g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

[(∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2
· b− a

x− a

∣∣∣∣ dt)1− 1
q

·
(∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2

b− a

x− a

∣∣∣∣ · |g′(tx+ (1− t)a)|q dt
) 1

q

]

+
(b− x)2

b− a

[(∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2
· b− a

b− x

∣∣∣∣ dt)1− 1
q

·
(∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2

b− a

b− x

∣∣∣∣ · |g′(tx+ (1− t)b)|q dt
) 1

q

]
g fonksiyonuna trigonometrik konveks fonksiyon özelliği uygulanırsa:∣∣∣∣(1− λ)g(x) + λ · g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

[(∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2
· b− a

x− a

∣∣∣∣ dt)1− 1
q

·(∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2

b− a

x− a

∣∣∣∣ · (sin(πt2 )|g′(x)|q + cos(
πt

2
)|g′(a)|q

)
dt

) 1
q
]

+
(b− x)2

b− a

[(∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2
· b− a

b− x

∣∣∣∣ dt)1− 1
q

·(∫ 1

0

∣∣∣∣t− λ

2

b− a

b− x

∣∣∣∣ · (sin(πt2 )|g′(x)|q + cos(
πt

2
)|g′(b)|q

)
dt

) 1
q
]

İntegraller hesaplanırsa:

≤ (x− a)2

b− a

[(
1

2
− λ

2

b− a

x− a

)1− 1
q

(
|g′(x)|q ·

(
4− λπ · b−a

x−a

)
π2

)
+

(
|g′(a)|q ·

(
2− λ · b−a

x−a

)
− 4

π2

) 1
q ]

+
(b− x)2

b− a

[(
1

2
− λ

2

b− a

b− x

)1− 1
q

(
|g′(x)|q ·

(
4− λπ · b−a

b−x

)
π2

)
+

(
|g′(b)|q ·

(
2− λ · b−a

b−x

)
− 4

π2

) 1
q ]

İspat tamamlanır.

Sonuç 4.13 Buradaλ = 0 olarak alınırsa aşağıdaki eşitsizlik elde edilir:∣∣∣∣g(x)− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a
·
(
1

2

)1− 1
q

·
[(

4|g′(x)|q + 2|g′(a)|q − 4

π2

)] 1
q

+
(b− x)2

b− a
·
(
1

2

)1− 1
q

·
[(

4|g′(x)|q + 2|g′(b)|q − 4

π2

)] 1
q
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Sonuç 4.14 Buradaλ = 1 olarak alınırsa aşağıdaki eşitsizlik elde edilir:∣∣∣∣g(a) + g(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

g(t) dt

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

(
1

2
− 1

2
· b− a

x− a

)1− 1
q

[(
|g′(x)|q ·

(
4− π · b−a

x−a

)
+ |g′(a)|q ·

(
2− b−a

x−a

)
− 4

π2

)] 1
q

+
(b− x)2

b− a

(
1

2
− 1

2
· b− a

b− x

)1− 1
q

[(
|g′(x)|q ·

(
4− π · b−a

b−x

)
+ |g′(b)|q ·

(
2− b−a

b−x

)
− 4

π2

)] 1
q

Teorem 4.16 g : [s, t] → R aralığında tanımlı, konform olarak integrallenebilir bir fonksi-

yon olsun ve |g′(x)| fonksiyonu eksponansiyel konveks olsun. Eğer ν > 0 ve τ + θ > 0 ise,

aşağıdaki eşitsizlik sağlanır:∣∣∣∣g(s) + g(t)

2
− (τ + θ)

νΓ(ν + 1)

(
4(tτ+θ − sτ+θ)

)ν (
τθKs

ν +H(t) + τθKt
ν −H(s)

)∣∣∣∣
≤ t− s

4(bτ+θ − aτ+θ)[(
|g′(s)|
eαs

−Ων
2(t, s, τ + θ) + Ων

1(t, t+ τ + θ) + Ων
2(s, s+ τ + θ)− Ων

1(s, t+ τ + θ)

(t− s)2

)

+

(
|g′(t)|
eαt

· +Ων
2(s, s, τ + θ)− Ων

2(t, s+ τ + θ) + Ων
1(t, t+ τ + θ)− Ων

1(s, t+ τ + θ)

(t− s)2

)]

Burada Γ(·) Gamma fonksiyonunu, H(x) uygun şekilde tanımlanmış integral fonksiyonu,

Ks
ν , K

t
ν ise fractional (kesirli) integral operatörleriyle ilişkili katsayıları göstermektedir. Ων

1

ve Ων
2 terimleri ise literatürde tanımlı özel çekirdek fonksiyonlardır.

Not 4.1 Buradaα = 0 alınırsa eksponansiyel konvekslik bilinen konveksliğe dönüşür. 3.26

eşitliğine dönüşür. (Khan and Khan, 2020)

İspat 3.19 ve |H ′|’nin konveksliği kullanılarak aşağıdaki eşitsizlik elde edilir:

H(s) +H(t)

2
− (t− s)θ(T (t) + 1)

4Γ(θ + 1)

[
Kθ

rH(t) +Kθ
rH(s)

]
≤ t− s

4(tτ+θ − sτ+θ)ν

∫ 1

0

|Λν
τ+θ(η)|H ′(ηs+ (1− η)|dη

≤ t− s

4(tτ+θ − sτ+θ)ν

(
|H ′(s)|
e′αs

∫ 1

0

η|Λν
τ+θ(η)|dη +

|H ′(t)|
eαt

∫ 1

0

(1− η)|Λν
τ+θ(η)|dη

)
(4.1)

Burada ∫ 1

0

η|Λν
τ+θ(η)|dη =

1

(t− s)2

∫ t

s

|ψ(u)|(t− u)du

ve

ψ(u) = (uτ+θ−sτ+θ)ν−((t+s−u)τ+θ−sτ+θ)ν+(tτ+θ−(s+t−u)τ+θ)ν−(tτ+θ−uτ+θ)ν .
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ψ(u) fonksiyonu, [s, t] aralığında artan bir fonksiyondur. Bu nedenle

ψ(s) = −2(tτ+θ − sτ+θ)ν < 0,

ve

ψ

(
s+ t

2

)
= 0

olduğundan,  ψ(u) ≤ 0 eğer s ≤ u ≤ s+t
2
,

ψ(u) > 0 eğer s+t
2
< u ≤ t.

Bu durumda, ∫ 1

0

η|Λν
τ+θ(η)|dη =

1

(t− s)2

∫ t

s

|ψ(u)|(t− u)du

=
1

(t− s)2

[
−
∫ s+t

2

s

ψ(u)(t− u)du+

∫ t

s+t
2

ψ(u)(t− u)du

]
(4.2)

=
1

(t− s)2
[K1 +K2 +K3 +K4]

Burada:

K1 = −
∫ s+t

2

s

(t− u)(uτ+θ − sτ+θ)ν du+

∫ t

s+t
2

(t− u)(uτ+θ − sτ+θ)ν du (4.3)

K2 =

∫ s+t
2

s

(t− u)((t+ s− u)τ+θ − sτ+θ)ν du+

∫ t

s+t
2

(t− u)((t+ s− u)τ+θ − sτ+θ)ν du

(4.4)

K3 = −
∫ s+t

2

s

(t− u)((t+ s− u)τ+θ)ν du+

∫ t

s+t
2

(t− u)(tτ+θ − (s+ t− u)τ+θ)ν du

(4.5)

K4 =

∫ s+t
2

s

(t− u)(s+ t− u)τ+θ)ν du+

∫ t

s+t
2

(t− u)(tτ+θ − uτ+θ)ν du (4.6)

Buradan:

K1 = −Ων
2(t, s, τ + θ), K4 = Ων

1(t, t+ τθ).

Değişken dönüşümüyle v = s+ t− u alınarak aşağıdaki eşitlikler elde edilir:

K2 = −Ων
2(s, s, τ + θ), K3 = −Ων

1(s, t+ τθ), .

Bu ifadeler (4.2) eşitsizliğine yerleştirilirse,
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∫ 1

0

η|Λν
τ+θ(η)|dη

=
−Ων

2(t, s, τ + θ) + Ων
1(t, t+ τ + θ) + Ων

2(s, s+ τ + θ)− Ων
1(s, t+ τ + θ)

(t− s)2
(4.7)

Benzer şekilde,∫ 1

0

(1− η)|Λν
τ+θ(η)|dη

=
+Ων

2(s, s, τ + θ)− Ων
2(t, s+ τ + θ) + Ων

1(t, t+ τ + θ)− Ων
1(s, t+ τ + θ)

(t− s)2
(4.8)

Sonuç olarak, (4.2), (4.7) ve (4.8) ifadeleri birlikte kullanıldığında ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.17 g : I → R sürekli n-defa türevlenebilir bir fonksiyon olsun ve g(n) ∈ L([u, v])

olmak üzere n ≥ 1 ve 0 < s ≤ 1. Eğer |g(n)| fonksiyonu eksponansiyel konveks ise, o hâlde

her x ∈ [u, v] için aşağıdaki eşitsizlik sağlanır:∣∣∣∣∣
∫ v

u

g(t) dt−
n∑

r=0

[
(v − x)r+1 + (−1)r(x− u)r+1

(r + 1)!

]
g(r)(x)

∣∣∣∣∣
≤ (x− u)n+1

(np+ 1)
1
pn!

(
1

2

|g(n)(x)|q

eαx
+

1

2

|g(n)(u)|q

eαu

) 1
q

+
(v − x)n+1

(np+ 1)
1
pn!

(
1

2

|g(n)(x)|q

eαx
+

1

2

|g(n)(u)|q

eαu

)
1

q

İspat Lemma3.6 (3.35) eşitliğinden, mutlak değerin özelliklerinden ve uygun değişken dö-

nüşümlerinden (u = (1− t)u+ tx ve u = (1− t)x+ tv) faydalanılarak aşağıdaki eşitsizlik

elde edilir:∣∣∣∣∣
∫ v

u

g(t) dt−
n∑

r=0

[
(v − x)r+1 + (−1)r(x− u)r+1

(r + 1)!

]
g(r)(x)

∣∣∣∣∣
≤
∫ x

u

(w − u)n

n!
|g(n)(w)| dw +

∫ v

x

(v − w)n

n!
|g(n)(w)| dw

=
(x− u)n+1

n!

∫ 1

0

tn|g(n)((1− t)u+ tx)| dt+ (v − x)n+1

n!

∫ 1

0

(1− t)n|g(n)((1− t)x+ tv)| dt
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Eşitsizliğe literatürde iyi bilinen Hölder Eşitsizliği uygulanırsa:∣∣∣∣∣
∫ v

u

g(t) dt−
n∑

r=0

[
(v − x)r+1 + (−1)r(x− u)r+1

(r + 1)!

]
g(r)(x)

∣∣∣∣∣
≤ (x− u)n+1

n!

(∫ 1

0

tnpdt

) 1
p
(∫ 1

0

|g(n)((1− t)u+ tx)|q dt
) 1

q

+
(v − x)n+1

n!

(∫ 1

0

(1− t)npdt

) 1
p
(∫ 1

0

|g(n)((1− t)x+ tv)|q dt
) 1

q

g fonksiyonuna eksponansiyel konveks fonksiyon özelliği uygulanırsa:∣∣∣∣∣
∫ v

u

g(t) dt−
n∑

r=0

[
(v − x)r+1 + (−1)r(x− u)r+1

(r + 1)!

]
g(r)(x)

∣∣∣∣∣
≤ (x− u)n+1

n!

(∫ 1

0

tnpdt

) 1
p
(∫ 1

0

(
t|g(n)(x)|q

eαx
+

(1− t)|g(n)(u)|q

eαu

)
dt

) 1
q

+
(v − x)n+1

n!

(∫ 1

0

(1− t)npdt

) 1
p
(∫ 1

0

(
t|g(n)(v)|q

eαv
+

(1− t)|g(n)(x)|q

eαx

)
dt

) 1
q

İntegraller hesaplanırsa:

≤ (x− u)n+1

(np+ 1)
1
pn!

(
1

2

|g(n)(x)|q

eαx
+

1

2

|g(n)(u)|q

eαu

) 1
q

+
(v − x)n+1

(np+ 1)
1
pn!

(
1

2

|g(n)(x)|q

eαx
+

1

2

|g(n)(u)|q

eαu

)
1

q

İspat tamamlanır.

Teorem 4.18 g : I → R sürekli n-defa türevlenebilir bir fonksiyon olsun ve g(n) ∈ L([u, v])

olmak üzere n ≥ 1 ve 0 < s ≤ 1. Eğer |g(n)| fonksiyonu eksponansiyel konveks ise, o hâlde

her x ∈ [u, v] için aşağıdaki eşitsizlik sağlanır:∣∣∣∣∣
∫ v

u

g(t) dt−
n∑

r=0

[
(v − x)r+1 + (−1)r(x− u)r+1

(r + 1)!

]
g(r)(x)

∣∣∣∣∣
≤ (x− u)n+1

n!

[(
1

n+ 1

)1− 1
q
(

1

n+ 2

|g(n)(x)|q

eαx
+

1

n2 + 3n+ 2

|g(n)(u)|q

eαu

) 1
q
]

+
(v − x)n+1

n!

[(
1

n+ 1

)1− 1
q
(

1

n+ 2

|g(n)(v)|q

eαv
+

1

n2 + 3n+ 2

|g(n)(x)|q

eαx

) 1
q
]

İspat Lemma3.6 (3.35) eşitliğinden, mutlak değerin özelliklerinden ve uygun değişken dö-

nüşümlerinden (w = (1− t)u+ tx ve w = (1− t)x+ tv) faydalanılarak aşağıdaki eşitsizlik
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elde edilir:∣∣∣∣∣
∫ v

u

g(t) dt−
n∑

r=0

[
(v − x)r+1 + (−1)r(x− u)r+1

(r + 1)!

]
g(r)(x)

∣∣∣∣∣
≤
∫ x

u

(w − u)n

n!
|g(n)(w)| dw +

∫ v

x

(v − w)n

n!
|g(n)(w)| dw

=
(x− u)n+1

n!

∫ 1

0

tn|g(n)((1− t)u+ tx)| dt+ (v − x)n+1

n!

∫ 1

0

(1− t)n|g(n)((1− t)x+ tv)| dt

Eşitsizliğe literatürde iyi bilinen Power Mean Eşitsizliği uygulanırsa:∣∣∣∣∣
∫ v

u

g(t) dt−
n∑

r=0

[
(v − x)r+1 + (−1)r(x− u)r+1

(r + 1)!

]
g(r)(x)

∣∣∣∣∣
≤ (x− u)n+1

n!

(∫ 1

0

|t|ndt
)1− 1

q
(∫ 1

0

|t|n|g(n)((1− t)u+ tx)|q dt
) 1

q

+
(v − x)n+1

n!

(∫ 1

0

|t|ndt
)1− 1

q
(∫ 1

0

|t|n|g(n)((1− t)x+ tv)|q dt
) 1

q

g fonksiyonuna eksponansiyel konveks fonksiyon özelliği uygulanırsa:∣∣∣∣∣
∫ v

u

g(t) dt−
n∑

r=0

[
(v − x)r+1 + (−1)r(x− u)r+1

(r + 1)!

]
g(r)(x)

∣∣∣∣∣
≤ (x− u)n+1

n!

(∫ 1

0

|t|ndt
)1− 1

q
(∫ 1

0

|t|n
(
t|g(n)(x)|q

eαx
+

(1− t)|g(n)(u)|q

eαu

)
dt

) 1
q

+
(v − x)n+1

n!

(∫ 1

0

|t|ndt
)1− 1

q
(∫ 1

0

|t|n
(
t|g(n)(v)|q

eαv
+

(1− t)|g(n)(x)|q

eαx

)
dt

) 1
q

İntegraller hesaplanırsa

≤ (x− u)n+1

n!

[(
1

n+ 1

)1− 1
q
(

1

n+ 2

|g(n)(x)|q

eαx
+

1

n2 + 3n+ 2

|g(n)(u)|q

eαu

) 1
q
]

+
(v − x)n+1

n!

[(
1

n+ 1

)1− 1
q
(

1

n+ 2

|g(n)(v)|q

eαv
+

1

n2 + 3n+ 2

|g(n)(x)|q

eαx

) 1
q
]

İspat tamamlanır.

Teorem 4.19 g : I → R sürekli n-defa türevlenebilir bir fonksiyon olsun ve g(n) ∈ L([u, v])

olmak üzere n ≥ 1 ve 0 < s ≤ 1. Eğer |g(n)| fonksiyonu eksponansiyel konveks ise, o hâlde

her x ∈ [u, v] için aşağıdaki eşitsizlik sağlanır:∣∣∣∣∣
∫ v

u

g(t) dt−
n∑

r=0

[
(v − x)r+1 + (−1)r(x− u)r+1

(r + 1)!

]
g(r)(x)

∣∣∣∣∣
≤ (x− u)n+1

n!

(
1

np2 + p
+

1

2q

(
|g(n)(x)|q

eαx
− |g(n)(u)|q

eαu

))
+

(v − x)n+1

n!

(
−1

np2 + p
+

1

2q

(
|g(n)(x)|q

eαx
− |g(n)(v)|q

eαv

))
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İspat Lemma3.6 (3.35) eşitliğinden, mutlak değerin özelliklerinden ve uygun değişken dö-

nüşümlerinden (w = (1− t)u+ tx ve w = (1− t)x+ tv) faydalanılarak aşağıdaki eşitsizlik

elde edilir:∣∣∣∣∣
∫ v

u

g(t) dt−
n∑

r=0

[
(v − x)r+1 + (−1)r(x− u)r+1

(r + 1)!

]
g(r)(x)

∣∣∣∣∣
≤
∫ x

u

(w − u)n

n!
|g(n)(w)| dw +

∫ v

x

(v − w)n

n!
|g(n)(w)| dw

=
(x− u)n+1

n!

∫ 1

0

tn|g(n)((1− t)u+ tx)| dt+ (v − x)n+1

n!

∫ 1

0

(1− t)n|g(n)((1− t)x+ tv)| dt

Eşitsizliğe literatürde iyi bilinen Young Eşitsizliği uygulanırsa:

≤ (x− u)n+1

n!

(
1

p

∫ 1

0

tnpdt+
1

q

∫ 1

0

|g(n)((1− t)u+ tx)|q dt
)

+
(v − x)n+1

n!

(
1

p

∫ 1

0

(1− t)npdt+
1

q

∫ 1

0

|g(n)((1− t)x+ tv)|q dt
)

g fonksiyonuna eksponansiyel konveks özelliği uygulanırsa:

≤ (x− u)n+1

n!

(
1

p

∫ 1

0

tnpdt+
1

q

∫ 1

0

t|g(n)(x)|q

eαx
+

(1− t)|g(n)(u)|q

eαu
dt

)
+

(v − x)n+1

n!

(
1

p

∫ 1

0

(1− t)npdt+
1

q

∫ 1

0

t|g(n)(x)|q

eαx
+

(1− t)|g(n)(v)|q

eαv
dt

)
İntegraller hesaplanırsa

≤ (x− u)n+1

n!

(
1

np2 + p
+

1

2q

(
|g(n)(x)|q

eαx
− |g(n)(u)|q

eαu

))
+

(v − x)n+1

n!

(
−1

np2 + p
+

1

2q

(
|g(n)(x)|q

eαx
− |g(n)(v)|q

eαv

))
İspat tamamlanır.

Teorem 4.20 g : I → R sürekli n-defa türevlenebilir bir fonksiyon olsun ve g(n) ∈ L([u, v])

olmak üzere n ≥ 1 ve 0 < s ≤ 1. Eğer |g(n)| fonksiyonu trigonometrik konveks ise, o hâlde

her x ∈ [u, v] için aşağıdaki eşitsizlik sağlanır:∣∣∣∣∣
∫ v

u

g(t) dt−
n∑

r=0

[
(v − x)r+1 + (−1)r(x− u)r+1

(r + 1)!

]
g(r)(x)

∣∣∣∣∣
≤ (x− u)n+1

n!

(
1

n+ 1

)1− 1
q
(∫ 1

0

tn
(
sin

(
πt

2

)
|gn(x)|+ cos

(
πt

2

)
|gn(u)|

)
dt

) 1
q

+
(v − x)n+1

n!

(
1

n+ 1

)1− 1
q
(∫ 1

0

tn
(
sin

(
πt

2

)
|gn(v)|+ cos

(
πt

2

)
|gn(x)|

)
dt

) 1
q

İspat Lemma3.6 (3.35) eşitliğinden, mutlak değerin özelliklerinden ve uygun değişken dö-

nüşümlerinden (z = (1− t)u+ tx ve z = (1− t)x+ tv) faydalanılarak aşağıdaki eşitsizlik
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elde edilir:∣∣∣∣∣
∫ v

u

g(t) dt−
n∑

r=0

[
(v − x)r+1 + (−1)r(x− u)r+1

(r + 1)!

]
g(r)(x)

∣∣∣∣∣
≤
∫ x

u

(z − u)n

n!
|g(n)(z)| dz +

∫ v

x

(v − z)n

n!
|g(n)(z)| dz

=
(x− u)n+1

n!

∫ 1

0

tn|g(n)((1− t)u+ tx)| dt+ (v − x)n+1

n!

∫ 1

0

(1− t)n|g(n)((1− t)x+ tv)| dt

Eşitsizliğe literatürde iyi bilinen Power Mean Eşitsizliği uygulanırsa:

≤ (x− u)n+1

n!

(∫ 1

0

|t|ndt
)1− 1

q
(∫ 1

0

|t|n|g(n)((1− t)u+ tx)|q dt
) 1

q

+
(v − x)n+1

n!

(∫ 1

0

|t|ndt
)1− 1

q
(∫ 1

0

|t|n|g(n)((1− t)x+ tv)|q dt
) 1

q

g fonksiyonuna trigonometrik konveks fonksiyon özelliği uygulanırsa:

≤ (x− u)n+1

n!

(∫ 1

0

tndt

)1− 1
q
(∫ 1

0

tn
(
sin

(
πt

2

)
|gn(x)|+ cos

(
πt

2

)
|gn(u)|

)
dt

) 1
q

+
(v − x)n+1

n!

(∫ 1

0

tndt

)1− 1
q
(∫ 1

0

tn
(
sin

(
πt

2

)
|gn(v)|+ cos

(
πt

2

)
|gn(x)|

)
dt

) 1
q

İntegraller hesaplanırsa:

≤ (x− u)n+1

n!

(
1

n+ 1

)1− 1
q
(∫ 1

0

tn
(
sin

(
πt

2

)
|gn(x)|+ cos

(
πt

2

)
|gn(u)|

)
dt

) 1
q

+
(v − x)n+1

n!

(
1

n+ 1

)1− 1
q
(∫ 1

0

tn
(
sin

(
πt

2

)
|gn(v)|+ cos

(
πt

2

)
|gn(x)|

)
dt

) 1
q

İspat tamamlanır.

Sonuç 4.15 n=1 için eşitsizlik aşağıdaki gibi hesaplanır:∣∣∣∣∫ v

u

g(t) dt− (v − x)g(x)− (x− u)g(x)

∣∣∣∣
≤ (x− u)2

1!

(
1

2

)1− 1
q
(
4|g′(x)|+ 2(π − 2)|f ′(u)|

π2

) 1
q

+
(v − x)2

1!

(
1

2

)1− 1
q
(
4|g′(x)|+ 2(π − 2)|g′(v)|

π2

) 1
q
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Sonuç 4.16 n=2 için eşitsizlik aşağıdaki gibi hesaplanır:∣∣∣∣∫ v

u

g(t) dt− (v − x)g(x)− (v − x)2 − (x− u)2

2
g′(x)− (v − x)3 + (x− u)3

6
g′′(x)

∣∣∣∣
≤ (x− u)3

2!

(
1

3

)1− 1
q
(
8(π − 2)

π3
|g′′(x)|+

(
−16

π3
+

2

π

)
|g′′(u)|

) 1
q

+
(v − x)3

2!

(
1

3

)1− 1
q
(
8(π − 2)

π3
|g′′(x)|+

(
−16

π3
+

2

π

)
|g′′(v)|

) 1
q

Sonuç 4.17 n=3 için eşitsizlik aşağıdaki gibi hesaplanır:∣∣∣∣∣
∫ v

u

g(t) dt−
3∑

r=0

[
(v − x)r+1 + (−1)r(x− u)r+1

(r + 1)!

]
g(r)(x)

∣∣∣∣∣
≤ (x− u)4

3!

(
1

4

)1− 1
q
(
12(π2 − 8)

π4
|g(3)(x)|+ 2(π3 − 24π + 48)

π4
|g(3)(u)|

) 1
q

+
(v − x)4

3!

(
1

4

)1− 1
q
(
12(π2 − 8)

π4
|g(3)(x)|+ 2(π3 − 24π + 48)

π4
|g(3)(v)|

) 1
q

Teorem 4.21 g : I → R sürekli n-defa türevlenebilir bir fonksiyon olsun ve g(n) ∈ L([u, v])

olmak üzere n ≥ 1 ve 0 < s ≤ 1. Eğer |g(n)| fonksiyonu trigonometrik konveks ise, o hâlde

her x ∈ [u, v] için aşağıdaki eşitsizlik sağlanır:∣∣∣∣∣
∫ v

u

g(t) dt−
n∑

r=0

[
(v − x)r+1 + (−1)r(x− u)r+1

(r + 1)!

]
g(r)(x)

∣∣∣∣∣
≤ (x− u)n+1

n!

(
1

np2 + p
+

2

πq

(
|g(n)(x)|q + |g(n)(u)|q

))
+

(v − x)n+1

n!

(
−1

np2 + p
+

2

πq

(
|g(n)(x)|q + |g(n)(v)|q

))
İspat Lemma3.6 (3.35) eşitliğinden, mutlak değerin özelliklerinden ve uygun değişken dö-

nüşümlerinden (z = (1 − t)u + tx ve z = (1 − t)x + tv) faydalanılarakaşağıdaki eşitsizlik

elde edilir:∣∣∣∣∣
∫ v

u

g(t) dt−
n∑

r=0

[
(v − x)r+1 + (−1)r(x− u)r+1

(r + 1)!

]
g(r)(x)

∣∣∣∣∣
≤
∫ x

u

(z − u)n

n!
|g(n)(z)| dz +

∫ v

x

(v − z)n

n!
|g(n)(z)| dz

=
(x− u)n+1

n!

∫ 1

0

tn|g(n)((1− t)u+ tx)| dt+ (v − x)n+1

n!

∫ 1

0

(1− t)n|g(n)((1− t)x+ tv)| dt
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Eşitsizliğe literatürde iyi bilinen Young Eşitsizliği uygulanırsa:

≤ (x− u)n+1

n!

(
1

p

∫ 1

0

tnpdt+
1

q

∫ 1

0

|g(n)((1− t)u+ tx)|q dt
)

+
(v − x)n+1

n!

(
1

p

∫ 1

0

(1− t)npdt+
1

q

∫ 1

0

|g(n)((1− t)v + tx)|q dt
)

g fonksiyonuna trigonometrik konveks fonksiyon özelliği uygulanırsa:

≤ (x− u)n+1

n!

(
1

p

∫ 1

0

tnpdt+
1

q

∫ 1

0

sin

(
πt

2

)
|g(n)(x)|q + cos

(
πt

2

)
|g(n)(u)|q dt

)
+

(v − x)n+1

n!

(
1

p

∫ 1

0

(1− t)npdt+
1

q

∫ 1

0

sin

(
πt

2

)
|g(n)(x)|q + cos

(
πt

2

)
|g(n)(v)|q dt

)
İntegraller hesaplanırsa

≤ (x− u)n+1

n!

(
1

np2 + p
+

2

πq

(
|g(n)(x)|q + |g(n)(u)|q

))
+

(v − x)n+1

n!

(
−1

np2 + p
+

2

πq

(
|g(n)(x)|q + |g(n)(v)|q

))
Sonuç 4.18 n = 1 için eşitsizlik aşağıdaki gibi hesaplanır:∣∣∣∣∫ v

u

g(t) dt− (v − x)g(x)− (x− u)g(x)

∣∣∣∣ ≤
(u− x)2 [2p(p+ 1) (|g′(u)|q + |g′(x)|q) + πq] + (v − x)2 [2p(p+ 1) (|g′(v)|q + |g′(x)|q)− πq]

πpq(p+ 1)

Sonuç 4.19 n = 2 için eşitsizlik aşağıdaki gibi hesaplanır:∣∣∣∣∣
∫ v

u

g(t) dt−
2∑

r=0

[
(v − x)r+1 + (−1)r(x− u)r+1

(r + 1)!

]
g(r)(x)

∣∣∣∣∣ ≤
−(u− x)3 [2p(2p+ 1) (|g′′(u)|q + |g′′(x)|q) + πq] + (v − x)3 [2p(2p+ 1) (|g′′(v)|q + |g′′(x)|q)− πq]

2πpq(2p+ 1)

Teorem 4.22 g : I → R sürekli n-defa türevlenebilir bir fonksiyon olsun ve g(n) ∈ L([u, v])

olmak üzere n ≥ 1 ve 0 < s ≤ 1. Eğer |g(n)| fonksiyonu s konveks ise, o hâlde her x ∈ [u, v]

için aşağıdaki eşitsizlik sağlanır:∣∣∣∣∣
∫ v

u

g(t) dt−
n∑

r=0

[
(v − x)r+1 + (−1)r(x− u)r+1

(r + 1)!

]
g(r)(x)

∣∣∣∣∣
≤ (x− u)n+1

(np+ 1)
1
pn!

(
|g(n)(x)|q − |g(n)(u)|q

s+ 1

) 1
q

+
(v − x)n+1

(np+ 1)
1
pn!

(
|g(n)(v)|q − |g(n)(x)|q

s+ 1

) 1
q

İspat Lemma3.6 (3.35) eşitliğinden, mutlak değerin özelliklerinden ve uygun değişken dö-

nüşümlerinden (z = (1− t)u+ tx ve z = (1− t)x+ tv) faydalanılarak aşağıdaki eşitsizlik
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elde edilir:∣∣∣∣∣
∫ v

u

g(t) dt−
n∑

r=0

[
(v − x)r+1 + (−1)r(x− u)r+1

(r + 1)!

]
g(r)(x)

∣∣∣∣∣
≤
∫ x

u

(z − u)n

n!
|g(n)(z)| dz +

∫ v

x

(v − z)n

n!
|g(n)(z)| dz

=
(x− u)n+1

n!

∫ 1

0

tn|g(n)((1− t)u+ tx)| dt+ (v − x)n+1

n!

∫ 1

0

(1− t)n|g(n)((1− t)x+ tv)| dt

Eşitsizliğe literatürde iyi bilinen Hölder Eşitsizliği uygulanırsa:

≤ (x− u)n+1

n!

(∫ 1

0

tnpdt

) 1
p
(∫ 1

0

|g(n)((1− t)u+ tx)|qdt
) 1

q

+
(v − x)n+1

n!

(∫ 1

0

(1− t)npdt

) 1
p
(∫ 1

0

|g(n)((1− t)x+ tv)|qdt
) 1

q

g fonksiyonuna s konveks fonksiyon özelliği uygulanırsa:

≤ (x− u)n+1

n!

(∫ 1

0

tnpdt

) 1
p
(∫ 1

0

ts|g(n)(x)|qdt+
∫ 1

0

(1− t)s|g(n)(u)|qdt
) 1

q

+
(v − x)n+1

n!

(∫ 1

0

(1− t)npdt

) 1
p
(∫ 1

0

ts|g(n)(v)|qdt+
∫ 1

0

(1− t)s|g(n)(x)|qdt
) 1

q

İntegraller hesaplanırsa:

≤ (x− u)n+1

(np+ 1)
1
pn!

(
|g(n)(x)|q − |g(n)(u)|q

s+ 1

) 1
q

+
(v − x)n+1

(np+ 1)
1
pn!

(
|g(n)(v)|q − |g(n)(x)|q

s+ 1

) 1
q

İspat tamamlanır.

Teorem 4.23 g : I → R sürekli n-defa türevlenebilir bir fonksiyon olsun ve g(n) ∈ L([u, v])

olmak üzere n ≥ 1 ve 0 < s ≤ 1. Eğer |g(n)| fonksiyonu h konveks ise, o hâlde her x ∈ [u, v]

için aşağıdaki eşitsizlik sağlanır:∣∣∣∣∣
∫ v

u

g(t) dt−
n∑

r=0

[
(v − x)r+1 + (−1)r(x− u)r+1

(r + 1)!

]
g(r)(x)

∣∣∣∣∣
≤ (x− u)n+1

(np+ 1)
1
pn!

(∫ 1

0

h(t) · |gn(x)|qdt+
∫ 1

0

h(1− t) · |gn(u)|dt
) 1

q

+
(v − x)n+1

(np+ 1)
1
pn!

(∫ 1

0

h(t) · |gn(v)|qdt+
∫ 1

0

h(1− t) · |gn(x)|dt
) 1

q

İspat Lemma3.6 (3.35) eşitliğinden, mutlak değerin özelliklerinden ve uygun değişken dö-

nüşümlerinden (u = (1 − t)u + tx ve u = (1 − t)x + tv) faydalanılarakaşağıdaki eşitsizlik
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elde edilir:∣∣∣∣∣
∫ v

u

g(t) dt−
n∑

r=0

[
(v − x)r+1 + (−1)r(x− u)r+1

(r + 1)!

]
g(r)(x)

∣∣∣∣∣
≤
∫ x

u

(w − u)n

n!
|g(n)(w)| dw +

∫ v

x

(v − w)n

n!
|g(n)(w)| dw

=
(x− u)n+1

n!

∫ 1

0

tn|g(n)((1− t)u+ tx)| dt+ (v − x)n+1

n!

∫ 1

0

(1− t)n|g(n)((1− t)x+ tv)| dt

Eşitsizliğe literatürde iyi bilinen Hölder Eşitsizliği uygulanırsa:∣∣∣∣∣
∫ v

u

g(t) dt−
n∑

r=0

[
(v − x)r+1 + (−1)r(x− u)r+1

(r + 1)!

]
g(r)(x)

∣∣∣∣∣
≤ (x− u)n+1

n!

(∫ 1

0

tnpdt

) 1
p
(∫ 1

0

|g(n)((1− t)u+ tx)|q dt
) 1

q

+
(v − x)n+1

n!

(∫ 1

0

(1− t)npdt

) 1
p
(∫ 1

0

|g(n)((1− t)x+ tv)|q dt
) 1

q

g fonksiyonuna h konveks fonksiyon özelliği uygulanırve integraller hesaplanırsa:∣∣∣∣∣
∫ v

u

g(t) dt−
n∑

r=0

[
(v − x)r+1 + (−1)r(x− u)r+1

(r + 1)!

]
g(r)(x)

∣∣∣∣∣
≤ (x− u)n+1

(np+ 1)
1
pn!

(∫ 1

0

h(t) · |gn(x)|qdt+
∫ 1

0

h(1− t) · |gn(u)|dt
) 1

q

+
(v − x)n+1

(np+ 1)
1
pn!

(∫ 1

0

h(t) · |gn(v)|qdt+
∫ 1

0

h(1− t) · |gn(x)|dt
) 1

q

İspat tamamlanır.

Sonuç 4.20 |g(n)|q fonksiyonu h konvekstir ve h(t) = t seçilsin. O hâlde aşağıdaki eşitsizlik

sağlanır: ∣∣∣∣∣
∫ v

u

g(t) dt−
n∑

r=0

[
(v − x)r+1 + (−1)r(x− u)r+1

(r + 1)!

]
g(r)(x)

∣∣∣∣∣
≤ (x− u)n+1

(np+ 1)
1
pn!

(
1

2

(
|g(n)(x)|q + |g(n)(u)|q

)) 1
q

+
(v − x)n+1

(np+ 1)
1
pn!

(
1

2

(
|g(n)(x)|q + |g(n)(v)|q

)) 1
q

Sonuç 4.21 |g(n)|q fonksiyonu h konvekstir ve h(t) = ts seçilsin. O hâlde aşağıdaki eşitsizlik
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sağlanır: ∣∣∣∣∣
∫ v

u

g(t) dt−
n∑

r=0

[
(v − x)r+1 + (−1)r(x− u)r+1

(r + 1)!

]
g(r)(x)

∣∣∣∣∣
≤ (x− u)n+1

(np+ 1)
1
pn!

(
1

s+ 1

(
|g(n)(x)|q + |g(n)(u)|q

)) 1
q

+
(v − x)n+1

(np+ 1)
1
pn!

(
1

s+ 1

(
|g(n)(x)|q + |g(n)(v)|q

)) 1
q

Sonuç 4.22 |g(n)|q fonksiyonu h konvekstir ve h(t) = 1 seçilsin. O hâlde aşağıdaki eşitsizlik

sağlanır: ∣∣∣∣∣
∫ v

u

g(t) dt−
n∑

r=0

[
(v − x)r+1 + (−1)r(x− u)r+1

(r + 1)!

]
g(r)(x)

∣∣∣∣∣
≤ (x− u)n+1

(np+ 1)
1
pn!

(
|g(n)(x)|q + |g(n)(u)|q

) 1
q

+
(v − x)n+1

(np+ 1)
1
pn!

(
|g(n)(x)|q + |g(n)(v)|q

) 1
q
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tez çalışmasında, konveks fonksiyonlar teorisi ve kesirli integral operatörleri ala-

nında yeni integral eşitsizlikleri geliştirilmiştir. Tezin temel amacı, çeşitli konvekslik sınıfla-

rına (özellikle eksponansiyel konvekslik, trigonometrik konvekslik ve h-konvekslik) yönelik

uygun kesirli integral operatörleri aracılığıyla yeni eşitsizlikler elde etmektir.

Çalışmada, toplam altı farklı lemma kullanılarak bu farklı konvekslik türleri için ge-

niş kapsamlı analizler yapılmış ve her bir sınıfa özgü yeni integral eşitsizlikleri içeren te-

oremler literatüre kazandırılmıştır. Elde edilen sonuçlar, klasik Hermite-Hadamard türü eşit-

sizliklerin kesirli türev ve integral operatörleriyle genelleştirilmesi açısından önemli bir katkı

sağlamaktadır.

Özellikle tezimizin dördüncü bölümünde sunulan araştırma bulguları, farklı konveks-

lik sınıflarının özelliklerini kullanarak yeni eşitsizliklerin nasıl oluşturulabileceğini göster-

miştir. Bu bölümde verilen teoremler, hem teorik matematik alanında hem de fonksiyonel

analiz gibi uygulamalı disiplinlerde çalışmak isteyen araştırmacılar için değerli bir kaynak

teşkil etmektedir.

Araştırmacıların, bu tezde geliştirilen yöntemlerin diğer konvekslik türlerine, örneğin

s-konvekslik veya m-konvekslik gibi farklı yapıdaki fonksiyonlara uygulanması ve farklı

kesirli operatör türleriyle karşılaştırılması önerilmektedir. .

Sonuç olarak, bu çalışma konveks fonksiyonlarda kesirli integral eşitsizliklerine yö-

nelik teorik altyapıyı önemli ölçüde genişletmiş ve matematiksel analiz literatürüne özgün ve

faydalı katkılar sunmuştur. Bu katkıların ileride yapılacak çalışmalar için sağlam bir temel

oluşturması ve ilgili disiplinlerde yeni araştırma yolları açması beklenmektedir.
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