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ONSOZ

Matematiksel modellerinin olusturuimasi uygulamal1 bilim dallarinda blyUk bir 6nem
tasimaktadir. Bu konuda yapilan calismalar bilgisayar teknolojisinin gelismesi sonucunda
oldukca buytk bir hiz kazanmstir. Y apilan arastirmalar sonucunda, matematiksel modelleme
problemlerinin genelde diferensiyel cebirsel denklem olarak karsimiza c¢iktigi
gozlemlenmistir. Bu nedenle, diferensiyel cebirsel denklemlerin sayisal ¢oziimlerinin
arastinlmasi, matematiksel modelleme teorisinin gelismesine biyuk katk: saglamistir.

Bu calismamin hazirlanmasinda her turlt yardimi benden esirgemeyen cok degerli hocam,
Prof. Dr. Mustafa Bayram’ a tesekkir ediyorum.

Calismam sirasinda yol gosterici olan Yrd. Dog. Dr. Ercan Celik ve Yrd. Dog. Dr. Nuran
Guzel’ e de ayricatesekkir ediyorum.



OZET

Bu tezde, muhendislik ve fen bilimlerinde ortaya cikan diferensiyel cebirsel denklem
sistemlerini ¢cozmek icin bir metot sunuldu. Ilk olarak, diferensiyel cebirsel denklem sistemi
keyfi mertebede kuvvet serisine donUstirdldd, daha sonra nimerik sistem ¢ozildi. Test
metodumuzda 1-index ile iki farkli problem ele aldik. Problemlerin ¢oziimleri tam ¢oztimleri
ile karsilastirildi.

Anahtar kelimeler: Diferensiyel cebirsel denklem, kuvvet serileri, index, keyfi mertebe.
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ABSTRACT

In this thesis, a method is described for solving systems of differential-algebraic equations
arising in sceines and engineering. Firstly, differential-algebraic equations system is
transformed into power series in arbitrary order, then the system solved numarically. We
have handed two kind of problems with index-1 to test our method. The solutions of the
problems have been compared with their exact solution.

Keywords: Differential-algebraic equations, power series, Index, arbitrary order.
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1. GIRIS

Yapilan arastirmalar sonucunda, uygulamali bilim dallarinda, pratikte karsilasilan
problemlerin matematiksel modellemeler olusturmas blyldk bir 6énem tasimaktadir. Bu
konuda yapilan calismalar bilgisayar teknolojisinin gelismesi sonucunda 20. yizyilin sonuna
dogru oldukca buylk bir hiz kazanmistir. Matematiksel modelleme problemlerin genelde
diferensiyel-cebirsel denklem olarak karsimuza ¢iktigi gézlenmistir. Bu nedenle, diferensiyel-

cebirsel denklemlerin nimerik ¢oziimlerinin arastirilmasi, matematiksel modelleme teorisinin
gelismesine blyUk katki saglamustir.

Son yillarda yapilan arastirmalar, matematiksel modelleme teorisinde ortaya ¢ikan, bilgisayar
destekli tasarim (CAD/CAM), mekanik sistemlerin simtlasyonu, guc sistemleri, kimyasal
islemlerin simllasyonu ve optimal kontrol gibi problemlerin matematiksel modellemelerin
sonucu olarak elde edilen diferensiyel cebirsel denklem sistemlerinin sayisal ¢ozUmu Gzerinde
odaklanmustir.

Celik (2002) Diferensiyel -cebirsel denklemlerin Padé yaklasimi ile nimerik ¢dzimu Gzerinde
calismalar yapmistir. Pierlugi Amodio ve Francesco Mazzia (1992) baslangi¢/sinir deger
metotlarin kullanarak diferensiyel cebirsel denklemlerin ¢oziimlerine uyguladi. Mdller (2000)
diferensiyel cebirsel denklemlerle modellenmis dinamik sistemin iyi yonleri (pros) ve kotu
yonleri (cons) ile ilgili bir calisma yapmustir. Feng-Sheng Wang (2000) muhendidlikteki
diferensiyel cebirsel denklemleri ¢cbzmek icin siralama (Collocation) metodunu gelistirmistir.

Bu metotlann yanisira diferensiyel cebirsel denklemleri ¢ozmek icin arastirmacilar ¢esitli
bilgisayar paket programlari gelistirmislerdir. Deuflhard (1982) lineer kapali (implicit) O ve 1
index'li diferensiyel cebirsel denklem sistemleri icin bilinenden bilinmeyenlerin tahmini
(extrapolation) metodunu kullanarak LIMEX bilgisayar paket programi, Petzold (1989) genel
implicit O ve 1 index'li diferensiyel cebirsel denklem sistemleri icin Backward diferensiyel
formullerini kullanarak DASSL bilgisayar paket programi kulland:. Hairer ve Wanner (1992)
lineer kapalr (implicit) 0 ve 1 index'li, 2 ve 3 index'li diferensiyel cebirsal denklemlerin
Hessenberg formlart igin Runge-Kutta metodunu kullanarak (baslangi¢ deger problemlerini
¢ozmek icin) RADAUS bilgisayar paket programi ve snir deger problemlerini ¢ézmek icin



COLDAE hilgisayar paket programlarint kullanmiglardir.

Kunkel (1995) degisken katsayil1 genel lineer sistemler icin hem Runge-Kutta hem de geri
fark (backward) formallerini kullanarak GELDA bilgisayar paket programlarim sunmuslardir.

Bu tez calismasnda, diferensiyel cebirsel denklemlerin kuvvet serileri ile ¢ozimlerini elde
etmek icin bir metot sunuldu. Metot, iki degisik test problemine uygulandh. index'i 1 olan
diferensiyel cebirsel denklemler keyfi dereceye kadar kuvvet serilerine donusttrdld.
Sonra, diferensiyel cebirsel denklemlerin yaklasik ¢ozimleri elde edildi. Keyfi dereceye kadar
kuvvet serilerine donustirtlen diferensiyel cebirsel denklemlerin ¢bzimleri tam ¢ozimlerle
karsilastirildi.



2. TEMEL BIiLGILER

2.1 Onbilgiler

Bu bolimde, tezdeki bosluklari doldurmak icin calismada kullamlan bazi temel kavramlar
verilecektir. Diferensiyel denklemlerde bulunan bilinmeyen fonksiyonun tek bir degiskene ya

da birden fazla degi skene bagli olup olmadignabakilir.

2.1.1 Tamm: Bir bagimsiz degisken ile bir bagimli degisken ve bagimli degiskenin bagimsiz
degiskene gore tirevlerini iceren denkleme diferensiyel denklem denir. Bu tir denklemlerin

en genel formu;
f(x,y,y',y",...,y(")) =0

seklindedir. Buraday", y 'nin x 'e gore n 'yinci tOrevidir. Yukaridaki denklemi y" ye gore

¢Ozultrse
v =g(x .y yhe )

elde edilir. Bu dadenkleminin agik formda yazilmis halidir.

2.1.2. Tamm: m inci dereceden bir

f(x)=ax"+ax""+..+a,,x+a,

polinomunu g6z 6nine aaim. Bu polinomun sifira esit kilinmasiyla yazilan
f(x)=ax"+ax"*+...+a, x+a, =0

seklindeki denkleme cebirsel denklem denir. Pozitif m tamsayisina f(x) =0 denkleminin
derecesi denir. f(x) polinomunda f(x;)=0 denklemini saglayan x, ye denklemin koku

denir.

2.1.3. Tamm: Eger f (x) fonksiyonunun x = ¢ de her mertebeden tiirevi varsa
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F)=f(e)+f()(x—c) +%(x— )+t L(I")(x—c)" +..

n:
serisine

=3 ey

=0 n:

fonksyonunun x, = ¢ 'deki Taylor serisi denir. Eger ¢ = 0 alimirsabu seriye

(),

n!

=3

fonksiyonuna Maclaurin serisi ach verilir.

2.1.4. Tanm: q, veb, gercel sayilarx,,x,,...,x,’ lerde bilinmeyenler olmak lzere n tane

bilinmeyenli m tane lineer denklemden olusan

Zal.jxi =b,i=123,..,m

A

denklem topluluguna lineer denklem sistemi denir. Bu denklem sistemi daha agik olarak

asagidaki sekilde gosterilir.

a, b, €R vex, bilinmeyenler olmak Uzere,

apX, +ax, +..+a,x, =b

Ay X) +ApXy +...+a, X, =D,
a.x, +a,x,+..+a, x =b

seklindeki bir ifadeye lineer denklem sistemi adh verilir. BuradaA:_aU.] ) matrisine sistemin

m

katsayilar matrisi ve

) X
b X
B=|.” |ilex= "
b X



matrislerine de sistemin ikinci yam ve bilinmeyenler matrisi denir.

ay a, @, b
L b,

Ay Ay " dy

[AB]= |

n

a . a

ml m2“. amn : m
matrisine de sistemin genisletilmis katsayilar matrisi denir.

Y ukanidaki lineer denklem sistemini, matrisleri kullanarak 4x = B seklinde de gosterebiliriz.
Bir lineer denklem sisteminde, sistemin genisletilmis katsayilar matrisi Uzerinde yapilan

elementer satir islemleri, sistemin ¢ozUmuni degistirmez.
i. Y ani herhangi iinci ve jinci satirlari kendi aralarinda yer degistirilirse:

ARSI

i j
ii. Herhangi bir i.satir, sifirdan farkli bir & sayisi ile carpmak:

S, —> kS, k=0

iii. Herhangi bir satir1 bir & sayisi ile carpip diger bir satira eklemek:
S, —> kS, +3,

islemlerinden herhangi biri yapilirsa sistemin ¢ozimleri aym kalir.

[4:B] genisletilmis katsayilar matrisini eselon forma getirerek denklem sisteminin ¢ozimleri

bulunabilir. Yani her satirimin sifirdan farkli ilk elemanindan énce gelen sifirlarin sayis, satir
numaras buyudikcge artiyorsa eselon form uygulanir. Bu metotla sistemi ¢bzmeye Gauss-
Jordan yok etme ve katsayilar matrisini indirgenmis eselon forma getirerek ¢cbzmeye de

Gauss-Jordan indirgeme metodu ad: verilir.

2.1.5. Tamm: 4, nxn boyutlu bir matris olsun. Eger |A|=0 ise A matrisine (tersi meveut
ise) nonrsinguler(reguler) matris, |A|=O ise A matrisine (tersi mevcut olmayan) singuler

(reguler olmayan) matris denir.

2.1.6. Tamm: 4 , n. mertebeden bir reguler matris (|A|# 0)ise Ax =B lineer denklem



sisteminin tek ¢cozimda vardir ve bu ¢ézim
x=A"B
esitligi ile verilir. Aynca;

Ay X, + A%+t a,x, =b)

Ay Xy +AppXy +..+ay X, =D,
a,. X, +a,x,+.+a, x =b

lineer denklem sisteminin ¢ozimu; A, A matrisinin determinant: olmak Uzere,

b, a, . ay, ay, b . a, ay a, - b

Ax = b, ay, . a,, ay b, . ay, _ @ Ay b,
Xl - ’ 2 1y n

bn an2 ' ann anl bn ' ann a"l an2 bn

determinantlan hesaplanarak,

Ay Ax, _Ax,

=, X == ., X, =
BETART, A

¢Ozumleri bulunur. Ax = B lineer denklemini ¢dzmek i¢in uygulanan bu kurala Cramer kural1

denir.
2.1.7 Tamm:

F bos kiimeden farkli bir kime olsun.

FXF —> F
(a,b)—)a+b

Fonksiyonu asagidaki kosullar: sagliyorsa (F, +) ye degismeli grup denir.
Her a,b,ceF icina+(b+c)=(a+b)+c

Hera,be F icina+b=b+a



Her a e F icinenaz bir O_ e F vardir 0yleki a + O =a

Her ae F enazbirx e F vardirki a +x =0
(iii)’deki 0, elemanina grubun etkisiz eleman: denir. (iv)'deki x elemanina a min tersi denir

ve —a ile gosterilir.

2.1.8 Tamm:
(F,+) degismeli grubunda FXF —F ,(a,b)—ab ile tammlanan fonksiyon asagidaki

kosullar: sagliyorsa  F'yecisim denir;

Her (F -{0,},.) degismeli grup

HerabceF iCina.(b +c) :ab+ac,(b +c)a =ba+ca

(F,+,.) cisminde"."islemininetkiszeleman1 1., 0# a e F ninters atile gosterilir.
2.1.9 Tamm:

(V,+) degismeli grup, F bir cism olsun. FxV —V,(k,v)— k.v ile tamimlanan fonksiyon

asagidaki kosullan saglhiyorsa V' ye F lizerinde vektor uzayr denir.

i)Her ke F v, v, eV icink(v+v,)= kv + kv,

i) Her &y, k, e FoveVigin (K, +k,)v=Kky+kyv

i) (Kyky )v =4k (k)

iv)1.V =V

V, F Uzerinde bir vektor uzayr olsun. F' nin elemanlarina skaler, 7 nin elemanlarina vektor
denir.

2.1.10 Tamm:

V, F cismi Uzerinde bir vektor uzayr olsun.

a v,V v, eV Vvek,k,,...k € Ficinkv+kv, +..+ kv demannav,v,,..,v. nin lineer

kombinasyonu denir.



b) S,V nin bir alt kimes olsun. Eger V' nin her elemam Snin elemanlarimn lineer

kombinasyonu seklinde yazilabiliyorsa Sye V' yi Uretir (gerer) denir.

c) V, F ciami Uzerinde bir vektor uzay: ve
ViV, v, €V VR, k,, ...k, € F olsun. Herhangi kv, + k,v, +...+ k,v, =0 denklemi

k, =k, =...=k, =0 kosulunda saglaniyorsa{v,,v,,...,v,}  kimesinin elemanlarina lineer

bagimsiz elemanlar denir.

d) S, ¥ ninatkimes eger S nin her hangi bir elemanlar ailesi lineer bagimsiz ise S ye lineer

bagimsiz kiime denir.

e S, Vnin lineer bagimsiz altkimes olsun. S,Vyi geriyorsa(Uretiyorsa) S ye V' nin bir
taban (bazi) denir.

Sonug olarak ¥V, F cismi Uzerinde bir vektor uzay: ve B, V' 'nin bir at kiimesi olsun. B 'nin

elemanlari lineer bagimsiz ve V''yi geriyorsa, B 'ye V' 'nin tabam (bazi) denir.

2.1.11 Tamm:

a pozitif bir reel sayi ve a 2 1 olmak Uzere f:R - R", f(x)=a" fonksiyonuna Ustel

fonksiyon, a yada tstel fonksiyonun tabam denir.

2.1.12 Tamm:

E(%,%, %, 0%, ) By (00, %, X0y X, )y B (0,25, X500, X, ) fonksiyonlarinin birinci

mertebeden kismi tlrevleri R" uzayinin bir D bélgesinde mevcut ol sun.

OF, OF, OF,
OF, OF, . OF,
Ox, Ox, Ox,
oF, OF, oF,
ox, ox,  ox,

determinantina £, F,,...,F, fonksiyonlarinin fonksiyonel determinant: veya jakobiyeni denir

ve



o(F,,F,,...,F,) VeyaJ(Fl,FZ,...,ﬂ]
A% Xp0e0r X, ) Xy Xgyeres X,
ile gosterilir.

Fi(X00 X, X500y X, )y (X0, X, Xgyeei X, ),y S (30 X, X500, X,)

fonksiyonlarinmin birinci mertebeden kismi tirevleri ile olusturulan m satir ve n situnlu

Iy o .
ox, Ox, Ox,
% &> . 9
ox, Ox, Ox,
Do T . U
ox, 0Ox, ox,

matrisine f, f,,..., f,, fonksiyonlarinin x,, x,,..., x, degiskenlerine gore fonksiyonel

matrisi veya jakobiyen matrisi denir.

2.2. Diferensiyel Cebirsel Denklemler

Diferensiyel cebirsal denklem sistemi baslangi¢ degeri ile birlikte
F(t,y(1),y'(2)) =0 (2.2)

formundadir. (2.1) denklemine genel nonlineer kapali (implicit) diferensiyel cebirsel denklem

denir. Burada y € R" vete R drr.

Diferensiyel cebirsel denklem agik formda

F(y',»,x10)=0 (2.2)
G(y,x,1)=0 (2.3)

.....

cebirsel kisittamalar vardir. Burada y diferensiyel degiskenin ve x de cebirsel degiskenin

vektorleridir. Eger (2.1) sistemi k£ tane denkleme sahip ve m tanes diferensiyel degiskenise
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(k—m) tanesi cebirsel degiskendir. Degiskenler lizerinde cebirsel kisitlamalarin varli g Z—F
A4

Jakobian matrisinin singulerligi ile ifade edilir.

. .. [OF L
Dolayisiyla, burada y ' 'ye gore F 'nin Jakobiyeni (a— = ij nonsingulerdir.
v
2.2.1. Diferensiyel Cebirsel Denklemlerin Index'i

Bir diferensiyel cebirsel denklem index ile karakterize edilir. Bu yizden diferensiyel cebirsel
denklemlerin incelenmesinde ve simniflandiriimas nda index énemli bir rol oynar. (2.2) ve (2.3)

diferensiyel cebirsal denkleminin bir 6zel formu
y'=f(y.x.t) (2.4)

0=g(x,1) (2.5)

olarak yazilabilir. Bu 6zel forma yari-agik(semi-explicit) diferensiyel cebirsel denklem denir.
Buradada y diferensiyel degiskeninve x de cebirsel degiskenin vektorleridir. Eger ¢ ye gore
(2.3) denkleminin diferensiyeli alinirsa,

y'=f(y.x.t) (2.6)

g, (vix,t)y+g, (vx,t)x'=—g,(y,x1) 2.7)

sistemi elde edilir. Eger g nonsingller ise, (2.6) ve (2.7) sistemi kapal i(implicit) diferensiyel
denklem olur. Dolayisiyla (2.6) ve (2.7) sistemininindex’ininl oldugunu soyleyebiliriz.
2.2.1.1. Tamm: F(¢,y,y)=0 genel diferensiyel cebirsel denkleminde, y’nin indexi;

(sistemde y ve t cinsinden) y' 'nu elde etmek icin gerekli olan diferensiyelin mertebesinin

minimum sayisidir, veya

*Unger, J..Kréner.,and Marquardt,W.,(1992), “Structural Analysis of differential-Algebraic Theory and
Applications’. Computers Chem. Engng. 19.867-882
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F(t,y,y")=0
F(t,y,y,y"=0

d’F

sistemiyle de tammmlanr.
Burada p en kiigiik tamsayidir. Simdi index igin asagidaki drnekleri inceleyelim’
y = ¢q(t) skaler denklemi g6z 6niine aalim. Bu denklem, index'i 1 olan diferensiyel cebirsel

denklemdir. Cinkii y 'ye gore bir diferensiyel denklem elde etmek icin ¢(z) 'nin bir kez

diferensiyeli ainmalidir.

ylqu(t)
y2=yi

sistemine gére  y,=y,=gq,(¢) ifadesini elde etmek icin ilk denklemin

diferensiyeli dindiginday, =y, = ¢, (¢) elde edilir. ¢, (¢)'nin iki kez diferensiyeline ihtiyag

oldugundan, index 2 dir.

=q(t
! "(") sistemini alahim. y; 'e gore bir diferensiyel denklem elde etmek igin
V3=Uu

vs=u"=q"(t)= = 4q"(1)

esitlikleri yazilir. Dolayisiyla g(¢) 'nin Uc kez diferensiyeline ihtiya¢ oldugundan index'i 3

tar.

Index’i birden bilyik olan diferensiyel cebirsel denklemleri gozmek genellikle zordur ve hala
arastirma konusudur. Bu tir diferensiyel cebirsel denklemleri ¢dzmek icin index
indirgemesine gidilir. Yani, denklem index'i 1 olan diferensiyel cebirsel denklemlere
indirgenir. Bu calismada index'i 1 olan diferensiyel cebirsel denklemlerin ¢cozimleri ile

ilgilenilecektir.

" Ascher,U.M.,Petzold, L.R.,(1998),” Computer Methods for Ordinary Differential Equations and differential-
Algebraic Equations.” Society for industral and Applied Mathematics 233,
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2.2.2. Diferensiyel Cebirsel Denklemlerin Ozel Formlar

2.2.2.1. l-index'li Hessenberg Formu

I-index'li Hessenberg formu

xl‘:Fi(xpxzit)
O=Fz(xl,x2,t)

seklindedir. Burada (gxﬂj Jacobian matrisi nonsingulerdir. (Bu sistem semi-explicit
2

1-indexli diferensiyel- cebirsel denklem olarak ta bilinir).

2.2.2.2. 2-index'li Hessenberg Formu

2-index'li Hessenberg formu

5 = F(%,%,)
O:FZ(xl,t)

seklindedir. Burada Ok || o8 Jacobian matrisi nonsingulerdir.
ox, )\ Ox,

Asagidaverilen diferensiyel cebirsel denklemi dustinelim.

W=AN = Ve

S _ 1 2
Y2t Vs =(2/1—Sn2t)(y2+y3)+§(y2—ys) ’
0:)’2_373_2(3“”)()’1_1)1

0:)’2+J’3_2(y1_1)2’

Burada A bir parametredir ve baslangic sartlann y,(0)=0,y,(0)=1olarak verilmistir. Bu
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diferensiyel cebirsel denklem semi-explicit formda degildir. Diferensiyel cebirsel denklemde

-

eger

B 10
X =N 0 1

1
Xy = E(yz + J’3) '

1
leg(yz _ys)’
Z3= V4

olarak alinirsa, diferensiyel cebirsel denklem

xJ'.: Ax = z,,
X, :(Z/I—Sinzt)x2 +z7,
Ozzl—(Sint)(x —1),

1

0=x, —(xl—l)2 :
seklinde yazilir. Buradan,

x1' =5 —z,,
X, :(Z/I—Sinzt)xz —(Sil’]2 t)(xl—l)z,

O=x, —(xl—l)z,

diferensiyel cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu ise 2-indexli hessenberg formundadir’

2.2.2.3. 3-index'li Hessenberg Formu

3-index'li Hessenberg formu

xl' = Fi(xuxwxs’t)’
x'2 :Fz(xl,xz,t),
O:F3(x2,t),

" Ascher,U.M.,Petzold, L.R.,(1998), “ Computer Methods for Ordinary Differential Equations and differential-

Algebraic Equations.” Society for industral and Applied Mathematics,240,
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seklindedir. Burada(gxij (%I%j Jacobian matrisi non-singulerdir.

Ornegin,

9, =V, (2.8.)
4, =V, (2.8.b)
v, =—Aq, (2.8.0)
v,==Aq, — g (2.8.d)
O=¢} +q7 -1 (2.8.¢)

diferensiyel cebirse denklem sistemini ele dam. (Burada l:i(t) bilinmeyen bir

fonksiyon ve g bilinen bir fonksiyondur.(2.8.e) denkleminin diferensiyeli aindiginda,

40, +44, =0 (2.9)
denklemi elde edilir. (2.8.a) ve (2.8.b) denklemleri (2.9)'da yerine yazilirsa,
gV +4qv, =0 (2.10)

elde edilir. (2.9) denkleminin diferensiyeli alinir ve (2.8.a) ve (2.8.b) denklemleri bu
denklemde yerine yazil irsa,

GiVi+qv, +Vi+v5 =0 (2.11)
elde edilir. (2.8.c) ve (2.8.d) denklemleri, (2.11) de yerine yazilirsa,
—A—q,g +v:+v5 =0 (2.12)

elde edilir. (2.8.c) ve (2.8.d) denklemlerinde (2.12) denklemi yerine yazilir. ¢ ve v igin bir
diferensiyel denklem elde etmek icin (2.12) denkleminin ardisik U¢ diferensiyeline ihtiyag
vardir. Dolayisiyla bu denklemin index'i 3 oldugu sdylenebilir. Bu sistem 3-indexli

Hessenberg formundacdhr.
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2.2.2.4 r-index'li Hessenberg Formu

Simdi,
F(t,y,y) =0

diferensiyel cebirsel denklemini goz 6niine alalim. Eger bu denklem

R ACAE )
x, =F, (xl,xz,...,xr_l,t)

seklinde yazilir. Burada Jacobian OF, o, o | %5 matrisi nonsingulerdir.
X, 1 ox, 4 ox, )\ Ox,

Bu denkleme r -indexli Hessenberg formu denir’

" Brenan,K.E.,Campell,S.L.,Petzold,L.R.,(1989).,” Numerical Solution of initial-value problems in Differential -
Algebraic Equations’
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2.3. Kuvvet Serileri

2.3.1. Tamm:

x bir degi sken ve c bir sabit olmak Uzere

ian (x—c)" = a0+al(x—c)+a2(x—c)2+~-+ a, (x—c)" +---
n=0

serisine ¢ merkezli kuvvet serisi denir. Eger bu tammdac = 0 alinirsa

0

2
E ax" =a,+ax+ax +---+ax +---
n=0

elde edilir. Ayncax = ¢ olmasi durumunda ) a, (x—c)’ =a, olur.
n=0

2.3.2. Kuvvet Serilerinin Aritmetigi*

f(t), g(t) ve h(z) birer kuvvet serisi olmak Uzere;

katsayilar1 arasindatoplama gikarma ve carpmaislemlerinde su 6zellikler vardir.

=
—_
~
N—
1l
~
—_
~
N—
I+
0Q
—~
~
N—
=
=
—~
~
N—
1l
~
=
—~
~
N—
I+
0q
Pling
~
N—

¢9(1) &
()= () He)=(Y0)) o >0igin
1 ()= nf[oll(t) i(m ~i (e +1)) £ (A o)

‘Barrio R.,(2005), “Performance of the Taylor series method for ODESDAES’ ,Applied Mathematics
Computation,163 525-545
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h(t)=In(r(0)), ()= In(f[o](t)) ve n>0igin
0= 0 S0 0

h(t) = arctan( £ (¢)), ROE arctan(f[o] (t)) ven>0icn
A =2 710) 1(0),

Pl L o (A= L0 (1) A ).
(0 1+(fm(t))2(f (=25 ()70 |

seklinde bagintilar vardr.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Diferensiyel Cebirsel Denklemleri Cozmek I¢in Niimerik Metot

F(yy'x)=0 (3.1)

(%) =v0.7(x%)=n (32)

seklinde verilmis diferensiyel cebirsel denklemi gz oOnine aaim. Burada F ve y her
mertebeden diferensiyellenebilen vektorel fonksiyonlardir. Baslangic degerleri  yerine

yazildiginda bu denklem,

seklini alir. (3.1) denkleminin ¢ozimlerinin
Y =y,+ yx +ex’ (3.3)

seklinde oldugunu kabul edelim. Burada e,y, vey, ile aym boyutta olan bir vektorel

fonksiyondur. (3.1) denkleminde (3.3) ifadesi ve tlrevleri yerlerine yazil1ip yuksek dereceden
terimler ihmal edilirse,

Ae=B (3.4)

seklinde ¢ 'ye gore lineer denklem sistemi elde edilir. Burada 4 ve B sabit matrislerdir. (3.4)
denklemi ¢ozulUrse e degeri bulunur ve bu e degeri (3.3) denkleminde yerine yazilir. Y Uksek
dereceden terimler igin yukaridaki islemler tekrar edilirse (3.1) denkleminin ¢bzimu igin
keyfi dereceden kuvvet serileri elde edilir.

3.2. Niimerik Metodun Kuvvet Serilerine Uygulamsi

(3.3) fonksiyonu (3.1)'de yerine yazilciginda
f(-x)= fo+f1x+ ](zxz—}—-.-—l—(f;l +plel+...+pmem)xw (35)

seklinde bilinen kuvvet serisinden farkli, (3.5) gibi baska bir kuvvet seris tammlayalim.
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Burada p,, p,,..., p,, ler sabitlerdir. e, e,,...,e, (3.3) denklemindeki evektOrinin tabanidr,

m ise e vektorunun boyutudur. (3.3) denklemindeki y, m elemanl: bir vektorel fonksiyondur.
(3.3) denkleminden

Yi=DYio +yi,1x+yi,2x2+"'+eixn (3-6)

olarak tammlanr. y,, y ‘nin i nci elemamdr. (3.1) denkleminde, (3.6) ifades yerine

yazilirsa
L=/, +paa++p,e,)x +0(x") 3.7)

elde edilir. Burada f; (3.1) denklemindekif(y,y',x) ini.elemamdir. Eger f(y,y'x), ¥' 'nu

iceriyorsa j = 1;icermiyorsa j = 0dir. (3.4) ve (3.7) den;

A =P (3.8)

i, i

B =-f, (3.9)

seklinde lineer denklem sistemi elde edilir. Bu lineer denklem sistemi ¢6zUllrse
e,(i=1..,m) bulunur. Bu e, degeri (3.6) denkleminde yerine yazilirsa n.dereceden bir
polinom olan y,(i=1,..,m) elde edilir. (3.6) denkleminden (3.9) denklemine kadar bu
islemler tekrar edilirse (3.1) denklemindeki diferensiyel cebirsel denklemin ¢ozimu icin keyfi
dereceden kuvvet serileri elde edilir. x 'in adim aralig1 4 olsun. Bu deger y ve y de yerine
yazilrsa, x = x, + h noktasinda y ve y elde edilir. Eger bu islem devam ettirilirse (3.1)

diferensiyel cebirsel denkleminin niimerik ¢ozimi elde edilmis olur.
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4. ARASTIRMA SONUCLARI

Test problemi* 4.1

x' =1

0=ty (4.2)
Diferensiyel cebirsel denklemini gbz 6ntine alalim. Baslangi¢ sartlari
1 (0)=-1 y,(0)=-1. (4.2)
Problemin tam ¢oziimleri asagidaki sekildedir.
y=t-1y,=—V1-1. (4.3)
Baslangi¢ degerlerinden (4.1) denkleminin ¢oztmlerinin

(1) =01 +at=-1+et (4.4)

Y, (t) = Yoo t &t =—1+et
seklinde oldugunu kabul edelim.

(4.4) denklemi ve turevleri (4.1) denkleminde yerine yazilir yiksek mertebeli terimler ihmal
edilirse,

e, ~1+0(t)=0,

(el—Zez)t+ O(tz):O, (45)

(3.7) formundaki denklemi elde edilir. (3.8) ve (3.9) denklemlerine karsilik gelen lineer

denklem sistemi

1-2)lo] e[l
A= ,B= vee = (4.6)
1-2 0 e,

olup verilenlerden 4e = B ssitli ginden denklem ¢6zUlUrse

" Basem S.A, (2006) “Continuation method for computing certain singular points for index-1 differential
algebraic equations’, Applied Mathematics and Computation 175, 1026-1038
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G_ZJ(QJZ@ .7)

1
e= [0.5] (4.8)

olarak bulunur. Bulunan degerler (4.4) denkleminde yerine yazilirsa

W (t)=—1+1¢
1 (4.9
t)=—1+—¢
V2 ( ) + 2
olur. (4.9 denklemini kullanarak (4.2) denkleminin cozimleri
v (1) = =141 +eyt?
(4.10)

v, (1) =-1+ %t +eyt’

seklinde oldugu kabul edelim. Benzer sekilde (4.1) denkleminde (4.10) denklemi ve tirevleri
yerinde yazilip yuksek mertebeden terimler ihmal edilirse

2et+0(t?) =0

G+el—2e2jt2+0(t3)=0 (4.11)

elde edilir. Burada

A= B = vee = (4.12)
1-2 ~0.25 e,

dir. Ae = B lineer denkleminden

G— (Z)J[jj:(?ozsj (4.13)

_[? 414
e_[0.125j (414)

elde edilir. Buradan
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W (1) =-1+1¢

(4.15)
v, () =—1+0.5¢ + 0.125¢2

olur. Ayni sekilde yukaridaki islemler devam edilirse

(1) =-1+¢

¥; () =—1+0.5000000000¢ + 0.1250000000¢* + 0.06250000000¢* + 0.03906250000¢*
+0.02734375000¢° +0.0205078125:° +0.1611328125¢" + 0.01309204102/°
+0.01091003418¢°

Dokuzuncu dereceye kadar y; (¢), () kuvvet serileri elde edilir.

Simdi tam ¢ozumle yaklasik ¢cozimleri asagidaki tablo ve sekilde karsilagtiralim.

Cizelge 4.1 Test problemi (4.1) deki y, (¢)ile y,(7)ninkarsilastinlmast.

‘ ¥, (1) 7,(1) v2(6)= 3 ()
0.1 | -0.9486832981 -0. 9486832982 1x107%©
0.2 | -0.8944271910 -0.8944271921 1.1x10°°
0.3 | -0.8366600265 -0.8366601006 7.41x10°®
0.4 | -0.7745966692 -0.7745981600 1.4908x10°®
0.5 | -0.7071067812 -0.7071228325 6.806613x10™*
0.6 | -0.6324555320 -0.6325735248 1.179928x10*
0.7 | -0.5477225575 -0.5484032188 6.806613x10°*
0.8 | -0.4472235955 -0.4506240000 3.4104045x10°3
0.9 | -0.3162277660 -0.3329442928 1.67165268x102
1.0 0 -0.1854705810 | 1.854705810x10™"
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+
-1.0 0.4 0.0 0.5 1.0

074

-1.0

-1.25

Sekil 4.1 Test problemi (4.1) deki y,(7) ve y; () ingrafigi

Test problemi 4.2

y'1 (x) =e +), (x)+xy'2 (x)

16
y,(x)=cosx (410

Diferensiyel cebirsel denklemi verilsin. Baslangi¢ sartlan

1(0) =1 3,(0)=1 3 (0)=2 y,(0)=0

dir. (4.17)
Problemin tam ¢cozimleri asagidaki sekilde verildi.

=¢" +xCoS
y=e +xCoSx (4.18)

¥, = COSx

seklindedir.

Weiming Wang , (2005) , “An agorithm for solving DAEs with mechanization”, Applied Mathematics and
Computation, 67 1350-1372
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Baslangi¢ degerlerinden (4.16) denkleminin ¢bziimlerinin

7 (%) = Yo + Vorx +6x° =1+ 2x+ ¢x° (4.19)
yz(x):y0’2+y;)’2x+e2x2:1+ezx2 |

Seklinde oldugunu kabul edelim.

(4.19) denklemi ve tirevleri (4.16) denkleminde yerine yazilir yiksek mertebeli terimler
ihmal edilirse,

(—l+2€1)x+0(x2) =0

(%+ezjx2 + O(xs):O,

(4.20)

(38.7) formundaki denklemi elde edilir. (3.8) ve (3.9) denklemlerine karsilik gelen lineer
denklem

o1} Las) 2]
A= B = ve e= (4.21)
01 ~05 e,

olup verilenlerden Ae = B ssitli ginden denklem ¢ozil Urse

(3 S ][jj ) (—;.FJ 4.22)

05
oe [_0_5] (4.23)

elde edilir. Bulunan degerler denklemde yerine yazilirsa
1,
v (x)z 1+ 2x+§x

(4.24)

olur. (4.24) denklemini kullanarak (4.16) denkleminin ¢ozimleri
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»n(x)=1+ 2x+%x2 +ex°
. (4.25)
¥, (x)=1- Exz +e,x°

seklinde oldugunu kabul edelim. Benzer sekilde (4.16) denkleminde (4.25) denklemi ve

turevleri yerinde yazil1p yiksek mertebeden tirevler ihmal edilirse

(3¢, +D)x®+0(x°) =0

4.26
e,x*+0(x*)=0 (420

denklemleri elde edilir. Burada

y :[3 OJ,B :(ﬂ vee =(€1] (4.27)
01 0 e,

dir. Ae= B lineer denklem sisteminden

ol Lo 129

oo (‘1(; 3) (4.29)

olarak bulunur. Buradan

»n(x)=1+ 2)c+%x2 —%xg

(4.30)
Yy (x) =1-=x

olur. Benzer sekilde yukaridaki islemlere devam edilirse

» (x) = 1+2. x +0.5000000000 x*-

0.3333333333. x* +0.04166666667 x* +0.05000000000 x° +0.001388888889 x°-
0.001190476190 x " +0.00002480158730 x°+0.00002755731922 x°



¥, (x) = 1-0.5000000000 x* +0.04166666667 x*-0.001388888889 x° +0.00002480158730 x°
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Dokuzuncu dereceye kadar y; (x), y, (x) kuvvet serileri elde edilir.

Cizelge 4.2 Test problemi (4.2) deki y, (x) ile y, (x) nin karsilastiril mas:

x n(x) Y (%) V() -y (0)]
0.1 1.204671335 1.204671335 0
0.2 1.417416074 1.417416074 0
0.3 1.636459755 1.636459755 0
0.4 1.860249096 1.860249096 0
0.5 2.087512552 2.087512551 0.110°¢®
0.6 2.317320169 2.317320169 0
0.7 2.549142238 2.549142236 0.210°¢®
0.8 2.782906295 2.782906288 0.710°®
0.9 3.019052082 3.019052064 0.1810°7
10 3.258584134 3.258584106 0.2810°°
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600
i fl"1
i y:
400+
200+
I I B B
A0 -2 5 0.0 25 5.0
¥

Sekil 4.2 Test problemi (4.2) deki y,(x) ve y; (x) in grafigi



Cizelge 4.3 Test problemi (4.2) deki y, (x)ile y,(x)nin karsilastiriimasi

28

x v, (x) V5(x) v,(0) -y, )
0.1 0.9950041653 0.9950041653 0
0.2 0.9800665778 0.9800665779 -0.110°
0.3 0.9553364891 0.9553364891 0
04 0.9210609940 0.9210609941 -0.110°
0.5 0.8775825619 0.8775825622 -0.310°
0.6 0.8253356149 0.8253356166 -0.1710°®
0.7 0.7648421873 0.7648421951 -0.78 108
0.8 0.6967067093 0.6967067388 -0.295 107
0.9 0.6216099683 0.6216100638 -0.95510°7
1.0 0.5403023059 0.5403025794 -0.273510°
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¥,(x) inkuvvet serisi ile karsilastirilmasnin grafi gini sekil Uzerinde gosterelim.

-3 -2 -1 1 1 2 &

I T T T T T T = 1= N T T T Y A
oo

-0.24

0.4

-0.6—

0.8

Sekil 4.3 Test problemi (4.2) deki  y,(x) ve y,(x)in grafigi
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu calismada sunulan kuvvet serileri ¢ozim metodu, diferensiyel-cebirsel denklemlerin
numerik ¢cozdmleri icin etkili bir metottur. Metot test problemlerine uyguland.

Problemlerde tam ¢ozimlerle, kuvvet serileri ¢6zUmuU ile elde edilen nimerik ¢cozimler
tablolar ve sekiller Gzerinde karsilastirildi. Bu karsilastirma sonucunda tam ¢ozimlerle kuvvet
serileri ¢6zUmU uyumlu oldugu goraldi.
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