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ONSOZ

Uygulamali bilim dallarinda, matematiksel modellerin olusturulmasi biiyiikk O6nem
tagimaktadir. Bilgisayar teknolojisinin gelismesi sonucuyla da bu alanda yapilan
caligmalarda oldukga biiyiikk artis olmustur. Matematiksel modelleme problemlerinde
diferensiyel cebirsel ve kismi tiirevli diferensiyel cebirsel denklemlerin siklikla kullanildig:
goriilmektedir. Bu nedenle, diferensiyel cebirsel ve kismi tiirevli diferensiyel cebirsel
denklemlerin sayisal ¢oziimlerinin aragtirilmasi, matematiksel modelleme teorisinin
gelismesine biiyiik katki saglamistir.

Bu ¢alismada diferensiyel doniisiim metodu diferensiyel cebirsel ve kismi tiirevli diferensiyel
cebirsel denklemlere uygulanmaktadir. Literatiirdeki teoremler yaklasik analitik ¢oziimii
bulabilmek icin yeterli olmadigindan, verilen simir degerlerini de kullanmamiza olanak
saglayacak yeni teoremler olusturmaktadir.

Bu caligmanin hazirlanmasinda her tiirlii yardimi benden esirgemeyen ¢ok degerli hocam,
Prof. Dr. Mustafa Bayram’a en icten dileklerimle tesekkiir ederim.



OZET

Bu tezde, miihendislik ve fen bilimlerinde ortaya ¢ikan diferensiyel cebirsel ve kismi tiirevli
diferensiyel cebirsel denklemleri ¢6zmek icin diferensiyel doniisim metodu sunuldu. Bu
metotla denklem sistemlerinin yaklagik analitik ¢ézlimleri bulundu ve bu ¢oziimler tam
coziimlerle kargilastirildi.

Anahtar Kkelimeler: Diferensiyel cebirsel denklem, kismi tiirevli diferensiyel cebirsel
denklem, kuvvet serileri, index, diferensiyel doniisiim metodu.
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ABSTRACT

In this thesis, we have applied the differential transform method to solve systems of
differential and partial differential algebraic equations arising in sceines and engineering. We
firstly calculated the approximate analytical solutions of the given equations, and then
compared with their exact solutions.

Keywords: Differential algebraic equations, partial differential algebraic equations, power
series, index, differential transform method.
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1. GIRiS

Uygulamali bilim dallarinda, pratikte karsilasilan problemlerin matematiksel modellemeler
olusturmasi1 biiyiik bir Onem tagimaktadir. Bu konuda yapilan caligmalar bilgisayar
teknolojisinin gelismesi sonucunda 20. yiizyilin sonuna dogru olduk¢a biiyiik bir hiz
kazanmistir. Cogu modellemelere ait problemler genelde diferensiyel cebirsel denklem veya
kismi tiirevli diferensiyel cebirsel denklem olarak karsimiza c¢ikmaktadir. Bu nedenle,
diferensiyel ve kismi tiirevli diferensiyel cebirsel denklemlerin niimerik c¢oziimlerinin

arastirilmasi, matematiksel modelleme teorisinin gelismesine biiyiik katki saglamistir.

Diferensiyel cebirsel denklem kavramui ilk kez Petzold (1982) tarafindan kullanilmistir. Sonra
Gear ve Petzold (1984), Brennan (1989), Ascher ve Petzold (1991), Petzold (1995)
diferensiyel cebirsel denklemlerin niimerik ¢oziimleri ile ilgili ¢aligmalar yapmislardir. Hairer
(1989) diferensiyel cebirsel denklemlerin ¢6ziimii igin Runge — Kutta yontemini kullanmistir.
Ascher ve Spiter (1994) sinir degeri verilmis diferensiyel cebirsel denklemlerin ¢6ziimii igin
siralama (collocation) metodunu kullanmiglardir. Celik ve Bayram (2003a, 2003b, 2004)
diferensiyel cebirsel denklemlerin ¢dziimiinde Pade yaklasimini kullanmislardir. Guzel ve
Bayram (2006) Pade yaklasimini yiiksek indeksli diferensiyel cebirsel denklemlere
uygulamiglardir. Hosseini (2006a, 2006b) lineer ve nonlineer diferensiyel cebirsel
denklemlerin ¢6ziimii igin Adomian yontemini kullanmistir. Diferensiyel cebirsel
denklemlerin niimerik ¢6ézlimleri {izerine yapilan ¢aligmalarin yani sira Campbell (1995) ve
Marz (2003, 2004) lineer ve nonlineer diferensiyel denklemlerin indeksi ve ¢oziilebilirligini
incelemigler, Hosseini (2005) de yiiksek indeksli diferensiyel cebirsel denklemlerde indeks

indirgeme i¢in bir yontem sunmustur.

Marszalek (1997) doktora tezini kismi tiirevli diferensiyel cebirsel denklemlerin analizi
iizerine yapmistir. Lucht ve Strehmel (1997a, 1997b, 1999) sabit katsayili lineer kismi tiirevli
diferensiyel cebirsel denklemlerin indeksleri, baglangic ve simir deger tutarliliklari, ve
niimerik ¢oztimleri lizerine ¢aligmalar yapmislardir. Martinson ve Barton (2000, 2002) kismi
tirevli diferensiyel cebirsel denklemlerin karakteristik analizi ve diferensiyel indeks iizerine
caligmiglardir. Debrabant ve Strehmel (2005) lineer kismi tiirevli diferensiyel cebirsel

denklemlere uygulanan Runge—Kutta metodunun yakinsakligini incelemislerdir.



Diferensiyel dontisiim metodu ilk olarak Zhou (1986) tarafindan elektirk devre analizinde
lineer ve non-lineer baglangi¢ deger problemlerini ¢dzmek i¢in kullanilmigtir. Jang ve Chen
(2000) diferensiyel doniisiim yontemini baglangic deger problemlerinin ¢dzliimiinde
kullanmiglardir. Hassan (2002) baz1 6zdeger problemlerinin ¢éziimiinde diferensiyel doniisiim
metodundan faydalanmistir. Koksal ve Herdem (2002) diferensiyel doniisiim metodunu
nonlineer devre analizine uygulamiglardir. Ayaz (2004) ve Liu (2007) diferensiyel cebirsel
denklemlerin  ¢Oziimiinde diferensiyel doniisiim yonteminin  kullamish  oldugunu
belirtmislerdir. Arikoglu ve Ozkol (2006a) diferensiyel fark denklemlerinin ¢ziimiinde bu
yontemi kullanmiglar, ayrica Arikoglu (2006b) ve Ertirk (2007) diferensiyel doniisiim
metodunu kesirli mertebeli diferensiyel denklemlerin ¢6zliimii icin gelistirmislerdir. Bunlara
ek olarak Chen ve Ho (1999), Jang ve Chen (2001), Ayaz (2003) ve Yang (2006) iki boyutlu

diferensiyel doniisiim metodunu kismi tiirevli diferensiyel denklemlere uygulamislardir.

Bu tezde, sabit katsayili lineer diferensiyel cebirsel ve sabit katsayili kismi tiirevli lineer
diferensiyel cebirsel denklemlerin ¢oziilebilirligi ve indeksleri incelenerek ¢oziimleri igin
diferensiyel doniisim metodu sunuldu. Metot, iki degisik test problemine uygulandi ve
problemlerin yaklagik analitik ¢oziimleri elde edildi. Bu analitik ¢éziimler tam ¢6ziimle
karsilastirildi.  Ayrica verilen smir degerlerinin  diferensiyel doniisiim yonteminde

kullanilabilmesi i¢in yeni teoremler olusturuldu.
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2. TEMEL BIiLGILER

2.1 Onbilgiler

Bu béliimde, tezde kullandigimiz bazi temel kavramlar verilecektir.

2.1.1 Tamim: Bir bagimsiz degisken ile bir bagimh degisken ve bagimli degiskenin bagimsiz
degiskene gore tiirevlerini iceren denkleme diferensiyel denklem denir. Bu tiir denklemlerin

en genel formu;
f (x, y,y',y",...,y(”))zo (2.1)

seklindedir. Buraday", y nin x e gore n yinci tiirevidir. Yukaridaki denklem y" ye gore

¢Oziiliirse
Y =9(% Y5y YY) (2.2)
elde edilir. (2.2) denklemine diferensiyel denklemin agik formda yazilisi denir.
2.1.2 Tamm: m inci dereceden bir
f(x)=a,Xx"+ax"" +..+a, X+a, (23)
polinomunu g6z oniine alalim. Bu polinomun sifira esit kilinmasiyla yazilan
f(x)=a,Xx"+ax"" +..+a, x+a,=0 (2.4)

seklindeki denkleme cebirsel denklem ve pozitif m tamsayisina da f(x)=0 denkleminin
derecesi denir. Ayrica f(X) polinomunda f(x)=0 denklemini saglayan X, degerlerine

denklemin koki adi verilir.

2.1.3 Tamm: Eger f (X) fonksiyonunun X, =C de her mertebeden tiirevi varsa

f(x)="f(c)+ f'(c)(x—c)+%(!c)(x—c)2 +ot f;(!C)(x—c)n o (2.5)

ifadesine, yani kisaca
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(-3 ey (26)

n=0 n

toplamina X, =C noktasinda f(X) fonksiyonunun Taylor serisi adi verilir. Eger (2.6)

denkleminde ¢ = 0 alinirsa

8

f(x)=

. 1000),
2 X (2.7)

toplamina Maclaurin serisi ad1 verilir.

2.14 Tamm: g veb reel sayilarx;,X,,...,X, lerde bilinmeyenler olmak lizere n tane

bilinmeyenli m tane lineer denklemden olugan
Z}aijxj =h, i=123,.,m (2.8)
J=

denklem topluluguna lineer denklem sistemi denir. Bu denklem sistemi daha acik olarak

asagidaki sekilde gosterilir.

a;,b, € R ve x; bilinmeyenler olmak iizere,

ij o™i

a, a, 1n 1 bl
Ay 8y o Ay || % _ bz (2 9)
Ay Qny @y [ X bm

seklindeki bir ifadeye lineer denklem sistemi adi verilir. Burada A=[aij ]m nmatrisine sistemin

katsayilar matrisi ve

bl X]
B=|.* | ve x=.” (2.10)
bm XH

matrislerine de sirasiyla denklem sisteminin ikinci yani ve bilinmeyenler matrisi denir. Ayrica
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a]l al2 n bl
b

[A:B]= as“ aS” a?” 32 (2.11)
Ay Ay Ay bm

matrisine de sistemin genisletilmis katsayilar matrisi denir.

Boylece (2.9) denklemini, matrisleri kullanarak Ax = B seklinde de gosterebiliriz. Bir lineer

denklem sisteminde, sistemin genisletilmis katsayilar matrisi lizerinde yapilan elementer satir

islemleri, sistemin ¢oziimiinii degistirmez.

2.1.5 Tammm: A, nxn boyutlu bir matris olsun. Eger detA=|A| #0 ise A matrisine (tersi

varsa) non-singiiler(regiiler) matris,

A| =0 ise A matrisine (tersi olmayan) singiiler (regiiler

olmayan) matris denir.

2.1.6 Tamm: A, n. mertebeden bir regiiler matris (|A| #0) ise AXx=B lineer denklem

sisteminin tek ¢6ziimii vardir ve bu ¢6ziim
x=A"B (2.12)
esitligi ile verilir.

2.1.7 Tamm: a pozitif bir reel say1 ve a # 1  olmak iizere f:R—>R, f(x)=a"

fonksiyonuna iistel fonksiyon, a ya da iistel fonksiyonun tabani denir.

2.2 Diferensiyel Cebirsel Denklemler

Bir diferensiyel cebirsel denklem
F(t.y(t),y'®)=0 (2.13)

seklinde yazﬂabilir.(2.13) denklemine genel kapali (implicit) sekilde yazilmis diferensiyel

cebirsel denklem denir. Burada F e R",y e R" vete R dir.

(2.13) denklemi acik formda

F(y,y,x0=0, (2.14)
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G(y,xt)=0. (2.15)

seklinde ya211abilir.(2.15) ifadesinde goriildiigii gibi diferensiyel cebirsel denklemler
iizerinde cebirsel kisitlamalar vardir. y=y(t) ve x=x(t) olmak iizere, y diferensiyel
degiskenin ve x de cebirsel degiskenin vektorleridir. Eger (2.13) ifadesi, k tane denkleme

sahip ve m tanesi diferensiyel denklem ise (k—m) tanesi cebirsel denklemdir.

2.2.1 Diferensiyel Cebirsel Denklemlerin indeksi

Indeks kavrami, diferensiyel cebirsel denklemlerin davranislarinda ve siniflandirilmasinda

onemli bir rol oynamaktadir. indeks tanimini vermeden &nce

X' = f(x,y,t) (2.16)

0=g(xy.t) (2.17)

ifadesini géz Oniine alalim. Diferensiyel cebirsel denklemin bu sekilde yazilisina yar1 — agik

form denir. (2.17) denkleminin t ye gore tiirevi alinrsa,
X' = f(x,y,t) (2.18)

9, (%, v, t)x + g, (x, y,t)y’ = —g,(x, y.t) (2.19)

sistemi elde edilir. Eger g, nonsingiiler ise (2.18) —(2.19) sistemi adi diferensiyel denklem
sistemine indirgenir ve bu durumda diferensiyel cebirsel denklemin indeksinin 1(bir) oldugu
sOylenir. Eger (2.18)-(2.19) sistemi adi diferensiyel denklem sistemine doniismezse bazi
matematiksel islemler ve koordinat degisiklikleri yardimiyla adi diferensiyel denklem elde
edilmeye ¢alisilir. Eger acik formda adi diferensiyel denklem elde edilirse, (2.16)—(2.17)

sisteminin indeksi 2(iki) dir denir. Eger elde edilen yeni sistem de agik formda yazilmis adi
diferensiyel denklem degilse isleme agik formda yazilmis adi diferensiyel elde edilinceye

kadar devam edilir. Bu sirada yapilan tlirev alma sayisina sistemin indeksi denir.

2.2.1.1 Tamm: (2.13) diferensiyel cebirsel denkleminin Yy’ diferensiyelini olusturabilmek
icin denkleminin hepsinin veya bir kisminin t ye bagli minimum tiirevlenebilme sayisina

(2.13) denklem sisteminin indeksi denir.(Brennan, 1989)
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2.2.2 Sabit Katsayih Lineer Diferensiyel Cebirsel Denklemler

A ve B mxm tipinde iki matris olmak {izere,
AX'+Bx = f (2.20)

sabit katsayili lineer diferensiyel cebirsel denklem sistemi olsun. A kompleks parametre
olmak iizere, AA+ B matrisine matris kalemi denir. Burada, P ve Q mxm tipinde
nonsingiiler matrisler olmak {izere, x =Qy doniisiimii yapilir ve (2.20) denkleminin her iki

yani P matrisi ile ¢arpilirsa,
PAQy' + PBQy = Pf (2.21)
elde edilir. Boylece yeni matris kalemi APAQ + PBQ olur.

Eger AA+ B nin determinanti sifirdan farkli ise, matris kalemi regiilerdir.

2.2.2.1 Teorem: Eger AA+B kalemi regiler ise, o zaman AX'+Bx=f  sistemi

¢oziilebilirdir(Brennan, 1989).

Simdi burada AA+B nin P ve Q doniisimi altinda Kronecker kanonikal formu ile
ilgilenecegiz. Ciinkii ileriki ¢alismalarimizda bu Kronecker kanonikal form olduk¢a c¢ok

karsimiza c¢ikacaktir.

2.2.2.2 Teorem: AA+ B kaleminin regiiler oldugunu kabul edelim. N nilpotentlik derecesi
k olan nilpotent matris (N* =0 ve N*' %0 ise N ye nilpotent matris ve k ya da nilpotentlik

derecesi denir) ve | birim matris olmak iizere,

PAQ:[(') ﬂ PBQ:E ﬂ (2.22)

olacak sekilde P ve Q nonsingiiler matrisleri vardir(Brennan,1989).

Burada N =0 ise k=1 dir. Ayrica A nonsingiiler ise PAQ=1,PBQ=C, k=0 olarak
almabilir. det(1A + B) sabit ise, (2.22) ifadeleri PAQ = N,PBQ =1 seklinde diizenlenebilir.
N nin nilpotentlik derecesi AA+ B kaleminin indeksi, dolayisiyla diferensiyel cebirsel

denklemin indeksidir.

Teorem 2.2.2.2 yi saglayan P ve Q matrisleri (2.20) denklemine uygulanirsa, (2.20)
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denklemi (2.21) denklemine doniisiir. (2.21) denklemi (2.22) formunda yazilirsa,
Y, +Cy, =1, (2.23)

Ny, +y, = f, (2.24)

sistemi elde edilir. (2.23) denklemi bir adi diferensiyel denklemdir ve herhangi bir f, ve

baslangi¢ degeri i¢in bir ¢dziim vardir. (2.24) denklemi,
(ND+ 1)y, =1, (2.25)

seklinde yazilabilir (D = d/dt ). Buradan f,") =d'f,/dt' ve (ND)* =0 olmak iizere (2.25)
denklemi,

k—

Y, = (ND + I)_l f,= Z(_ l)i N’ fz(i) (2'26)

seklinde ¢oziilebilir. Bu ifadeyi daha acik bir sekilde yazacak olursak,
y, = f, = Nf, + N2f, — (D)< N g, (2.27)

denklemi elde edilir. Buradan agik formda yazilmis adi diferensiyel denklem elde etmek igin

(2.27) ifadesinin tiirevini alirsak,

!

y, =, - Nf, 4. (DN (2.28)

denklemi elde edilir. Buradan adi diferensiyel denklem elde edebilmek i¢in sistemin k defa

tiirevinin alinmasi gerektigi sonucuna varilir. Yani diferensiyel cebirsel denklemin indeksi k

dir.

2.3 Kismi Tiirevli Diferensiyel Cebirsel Denklemler

Fen bilimlerinde ve miihendislikte, farkli tip denklem sistemleri igeren bir¢ok matematiksel

model yer almaktadir. Bu sistemler,
e Parabolik ve eliptik diferensiyel denklemler

e Parabolik, eliptik ve adi diferensiyel denklemler veya
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e Eliptik ve adi diferensiyel denklemler ve cebirsel denklemler
icerebilirler.

Farkli tipteki denklemlerin kombinasyonlari igin birgok olasilik vardir. Bu sekildeki sistemler
kismi tiirevli diferensiyel cebirsel denklem olarak adlandirilir ve uygulamalarda bu sistemler
genellikle uygun baglangi¢ ve sinir kosullariyla tamamlanabilirler. Bu sistemler, bazi kabuller
altinda bir Laplace transformu veya bir Fourier analizi ile diferensiyel cebirsel denkleme

indirgenebilirler. Simdi benzer sistemler icin bir 6rnek verelim.

2.3.1 Ornek : u=(u,..,u )T tiirlerin yogunlugu ve v=(Vv,,...,v )T yemek kaynaklarmin

ceo Uy ceo Vi

yogunluk vektorleri olmak {izere, m yemek kaynagina bagl n tiiriin bir popiilasyon modeli,

ou; :

: (2.29)
Ti_g, i=1,..m,
" g;(u,v), i=1,..m

olarak verilsin. D >0, f,, g;,, uygun baslangi¢ ve sinir sartlarmin verildigini kabul edilsin.
Bu sistem bir reaksiyon-difiizyon modeli olarak degerlendirilebilir. Burada u; yayilmis

madde konsantrasyonu olarak goriilebilirken, Vv, pargaciklar1 yayilamayan madde

konsantrasyonu olarak goriilebilir. Denklemde n parabolik denklem, m adi diferensiyel

denklem vardir.

Diger bilimsel alanlarda da bircok uygulamalar vardir. Kismi tiirevli diferensiyel cebirsel

denklemlerin Ornekleri Navier-Stokes denklemlerinde, kimya miihendisligi, manyeto

hidrodinamikte, esnek ¢oklu sistemlerde goriilebilir. Biz burada, J :(O,te), Q :(—I,I) ve

A,B,CeR™ (t,>0,1>0)olmak iizere,

Au, (t,x)+Bu, (t,x)+Cu(t,x) = f (t,x), (t.x)eIxQ (2.30)
sabit katsayili kismi tiirevli diferensiyel cebirsel denklemleri inceleyecegiz. Burada ayrica,
t, <o igin J_:[O,te], t, =00 icin J_:[O,oo) ve ﬁ:[—l,l] olmak tlizere u ve f,

u, f:IxQ—>R" olarak tanimlanan doniisiimler olsun. Biz (2.30) denklemindeki A ve B

matrislerinin en az birinin singiiler olmas1 durumuyla ilgilenecegiz. Eger A=0 veya B=0

olursa sistem adi diferensiyel denkleme ya da diferensiyel cebirsel denkleme doniisiir. Sonug
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olarak ele alacagimiz denklemlerde A veya B matrisleri sifirdan farkli olacaktir.

M. , siir degerleri verilen bilesenlerin indis kiimesi olmak iizere (2.30) un goziilebilirligi

i¢in biitinje M. {1,2,..., n} i¢in U nun U; bilesenlerinin biitiin t € J leri saglayan
uj(t,il)zo (2.31)
seklinde sinir degerleri verilmelidir.

Bunun yani sira, M., baslangi¢c degerleri verilen bilesenlerin indis kiimesi olmak iizere,

bitinje M. c {1,2,...,n} i¢in g nin 9; bilesenlerinin

u(0,x)=g(x), xeQ (2.32)

formunda baslangig degerleri de verilmelidir. kK ¢ M. olmak iizere u, bileseni i¢in Dirichlet
tipi smur degeri uygundur. Genel olarak, k¢ M. olmak iizere u, icin sinir degeri ve
i¢ M. olmak lizere U, icin baslangic degeri (2.30) denklemi yardimiyla tanimlanabilir.

Ayrica sinir kosulu ile baslangi¢ degeri arasinda,
g (x)=u,(0,x), ieMzg M, (2.34)

tutarlilik sart1 gerekmektedir.

2.3.2 Ornek: u:(ul,uz,u3)T, ted, xeQ=(-L1), a,b>0,c;20 ve f(t,x) i=123

fonksiyonlar yeterince diizgiin (kendisi ve tiirevleri siirekli olan fonksiyon) olmak fizere,

1 00 -1 0 0 0 ¢c O f
0 a Oju+/0 b Oju,+/0 0 c,|u=|f, 535
000 0 0 0 0 c f, (2:35)

0
u; (t,=1)=u;(t,1)=0, j€ My, u,(0,x) =g, (x)sin(zx), je M

kismi tlirevli diferensiyel cebirsel denklemi g6z Oniine alalim. Baslangi¢ sartindaki sin(nx)
degeri denklemin tutarliligini garantiler. Burada M. smir kosullar1 keyfi olarak verilen u
nun bilesenlerinin indis kiimesidir ( benzer durum M. i¢in de gecerlidir ). U, ve u,

bilesenlerinin ¢oziimleri,



0 (6X)=— 1, (tx), u,(tx) :i( QLX) 1, (t,x)+C£ L (t,x)J (2.36)

olarak bulunabileceginden, u, ve u, i¢in baslangi¢c ve sinir sartlarina gerek yoktur. Sonug
olarak, M. = M. = {1} olarak alinabilir. Buradan u, in ¢dziimii,

Lf -Gt
c, (2.37)

u, (t,-1)=u, (t,1)=0, u, (0,x) = g, (x)sin(7Xx),

u,=u

1xx

baslangi¢ degerli parabolik problemin ¢oztimiidiir.

Bu 6rnek, singiiler matrisli (2.30) denkleminin regiiler matrisli (2.30) denkleminden farkl

oldugunu gostermektedir. Bolim 2.4 de sirasiyla, diferensiyel uzaysal(spatial) indeks ve
diferensiyel zaman(time) indeksi anlatilacaktir. Bu indeksler kismi tiirevli diferensiyel
cebirsel denklemlerin karakterize edilmesinde ve ¢oziimiinde 6nemli bir rol oynamaktadir.
Coziim i¢in U vektoriiniin biitiin bilegenleri i¢in baglangic ve sinir kosullar1 verilmeyebilir.

Kisim 2.4 de, yukarida tanimi verilen M, ve Mg, temel indeks kiimelerinin nasil

bulunacag anlatilacaktir. Ciinkii bu iki kiime bilinirse kismi tiirevli diferensiyel cebirsel
denklemin U ¢6ziim vektoriiniin hangi bilesenleri i¢in baslangic ve sinir kosullar1 verilmesi

gerektigi kestirilebilir.

2.4 Kismi Tiirevli Diferensiyel Cebirsel Denklemlerin Indeksleri

Diferensiyel cebirsel denklemlerde oldugu gibi, kismi tiirevli diferensiyel cebirsel
denklemlerin karakterize edilmesi icin indeks kavrami olduk¢a 6nemlidir. Bunun i¢in bu
kisimda, kismi tiirevli diferensiyel cebirsel denklemler igin sirasiyla Laplace doniisiimii ve
Fourier analizi ile tanimlanan diferensiyel uzaysal indeks ve diferensiyel zaman indeksi diye

iki indeks tanim1 yapilacaktir. Bu tanimin yapilabilmesi igin asagidaki kabuller gereklidir.

I. (2.30)—(2.33) baslangi¢ smir deger problemi, (2.30) sisteminin ¢ozimi olan,

baslangi¢ ve smir degerlerini saglayan, yeterince diizgiin (kendisi ve istenildigi kadar
tirevleri stirekli olan fonksiyona yeterince diizglin fonksiyon denir) olan tek bir

¢Oziime sahiptir.

II. u vektorlerinin her bir bileseni, u, ve f
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ly(t.x)| <Me”, a>0,t>0

sinir kosulunu saglamalidir.
II1. (B,£A+C) matris kalemi, Re(&) > a , regiiler olmalidir.
IV. (A, 14,B+C) matris kalemi biitiin k degerleri i¢in regiiler olmalidr.
V. f (t, x) vektori ve @ (x) baslangic deger vektorii yeterince diizgiin (smooth)

olmalidir.

2.4.1 Laplace Déniisiimii ve Uzaysal indeks

t,=c0 ve y:[0,00) > R olmak iizere,
ly(t)<Me*, a=0, te[0,0), 0<M <o (2.38)

kosuluyla (growth condition) siirekli olsun. Genel olarak y(t) nin Laplace doniisiimii

y; = J':e‘tiy(t)dt, Re(&)>0. (2.39)

seklinde tanimlanir. Yukanidaki (II) 6zelliginden (2.30) denklemini, ¢ (x) (2.32) de verilen

baslangi¢ vektorii olmak lizere,
Bu." (X)+(¢A+C)u, (x) = f.(x)+Ag(x), Re(&)>a (2.40)

seklinde yazilabilir. B singiiler matris ise, (2.40) denklemi & parametresine bagli bir
diferensiyel cebirsel denklem olur. Bdylece, smir kosullart genel olarak u, nun belli
(€)

bilesenleri icin verilebilir. Bunlar1 karakterize etmek i¢in Mg {1,2,...,n} , smir kosullari

keyfi olarak verilebilen u, nin bilesenlerinin indis kiimesi olarak yazilir.

Burada uzaysal indeksi tanimlayabilmek igin (2.40) diferensiyel cebirsel denkleminin
Kronecker normal formu gerekmektedir. (IIT) 6zelliginden, I, k mertebeden birim matris,

R . €C™™, ve N, e R™™ bir nilpotent matris olmak iizere(m, +m, =n)
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l, 0 R. O
PeBQL=| o | Re(6A+C)QL=| 7 (2.41)
L.

m,

olacak sekilde P_.,Q,_. € C™ nonsingiiler matrisler vardir. Burada N _. nin Riesz indeksini
(ya da nilpotentlik derecesi) v, ., olarak tanimlayacagiz (N‘L'Lé =0, NZ};‘I #0) . Bu

bagntilarla birlikte (2.40) denklemi,

V. (X)+RV: (X)) =1, (%), (2.42)
N w." (X)+w, (x) =1, (x), (2.43)
ikili denklem ~sistemine  déniisi.  Burada, (v, (x)",w; (x)' )T =Qlu () ve

.
(e () o2 (07) =Pe(f(x)+Ag(x))dir. (242) ifadesi, ikinci mertebeden m,
diferensiyel denklem i¢ermektedir. Genel olarak , v, nin her bir bileseni i¢in bir sinr sarti
gereklidir. (I) 6zelligi altinda bu sinir deger probleminin tek ¢6ziimii oldugu goriiliir. Boylece,

(V;,W; )T , U, ya geri doniistiiriiliirse M) m, elemanlt bir kiime olur. Ayrica (2.43)

denklemi,

W, (X) =1, (X)= N1, () + '"(_I)VL(l N&égil ré(,szLﬁ) (x), (2.44)

cebirsel denklemine denktir. Bu denklemden, verilen rm(x) vektorii ve onun X e bagh
(2V,_’ : —2) ye kadar olan tiirevleri yardimiyla w, € C™ vektériiniin her bir bileseni bulunur.
Buradan, w, bilesenleri i¢in herhangi bir smir kosulu gerekmedigi ortaya ¢ikar.
P Ques R N o (ve m,m,,v .)matrisleri & parametresine baglidir. u, nin bilesenleri
icin (sonugta u(t,x) i¢in de) Q. matrisine bagli bir simir kosulu verilebilir. Burada &
parametresinden bagimsiz, M(Efc) indeks kiimesi olacak sekilde, Re(f)Za* esitsizligini
saglayan o  >a sayisi olsun. u. Laplace doniigiimiiniin tersi goz Oniine almarak, Mg,

indeks kiimesi basit olarak M. = M(Efc) seklinde verilebilir.

(2.44) denkleminden, diferensiyel cebirsel denklemin diferensiyel indeks tanimina benzer
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olarak uzaysal indeksin tanimi i¢in bir tahmin yapilabilir. Bu denklemin X e bagl bir defa

tiirevi alinirsa,

C (0= (00Nt (0 (A1) N e (x), (245)
denklemi bulunur. Sonug olarak bir agik diferensiyel denklem elde etmek i¢in, w, (X) in X’e

bagh (2VL’ - 1) kere tiirevinin alinmasi gereklidir.
2.4.1.1 Tanm: o €R*, & > , biitiin £eC ler igin Re(f) > o olacak sekilde bir sayi
olsun.

1. ( B,CA+ C) matris kalemi regiilerdir,
2. |v|<§g , & den bagimsizdir ve M. = M(Efg dir,

3. N_. ninnilpotentlik derecesi v, >1,

L¢

kosullart saglanirsa v, :=2v, —1 kismi tirevli diferensiyel cebirsel denklemin diferensiyel

uzaysal indeksi olarak adlandirilir(Luch ve Strehmel,1999).

Eger v, =0 ise, denklemin uzaysal indeksi sifir olarak alinir. Tanimdan da anlasilacag:

lizere, uzaysal indeks diferensiyel cebirsel denkleme benzer olarak v, ,, Laplace doniigtimii
alinmig (2.40) denklemini (2.42)-(2.45) acik diferensiyel denklem sistemine

dontistiirebilmek igin, rgygz(x) (sonugta f(t,X), g(X)) fonksiyonunun X e bagli en az

tiirevlenebilme sayisidir.

24.1.2 Tanmm : Mg, = M(Efc) ve Re(&)>a’ oldugunu kabul edelim. Eger u ; nin Laplace
doniistimii u, ; (#)= (QL; (V; (£1),w} (il))T) esitligini saglarsa, j&Myg. igin u; nin
verilen smir degeri tutarhidir diye adlandirilir.

2.4.1.3 Ornek: u=(u,u,) olmak iizere,

10 -1 -1 00y, _¢ 0 2.46
[0 IJU‘J{O OJU“J{ﬂ Oju_ , B< (2.46)

kismi diferensiyel cebirsel denklemini géz 6niine alalim. Bu denklemin diferensiyel uzaysal
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indeksi v, , =1 dir. A matrisi regiiler oldugundan, M, ={1,2} dir. Burada Re(&)>0 olmak

iizere Laplace doniistimlii kismi tiirevli diferensiyel cebirsel denklemin Kronecker

doniisiimiinii saglamak igin

l ; _52 -1
PL,é = : 5;:3 ve QL,§ = s (2.47)
0 — <k
$-pB $-p
matrislerini kullanalim. O zaman yeni denklem,
" 52
v 5z © (V‘szﬂg(ngg) (2.48)
0 o )\ ’
seklinde elde edilir. Burada (v§ (x)",w, (x)' )T =Q_Lu, (X) esitliginden,
v, :—l(u1§+u2§), W, :;(ﬂu1§+§u2§) (2.49)
4 $-B

yazilabilir. Bu denklemlerden de anlagildigi gibi I\/I(B‘*? tek bir sekilde tanimlanmayabilir.
Yani, Re(&)2a” igin MY ={1} ya da M =1{2} secilebilir. M) = {1} seilirse (2.46)

denkleminden u, i¢in smir degerini,

d

ot (62 = o (L41) = fu, (1.41), v, (0.41) (2.50)

baglangi¢ deger probleminin ¢éziimiiyle bulunur. Bu baslangi¢ deger problemini ¢ozdiikten

sonra U, i¢in tutarli bir sinir deger elde edilir.

2.42 Fourier Doniisiimii ve Zaman Indeksi

(2.30) kismi tiirevli diferensiyel cebirsel denklemi ¢, (x) skaler fonksiyonu ile ¢arpalim ve
denklemin [-I,1] arahginda x e bagl integralini alahm. ¢ (X), je My igin u;(t,x) ye

benzer sinir kosuluna sahiptir.

Vektor degerli ;((t,x) fonksiyonunun k. Fourier katsayisi ¢, ya bagli olarak,
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_ I
2 (t) = —L 2(t, %), (x)dx
seklinde tanimlanir. Buradan

Pa(t)=0 ieMg

x=I

pa0) =3[ (0, (LX) -4 (9, (1)

x=—1

olmak iizere, (2.30) sistemi

AG, (t)+(4B+C)a, (t)= f (1) +Bp, (t) = T, (1)

(2.51)

(2.52)

diferensiyel cebirsel denkleme déniistiiriilebilir. Burada p, (t)=(py (t),-s oy (t))T dir.

A matrisi singiiler ise, (2.52) denklemi (IV) ve (V) ozellikleri altinda uygun baslangi¢

degerleri ile birlikte tek ¢6ziime sahip ve g, parametresine bagl bir diferensiyel cebirsel

denklemdir. Bir oOnceki bdliimde verilen Laplace doniisiimiinde oldugu gibi, (IV)

ozelliginden, R, € C"™, ve N, e R™™ bir nilpotent matris olmak iizere (n,+n,=n ve

Ng , nin Riesz indeksi Vi, ),

0

n

R
PF,kAQF,k:(O N j’ PF,k(:ukB"'C)QF,k:(
ok

lo J (2.53)

M

olacak sekilde P ,,Qg , regiiler matrisler bulunabilir. Bu bagitilarla (2.52) denklemi,

Yk, (t) +Re Vi (t) =S4 (t)>

Ne oz () +2z(t) =5, (1),

(2.54)

(2.55)

ikili ~ denklem  sistemine  doniigiir.  Burada, (yk 1),z (t) )T =QF 0 (t)  ve

(Sk,l (1) s, (1) )T =P, f, (t)dir. (2.55) denkleminin ¢dziimi,

(2.56)
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seklinde yazilabilir. Baslangic degerleri keyfi olarak agiklanabilen U, nin bilesenlerinin indis

kiimesi M(,? < {1,2,..,n} seklinde tammlamr. O zaman u nun fourier analizi altinda M(Ié)

nin, kK € N, dan bagimsiz ve ME? = M. oldugu kabul edilir.
Simdi indeksi tanimlayabiliriz.

2.42.1 Tamm: k =1,2,... icin,

1. (A, B+ C) matris kalemi regiilerdir,

2. MY keN, danbagimsizve M) =M,
3. Ng, nim nilpotentlik derecesi Ve, =V,

oldugunda (2.30) denkleminin v,, =V, tek diferensiyel zaman indeksine sahip oldugu

sOylenir(Luch ve Strehmel,1999).

2.5 Kuvvet Serileri

2.5.1 Tamm: X bir degisken ve C bir sabit olmak iizere

Sa, (x—c) =2, +a,(x—C)+a, (X—C) +-+a, (x—c) +-- (2.57)

n=0

serisine ¢ merkezli kuvvet serisi denir. Eger bu tanimda ¢ = 0 alinirsa

Dax"=a,+aXx+a,x +o+a X 4o (2.58)
n=0

elde ediiir. Ayrica X = ¢ olmasi durumunda Y a,(x—c)" =a, olur.
n=0

2.5.2 Kuvvet Serilerinin Aritmetigi*

f(t), g(t) ve h(t) birer kuvvet serisi olmak iizere;

katsayilar1 arasinda toplama ¢ikarma ve ¢arpma islemlerinde su 6zellikler vardir.

"Barrio, R. (2005), “Performance of the Taylor series method for ODEs/DAEs”,Applied Mathematics
Computation, 163 525-545
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h(t)=f(t)i9(t)»h[”]() f”()ig”(t)
h(t)=f(t)-9(t). Zf[ ()9
(1),

g ) 1
h(t)=f (1), hl ()= (0 (1)) .n >0 iein
h[](t):nf[(}](t)g(na—i(aﬂ))f[ }(t)h (1)

h(t) = arctan ( f (1)), h(t) = arctan( 1] (t)) ve n>0 i¢in
£ (1) =3 £ (1) 119 (¢
i=0
n-1

n 1 n I i n-i
h[](t):—1+(f[01(t))2(f[](t)_ﬁ;m“(t)fz[ ](t)j.

seklinde bagintilar vardir.

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1 Bir Boyutlu Diferensiyel Doniisiim

Bu kisimda diferensiyel cebirsel denklemlerin ¢6ziimiinde kullanacagimiz énemli tanimlar

verecegiz.

3.1.1 Tamm : Bir y(x) fonksiyonunun diferensiyel doniisiimii

Y(k):%{%lo (3.1)

seklinde tanimlanir. Burada, y(x) orijinal fonksiyon, Y(k) ise T-fonksiyonu diye

adlandirilan déniisiim fonksiyonudur.

3.1.2 Tamm : Y (k) mn ters diferensiyel doniisiimii,

y(x)zki;ka(k) (3.2)

0- 0| (53

esitligi elde edilebilir. (3.3) denkleminden de anlasildigi gibi diferensiyel doniisiim diisiincesi

Taylor seri agilimindan tiiretilmigtir. Fakat metot sembolik olarak tiirevleri hesaplamaz.
Bununla birlikte, iligkili tiirevler orijinal fonksiyonun doniisiim denklemleriyle tanimlanmis
iteratif bir yolla hesaplanir. Bu tezde, kii¢iik harfle orijinal fonksiyon, biiylik harfle doniigiim

fonksiyonu gosterilecektir.

Simdi bazi fonksiyonlarin doniisiim fonksiyonlari i¢in temel teoremleri verelim.
3.1.3 Teorem : f(x)=g(x)+h(x) fonksiyonu i¢in doniisiim fonksiyonu,
F(k)=G(k)+ H (k) seklindedir(Arikoglu ve Ozkol, 2006a).

Ispat : Tanim 3.1.1 den,
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_1[d*g |

G(k)_k!{ x| (3.4)
_1[d*h ]

H(k)_k!{ o | (3.5)
_ 1 {d*g(x)£h(x)

F(k)_k![—dxk L (3.6)

elde edilir. (3.4), (3.5) ve (3.6) denklemleri kullanilarak F(k)=G(k)£H (k) esitligi

saglanir.

314  Teorem : f(x)=cg(x) fonksiyonu i¢in doniisim fonksiyonu, F(k)=cG(k)
seklindedir(Arikoglu ve Ozkol, 2006a).

Ispat : Tanim 3.1.1 den,

_1[d90)

G(k)—k!_ ~ lo (3.7)
1 [d*cg(x)

F(k)—k!_ v L (3.8)

denklemleri yazilir. (3.7) ve (3.8) denklemlerinden F(k)=cG(k) esitligi elde edilir.

3.15 Teorem : Eger f(X)=¥ seklinde wverilirse, doniisim fonksiyonu
X

F(k)=(k+1)G(k+1) olur(Arikoglu ve Ozkol, 2006a).

Ispat : Tanim 3.1.1 den,

1| d* [dg(x)
FWE[W[ dx ﬂ

_(k+D { g g(x)} (3-9)
(k+1)!| dx**! -
yazilir. Buradan F (k) =(k +1)G(k +1) elde edilir.
3.1.6 Teorem : f(x)= d"g(x) fonksiyonunun doniisiim fonksiyonu
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Fk)=(k+1)(k+2)...k +n)G(k +n) seklindedir(Arikoglu ve Ozkol, 2006a).

Ispat : Tanim 3.1.1 den,

Fao= 1| 94909
Skt dx" ]

(3.10)
(K+1)...(k+n)| d*"
= k+n g(X)
(k+n)! dx o
elde edilir. Buradan F(k)=(k +1)(k +2)...(k + n)G(k + n) esitligi saglanmis olur.
3.1.7 Teorem : f(x)=g(x).h(x) fonksiyonunun  doniisim  fonksiyonu
3
Fk)= z G(r)H(k —r) seklindedir(Arikoglu ve Ozkol, 2006a).
r=0
Ispat : Tamim 3.1.1 den hareketle,
F(0)= [g(x).h(x)]X:0 =G(0).H(0)
1d
Fl)=—— h
@) T dx [900:h(0)],,
dg(x) dh(x)}
=| ——h(X)+g(X)—— 3.11
Wh 00| (3.11)
=G(0).H(1)+G(1).H(0)
F(2)=G(0).H(2)+G1).H1)+G(2).H(0)
F(3)=G(0).HB)+G().H2)+G(2).H (1) +G(3).H(0)
k
yazilabilir. Genelleme yapilirsa F (k) = ZG(r)H (k —r) esitligini elde edilir.
r=0
. e : L k=n, .
3.1.8 Teorem : f(x)=x" fonksiyonunun doniigiim fonksiyonu, §(k —n)= {0 Kn 1¢in

F(k)=6(k —n) seklindedir(Arikoglu ve Ozkol, 2006a).

Ispat : Tanim 3.1.1 den,

k k!, k=n,
RGN " (3.12)
ax ], 10, k=n.

esitliginden
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1, k=n,
5(k—n):{0 . (3.13)

olmak tizere,

F(k)_k'[ddfgx)} =5k —n) (3.14)

bulunur.

3.1.9  Teorem: f(x)= g(x+a) fonksiyonunun doniisiim fonksiyonu N — o0 igin

N (h
Fk)=> (kja“kG(h) seklindedir(Arikoglu ve Ozkol, 2006a).

h=k

Ispat : Tanim 3.1.2 den,

ZG (x+a)"
=G(0)+aG(1)+xG(1)+azG(2)+2axG(2)+sz(2)
+a3G(3)+3a2xG(3)+3x2aG(3)+x3G(3)
=[G(o)+aG(1)+aG +a’G(3 ]+x[G (3:15)
+2aG(2)+32°G(3) +... |+ X° [G +3aG(3)+.. ]+
hi’o 'G(h)+ hi“(hhil)!a“G(hﬁ...
dir. Buradan
f(x)zkiog(:ja“kG(h)xk (3.16)
yazilabilir. Tanim 3.1.2 den
F(k):hZNI;(EJa“‘kG(h) (3.17)

seklinde bulunmus olur.

3.1.10 Teorem: f(x):%x:a) fonksiyonunun doniisiim fonksiyonu N — oo ig¢in
X
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(k+n) & (h bk e
F(k)= T Z Kan a"*"G(h) seklindedir(Arikoglu ve Ozkol, 2006a).
. h=k+n

Ispat : g(x+a) nin diferensiyel doniisimii C(k) olsun. 3.1.6 Teorem den f(X) in

diferensiyel doniisiimii

F(k)z(k::!n)!c(k+n) (3.18)

olur. 3.1.9 Teorem den

N

Clk+n)= ¥ (:Jrnja“k”G(h) (3.19)

h=k+n

yazilabilir. (3.19) ifadesi (3.18) yerine yazilirsa

F(k):M i (h ja“k”G(h) (3.20)

k' Shlk+n
bulunur.

Reel uygulamalarda, y(x) fonksiyonu sonlu seri ile temsil edilir ve (3.2) denklemi

<
—
>
~—
Il
-
>
s
<
—~~
=~
~—

k=0

seklinde yazilabilir. Buradan

esitliginin ihmal edilecek kadar kiiglik oldugu goriilir.

3.2 iki Boyutlu Diferensiyel Doniisiim

3.2.1 Tanmim : W(X,y) fonksiyonunun iki boyutlu diferensiyel dontisiimii

l ak+h
W(k,h)zm[axk—ath(X, y):|x0 (321)
y=0
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olarak tanimlanir. Burada w(X,y) orijinal fonksiyon, W (k,h) déniisiim fonksiyonudur.

(kisaca T — fonksiyonu da denilir)
3.2.2 Tammm: W (k,h) in ters diferensiyel doniisiimii

00

w(xy)=> > W(kh)x“y" (3.22)

0
h=0 k=0

olarak tanimlanir. (3.21) ve (3.22) denklemlerinden
_yy ! o kyh 3.23
W(X’y)—ZZW an—ath(X’y) Xy (3.23)

elde edilir. (3.23) denkleminden de anlagilacagi gibi iki boyutlu diferensiyel doniisiim iki

boyutlu taylor seri agilimindan tiiretilmistir.

Simdi (3.21) ve (3.22) denklemlerini kullanarak kolayca ispatlayabilecegimiz doniisiim

fonksiyonlariyla ilgili temel teoremler verelim. Teorem 3.2.10, teorem 3.2.11, teorem 3.2.12

ilk olarak bu tezde ifade edilmis ve ilk defa burada ispatlanmistir.

3.2.3 Teorem: W(X, y) =u (X, y) + V( X, y) fonksiyonu i¢in doniisiim fonksiyonu

W (k,h)=U (k,h)£V (k,h) seklindedir(Chen ve Ho, 1999).

Ispat : Tanim 3.2.1 den

U (k,h):%{ (% y)} (3.24)

kth!| ox*oy" %<0
y=0
1 ak+h
V(k,h)zm{axkayh v(X, y)}X=0 (3.25)
y=0
l ak+h
W (k,h):m{axk—ayhu(x, y)£v(X, y)}XO (3.26)
y=0

denklemleri elde edilebilir.  (3.24), (3.25), (3.26) denklemleri kullanilarak

W (k,h)=U (k,h)£V (k,h) esitligi saglanr.
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3.24 Teorem: w(x,y)=Au(x,y) fonksiyonu igin

W (k,h) =AU (k,h) seklindedir(Chen ve Ho, 1999).

Ispat : Tanim 3.2.1 den

1 ak+h
0 (k) o g O]

W (k.h) :ﬁ[%[lww y)]}

doniisiim  fonksiyonu

(3.27)

(3.28)

elde edilebilir. (3.27) ve (3.28) denklemlerinden W (k,h)= AU (k,h)elde edilir.

325 Teorem: W(x,y)=0u(x,y)/ox fonksiyonu igin

W (k,h)=(k+1)U (k+1,h) seklindedir(Chen ve Ho, 1999).

Ispat : Tanim 3.2.1 den

1 [ o [au(xy)
W(k’h)_k!h!{axkay“[ ox H

ak+1+h

~ k+1
NEINESES u(xy)

yazilabilir. Buradan W (k,h) = (k+1)U (k +1,h) dir.

3.2.6 Teorem: w(X,y)=0u(x,y)/dy fonksiyonu igin

W (k,h)=(h+1)U (k,h+1) seklindedir(Chen ve Ho, 1999).

Ispat : Tanim 3.2.1 den

1 ak+h aU(X,y)
W(k’h):k!h!{axkay“[ oy ﬂ

. h+1 ak+h+1 u(x
k!(h+1)!] axtay™ (xy)

yazilabilir. Buradan W (k,h) = (h+1)U (k,h+1) dir.

dontisim  fonksiyonu

(3.29)

dontisgim  fonksiyonu

(3.30)
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3.2.7 Teorem: W(X,y)=0""u(x,y)/ox'dy° fonksiyonunun doniisiim fonksiyonu
W (k,h)=(k+1)(k+2)..(k+r)(h+1)(h+2)..(h+s)U (k+r,h+5)

seklindedir(Chen ve Ho, 1999).

Ispat : Tanim 3.2.1 den

ak+h H'S
W (k.h) =
k'h' oy | ox .

D (3.31)
:(k+1)...(k+s (h+1)...(h+s )[ eers

(k+r)i(h+s)! ooy y)}

0
0

X
y

yazilabilir. Buradan W (k,h) =(k+1)...(k+ r)(h+1)...(h+S)U (k+ r,h+s) elde edilir.

3.2.8 Teorem: w(X,y)=u(xy)Vv(xy) icin doniisiim fonksiyonu
k h
W (k,h)=>>U(r,h—-s)V(k-r,s) seklindedir(Chen ve Ho, 1999).
r=0 s=0

Ispat : Tanim 3.2.1 den hareketle,

W (0,0)=[u(x,y)v(xy)] 0 =U(0,0)V(0,0), (3.32)

15)4

:[5U(X,Y)V(X’y)+u(x’y)aV(X,Y)} (3.33)
~U (LO)V (0,0)+U (0,0)V (1,0),

W (0,1)=U (0,1)V (0,0)+U (0,0)V (0,1),
W (2,0)=U(2,0)V (0,0)+U (1,0)V (1,0)+U (0,0)V (2,0), (3.34)

W (1,1)=U (L,1)V (0,0)+U (1,0)V (0,1)+U (0,1)V (1,0)+U (0,0)V (1,1), (3.35)

W (0,2)=U (0,2)V (0,0)+U (0,1)V (0,1)+U (0,0)V (0,2), (3.36)
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W (1,2)=U (1,2)V (0,0)+U (1L1)V (0,1)+U (1,0)V (0,2)
+U (0,2)V (1,0)+U (0,1)V (1,1)+U (0,0)V (1,2), (3:37)
W (2,1)=U (2,1)V (0,0)+U (2,0)V (0,1)+U (L1)V (1,0)

(3.38)
+U(LOV (L1)+U (0,1)V (2,0)+U (0.0)V (2.1),

W (2,2)=U (2,2)V (0,0)+U (2,1)V (0.1)+U (2,0)V (0,2)
+U (L2)V (1,0)+U (L1)V (1,1) +U (1,0)V (1,2) (3.39)
+U (0,2)V (2,0)+U (0,1)V (2,1)+U (0,0)V (2,2).

kK h
yazilabilir. Genelleme yapilirsa W (k, h) ZZU (r,hn—s)V(k—-r,s) esitligi elde edilir.

r=0 s=0

3.2.9 Teorem: W(X, y) =x"y" seklinde bir fonksiyon ise diferensiyel doniisiim fonksiyonu

1: k:m 1, h:n
-m)= -n)= . 4
S o
olmak iizere, W (k,h)=&(k—m,h—n)=6(k-m)&(h—n) seklinde olur(Chen ve Ho, 1999).
Ispat :
k+h 1h! — —
0 V\k/(xhy) _ k'h!, k=m ve h=n, (3.41)
ox oy wo |0, k=m yadah=n.
y=0
esitliginden
1: k:m 1, h:n
-m)= -n)= . 42
o(k=m) {0, k=m’ 5(h-n) {0, h#n (3:42)
olmak iizere,
k+h
W (k)= 2)
k!h!|  ox“oy 0
y=0
=5(k—m,h—n) (3.43)

=5(k-m)s(h—n).

yazilir.
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3.2.10 Teorem : W(X, y) =g(x+a,Yy) fonksiyonunun diferensiyel dontigiimii

N
W (k,h)= Z(EJap'kG(p,h) seklinde olur.

p=k

Ispat: Tamm 3.2.2 den,

iG (x+a) <y

0,0 )+G(0,1)y+aG(1,0)+G(1,0)x+G(0,2)y2

(L1)xy+aG(L,1)y+a’G(2,0)+2aG(2,0)x

+G(2,0)x*+G(0,3)y’ +G(1,2)xy* +aG(1,2) y*
+G(2,1)x*y+2aG(2,1)xy +a’G(2,1) y +a’G(3,0)
+3a°G(3,0)x+3aG(3,0)x* +G(3,0)x’ +...

=[G(0,0)+aG(1,0)+a’G(2,0)+a'G(3,0)+...]

+X[G(1,0)+2aG(2,0)+3a°G(3,0)+... |+ y[ G(0.1)

+aG (1,1)+2°G(2,1) +...]+ X’ [ G(2,0)+3aG(3,0) +...]
+xy[G(L1)+2aG(2,1)+... ]+ y*[ G(0,2)+aG (1,2) +... | +...
Z (p,0 +XZ pa’'G(p,0 +yZapG (p.1)

p=0 p=1 p=0

p! -2 c -1
+x*y ——a"?’G(p,0)+x a”'G(p,1)+...
2oy SO+, pa G (p.1)

2 ’MS

Q)

J’_

dir. Buradan

w(x,y):zkiik@ap-ke(p,h)xkyh (3.44)

©
h=0 k=0 p

yazariz. Tanim 3.2.2 den,

i( Jap “G(p,h) (3.45)

=k

buluruz.

3.2.11 Teorem : W(x, y) =g(x+a,y+b) fonksiyonunun diferensiyel doniisiimii

N

N
ZZ[:J(EJap—kbq-hG(p,q) seklinde olur.

p=kg=h
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Ispat: Tanim 3.2.2 den,

iiG (x+a (y+b)h

G(0,0)+G(1 0)x+aG(1,0)+G(0,1)y+bG(0,1)+G(2,0)x’
+2aG(2,0)x+a’G(2,0)+G(L1)xy+bG(L,1)x+aG(L1)y
+abG(1,1)+G(0,2) y* +2bG(0,2) y +b*G(0,2)+G(3,0)x’
+3aG (3,0)x* +3a’G(3,0)x+a’G(3,0)+ G (2,1) X’y +...

=[G(0.0)+aG(1,0)+bG(0,1)+a’G(2,0)+abG (1,1)+...]
+[G(1,0)+2aG(2,0)+bG (1,1)+3a’G(3,0) +2abG (2,1) +... | x
+[G(0.1)+aG (1,1)+20G(0,2)+a’G(2.1)+... |y +...

:iiapqu (p.q +XZZ pa’'b'G(p.q +yZan’)bq 'G(p.q)

p=0 q=0 p=1 g=0 p=0 g=1
N N N N
+x2pzqz : G p’zqu(p,q)+xy;qu pga’'b*'G(p,q)+...

dir. Buradan

o o N N

()2 333 1 Pler ot (papey (340
h=0 k=0 p=k q=h h){ k

yazariz. Tanim 3.2.2 den,
ZZ( j{ ja”b”G(p,Q) (3.47)
p=kg=h

buluruz.

3.2.12  Teorem: w(x’y):a g(x+a,y+b)

fonksiyonunun diferensiyel doniigiimii

axrays
(k+r)t(h+s)! & q P ). pkrpgonos , ,
W (k,h)= o . p;ﬂq;s hes lkar a"™ """ G(p,q) seklindedir.

Ispat: g(x+a,y+b) nin diferensiyel déniisimii C(k,h) olsun. Teorem 3.2.7 den W(X,Y)

in diferensiyel doniisiimii

~

W (k.h) = k:!r) (h;!s) C(k+rh+s) (3.48)
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olur. Teroem 3.2.11 den

Clk+rhis)= Y z( q j( P jap-k-qu-h-se(p,q) (3.49)

p=k+r g=h+s h+s J{k+r

yazariz. (3.49) ifadesi (3.48) yerine yazarsak

W(k,h):(k:!r)!(h:!s)! ZN: ZN:( q J( p Jap_k_rbq_h_se(p,q) (3.50)

p=k+r g=h+s h+s )\k+r
ifadesini buluruz.

Reel uygulamalarda, W(x, y) fonksiyonu sonlu seri ile temsil edilir ve (3.21) denklemi
w(X,y)= Zm: W (k,h)x“y"

h=0 k=0

seklinde yazilabilir. Buradan

w(xy)= Y 3 W(kh)xy

h=n+1k=m+1

esitliginin ihmal edilecek kadar kii¢iik oldugu goriiliir.
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4. ARASTIRMA SONUCLARI

4.1 Test Problemi

f= (et , cost)T sag yan fonksiyonu ve X (0)=1, x, (0) =1 baslangi¢ degerleri ile verilen

[3 é}“(é ?JH (4.1)

sabit katsayil1 lineer diferensiyel cebirsel denklemi goz dniine alalim. Sistemin tam ¢oziimleri

X, (t)=€" +sint,
X, (t) = cost,

(4.2)
olarak verilmistir. Oncelikli olarak AA+ B matris kaleminin determinantina bakalim.

1 2
det(lA+ B):|O 1|:1 (4.3)

oldugundan, Teorem 2.2.2.1 den verilen diferensiyel cebirsel denklemi ¢oziilebilirdir. Teorem

2.2.2.2 den
pag-| " | pBo=|® ¢ 4.4
Q= 0 N[ Q= 0 | (44)

olacak sekilde nonsingiiler P ve Q matrisleri vardir. Hatta, det(AA+ B) sabit oldugundan,

PAQ = N,PBQ =1 alinabilir. Bu 6zelliklerden yararlanarak P ve Q matrisleri

(el

seklinde secilebilir. Buradan,
PAQ—N—0 : PBQ=1-= Lo (46)
o o) o1 '

olacaktir. N matrisinin nilpotentlik derecesi (N* =0 esitligini saglayan k sayis1) 2(iki)

oldugundan, diferensiyel cebirsel denklemin indeksinin 2(iki) oldugu sdylenir.
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Simdi verilen sistemin diferensiyel doniisiim yontemi yardimiyla yaklasik analitik ¢éztimiinii

bulmaya galisalim. (4.1) denklemi ile verilen,

Xz, (t)+): ((i))::itost (4_7)

sisteminin diferensiyel doniisiimiinii alinirsa,
(k+1) X, (k+1)+ X, (k)=F (k) (4.8)
X, (k)=F, (k) (49)

denklem sistemi elde edilir. Burada F, (k) ve F,(k), sirasiyla, (4.7) denklemindeki sag yan
fonksiyonlarinin Taylor serilerindeki terimlerinin katsayilaridir. f,  ve f, fonksiyonlarmnin

Taylor serisi,

(4.10)

OB Y= NAGE

seklinde olacaktir. (4.10) ifadesinden F,(k) degerleri bilindiginden, X, (t) fonksiyonun

Taylor serisi elde edilebilir Buradan

o (L 1\V24n

xz(t):nzog( 12” ! (4.11)
yazilir. (4.8) denklemi

X, (k)=F (k)-(k+1)X, (k+1) (4.12)

seklinde diizenlenebilir. (4.12) denkleminde k =1 yazilirsa,

1

X, (1) = Fl(l)—2X2(2)=1—(—§j=2 (4.13)
bulunur. (4.12) denkleminde k =2 yazilirsa,

X,(2)= Fl(z)—3X2(3)=%—3.0=% (4.14)
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bulunur. (4.12) denkleminde k =3 yazilirsa,

X, (3)= F1(3)_4x2(4):%_4_§:o (4.15)

bulunur. Bu sekilde devam edilirse X, (k) ve X, (k) katsayilari

X(0=L  X()=2  X(2)=5 X()=0 X (4=

1 1 1
X (5)=—, X (6)=—, X, (7)=0, =—,..
0=1 X0=0.  X,(2)=-3. %()=0.  X(4)=5.

1 1
X,(5)=0, X,(6)=——=—, X,(7)=0 X, (8)=——.....
()20 Xo(0)==555- X7)=0 X®)=g5555-
olarak bulunur. Buradan X, (t) ve X, (t) nin yaklagik analitik ¢dziimleri sirastyla
xl*(t)=1+2t+lt2+it“+it5+Lt6+Lt8+
2 24 60 720 40320 (4.17)

xz*(t):l—lt2+Lt4—Lt6+;t8—...

2 24 720 40320
seklinde elde edilir.
Cizelge 4.1, cizelge 4.2, tablo 4.1 ve tablo 4.2 de tam ¢6ziimle yaklagik analitik ¢oziimler
karsilagtirlmistir. (X(t) ile tam ¢dziim, X (t) ile de yaklasik analitik ¢dziim gdsterilmistir.

Ayrica fonksiyonlar t = O civarinda seriye acildigindan ¢izelgelerde t =0 a yakin degerler i¢in

karsilastirma yapilmistir.)



Cizelge 4.1 Test problemi (4.1) deki x, (t)ile X, (t) nin karsilagtirilmasi.
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t % (t) X (t) 4 (8= (1)
0.1 0.9950041653 0.9950041653 0
0.2 0.9800665778 0.9800665779 0.0000000001
0.3 0.9553364891 0.9553364891 0
0.4 0.9210609940 0.9210609941 0.0000000001
0.5 0.8775825619 0.8775825622 0.0000000003
0.6 0.8253356149 0.8253356166 0.0000000017
0.7 0.7648421873 0.7648421951 0.0000000078
0.8 0.6967067093 0.6967067388 0.0000000395
0.9 0.6216099683 0.6216100638 0.0000000955
1.0 0.5403023059 0.5403025794 0.0000002735
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11

1 : % (t)

N X ()

r
i
[
-
[
[Ek]

Sekil 4.1 Test problemi (4.1) deki X,(t) ve X (t)in grafigi



Cizelge 4.2 Test problemi (4.1) deki X, (t) ile X, (t) nin karsilastirilmasi.

43

t % (t) % (t) [ ()= (t)
0.1 1.2050043347 1.2050043348 0.0000000001
0.2 1.4200720890 1.4200720890 0
0.3 1.6453790143 1.6453790141 0.0000000002
0.4 1.8812430399 1.8812430386 0.0000000013
0.5 2.1281468093 2.1281467983 0.0000000110
0.6 2.3867612738 2.3867612166 0.0000000572
0.7 2.6579703947 2.6579701646 0.0000002301
0.8 2.9428970194 2.9428962499 0.0000007695
0.9 3.2429300208 3.2429277888 0.0000022320
1.0 3.5597528133 3.5597470238 0.0000047895
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n.c

0.E

0.4 X, (1)

X (t)

‘1
(e
1

0.4

0E

Sekil 4.2 Test problemi (4.1) deki X, (t) ve X, (t)in grafigi

4.2 Test Problemi

1 1 -1 0 1 1
u, + u, + u=f (4.18)
0 0 -1 0 -1 0

kismi tiirevli diferensiyel cebirsel denklemi g6z Oniine alalim. Burada xe [—1,1],

te[0,0) tam ¢oziimler u,(t,x)= (X’ —x)e", u,(t,x) = (x* —1)cost ve
T

f= (( Xt — 1) (cost—sint)—6xe™,—e™ (X3 +5 X)) olarak  verilsin.  Verilen  sistemin

diferensiyel zaman indeksini ve diferensiyel uzaysal indeksini bulmaya ¢alisalm. P, , Qg ,,

P> Q. nonsingiiler matrisleri
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1 —Hy
-1 0 -1
Py = kl ve QF,k :(1 _J
0 1
H (4.19)
b
E+1 -£-1 0
PL,g = | ) . ve QL,g = : |
E+1 E+1

seklinde secilirse (Lucht, 1997a), P. ,AQ¢,, ve B .BQ . matrisleri,

1 0 1 0
P AQe, = 0 o) P:BQ. .= 0 0 (4.20)

seklinde bulunur. N, ., =0, Ng, =0 oldugundan diferensiyel zaman ve diferensiyel uzaysal

indekslerin 1(bir) olduklar1 goriiliir. indeksler 1(bir) oldugundan M(B@ = {1} ve MEE) = {2}
¢Ooziim i¢in yeterli olacaktir. U vektoriiniin birinci bileseni igin siir degerleri

u, (t,1)=u,(t,-1)=0, ikinci bileseni i¢in baslangi¢ degeri u,(0,x)=x"—-1 olarak alnirsa,

(4.18) sistemi

Uy (£, %) + Uy (£, X) = Uy (£, %)+ Uy (8, X) +u, (8, ) = f(T,x (421)
Uy (8, X) =0, (£,X) = £, (£, X '
seklinde olur. Bu sisteme diferensiyel doniistim uygulanirsa,
(k+1)U, (k+1Lh)+(k+1)U, (k+1Lh)—(h+1)(h+2)U, (k,h+2) (422)
+U, (k,h)+U, (k,h)=F, (k,h) '
—(h+1)(h+2)U, (k,h+2)-U, (k,h)=F,(k,h) (4.23)
elde edilir. Burada f, ve f, fonksiyonlarmin x=0, t=0 civarindaki Taylor serileri,
1 2 1 3 2 1 4 4 3 4 1 5
f(t,x)=—1+t—6x+—t> +6xt——t’ = 3xt> ——t* + x* + xt’ - x*t + —t
6 24 120 (4.24)

—lxt“ +Lt6 —lx“t2 Jrixt5 +lx“t3 —Lﬁ —th" +...
4 720 2 20 6 5040 120
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f, (t,x) =—5x +5xt—§xt2 - +§xt3 +x3t—lx3t2—ixt“+lx3t3
? 2 6 2

+ixt5 —thé—ix3t4+...

247 1447 24

(4.25)

seklindedir. Burada (4.22) ve (4.23) denklemindeki F (k,h) ve F,(k,h) degerleri (4.24)

ve (4.25 ) de verilen serinin katsayilaridir. Birinci bilesen i¢in verilen siir degerlerini teorem

3.2.10 da yerine yazilirsa,

7
U,(j,i)=0, j=0,1,.,7
=0

7 )
(_l)l Ul(jai) =0, j=0,1,..7
-0

ifadeleri elde edilir. (4.23) denkleminde k=0 ve h=0,1,2,3,4,5 degerleri

yerlerine yazilirsa,

2U,(0,2)+U,(0,0)=0, 20U,(0,5)+U,(0,3)=1
6U,(0,3)+U, (0,1)=5
12U,(0,4)+U, (0,2)=0, 42U, (0,7)+U,(0,5)=0

(4.26)

(4.27)

sirastyla

(4.28)

(4.29)

(4.30)

katsayilar1 bulunur. Bu sekilde (4.23), (4.27) ve (4.28) denklemlerinden u, in diger

katsayilar1 da
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U (15)=0. U,(L6)=0,  U,(20)=0, U,(21)=—, U,(22)=0,
Ul(2,3)—%, U,(2,4)=0,  U,(2.5)=0, U,(3,0)=0, ul(3,1):%,

1 1 (4.31)
Ui(3.2)=0. U,(33)=-2. U/(34)=0. U,(40)=0, U (41)=-7.

1 1
Ui(42)=0. U,(43)=7 U(50)=0, Ui(51)=-2. U,(52)=0,

1

Ui(6,0)=0, U (61)=—=., U,(7,0)=0,

seklinde bulunur. kinci bilesen iin verilen baslangic degerinden

(4.32)
katsayilari bulunur. (4.22) denkleminde K ve h parametrelerine degerler vererek ve (4.30),
(431), (4.32) denklemlerinden yararlanarak u, nin diger katsayilarini bulmaya galisalim.
k=0,h=0 icin (4.22) denklemi

U, (1,0)+U, (1,0)-2U, (0,2) +U, (0,0)+U, (0,0) = F, (0,0) (4.33)
olarak yazilabilir. Buradan U, (1,0) =0 bulunur.

k=0,h=1 igin (4.22) denklemi

U, (1,1)+U, (1,1)=6U, (0,3) +U, (0,1) +U, (0,1) = F, (0,1) (4.34)
olarak yazilabilir. Buradan U, (1,1)=0 bulunur.

k=1,h=0 igin (4.22) denklemi

2U,(2,0)+2U, (2,0) -2, (1,2) +U, (1,0) +U, (1,0) = F; (1,0) (4.35)

olarak yazilabilir. Buradan U,(2,0)=1/2 bulunur. Bu sekilde devam edilirse U, nin

katsayilari
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U,(1,2)=0, U,(1,3)=0, U,(1,4)=0, U,(1,5)=0,  U,(1,6)=0,
U,(21)=0, U,(2,2)=0, U,(2.3)=0, U2(2,4)=—%, U,(2.5)=0,
U,(3,0)=0, U,(3,1)=0, U,(32)=0, U,(3,3)=0, U,(3,4)=0, (4.36)
U,(41)=0, U,(4,2)=0, U,(4,3)=0, U2(4,0):—2—14, U, (5,0) =0,
U,(51)=0, U,(52)=0, U,(6,0)=—, U,(6,1)=0, U,(7,0)=0
seklinde bulunur. Bunlar seride yerine yazilirsa,
ul*(t,X)z—X+Xt—lXt2+X3+1Xt3—X3t+lX3t2—iXt4—1X3t3
21 1 6 (4.37)
—— Xt ——— Xt +—Xt* + ...
120 720 24
uz*(t,x):—1+lt2—it4+x4+it6—lx4t2+... (4.38)
2 24 720 2

¢oziimleri bulunmus olur.

Tam ¢o6ziimler ve yaklasik analitik ¢oziimler Cizelge 4.3, Cizelge 4.4, Sekil 4.3, Sekil 4.4 de
karsilagtirlmistir.( u(t,x) ile tam ¢dziim, u'(t,x) ile de yaklasik analitik ¢oziim
gosterilmistir. Ayrica fonksiyonlar t =0, X = 0 civarinda seriye agildigindan ¢izelgelerde t =0

a yakin degerler i¢in karsilastirma yapilmistir.)
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Cizelge 4.3 Test problemi (4.2) deki u, (t, X) ile u; (t, x) nin karsilastirilmasi.

(Burada x=0.1 alinmstir.)

t u, (t,x) u, (t,x) |u1 (t,x)—u; (t,x)|

0.1 -0.0895789043 -0.0895789043 0

0.2 | -0.0810543445 -0.0810543422 0.0000000023
0.3 -0.0733410038 -0.0733409887 0.0000000151
0.4 -0.0663616845 -0.0663616355 0.0000000490
0.5 -0.0600465353 -0.0600464409 0.0000000944
0.6 -0.0543323519 -0.0543322800 0.0000000719
0.7 -0.0491619450 -0.0491621943 0.0000002493
0.8 -0.0444835674 -0.0444849422 0.0000013748
0.9 -0.0402503963 -0.0402546487 0.0000042524
1.0 | -0.0364200646 -0.0364305555 0.0000104909
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Sekil 4.4 Test problemi (4.2) deki u; (t,X)in grafigi
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Cizelge 4.4 Test problemi (4.2) deki u, (t, X) ile u, (t, x) nin karsilastirilmasi.

(Burada x=0.1 alinmstir.)

t u, (t,x) U, (t, X) |u2 (t,x)-u, (t,x)|
0.1 -0.9949046649 -0.9949046653 0.0000000004
0.2 | -0.9799685711 -0.9799685778 0.0000000067
0.3 -0.9552409555 -0.9552409875 0.0000000320
0.4 -0.9209688879 -0.9209689778 0.0000000899
0.5 -0.8774948036 -0.8774949653 0.0000001637
0.6 -0.8252530813 -0.8252532000 0.0000001187
0.7 -0.7647657031 -0.7647652653 0.0000004378
0.8 -0.6966370386 -0.6966345778 0.0000024608
0.9 -0.6215478073 -0.6215398875 0.0000079198
1.0 | -0.5402482757 -0.5402277778 0.0000204979
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111

Sekil 4.5 Test problemi (4.2) deki u, (t,x)in grafigi

Sekil 4.6 Test problemi (4.2) deki U, (t, X)in grafigi
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu caligmada sunulan differensiyel doniisiim yontemi, diferensiyel cebirsel ve kismi tiirevli
diferensiyel cebirsel denklemlerin niimerik ¢oziimleri i¢in etkili bir metottur. Metot test

problemlerine uyguland.

Tam c¢ozlimlerle, diferensiyel donlisiim yontemi ile elde edilen yaklasik analitik ¢oztimler
cizelgeler ve sekiller tizerinde karsilastirildi. Bu kargilastirma sonucunda tam ¢oziimlerle

diferensiyel doniisiim yontemi ile elde edilen ¢oziimlerin uyumlu oldugu goriildii.
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