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SEMBOL LISTESI

: Tamsayilar kiimesi.

: n—boyutlu Euclidean uzay.

: Dijital gériintideki yakinlik bagintisi.

: Dijital arahk.

: Dijital Gérintilerde (x, ) — homotopi.

: Dijital Gériintilerde (x, A) — yol homotopi.

: f donustiminin homotopi sinifi.

:X den Y ye olan déniisiimlerin yol homotopi sinifi.
: Dijital gériinttlerde kategori

: Dijital nesneler sinifi.

: Dijital morfizmler sinifi.

: f in tanim bolgesi.

: f in deger bolgesi.

: k' — yakinlikli dijital simpleksler kompleksi.

: K simpleksler kompleksinin geometrik realizasyonu.

. (8,2) — simpleks.

: Cikartilan j terimi.

: YUz déntstma.

: Dijital delta kiimelerin kategorisi.

: Delta opposite kategorisi.

: Dejenere dénasim.

: Dijital simplisil déntsim.

: Topolojik uzaylar kategorisinde morfizmler sinifi.
: Dijital simplisil grup.

. (i, n) —simpleksi tizerindeki k. horn.

: Serbest abel grup.

: Sinir homomorfizmasi.
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: q — devirlerin dijital simplisil grubu.

: g — sinirlarin dijital simpligil grubu.

: q. dijital homoloji grubu.

: Moore kompleksi.

- Moore kompleksinin n. boyuttaki elemani.
. d,; nin ¢ekirdegi.

: Komutatér iglemi.

: Peiffer gifti.
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OzZET

Dijital gértntiler gorsel bilgi iletisimi kurmak icin temel araglardan biri haline gelmistir.
Bu calismada yer alan resimler, bir dijital kameradaki resimler ve bir hesap makinesi
ekranindaki grafik dijital olarak insa edilen ya da sunulan érneklerdendir. Dijital gérintl yéntemi

olusturma, depolama, manipullasyon dijital gériintllerin gésterimiyle ilgilidir.

Diger taraftan dijital géruntiler topolojik ve cebirsel agidan belirli 6zelliklere sahip olup,

dijital géruntilerde diskrit bir yapi mevcuttur.

Bu tezde I. Karaca ve égrencileri tarafindan galisilan, dijital gérintilerde simpleks ve
simplisil kompleks tanimi kullanilarak dijital gériintiilerde simplisil kiime ve simplisil grup yapisi
olusturuldu. Dijital géruntilerde toplamsal bir grup yapisi s6z konusu oldugundan, komutatér
islemi yeniden tanimlandi ve Moore kompleksinden simpligil gruba olan p operatéri toplamsal

yapida yeniden ifade edildi. Bu iglemlere gére 2— ve 3 — boyutlu Moore kompleksleri ele alindi

ve nasil bir komutatér alt grup yapisina sahip oldugu incelendi.
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ABSTRACT

Digital images become one of the basic tools in order to communicate visual
information. The pictures in this paper, the pictures in a digital camera, a graphic on the
calculator screen are the examples which are digitally constructed or presented. The
construction of digital image processing, the storage, the manuplation are deal with
representation of digital images.

On the other hand digital images have certain topological and algebraic properties and
a discrete structure exist in digital images.

In this thesis, the structure of simplicial set and simplicial group are constructed by
using the definition of simplex and simplicial complex in digital images, studied by I. Karaca et
all. Since there is additive group structure in digital images, the commutator operation redefined
and the operator p, which is from the Moore complex to the simplicial group was

reconstructed. 2- and 3- dimensional Moore complexes are considered due to these operations

and investigated how they have a commutator subgroup structure.



1.0. GIRIS

Dijital topoloji kavrami ilk kez 1979 da Azrael Rosenfeld tarafindan bahsedilmistir. Buna
karsilik dijital topolojinin temelleri Alexandroff ve Hopfa kadar dayanmaktadir. 1937'de
Alexandroff, basliginda ‘Diskret Topoloji’ teriminin kullanildidi bir ¢alisma yayinlamistir. E.
Khalimsky siral baglantili topolojik uzaylar konusunu incelemis ve 1977’de bu konu tzerine de
bir kitap yazmistir. Daha sonra New York Topoloji Okulundaki galismalarda (Kopperman,
Mayer, Kong ve digerleri) sirali baglantili topolojik uzaylarin dijital topoloji ¢alismalari igin ¢ok
uygun oldugunu farketmistir. 1980 lerin sonunda V. Kovalevsky, Alexandroff Teorisinin bir
kismiyla ilgili olan dijital topoloji i¢in temel bir sonucu vermigtir. Benzer Teori ayni zamanda
G.Herman tarafindan 1979 da dogrulanmistir. Bunun yaninda A. Rosenfeld ‘Dijital Topology’ adi
altinda bir makale yayinlamigtir. Bu calisma dijital topolojideki zor problemlerin ilk kez
incelenmesi bakimindan énemlidir. Dijital gériinttlerde sureklilik ve homotopi kavrami ise Boxer
ve Han tarafindan caligiimistir. Dijital gériintiilerde simpligil kompleks yapisi i. Karaca ve
dgrencileri tarafindan [11] ve [14] de incelenmistir. Ayrica I. Karaca ve odgrencileri dijital
goruntdlerin homoloji ve homotopi gruplari ile ilgili calismalarda da bulunmustur.

Diger taraftan Simplisil gruplar ilk olarak D. M. Kan tarafindan 1950 lerde ¢alisiimistir. J.
H. C. Whitehead cebirsel modellerin homotopi tiplerini ve homotopi teorisini incelemistir. Zaman
icinde Moore, Milnor, Carrasco, Conduche, Brown, Loday, Porter, Arvasi, Mutlu gibi
matematikgiler gesitli galismalariyla bu alana katkida bulunmustur. Carpimsal bir komutatér
islemiyle birlikte Moore kompleksinin bu komutatér islemiyle Gretilen normal alt gruba karsilik
geldigi Mutlu [25] ve [26] de gbsterilmigtir. Ayrica “Homotopi grubu homoloji grubuna izomorftur”
bagintisi kullanilarak Moore komplekslerinin homotopi ve homoloji gruplari hakkinda bilgi

verilmistir.

Bu tez bes bdlimden olugsmaktadir.
Birinci bolimde yakinlk bagintisi, dijital sureklilik, dijital baglantihlik, dijital homotopi,
dijital yol homotopisi gibi dijital topolojinin temel kavramlari verilir. Ayrica dijital yollarin dijital

homotopisi incelenir ve bununla ilgili bazi teoremler ele alinir.

ikinci bdlimde dijital gériintiilerde kategori olusturulur ve dijital kategorinin 6zellikleri

incelenir.

Uglinci  bdlimde  dijital  gériintilerde  (2,0) —simpleks,  (2,1) — simpleks,
(8,2) —simpleksler incelenir. Dijital simplisil déntstmler, dijital ylz donlstmleri ve dijital

dejenere donlsUmler tanimlanir ve bunlar arasindaki &zdeslikler verilir. Ayrica dijital
goruntilerde simplisil kime yapisi olusturulur.



Dordiinct bélimde dijital gérintilerde simplisil gruplar ve Kan kompleksleri tanimlanir.
Kan komplekslerinden yararlanilarak dijital simplisil kimelerin homotopi 6zellikleri incelenir.

Ayrica 2—boyutlu, 8—vyakinlikl bir dijital simplisil grubun (2,0)—, (2,1)— ve

(8,2) —simplekslerinin dijital homoloji gruplari belirlenir.

Besinci bdélimde dijital gorintilerde Moore kompleksleri tanimlanir. Dijital
goruntilerdeki toplamsal grup yapisi géz 6nlne alinir ve bu isleme goére dijital gériintilerde
Moore kompleksinin ikinci ve Uguncl boyuttaki elemanlarina karsilik gelen normal alt grup

incelenir.



1. BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR

Dijital topoloji ve geometri dijital kiimeler olarak adlandirilan dijital dizlemin alt kimelerinin
topolojik ve geometrik Ozellikleri ile ilgilidir. Dijital dizlemde gérintl islemi siyah-beyaz
gbruntilerin matematiksel bir modeli olarak alinir. Bu uygulamada genellikle dijital gérintiide,

S siyah noktalarin bir kiimesine ve beyaz noktalardan olusan S’ nin timleyenine sahip olunur.

Z ve R sirasiyla tamsayilar ve reel sayilar kiimesi olsun. 7", n—boyutlu Euclid

uzay R" deki lattis noktalarinin kiimesi olsun. Bir X dijital gérintlst, Z" in sonlu bir alt

kiimesi ve k da X in elemanlari igin yakinlk bagintisini gostermek Uzere bir (X, k) ciftidir.
k — yakinlik  bagintilant Z" deki dijital gérintl galismalarinda kullanilir. 1<u <n olmak

lizere pozitif bir 1 tamsayisi igin Z" deki bir dijital goriintinn bir yakinlik bagintisini su sekilde

tanimlariz:

Z" deki farkl ki p=(p,, pys-- P,) Ve q=(4,,9,,....,q,) noktalari icin asagidaki

ozellikler saglaniyorsa bu iki noktaya k(u,n)— yakin denir.
e | p,—q,1=1 olacak sekilde en fazla u tane farkll i indisi vardir; ve
e Ttm j indisleriicin | p, —¢g, 1#1 ise bu takdirde p; =g¢;.

Z" Uzerindeki bir k(u,n)— yakinlik bagintisi, pe Z" noktasina k(u,n)— yakin

olan noktalarin sayisi ile de gésterilebilir. Ustelik

e 7 in k(1,1)— yakin noktalari 2 — yakin;

e Z* nin k(1,2)— yakin noktalari 4— yakin ve k(2,2)— yakin noktalar 8 — yakin ;



eZ’ nin k(1,3)— yakin noktalarnn 6— yakin, k(2,3)— yakin noktalar 18— yakin ve

k(3,3) — yakin noktalari 26 — yakin olarak adlandirilir;

oZ' un  k(1,4)— k(2,4)-,k(3,4)— k(4,4)— yakin  noktalari sirasiyla 8- yakin,
32— yakin, 64— yakin ve 80— yakin olarak isimlendirilir. [3]
"f*
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Sekil 1.1. Sirasiyla bir noktanin2—, 4—,8—, 6—, 18—, 26 —yakinhgi.

Tanim 1.1.1. Bir pe Z" noktasinin k— komgulugu, 7" in p ye k—yakin olan bir

noktasidir.
K nmin Z" iizerinde bir yakinlik bagintisi oldugunu kabul edelim. Bir X c 7" dijital
gérintisinin k—baglantilt olmasi igin gerek ve yeter sart her {x,y} C X, x # y nokta gifti

ve X Kk—komsu, i€ {0,1,...,c—1} olacak sekilde bir

icin x=Xx,,x,=y ve, X el

{xy,%,,....x.} © X alt kimesinin var olmasidir. [3]

Tanm 1.1.2. X ve Y X cZ™, Y CcZ" olacak sekilde dijital gériintiiler olsun. Bu takdirde

f: X > Y dijital fonksiyonu dijital gériintiler arasinda tanimlanmig bir fonksiyondur.

Tanm1.13. X ve Y X cZ™ ve Y CZ™ olacak sekilde dijital gériintiler olsun. f : X —Y

nin bir fonksiyon oldugunu kabul edelim. &;, i€ {0,1} olmak (zere Z" (izerinde tanimli bir



yakinlik bagintisi olsun. Eger X in her k,—baglantili alt kiimesinin f altindaki gériintiisi
k,—baglannly ise f, (k,, k) — siireklidir ([3]).

Tanim 1.1.3 0 saglayan bir fonksiyon dijital surekli olarak géz dnlne alinacaktir. Bu

tanimin sonucu asagida verilmistir.

Onerme 1.1.4. X ve Y dijital gérintiler olsun. Bu takdirde f:X —Y fonksiyonunun
(k,,k,)— siirekli olmasi icin gerek ve yeter sart her {x,y}c X icin x, ve x, k,— yakin

olacak sekilde f(x,)= f(x,) veya f(x,) ve f(x,) k —yakin olmasidir (3], [18]).
Tanim 1.5. a,be 7, a < b olsun. Bir dijital aralik,
[a,b], ={zeZ|a< z<b}

seklindeki bir kiimedir ([3]).

Ornegin  k bir Y dijital goriintisii Gzerinde bir yakinlik bagintisi ise, bu takdirde,

f:la,bl, =Y, (2,k)—baglantilidir ancak ve ancak her {c,c+1}c[a,b], icin
f(c)= f(c+1) veya f(c) ve f(c+1) k— yakin dir [3].

Tanm 1.1.6. X CZ" ve Y CZ" in dijital gérintdler oldugunu kabul edelim. f,g: X —Y ,
(x, A) — siirekli fonksiyonlar olsun. Pozitif bir m tamsayisinin ve asagidaki sartlar saglanacak

sekilde bir F : X X[0,m], — Y fonksiyonunun var oldugunu kabul edelim.
i) Tim xe€ X lerigin F(x,0)= f(x) ve F(x,m)=g(x);
ii) Tum xe X lerigin ve tim te [0,m], lericin
F (t)=F(x,t)
ile tanimh F_:[0,m], =Y fonksiyonu (2, A) — siirekli dir.
iii) Tdm t<[0,m], ler icin
F,(x)=F(x,1)
ile tanimii F, :[0,m], —Y fonksiyonu (2, A) — siirekli dir.

Bu takdirde F, f ve g arasinda (k,A)—homotopisi olarak adlandirilir ve f ve g

nin Y de (k,A)—homotopik oldugu séylenir.



Burada f ve g nin Y de dijital olarak (&, A)—homotopik olmasi

f=18
ile gosterilir ([3], [5], [11], [21]).
Tanim 1.1.7. Bir dijital gériintideki bir dijital k — yolu f :[0,m], — X, (2,k)— siirekli bir
déndgimddr. Ayrica f(0)= f(m) ise f nin bir dijital k — kapali yol (loop) oldugu séylenir.

p = f(0) noktasina f kapall yolunun (loop) baz noktasi denir. Eger [ sabit fonksiyon ise

trivial (asikar) loop olarak adlandirilir.

f ve g X de f inbittigi yerden g baslayacak sekilde dijital k — yollart ise f ve
g nin carpimi f * g olarak yazilir. Formal olarak; f:[0,m ], — X ,g:[0,m,], = X ve
f(m)=g(0) ise, bu takdirde (f *g):[0,m, +m,], — X donlsimi

f@® te[0,m], ise
gt—m) te[m,m+m,], ise

(f *g)®) ={

ile tanimhidir. [5].

Tanim 1.1.8. f ve f~ (2,A)—siirekli fonksiyonlar olsun. [0,m], dijital araligi iizerinde
tanimli f ve f yolu ayni x, baslangic ve x, bitis noktasina sahipse ve her bir s € [0,m],

ve her bir t € [0,m], icin
F(s,0)= f(s) ve F(s,m)= f'(s),
FO,1)=x, ve F(m,t)=x
olacak sekilde bir F :[0,m], X[0,m], — X déndsimi varsa f ve f " déndstmleri dijital yol

homotopiktir. F, f ve f’ arasinda bir dijital yol homotopisi olarak adlandirilir ve f = viety J ’

olarak gésterilir. [5]

Tanim 1.1.9. i, : X — X birim dénisimi nullhomotopik ise, bir X < Z" uzayinin biziilebilir

oldugunu séyleriz.



Teorem 1.1.10. X C Z" olmak tizere X bir dijital goriintti olsun, I, =[0,m], bir dijital aralik
ve [I,,X],I, den X e dénigimlerin dijital yol homotopi sinifini gdstersin. X dijital yol
baglantili ise, bu takdirde [1,, X ] kiimesi tek elemana sahiptir.
ispat: X bir dijital géranta, f:1, > X ve g:1, > X ise dijital sirekli ddntstmler olsun.
X dijital yol baglantili oldugundan her bir f(s), g(s)e X icin ve tim sel, igin
f(s)=H(0) ve g(s)=H(m) olacak sekilde dijital bir H : 1, — X dénlsimu vardir.
Diger taraftan G donlsimin{
G:I,xI,— X

(5,H)> G(s,t)=H(1)
olacak sekilde tanimlansin.
Bu takdirde G(s,0)=H(0)= f(s) ve G(s,m)=H(m)=g(s) olup, bdylece f =, , g ve

buradanda [/,, X]={[f]} bulunur. u

Sonug 1.1.11. X ve Y dijiital gériintiiler olsun. X dijital bizilebilir ve Y dijital yol baglantili ise
bu takdirde [ X ,Y] kiimesi tek elemanlidir.

ispat: [ f],[g]e [X,Y] oldugunu kabul edelim. [ f]1=[g] oldugunu gdstermek istiyoruz.
Burada f,g:X — Y ve Y dijital yol baglantili oldugundan
F:XxI, =Y
F(x,8)=a(s)
F(x,0)=a(0)= f(x)
F(x,m)=0(m)=g(x)
da:1, >Y, a(0)= f(x), a(m)=g(x)
bulunur. O halde f = g =[f]=1[g] olup, bdylece [X,Y]={[f]}. n



1. BOLUM
DIJITAL KATEGORILER

Tanim 2.1. [9] Bir dijital kategori, asagidaki Oézellikler saglanacak sekilde bir
C=(0,M,dom,cod,°) beslisidir.

(i) O elemanlan dijital gérintiler olan ve C— dijital nesneler olarak adlandirilan bir nesneler
sinifi,

(iiy M elemanlar dijital gérintiiler arasinda tanimlanmig dijital sirekli fonksiyonlar olan ve

C — dijital morfizmler olarak adlandirilan bir morfizmler sinifi,
(iiiy dom ve cod M den O ya tanimlanmig dijital fonksiyonlar (dom(f), f in tamm bélgesi

ve cod(f) , f indeger boigesi olarak adlandirilir)
(iv) o islemi
D={(f.8)! f,g€ M ve dom(f)=cod(g)}

den M icine asagidaki sartlar saglanacak sekilde bir fonksiyon olup, bu ve C nin birlesim

kurali olarak adlandirilir:

(1) Esleme Ozelligi: Eger fog tanimliysa, bu takdirde dom(fog)=dom(g) ve
cod(fog)=cod(f);

(2) Birlesme Ozelligi: Eger f o g ve ho f tanimli ise, bu takdirde ho(fog)=(ho f)og;

(3) Birim Eleman Ozelligi: Her bir A ¢ —dijital nesnesi igin dom(e) = A = cod(e) ve
(@) foe tanimlioldukga foe=f ve,
(b) eo g taniml oldukga eog =g ;

olacak sekilde e (C —dijital morfizmi vardir.



(4) Morfizm Sinifinin Kiiciikliigi Sarti: ¢ —dijital nesnelerinin herhangi bir (A, B) cifti igin
{flfeM, dom(f)=A ve cod(f)=B}

sinifi bir kimedir.

A,B,C ve D dijital gorintller olsun. go f bilegske fonksiyonu goéstermek igin

A—L— B—£ 5 C notasyonu ile gésterilir.

Bu takdirde

f

A- B
‘x"’w.‘_‘

H‘M q
h el
i, [
C

Uggeni ifadesi go f =h ifadesine denktir. Eger f ve g morfizmleri yukaridaki Uggen

degismeli olacak sekilde mevcutsa, 2 in B yi pargaladigi sylenir. Benzer sekilde

A—L-p

A

C——=D

karesinin degismeli olmasi g o f =k o h olmasi anlamina gelir.

Onerme 2.2. [9] C bir dijital kategori ve A ise bir dijital gériintii olacak sekilde bir C — nesne
olsun. Bu takdirde Tanim 3.1 in 3(a) ve 3(b) sartini saglayan, yani

(@) foe tanimh oldukga f oe= f ve,

(b) eo g tanimh oldukca eo g = g

olacak sekilde bir tek e: A — A, C — dijital morfizmi vardir.

ispat: ¢ ve ¢ nin ikisinin de béyle bir dijital morfizm oldugunu kabul edelim. Bu takdirde (a)

eoe=¢ ve (b) den eoe=¢; bbylece, e=¢. n

Tanim 2.3. [9] C kategorisinin herhangi bir A nesnesi igin, yukaridaki (a) ve (b) yi saglayan bir

tek C— dijjital morfizmi e: A — A ,1, ile gosterilir ve A nin C — birimi olarak adlandirilir.



Tanim 2.4. [9] Bir C dijjital kategorisinin:
(1) C dijital gérintiyse Small (Kiglk);
(2) Tdm morfizmleri birim ise diskret;
(3) Dijital C— nesnelerinin her bir(A,B) ¢ifti icin hom,(A, B) # ise kategorik olarak
dijital baglantili

oldugu séylenir.

Ornek 2.5. Asagidaki diyagramda dijital nesnelerin timdi Z* nin sonlu bir alt kiimesi olan dijital
goriintiler olsun Z* de 8 — yakn Ik bagintisini kullansin. Dijital nesneler noktalarla birimden

farkli dijital morfizmler oklarla gdsterilsin. Su halde

dijital kategoriler olarak g6z 6niine alinabilir, fakat

ve

dijital kategoriler olamaz.



Tanim 2.6. Her bir n dogal sayisi igin, aligilmis siralamayla donatilan {0,1,2,...,n—1} kiimesi
n dijital kategorisi olarak géz éniine alinabilir, bu durumda bazi 6zel kii¢ik dijital kategoriler
asagidaki gibidir:

0 = Bos Kategori

1:.

vb.

Boxer [5] c¢alismasinda dijital yol homotopisini tanimladi. Diger yandan dijital yol
homotop olma bagintisi bir denklik bagintisi oldugundan bu durumda dijital yollarin denklik
siniflarindan yani yol homotopi siniflarindan bahsedilebilir.

Ornek 2.7: Verilen bir X dijital gérintiisti ve x,ye X icin x den y ye bir dijital x—yolu
f(0)=x ve f(m)=y olacak sekilde bir [0,m], dijital araigindan X U{zerine tanimlanan
(2, k) —sUrekli bir f dontsimaddr.

f:10,m], = X, x den y ye bir dijital yol ve g:[0,m,], =Y, y den z ye bir

dijital yol ise (bu yollar birinin bittigi yerden digeri baslayacak sekilde dijital yollar olmali) bu
takdirde x den z ye
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g*f(t):{ f@ te[0,m],

gt—m) te[m,m+m,],

ile tanimli gf :[0,m, +m,], — X yolu vardir. Bu X in dijital yol kategorisi olarak adlandirilan
bir kategoriyi meydana getirir. Simdi verilen f :[0,m], — X, g:[0,m], =Y dijital yollarinin
ikiside x den y ye olsun. Bu takdirde Z* deki bir dijital gérintide

F(t,0)=f(2)
F(t,m)=g(1)
FO,s)=x se[0,m],
F(m,s)=y se[0,m],

olacak sekilde dijital surekli bir F :[0,m], X[0,m], — X déniisimi vardir. Bunun bir denklik

bagintisi oldugu kolayca gérlebilirdir. Dijital yol kategorisinin bu denklik bagintisiyla bélimi X
deki dijital yollarin dijital homotopi siniflarinin kategorisi olarak adlandirilir.

Tanim 2.8. [9]1 C bir dijital kategori ve A, B dijital gériinttiler olsun. C deki bir f : A — B dijjital

morfizmi soldan sadelestirilebilirse bu morfizmin mono, sagdan sadelestirilebilirse epi oldugu
sdylenir.

Teorem 2.9. A, i€ {l,...,8} kimelerinin dijital gérintiler oldugunu kabul edelim. Diger

yandan C kategorisinde verilen dijital nesnelerin ve dijital morfizmlerin olusturdugu ‘kipd’ ise

asagidaki bicimde géz éniine alalim:

(i) Ust yiiz hari¢ diger tim ytizlerin degismeli oldugunu kabul edelim. EgerA, — A, mono ise,
bu takdirde (st yiiz degismelidir.
(i) Alt yiiz harig diger tim ytizlerin degismeli oldugunu kabul edelim. Eger A, — A, epi ise, bu

takdirde alt yiiz degismelidir.
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ispat: [i, j], A den A; ye dijital morfizmi gdstersin.

(i) [3,4]°[1,3]1=[2,4]°[1,2] oldugu ispat edilmelidir. Hipotezden [4,8] mono oldugundan; (o
sembolinu kisaltarak)
[4,8][3,41[1,3]1=[7,8][5,7][1,5]

=[6,8][5,6][1,5]

=[6,8][2,6][1,2]

=[4,8][2,4](1,2]

elde edilir. Bu takdirde sonug [4,8] in sadelestiriimesiyle bulunur.

(i) [7,8]°[5,7]=[6,8]°[5,6] oldugu gosterilmelidir. [1,5] epi oldugundan, bdylece

[7,81[5,71(1,5]1=1[4,8][2,4][L,2]
=[7,81[3,7][1,3]
=[6,8][5,6][L5].

olup, sonug [1,5] in sagdan sadelestirimesiyle elde edilir. m

Ornek 2.10: X dijital gériintii olmak (izere x,y€ X noktalar verilsin. x den y ye bir kK
yolu f(0)=x ve f(m,) =y ikenbir [0,m], dijital kimesinden X e (2— k) —srekli olan bir
f dontsumadar. f:[0,m ], - X x den Yy ye bir dijital yol ve g:[0,m,], =Y de y den
Z ye bir dijital yol ise,

f@ 1€[0,m,],

&= {g(l—ml) te[m,m +m,],

ile tanimh x den z ye bir gf :[0,m +m,] = X yolu vardr.

Bu, X i, X in dijital yol kategorisi olan bir kategori haline getirir. Simdi ikiside x den y ye
f:0m], = X, g:[0,m,], =Y biciminde iki dijital yolun oldugunu kabul edelim. Bu

takdirde Z’ de

H(s,00 = f(s)
H(s,m,) = g(s)
HO,t) = «x
H(m,t) = .

olacak sekilde bir H :[0,m,], X[0,m,], — X dénisimi varsa f ~,, g tanimlanabilirdir.
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(0,1) — (m,,1)

i N

(0,0) » (m,,0)
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. BOLUM
DIJITAL GORUNTULERDE SIMPLISIL KUMELERIN iNSASI

Simplisil kimeler elemanter cebirsel topolojide simplisil komplekslerin genellestirmeleridir. Dijital
gbrintilerde de simplisil kiimeler daha &énce [11] ve [14] de tanimlanan dijital simplisil
komplekslerin bir genellestirmesi olacaktir.

3.1.DIJITAL SIMPLISIL KOMPLEKSLER
Tanim 3.1.1. [10,13] P={p,, p,,.... p,,} € (Z" , k) bir dijital goriintii olsun. Asagidaki kosullar

saglaniyorsa P ye dijital (k,m)— simpleks denir.

() {py>pis--sp,) farkh elemanlar ve t, € Z olmak Uzere Ztipl.:O ve Zti:O ise
i=1 i=l

t,=t,=---=t =0 dr.

(ii) Her i, je {0,L,...,m}, i # j icin p, ve p; kK—yakn.

P=<p,, p,..,p, > ile gosterilir ve m ye simpleksin boyutu denir.

Bu durumda bazi simpleksler, bitiin noktalar birbirine sirasiyla 2—,2—,8—,26— yakin olmak

Gzere gosterilmistir.
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Sekil 3.1. Sirasiyla (2,0)—,(2,1)—,(8,2)—,(26,3) —simpleksler

Tanim 3.1.2. [11, 14] Asagidaki Gzellikleri saglayan P ={p,,p,,....p,} < (Z", k) diital
(k,m) — simplekslerinin sonlu koleksiyonu olan K ya dijital simplisil kompleks denir:

(i) s€ K ise s nin yizii de bu simpligil komplekse aittir. (s nin yizd, {p,, p,,...,p,,} nin bir
alt kiimesi tarafindan gerilen herhangi bir simplekstir)

(ii) s,t€ K iken st bostur yada s ve t nin ortak bir dijital simpleksi vardir.

Tanim 3. 1.3. [11, 14] Dijjital simplisil kompleks (K, k) ya ait kégeler kiimesi (zerinde bir

siralama var ise (K, k) ya yonli dijital simplisil kompleks denir.

Tanim 3. 1.4. [11, 14] (K, x) bir dijital simplisil kompleksinin geometrik realizasyonu | K | tiim

dijital simplekslerin birlesimi olarak tanimlanir. Yani

IKI=s.

seK
Dijital géruntller ayni zamanda (&, Q) —simplekslerin birlesimi gibi diigtindlebilir. Bu durumda
her dijital gériintl bir dijital simplisil kompleksdir.
Tanim 3. 1.5. [11, 14] (K, k) bir dijital gérinti olsun. Bir (K,k;) simplisil kompleksi ve

olmak tzere bir h:| K1 — X (K,,k;)—izomorfizmasi varsa, bu takdirde X dijital goriintiist

¢ok yuzltddr denir.
Bu durumda dijital gérintilerin gokyuzllisi yerine kendisiyle dogrudan calisilabilir.
Onerme 3. 1.6. [11, 14] Pc(Z".k,), Q< (Z",k,) sirasiyla djital (k,,m) ve (k;,m)

simpleksler olsun. Bu takdirde P ve Q dijital (K, k;)— izomorfiktir.
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ispat: P={p,,p,,- D, } ve Q={q,.4,>---q,,} olsun.
h:(P,x,) = (Q.k), pi>hp)=g,
seklinde tanimlanan déntistim her p, € P i¢in (K, ;) —izomorfizmdir. "

Ornek 3.1.7: Eger X bir dijital simplisii kompleks ve [vl.“,...,vi] X in bir dijital
(x, m) — simpleksi ise, bu takdirde {vio,...,v,. } < (Z", k) nin herhangi bir alt kiimesi bu dijital
simpleksin bir ylziidir ve bu takdirde kendisi X in bir dijital simpleksidir. Ozel olarak,
[v, s, 1 (&, m)—simpleksini kendisinden ve kendi yizlerinden olusan bir geometrik dijital

simplisil kompleks olarak dustnebiliriz.

Bir dijital kompleksin  x—yakinlikli X" c(Z",x) iskeleti X in tim
(x, m) — simplekslerinin kiimesidir. X° ={v,},., olacak sekilde koseler isaretlenirse X" in her

bir elemanini X° in m+1 kardinalitiden k' —yakinlkl bir alt cimlesi olarak dustnebiliriz.
[v, -y, 1 X in bir (k,m)—simpleksi ise {vio""’vi,,,}CXO dijital gérintasi X* nin bir
elemanidir.

Bir geometrik dijital simplisil kompleksi tarif etmek icin kdselerin kimesi verilsin.
{vio,...,vl.m} kdselerinin hangi koleksiyonunun dijital simplisil kompleksin [vl.“,...,vim] dijital

(k, m) — simpleksine kars! geldigini bilmek yeterlidir.

Tanim 3. 1.8: Bir soyut dijital simpligil kompleks her bir m tamsayisi igin X ® n m+1
kardinalitiden x — yakinlikli (hepsi olmasi gerekmeyen) alt kiimelerinden olusan bir X™ ile
birlikte kdéselerin bir X° kamesinden olusur. Bu, “X™ in Kk— yakinlikh bir elemaninin

i

(j+1)—elemanli herhangi bir alt kiimesi X ! nin & — yakinlikli bir elemanidir  bagintisini

saglamaldir.
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Yy V) V3
® 4
L 4
Yo Vs V,

v

Sekil 3.2: Noktalar birbirine 8 — yakin olmak Gzere bir dijital simplisil kompleks.

Yukaridaki sekilde [v,,V,,v,] nin bir (8,2)—simpleks olduguna, fakat [v,,v,,v,] Gn bir dijital

(8,2) —simpleks olmadigina dikkat edelim.

X™ in her bir elemani bir soyut (x,m)— simplekstir, ve tanimin son sarti soyut dijital
simplisil kompleksteki soyut & — yakinlikli bir dijital (&, m)— simpleksin her ylizinin de dijital

simplisil kompleksin bir & — yakinlikli dijital simpleksi oldugunu garanti eder.

Bdylece bir soyut dijital simplisil kompleks bir geometrik simplisil kompleks ile tam
olarak ayni kombinatorik yapiya sahiptir. Nasil bliyiik dijital simpleks oldugu hakkindaki ve Z™
in bir alt kimesine nasil gémulecegdi vs. hakkinda geometrik bilgiye sahip olmamakla birlikte,
dijital izomorfizmaya bagli dijital kompleksi yeniden olusturmak igin gerekli tim altyapi
bilinmektedir. Bir geometrik dijital simplisil kompleksin soyut simplisil kompleksi vermesi
kolaydir, fakat tersine soyut simplisil kompleksten (dijital izomorfizmaya bagl) bir geometrik
dijital simplisil kompleksi X° in her bir elemanini bir noktaya isaretleyerek ve uygun kdselerle
gerilen ve bolim topolojisine gbre bu dijital simplekslerle yapistirilarak bir geometrik dijital

(k,m)—simpleks olan [vl.o,...,vi”] soyut dijital simpleksi ile birlikte isaretleyerek belirli bir

simplisil kompleks elde edilir.
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3.2. DIJITAL SiMPLiSIL DONUSUMLER

K ve L geometrik dijital simplisil kompleks ise, bu takdirde f:K — L dijital simplsil
déntisimt K nin {v,} koselerini [vio"“’vi,,,] K nin bir (k;,m)—simpleksi ise, bu takdirde
f(v,.o),...,f(vim) L deki bir (x,,m)—simpleksin (birim olmasi gerekmeyen) tim koseleri
olacak sekilde L nin {f(v,)} koselerine gétlrerek belirlenir. Bdyle bir K>
fonksiyonunun verildigi dustntlirse, f: K — L her bir (k;,m)—simpleks Ulzerindeki lineer

interpolasyonla  belirlenir.  (xe K, v.  ile gerilen  (k;,m)—simpleksin  barisentrik
J

. - m
koordinatlarinda ¢.€ Z olmak Uzere x= E A
J j:] J

]

ile belirlenebiliyorsa, bu takdirde
f(x)= Z'::l tjf(vi/ )). Béylece elde edilen f : K — L fonksiyonu (k;, &, ) — streklidir.

Ornek 3.2.9: Basit ama ilging bir 6rnek bir (i, m)—simpleksin bir dijital simplisil komplekste
iceriimesidir. X bir dijital simpligil kompleks ve VisenVy X in (x,m)—simplekslerini geren
X in koselerinin bir koleksiyonu ise, bu takdirde K :[vl.“,...,vim] in kendisi bir dijital simplisil
komplekstir. Bu takdirde her bir v, kosesini X de karsilik gelen kdseye donUstlren ve

béylece K yi X icinde 6zdes olarak kendine dontstiren K — X dijital simpligll

dénlsumuine sahip olunur.

Sekil 3.3: Daha buyik bir simplisil kompleks iginde [v,,v,,v,] simpleksinin iceriimesi.
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Ornek 3. 2.10: [vo,vsv,]1  (2,1) —yuzlerinden biri [v,,v,] olan bir (8,2)—simpleks olsun.
(8,2) —simpleksi (2,1)—simplekse toplayan f(v,)=v,, f(v,)=v,, f(v,)=v, ile tanimli bir
S v, v, 1 = [y, v, dijital simplisil dénlisimi géz 6niine alinsin. Dijital simplisil kiimeler
teorisinin burada gbze carpan blylk bir katkisi bir dejenere (k,m)—simpleks olarak

(k,1) — simplekste saklanmis (k,2)— simpleksin gortntlstinin hala gorilebilecek bigimdeki

bir bilgiyi korumaya yénelik bu tir déndsimleri genellestirmek icin bir yol olmasidir.

S
T g

Sekil 3.4: Bir (k,2)—simpleksin bir (k1) — simplekse toplanmasi.

3.3. YONLU DIJiTAL SIMPLIiSIL KOMPLEKSLER VE YUZ DONUSUMLERI

Bir X dijital simplisil kompleksin X" koselerinin kiimesi Gzerinde bir yonlendirme mevcut
olsun, bu durumda yénli bir dijital simplisil kompleks elde edilir. Bu yapilirken [vio,...,v,.m]
sembollnin bir dijital simpleksi ifade etmesi igin gerek ve yeter sart j <[ iken v, <v,
olmasidir. Bu m kardinaliteden her bir {Vio""’vi,,,} koleksiyonu hala en fazla bir tane dijital
simplekse karsilik geldiginden, bu herhangibir karmasikliga yol agmaz.

Ornek 3.3.11: Yonli dijital simplisil komplekslerin tipik bir 6rnedi (yonld) (kx,n)—
simplekslerinin  kendisidir. Yonli (x,n)— simpleks basitce koseleri yonli bir (&, n)—
simplekstir. Ornek 3.2.7 deki gibi kendi yiizleriyle gdz éniine alindiginda bir ydnli dijital

komplekstir. Burada yonlti (x,n)— simpleksi | A" | ile gosterilir. Burada A" yerine neden

| A" | semboltiniin kullanildigi ise daha sonra agiklanacaktir. Diger yandan | A" | =[0,1,...,n]
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olacak sekilde O,...,n sayilan ile koselerin basitce isaretlenmis oldugu (x,n)— simpleks bu
calismada temel olanlardandir. Bu takdirde | A" | nin her bir k —ytizi 0<i, <i, <---<i, <n

iken [iy,...,1, ] seklindedir.

2 3
2
e o6—°
0
0 0 1 0 1 |

Sekil 3.5: Standart yonlendiriimis (2,0),(2,1),(8,2),(26,3) — simpleksler.

3.4. DIJITAL GORUNTULERDE YUZ DONUSUMLERI
Bir (x,n)—simpleksinin verildigini kabul edelim. Eger bu (x,n)—simpleksin
(n—1)—boyutlu ylzleri elde edilmek istenirse, bu ancak dijital yliz déntstimleri ile bulunur. Bu

durumda standart (x,n)—simpleksi Uzerinde A g6z ardi edilen terimi gdstermek (zere
dj[O,...,n]:[0,...,7,...,11] olacak sekilde tanimli n+1 tane d,),...,d, yiz dontstima vardir. O
halde d; nin [0,...,n] e uygulanmasiyla j kdsesi kaybedilerek (n—1)—ylz bulunmus olur.

Her bir dj nin (x,n)—simpleksi onun ylzlerinden birine gétirdigine dikkat etmek énemlidir;

nokta kiime topolojisi veya simplisil donisim anlaminda alti gizilen bir sey yoktur.
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Sekil 3.6: | A® | nin goriintiisti olarak [v,,v;,v,]

Sekil 3.7: | A” I, nin yiiz dontistimleri.
Yukaridaki sekilde oklar uzaylarin strekli ddntstmlerini degil, eslestirmeleri gdsterir.
Daha genel ydnlendirilmis dijital simplisil kompleksler igin de su genislemeyi alalim:
[v,.0 ,...,vl,n]e X" X dijital kompleksinin bir (x,n)—simpleksi ise, bu takdirde

o~

dj[vl.o sV 1= [vio,...,vl. sV, ]. Boylece hepsi birlestirilerek her bir sabit 7 igin fonksiyonlarin
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dy,...d, : X" = X" koleksiyonu elde edilir. Bu noktanin (&, n)—simplekslerin kdselerinin
siralamasinin énemli hale geldigi yer olduguna dikkat edelim.

X" den X" e yiz dénustimleri d;,....,d" seklinde isaretlenirken oldukga dikkatli
olunmaldir, fakat bu pratikte nadiren yapilir. Su halde dj Jj. koseyi herhangi bir boyutta (= j)
¢ikaran yuz dénisimun( goéstermek icin kullanilir.

Ustelik yiiz dénistiminin sagladigi belirli bagintilar vardir. Ozel olarak i< j ise, bu

takdirde

dd, =d, \d, e (1)

Gergekten  d,d,[0,...,n] =[0,..0siyery jorsni] =d,d,[0,...n]. Ackk olarak did, =d, d,

bagintist (IA" 1. nin kopyalarinin olugturdugu ) bir X dijital kompleksindeki herhangi bir

K
(k,n)—simpleksi icin saglanmahdir. Bu baginti, bir dijital simplisil kimenin tanimindaki

aksiyomlardan biri haline gelir.

Daha sonra meydana gelecek diger bir husus daha genel yiz dénlistimlerinin mevcut

olmasidir. Ornegin [0,1,2,3,4,5,6] yi [1,3,4] e gdtiiren ve sistematik olarak bdyle genel yiiz
dontstmleri tanimlanabilir. Bununla birlikte herhangi bir yiz, 1 ile daha kigik boyutlu yiz

dénusumlerinin bileskesi seklinde elde edilebilirdir. Ornegin dénusimi d,d,d.d, seklinde

pargalanabilir. Tum j ler igin ij <ij+1 ise,

seklinde genellestirilebilirdir.

3.5. DIJITAL GORUNTULERDE DELTA KUMELER VE DELTA DONUSUMLER

Delta kiimeler (bazen A —kiimeler olarak adlandirilir) dijital goriintllerde simplisil kiimeler ve
simplisil kompleksler arasinda bir yapi olusturur.

Tanim 3.5.12: Bir djjital delta kiime her bir n =0 icin X,,X,,... dijital kiimelerin dizisinden ve

- X,

n+l

her bir i, 0<i<n+1 icn i<j iken dd;=d, d, olacak sekilde d,:X

dénlistimlerinden olugur.
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Elbette bu, X, lerin (k,n)—simplekslerinin kiimesi ve d, lerin dijital yiiz déniislim

oldugu dijital yénlendirilmis simplisil komplekslerin genellestirmesi ve 6zetlemesidir. Bununla
birlikte dijital delta kiimeler dijital simplisil kompleksler degildir.

Ornek 3.5.13: Standart yonli (8,2)—simpleks |A”,=[0,1,2] den baslayarak ve [0,2]
kenarini [1,2] kenarina yapistirarak elde edilmis olsun. Bir dijital simplisil komplekste verilen

dijital simpleksin yiizleri tek olmasi gerektiginden bu uzay artik bir dijital simplisil komplekstir. Bu

durumda [0,1] kenarinin her iki ug noktasi digerlerine esittir.

Kategorik Tanim: Yonli dijital simplisil kompleks dijital standart (i, n) —simplekslerin izomorfik
gbruntdlerinin bir koleksiyonu olarak distnilebilirdir. Elbette dijital simplisil kompleksi tarif
etmek igin sadece dijital standart (&, n)—simplekslerin bu kopyalarini degil, onlarin ylzlerinin

birlikte nasil eklendigini de bilmek gerekir. Bu bilgi iki dijital simpleksin bir ylizii ne zaman
paylasacaginin anlatildigi yiz déntstimlerinde igerilir. Dijital delta komplekslerinin daha farkli
bakis agisini ortaya koyan alternatif bir tanimi vardir.

ilk olarak A kategorisini tanimlayalim:

~

Tanim 3.5.14: A Kkategorisi nesneler olarak & — yakinlikh bir dijital gérintii olan sonlu

yénlendiriimis  [0]=1{0,1,2,...,n} kiimelerine sahipti. A nin morfizmleri sirayr koruyan

[m] —L— [n] fonksiyonlaridir; burada [m] ve [n] kiimesi 2— yakinlikli dijital gériinttlerdir.

A~

A nin nesneleri yonli (&, n)—simpleksler olarak duslnebilirdir. Morfizmler sadece

m<n oldugunda tanimhdir ve bu morfizmleri (x;,,m)—simpleksi (x;,n)—simpleksinin bir

yuziine goétiren bir gémme dénisimdur.
Daha sonra gop opposite (ters) kategorisini géz éniine alalim. Bu 3 nin ayni [#] nesnelerinin
alinmasi anlamina gelir. Fakat burada A daki [m] — [n] vyerine A" daki [n] — [m]
dénisimind alacagiz.

Bu ne anlam gelir? Verilen [m] — [n] morfizmi e@er bir ylziin kapsamasi ise, bu
takdirde yeni [n] — [m] opposite déntisimi [n] (&;,n)—simpleksini donlstirmek ve verilen
bir yGz( tarif etmek seklinde distndlebilir. Bu daha énce yapilanlarin bir genellestirmesidir.

Eger A da sirayl koruyan {O,...,n}—>{0,...,;,...,n+1} ile tanimh D, :[n] = [n+1] morfizmi
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A\ O]

g6z onlne alinirsa, bu takdirde A" daki bu karsilik getirmeler (&, n)—simpleksin d; ylz

déntisimlerine karsilik gelir. Bdylece bu tanimla i< j iken d,d; =d; d; oldugunu kontrol

etmek kolaydir.

Sonug¢ olarak AW kategorisi (yliz dénisimU aksiyomunu saglayan) dijital yiz
donlsumleri ve dijital yliz déniisimlerinin iterasyonlar ile birlikte (x,n)—simplekslerinin bir

koleksiyonudur. Fakat diger yandan bu tim delta kiimeleri i¢in kullanish olmalidir.

Tanim (Delta Kiimeler icin Alternatif bir Tanim):
Bir dijital delta kiimesi, DSet dijital gériintiilerin ve fonksiyonlarin kategorisi olmak (zere

X :gup — DSet kovaryant funktorudur. Bu tanima denk olan bir dijital delta kiimesi

A — DSet kontravaryant funktordur.

o b7
\“ -‘v\ 'I . //,
2
0 1
@ —@
2 1
L
0

Sekil 3.8: A kategorisinin kismi bir gésterimi.
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Bir funktor nesneleri nesnelere ve morfizmleri morfizmlere gétirir ve bileske kuralini

korur. Bu tanimdan dolay! bir kovaryant funktor gup — DSet [n]e Z)p dijital goériintasini bir
X, dijital goriintlsine doénustardr. (Burada X,, (k,n)—simplekslerin kimesi olarak da
dUstndlebilirdir.) Daha 6nce ifade edildigi gibi, genellestirilmis dijital yiz déntstmleri, standart
d; yluz déntstmlerinin tim bileskeleridir.

Bu tanimi kuvvetli yénl gercekten bakis agisi yaratmasidir. Her seferinde simplekslerin
tim demetinin olusturulmasi seklinde bir Delta kiimesi disiinmek yerine X, deki tim
simplieksler icin ifade edildigi gibi (&, 7n)—standart simpleksini disinebiliriz. X funktoru X,
deki (&, n)—simplekslerin timdnd [n] e donstlrdr. Standart (i, n) —simpleksine uygulanan
d, dijital yiz dénlisimi es zamanl olarak tim (k,n)—simplekslerin i. yiizlerinin timini

gosterir.

~

Tersine, X deki herhangi bir durumun A vya geri donlldiginde nasil meydana

geldigini gérriz. Bir X dijital delta kimesindeki dd;=d, d, aksiyomu bunun [n]

(K, n) —simpleksinde saglanmasinin ve funktorlara 6zgl 6zelliklerin bir sonucudur.

3.6. DIJITAL GORUNTULERDE DELTA DONUSUMLERI
Direkt olarak kategorik tanimdan ilerleyerek X,Y dijital delta kiimeleri verilsin. Bununla birlikte

A — DSet kontravaryant funktorlarini géz 6nline alalim. Bu durumda bir X — Y morfizmasi
X den Y vye funktorlarin dogal donlsimidir. Diger bir ifadeyle morfizm, dijital yiz

déndstmleri ile degisen X, — Y, kiime dénlstimlerinin bir koleksiyonundan olusur.

3.7. DIJITAL SIMPLISIL KUMELER VE MORFIiZMLER

Dijital simplisil kiimeler hem dijital simplisil komplekslerin hem de dijital delta kimelerin
genellestirmesidir.

LiteratiirG arastirirken okuyucu terminoloji ile ilgili dikkatli olmalidir. Orijinal olarak dijital
delta kiimeler semi-simplisil kompleksler olarak alinir ve dejenere operatérler dncelikle daha
O6nce tanimlanmis ‘complete semi-simplicial complex’ terimi ile ilgilidir. Daha sonra Delta
kimeleri daha az ilging hale gelir, ‘complete semi-simplicial’ yerini ‘semi-simplicial a ve

ardindan da ‘simplicial’ a birakti. Gliniimazde ‘simplisil kime’ olarak ele alinir. Delta kiimeler
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~

dendiginde, A prototip kategorisinin kullanildi§i delta kiimeleri degil, simplisil kiimeler igin

prototip olan A kategorisi anlasilir. Bundan dolayl okuyucu literatlrl incelerken dikkatli

olmalidir.

Biz ¢alisma suresince ‘Dijital Simplisil Kompleks’, ‘Dijital Delta Kime’ ve ‘Dijital simpligil
kiime’ ad ile kullanilan notasyonlara dikkat edilmis, Ozel olarak ‘Dijital Simplisil Kompleks’ ve
‘Dijital simplisil kime’ arasindaki fark konusunda emin olunmaya galigiimistir.

3.8. DIJiITAL GORUNTULERDE DEJENERE SIMPLEKSLER

Ornek 3.2.10 dan bir dijital simplisil dénlisiimin bir (x,7n)—simplekse toplanabilecegi
hatirlatildiginda, burada, 7(0)=0, #(1)=x(2)=1 olacak sekilde koseler (zerinde
tanimh 77 :l A* I,—I A" |, dijital simpligil déniislim{ vardi. Bunun yaninda uygun doéntsiimler
altinda standart (x,n)—simplekslerinin goriintllerinin koleksiyonu olarak dijital delta kiimeler
ve dijital simplisil komplekslerin var oldugunu distnelim. Burada &nemli bir soru ise,

(8,2) —simpleksin 7 altindaki goruntiisi | A' |, da neyi verir? Dijital simplisil kimeler alaninda
z(A* l;) goriintlisti dejenere simpleks igin bir drnektir.

Kabaca dijital gorintllerde dejenere simpleksler ‘dogru’ boyuta sahip olmayan

simplekslerdir. Dijital gorintilerde bir dejenere (26,3) —simpleks 2 —boyutlu, 1—boyutlu veya

O—boyutlu nesne seklinde realize edilebilir. Geometrik olarak dejenere simpleksler
‘gizlenmis’tir. Su halde bunlarla ilgili en acik yaklagim, timindn igerisinden tarafimizca
gelistirmis olan kombinatorik gésterimde bulunur.

Bu fikir ve gésterim igin anahtar kdselerin tekrarinin saglanmasindadir. Burada dogal

yol ise, drnegimizde (I A* l.)=7([0,1,2]) vyi | A? |, nin koéselerinin dénlsim altinda

yansimasiyla [0,1,1] olarak isaretlemektir. Bu komplekslerdeki simplekslerin v, sira ile yaziimis
farkli koseler olmak tzere [v,,...,v,] olarak yazilmasi gerektigini séyleyen prensibi ihlal eder,

fakat bazen matematikte bundan daha genel yeni prensiplere ihtiya¢ duyulur. Dijital dejenere
simpleksler igin teklik olmaksizin siralama korunmalidir. Bu takdirde bir dijital dejenere simpleks

k<l ise i <i, olmasi gerektigi ayrik olmayan v, ler igin [v, -V, ] biciminde
distndlmelidir.
Ornek 3.8.15: Elemanter (8,2)—simpleks [0,1,2] nin icinde kag tane dejenere olanlari iceren

(2,1) — simpleks vardir?
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Bir (x,1)—simpleks, a <b olmak Uzere [a,b] olarak yazilir, bdylece simpleksler asagidaki

sekilde gosterildigi gibi [0,1],[0,2],[1,2],[0,0],[1,1] ve [2,2] bigimindedir.

2. |2

|

A

Sekil 3.9: Elemanter (8,2) —simpleksdeki dejenere (2,1) — simpleksler.

Benzer sekilde | A’ ls=[0,1,2] de tg cesit (8,2)—simpleks vardir. Bunlar dejenere olmayan
[0,1,2] simpleksler, [0,1,1], [0,0,2]seklinde 1—boyuta dejenere olan (8,2)— simpleksler ve
[0,0,0] ve [2,2,2] seklinde O0—boyuta dejenere olan (8,2)—simpleksler bigimindedir.
Yukaridaki diyagramda gérildigi gibi dejenere (x,n)—simpleksler Ornek 3.2.10 daki gibi
¢bkme ddénistmlerinin gérintileri olarak distnulebilir.

Elbette herhangi bir dijital simplisil kompleks veya dijital delta kime kavramsal olarak dejenere

simpleksleri icermeye yonelik genisletilebilir.

Ayrica n—boyutlu kiiguk dijital simplisil komplekslerin keyfi daha kuiglik boyutlu
dejenere simpligil komplekslerde igerildigine dikkat edilmelidir. Hatta (x,0)—simpleks
IA° l.=[0], [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] seklinde  dejenere  simpleksleri

icerisinde barindirmaktadir.
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3.9. DiJITAL GORUNTULERDE DEJENERE DONUSUMLER
Dijital gériintllerde dejenere doénlsumler, bir anlamda, yiz déntstmlerinin kavramsal olarak
tersidir. d; ytz dénlsimu bir (k,n)—simpleksi alir ve j. (n—1)—yuzi tekrar bize geri verir.
Diger taraftan s, dijital dejenere donlsiml bir (k,n)—simpleksi alir ve bize dijital
goriintilerde j. dejenere (i, (n+1))— simpleksi geri verir.

Alisilmis oldugu gibi tim dijital simplisil kiimede herhangi bir model standart
(k,n)—simpleksle gosterilir. | A? |.=[0,...,n] standart (k,n)—simpleksi verilsin,
sj[O,...,n]:[0,...,j,j,...,n] ile tamimh (n+1)—tane s,,...,s, dijital dejenere déniisiim vardir.

Diger bir ifadeyle s,[0,...,n] sadece ;. kosenin tekrarlanmasiyla |A" | da bir tek
(K, (n+1))—simpleksi verir.
Geometrik  olarak s, IA"I nn i<j igin  z()=i, i>j+]1 icin
N . — N . . . w e m .- n+l - n
z,(pD=7x;(j+D=j ve z,(j)=i—1iletanmh 7, dijital simpligil donisimiyle A" in A
e gdmmesi disUndlebilirdir.
Bu dislince dogal olarak dijital simplisil komplekslere, dijital delta kiimelere ve zaten
dejenere olan (k,n)—simplekslere genisletilebilirdir. Eger her bir k, 0<k <n icin i <i,,,

olmak (izere (mimkiinse dejenere) [v,

o

...V, | (Kk,n)—simpleksine sahip olunursa, bu takdirde

sj[v,.o,...,vl,ﬂ]:[v. ...,vl,/,vl,/,...,vl,ﬂ] olup, diger bir deyisle v tekrarlanir. Bu [vl.“,...,vi"] de

b
Iy

bir dijital dejenere simplekstir.

Herhangi bir dijital dejenere simpleksin dijital dejenere dénisimlerin uygulanmasinin
tekrarlanmasiyla normal bir simpleksten elde edilebilmesi ¢ok zor degildir. O halde bir

(k,n)—simpleksin herhangi bir yiziiniin d, nin bileskelerinin kullaniimasiyla elde edilebildigi

gibi, herhangi bir dijital dejenere simpleks de s; lerin bileskelerinden elde edilebilirdir.

Ayrica d; igin dijital dejenere dontistimlerin sahip oldugu belirli dogal déntstimler
vardir. Ozel olarak i < j ise, bu takdirde s,.sj[O,...,n]:[0,...,i,i,...,j,j,...,n]=sj+lsi[0,...,n].

Burada s; nin uygulanmasi j vyi sag tarafa ittiginden dolayr son formiilde s; degilde 5., e

j+l
sahip olunduguna dikkat edilmelidir.

Diger yandan dijital yiz ve dejenere operatérler arasinda dogrudan ispat edilebilir bazi
bagintilar vardir. Bunlar:
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ds,=s;d; i<]jise
ds;=ds;,=id

ds,=s;d_,, i>j+]lise

bicimindedir. Ornegin ds;=s, d; formllintn her iki yanina [0,...,n] in uygulanmasiyla

[0,...,;,...,j,j,...,n] elde edilir. Ayrica djsj :dj+1sj =id formult i=j ve i= j+1 alinarak

esitligin ispati kolayca yapilir.

3.10. DiJITAL GORUNTULERDE SiMPLISIL KUME YAPISI

Tanim 3.10.16: Bir dijital simplisil kime X, X,,... dijital gbrintilerinin kiimesinden, her bir i

ve n20 igcin 0<i<n olmak lizere
dd;=d; d, i<j
ds;,=s;.d; i<]

ds;=d,s;=id i=j veyai=j+1

J

ds. =sd i>j+1

ivj Jj i1

5,8, =88, 1>]

olacak sekilde her bir i igin d,: X, — X, ve s,: X, — X, ,, fonksiyonlarindan olusur.

Ornek 3.2.17: Burada ele alinan ilk érnek her dijital yonlii simplisil kompleksin mimkiin olan
tim dijital dejenere simplekslerin eklenmesiyle bir dijital simplisil kiime haline getirilebilmesi ile

ilgilidir. Daha agcik bir ifade ile X in yonlQ dijital simplisil kompleks oldugu farz edilir. Bu takdirde

X,, v, Sv, olmak Uzere [vl.“,...,vi ] dijital simplekslerinden olugur. Diger yandan{vl.“,...,vi }
+] n n

koselerinin kiimesi olan X bir (x,n)— simpleksini gerdiginde X dijital simplisil kiimesi elde

edilir. Burada v; lerin tek olmak zorunda olmadigina da ayrica dikkat edilmelidir.

Bunu séylemenin diger bir yolu X in her [Vio"“’vi,, ] bigimindeki (x, n)—simpleksi igin,

her bir kosesi herhangi bir sayida tekrarlandigindan, X de [vl.“,...,vio,v. VsV |

.
b L 'm
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seklinde tim (&, n) —simplekslerin yer aldigi gérildr. Dijital yiz ve dejenere dénlsimler gesitli
yollarla bu simpleksler Uzerinde tanimlidir. Benzer sekilde her dijital delta kiime benzer
yontemle bir dijital simplisil kimeye tamamlanabilir. Bdylece gibi dijital delta kimenin onun
koseleriyle belirlenmesi gerekmedidi sonucuna ulasilr.

Tersine olarak her bir dijital simplisil kime bir dijital delta kimeyi verir. Bununla birlikte
bir dijital simplisil kiimenin yukarida tarif edilen yéntemle bir yonli dijital simplisil kompleksten
elde edilmesi gerekmez. Ornegin her dijital delta kiime bir yénlii dijital simplisil kompleks
degildir.

Ornek 3.2.18 X =[0] standart (x,0)—simpleks, bir dijital simplisil kiime olarak diisiiniliirse
her bir X, de, n=0 bir elemanli bir tek dijital simplisil kime oldugu gérilur. n. boyuttaki

eleman [0,0,...,0] bicimindedir.
%/_J

n+l-tane

Ornek 3.2.19 Bir dijital simplisil kiime olarak standart yonlii (x,1)—simpleks X =[0,1] olmak
Uzere  her bir X, de n+2 elemana  sahiptir. Diger  bir  deyisle;
X, ={[0,0,0],[0,0,11,[0, L, 1],[1, L,1]}.

Uyan 3.2.20 Burada bir dijital simplisil kiime olarak distinilen standart (x, n)—simpleks yerine
A’ veya [0,...,n] gosterimleri kullanilir.

Ornek 3.2.21 Simdi cebirsel topolojiden asina olunan &rnedi g6z éniine alalim. Bir dijital gérintd
tuzerinde X discrete topolojik uzayi verilsin, ve .%7(X), ise |A"|_ dan X e dijital sirekli

fonksiyonlarin kiimesi olsun. Dijital yliz ve dijital dejenere dénistmlerle birlikte bunun X in

singuler dijital kimesi olarak adlandirilan dijital simplisil kiime olusturulabilirdir. S,(X) singdler
zincir kompleksi cebirsel topolojiden .7(X), ile Uretilen serbest abelyen grup olan her bir

S, (X) e esittir.

Dijital ylz ve dejenere dénlstmleri tanimlamak i¢in o :I A" |_— X bir dijital singler
simpleksi gosteren dijital bir dénlistim olsun. d,o dijital singller simpleksi o dontstiminin

[A" 1 nin i. yiziine kisitlanmasiyla tanimlanir. Béylece o ve [0,...,n—1] —[O0,...,i,...,n]

K
simplisil kapsama dénisimiinin bileskesidir. Bu agik olarak a:Z;’ZO(—l)"di olmak (zere

dijital singUler zincir kompleksin sinir déniisimiinin gdésterimi ile aynidir.
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Diger taraftan s; dejenere donisimi o  dijital singller simpleksini

o:1A"l =[0,...,n] > X nin [0,..,n+1] —>[0,...,i,i,...,n] dejenere donlisimu ile gbsterilen

geometrik ggmme ddniisimi vasitasi ile bunlarin bileskesine gétarir. Tekrar edilecek olursa bir
dijital dejenere simpleks baska bir dijital simpleksin ¢okmus versiyonudur.

3.11. DIJITAL GORUNTULERDE DEJENERE OLMAYAN SIMPLEKSLER

Bir xe X, (x,n)—simpleksi, eger herhangi bir ye X , ve herhangi bir i i¢in x, s.y

n—1

seklinde yazilamiyorsa dejenere olmayan olarak adlandirilir.
Bir dijital simpligil kompleks veya dijital delta kiimenin her (x,n)—simpleksi dijital

simplisil kiimeye karsilik gelen bir dejenere olmayan simplekstir. Y bir discrete topolojik uzaysa

ve efer 7, k<n olmak Uzere bir simplisil ¢okme donlsimi ve o da bir singller
(k,k)—simpleks olmak (izere A’ —Z—>A'—2 Y bileskesi seklinde yazilamiyorsa, bu

takdirde .%”(Y) nin bir (k, n) —simpleksi dejenere olmayan bir simplekstir.
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Sekil 3.10: Bir singiler (&, n)—simpleks.

Sekil 3.11:

Bir singller (x,n)—simpleksin bir yiz.
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Sekil 3.12: Bir dejenere (&, n)—singtler simpleks.

Bir dejenere olmayan (k,n)—simpleksin dejenere olan bir (x,n)—yilize sahip olmasi
mUmkinddr. Ayrica bir dejenere (i, n)—simpleksin bir dejenere olmayan (&, n)—ylize sahip
olmasi da mimkindir.(Ornedin herhangi bir x igin, dejenere veya dejenere degil ise

d;s;x = x oldugunu biliyoruz.)

Kategorik Tanim: Dijital delta kiimelerdeki gibi, dijital simplisil kiimelerin temel 6zellikleri, onun
standart yonli (x, n) —simplekslerinden tiretilir. Aslinda bu, bununla ilgili ilk aksiyomun ilk
gelistirmesi ve dejenere ve yiz dénlstimlerinin ikisinin de kullanigli olmasindan kaynaklanir. Su

halde A nin funktoral goriintist oldugu dijital delta kiimelere benzeyen her bir dijital simpligil
kimenin kategorik taniminin olmasi sasirtici degildir.
Tanim 3.11.22 A Kategorisi nesneler olarak [n]={0,1,2,...,n} sonlu yénlii kiimelerine

sahiptir. A nin morfizmleri sirayi koruyan [m] — [n] fonksiyonlaridir.

2 ve A arasindaki tek farkin sadece A daki morfizmlerin sirayr korumasi gerektigine
dikkat edilmelidir. O halde [n] nesnelerinin A’ deki yonlli simplekslerle esitlenerek

morfizmlerin sadece simplekslerin kapsamalariyla temsil edilmesine gerek yoktur, fakat
dejenerelerle temsil edilebilirdir. Daha asina olunan bir gdsterimle ise bir tipik morfizm
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f:[5]1—>13], (x,5) —simpleksin dejenere olarak 0,2 ve 3 ile gerilen (x,3)—simpleksin

2—ylzlne gotiren  bir  dijital simplisil  kompleks olarak  dUstntlmesi ve
f10,1,2,3,4,51=[0,0,2,2,2,3] ile tarif edilebilir olmasidir.

& daki gibi A daki morfizmler, D.:[n]—=[n+1] ve S,:[n+1]—=[n],0<i<n

komsu kardinaliteler arasindaki belirli donlistmlerle Gretilir. D. ler

&:Di[O,...,n]—)[O,...,zA,...,n+1] seklindedir. & da bulunmayan yeni doéntsltmler ise
S.[0,....n+1]=[0.,...,i,i,....,n] ile tanimhidir. A daki tim morfizmlerin D, ve S, lerin

bileskeleri oldugunu ve bunlarin dijital simplisil kimenin tanimindaki aksiyomlara benzer

aksiyomlari sagladiginin gergeklenmesini géstermek kolaydir. Daha sonra ayrica D, ve S, ler

standart geometrik (&, n) —simpleksler Gizerinde Urettikleri geometrik déniistimleri belirtmek igin

kullanihr.

Dijital simplisil kiimelerin kategorik tanimini elde etmek igin dijital delta kiimeler olarak
A” i g6z 6nUne alinir. D, doéntsimi d, ile gosterilen ylz dontsiminln tersi gibi
diusundlebilirdir: i. ytzin D, :[n] —[n+1] kapsamasinin tersi, i. yizl (&,n)—simpleksine
gétiren d,, i. dijital yliz déntstimuadlr. S; donlistiminin tersi dejenereleri olusturur; bir
(k,n+1)—simpleksin i. ve (i+1).késelerini bir araya getiren S, :[n+1]—[n] c¢6kme
déntsiminin tersi olan A, i. kosenin tekrarlandigi A’. deki (k,n+1)—simplekse gotiiren

s, dénlsiminin i. dejenere déniisimi oldugu géruldr.
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5 2 2 d, 1
/ A, .&\
oe—0
0 1 0 1 0 1 0
5 2
Sl
/\ ; ; 1
® ® (\)¢‘
0 1 0 1 ® o o °
0 1 0 1

Sekil 3.13: D,, d,, S, ve s, nin islenisi.

Yukaridaki sekildeki dejenereleri gizerken ortaya g¢ikan zorluk, S; nin resimsel olarak S, nin
gérintistni temsil ederken onu genigletmekten ortaya ¢ikar. Diger bir ifadeyle sag alttaki s, in

gorlntiisti S, ¢6kme dénlisiminden meydana gelen (&, 2) —dejenere simplekstir.

Elbette d, ve s, nin yukarida verilen dijital simplisil kiime tanimindaki aksiyomlari

saglamasi kontrol edilebilir.

Tanim 3.11.23 (Dijital Simplisil Kiimenin Kategorik Tanimi)
Bir dijital simplisil kime X :A — DSet kontravaryant funktorudur. (Buna denk olan
X :A” — DSet kovaryant funktorudur.)

Bu dijital delta kiimenin kategorik tanimiyla karsilastirmalidir ve bu tanimin Tanim 3.2.2
ye denk oldugu konusunda emin olunmalidir. Dijital delta kimelerdeki gibi bu tanimin kuvvetli

yonii, standart yonli (x,n)—simpleksi X, deki (x,n)—simplekslerin timiniin ifade edilmesi
seklinde diistinebilmemizdir, hepsinden 6nce - X funktoru X, deki (x,n)—simplekslerin

timi olan [n] e gider ve d, ve s, standart yiiz ve dejenere donustimler, funktoral olarak X, in

dejenereleri ve ylzlerinin timlne toplanir.
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Ornek 3.11.24 Bu bakis agisindan hareketle Y discrete uzayinin .%”(Y) singiller kiimesi
yeniden incelenir. .%”(Y) singller kimesi, HomTap(IA”K [,LY) kUmesini [n] e giden bir
A — DSet funktorudur.

Bu 6rnek 3.21 in yliz ve dejenere donlslmleri olan A nin yiz ve dejenere donistimlerine gider,

yani asagidaki karsilik getirmeye sahibiz (burada Homy,, topolojik uzaylar kategorisindeki

A" |_—Y morfizmler sinifini géstermektedir):

[n] Homy,, (1AL 1Y) [n]  Hom,,(IA[LY)
d, = d, s, = s,
[n—1] Hom,,, (1A' 1Y) [n+1] Homy,, (1A} 1Y)

3.12. Dijital Goriintilerde Simplisil Morfizmler

Dijital simplisil kiimelerin kendisi bir DS kategorisi olusturur. Bu kategorideki morfizmler dijital

simplisil morfizmlerdir.

Tanim 3.12.25 Eger X ve Y dijital simplisil kiimelerse (X,Y : A — DSet ), bu takdirde bir

dijital simplisil morfizm bu funktorlarin f : X — Y bigimindeki dogal dénisimdiddr.

Daha kisa bir ifade ile f donlsimi dejenere operatdrler ve ylz operatorleriyle degisen

f,: X, =Y, seklinde dijital gériintt déntisiimlerinden olusur.

Ornek 3.12.26 Simdi Omek 3.2.10 daki 7:IA* | —I A"l ¢okme donisimlerini ele alalim. 7
dontsumintg 7(0)=0, 7(1)=m(2) =1 olarak tanimlar ve onu dijital simpligil kiimelerin bir
7: A2 — Al morfizmine genisletebiliriz. Bu takdirde Ornek 3.2.10 daki gibi bu dontstimler
[0]e A?  koésesini  [0]le AL e, [0,1]e A2 (k,1)—simpleksini  [0,1]e AL e,
[1,2]e Ai (x,1)—simpleksini [1,1]=s,(1) € AL dejenere (k,1)—simpleksine g6tirir ve
hatta bu donusim [0,11,2,2,2]=s,s,s,[0,1,2]€ Ai dijital dejenere simpleksini de

5,8,5,[0,1,11=[0,1,1,1,1,1]e A}( dijital dejenere simpleksine tasir.
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Ornek 3.12.27 Dijital simplisil kompleksler (zerindeki dijital simplisil dénistimlerin, dijital
simplisil kiimeler (zerindeki morfizmlerin kdseler Uzerinde neyin meydana geldidi konusunda
tam olarak bir bilgi vermedigine dikkat edilmelidir.

Ornek 3.12.28 Diger taraftan yonlendirimis dijital simplisil komplekslerin bir f: XY

dénisiimi verilsin. Bu Ornek 3.17 de olusturuldugu gibi dijital simplisil kiimelerin bir
dénGsumund  olusturur. Bu durumda ybnlendiriimis dijital simplisil kompleksler onlarin
koseleriyle tek tarli belirlendiginden kdseler Uzerindeki bir fonksiyon bir dijital simplisil
déniisimi belirler. Bu Ornek 3.26 da ele alinan dijital simplisil morfizmi igin olan durumdur.

Uyan 3.12.29 Bir dijital simplisil kompleksi tanimlamak igin dijital dejenerer olmayan
simplekslerde ne oldugunu bilmenin yeterli olduguna dikkat edelim. Burada

f(s.(x))=s,(f(x)) oldugundan dijital dejenere simplekslerde ne oldugunu verilen

tanimlardan tespit etmek zordur. Benzer sekilde ylUzler Gzerinde neyin meydana geldigi yGzler
olan simplekslerde neyin meydana geldigi ile zordur. Su halde hepsiyle birlikte dijital simplisil
morfizmler dijital nondejenere simplekslerin daha kiiglik koleksiyonlarinda neyin meydana
geldiginin belirlenmesiyle tarif edilebilir.

Buradan sonra ‘dijital simplisil dénlisim’ ve ‘dijital simplisil morfizm’ arasindaki farki goz
ardi edecegiz, ve dijital simplisil kimelere uygulandigi gibi terimleri degismeli olarak

kullanacagiz.
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IV. BOLUM
DIJITAL GORUNTULERDE SIMPLISIL GRUPLAR

Tanim 4.1.1: Gk — yakinlikli bir dijital gériinttiniin alt kiimesi olsun. Bir G simplisil grubu G,
gruplarinin  dizisinden  ve  asagidaki  aksiyomlari  saglayan d,:G, =G | ve
5,.:G, —>G,,,, 0<i<n grup homomorfizmlerinin koleksiyonundan olugur:
dd;=d; d, i<]jise
ds,=s;d, i<]ise
ds;=d;,s;=id i=jveyai=j+1 ise

ds =s.d i>j+1ise

ivj j i1

Sisj = Sjsi—l’ 1> ] Ise

Sekil 4.1: Oklar boyut 2 den boyut 1 e ve boyut 1 den boyut 0 a yliz morfizmlerini

g6stermek (izere bir simplisil grubun (8, 2) — simplekslerinin bir gésterimi.
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Ornek 4.1.2: X in x—yakinlikli bir dijital simplisil kiime oldugunu kabul edelim. Bu takdirde

X in s, ve d, yuz donustmlerinin lineer genislemeleri olarak alinan C,(X) deki d, ve s,
donistimleri kullanilarak X in elemanlar tarafindan Uretilen serbest abelyen grup olarak

tanimlanan (C,X), =C (X) ile C.(X) simplisil grubu olusturulabilirdir.

Ayrica d = Zn:(—l)"dl. :C (X)— C, _,(X) bigiminde total yliz déniisii gerceklenebilirse

i=0
ve bu takdirde (C.(X),d) zincir kompleksinin homolojisi olarak H _(X) homolojisi

tanimlanabilirdir.

Ornek 4.3: Bu 6rnek dijital gériintiilerde homoloji gruplarinin teorisinde, dijital gériintiilerdeki

simplisil gruplarin énemli bir érnegidir. G dijital goériintd elemanlarinin bir grubu ve DG de

simplisil grup olsun. Bu takdirde DG, =G™, G nin kendisiyle n— defa ¢arpimi olsun. Su
halde G, {e} asikar grubudur. Eger (g,,....,g,)€ DG, elemani igin g,,...,g, € Z olmak

Uzere

d,(8,-8,)=(8,-8,)
d(g8,)=(88>858,) 0<i<n
d,(g,8)=(8:8,.)
5(8,-8,)=(8,.8,.6.8.-8,)

biciminde tanimlanirsa, bu dijital gértnttlerde bir simplisil gruptur.

4.1. DIJITAL GORUNTULERDE KAN KOMPLEKSLERI
Bir | A’ | dijital simplisil kompleksi, (k,n)— simpleksi tizerindeki | , A" | k. hornu, | A" | in i¢
piksellerinin ve d, A’ i¢ yiiziinin kaldiriimastyla elde edilen | A’ | in bir alt kompleksidir. Eger

A’ béyle bir dijital simpligil kiime ise, bu takdirde bu dijital simplisil kiime
1) Tim sayilar temsil edilmeyecek,

2) k harig tiim sayilar temsil edilmeyecek

bigiminde 0<i, <---<i <n olmak lzere [i,,...,i, ] (k, m)— simplekslerinden olusur.
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2 2 2 2
0 1 0 1 0 1 0 1
A§ OAé 2A§ 1A§

Sekil 4.2: | A | Gizerindeki (ig horn

Kan sarti (Daniel Kan'dan sonra) olarak da bilinen genisleme sarti, bir dijital simplisil kime
icindeki (i, n)—simpleks Uzerinde bir horn gorildiginde simpleksin geri kalaninin da bir dijital

simplisil kime i¢inde oldugunu soéyler.

Tanim 4.1.4: Eger dijital simplisil kiimenin herhangi bir , Ay — X morfizmi bir A — X

simplisil morfizmine genisletilebiliyorsa X dijital gériintiisii genisleme sartini sadlar denir.

Béyle bir X Kan kompleksi olarak adlandirilir.
Tanmim 4.1.5: i, j # k olmak Gzere herhangi bir i < j i¢in d,x; =d \x, olacak sekilde X deki
Xysees Xy Xpyyseen X, (K, (n—1)) — simplekslerinin herhangi bir koleksiyonu igin, tim i # k lar

icin d,x = x, olacak sekilde bir (k,n)— simpleksi varsa, bu takdirde X dijital simpligil kiimesi

Kan sartini saglar.

Bu tanim bu horn un X deki bir (i, n) —simplekse genisletilebilecegini sdyler.

4.2. DIJITAL GORUNTULERDE SiMPLISIL HOMOTOPI

Bu bélimde dijital simplisil kiimelerin homotopi 6zellikleri ele alinarak incelendi.

4.2.1. Yollar ve Yol Bilesenleri

Dijital topolojide oldugu gibi homotopiden bahsederken de I, in, A7 =[0,m], nin bir dijital

n

simplisil kiimesi oldugu kabul edilir.
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Tanim 4.2.6: x— yakinlikli bir dijital simplisil kiimesindeki bir I, yolu 2— yakinlik bagintisina
sahip (2, k) — strekli olan bir p: 1, — X simpligil morfizmidir. Denk olarak X de bir pe X ;
yolu (2,1)— simpleksidir. p, X de bir yolsa d,p = p[0] baslangi¢c noktasi, d,p = p[m] ise
bitis noktasi olarak adlandirilir.

Tanim 4.2.7: X dijital simplisil kiimesinin iki a ve b (2,0)— simpleksi, ejer a baslangi¢

noktasinda baglayan ve b bitis noktasinda biten bir p yolu varsa X in ayni yol bileseninde

oldugu séylenir.

Teorem 4.2.8: X , x— yakinlikli bir Kan Kompleksi ise, bu takdirde ‘ayni bilesende olma’ bir
denklik bagintisidir.

ispat:

Yansima: [a] (2,0)—simpleksi i¢in s,[a], a dan a ya bir yoldur.

Simetri: a ve b dijital gorintllerde pikseller olmak tGzere p, X de a dan b ye bir yol olsun.
Bu durumda bir bagka yola daha ihtiyacimiz vardir. Buna gére p i A; nin [0,1] yUzi olarak
dlsunelim. A; nin [0,2] yGzt, X bir dijital simplisil kime oldugundan mevcut olmasi gereken
s,[a] yi gostersin. Boylece d,s,[a]l=d s,[al=[a] dir. A} nin [0,1,2] Uc késesi [a,b,a]
olarak isaretlenebilir ve OAz uzerinde [0,1] i p ye [0,2] yide s,[a] ya gétiren bir simplisll
dénisime sahip olunur. Buradan ise Kan sarti bu dénisimiin Ai ye genigletilebilecegini sdyler

ve [1,2] b den a ya bir yol olarak elde edilir.

%

Sekil 4.3: Dijital gérint( Gzerinde simetri bagintisi
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Gegisme: A; =[0,1,2] dijital simpleksini gz éniine alalim. p, a dan b ye ve p,, b den ¢
ye bir yol ise, bu takdirde f: A — X, [0,1] i p, e [L,2] yi p, ye gotirsin. Kan sarti f i

f:Aﬁ — X donlsimine genisletiimesini saglar ve f[O,Z], a dan ¢ ye bir yoldur. [

Sekil 4.4: Dijital gérant( Gizerinde gegisme bagintisi

4.2.2. Déniligsiimlerin Homotopisi

Tanim 4.2.9 (Simpligil Homotopi 1): HI| =g ve HI, =f olacak sekilde bir

H:XxI —Y simplisil donigimi varsa (yani i, ve i, i :XX[0]—XXI

vei : X X[m]— X X1 kapsama dénisimleri olmak (zere g=H i, ve f =H oi ise)

f,g: X —>Y dbnigimleri homotopiktir.
Tanim 4.2.10 (Simplisil Homotopi 2): Her bir i, 0<i < pigin

W =1 (1)
d,.h =g

dh,=h_d , i<] ise

-1

dj+lhj+l = dj+l hj (2)

dh =hd, i>j+1 ise

i1

sh =h_s, i<jise
iy 1Y

T @)
sh,=hs_, i>j+lise
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olacak sekilde h,=h':X —Y fonksiyonlari mevcutsa f,g:X —Y simplisil déndsimi

homotopiktir.

4.3. BiR DIJITAL SIMPLISIL GRUBUN HOMOLOJi GRUBU

Bu bélimde X bir dijital simplisil grup olarak ele alinacaktir. Ayrica dijital homoloji gruplarinin
belirlenmesinde [11] ve [14] deki yontemi kullanacagiz.

Tanim 4.3.22: C (X) bazlan X deki tim (k,n)—simpleksler olan serbest bir abelyen
gruptur.
Sonuc 4.3.23: X, K — yakinhkli m— boyutlu bir dijital simplisil grup olsun. Bu takdirde g >m

ise C;(X) bir agikar gruptur.
Tanim 4.3.24: (X,x)C Z" m— boyutlu bir dijital simplisil grup olsun. Sinir homomorfizmasi
olarak adlandirilan aq :CH(X) > C (X) déndsimii

q “D'<p D P > g<m
0,(<Xypen X, >) = ;( ) < Pysevos Disees Py > 4

0, qg>m
olarak tanimlanir. (Burada p,, p, nin silinmesi anlamindadir.)

Onerme 4.3.25: 1<n<m igin d,_ od, =0.([11],[14] e bakiniz)

n

ispat: A=[x,...,x ] bir (k,n)—simpleks olsun. Bu takdirde

3, ,00,(8) =0, ,(@,[x,x,]
=0, (D150 f o, ])

n

=ieu§}4ﬂ%ijwgm¢n+ZEUW%W@WJWMM

j=itl

X ]

i’" n

_><>

e I G I E NS SOV SRS B S G ) i SO O

J<isn i<j<n
=2 (D" + (=D es X ey Xy, X, 1= 0,
i#j ’

Tanim 4.3.26: X, & — yakinlikli bir dijital simpligil grup olsun. Eger Z'(X)= Keraq dijital

simpligil q — devirlerin grubu, B, (X)=1Im aqH de dijital simplisil g — sinirlarin ise
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Z)(X) Kero,

H*(X)= =
X B*(X) Imd

g+l

q. dijital homoloji grubu olarak adlandirilir.
Onerme 4.3.27: X, =[v,], (2,0)— simpleks olsun. Bu takdirde H;(X,)=7Z.

ispat: X, =[v,], (2,0)— simpleksini gz 6niine alalim. Bu takdirde

o
0

C(X,)=<v,>=Z ve C(X,)={0}, i>1.
Buradan
0——>C(X,)—2—>0
dizisi elde edilir. Béylece
Z(X,)=Kerd,=C,(X,)=Z
ve
B/ (X,)=Ima, ={0}.

Z;(X,) Kero,
B(X,) Imd

Z.

I

Sonug olarak H; (X )=

1

Onerme4.3.28: X, =[0,1] (8,1)— simpleks olsun. Bu takdirde

Z, g=0

HY(X)= .
X)) {O, qg>0

ispat: X, =[0,1] (8,1)— simpleksini géz 6niine alalim.
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Bu simplekste yonlendirme 0 <1 seklinde olsun. Bu takdirde ¢ >1 igin Hj(Xl)E{O} dir.

Boylece C,(X,) ve C'(X,) sirasiyla asagidaki bazlar tarafindan Gretilen serbest abelyen

gruptur.

{<0>,<1>}

{<0,1>}
Su halde

0—25CHX,)—2>CH(X,)—2>0
dizisi mevcuttur. Bu diziye gore;
B} (X,)=1Imod, ={0},
0,(a<0,1>)=a(<1>-<0>), ae Z,

Z'(X)=Kerd, =a(<1>-<0>)=0
=a=0

Z'(X,) Kero, _

olup, boylece Z*(X,)={0}.Buradan H*(X )= =
p, boy L(X)={0} J(X,) B (X.)  Imod,

{0}.

Onerme4.3.29: X , =10,1,2] bir (8,2)— simpleks olsun. Bu takdirde

Z, g=0

H'(X)= .
(X0 {O, q>0

ispat: Asagidaki sekille gosterilen X, =[0,1,2], (8,2)—simpleksini géz éniine alalim:

0 1

Bu simpleks igin yonlendirmeyi 0 <1< 2 olarak segelim, bu takdirde g > 2 igin Hj(Xl) ={0}.

Diger taraftan C,(X,), C(X,) ve C,(X,) sirasiyla asagidaki bazlar tarafindan dretilen

serbest abelyen gruptur
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{<0>,<1><2>}
{<0,1>,<1,2>,<0,2>}
{<0,1,2>}.
Boylece
0—25CH(X,)—2>CH(X,)—2>CHX,)—2—0.
Dizisi elde edilir. Bu takdirde B (X,) =1Imd, = {0} . Buradan
0,(a<0,1,2>)=a(<1,2>-<0,2>+<0,1>).
Boylece Z,(X,)={0} olup H;(X,)={0}.
d, nin tanimindan
B (X,)={a(<0,1>+<1,2>-<0,2>) lae Z} ve
0,(a<0,1>+b<1,2>+c<0,2>)=(a-b)<0>+(a—c)<I>+(b+c)<2>=0
elde edilir. Bundan dolayr a =—b = ¢ olup, boylece
Z'(X,)={a(<0,1>+<1,2>-<0,2>)lae Z}=B'(X,).
Suhalde H;(X,)={0}.Buradan
{a<0,1>+b<1,2>+c<0,2>la,b,ce Z,a+b+c=0}=77,
a<0,1>+b<1,2>—(a+b)<0,2>:al(—a<0,1>—b<1,2>).
Bundan dolayl B} (X,)=7".
Bdéylece kisa tam dizi kullanilirsa,

Z)(X,))={a<0>+b<l>+c<2>la,b,ceZ,a+b+c=0}=7’

elde edilir.
Z(X
Bu takdirde, HS(XZ):—Z( 2
B()(X2)
. Z, ¢=0
Sonug olarak H(X,)= :
0, ¢g>0



46

V. BOLUM
DIJITAL GORUNTULERDE HIPERKROSS KOMPLEKS CIFTLERI

Tanim 5.1: x— yakinlikli bir G simpligil grubu verilsin.

(NG, 9) Moore kompleksi d: NG, — NG, ,, d, den kisitlamayla iretilmek (izere

NG, = ﬁl Kerd,

i=0

ile tanimli bir zincir kompleksidir.

G nin Moore kompleksinin 7. homoloji grubu

H,(NG,0)= ﬁ Kercli/d”+l (ﬁ Kerdij

i=0 i=0

ile verilir.

Oncelikle Carrasco [6] ve Mutlu [24] referanslarinda takip edilen yollari ele alarak dijital
gorintilerdeki yapiyi olusturalim. P(n) kimesini & =(i,,...,i,), B=(j, - j;)€ S(n) iken,
S(n) deki lexiographic siralamaya gére aNnf =30 ve [<a olmak lzere S(n) deki

(a, ) elemanlarindan olusan bir kilme olarak tanimlayalim. Bunun igin asagidaki diyagrami
g6z 6nune alalim:
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F,z
NGn—#a XNGn—#ﬂ ’ > NG
SaXSﬂ \ P
L1= o
G, xG, £ > G,

Burada {F, ;: NG, ,, XNG, s

— NG, : (a, f)€ P(n), n>0} dir. Diger yandan
bu diyagramda

s =5 5 NG -G

o i i n—#a n
Sp=5,, 85 NG,y G,

olarak tanimlansin. Bunun yaninda

p:G, > NG, olmak izere p(x) = p,_, -+~ p,(x) dénisimii ise
p,(2)=z-sdz, j=0,.,n-1

Bigciminde belirlensin. Bu takdirde [,]: G, XG, — G, komutatér islemi dijital gorintllerde
toplamsal bir grup yapisi olacagindan

[x, y]=xy—yx
olarak tanimlanir. Bu takdirde asagidaki 6nerme verilebilirdir

Onerme 5.2: [x, y]=xy— yx olmak Uzere [,]: G, xG, — G, komutatér islemi O grubun

birim elemani olmak (izere asagidaki dzelliklere sahiptir:

(i) Her xe G, igin [x,x]=0.
(i) Her xe G, icin [0,x]=[x,0]=0.
(iii) Her x,ye G, igin [x, y]=—[y,x].

(iv) Her x,y,z€ G, igin [x+y,z] =[x, z]+[y,z] ve [x,y+z]=[x, y]+[x,z].
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ispat:
M Her xe G, icin komutatériin tanimlanisi g6z dniine alinirsa [x, x] = xx—xx=0.
(i) Her xe G, igin [0,x]=0x—x0=0 ve [x,0]=x0—-0x=0 oldugundan
[0,x]=[x,0]=0.
(iii) Her x,ye G, i¢in [x, y] = xy— yx =—(yx—xy) =—[y,x].
(iv) Her x,y,z€ G, igin

(x+y,zl=(x+y)z—z2(x+y)
=xz+yz—zx—2zy
=xz—zx+yz—2y
=[x, z]+[y.z]

ve

[x,y+z]=x(y+2)—(y+2)x
=Xy+Xx7—yx—2x
=Xy —YX+XZ—zx

=[x, y]+[x, z].
Diger taraftan

Fa,ﬂ('xa’ yﬂ) = p;u(saxsﬂ)(xa’ yﬂ)
= plS,Xys855Y5]

olup, G, in NG, normal alt grubu, x, € NG, ,, ve y;€ NG, ,,; olmak Uzere
Fa,/;(xa, Yﬁ)

seklindeki elemanlarla Uretilir.

Teorem 5.3: 2 —boyutlu, N, normal alt grubu
[soX, = 5,%;, 5,31

seklindeki elemanlarla Uretilir.
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ispat: n=2 icin & =(1), f=(0) olsun. Béylece x,,y, € NG, = Kerd, olmak lzere
Fy) 0 (X 3) = pipolsix, so ]
= pillsix, sy 1=sydols, %, o1}

= pdlsix s son1=[sodos x5 S dys, y1}
o

= pALs; X, 5,3, 1=150%, 5 SoSodoy;]
= pllsex, sy}

=[sx,, s,y 1=5d,[50x,, 5,1
=[s,x,, s,y 1=[s,d, s,x,, s,d,5,y,1
=[sox,, s,y 1=[s,%,, 5,1

=[syx, —8,%,, 5,51

Bulunur. Buradan Fj, (X, y,) =[s,X; — %, 5,,] olup, buise N, normal alt grubunu treten

bir elemandir. ]

Onerme 5.4: 3— boyutlu N, normal alt grubu
D) [85,50% = So8,% 5 5, )1
i) [5,80% —8,8,%, 8, =$,),]
iii) [5,%, —8,%, +$,%, , 5,5, ), ]
iv) [0, =5,%,, 5,,]
V) [$X55 8,5, ]

i) [$oX, =5,%, 5 8, Y, 1+[8,%,, 8, ),]
seklindeki elemanlarla Uretilir.
ispat: n =3 icin mimkiin olabilecek Ureteg ciftleri asagidaki gibidir:

I) El,())(Z) ") EZ,())(I) "I) E())(Z,l)
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v) F

iv) Fiy)0, 0)2) vi) Figy

Bdylece x, € NG, ve y, € NG, i¢in N, Un Uretegleri F, ; : NG, XNG, — NG; ve n=3 igin
p(x) = p,p,p,(x) olmak lzere;
D) Foiop) (X5 ¥,) = pLsisoX, 5 8,5, ]
= P2y PolSiSo%X, 5 5,51
= p, D AL850%, 5 S, ¥, 1= 80dy[5,50%, 5 5, 5,1}
= p, P LS SoX, s S, 5, 1=18,dy8,5,%, 5 SodyS,Y,1}

= P, P Isi8o%, 5 8,9, 1= [80dy8180%, 5 808, dy ¥, 1}
=

= Dy PilsiSo X 5 8,5 ]
= poAlsisox,s $,3,1=8,d,[s,850%, 5 5,51}
= po{lsiseX, s $,5,1-[s,d,8,5.%, 5 8,d;s,y,1}

= pZ{[Sls()xl 4 SZyZ]_ [sldlsls()xl 4 Slsl dlyZ]}
=

= polsisoxys 0, 1={0s150%, 5 8,3, 1= 8,d,[8,50%, 5 $,9,1}

={[s,50% s $,3,1=s, dys, 50%,, 5, dy5, ¥, 1}
B 7

=[5,5,%, 8,9, 1=[5,8,%,, $,¥,]
=[5150% = 5,8.%;5 8,3, 1.
i) Flp o0 (X, ¥,) = PL8,5gX; s 53,1
= P2PiPol5y50% 513, ]
= p, P ALS,80%, 5 8, Y, 1= 58,d,[5,5,%, 5 85,1}

= P, P L8,50% 5 8192 1= [80dy8,80% 5 Sodys, ¥, 1}
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= Py Pl [sy80% 5 8192 1= [50d 280X 5 8080 dy ¥, 1}
=

= P2 PilS,S0% 5 8, Y]
= po{sy50% 5 8y, 1= s5,d[5,50%,, 5,,1}

= po{lsy50%, 5 8y, 1= [s,d,5,80%, 5 5, d,s, y,1}
o

= pZ{[SZS()xl s SlyZ]_[slsl dls() xl s slyZ]}
T

= pz{ [SZSO'xl s Slyz]_[slsl-xl > 51}72]}
= Dol8,80% = $,8,%,, 5,1
=[8,50% = $28,X, 5 8V, 1= 8,d,[5,80%, — 8,8, %,, 8, Y, ]

= [stoxl 885X, Slyz] _[Sz dzsz SoX T8, dzsz 81X 8, d2s1 yz]
id id id
1 1 1L

=[8,80% = 85,8 % 5 8V, 1=[8,50% = 8,8,%, 5 5,¥,]
=[5,80% = 5,8,X, Y, =5, )]

seklindedir. Diger yandanx, € NG, ve y € NG, ve F, ;: NG,XNG, — NG, olmak uzere

N, Un Ureteci
iii) Flo)0 (%5, 1) = PlsgXy s 558,11
= P, D PolSoXs s S8, ]
= p,p LSy, 8,80, 1= 8,d,[50x, 5 8,81}

= Py P{lso%, s 8,83, 1=, dysg X, 5 $4dys,5, 3,1}
o

= P, {lso%, 5 8,83, 1= [8X, , 548,5,dy,1}
ny

il 2y KIE SR
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= po{lsox, s 8,83, 1= s,d,[s0%, 5 5,55,1}

= poAlsexy s 8,83, 1-1s, d,sy %, , 8,d,5,8,y,1}
=

= poAlseXy o $y5, 3, 1=[s,%,, 5,8, d,s, y, 1}
o

= P,lSo%, 5 S8, 0 1= polsixy s 815,31

={[soX, > 5,8,V 1= 8,d,[50%, 5 8,8y, 1 = {[5,%, , 8,8,y 1= 8,d,[5,%, , 5,5, 3,1}

= {[soxz ’ S2S1yl]_[s2s() dlxz » 55 dzsz slyl]}_{[slxz ’ s2s1yl]_[sz dZSI Xy 8y dZSI Slyl]}
={[s0%, > 8,8y, 1=[5,d,50%,, 5,8y, 1} ={[s,x,, 8,8y, 1=[5,%,, 5,5 y,1}

=[spx,, S5 1=[8,%,, 8,0 1+[8,%,, 5,531

=[so%, = 8,%, +5,%,, 5,851

olarak bulunur. Ayrica x,,y,€ NG, ve F,;:NG,XNG, — NG, olmak lzere N, Un

Uretecleri ise:
iv) Fyo (X, y,) = plsx,,s,,]
= PaDiPolsi1%y5 5,9, ]
= P oi81%,, 5,5, 1= 80dy[5,%,, 5,7, 1}
= p, P L8, %,, 8,5, 1=5,d,8,%,,5,d,5,¥,1}

= P, A 81%,, 8,5, 1 =808, do X, . 8,5, ¥, 1}
p

= Papilsix,,8,),1
= pz{ [SlxzvSzyz]_sldl[slxzvszyz]}

= poAlsi Xy, 8,5,1= s, d;s, %,, 8,5, d, y,1}
o ey

= polsix,,8,3,1

=[s5,%,,8,,1=5,d,[5,%,,5,,]
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=[8,%,,8,9,1=[s,d,s, %,,8,d,5, y,]
B M

=[8,%, 8,9, 1-[5,%,,8,¥,1
=[x, —8,%,,5,¥,].
V) gy (X2, ,) = plsyx, 5 5,71
= PaPiPolSe%y 5,051
= p,pitLsox, s 8,9, 1=8,dy[50%, 5 $,9,1}

= PPl [8oXy > $,5,1=8,dysy X, 5 5,dys, ¥, 1}
R

= P, DA [80%5, 8,9, 1 =[50, 808, dy ¥, 1}
o

= PaDil8o %585, ),
= pz{[sox27szy2]_sldl[soxzvszyz]}

= po{lseXy, 8, 3,1- 15, d, sy X5, 8,d,5,y,1}
=

= pz{[Soxzaszyz]_[slxzaslsl dlyz]}
o

= Pyl8eX55 8, 7,1
=[80%5 8, ¥, 1= 5,d,[5%,, 5,51
=[s0%,, 5, ,1-[5,d,5,%,,5,d,5,¥,]

=[8%,, 8, ,1=[8,8, dyx, . 5,d,5, ¥, 1
20

=[50%5. 5,7, 1.
vi) F(())(l)(xz’ ¥2) = plsyx, s 8,y,]

= DaPiDolSoXy s 8,5 ]
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= p2p1{[sox2 s S1y2]_sodo[sox2 , Slyz]}

= papi{lsoX, s 8, 3,1—[s,dysy X, Sodys,y,1}
H,,—‘

id

= pypiflsgX, s 5,0, 180X, 5 548 dyy,1}
=

= Dy PilSoxy s 8,31
= poilsox, s ,y,1=s5,d,[5%,, 5,,1}

= po{lsox,, s, y,1-[s,d,s, x,, 5,d,s, y,1}
= o

= po{syx,, 8,y,1=[8,%,, 8,9,1}

= P,ISyX, = 8,%,, 8, ¥, ]

={[sy%, = 8,%,, 8,Y,1=8,d,[5,x, — 5, %, , 5,y,1}
={[syx, = 8,%,, 8,¥,1—[8,d,8,%x, = 8,d,8,%,, $,d,$,¥,1}

= {[soxz 81X, Slyz]_[szso dlxz =S, dzsl Xy 8y dZSI yz]}
=0 id T

=[850x, —8,%,, 8§, Y, 1+[85,%,, 5, 9,]. n
Teorem 5.5: NG,, 2—boyutlu bir G simpligil grubunun Moore kompleksi olsun. Bu takdirde

d,, d, den kisitlamayla iretilmek Gizere d,(NG,) C [Kerd, , Kerd,].

ispat: n=2 icin &= (0), B=(1) ve x,,y, € NG, = Kerd, olmak tizere dF, ; yi ele alalim.

Burada

F(O),(l)(xl, ) =[s,x, —5,x,,5,y,] oldugundan, béylece
sz(()),(l)(xp ) =ld,syx, —d,s, x,,dys, y]
id id
1 1

=[sydx; —x, 3 1.

llk olarak s,d,x, — x, in Kerd, in elemani olup olmadigi arastirilir. Bunun igin
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d,s, d,x, —d,x, = d,x, oldugundan bdylece s,d,x, —x, & Kerd,.
—— ——

id =0

ikinci olarak s,d,x, —x, in Kerd, in elemani olup olmadigini inceleyelim:

Burada ds,d\x,—d,x,=d,x,—d,x,=0 olup s,d,x,—x, € Kerd, dir. Diger yandan
3 =

v, € Kerd, oldugundan Fo0 (x5 ) C[Kerd,,Kerd,] yazilir. n
Teorem 5.6: NG,, 3— boyutlu bir G simplisil grubunun Moore kompleksi olsun. Bu takdirde
9,, d, den kisitlamayla uretilmek lizere

0,(NG,) c[Kerd,, Kerd, n Kerd,]1+[Kerd,, Kerd, N Kerd]+[Kerd, " Kerd,, Kerd,]
+[Kerd, N Kerd, , Kerd, N Kerd ]| +[Kerd, N Kerd,, Kerd, " Kerd, |
+[Kerd, N Kerd, ,Kerd, N Kerd,|+[Kerd, N Kerd,, Kerd, N Kerd,].

Ispat: n=3 icn x € NG, ve y,€ NG,=Kerd,nKerd, olmak Ulzere d,F,; y

n-a,

inceleyelim:

Onerme 5.4 de elde edilenleri kullanak;

D) Fy o (X, ,) =[8,50X, —5,5)X,,5,¥,] oldujundan

d3F(1,0)(2) (X1, ¥,) =dys,50%, —d,s, $X,,d;8, ¥, ]
i i
1 1

=[5,d,8X — $pX;, ¥,]

=[5,50d, X, = 50X, ¥, 1.
yazilir, bdylece dnce s,s,d,x, —s,x, in Kerd, in elemani olup olmadigr arastirilir. Bunun igin

d()(sls()dlxl - S()xl) = d()sls()dlxl - dosoxl

= S() d()s() dlxl - d()S() xl
— —
id id
=s,d,x, — x, & Kerd,,.

Benzer sekilde s;5,d,x, —s,X, in Kerd, in elemani olup olmadigini incelenirse

d,(s,8yd,x, —syx,) = d,8,5,d,x, —d, 5, X,
=ds, s,d,x, —d,s, X,
—— ——
i@ i

=s5,d,x, — x, & Kerd,
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bulunur.

Daha sonra s,5,d,x, —S,X, in Kerd, nin elemani olup olmadi kontrol edilirse

dz (Sls()dlxl - S()xl) = dZSl S()dl'xl _dzsoxl
id
1

=s,d,x, —s,d,x, =0
oldugundan s,s,d,x, —s,x, € Kerd, .
Burada y, € Kerd, " Kerd, oldugundan F, , (x,y)€ [Kerd,, Kerd,NKerd ] elde
edilir.
i) Foo o (X0 ,) =[8,80% = 8,8,%,,8, ¥, = 5,7, ] ise, bu takdirde

dy F(Z,O)(l)(xl’ ¥,) = ds([5,80% = $,8,%,,8, Y, =5, ,1)

=[d,s, syx, —ds8, 5,X,,d;8,y, —d;$, ]
id id i
1 1 1

=[soX = 81X, 81,9, =y, -
Oncelikle s,x, —s,x, in Kerd,, Kerd,, Kerd, n elemani olup olmadigini kontrol edelim:

Burada d,(s,x, —s,x,) =d,s, x, —ds,x, = x, —d,s,x, iken s,x, —s,x, & Kerd,.
id

d,(s,x,—s,x,)=d,s, x, —d,s, x, = x, —x, =0 oldugunda s,x, —s,x, € Kerd, ve sonugta
T
1 1

d, (s,x, —8,%,) =d,s,x, —d,s, x, = s,d,x, — x, & Kerd, bulunur.

id
Benzer sekilde s,d,y, —y, in Kerd,, Kerd,, Kerd, in elemani olup olmadigi arastiridiginda
dy(s,d,y, = y,) =dys,d,y, —d,y,

=5,dyd,y, —d,y,

=0 =0

olup s,d,y, —y, € Kerd, dir. Diger yandan

—
id =0

d (sdyy,—y,)=d,s, d,y,—d,y, =d,y, & Kerd,,
5’—‘
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d,(s,d,y,—y,)= d_zil d,y,—d,y,=d,y,—d,y,=0=s,d,y,—y, € Kerd, olup, béylece

id

Foom (X, y,) =[Kerd,, Kerd, " Kerd,].
iii) x,€ NG,, y, € NG, igin

F

(0)(2,1)(x2, V) =[8,x, = 8,x, +5,x,,5,5y] ise, bu takdirde

d3F(0)(2,1)(x2’ ) =d;([spx, = 8%, +5,%, 5 $,891)

=[dysyx, —dys,x, +dys, x, , dys, 5,y,]
id id
1 1

=[s,d,x, —s,d,x, + x, , 5,91
ilk olarak s,d,x, —s,d,x, +x, nin Kerd,, Kerd,, Kerd, nin elemani olup olmadigi arastirilir.
Bunun igin
d(s,d,x, —s,d,x, + x,) =ds, d,x, —d,s,d,x, +dx,
id =0

=d,x, —s,d, dyx, =d,x,
=0

oldugundan s,d,x, —s,d,x, + x, & Kerd,. Benzer sekilde

d,(s,d,x, —s,d,x, +x,)=d,s,d,x, —d,s, d,x, +d x,
id id 0
1 1 =|

=d,x,—d,x, =0
olup, buradan s,d,x, —s,d,x, + x, € Kerd, . Diger yandan

d,(s,d,x, —s,d,x, + x,) =d,s,d,x, —d,s, d,x, +d,x,
—
id
=s,d,d,x, —d,x, +d,x,
=s,d, dx, =0
—

=0
lken s,d,x, —s,d,x, + x, € Kerd,.
Daha sonra s,s,y, in Kerd,,, Kerd,, Kerd, nin elemani olup olmadigi incelendiginde

d,(s,y,)=s,d,y, =0 oldugundan s,y, € Kerd,.
=0
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d,(s,y,)=d,s, y, =y, oldugundan s,y, & Kerd,, ve sonugta
——
id

Benzer sekilde d,(s,y,) =d,s, y, = y, oldugundan s,y, & Kerd, oldugu gérilir.
——

id

Su halde d,F ,,(x,,y,) € [Kerd, N Kerd,, Kerd,] .
Diger yandan x,, y, € NG, i¢in;
iv) F(())(Z)(xz’ ¥2) =[80% 5 8,351,

d3E())(2)(x27 y2) =d;([syx,,5,5,1)

=[d;syx,, d;s, ¥,1
P

=[sydy %, ¥, 1.

oldugundan komutatérin ézellikleri kullanilarak;

[sod, X, —81d, %, + %, ¥, ]1=1s0d,x, + (X, = 51d,%,) 5 Y, ]
=[sydy %y, Y1+ [x, —5,d,x,, ¥,]

ve

[sodyX, = 8,d, %, + X, 5 Y, 141y, X, —8,d,x, 1=[5,d,%,, ¥,]
= d3F(0)(2)(x2, Y1)

elde edilir. Su halde

d;Fy ) (X,, y,) € [Kerd, N Kerd, , Kerd, N Kerd, ]
+[Kerd, N Kerd, , Kerd, " Kerd,].

V) Fj0) (X%, 3,) =[8,x, —5,%,, 5, Y, ] ise, bu takdirde

dSEl)(Z)(XZ’ ¥y) =dy([s,%, = 5,%,,5,9,1)

=ldys,x, —d;s, X,,d;5, ¥, ]
i i
1 1

=[s,d,%, —x,, ]

ik olarak s,d,x, —x, nin Kerd,, Kerd,, Kerd, in elemani olup olmadigi kontrol edildiginde:



59

do(sldzxz - xz) = dosldzxz - doxz
—

= 5ydyd, X,
=5d, dx,
—
-0
=0
oldugundan s,d,x, —x, € Kerd, .
d\(s,dyx, —x,) =d,s, d,x, —d,x,
—— ——
id =0
=d,x,
olup s,d,x, —x, & Kerd, . Benzer sekilde
d,(s,d,x, —x,) =d,s,d,x, —d,x,
=
=d,x, —d,x,
=0

oldugundan s,d,x, —x, € Kerd, .

v, € Kerd, M Kerd, oldugundan,

d;F, ), (x,,y,) € [Kerd,m Kerd,, Kerd, M Kerd, ].

vi) Eger F . (x,, y,) =[s,X, —5,%,,5,y,]1+[5,X,,5,¥,] ise, bu takdirde

diF )0y (%5, ¥,) =dys0%, —dys,x,, 5, 1+ [és_% xz’éi% Y]
id id
=[s,d,x, —s,d,x,,8,d,y,1+[x,, y,].
[s,d,x, —s,d,x,,5d,y,]+[x,,y,] nin cekirdegini belirlemek icin ilk olarak asagidaki
komutatéri géz dntne alahm:
[sod,x, —8,d,x, +x,,8d,y, = ¥,].
Cebirsel islemleri kolaylastirmak igin bu komutatérdeki terimler asagidaki gibi kodlanirsa:

a=syd,x,, b=sd,y,, c=s5d,x,, d=x,,e=y,

Su halde komutatérin tanimlanisini ve 6zelliklerini kullanarak asagidaki ifadeyi elde ederiz.
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[a—c+d,b—e]=[a—c, b]+]d, €]

(a—c+d)b—e)—(b—e)a—c+d)
=ab—cb+db—ae+ce—de
—{ba—bc+bd —ea+ec—ed}

elde edilir. Simdi asagidaki durumlar g6z énline alinirsa, buradan

ab—cb—ba+bc=(a—c)b—b(a—c)
=[la—c,b]

ce—de—ec+ed =(c—d)e—e(c—d)
=[c—d,e],

kalan terimlerden ise asagdidaki ifadeyi elde ederiz:
db—bd —|d,e]=db—bd —de+ed
=db—-e)—(b—e)d
=[d,b—e].

Diger taraftan

[(a—c+d), (b—e)]=(a—c+d)b—e)—(b—e)a—c+d)
=ab—cb—ba—bc+de—ed—ae+ea
H_/ H_/

[a—c,b] [d,e] [a,e]
+ce—de+ec—ed+db+bd—de+ed
[c—d, e] [d, b—e]

=la—c, b]+[d,e]— la,e] +[c—d,e]+|[d,b—e]

d3F gy (X2,2) d3F )2y (x2.72)

Bu degerler yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa;

YZ] = d3F(0)(1)(x2, yz) —d3F(0)(2)(x2, YZ)

[Sodzxz - Sldzxz +X,, Sldzyz -
+s,dyx, = x,, v, 1410y, 5,d, 5, — ]

[Sod2x2 —sld2x2 +x,, sld2y2 - y2]+[s1d2y2 Y x2]+[y2, Sld2x2 —x2]+d3F(0)(2>(x2, yz) = d3E0>(1>(x2’ yz)'

[s,d,x, —s,d,x, +x,, s,d,y, —y,]1€ [Kerd, " Kerd,, Kerd, " Kerd, ],
[s,d,y,—¥,, x,]€ [Kerd, " Kerd,, Kerd, N Kerd,,],

[s,d,y,—,, x,]€ [Kerd, N Kerd,,, Kerd, " Kerd, ]
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d;Fy ) (x,,y,) € [Kerd, N Kerd, , Kerd, N Kerd]+[Kerd, N Kerd,, Kerd, N Kerd,]

olup, buradan

d;F (x5, y,) nin gekirdegi

d;F . (x,,y,) € [Kerd M Kerd,, Kerd, " Kerd,]+[Kerd, N Kerd,, Kerd, " Kerd,]
+[Kerd, " Kerd,, Kerd, N Kerd,]+[Kerd, N Kerd,, Kerd, N Kerd,].
bigiminde bulunur.
Sonug olarak 7 =3 igin
d;F . (x,,y,) S [Kerd, N Kerd,, Kerd, N Kerd,]+[Kerd, N Kerd,, Kerd, M Kerd,]
+ Kerd, " Kerd,,, Kerd, " Kerd,] +|Kerd, " Kerd, , Kerd, "\ Kerd,]. =
Boylece

0,(NG,) c[Kerd,, Kerd, N Kerd,]1+[Kerd,, Kerd, N Kerd]+[Kerd, " Kerd,, Kerd,]
+[Kerd, " Kerd, , Kerd, N Kerd]+[Kerd, " Kerd,, Kerd, " Kerd,]

+Kerd, " Kerd, ,Kerd, N Kerd, |+ |[Kerd, N Kerd,, Kerd, N Kerd,]. "

SONUGLAR VE ONERILER

Bu tez calismasinda dijital goéruntlilerde simplisil kime ve simplisil grup yapisi
olusturulmus, dijital gértntilerde toplamsal bir grup yapisi olacagindan komutatér islemi genel
simplisil gruplardakinden farkli olarak yeniden tanimlanmistir. Ayrica dijital gérintilerde p

operatdrinin p;(z) =z—sd;z, j=0,..,n—1 seklinde yeniden tanimlanmasiyla bir simpligil

grubun 2 ve 3 boyutlu Moore komplekslerinin aligiimis simplisil gruplarin sahip oldugu normal

alt grup yapisindan daha farkh bir normal alt grup yapisina sahip oldugu elde edilmistir.

Bu calismanin devami olarak dijital gérintilerde “semi-direkt carpim” ve “etki”
kavramlarinin tanimlanmasiyla Teorem 5.6 ve Teorem 5.7 deki ifadelerin ters kapsamalarinin
gerceklenip gergeklenmedigi, eder gercekleniyorsa elde edilen normal alt gruplarin simplisil
grubun homoloji grubuna Kkarsilik gelecegi gosterilebilirdir. Bdylece bu ydntem dijital
gorintilerde homoloji grubu igin kullanisli bir arag olacaktir.



62

Diger taraftan bu calismanin devami olarak dijital goérintllerde kross moddl, kross
kompleks, 2-kross modiil, 2-kross kompleksler tanimlanarak homotopi ve homoloji teorileri ile
ilgili calismalara 11k tutabilecek yeni ydntemler elde edilebilirdeir.
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