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1. GIRIS

Latin kareler istatistikte sik¢a bagvurulan deney diizenleme yontemlerinden biridir.
Eger denemelerin her biri, belirli bir gruptaki tim deneysel birimlere uygulantyor ise

bu durumda deney diizeni i¢in Latin kare yapis1 uygun olacaktir.

Calismanin amaci, Latin kareleri, dik Latin kareleri ve 6zelliklerini Latin karelerin
iligkili oldugu tasarimlart incelemek, Latin karelerin yapisinda kullanilan

geometrileri irdelemektir.

1971 ‘de Hedayat ve Shrikhande, Latin kareler, MOLS ve deneysel ¢aligmalarda

kullanilmig diger tasarimlar1 incelemistir. Stenier ficlii sistemler igin v=1 yada 3

durumunun yeterliligi (/1 =1 ile) pek ¢ok arastirmaci tarafindan irdelenmistir. Bose

A=2

1939, durumunu ve Hanani 1961 geri kalan durumlar1 olusturmustur. Bu

apilar 1raz uzun ve tekrara ayaldir. oLy tasariminin varliigi an
yapilar bi krara dayalidir. [3,2;" gtV

Buggenhaut 1974 tarafindan kanitlanmistir. Jhonsen, Dulmage ve Mendelshon

1961 ‘de 12. mertebden 5 MOLS ‘un yapisini incelemis ve Horton 1974 ‘de 6.
mertebeden yaklasik iki dik Latin kare setinin yapisini incelemistir. W. D. Wallis,
MOLS ‘un kullanimina iligskin 6rneklerini vermistir [1].

Denes ve Keedwel 1974 ‘de Latin kareler hakkinda detayli bilgi vermistir [2].

Laywine ve Mullen 1959 ‘da Grafik teori, Latin kare ve grafikleri, MOLS grafikleri
hakkinda bilgi vermistir [3].

Hughes 1985 “de faktoriyel diizenler hakkinda detayli bilgi vermistir [4].

Aigner 1972 “de dik dizimler hakkinda bilgi vermstir[5].



1952 ‘de Bose ve Bush ortogonal diizenler hakkinda bilgi vermis ve MOLS ile
iliskisini agiklamislardir [6].

1963 “de Aigner, projektif diizlemler ve sonlu net hakkinda bilgi vermistir [7].
Cherowitzo 2002 “de yayinladigi makalesinde blok diizenlerine yer vermistir [8].

1984 “de Stinson 6. mertebeden MOLS ‘un varolmadiginin ispatini yapmaistir [9].

Bose 1963 “de gii¢lii diizgiin grafikler (SRG) ve dengeli tasarimlar hakkinda bilgi

vermistir [10].

Gonen ve Bayrak 1998 “de latisler ve dikdortgensel latislerin kurulusunda dik Latin

kare tam setlerinin kullanim1 hakkinda bilgi vermistir [11].

Gonen ve Bayrak yine 1998 “de projektif diizlemler ve geometriler hakkinda bilgi

vermistir [12].

Harsberger 1947 “de dikdortgensel latisler hakkinda detayli bilgi vermistir [13].

1991 “de Bayrak tamamlanmamis bloklar1 incemistir [14].

1782 ‘de Euller N(2)=1 ve N(6)=1 oldugunu, n tek say1 oldugunda N(4)>2 ve
N(n) >2 oldugunu gostermistir. n=(mod 4) ise N(n)=1 dir. Bose ve Shrikhande,
Euler sayilar1 iizerine ¢aligmalar yapmis, N(22) >2 oldugunu kanitlamislar ve N(66)
>5 oldugunu gostermislerdir [15].

1952 “de Harsberg ve Davis dikddrtgensel latisleri incelemistir [16].

Hedayat ve Stufken 1999 “da dik dizimler hakkinda detayli bilgi vermektedir [17].

Hedayat Stutken ve Sloane 1999 “da dik dizimleri incelemislerdir [18].



1982 “de Jungnickel ve Sane sonlu projektif geometrileri incelemis netlerle iliskisini

arastirmiglardir [19].

MacNeish 1922 “de Latin kareleri incelemis oOzellikle de Euler “in kareleri ile

karsilagtirmistir [20].

Bayrak ve Alhan 2002 “de dik dizimleri incelemislerdir [21].

Mann 1950 “de varyans analizi ve diizenlerini incelemistir [22].

1974 ‘de Hanani transversal tasarimlart genis bir bicimde incelemistir [23].

Raghavarao, BIBD tanim ve Ozelliklerini vermis BIBD ‘lerin sonlu geometriler

yardimiyla olusturulmasimi ve simetrik BIBD ‘lerin varligin1 géstermistir. Ayrica

v ,b<100,7,k <15

1%
STS( ) ‘lerden bahsetmistir. BIBD ‘lerin parametre araligi i¢in

olusturma metotlarini listelemistir [24].

1966 ‘da Preece, bazen, degiskenlerin birbirinden bagimsiz setleri ayni parselde
kullanilir. Biri birinci setten ve digeri ikinci setten olmak {izere bu iki seriyi BIBD ‘e

gore sekillendirmis ve bu farkli iki seti ayn1 parselde tam bir kez gostermistir [25].

1942 yilinda Levi, sonlu projektif geometri ve afin geometri arasindaki iliskiyi
vurgulamis, 1949 ‘da Bruck ve Ryser, Bose, Sthiitzenberger, bu geometrileri

caligsmak i¢in isabet matrislerini kullanmislardir [26].

1993 “de Owens Latin karelerin setleri ile projektif geometrinin iliskisi hakkinda

detayl1 bilgi vermistir [27].

1963 “de Chakvarti Dik altin kareleri ve dik dizimleri incelemis o6zellikle dik

dizimler hakkinda detayli bilgi vermistir [28].



Bu tez ¢alismasi kapsamindaki konularin, boliimlere gore dagilimi “I¢indekiler”

tablosunda yer almaktadir.

2. LATIN KARELER VE UCLU SISTEMLER

2.1. Latin Karelerin Temel Ozellikleri

Deneyde kullanilacak materyal iki yonden farklilik gosterdiginde, denemeleri bu
farkliliklar1 giderilmis {initelerle deneyebilmek i¢in Latin kare diizeni kullanilir.
Latin kare denemelerin (islemlerin) her satir ve her siitunda bir defa denendigi
diizendir. Bir defa denenebilme icin satir ve siitun sayilarinin islem sayist kadar
olmas1 gerekir. Buna gore Latin kare diizeninde deneme sayisinin karesi kadar parsel
bulunur.

Cizelge 2.1 de Latin karelerin bazi 6rnekleri verilmistir.

Cizelge 2.1 Latin karelerin baz1 6rnekleri

12345
4321 51234
123 132 3412 45123
12 212 321 2143 24512
21 231 213 1 234 23451
A B iZ O
n=2z n=3 n=4 n=5

Her n pozitif tamsayisi igin, n mertebeden bir Latin kare vardir. Ornegin bir nxn

diziminin (i,j) girisine sahip oldugu durumda;

[, =j—i+1 (modn), 1</, <n alinmak tizere bir Latin kareye ulagilir.




2.1. Tamim

A+

Gurup: olmak iizere, A kiimesinde tanimli * islemi asagidaki kosulari

sagliyorsa, A kiimesi * islemine gore bir gruptur denir [15].

1. A kiimesi, * islemine gore kapalidir.
ii. A kiimesi iizerinde * igleminin birlesme 6zelligi vardir.
iii. A kiimesi iizerinde * igsleminin birim (etkisiz) eleman1 vardir.

iv. A kiimesi lizerinde * iglemine gore her elemanin tersi vardir.

2.2. Tanim

Yari-gurup (Quasigroup): G~ 18184} olsun A~ (a;) ™ matrisi ile {1,2,...,3}

setinin girisleri olsun. G {izerinde bir ¢ift islem tanimlanabilir [15].

g,0g,; =g, ancak ve ancak a, =k

Her ¢ift operasyon G iizerinde bir matris olusturur.

(solbolme) V g,,g, € Gigin,bir g, € Gile g,g;, =g, vardir.

(sag bolme) V g,,g, € Gigin, bir g, € Gile g,g;, =g, vardir.

G ‘nin bir yari-grup olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul, A matrisinin bir Latin kare

olmasidir.

Bir Latin karenin kurulmasi i¢in belli yol, uygun mertebeden grup tablosunu
yazmaktir. n=4’iin iki grubu disiiniilsiin. Toplama altinda Z,(mod 4) ve bilesen
yoniinde toplama altinda Z,xZ,(mod2) oldugu diisiliniildiiginde, bunlarin grup

tablolar1 c¢izelge 2.2°de wverildigi gibidir. Cizelge kenarlarinin silinmesi ve
sembollerin uygun olarak yerlestirilmesi ile sirasiyla {1, 2, 3, 4} ‘e dayali Latin

kareler olan E ve F’ ye ulasilir. Latin 6zelligi grup aksiyomlarini saglar.



Z,’ Un grup tablosu Z,xZ,’ nin grup tablosu

41 0 1 2 3 "2 000110 11
0 0 1 2 3 oo 00 01 10 11
1 1 2 3 0 01| 01 00 11 10
2 2 3 0 1 0] 10 11 00 01
3 3 0 1 2 111 11 10 01 00

Cizelge 2.2. Z ve Z,xZ, ‘nin grup tablolarindan elde edilen Latin kareler
4 1 2 3 4 1 2 3
T2 3 4 1T 4 3 2
23 4 1 22 4 1
204 1 2 302 1 4
E(Z,” den) F( Z,xZ,’den)

Yari-grup tablosu bir Latin karedir ve satir ve siitun kenar1 ile kurulmus bir Latin
kare de bir yari-grubu belirtir. Bu yiizden, Q = { 1, 2, 3 } kiimesinde, Cizelge 2.1 ‘in

A ve B kareleri sirastyla Q ,veQ, yari-gruplarini tanimlar.

Q,’ da Latin kare

171 =2"2=3"3
172 =273 =3
2

1
2
1"3=271=3"2=3

Ve

O, ° de Latin kare



1"1=2"3=32=1
1"3=23=32=2
1"2=21=3'3=3

Bir Latin karenin satir ve siitun sembollerinin degismesi Latin 6zelligini korur.

Latin 6zellikleri yari-grup 6zelliklerini yansitir. Genel olarak, n mertebeli Latin kare

L igin; [, =i i=1,2,...,n

Idempotent bir yari-grubu belirttigi i¢in, idempotent bir Latin kare oldugu sdylenir. n
mertebeden bir Latin karedeki konum kiimelerinin eger, her bir satirda bir konum ve
her bir siitunda bir konum ve aralarindaki konumlar {1,2,...,n} kiimesinin her bir
elemanini bir defa iceriyorsa transversal olduklart sdylenebilir. Bir transversal kare,
bir transversal iceren Latin karedir. Bir idempotent kare, bir transversal, yani kendi
temel kosegenini icerir. Fakat idempotent bir kare transversal olmak zorunda
degildir. Cizelge 2.1 ¢ deki A, {i¢ transversal igerir. Sirasiyla 1, 2, 3 sembollerini
iceren; (1,1),(2,3),(3,2) konumlarin1 bulundurur. Boylece (2,2),(3,1),(1,3) konumlari
ve tekrar (3,3),(1,2),(2,1) konumlari. Cizelge 2.1 © deki B, D ve Cizelge 2.2 ‘deki F
transversal karelerdir. Cizelge 2.1 ‘deki n=2 karesi ve Cizelge 2.2 ‘deki E transversal
degildir. n mertebeden bir transversal kare verilmigse, ana kdsegen iistiindeki
pozisyonlar1 transversal hale getirmek i¢in siitunlar degistirilebilir. Boylelikle
kosegen elemanlar kendi dogal siralarinda olurlar. Baska bir degisle transversal bir
kareden degistirme ile idempotent bir kare elde edilir. n mertebeden bir transversal
kare L’ den asagidaki yolla n+1 mertebeden bir Latin kare M olusturulabilir. L

transversalinin su konumlarda oldugu varsayilsin;

(la jl)’ (2’ jz):---: (l’l, .]n)

bu durumda M’ nin girisleri asagidaki gibi olacaktir.

m,, = n+1 1=1,2,..,nigin



mn+1,n+1: n+1 s
m;,qa = li,j,. =My 1=1,2,...,ni¢in
m; =1 diger biitiin (i,j) ciftleri i¢in

Giriglerin n+1 ile yer degistirdigi ve 1, 2,..., n elemanlarinin hepsini kapsadig igin

M bir Latin karedir ve L’ nin genislemesi diye adlandirilir.

Ornegin n=3 olan 1 Latin karesi gdz dniine alinsin.

1 3 2

321

2 1 3
L

4 3 2
304 1 2
2 1 4 3
1T 2 3 4



2.2. Dengeli Tamamlanmams Blok Tasarimlar1 (Balanced incomplate Block

Design - BIBD)
2.2.1. BIBD 'in kosullar1 ve bazi1 tanimlar

v,k ve 4 v>k22 gibi pozitif tamsayt olsun. (X, 4) cifti asagidaki kosullari
sagliyorsa B(k, 4;v ) (BIBD) olarak tanimlanr.

1. v, noktalar olarak adlandirilan elemanlarin bir setidir.

ii. X 'in alt setlerinin koleksiyonu olan A4, blok olarak adlandirilir.
1ii. Her blok 1 nokta igerir.

iv. Farkli noktalarin her ¢ifti 4 blokta igerilir.

v. Her nokta r blokta goziikiir, >0 [4].

Bu tasarimlarin adindaki tamamlanmamis sozciigii, v > A4 kosulunu ifade eder.
Burada blok genisligi k, noktalarin toplam sayisindan azdir, bdylece hi¢ bir blok
noktalarin tamamini igermez. v =k kabul edilirse kosullarin tamami saglanir.
Dengeli deyimi, A parametresinin degismezligini ifade eder. BIBD 2-(k,4;v)

tasarimidir. BIBD ler genellikle (v,b,r,k, A )-tasarimlart seklinde ifade edilir.

2.1. Ornek

(7,7,3,3,1) tasarim 6rnegi 1,2,3,4,5,6,7 noktalarindan olusan X seti ve asagidaki

bloklar ile verilir.
{1,2,4} {2,3,5} {3,4,6} {4,5,7} {5,6,1} {6,7,2} {7,1,3}

blok genisligi k=3 ve yineleme sayis1 r=3 'tiir. Noktalarin her ¢ifti sadece bir blokta
birlikte goriliir, A =1 'dir.
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2.2.2. BIBD ‘in isabet matrisleri

Verilen (v,b,r,k,A)-tasarimi isabet (incidence) matrisi olarak isimlendirilen vxb

boyutlu matris ile gosterilir. Satirlar tasarimin noktalari ile siitunlarda bloklar ile
siniflandirilmastir. j. blokta 1. nokta icerilmis ise matrisin (i,j) hiicresine 1 ve diger
hiicrelerine 0 yazilir.Isabet matrisinin her bir satir1 r tane 1 'e, her bir blogu k tane 1 'e

sahiptir ve ayri satirlarin her c¢ifti ortak olarak A bloktadir.

(X,A4) bir B[k,A;v] olsun, (X,A) 'min isabet matrisi wxb boyutlu (0-1 matris)

M=(m, ) dir [2].

1 ,X; € 4,
m,. = ‘

0 e g

2.2. Ornek

B[3,1;9] g6z oniine alinsin tasarimin isabet matrisi 9x12 'lik matristir.

L'o1001001 00
L'oo10010010
L'ooo1oot1 00!
9100001010
O 901010000/
9001010100
O3 100010001
1010001100
9110011000 1]

Latin kareler, ileriki boliimde detayli bir sekilde ele alinacak olan iiglii sistemler

(yada B[ 3, 4;v ] tasarimlar ) ile yakindan iliskilidirler.
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2.3. Uclii Sistemler Icin Varhk Kriteri

2.1. Teorem
Parametreleri vib,r.k olan, Herhangi bir blok tasariminda;
iL.w = bk dir. (2.1)

Eger blok tasarimi dengeli ise;

ii. Av=1)=r(k-1) dir[1]. (2.2)

Satir ve siitun toplami ayr1 ayn s olarak diisiiniildiiglinde, tasarim isabet matrisidir.
Her bir satir r tane 1 igerir ve Y tane satir vardir, bu yilizden $=Y" Her bir siitun k

tane 1 icerir ve b tane siitun vardir, bu yiizden s =Dk olacaktir. Bundan dolay1

vr =Dk dir.

Tasarimin bloklari, Cizelge 2.1 de gosterilen matris 1 olaymi veren bloklar olmasini

saglamak i¢in yeniden diizenlenir.

Burada 1 ‘den r ‘ye kadar olan siitunlar1 ve 2 ‘den v ‘ye kadar olan satirlar1 igeren
(v —1axr ikincil matrisi bulunur. Ikincil matrisin her satir1 A tane 1 igerdigi ve V -1
satir oldugu i¢in, s = A(v —1) olur. ikincil matrisin her siitunu k-1 tane 0 igerdigi ve r

tane siitun oldugu igin, s = r(k —1) olur. Bundan dolay1 A(v —1) = r(k —1) dir.

v,b,r. k

Cizelge 2.3 parametreli tasarimin isabet matrisi
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N b-r ————=
T 1 1 1 O 0. 0
2

v

2.1. Teorem’ den blok tasarim1 v,b,r,k parametrelerinden olusuyorsa v.r =b.k dir
ve A ile dengelenirse A(v —1)=r(k—1)dir. Boylelikle (2.3.1) ve (2.3.2) bir BIBD

i¢cin gerekli kosullardir.

Eger ki k=2 ve B[ 2, 4;v ] tasarimi varsa, o zaman

esitlik 2.2. r=A(v-1)

ve esitlik 2.1. b= % _ @ _ /1(9 elde edilir

k=3 ve B[ 3, ;v ] tasarimi1 mevcutsa, o zaman
. A(v-1)
2

ve esitlik 2.1. den; b= % — w

esitlik 2.2. den;

(x,y), X, y nin en biiyiik ortak bolenlerini gostermek lizere, v iizerine kisitlamalar

asagidaki gibidir.

i. Eger A =1 yada 5 (mod 6), (1,6 )=1, ise v =1 yada 3 (mod 6)
ii. Eger A =2 yada 4 (mod 6), (4,6 )=2, ise v=0 yada 1 (mod 3)
iii. Eger 4 =3 (mod 6), (4,6 )=3, ise v=1 (mod 2)

iv. Eger A =0 (mod 6), (4,6 )=6, ise V sinirsizdir.

Ayrica v 23 durumu da irdelenebilir.



13

Eger (4,6 ) = d ise, baz1 m tamsayilari i¢in A =m.d olacaktir, o zaman bir B[ 3, 4;v ]
‘nin m ¢arpanlar1 dikkate alinir. Bu sekilde v >3 i gostermek i¢in, 1” den iv’ e kadar

olan kosullar yeterlidir, asagidaki tasarimlar da irdelenebilir.

B[3,l;v]ise, v=1yada 3 (mod6);
B[3,2;v ] ise, v =0 yada 4 (mod 6) ;
B[3,3;v]ise, v =5 (mod 6) ;
B[3,6;v]ise, v=2 (mod 6), v>8

Bu tasarimlarin her birini kurmak i¢in ilk 6nce uygun bir Latin kare ve ondan elde

edilen iglii sistem dikkate alinir.

2.3. Tanim
Degismeli Grup: Tanim 2.1 ’de verilen grup aksiyomlarma ek olarak * igleminin

degisme 6zelligi de varsa (Q,*) sistemi degismeli gruptur.

2.4. Tamim

Halka: H#9 bir kiime, H {izerinde A ve * iglemleri asagidaki kosullar1 sagliyorsa
%

(7>A") sistemi bir halkadir.

i. (H,A) sistemi degismeli gruptur.

ii. H kiimesi * iglemine gore kapalidir.

iii. * igleminin A islemi iizerinde dagilma 6zelligi vardir.

* isleminin degisme 6zelligi de varsa ( H,A,*) sistemi, degigsmeli halkadir.
* igleminin H kiimesinde birim elemani1 da varsa ( H,A,*) sistemine birimli halka

denir.

Asagida verilen bazi durumlar i¢in Latin kareler dikkate alinacaktir.
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2.3.1.Yap1 1.

2{:

V=6n+3, 4 71;

L, 2n+1 mertebeden simetrik idempotent bir kare olsun,

L=[/,] [, =(n+1)(itj) (mod 2n+1), 1</, <2n+1

2(n+1) =1 (mod 2n+1) oldugundan Z, ,, halkasinda n+1=2"" dir. Bir baska deyisle

2n+l

ive )’ nin diizeyleri alinarak /;* bulunur. Bu yiizden L simetrik, idempotent bir Latin

kareyi Q={1,2,...,2n+1} ‘da (Q,*) yari-grubu belirtmektedir.
{1,2,...,2n+1} ‘in her bir elemaninin {i¢ kopyas: dikkate alinsin. Boylece v=6n+3

sunlardan olusur.

{11,12,13,21 2,,25,,(2n+1),2n+1),,(2n +1), !

Cizelge 2.4 ‘de B[3,;,6n+3] tasarimimin bloklar1 verilmistir. Sekil 2.1 ‘de

anlatilanlar goriillmektedir.

1 2) (2n+1),
1 2P (2n+1), (Z2n+1) Oclisi

Il 2y e l2n+1)5

o +1
3[2” ] tclist

Sekil 2.1. Yap1 I ‘in tigliisti
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Cizelge 2.4 BJ[3,1;6n+3] tasariminin bloklar1

X1, Xy,X, l<x<omel
xl’yla(x*y)z
x2’y29(x*y)3
X3>J’3=(x*y)1 1Sx<y£2}’l+l
Bloklar;

2n+1
b=(2n+1)+3 (2” j —6n> 450t 1= (6n+ 3)6(611 +2)

olacaktir.
Bunlar her bir elemani r kez igermektedir;

N ]
=1+2nt"=  »

Yapilmasi gereken sadece tasarimin dengelenmis oldugunu kontrol etmektir.

x;,x; elemanlart {x,x,,x,} blogunda bir araya gelirler; x,,y, elemanlar
12 ,%,(X*¥)1moa3) s Dlogunda bir araya gelirler. Boylelikle elemanlarin her ikilisi,

en azindan bir blokta birlikte yer alirlar.

Fakat bu mevcut ikililerin toplam sayisidir ve bir tanesi varolana kadar hi¢ biri

tekrarlanmaz. Boylelikle tasarim A =1 ile dengelenmis olur.
2.3.2. Yap1 2.

v=6n+l, A=1
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Idempotent ve simetrik bir Latin kare tek mertebeye sahip olmalidir. Bu yapi i¢in 2"
mertebeden simetrik bir Latin kareye ihtiya¢ vardir. Grup tablosunu (mod2"") olarak
alinir ve elemanlarin yeniden adlandirilmasi M =[m,] asagidaki yolla yapilir.

L. .
Eger i1j ciftse, 0 zaman L<m; <n, my = E(l +J) (mod 2

..
Eger i1j tekse, o zaman n+l<m,; <2n, m; = E(Z AR (mod 2"

M, Q={1,2,....2n} ‘de (Q,*) simetrik yari-grubu gosterir. Q ‘nun elemanlarinin her
birinin ii¢ kopyasi ek bir eleman * ile alinir ve boylelikle v = 6n +1 elemanh kiime

sunlardan olusur.

1,,1,,1,,2,,2,,2 5,...,(2n),,(2n),,(2n),,0

{ b

B[3,l;6n+l] tasariminin bloklar1 Cizelge 2.5 ‘de verilmistir.

Cizelge 2.5. B[3,1;6n+1] tasariminin bloklar1

x]axzax3 1<x<n

©,x,,(x—n),

©,X,,(x—n),

0, x5, (X —n), n+1<x<2n
X,V (x* ),

Xy, Yo (X y);

X3, V3, (X* p), I<x<y<2n
2.3. Ornek

n=2 olsun ( mod 4) grup tablosu Cizelge 2.6 ‘da verilmistir. M Latin karesi asagidaki
gibi elde edilir.



Eger i+j=2 (mod 4), ise m; =1 my =My =m,, =m, =1
Egeritj=1 (mod 4), ise m, =3 My =My, =My, =My, =3
Eger i+j=4 (mod 4), ise m, =2 My =My, =My =My =2
Eger i+j=3 (mod 4), ise m, =4 my, =m, =my, =m,; =4

Cizelge 2.6. (mod 4) “lin grup tablosu

1 2 3 4 1 1 4 2 3

2 3 4 1 2 4 2 3
M=

3 4 1 2 3 2 3 1 4

41 1 2 3 4 3 1 4 2]

Yap1 2, Cizelge 2.7 ‘deki gibi bloklarla B[3,1;13] tasarimin1 vermektedir.

Cizelge 2.7. B[3,1;13] tasariminin bloklar1

11’12’13’ -'I'].='21='42’I 21’31’32
21.24.25, L.2,.4,, 29,35.3;

13,23,415 23 ’33’31
00,3, 1,, 1.31.25, 2y .41,
00,3;,1;, 1;,3;.%, 25:45.1;
00,33, 1, 13,%,2, 23,43.1
00,4,,2,, 1,4,.3;, 34,4,
04, ,2,, 1,.4,.3, 34,4
o042, 15.45.3,. 344

17
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Yapilmasi gereken tasarimin dengelenmis olup olmadigini kontrol etmektir. x;,x,
elemanlart  {x,x,,x;} blogunda bir araya gelirler; oo,x, elemanlar
{00,x,,(X=1),, moazy§  Dlogunda  bir araya gelirler; x,y, elemanlar

{525 (X*¥) i1 1moa3) § DlOgunda bir araya gelirler. Boylelikle elemanlarin her ikilisi,

en azindan bir blokta yer alirlar. Boylece tasarim A =1 ile dengelenmis olur.
2.3.3. Yap1 3.

v=3n A=2 d
urumu

n=2 i¢in B[3,2;6] tasarimi kurulmaya calisilacaktir.

2.4. Ornek

B[3,2;6] diisliniilsiin.

123, 124, 135, 146, 156, 236, 245, 256, 345, 346 (2.3)

olsun. 1 iglemlerinin yakinlik grafigi diistiniilsiin. Bir grafikteki bir zirvenin digiimii,
onunla iligkili olan kenarlarin sayisidir; bu grafigin her biri diigiimii 4 =2 ile olan 5
dikey diizlemi vardir. Bu yiizden Sekil 2.2 ‘de gosterilen sekillerin ikisinden biri
almabilir. Gosterilen iki grafik, 1 islemlerini igermesi gereken tasarimin 5 blogunu
gosterir, (a) durumunda 2 ve 3 islemlerinden her biri iki kez goriiliir, boylece her biri
tic kez daha goziikmelidir. Bu ylizden tasarimda 5 ek bloga ihtiyag vardir. Bu

imkansizdir ve (a) ‘daki tasarim tamamlanamaz.

Sekil 2.2. B[3,2;6] tasariminin 5 blogunun iki ayr1 gésterimi
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Boylece her degisiklik (b) durumunda gosterilen yakin grafige sahip olmalidir. (b)
durumunda 5 ek blok

23*’ 2**, 2**, 3**, 3**

seklinde olmalidir, buradaki yildizlar, her biri 4, 5 ve 6 olan ii¢ tekrarla doldurulacak
bloklart belirtir. Geri kalan yerler deneme yanilma ile doldurulabilir fakat 2 ve 3
islemlerinin yakinlik grafiklerini gbz Oniine almak daha acik olabilir. Sekil 2.2 ‘de
oldugu gibi ve her biri varolan bloklardan ayr1 bir sekilde smiflandirilabilir. Bu

durumda Sekil 2.3 dikkate alinir.

v u y X
{uv}={4.5} Pevr={5.8}

Sekil 2.3. Sekil 2.1 in siniflandirilmis hali

Eger u=4 olursa, o zaman, diizendeki 234 blogu elde edilir, bu da kenar 24 3. grafigin
yakinliginda olmak zorunda kalir, bu imkansizdir. Boylece 235, 245, 246 bloklari
bulunur ve u=5, v=6 olur. Simdi kalan bloklar olusturulabilir. Bunlar, 346, 356 dir.
Boylece x=5, y=6 olur. Bu verilen parametrelerle, tek BIBD elde edildi, bloklari
sOyledir.

123, 134, 145, 156, 126, 235, 245, 246, 346, 356 (2.4)

Dikkat edilmelidir ki, eger (23)(56) permiitasyonu

123, 124, 135, 146, 156, 236, 245, 256, 345, 346 (2.3)
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esitlik 2.3 “iin bloklarina uygulanirsa, esitlik 2.4 elde edilir.

14 v v—1
Eger bir v setinin, k alt setini [ kj secilirse, o zaman kesinlikle b= ( k] , "= ( k— J

tasarimina sahip olunur. (¢iinkii her bir degisiklik, diger v=1 arasindan secilen k—l

v—-2
degisiklikleri ile k alt sette gergeklesir.) ve benzer olarak 4 :(k_zj olur. Bu

6
tasarim daima var olur. Fakat (2.3) ve (2.4) tasarimlar irdelendiginde eger, (3] =20

blok elde etmek igin ¥ = 6 =3

olursa o zaman bir B[3,2;6] tasarimini olusturmak
icin (Cizelge 2.8 ‘de gosterildigi gibi) onlardan 10 ‘u se¢ilebilir. Bu sebeple kalan 10

blok gergekte birebir orten olan ayni parametreli bir tasarim olusturur.

B[3.4;6] tasariminin bloklar1 asagida verilmistir. Bunlardan 10 ‘u segilir ve secilen

10 blok B[3,2;6] tasariminin bloklarini olusturur.

Cizelge 2.8. B[3,2;6] tasariminin bloklar1

B, 123 B, 346 By, 135 B, 236
B, 456 B, 1126 By, - 246 B, 146
By 124 B, : 345 By : 136 By 1 235
B, 1356 By:134 B, : 245 By 156
B, 125 B, : 256 By, : 145 B, . 234

B[3,4.6] tasanminin bloklan

B, 125 By 234
B,:126 B,:235
H5:134 B, 1 246
B, :136 B, : 356
By 145 By, : 456

B[3,2:6] tasanminin bloldan
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n > 2 i¢in, L, yari-grup (Q,*) ‘1 gosteren ve daha dnceden oldugu gibi {x,}, {x,},
{x;}, 1<x<n sembollerini goz oniinde bulundurarak idempotent bir Latin kare
olsun. Bu v =3n degiskenlerindeki B[ 3,2;3n ] tasarim1 Cizelge 2.9 ‘de bloklar ile

verilmigtir.

Cizelge 2.9. B[3,2;3n] tasariminin bloklar1

X1 X5 ,X3 1<x<n

X, (X *y),

Xy, 1, (x*y),

X3, V3, (x* ¥), l<x<n 1<y<n x#y
2.5. Ornek

Cizelge 2.10 ‘da L ve n=4 durumu i¢in M idempotent Latin karelerini vermektedir.
Cizelge 2.11 ‘de bir B[3,2;12] tasarimini olusturarak Yapi 3 ile M ‘den elde

edilmistir.

Cizelge 2.10. n=3 ve n=4 i¢in Latin kareler

1 3 2 1 4 2 3
3 2 3 2 4 1
2 1 3 4 1 3 2

2 3 1 4
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Cizelge 2.11. B[3,2;12] tasariminin bloklar1

11,1 1,,2,.4, 13.2;.4; 1,234
2,.2,.2, 1,,3,.2, 1,.3:.% ;.32
3,,30.3; 1,.4,.3, 1,,4,.3; 1;.45.3
41=42=43 21’21=32 22=22=33 23=23=31
21=31’42 22-32-43 23!33=41
21,415 24,4415 23.43.])
1 P 3.1,.4, 3..15.4; 33054
21,22.2 N 32,2015 33,231
3,333, 3,412 35,42.2 33:43,2)
41,454 4,153, 4,1,3, 45,133
41=21=311 42-22=33 43=23=31
4,.3,.1, 4,.3,.1, 45,331,
2.3.4. Yap1 4.

v=3n+l, A=2

n=2 i¢in daha once de oldugu gibi bir Latin kare yoktur, ancak bir B[3,2;7] tasarimi

olusturulabilir.

n>2 i¢in, L, n mertebeden bir Latin kare olsun ve bir ek sembol ile
oo’{xl},{xz},{x3}, l€x<n sembolleri bir arada diisiiniilsiin. Cizelge 2.12 de bir

B[3,2;3n+1] tasarimi, bu v=>3n+l islemleri iizerinde tigliiler tarafindan verilmistir.
Bu tasarim;

b=4n+3n(n-1)=2(3n+1)3n/6 blok
ve r=3+2(n-1)+(n-1)=3n tekrara sahiptir.
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Elemanlarin her bir ¢ifti en az bir blokta yer alir, mesela;{x,},{x,},{x;} ve
{x;,y,,00p  bloklarinda  x;,x 5 {x;,¥,,(** V) imeany b V€ Vi X5 (Y * %) 1(meas) )
bloklarinda x;,y,;herhangi diger eleman ikilisi w*x=2z"de {w,,x,,(W*X),, inoa3 }
ve x*y=z’de {x,y,,(x* ), 1meas s DlOKlarinda x,,z, .. yeniden adlandirilir.

Tasarimdaki ikililerin toplam sayis1 3b=3n(3n+1); 3n+1 elemanlarindan secilen ayri
ikililerin toplam sayist (3n+1)3n/2 ‘dir. Her bir ikili en azindan iki kere olustugu igin,

hi¢bir ikili ikiden fazla olusmaz. Dolayisiyla tasarim A =2 ile dengelenmis olur.

Cizelge 2.12. B[3,2;3n+1] tasariminin bloklar1

X, X X3 X3

e r x xon (),
RN 1<x<n, x, y, (x*y);; 1<x<nl<y<3n+2
o Xy X3 Xy "
X3 ¥y (x*y),

o X3 X X

2.3.5.Yap1 5
v=6n+5 A=3

Burada modiiler aritmetik (mod v ) i¢indeki tiim tigliilerde bloklar su sekilde alinir.

X, X+, x+201<x<6n+51<y<3n+2
{ y y y

b=(6n+5)(3n+2) seklinde bloklar vardir. Her bir eleman tam olarak r:3(3r+2) kere
1%
olusur.  elemanlarindan segilen ikililerin sayisi (6n+5)(3n+2) ve tiim bloklardaki

elemanlarin sayist 3(6"+5)(3"+2) “dir. y ‘den farkli herhangi iki eleman 1,j li¢ blokta

olusur.
{ity=ji+2y}{i-yii+y=j}{/,j+@n+2)y, j+(6n+4)y=j-y=i}

Boylece higbir ikili i¢ defadan fazla olusmaz, dolayisiyla A = 3 ’tiir.
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2.3.6. Yap1 6.
v=3n+2, A=6

B[3,6:3"+2] tasarimindan faydalanarak bir Latin kare ile sisteme ulasilabilir.

{1,,1,,15,2,,2,,2,,......... JHy, 1y, 15,00

Cizelge 2.13 “‘de B[3,6;3n+2] tasariminin tigliileri verilmistir.

Cizelge 2.13. B[3,6;3n+2] tasariminin bloklar1

xoo»n (x*Fy),
X, ¥, (x*y);p 1<x<nl<y<nx#y
X3y (x*y),

W, X, X3 0, X, X, 2<x<n

D X3 X D, X3 X

0, ©, I o 1, 1, o, I, 1,

0, ©, I, o 1, 1, ©, I, 1 1,151,
o, 0, I o 1 1 ©, I 1

Yapi 1,2, 3,4, 5, 6 dan agsagidaki sonuca ulagilir.

Bu yapilar, A ve ” “niin farkh oldugu durumlarda ki ti¢lii sistemleri elde etmede

kullanilir.
2.2. Teorem

Bir B[ 3, 4;v ] tasarim1 ancak ve ancak

A(v—=1)=0(mod 2) ve Av(v —1) = 0 (mod 6) durumunda olusur [1].
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2.4. Basit Uclii Sistemler

Bir dnceki boliimde bir ¢cok yapi, tekrarli blok tasarimlarini gostermektedir. Tekrarl

blok igermeyen bir tasarim “basit” diye adlandirilir. Bu boliimde, basit B[3,2;v ]

tasarimlar verilecektir.

24.1.Yapr 7.
v=6n41=2

n=1, v =6 i¢in A =2 li basit bir {i¢li sistem elde edilir.

n=2, v =12 i¢in Once basit B[3,2;4] tasarimini su sekilde kurulabilir.

123, 124, 134, 234

Swrastile {5, 6, 7, 8} ve {9, A, B, C} kiimelerine dayanan tasarimlar kullanilir. Kalan
bloklar, bu ii¢ kiimenin her birinden bir elemana sahip olmalidir. Tasarim Cizelge

2.14 “de gosterilmektedir.

Cizelge 2.14. B[3,2;12] tasarim1

123 567 9AB 159 25A 35B 45C 15B 25C 339 45A
124 568 OAC 16A 20B 36C 469 16C 269 36A 46B
134 578 9BC 17B 27C 378 47A 178 27TA 37B 47C
234 678 ABC 18C 289 38A 48B 18A 28B 38C 489

2.4.2. Yap1 8.
v=6n+31=2

2n+1 mertebeden ve her x i¢in I<x<2n+l icin idempotent, simetrik bir Latin kare

alinir. x,, 1=1, 2, 3 sembolleri se¢ilir. Bloklar Cizelge 2.15 ‘de verilmistir.
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Cizelge 2.15. B[3,2;6n+3] tasariminin bloklar1

Xp Xy X }

1<x<2n+1
X, x, (x+1),
xon (xFy),
Xy ((xF»)+D;
X, ¥, (x*y);
X, ¥, (x*y)
X3 yy (x*Fy),
x; oy, ((x*y)-D),

I<x<y<2n+1

2.6. Ornek

L, v=9,14=2
n=1,

alinarak Cizelge 2.1 ‘in B karesinden baglanabilir.

B[3,2;9] tasariminin bloklar1 Cizelge 2.16 ‘de verilmistir.

Cizelge 2.16. B[3,2;9] tasariminin bloklar1

L L L2 3, I3 2 2, 3 1

I, 1, 2, 1, 2, 1, I, 3, 3 2, 3, 2,

1 3 2 2, 2, 2 2, 2, 3 L, 3, 2 2, 3, 1
3 2 1 2, 2, 3, 2, 2, 3 L, 3, 2 2, 3,1,
21 3 3, 3, 3 3, 2, 3 I, 3, 2, 2, 3,1
B 3, 3, 1, 3, 2, 2, I, 3, 1, 2, 3, 3,

2.5. Stenier Uclii Sistemleri (Stenier Triple Systems-STS)

k=3 ve A=1 iken dengeli tamamlanmamis blok tasarimlari wStenier liglii sistemleri,

(Stenier triple systems) olarak adlandirilir.Ciinkii bloklar {i¢liidiir ve noktalarin her

cifti kesinlikle bir ligliide goriiniir.
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BIBD 'de k=3 ve A =1 iken;

(=D

r=T ve b=V(V—_1) dir.

r pozitif tamsay1 oldugundan, v tek say1 olmalidir. b pozitif tamsay1 ve v tek sayi

oldugundan ya 3 v 'yii boler ya da 6, (v - 1)'i boler. Yani;

v =(B3mod6)yada v = (Imod6) dir [8].

2.5.1. Stenier iiclii sistemde kullanilan Bose ve Skolem kuruluslar:
2.5.1.1. Bose kurulusu

S(2, 3; v) Stenier sistemine, Stenier li¢lii sistem adi verilir. STS(v ) nin olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul asagida verildigi gibidir.
v>3ve v=1,3 mod(6)

Bose yontemi ile Stenier {i¢lii sistem kurulurken simetrik, idempotent, yarigrup

sistemlerden yaralanilir.

Simetrik, idempotent, yarigrup sistem elde etmek icin X,y uygulanilan islem

asagidaki gibi tanimlanir.

n

;1 ((x+ y)modn)

xoy =

Bu durumda Bose kurulusu yardimiyla bir Stenier sistem kurarken kullanilan

notasyonlar sOyle ifade edilebilir.

X; simetrik, idempotent, yarigrubun satir ve siitun sayisi,



28

Z ; mod 3 e gore tamsayilar kiimesi (0,1,2)

Y=Xx Z,; Stenier Uglii sistemdeki nokta sayisidir.

Bu durumda x eX olmak iizere tasarima ait bloklarin ilk kismi asagidaki gibi

tanimlanair.
A4, ={(x,0),(x,]),(x,2)}(x € X)

x,yelX ve ¥ <V

s . .e / .
Ikinci kismi ise e ve her i~ 3 olmak iizere;

Bx,y,i = {(xa l)a (ya l)7 (XOy, (l + 1) mOd 3}
seklinde ifade edilir.

Bu durumda bloklara ait kiime son olarak yukarida ifade edilen iki kiimenin birlesimi

olarak B’ ile gosterilir ve asagida ifade edildigi gibidir.

B ={4 e X}U{B, . :x,ye X vex<yveheriecZ,}

X, p,0

2.7. Ornek
Bose kurulusu yardimiyla bir STS(21) asagidaki gibi elde edilir.

l.adim:
ilk olarak n=7 iken simetrik idempotent yarigrup elde etmeye ¢aligalim
Simetrik, idempotent, yarigrup (latin kare) sistem elde etmek i¢in x;y uygulanan

islem asagidaki gibi tanimlanir.

n+l1
2

xoy = ( (x+y))modn
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2.8. Ornek

7+1
204 = (T (2 + 4)) mod7=3

Bu sekilde 7x7 boyutlu simetrik, yarigrubun 49 tane elemani elde edilir.

0415263
4152630
1526304
5263041
2630415
6304152
3041526

bu simetrik yarigrup yardimiyla elde edilen bloklar asagidaki gibidir.
2. adim:

a)xeX

olmak tizere yani x<7 iken;
A, ={(x,0),(x,1),(x,2)} (x € X)

Tasarima iliskin bloklarin ilk kismi olan 7 blok bulunur.

Bu bloklar;
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Bl = Ax:O = {(050)5(031)5(032)}
B, = 4., ={(1,0),(L1),(1,2)}

bu sekilde 7 tane blok olusturulur.

B, =A4,_, ={(6,0),(6,1),(6,2)}
b) Ikinci kismi ise x,y e X ve x<y ve her ie Z,olmak iizere yani i=0,1,2 ve

x=(0,1,2,3,4,5) ve y=(1,2,3,4,5,6) olmak iizere,
B, . = {(x,i),(»,i),(xoy) mod 3}

yardimiyla tasarima iliskin bloklarin ikinci kism1 meydana getirilir. Buradan tasarima

iliskin 63 blok bulunur.

B, =1(x,0),(y,0),(xoy)mod 3} =B, , , = {(0,0),(1,0),(0ol) mod 3} =

{(0,0),(1,0),(:41);

B7 = BO,I,O = {(0’0)5(1’0)’(471)}
By =B, = 1(1,0),(1,0), (LD}

bu sekilde 63 tane blok olusturulur.

B, = Bs,6,2 =1(5,2),(6,2),(2,0)}

Sonucta elde edilen diizenin 70 tane blogu vardir ve parametreleri de v =21, k=3,

A=1,b=70, r=10 olarak elde edilen STS(21) tasarimudir.

2.5.2.2. Skolem kurulusu

Skolem kurulusu Bose kurulusunun modifiye edilmesiyle meydana gelir. n ¢ift say1

olan simetrik, idempotent, yarigrup mevcut degilken Bose kurulusu Skolem kurulusu
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olarak yeniden adlandirilir. Skolem kurulusunda simetrik, idempotent, yarigrup
yerine yar1 idempotent, simetrik, yarigrup kullanilir.
Simetrik, yar1 idempotent, yarigrup elde etmek i¢in x,y yardimiyla yarigruba iliskin

islem agagidaki gibi tanimlanir.

xoy = 7((x + y)mod n)
Burada 7(x) asagidaki gibi verilir.

x
2 X tek  ise
7(x) = .
x+n—-1 ,Xx ¢ift ise
2
2.9. Ornek

n=6 iken 7 (0)=0, " (1)=3, T (2)=1, T (3)=4, " (4)=2, " (5)=5 olarak elde edilir.

Skolem yontemi ile STS(V) kurarken kullanilan notasyonlar ise Y —6m+1 ve m™ 1

olmak tizere ;

X ={01,...2m+1}
Z3 = {0:152}

Y =XxZ, ={(0.,1,...,2m +1)x(0,1,2)}

seklinde tanimlanir. Burada diizene ait bloklarin olusumu 3 kisitmdan meydana gelir.

birinci kisimdaki bloklar i¢in 0 < x <m —1 olmak {izere;
4, ={(x,0),(x.1),(x,2)}

Ikinci kisimdaki bloklar icin her 7 € 0.L....2m +1} olmak lizere x<y , ez,

olmak iizere;
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B, = {(x,1),(,i),(xoy(i +1)mod 3}

ve son kismin bloklar1 igin ise 0 <x <m—1 ve her i € Z, olmak lizere ;

C,, =1{%o,(x+1,i),(x,(i +1)mod 3}

yararlaniriz. Bu durumda diizenin bloklarina ait kiimeyi asagida ifade edildigi gibi

vermek uygun olur.

B ={4,:0<x<m-1}U{B, :x,yeZ,,x<y,ieZ,}U{C,,:0<x<m-1 ve her

ieZ,} olur.

2.10. Ornek

STS(19) tasarimin1 Skolem metodu yardimiyla kurmaya calisilsin.
l.adim:

[k olarak n=6 iken yar1 idempotent yarigrup elde etmeye ¢alisalim. Bu durumda

olmak tizere 7(x) ler #(0)=0 z(1)=3 n(2)=1, 7(3)=4, n(4) =2, n(5)=5

olarak elde edilir.
2. adim:
xoy = w((x + y)mod n) yardimiyla yar1 idempotent, yarigrup oliusturmaya ¢alisilsin.

103 = z((1+3)mod 6) = 7(4) = 2
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Bu sekilde asagida ifade edilen 7x7 boyutlu yar1 idempotent, yarigrup elde edilir.

031425 —)005 =7r(0+5)m0d6) = 72'(5) =5

314250
142503
425031
250314
503142

olarak elde edilir. Bu yar1 idempotent yarigrup yardimiyla elde edilen bloklar
asagidaki gibidir.

3. adim:

0<x<m-1 <x<2

olmak uzere 0

a)
4, ={(x,0),(x,D),(x,2)}

yardimiyla tasarima iliskin bloklarin birinci kismi olan ilk 3 blok bulunur.
Bu bloklar ;

Bl = Ax:O = {(0’0)5(0’1)’(0’2)}

BZ = Ax:l = {(1,0),(1,1), (152)}
By =4, =1(2,0),(2.1),(2,2)}
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by V%Y €0l 2m+ f X <yi€ 25 1o izere; yani i=0,12 , x=(0,1,2,3,4) ve

y=(1,2,3,4,5) olmak iizere;

B, = {(x,1),(y,1),(x0y(i + ) mod 3}

yardimiyla tasarima iligkin bloklarin ikinci kismi1 bulunur. Burada 45 blok bulunur.

Il
> & W W

o0 = 1(0,0),(1,0), (001, (0 + I)mod 3} = {(0,0),(1,0),(3,1)}
020 = 1(0,0),(2,0), (LD} B; = By 5, = {(0,0),(3,0),(4.D)}
040 = 1(0,0),(4,0),(2.D)} By = B 5, =1{(0,0),(5,0),(5.1)}
o1 = 10D, (L1),(3,2)} Byy = By, =1(0,1),(2,1),(1,2)}

031 = 10D, 3D, (4.2)} By, = By 4y = {(0,1),(4,1),(2,2)}
051 =1(0.1),5,1),(5,.2)} By, = By, = {(0,2),(1,2),(3,0)}

BO,2,2 = {(052)’ (2’2)7 (190)} Blé = BO,3,2 = {(0’2)’ (392)9(450)}
B

N

wn

N

o

11

B
B

13

w

042 = 1(0,2),(4,2),(2,0)} Bys = B 5, = {(0,2),(5,2),(5,0)}
120 = 1(1,0),(2,0), (4.1} By = By 5, = 1(1,0),(3,0),(2,D);
a0 = 1(1,0),(4,0),(5.D} By, = B, 5 = 1(1,0),(5,0),(0,D);
By, =1L, (2,1),(4.2)} By, = By5, = {(L1).GB,1),(2,2)}
Lsa = (LD, (5.D,(0,2)} By = By 5, = {(1,2),(2,2),(4,0)}

B
Bl,3,2 = {(152)’(5’2)’(290)} 828 = Bl,4,2 = {(1’2)5 (4a2)5(550)}
B
B

2

19

21

[S8]
w

27

B
B

1,5,2 = {(152)’(5’2)’(0’0)} B30 = 82,3,0 = {(2’0)’(390)’(551)}
31 B2,4,O = {(2’0)9(490)a(0’1)} BSZ = BZ,S,O = {(2>0)>(550)7(391)}
B
B
B

29

251 =1(2.01),3.0),(5,2)} By, = By, = {(2.1),(4.1),(0,2)}
251 =1(2.1),G.1),3,2)} Byg = B, 5, =1(2,2),(3,2),(5,0);
242 = 1(2,2),(4.2),(0,0)} By = B, 5, =1(2,2),(5,2),(3,0);
B4 =1(2:4).3,:4).3,2)} By = By, =1{(3,0),(4,0),3.1)}

3,41 = {(391)a(471)a(372)} B42 = B3,4,2 = {(3’2)a(492)5(330)}

%)
%)

35

(%)
-2

39

S & ® & B O OO O O OO I I OO
Il

41
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= B3,5,0 = {(3’0)’(530)’(131)} B44 = B3,5,1 = {(391)’ (551)9(1’2)}
B 52 {(3a2)a(552)5 (1’0)} B46 = B4,5,0 = {(490),(590)’(4’1)}
B

451 — {(4.1),(5,1),(4,2)} By = B4,5,2 =1(4,2),(5,2),(4,0)}

By
By
B, =

c) 0<x<m-1 ve her ieZ, ise yani x=0,1,2 ve i=0,1,2 olmak iizere tasarima

iligkin son 9 blok bulunur.

C., = {0, (x +1,i),(x,(i +1)mod 3}
By =Cyo = {0,(x +1=3,i =0),(x = 0,(i +)mod 3 = 1) = {o0,(3,0), (0,)}
By, =Cy, = {0,(3,1),(0,2)} By, = C,, = {0,(3,2),(0,0)}

By, =C,, = {0,(4,0),(L1)} B, =C,, = {o0,(4,1),(1,2)}

By, =C,, ={0,(4,2),(1,0)} Bss = C,, ={,(5,0),(2,1)}

By =C,, ={»,(51),(2,2)} By, =C,, ={0,(5,2),(2,0)}

buradan elde edilen 57 blogun yerine yazilmasiyla elde edilen tasarim parametreleri
v=19, b=57, r=9, k=3, A =1 dir. Tasarim ise S(3,1;19) tasarimidir. Bir bagka deyisle
STS(19) tasarimudir.



36

3. IKILi DENGELI TASARIM (PBD) VE TRANSVERSAL TASARIM

Ikili dengeli tasarimlar, transversal tasarimlarin kurulusunda kullanilir.

3.1 ikili Dengeli Tasarim (Pairwise Balanced Block Design-PBD)

Richard Wilson , tasarimlarin farkli gesitlerinin varolmasi igin gerekli kosullarin

asimptotik olarak yeterli oldugunu gostermistir. Ornegin ,k>1

(k,Lv)

pozitif tamsay1

verilsin , 2- — tasariminin var olmasi i¢in gerekli kosullar (k-1)’in (v-1)’1

bolmesi ve k(k-1)’in v(v-1)’1 bélmesidir. Wilson’un Teoreminden ; tasarim , verilen

k ’lar icin mevcuttur fakat bu kosullar1 saglayan V> lerin cogu i¢in sonlu olarak

mevcuttur.

Wilson’un Varlik Teorisini betimlemek amaciyla , her bir iki noktanin tek blokta
oldugu gibi , alt setlerin (bloklar olarak adlandirilir) B koleksiyonu ile noktalarin P

seti olarak ‘ ikili dengeli tasarim ( Pairwise Balanced Design) ‘ tanimlanir. Eger K ,

bloklarin elemanlarinin seti ise tasarimi PBD(K) ile ifade edilir. Eger K={k} ise v

noktalar1 ile PBD(K) §2.kv) Steiner Sistem olacaktir [8].

0.lek kabul edilsin. En fazla bir elemana sahip olan bloklar PBD i¢in tanimlanan

ozellikleri bozmayacaktir. Bir PBD bir dogrusal uzay gibi diisiiniilebilir.

K, negatif olmayan sayilarin bir seti olsun. B(K) , v noktaya sahip PBD(K) i¢in v
lerin bir setini tanimlasm. Ornegin , B ({3}) , Steiner iiclii Sistemlerin bir sirali

setini gosterecektir.

0,1 € B(K) oldugu gortilebilir. Ayrica B , N ’in alt setlerinin seti lizerinde kapanma

(closure) operatoriidiir; yani ,

y K BK)
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ii) K, ¢ K, dolayli olarak B(K,)  B(K,) ifade eder.

iii) BBK) = B(K) 4

1), eger kek ise biitiin noktalar1 iceren tek blok ile k genisliginde set PBD(K) * dir.
i1) , asikardir.

iii), ilk ikisi 2K € BBK)) o1qugunu vurgular.

v e B(B(K))

Tersine , eger ise , o zaman blok eleman sayisinin PBD(K)’larin

genislikleri oldugu Y noktalari iizerinde PBD nin varlig1 sdylenir. Y nokta iizerine
PBD(K) elde etmek i¢in bazt PBD(K) ile her bir blok yer degistirir.

K negatif olmayan tamsayilarin seti olsun.

a(K)=1{k-1:kek
BK) ={k(k-1):keK

ile a(K) ve B(K) sayilar1 tanimlanir.

Yardimei Teorem 3.1: ¥~ 0 olmak iizere V' € B(K) ise a(K) (V_l)’ ive B(K)

V=D psler 8],

Steiner ticlii Sistemin mertebesinin 1 yada 3 (mod6)’a denk olmas1 bilinen genel

sonuglardir.
3.2 Transversal Tasarim

Transversal tasarimlar, Latin kareler ile yakindan iligkili tasarimlardan biridir ve

Latin karelerin kurulusunda kullanilir.

3.1. Tanim
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k>2 n>2

.. . k,A;n
ve olmak tizere bir transversal tasariom T[>

] ile ifade edilir ve

asagidaki 6zellikleri sagliyorsa (X’ G, 4 ) sirali ligliistinden olusur.

1. X,kn elemanl bir settir ve bu elemanlar noktalar olarak adlandirilir.
ii. G, X ‘in bir pargasidir. Genisligi n olan k tane alt setten olusur. Bu setler gruplar

olarak adlandirilirlar.
ii. 4 i1se X ‘deki k alt setin bir setidir ve bloklar olarak adlandirilir.
1v. Herhangi bir grup ve blogun bir tek ortak noktasi vardir.

v. Farkli gruplardan gelen tiim nokta ciftleri sadece bir blokta yer alir [1].

Bir transversal tasarimda gruplar sadece noktalarin alt setidir. Ayrica n2>1 olan

tamsayilar i¢in T[ 2, 4; n ] tasarim1 mevcuttur.

Transversal tasarimlarin gosterimlerinde notasyon farkliliklari olabilir. 7D, (k,n) n

hacimli, £ grup ve A indeksli bir transversal tasarimi ifade eder. A =1 durumunda

tasarima “birim indeksli transversal tasarim” denir.

3.1. Ornek
Cizelge 3.1 bir T[4,1;3] tasariminin blok ve gruplarin1 gostermektedir.

Cizelge 3.1. T[3,1;3] tasariminin bloklar1 ve gruplari

Giixy X, X Biix, Xy Xyoxy
Gixy Xy X3 Byixy Xy Xy Xy
Gy ixy Xy Xy Byixy Xy Xy Xy
G oixy Xy Xy Byix, x5, Xy Xy
Bsix, xy, XXy

Bgixy, Xy Xy Xy,

B

7 X3 Xy Xz Xy
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By ix;y X, Xy Xy

By ixyy; Xy Xy ooxy

Yardime1 Teorem 3.2 : Bir A T[k,A;n] tasarim An’ bloga sahiptir [1].
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4. DIK LATIN KARE TAM SETLERI (Mutually Ortogonal Latin Squares -
MOLS)

. . L <i<j<
n mertebeden s tane Latin kare seti olsun, buna Liseerky densin. Eger I<i<jss

i¢in L, ve L dik ise, bu karelere dik Latin kare tam setleri denir. Dik Latin kare tam
setlerine kisaca “MOLS” (mutually orthogonal Latin squares) denir. sSMOLS(n), n

mertebeden s tane MOLS ‘un setini ifade eder.

n mertebeden MOLS ‘un maksimum sayis1 6nemlidir, bu biiyiikliik N(n) ile ifade

edilir [1, 15].
4.1 Latin Karelerin Dikligi

Cizelge 4.1 deki L Latin karesi dikkate alinsmn. L Latin karesinin ana kdsegeni

transversaldir, fakat asagidaki konumlarla dort fakli transversale boliinebilir;

I =10,3),(2,4),3.1,(4.2); T, =1{(1,2),(2,),(3:4),(4.3);
T, ={(1,4),(23),(3.2),(4D} T, = {(1,1),(2,2),(3.3),(4,4)}

T ‘ye bagl her bir konuma 1 ‘yi yazarak bir kare olusturulur, Cizelge 4.1 ‘deki S

Latin karesini elde edilir.

Cizelge 4.1. n=3 ve n=4 i¢in Latin kareler

1 34242 1 31 2 31 32
4 2132 431312321
24311 342231213
31243124
L S A B
n=4 n=3
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Benzer sekilde L transversallere boliinebilir.

{(LD,(2,4).(3,2),(4,3)}, {(1,3),(2,2),(3,4), (4.1}
{(1,4),(2,1),(3.3),(4.2)}, {(1,2),(2,3),(3,)), (4.4)}

ve bu konumlara sirasi ile 1, 2, 3, 4 yazarak L" Latin karesi elde edilir. n mertebeden
bir Latin karenin n ayrik transversale ayrigmasi dikligi ifade eder. Eger H ve K olmak
tizere iki nxn dizim ‘i mevcutsa, sadece ve sadece h, H ‘in konumunu (i,j) ve k, K
‘nin konumunu (i,j) gosterirse ikili sirasinin konumunu (i,j) tuttugu yerdeki dizili
ikililerin nxn dizim ‘i olusturulabilir. 1,2,...,n sembollerinin her birinin n kopyasini
igeren iki nxn dizim ‘i, eger birini digerinin iistiine koyup olasi ikili bir kere verilirse

dik olduklar1 sdylenebilir.

Eger R nxn dizim ‘inin satir giriglerinin hepsi i, i ‘ye esit olursa ve eger C = R’ ise,
R ve C tamamen diktirler ve n mertebeden bir Latin kare hem R hem de C ‘nin dik
dizim ‘i olarak tanimlanabilir. Cizelge 4.2 n=3 i¢in R, C ve bazi iizerine koyulmus
kareleri gostermektedir; A ve B Cizelge 4.1 ‘deki karelerdir ve A ve B {lizerine
konulduklarinda olusabilen tiim dokuz mertebeli ikilileri 11, 12, 13, 21, 22, 23, 31,
32, 33 goriiriiz. Ave B sadece R ve C ‘ye degil birbirlerine de diktirler.

Cizelge 4.2. n=3 i¢in dik Latin kareler

1 1 11 2 3(L1) (1,2) (1,3)

2 2 21 2 32,1) (22) (2.3)

33 31 2 33,1) (3,2) (3,3)
R C

11 12 13 11 22 33 11 32 23

23 21 22 13 21 32 33 21 12
32 33 3] 12 23 31 22 13 31
Rve A Cve A Bve A

eklenerek eklenerek eklenerek
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bir deneydeki degisimin iki kaynagi sadece bir Latin kare kullanilmasi ile kontrol

edildi, boylece li¢ kaynak bir ¢ift Latin kare kullanilmas ile kontrol edilebilir.

Yardimci1 Teorem 4.1: H, K ‘ya dik ise, K, H ‘a diktir [1].

Cizelge 4.1 ‘deki S Latin karesi simetrik bir dizimdir, ve L Latin karesine diktir.

Ayrica L ‘nin kendi transpozuna diktir. Boyle bir Latin kare kendine—dik diye

adlandirilir. S simetriktir. Bunun anlami L, L ve S birer dik Latin kare tam setidir.

Cizelge 4.1 ‘in A karesinin 2 ve 3 sembollerinin yerleri degistirilirse, Cizelge 4.3 ‘de
gosterilen Latin kare elde edilir, ayrica, degistirilen kare A ‘ya oldugu gibi B ‘ye de
diktir.

Eger bir Latin karenin, ilk satir1 1,2,..,n sembollerini kendi dogal dizisinde
bulunduruyorsa, Latin kare standart (ya da standartlastirilmis) formda denir.
Herhangi bir Latin karenin elemanlar1 yer degistirilerek standartlagtirilabilir.
Boylelikle L ‘yi standartlastirmak i¢in 2 ‘yi 4 ile, 3 ‘i 2 ile ve 4 ‘U 3 ile Cizelge 4.4

LI

de gosterildigi gibi degistirilmesi gerekmektedir. ve S ‘nin dik olduklari

goriiliir, sembollerin yer degistirmesi diklik 6zelligini degistirmemektedir.

Cizelge 4.3. satirlart degistirilmis dik Latin kareler

1 3 211 33 22
2 1 323 12 31
32 132 21 13
A(23) A(23) B nin iistiinde

N(n) n mertebeden MOLS ‘un olas1 sayilarin1 versin. N(1)=o alinsin. Bdylece bir
Latin kare her mertebe i¢in var olmaktadir, bdylece N(n)>1 ‘dir ve n>1 i¢in, N(n)

‘in iist sinira kolaylikla ulasabiliriz.
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Cizelge 4.4. birbirine dik Latin kareler

1 3421 234
4 2133412
24314 321
31242143
L L(243)
1 4 2 31 2 3 4
3 2 4 14 3 2 1
4 1 3 22 1 4 3
2 3 1 43 4 1 2
7 L' (234)
4.1. Teorem

n>1 i¢in, N(n) <n-1 [3].

4.2 Dik Latin Karelerin Kurulusu

a, .d,,....d . e e e . . . =(a. . .
A={"1P"2> " L kiimesi goz Oniine alinsin. Bu kiime {izerinde L (a;) Latin karesi

2
kurulsun, (B;) diger bir Latin kare olmak iizere (a;.b;) n sirali ¢ifti farkli ise bu

Latin kareler diktir denir. Dik Latin kare setinin olusturulmasinda sonlu cisim

(Galois field — GF) kullanilir.

80 =0.81 =188 sonlu cismin (m-1) mertebeden elemanlar1 olsun.
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0 1 ot gm—l
g g +1 v &t &
o g+l gig 4
;|88 &8 8i-8i T 8- i=12,.,m—-1

188wy &i&watl g8, +8,.]

Boyle verilen L, diizenleri m-1 tane dik Latin karenin bir setini olusturur.

V asal pve Vr € Z" igin p" sonlu bir cisim vardir. GF( p") 6rnegin; GF(5)={0, 1,

2, 3, 4} bu bir cisim olusturur.

4.1. Tanim

Cisim: H degismeli ve birimli bir halka olsun "¢ @70

dbe H;ab=ba =1

i¢in
ise yani, H halkasinin sifirdan farkli her elemaninin ¢arpma

islemine gore bir tersi varsa H ‘a bir cisim denir.

GF(5) dikkate alinarak asagidaki dik Latin kare setleri olusturulur.

A WO = O
S~ W
N~ o W
N — O AW
W N = o A
W = A N0 O
N I R
= L N
— RN O W
NS W o— A
N A= WO
W o N A
N~ B = W o N
=T S N
— W o N A
— N W A O
T N
N~ W A O = N
A O = oW
S — N W oA

m bir asal saymin kuvveti iken daima (m-1) tane m boyutlu dik (ortogonal) Latin

—_ le) (e) (ey)
kare seti kurulabilir. Sayet m asalin kuvveti degil ise "'~ P1 P2 e Py

@) o — (oD ;@ (s)
(Pi ipj) olsun. & €GF(p;) olmak {izere, 7=(87.8"8") noktalar1 goz

oOnune alinir.
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Bu noktalar iizerinde ¢arpma ve toplama soyle tanimlanir.

+ + + + +
iy, =g, g7 g x (g, 8y ngy) = (81" x g3, 8 % 8Y s 81 % 85

4.2. Teorem

gl(ll)’gl(22)9'3 gl(s‘) Sirasi lle GF(ple] )9 GF(p§2 )’.,GF(p? )

gy .g"” GF(p{)

‘in elemanlar1 olsun.

‘nin swrast ile sifir ve birim elemani olsun. Bu taktirde

— (oM 5@ () F< = min(p%) —
7y =887 8)0) O<jsr=mn(p) =1 1k iizere asagidaki diizen

verilsin. [22]

0 1 o Vma
7; 7; +1 Vit Vma
ViVa  VpYatl o e yiy Y .
=L, (j=12,....r)
ViVma ViYwa ¥ ¥ ¥ V0

Boylece r tane dik Latin kare (MOLS) elde edilir. Ornegin: m=6 olsun
p =2,py =3 r=min(p)—-1=2-1=1 GF(2)xGF(3) ‘ii gdz 6niine alabiliriz.

(0,1 GF(2),0,1,2e GF(3))  GF(2)xGF(3)={(0,0),(1,1),(0,1),(0,2),(1,0),(1,2); ~ bu
kartezyen sistemindeki elemanlari kullanildiginda asagidaki Latin kare seti elde

edilir.

(0,00 L) (01) (0,2) (1,0) (1,2)
L)  (0,2) (1,2) (1Lo) (01) (0,0)
(0,1) (12) (0.2) (0,0) (1) (1,0)
(0,2) (1,o) (0,00 (0,1) (1,2) (11)
(1Lo) (00) (1) (1,2) (0,0) (0,2)
(1L2) (0,0) (1,0) (L1) (0,2) (0,1)
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Latin kare goz oniline alindiginda ayni1 denemelerin, deney diizeni i¢inde belli
kosullar altinda tekrar ettigi goriiliir, bunlar ayn1 denemeler olmakla birlikte elde
edilen sonuglar denemenin bulundugu konuma gore farklidir. O halde n denemenin
bulundugu bir deney diizeninde n* farkli deger vardir. Bir Latin karede birinci satir
dogal sirada ise; Latin kare standart bi¢cimdedir denir. Bu dik Latin karelerin bir

ozelligidir.
4.3. Teorem

n, f,(x,y)=ax+y, 4% Ocr , formunda polinomun bir setinden bir asalin kuvveti

ise, n mertebeden Latin kare setinde tam n-1 tane Latin kare diktir. Bu sete “tamdir”

(MOLS) denir [3].

3.2. Ornek
P : . - .. GF(2%)
4. mertebeden ti¢ dik Latin kare kurabilmek icin 4.3. Teorem kullanilabilir.
cismi Cizelge 4.5 deki gibi olur.
Cizelge 4.5. GF(27) nin dogal hali
+ 0 1 o a+1 « | O 1 a a+1

0 0 1 a @+l U 0 0 0 0

1 1 0 a+l & 1 0 1 @ a+l

« “ a+10 1 & 0 e a+1 1

a+l| a+l a 1 0 a+l|n o+l 1 o

g,=0,g,=1g, =a,g, =a+1 soyle ki;



a;) =lg +g,=¢g,+¢g,

(2) _
aij =a.g; +gj

3) _
a;’ = (a+1).g; +g;
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Satirlar 0 ‘dan 3 ‘e numaralandigi ve g, =0 oldugundan her bir kare i¢in a,; = g,

dir.

Bu ylizden tiim kareler standartlagtirilmistir.

o _

I karesi i¢in satir 1;

a;, =g +g,=1+g,; dir. Cizelge 4.6 ‘de kareler verilmistir.

2
Cizelge 4.6. GF(27) den elde edilmis dik Latin kareler

0 1 a a+1 0 1 a a+l
1 0 a+l « a a+l 0 1
a a+l 0 1 a+l « 1 0
a+l « 1 0 1 0 a+l «
4, 4,

0 1 a a+l1

a+l «a 1 0

1 0 a+l «a

a a+l 0 1

A3

4.4. Teorem

Bir T[k, I;n] tasariminin varligi n mertebeden k-2 MOLS ‘un varligina esittir [3].

Bir T[k, I;n] tasarimi, asagidaki degiskenler ile

Gy = X XiooXind oy 20k

G,.G,,..G

27 =k gruplara sahiptir.
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h ] —
l<h<k-2 icin, 4 nxn dizimi asagidaki yolla tanimlanir. I<ijsn icin A=1
oldugundan hem Ye-ti hem de k. ‘yi igeren tasarimda bir tek b blogu vardir.

B bir transversal tasarimin blogu oldugu i¢in, kesinlikle Gy ‘nin bir elemanini

icermektedir. Diyelim ki,

BNG, =1{x,,}

0 zaman

h h

k .
< . . . a. =a., = m’ .
n bir Latin karedir. “i ~ “i J# 1

oldugunu ve satirdaki iki girisin de esit

oldugu varsayilsin. Bu B, ve B, bloklarinin var oldugu anlamina gelir,

(X XX ;1 S By
Ve

X s X 1 :xk,z} c B,

Yig ¢ku) ve her bir blokta sadece her bir grubun bir elemaninin

B, # B, ve Az2 ayrikligr vardir. Benzer sekilde, ayni

alinsim  (

olusmasindan dolayz,

ca o A A .
siitundaki iki giris esit degildir. ve ‘nin karsilikli dik olduklar1 kontrol

edilebilir.

h
L =a = " = o
i = % TP ye 4 T 4w T4 oldugu varsayilsin

B,,B,,B,,B

O zaman 4 bloklar1 vardir

X XX 3 S By , X X X} S Bas
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{xlq’xk—l,i’xkj} C B;, {xlq s Xp s Xt S By

oldugu igin, B =B; ye B =By (imalidur, Soyle ki,
{xhp X 1g> X1, ’xkj} c B

ve

{xhp 7Kg Xi_tu> X, S B, dir.

X, 5 X,
Fakat simdi ayrik olan """ ‘beraber iki blokta yer alir. Dolayist ile, her bir

T[k,1;n] ‘den n mertebeden k-2 MOLS kurulabilir. Yap1 ters cevrilebilecegi igin,

ikisi de esittir.
4.3. 6. Mertebeden dik Latin karelerin yoklugu

6. mertebeden dik Latin karelerin yoklugu MOLS ‘da 6nemli yer teskil etmektedir. 6.
mertebe dik Latin kare T[4,1;6] tasarimina denktir.

6. mertebeden dik Latin Karelerin ikilisinin olmadigini diger bir degisle N(6)=1
oldugunun ispati yapilmistir. 4.4. Teorem ile, T[4,1;6] tasariminin olmadigin

kanitlamak yeterlidir. Varoldugunu varsayilarak bir tezatliga ulasilmistir.

| X|=24 “te bir T[4,1;6] tasarim bir (X,G,A) iigliisiidiir. G, X ‘in bir boliimiidiir.

X =G uG,uG VG, |G,»|=6 ve
A, 36 blogun bir ailesidir, |B,|=4

PBD P=(X,Gu A4)

B,,B,,B,,B

olduguna dikkat edelim, P tasarimi 6 genisliginde

4ve 4 genisliginde Bs: Bgs..s Byg bloklarina sahiptir. 4 genisliginde 6

blokta ve 4 biiyiikliigiinde 1 blokta X ‘in her bir eleman1 olusur, boylece her bir
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X, € X icin tekrar sayisit r=7 dir. Genel kayip olmaksizin Cizelge 4.7 ‘de gruplar

gosterilmektedir.

Cizelge 4.7. P tasariminin gruplari

B, =G, :123456
B, =G,:789101112
B, =G, :131415161718

B, =G, :192021222324

M, P ‘nin matrisi olsun, boylece M 24x40 ‘tir. Ve

1 X, €B,
m. = ‘
) 0 ’xigBj

M ‘nin her bir satir1 i¢in satir toplami =7 olur. i. Satir GF [2] tizerinde 40 bilesenli

bir vektor olarak 7, olarak ele aliriz. Béylece M ‘nin satir aralig1 U, GF [2] lizerinde

40 boyutlu vektor araliginin alt araligi V olur. Bunu su sekilde saglariz.
21 < rankM <20

ve dolayisiyla hicbir T [4,1;6] tasarimi yoktur [1].
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5. DIK DIZIMLER (ORTHOGONAL ARRAYYS)

5.1. Tanim
Dik dizimler, faktériyel tasarimlarda yaygin olarak kullanilir. Ozellikle OA(N,s*,t)

ile gosterilen, dik dizim biiyiikligii (stitun sayis1) N, k kisit1 (satir sayisi), s diizeyi
ve t kuvvetli s sembollerin AxN boyutlu X matrisidir, 0yle ki X ‘in herhangi &xN

alt matrisinin siitun vektorleri ayni dereceli siklikla goriiliir. 4 genellikle dik dizimin

indeksi olarak isimlendirildiginde, N = As’ bigiminde oldugu agiktir. Faktoriyel

tasarimlara uygulamada, her bir satir faktore uygundur. Semboller faktor diizeylerini
ve her bir siitun faktor diizeylerinin birlesimini gosterir. Boylece her OA(N,s",¢) her

biri s diizeye sahip k faktoriinii i¢in N tekrarli faktoriyel tasarimi tanimlar.

Dik dizim, PAV:5:5:) sertinde de gosterilebilir [5].
5.1 Dik dizimlerin Kurulus Teknikleri
5.1.1. Dik dizimlerin kurulusunda sonlu projektif geometrinin kullanimi

5.1. Teorem

kxr boyutlu bir C matrisi goz oniine alinsin.

Ch € Cy,
€y Cp Gy
C =
L€ Cia Cr
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Burada i © GF(s) dir. Eger t satirll r rankli alt matrisler bulunabiliyorsa, bu
r _k _.n
taktirde OA(® *S !) dik dizimi kurulabilir. Burada * =7 dir . * indeksli dik

t t
dizimde N= As dir. Burada 4 =1 oldugundan N="" dir [5].
C matrisinin satirlar1 PG(r-1,s) sonlu projektif uzayindaki noktanin koordinatlar1 gibi
yorumlanabilir 6yle ki noktalarin t tanesi birlestirilmemistir. Boylece asagidaki

teorem elde edilir.
5.2. Teorem

PG(r-1,s) projektif uzayinda t tanesi birlestirilmemis (t tanesi bir dogru iizerinde

n

ot _ rok
degil) k noktalar bulunabilirse, bu taktirde % =5 >$=P2" olan OA(® % !) dik

tasarimi kurulabilir [6].

5.1. Ornek
Burada s=2 durumu diisiiniilsiin ve (r-2)-boyutlu alt diizleminde olmayan PG(r-1,2)

nin tim noktalarinin seti alinsin. Bu taktirde,
X +x,+..+x, =0 (5.1)

r—l1

. e 2 . .
dir. (5.1) 6zelligini saglayan tane nokta vardir. PG(r-1,2) deki her bir dogru ii¢
noktadan ge¢mediginden dolay1 bu noktalarin ii¢li ayn1 dogru tizerinde degildir ve
dolayisiyla setin disindaki dogrulardan biri (5.1) diizleminde degildir. 5.1. Teorem

deki C matrisinin satirlar1 i¢in bu noktalarin koordinatlar1 almir, 3 kuvvetli

r ~k r-1 r-1
2°2 ’3) diizeni kurulabilir ve 2 tane kisit vardir (k=2 ).

OA(
GF(2) tizerinde kurulan projektif geometri PG(2,2) dir ve r=3 bulunur. PG(2,2) bir
Fano diizlemidir. Bu diizlemin (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,1) dort noktasi

X 42X, +x, =0 dogrusu tizerinde degildir. Bundan dolay1 uygun C matrisi
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- o = O
L = =)

8 tane olas1  siitun vektorii asagidaki gibidir;

01000111
00101011
00011101

82%3

Boylece, OA( ) dik diziminde gerekli siitunlar asagida verilen Cé formuyla

bulunur.

4
0A(3? 3 dik dizimi

01000111
00101011
00011101
01110001

5.1.2. Dik dizimlerin kurulusunda dik Latin kare tam setlerinin kullanihis1
Dik dizimlerin kurulusunda kullanilan diger bir yontem dik Latin kare tam setleridir.

5.3. Teorem

2 s+1
s asal say1 iken s mertebeli ikiserli dik Latin kare tam setinin varligi OA(® »° 2

)

dik diziminin varligini ifade eder.

2 s+l
Bundan dolay1 tiim s i¢in ikiserli dik Latin karenin en az bir ¢ifti OA(S »5 ’2) dik

diziminin varligin1 vurgular (s=6 harig) [28].
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4
3. mertebeden dik Latin kare tam seti gz Oniine alinarak OA( 2.3 ’2) dik dizimi

asagidaki gibi kurulur.

oa(®3"2) dik dizimi
000111222
012012012
012120012

012201120

bdyle bir dik dizimin birim indeksli ve iki kuvvetli oldugu goriiliir. Bundan dolay1 3

4
mertebeli 2 ikiserli dik Latin kare tam setinin varligi OA( 9.3 ’2) dik diziminin

varligini ifade eder [21].
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6. LATIN KARE CESITLERI

6.1. Semi-Latin Kare

Bir (nxn)/k semi Latin Kare, her hiicrede k harf olmak {izere, her harf, her satir ve
her siitunda bir kez meydana gelecek sekilde, nk harfin her satir ve her siitunda

mutlaka yer aldig1 kare tasarimdir.

Ornek olarak, 6x6 boyutlu, her gézede k=3 tane harf bulunan ve her satir ve her
stitunda toplam 18 (=nxk=6x3) harf bulunan Semi-Latin Kare 6rnegi verilebilir.
Semi-Latin Kare de, Latin Kare den farkli olarak gozelerde birden fazla islem yer

almaktadir.

ALU | FKV | BGW | CHY | DIZ | EJX
CIV |BJU |HLZ | EFW | GKX | ADY
DJW | AEZ | CKU | ILX |BFY | GHV
EKY | HIW | AFX | DGU | JLV | BCZ
FGZ |CDX |IJY | ABV |EHU | KLW
BHX | GLY | DEV |JKZ | ACW | FIU

Her gozede k=3 harf (islem) bulunmaktadir. ALU beraberce tiim satir, slitun ve
gozelerde yalnmizca bir kez goziikmistiir. A ele alinirsa , A 1. satir ve 1. slitunda
yalmiz bir kere goziikmiistiir. Ayrica tlin satir ve siitunlarda toplam 18 harf yer

almaktadir.

6.1. Tanim

OA[n’k;3;n,,n,,ny;

Bir (nxn)/k Semi-Latin Kare, 2] dik dizimine uymaktadir.

Uvari: . . . . e C .. .
Y Semi Latin Kare ‘nin satirlar1, dik dizimin satirlarinin birini sembolize eder.

Yani her Semi Latin Kare yardimi ile dik dizimin bir satir1 olusturulur.
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6.2. Trojen Kare

Trojen kare optimal Semi Latin karedir. Bir Trojen kare, nxn boyutlu Latin kerelerin
k karsiliklt bagimsiz (mutually orthogonal) bir setini i¢erir. Semi Latin karenin her
blogu, tiim tek karelerin uygun hiicrelerinde meydana gelen islemleri igerir. Greko
Latin karenin varoldugu herhangi bir n degeri i¢in Trojen kare olusturabilir. Ornegin,
n=6 igin

l<k<n

Trojen kare yoktur. Trojen karede olmalidir.

6.3. Yar1 Tam Latin Kare (Quasi Complete Latin Square)

w ol o m »
| »>| O O ®
gl = w > o
> Al m| w o
Al @ » gl o

Bu bir Latin karedir ¢iinkii her harf her satir ve her siitunda yalnizca bir kere
gbzikmiistiir. Bu ayn1 zamanda Yar1 tam 6zelligini de saglamaktadir. Ciinkii her harf

komsu (bitisik) harfi ile yatay ve dikey olarak 2 kez goziikmiistiir.

6.3.1. Satir — yar1 tam Latin kare (Row-quasi complete Latin square)

Bir Latin kare, eger harf sembollerinin her siralandirilmamis (unordered) cifti,

karenin her satirinda ardisik pozisyonda kesin olarak iki defa goziikiiyorsa «Satir

Yar1 Tam” .. .
olarak isimlendirilir.

Ornegin, A-C, A-D, A-E, B-D, B-E, C-E siralanmanus g¢iftlerdir. A-C icin, AC gifti
2. satir ve 5. satirda ardisik olarak yan yana gelmistir. B-D i¢in, BD ¢ifti 2. satir ve 3.

satirda yan yana gelmistir.
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6.3.2. Siitun — yar1 tam Latin kare (Column-quasi complete Latin square)

Bir Latin kare, eger harf sembollerinin her siralandirilmamis ¢ifti, karenin her bir

stitununda ardisik pozisyonda kesin olarak 2 defa goziikiiyorsa «Silitun — Yar Tam .

Latin kare olarak adlandirilir.
Ornek olarak, siituna gére A-C, A-D, A-B, E-D, E-B, C-B siralanmamus ¢iftlerdir. A-
C i¢in, AC ¢ifti 3. siitun ve 4. siitun ‘da ardisik olarak yan yana gelmistir.

6.4. Latin Kare Isotopy

Bir Latin kare, diger bir Latin karenin satirlari, siitunlar1 ve sembollerinin yer

1sotopiktir

degistirmesi ile elde edilebiliyorsa, bu iki Latin kare denir.

Isotopizm, bir denklik iliskisidir (equivalence relation). Latin karelerin setleri 1sotop

St ) verilen alt setlere bolinebilir. Bu bolinmede, ayni siniftaki iki kare

1sotopiktir, farkli siniftakiler isotopik olmaz.

6.5. Yakin Dik Latin Kare - MNOLS (Mutually Nearly Ortogonal Latin
Square)

6.2. Tanim

L ve Ly, v=2m olan ve {0,1,2,...,2m-1} sembollerinden olusan Latin kareler olsun.

Bu iki Latin karenin MNOLS olmasi i¢in;
bu Latin karelerin her birinin i. satir ve j. slitun elemanlar1 eslestirildiginde ayni

elemandan iki tane yan yana olmamalidir. Baska bir deyisle, L, ‘den gelen eleman /

ve L, ‘den gelen eleman /" ise /' #/ olmalidir.

|l '—1 | # m ise bu ¢ift iki kere, degil ise bir kez goziikecektir.



58

Not : Dik Latin karelerde her ¢ift sadece bir kez goziikiiyordu.

Cift mertebeli yakin dik Latin karelerin sinirlar1 agsagidaki teoremde verilmistir.

6.1. Teorem

LiLy,.n L, v=2m mertebeli ve {0,1,2,...,2m-1} sembollerinden olusan t tane Latin

kare olsun. Bu Latin kareler karsilikl1 yakin dik ise

<Y1 v=2mod4
2

<Y v =0mod4

esitlikleri saglanir [6].

t tane karsilikli yakin dik Latin kare (MNOLS) de t, sinirlara esit olursa, bu t tane

tam (complete) MNOLS

karsilikli yakin dik Latin seti olusturur.
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7. PROJEKTIF GEOMETRILER ve DUZLEMLER

7.1. Tanmim
P noktalarin, B ise dogrularin bir kiimesi olsun. n, p kiimesine ait bir nokta, b 'de B

kiimesine ait bir dogru olmak tizere (n,b) ikilisi dikkate alinsin.

* < PxB alt kiimesine "lizerinde bulundurma baglantis1”" denir. (n,b)e* ise bu n*b

ile gosterilir. n*b ifadesi, "n noktasi, b dogrusu iizerindedir" anlamindadir [14].

Bu kisimda hesaplamalar (mod p) 'ye gore yapilacaktir. p bir asal sayidir. Bu

durumda (mod p) kalanlar1 bir sonlu cisim olustururlar. her p asal sayis1 ve her n

pozitif tam sayis1 i¢cin GF(p") mevcuttur. Projektif geometri kavraminda noktalar

ve dogrular GF(p") kullanilarak tanimlanacaktir.

GF(p") 'in hepsi birden sifir olmayan m+1 elemanli sirali kiimesi m boyutlu sonlu

projektif geometride bir noktadir.

1 1 1
(a,,ay,...,a,.,).(a,'",a,",...,a,,,") iki kiime olsun.

a,=Aa,',i=1,2,...m, 1 #0,A c GF(p")

yani,

— 1 1 1
(a,ay,...a,.,) = Ma),ay',...a,.,") ise (a,a,,....0,.,) noktasi ve bununla orantili

tiim noktalar ayn1 noktay1 gosterir.

P =(a,,a,,...,a P, =(a',a,',.,a ' o
1 =(a,,05,5000,,.) ve "2 (a,.ay",... m+1)fark111k1noktaolsun.

AP+ A4, P, =Aa +Aa' Aa,+ a,',..., Aa,, +A,a,.' (7.1)
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A, A, c GF(p") en az bir A sifirdan farkli (7.1) ile verilen ifade "dogru tanim1"
olarak alinir.

Bu tarzda elde edilen noktalar ve dogrular sistemine "GF(p") 'in m-boyutlu
projektif geometrisi" denir. ve PG, (p") ile gosterilir.

GF(p") 'in (m+1) swrali kiimelerinin sayis1 p""*" 'dir. (0,0,....0) kiimesi
cikarildiginda ( p"""*"-1) sirali kiimenin elemanlarindan en az biri sifirdan farklidir.
GF(p") 'in eleman sayist sonlu ve bu sayt p” oldugundan (6.1) nedeniyle p”-1
tane (m+1) elemanli swrali kiimenin ayni noktayr gdsterecegi agiktir. O halde

PG, (p") 'deki farkli noktalarin sayisi,

n(m+l1)

=l+p"+p”+..+p™
1 ptp p (7.2)

bulunur.

PG, (p") 'in k-boyutlu alt vektdr uzayi PG (p") olsun. bu alt uzay BB sees B
lineer bagimsiz nokta ile tanimlidir.
PG, (p") 'deki noktalarin sayisi ise

n 2n kn
l+p"+p”" +...+p (1.3)
PG, (p") alt uzaylarmn her biri (k+1) bagimsiz nokta ile tanimlanir.

n 2n mn

Ik nokta A ise A noktasi (1 tpotp Fetp ), P, noktast
(p" +p* +...+p'""), P, noktasi (p”" +..+p"),... P ,

In

2n mn kn mn
(P TP tetp ),...,P’f+l noktast (£ TPy yolla secilir.
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O halde PG, (p") 'deki (k+1) bagimsiz noktanin sirali kiimelerinin sayist,

l+p" +p” +.4p™ p +p"+.+p™ p . +p™
) ( ) ( ) (7.4)

ile verilir.

PG, (p") 'deki (k+1) bagimsiz noktanin sirali kiimelerinin sayist ise,
1+ n + 2n +.+ kn n + .+ kn (k-1)n + kn kn
G PP PO, TPy 1)

Esitlik 7.4 ve esitlik 7.5 kullamilarak PG, (p") 'deki PG, (p") alt uzaylarinin sayisi

bulunur ve asagidaki bigimde verilir.

(A+p" +.4p"™)(p" +...+p™)
1+ p" 4.t p™) (P + ™) (p™) (7.6)

Ayni diisiince tarziyla PG, (p") alt uzaym igine alan PG (p") alt uzaylarindan s6z

edilir. PG,(p") alt uzaymin da (s+1) bagimsiz nokta ile tanimlanacag: agiktir.

PG, (p") PG (p")

‘nin olusturulmasinda ‘de bulunmayan bir nokta secilerek

(k+1)n+“.+pmn)

islemlere baslanir. Bu nokta P olsun. P noktasi, (p noktasi

(k+2)n mn
disinda segcilir. Frewa noktast, (p +..+p™)

])k+3 & PGk+1 (pn

noktast disinda segilir. Yani

) dir. Bu sekilde nokta secimine devam edildiginde PG (p") ‘e

ulagilir. s>k PG (p") ‘1 bulunduran PG (p") alt uzaylarinin PG, (p") ‘deki
sayisl,

(" + - p")(p" H o+ p™)
(p(k+l)n + .+ psn )-“(p(s—l)n + psn )(psn) (77)
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7.1. Afin Diizlem

7.2. Tanim

N, noktalar ve dogrulardan olusan bir sistem olmak iizere,

N sisteminin her bir noktasi, s farkli dogru lizerindedir. (s>1)
N, sn farkli farkli dogruya sahiptir. n dogrunun olusturdugu s tane paralel simf

vardir. Ayni paralel siniftaki farkli dogrular ortak noktaya sahip degilken, farkl

Ce . . . . 2
siniftaki iki dogru tam bir ortak noktaya sahiptir. N sisteminde 7 farkli nokta vardir.

n. mertebeden bir net

Yukaridaki kosullar1 saglayan N sistemi, s dereceli olarak

adlandirilir.

n=1 ise basit net (trival net)

bozulmus net (degenerate net) olarak adlandirilir.

s=1 ise
Burada d, N neti i¢in eksiklik (deficiency) olarak adlandirilir. d pozitif tam sayidir.
(d=k-r+1)

Her sonlu N neti agagidaki esitlikleri saglar.
s+d=n+1

n =s(n-1),n, =d(n-1)

P =n-2+(s—1)(s-2)

P, =P, =(s-1d

Py =d(d-1)

P, =n-2+(d-1)(d-2)

Py =P, =(d-Ds

Ri=s(s=1)

n mertebeden bir sonlu net i¢in, d=0 ise bu net, n mertebeden bir Afin ditzlem

belirtir [7].
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n mertebeden bir afin diizlemde;

. 2
1. toplam nokta sayisi,

ii. toplam dogru sayisi, n’+n

1ii. her dogru iizerinde n nokta vardir,

iv. her noktadan n+1 dogru gecer,

v. farkli iki noktadan tek bir dogru gecer,

vi. farkli iki dogru en ¢ok bir noktada kesisir.

d=0 ise N netini dyle bir S alt seti vardir ki, N ‘de birbiriyle birlesmeyen fakat S ‘de

birlesen nokta ¢iftleri mevcuttur. S setine N netinin kismi transversali denir.

7.2. Projektif Diizlem

2 . . o
Bn+1.1;" +n+1] " >2 iken 1 mertebeden projektif diizlem olarak bilinir [2, 9].
n mertebeden bir projektif diizlemde;

i. toplan nokta ve dogru sayisi, n” +n +1
i1. her dogru iizerinde n+1 nokta vardir,
iii. her noktadan n+1 dogru geger,

iv. farkli iki noktadan tek bir dogru gecer,

v. farkli iki dogru en az bir noktada kesisir.

Bir afin diizlemde birbirine paralel dogrular, dogru demetini olusturur. Diizlemde her
bir demet i¢in, bu demetin tiim dogrularini iizerinde bulunduran, fakat afin diizlemin

1deal nokta

noktalar1 arasinda bulunmayan yeni bir nokta alinir, buna denir. Tiim

ideal noktalar1 tizerinde bulunduran dogru ideal dogru

olup afin diizlemin dogrularin
katilir. Elde edilen yeni sistem afin diizlemin bir tamamlanisidir. Her afin diizlemin

tamamlanis1 bir projektif diizlemdir.
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2. mertebeden bir Latin kare seti goz Oniine alinsin.

L—12 7.8
-, | a®

Esitlik 7.8 ‘deki Latin kare setinde 1. ve 2. denemeler matrisin 2. satirinda da
goriilmektedir. Ancak bu ayni deneylerin farkli kosullarla denendigini ifade
etmektedir.dolayisi ile elde edilen sonuglar farkli olacaktir. Bu farklilig1 ifade etmek

icin L, Latin karesi yeniden yazilacak olursa;

L= NN, 7.9
N, W, (7.9)

Burada her satir ve her siitun bir dogru olarak diisiiniilsiin. Boylece dogrular;
dl = {Nl’Nz},dz = {Ns,N4},d3 = {N15N3}ad4 = {NzaN4}

Esitlik 7.8 ‘deki 1 elemanina esitlik 7.9 ‘daki N, karsilik gelmektedir. Esitlik 7.1 ‘de
ikinci satirdaki 1 elemanina esitlik 7.9 ‘da N, karsiik gelmistir. Boylece

d; ={N,,N,},d; ={N,,N,} olacaktir.

Boylece 4 noktasi, 6 dogrusu olan bir sistem elde ederiz. Bu 2. mertebeden en kiiciik

afin diizlemdir.

Sekil 7.1. 2. mertebeden afin diizlem
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2. mertebeden afin diizlem, 2. mertebeden projektif diizleme tamamlanabilir. Bunun

icin ideal noktalar ve ideal dogru sdyledir;

d,Nnd, =N,
d;nd, =Ng ideal noktalar
d;ndg =N,

d7 ={N5’N6’N7}

ideal dogru

Sekil 7.2. 2. mertebeden projektif diizlem

Boylece 7 noktali, 7 dogrulu en kiiciik projektif diizlem elde edilir. Buna “fano”

denir.

Boylece 2. mertebeden Latin kare tam setine 2. mertebeden projektif diizlem karsilik

gelmis oldu.

Bu ayn1 zamanda bir Stenier sistemdir. (¢ > 2,1 — (k,1;v))

n mertebeden bir afin diizlem 2—(n,l;n*), n mertebeden bir projektif diizlem

2—(n+1L1;n° +n+1) birer Stenier sistem &rnekleridir [8].
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7.2.1. 3. Mertebeden ikili dik Latin kare tam setine karsihk gelen projektif

diizlem

3. mertebeden ikili dik Latin kare tam seti gozoniine alinsin.

L Latin karesinin, denemelerin elde edilen sonuglari cinsinden ifadesi,

Nl N2 N3
L =|N, N, N
N7 N8 N9

dir. L Latin karesinden elde edilen dogrular asagidaki gibidir.

dy={N;,N,,N;} d, ={N,N,,N,;} d; ={N;,Ng, Ny}
d, ={N,,Ns,N¢} ds ={N,,N;, N} dg ={N,,N,,N,}

ds :{N7’N8’N9} dé :{N3’N6’N9} d9 :{N33N5=N7}

L
Ayni diisiince tarziyla * Latin karesinden elde edilen dogrular,

d10 :{NI’N57N9}
dll :{N29N6’N7}

d12 = {N3’N4’N8}

dir. Bu sistem 9 noktali ve 12 dogrulu, 3. mertebeden bir afin diizlemdir. Bu afin

diizlemin bir gosterimi Sekil 7.3'de verildi.



N, N,
d,
d & d, :
N, )
d. N,
d d
N,
- d; N

Sekil 7.3. 3. mertebeden afin diizlem

E‘l,i."

N.

N,
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3. mertebeden afin diizlemin projektif diizleme tamamlanisindaki ideal noktalar ve

ideal dogru,

d,nd,nd, =N,
d,nd;Nd, =N,
d,nd;,"d,=N,,
d,nd,Nd, =N,

Ve

d13 = {NIO’NII’NIZ’NB}

n. mertebeden bir projektif diizlem PG(2,n) géz oniine alinsin. Bu geometri tizerinde

elemanlarin 6zel segimleri ile n. mertebeden MOLS tam seti olusturulabilir. Bu

secimler soyle yapilir.

1. PG(2,n) iizerinde bir 6zel dogru [/ secilir.

2. [, uzerinde iki 6zel nokta A ve e segilir.
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3. [, 'dan baska E 'den gegen e, (1 <i < n) dogrular segilir.

4. [, 'dan baska A 'dan gegen a (1< j <n) dogrulari belirlenir.

Burada 4, noktalar1 e, ma; gibi disiinilebilir. £, (0 <k < n),l, lizerindeki noktalar

olsun. E, = E,E, = 4 olsun. Her bir E,(2<k <n) i¢in bir L, seti olusturulabilir.

oyleki E, 'y1 ¢, ma; 'ye birlestiren dogru B 4 de keser. [27]

E A E

Omek olarak PG(2,4) 'ii alalm. PG(2.4) 'de 21 nokta ve 21 dogru vardir
(n” +n+1=21).

P =1202D) e BG=120021) ooy

N
>
>
B
o

Puls:P3 P9 P17 P18 le 115:P7 P9 Pl3 P14 P16

N| |

flav
By~
g,
s,

2 Pl3l3:P9 F B, Bs Py, 116:Ps P, By Bs B,

L=k P, B K BlLy=PF B Ry B, Py l,=F K B, B, Fy
lLy=b F P Py Pl,=R By Ry By P, Ly=0 K B, B; B
ly=P P, P Py Pyl,=P, Py Py Py, P, ly=P B, B, P, P
le=F P, B, P, B;ls=F P, P; By P, Lyw=P F By B, b
L=R P P Ry Bgly=F B P, By Py [,=P, K P, By P,

Boyle bir geometri parametreleri v =b =21,7 = k =5 olan bir BIBD olusturuyor.
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21 dogrudan bir tanesi segilecek. 21. dogru olsun.

1. PG(2,4) ‘deki 6zel se¢imli dogru L olsun.
2. 1,, uzerinde iki 6zel nokta P, ve P, olsun.
3. 1,, ‘denbaska E = P, ‘den gecen dogrular, e, =/;,e, =l,,e; =1,,e, =1,, olur.

121

4. A=F olsun. Bu noktadan gegen haricindeki ~ dogrular

a, =l,a,=1,,a,=1,,a, =l olur.
L, karesini elde etmek i¢in E, noktasin1 E, = P, olarak alalim.

e,Na, =P ,E,=P,. P,ve P, ‘iizerinde bulunduran dogru /,, ‘dur. (Tasarim bir
BIBD oldugu i¢in A tektir ve boyle bir tane dogru belirir.) e, N /,, = P, = 4, olsun.

Latin karenin (1,1) hiicresi P, = 4, olur.

eeNna,=IlNly,=P. P, ve P, ‘1 lzerinde bulunduran dogru [/ ‘dir.

e, NI, = P, = 4, olsun. Latin karenin (1,2) hiicresi P, = 4, olur.

e Na,=l,nl,=PR,. P, ve P, ‘1 luzerinde bulunduran dogru /, ‘dur.

e, N1, = P, = A, olsun. Latin karenin (1,3) hiicresi A, = 4, olur.

ena,=l;Nlg=P,. P, ve P, ‘i lizerinde bulunduran dogru [/, ‘dur.

e, NI, = Py = A, olsun. Latin karenin (1,4) hiicresi P, = 4, olur.
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B P R, B P P R Ry P P R, B
Lo|P B P B, _|Pe B R R _|\R R R P
Pe Py P P Py B, P, P PP B, P
Py B, P, P PP PRy P Pe Py, P. P

4. mertebeden bir projektif geometriden 4. mertebeden bir tam Latin Kare seti elde

edildi. n-1 ‘den daha az olursa bir Net ‘e doniisecektir.

Cizelge 7.1 de verilen birliktelik yapisinda d=0 oldugundan homojen tekrarlar igin
bir afin diizlem olustururlar. Tekrarlarin Afin diizlemde bir gosterimi asagida

verilmistir.

'arll

d-

Sekil 7.4. Tekrarlarin afin diizlemde bir gosterimi
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7.3. Tanim

v,b,r k, Afseeis Ay s Ny, My,

m sayilarina 1. c¢esit parametreler

Py (i, ;1 =0.1.2,....m) sayilarina 2. ¢esit parametreler denir.

7.4. Tanim

1
Bir G grafiginde birlestirilmis olan iki kodsenin her ikisi A tane diger koselerle

n,n,, P\, P giiclii diizgiin grafik (

birlestirilmis ise. G grafigi 1>711 parametreleriyle

strongly regular grphf —SRG) 4,11 anir 107,

7.5. Tanim

SRG asagidaki parametrelere sahipse yapay SRG ( pseude singly linked blok graph -

PSLG) adini alir.

n, =r(k-1), n, =k-r(r-0)k-1)/r
plllz(r_l)2+k_2a 17121:’”2

[10].

Bu tekrarlarin birliktelik yapisi, PSLG ‘ye izomorfdur. Bunlar kare latis ‘i meydana

getirirler.
7.3. Latisler

7.3.1. Kare Latisler

n

Kare latis diizenin de ” tane islem vardir. Bunlar, 6nce p genislikli bloklara
yerlestirilir. Bu her biri p diizeyli n tane etkenin olusturdugu faktoriyel deney diizeni
gibi diistiniiliir. Diger taraftan ¢ok sayida islem, p yerine k genislikli (k<p) bloklara

dagitilarak bir ¢6zliim yolu denenebilir. Bu deneme diizeni Dengeli Tamamlanmams
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Blok Diizeni olarak bilinir. Kare latis diizeni ile Dengeli Tamamlanmamis Blok

Diizeni asagidaki bagintilara uyar. b blok sayisi, v islem sayisi, k blok genisligi, r
tekrar sayisi ve A iki iglemin birlikte goriindiikleri blok sayis1 olmak {izere,

r(k—1)
v—1

A =

r = k+1 =p+1
bk = rv
dir.

P" elemanli kare latis diizenini, p" elemanli sonlu cisim (Galois Field) GF (p") ile

iligkilendirmek miimkiindiir [11,12]

Ornegin PG(2,3) dikkate alindiginda elde edilen homojen tekrarlar igin birliktelik
yapisi asagidaki gibidir.

BLOKLAR
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 X X X X

2 X X X X

3 X X X X
4 X X X X
5 X X X X

6 X X X X

7 X X X X

8 X X X X
9 X X X X

7.3.2. Dikdortgensel Latisler

Latis deneme diizeninin bu tipi Harsbarger tarafindan tanitilmistir [13].
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Kare latislerden daha az simetrik olmalarina ragmen daha avantajlidirlar. Bu
diizenlerde k>w olmak tizere k(k-w) islem test edilmek istenir.

Eger k, asal say1 ise k(k-w) nin k ve k-w ¢arpanlar1 vardir. O halde bu diizeni
olusturmanin bir yolu “kxk” boyutlu bir karede, her satir ve her slitundan w tane

harfin silinmesi ile, islemlerin (k-w) bloga yerlestirilmesi olabilir.

w=1 ig¢in, k, asal say1 ve asalin kuvveti ise; kosegen elemanlar1 ayni harften olusan
Latin kare goz Oniine alindiginda, buna dik olan diger kareler istenilen o6zelligi

saglar.

k, tek say1 oldugunda, 1. satir1 0,1,2,...,k-1 gibi numaralandirilip, i. satira 1 ekleyerek
(modul k ya gore indirgenmis olarak) i+1 satiri,.... ve dolayisiyla da kareyi elde

etmek miimkiindiir. Bu kare istenilen 6zelligi saglar [13].

Dikdortgensel latislerde, yalniz iki dik tekrar varsa, Basit Dikdortgensel Latis Diizeni
elde edilir. Ug tekrar kullanildiginda, deneme diizeni denge durumuna daha ¢ok
yaklagir. Ciinkii bir blokta daha ¢ok islem birlikte goziikmiis olur.

7.3.3. Latinlestirilmis dikdortgensel latis diizenleri

Islem sayismin, iki ardisik tam saymim carpim oldugu durumdur. Bu diizenlerde,
birbirine dik olan k satir ve k set mevcuttur. Her set, (k-1) isleme sahip

tamamlanmamis bloklardan olusur [16].

Bu diizenleri olusturmada dik Latin kare tam seti g6z Oniine alinacaktir. Ciinkii tam

setler istenen 6zellige sahiptir.

4. mertebeden dik Latin kare tam seti asagidaki gibidir.
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4 B ¢ D|[4 ¢c D B|[4 c DC
B A DCI||BDCA||BDCD

L= , , (7.10)
C D A4 B|C 4 B D/|C 4 B 4
D CB A||D B 4 C||D B 4 B

Esitlik 7.10 da verilen L, seti 4. mertebeden projektif diizlem tanimlar. L,

sisteminden, Latinlestirilmis Dikdortgen Latis diizeni elde edilir. Latinlestirilmis
dikdortgensel latis diizenlerinin homojen tekrarmi elde etmek i¢in su islemler

strastyla yapilir.

Esitlik 7.10 ‘un 1. Latin karesinin ilk siitunu atilir. Geriye kalan ti¢ siitun yazilir.
Birinci siitunda kalan {i¢ harfe (B, C, D) alfabedeki siralarina gore 1,2,3 numaralari

verilir.

Ikinci satirda kalan ii¢c harfe (A, D, C) alfabedeki siralarma gére 4,6,5 numaralar

verilir. Bu numaralandirma 4. satir i¢in de tekrarlanir. Boylece 1i tekrar elde edilir.

Birinci Latin kareden sirasiyla A,B,C,D ‘nin bulunduklari konumlar1 yazilir. Boylece

2. tekrar elde edilir.

Esitlik 7.10 ‘un 2. Latin karesinin yine 1. siitunu atilir, geri kalan ii¢ siitunun harfleri
1. Latin karenin ii¢ siitununun altina ayni1 konumlarda yazilir. Boylece 3. tekrar elde
edilir.

Ayni diisiince tarziyla esitlik 7.10 ‘un tigiincii Latin karesinden 4. tekrar elde edilir.

L, tam setinden elde edilen Latinlestirilmis dikdortgensel Latis (LRL,) seti

asagidadir.
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1 2 3 4 7 10 5 9 11 6 8 12
4 5 1 8 11 3 12 2 10
Lrr, =14 7 ) (7.11)
9 7 8 2 5 12 I 6 10 3 4 11
12 11 10 36 9 2 4 8 1 57

L, ve LRL, setleri isabet yapilardir. Daha once belirtildigi gibi L,, 4. mertebeden
projektif diizlem tanimlamakla birlikte LRL,, projektif diizlem aksiyomlarini

saglamaz. Cilinkii 1. siitunun atilisi geometrik olarak, bir dogru ve iizerindeki

noktalarin atilis1 anlamindadir.

Bloklar dogrular gibi, islemler dogru tlizerindeki noktalar gibi diisiintildiiglinde, 16

dogrusu, 12 noktasi olan bir isabet yap1 ortaya ¢ikar.

di212395247.109=50,11%3=68.12

dy-4.65%=18.11%0=3712%:=29.10

d,=9,7,8d,=2,5,12d,,=1,6,10d,,=3,4,11
d,=12,11,10d4,=3,6,9d,,=2,4,8d,,=1,5,7

A : Her bir islem ¢iftinin birlikte gériinme sayis1 olmak iizere A4,=1, 4,=0 durumu

gozlenir. Esitlik 7.11 ‘de verilen sistemin birliktelik yapis1 Cizelge 7.1 ‘deki gibidir.



Cizelge 7.1 (7.10) ‘de verilen sisteme iliskin birliktelik yapisi

BLOKLAR
. tekrar 1 . |  tekrar2 | o tekrar3 . tekrar4
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 X X X
2 X X X X
3 X X X X
4 X X X X
5 X X X
6 X X X X
7 X X X
8 X X X
9 X X X X
10 X X X X
11 X X X
12 X X X X
A, =1 Grubu A, =0 Grubu
(1,2) (1,3) (1,4) (1,6) (1,7) (1,8) (1,10) (1,11)  (1,4) (1,9) (1,12)
(2,1)(2,3) (2,4) (2,5) (2,8) (2,9) (2,10) (2,12) (2,6) (2,7) (2,11)
(3,1)(3,2) (3,4) (3,6) (3,7) (3,9) (3,11) (3,12) (3,5) (3,8) (3,10)
(4,2) (4,3) (4,5) (4,6) (4,7) (4,8) (4,10) (4,11) (4,9) (4,12) (4,1)
(5,1) (5,2) (5,4) (5,6) (5,7) (5,9) (5,11) (5,12) (5,3) (5,8) (5,10)
(6,1) (6,3) (6,4) (6,5) (6,8) (6,9) (6,10) (6,12) (6,2) (6,11) (6,7)
(7,1)(7,3) (7,4) (7,5) (7,8) (7,9) (7,10) (7,12)  (7,2) (7,6) (7,11)
(8,1)(8,2) (8,4) (8,6) (8,7) (8,9) (8,11) (8,12) (8,3) (8,5) (8,6)
(9,2) (9,3) (9,5) (9,6) (9,7) (9,8) (9,10) (9,11) (9,1) (9,4) (9,12)

(10,1) (10,2) (10,4) (10,6) (10,7) (10,9) (10,11) (10,12)  (10,3) (10,5) (10,8)
(11,1) (11,3) (11,4) (11,5) (11,8) (11,9) (11,10) (11,12)  (11,2) (11,6) (11,7)
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7.6 Tanim
(r,k,t) karakteristikli kismi geometri, noktalar ve dogrularin bir isabet bagintisinin

sistemi olup asagidaki aksiyomlar1 saglar.

Herhangi iki nokta en fazla bir dogru iizerindedir.

Her nokta r dogru tizerindedir.

Her dogru iizerinde k nokta vardir.

Eger P noktasi, q dogrusu lizerinde degilse, P ‘den gecen q ile kesisen tam t dogru

(t>1) vardir.

(r.k,t) kismi geometrisinde v noktalarin sayisi, b dogrularin sayist olmak tizere

v =k —1)(k-1)+1]/t
b=r(r—1)(k-1)+1]/t

ile verilir.

Sonug olarak esitlik 7.11 de verilen LRL, sisteminin (r,k,t) kismi geometrisi oldugu
goriildii. Esitlilk 7.10 da verilen L, setinde, her bir kareden bir blok yerine ardigik iki
blok atildiginda k (k-w) dikdortgensel latis diizeni elde edilir. Bunun i¢in birliktelik

yapis1 ve parametreleri asagidaki gibidir.
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Cizelge 7.2 k(k-w) dikdortgensel latis i¢in birliktelik yapisi

BLOKLAR

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 X X X X

2 X X X X

3 X X X X

4 X X X X
5 X X X X
6 X X X X

7 X X X X

8 X X X X

Cizelge 7.2 ‘deki tasarima iligkin parametreler asagida verilmistir.

0 3
P =
A =1,2,=0 3.0 v=8,b=16
n =4,n,=3 4 0 r=4,k=2,t=1
> lo 2

Cizelge 7.2 deki yapinin (4,2,1) kismi geometrisi oldugu goriiliir. Homojen tekrarlar

asagidaki gibidir.

tekrar Itekrar II  tekrar III tekrar IV

I 2)(5 8 4 7 36
3 4|(6 7 25 1 8
5 6|1 4 3 8 27
7 8)\2 3 1 6 4 5
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7.1. Ornek

3. mertebeden dik Latin kare tem seti alinmis olsun.

A4 C B A B C
L,={|B 4 C|,|B C 4
C B 4 C 4 B

L,setinden elde edilen Latinlestirilmis dikdortgensel latis diizeni i¢in homojen

tekrarlar soyledir.

tekrar [ tekrar 11 tekrar I11
3 5)(2 1)(4 6
1 6|3 4|1 3
2 416 5)\2 5

Homojen tekrarlara iliskin birliktelik yapisi Cizelge 7.3 de verilmistir.

Cizelge 7.3 homojen tekrarlara iliskin birliktelik yapis1

BLOKLAR

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 X X X
2 X X X
3 X X X
4 X X X
5 X X X
6 X X X

Homojen tekrarlar (3,2,1) kismi geometrisidir. (3,2,1) kismi geometrisinin bir

gosterimi asagida verilmistir.
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on

Sekil 7.5. (3,2,1) kismi geometrisinin bir gosterimi

Bu diizenlerden elde edilen dikdortgensel latislerin homojen tekrarlarinin geometrik

yapist (r.k,t) kismi geometrisine uyar.
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8. GRAFIKLER VE LATIN KARE

8.1. Grafik Teori

Bir G grafigi, koseleri gosteren elemanlarin sonlu bir seti olan 7 ve kenarlar
gosteren ilgili koselerin ikililerinin bir seti olan £ ‘den olusur. Kdseler noktalar
tarafindan, kenarlarda ilgili koselerle baglantili cizgiler tarafindan agiklanabilir.
Ornegin; eger G=(V,E) , V={a, b, c, d} ve E={{ab},{b,c},{c,d},{ac}} ise, o

zaman, G su sekilde gosterilebilir,

Sekil 8.1. G grafigi

8.2. Latin Kare ve Iki Kisimh (Bipartite) Grafikler

Bir grafigin basit yapist ile Latin karenin daha karmasik yapisi arasindaki iliski
baslangicta asikar degildir.
IIk olarak grafiklerin bir ailesi olan * Iki Kisimli Grafikler (Bipartite graphs)”

bilinmelidir. Bu grafiklerde kose iki kisma ayrilmis, alt setler U={u,,u,,....,u, } ve
W={w,w,,...,w,} gibi V' set olmahdir. U ‘da veya W ‘de birlestirilmis iki kose

kenar degildir. Béyle grafikler problemleri modellemede kullanilir. Ornegin; U ile
adaylarin, W ile de islerin bir seti gosterilsin ve kenarlar ile adaylar i¢in atanmis

isleri tanimlasin. Alternatif olarak kadin ve erkeklerin setleri U ve W ile gosterilsin
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ve kenarlar tahmin edilmis bir servisten olasi esler olarak gosterilsin. Latin kare

diisiiniildiglinde, Farz edelim |U| - |W| ve U ve W sirastyla, n. mertebeden bir Latin
karenin satir ve siitunlarii gostersin. Eger L ‘nin (i,)) girisindeki sembol k ise, o

zaman bir kenar i ve j koselerinin birlesimidir. Boyle bir grafik iki Jasmh ‘dir.

|U| - |W| =n ‘de bulunan ve W ‘nin her kosesinden U

Ayrica bir iki kisimli grafik
‘nun her kdsesine birlestirilmis koselerdir ve Ko ile gosterilir. Bir 1-faktor koseleri

E
ve kenarlar1 bir alt set olan ~ ‘nin bir grafigidir, dyle ki bu her kose dogal olarak

E
tam bir kenara sahiptir. eger alt setlere ayrilabiliyorsa o zaman G, 1-faktore

ayristirilabilir ve G ‘nin 1-faktorlesme oldugu soylenebilir. Sekil 8.1 ‘deki grafikte,

U] =]

dogal olarak tam iki kenara sahip her kose ve W| =5 ile bir iki kissmli grafikte

1-faktérlesme tanimlanabilir.

8.1. Teorem

K ‘in bir 1-faktorlesmesi n mertebeden bir Latin kareye denktir [3].

Yardimci teorem 8.1 r<n ile bir rxn dikdortgensel Latin R ‘de, k<n siitunlarin higbir

setinde goziikkmeyen en az k sembol vardir [3].

8.3. Latin Kare ve Grafik Faktorlesmesi

[lk olarak matris toplamimin L = L, + L, + L, + L, olacak sekilde asagidakiler dikkate

alinsin.

Ve

AW oD
O I i \ ]
N = s W
=N W b
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o o = O
o = o O
S O O N
N O O O
w o o O
S O O W
S O O
S O b~ O
S O O B

Her matris L,,L,,L,,L, Sekil 8.2 ‘de noktalarla gosterilen dogal bir grafige sahiptir.

1 3
WD 3 D
2D D 2 4
L L
S | 3
L L
Sekil 8.2. L Ly, Ly, L, Latin karelerinin noktalarla gésterimi

8.2. Teorem

Fo= I=(n-D! , K . . .
£, =L, /n=@-Dl,, K, in faktorlesmelerinin sayisini verir. L, ve Ly ayr1 ayri n.

mertebeden Latin karelerin ve indirgenmig Latin karelerin sayisidir [3].
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K g K,

n R

Sekil 8.3. ii¢ kdse lizerinde tamamlanmis grafikler

Bir matrisin girisleri, koseleri arasindaki komsular ile gosteriliyorsa matris

(komsuluk matr1s1) olarak bilinir ve Latin karenin esas kdsegen elemanlar tek bir

unipotent Latin kare olarak bilinir. Komsuluk matrisin

sembolden olusuyorsa
istinde bulunan satirlarin permiitasyonu dikkate alindiginda, bu durumda ilk satir
dogal dizisindedir. Matris sonugta bir indirgenmis Latin kare olacaktir. Boylece, ilk
satir1 dogal dizisinde olan her unipotent Latin kareden tam bir indirgenmis Latin kare

elde edilebilir.

Indirgenmis bir Latin kare verilmis olsun, satirlarin tam permiitasyonu, ilk satir sabit

birakilacak ve esas kosegen iizerindeki elemanlara sifirlanacak sekilde olsun.

Ornegin,

1 23 4
132 4

satirlar1 doniistiiriilmiis Latin kareye uygulanan permiitasyon ile asagidakiler elde

edilecektir.
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01 23 01 23
1 30 2 2 0 31
2 0 31 1 30 2
3210 3210

Bunlardan ilki, bir indirgenmis Latin kare ve ikincisi, K , ‘un bir 1-faktdrlesmesinin

komsuluk matrisidir.

Sekil 8.4 ‘de gosterilen 1-faktorlesmede bu diisiince tarziyla, indirgenmis, simetrik,

unipotent Latin kare bulunur. Bu asagida verilmistir.

© 0 1 23 4

w (001 23 45
o |l 04253
1 |2 40531
2132501 4
3 145310 2
4 \531 420

K ‘nin 1-faktorlesmesine iliskin grafikler ile gosterim Sekil 8.4 ‘de verildigi

gibidir.
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0

0
0
4 1 / 1
4 o
4_l_1 \ ) /<2
2
3 3
oD
3 —

Fy J'iLTI F]

u

F F,

Sekil 8.4. K, nin bir 1-faktorlesmesi

8.1. Ornek

1 3 2

0
2m=4 i¢in L, in 1ilk iki satir1
1 2 0

4 .
4) dir. Ilk iki satirin dogal dizisi

koselerin serisini verir.

0,1,3,2,4,1,2,0,3,4

Ky in bir 1-faktorlesmesi Sekil 8.5 ‘de gosterilmistir. 11k kdse 0 ‘dan baslanir ve bir

geri olan 4. kdsede durulur.



Sekil 8.5. K,

87
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9. SONUC

Bu tezin amaci, Latin kareleri tanitmak, Latin kareler ve Latin kare gesitlerinin
kuruluslarini gesitli geometriler yardimiyla ortaya koymak ve Latin kareler ile diger
tasarimlar1 incelemek amaciyla yapilmistir. Bu amag¢ dogrultusunda dncelikle Latin
kareler, dengeli tamamlanmamis blok tasarimlar1 (BIBD), {i¢lii sistemler ve Stenier
ticlii sistemler (STS), ikili dengeli tasarim (PBD), transversal tasarim (TD), dik dizim
(OA) tanimlar1 yapilmistir. Latin karelerin bu tasarimlarla iligkisi incelenmistir. Daha
sonra dik Latin kare tam setlerinin (MOLS) kurulusunda projektif geometri
incelenmis ayrintiya girmeden Latin kare cesitleri ve grafikleri tanitilmaya

calisilmigtir. Tezin igerisinde;

Latin karelerin iliskili oldugu Tasarimlar, geometrik yapilarini iredelemede ele alinan

ornekler ve gdsterimler orjinaldir.

Latin kareleri, grafik Teoride de 6nemli uygulama alan1 bulmustur. Bunun i¢in iyi bir
grafik Teori bilgisine ihtiya¢ vardir. Tezin igerigi geregi bu konuya fazlaca
girilmemistir. Ancak bu alanda caligsan aragtirmacilara bir yol gostermesi bakimindan
bazi temel bilgiler iizerinde durulmus, konunun anlasilabilmesi i¢in Ornekler

verilmigtir.

Sonug olarak bu tezin amaci, Latin Karenin 6zellikleri kullanilarak, Tasarim Teorisi,
ve buna bagl olarak Kodlama Teorisinde énemli uygulama alan1 bulmanin miimkiin

oldugunu ve hala bir ¢ok agik problemin bulundugunu arastirmacilara iletmektir.
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