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Kaplansky (1954) tarafindan ilk olarak ele alinan; bir modiiliin iki dik toplanani ara-
sindaki iligki ve baglantilarin incelenmesi giiniimiizde de bir¢ok ¢alismanin konusu ol-
maya devam etmektedir. Bir R—modiil M nin herhangi alinan iki dik toplananin kesigimi
yine bir dik toplanan olur ise M modiiliine toplanan kesisim 6zelligine ( summand inter-
section property) kisaca SIP 6zelligine sahip modiil denir. STP 6zelligine sahip mo-
diiller Wilson (1986) tarafindan tanimlanarak literatiire kazandirilmistir. Ilerleyen zaman-
larda yapilan ¢aligmalar neticesinde .S7 P modiillerin duali olarak kabul edilen toplanan
toplam 6zelligi ( summand sum property) kisaca SSP o6zelligine sahip modiiller, Garcia
(1989) tarafindan M R—modiiliiniin alinan herhangi iki dik toplananin toplami yine bir
dik toplanan olur ise M modiiliine S'S P 6zelligine sahip modiildiir seklinde tanimlanmis-

tir.

Literatiire kazandirilmig iki 6nemli kavram olan SS P ve SIP modiilleri ile ilgili ola-
rak bircok arastirmaci modiillerin karakterizasyonu konusunda 6nemli ¢aligmalar yapmig-
lardir. Bu ¢alismalarda SSP ve SIP modiil ailelerinin pek ¢cok genellemesini ve karak-
terizasyonunu elde etmislerdir (Abyzov ve Tuganbaev 2014 ; Alkan ve Harmanci 2002;
Amin, Ibrahim ve Yousif 2014 ; Anderson ve Fuller 1974; Arnold ve Hausen 1990; Clark,
Lomp, Vanaja ve Wisbauer 2006; Dung, Huyn, Smith ve Wisbauer 1994; Fuchs 1970; Ha-
usen 1989; Kasch 1982; Karabacak ve Tercan 2007; Nicholson ve Yousif 2003; Tasdemir
ve Karabacak 2019; Valcan 2009; Wisbauer 1991).



Bu baglamda ele alinan ¢alismada, STP ve SSP modiillerinin birer genellemeleri
olan ESIP ve ESSP modiillerin tanimlart verilmis, £SIP ve ESSP modiillerin sahip
olduklar1 6zellikleri arastirilmig ve modiillerin karakterizasyonu elde edilmigtir. M bir
R— modiil olmak iizere; her A, B <; M i¢cin AN B <. D olacak sekilde D <; M var
ise M modiiliine biiyiik - kesisim 6zelligine (essential summand intersection property)
sahip bir modiil; benzer olarak A + B <. D olacak sekilde D <; M var ise M mo-
diiliine biiyiik - toplam 6zelligine (essential summand sum property) sahip bir modiildiir
denilmigtir. Calismanin devaminda ESTP ve £ SSP modiiller ile STP ve SSP modiil-
lerin arasindaki farklara deginilerek bu farklarin anlagilabilmesi i¢in 6rnekler verilmistir.
Halka ve modiillerin hangi kosullar altinda £STP ve E'SS P o6zelliklerine sahip olacak-
lar1 ayr1 ayr1 incelenmis ve bu inceleme sonucunda elde edlilen kosullar verilmistir. Halka
ve modiiller iizerinde £ SIP ve ESSP 6zelliklerinin karakterizasyonu arastirtlmig, S P
ve SSPileilgili onermeler £SIP ve ESSP ozelliklerine genelllestirilmistir. Elde edilen
kavram, kosul ve 6nermeler yardimi ile halka ve modiillerin farkli karakterizasyonu elde

edilmistir.
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ABSTRACT

CHARACTERIZATION OF MODULES AND RINGS WITH THE
INTERSECTION OF DIRECT SUMMANDS SUB-MODULES AND THE SUM
OF THEIR SUMS
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The study of the relations between two direct summands was initiated by Kaplansky
(1954), continues today. If the intersection of any two direct summands of an R-module
M is also a direct summand, the M module is called a SIP module. SIP modules was
given by Wilson (1986). In this context, the S'SP module, which is considered as dual
of STP modules, was defined and introduced into the literature by Garcia (1989) as the
SS P module, if the sum of two direct summands is a direct summand of M. Afterwards,
many author studies were conducted regarding SSP and SIP modules. They obtained
many generalizations and characterizations of the SSP and SIP module families from
these studies ( Abyzov and Tuganbaev 2014 ; Alkan and Harmanci 2002; Amin, Ibrahim
and Yousif 2014 ; Anderson and Fuller 1974; Arnold and Hausen 1990; Clark,Lomp,
Vanaja and Wisbauer 2006; Dung,Huyn,Smith and Wisbauer 1994;Fuchs 1970; Hausen
1989; Kasch 1982; Karabacak and Tercan 2007; Nicholson and Yousif 2003; Tasdemir
and Karabacak 2019; Valcan 2009; Wisbauer 1991).

In this work, the definitions of £.STP and FSS P modules, which are generalizations
of SIP and SSP modules, are given and the features of £SIP and ESSP modules
are investigated. Let M be an R—module; for every A, B <; M if there is D <; M
such that AN B <. D , then M has an essential summnad intersection property and for
every A, B <; M if there is D <; M such that A + B <., D, it is said that the M
module has the essential summand sum property. Then, the differences between £SIP
and £SS P modules and ST P and SS P modules are mentioned and examples are given to

understand these differences. The conditions under which rings and modules would have

il



ESIP and ESSP properties are examined separately and the conditions obtained as a
result of this examination were given. Characterization of £STP and ESSP properties
on rings and modules has been investigated, and theorems regarding SIP and SSP have

been generalized to £.STP and ESSP properties.
KEYWORDS: Direct Sum, Direct Summnad, ESIP, ESSP, Modules, SIP, SSP.
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1. GIRIS

SIP ve SSP 6zellikli modiiller tizerine yapilan ilk 6ncii calisma, Kaplansky tarafindan
1954 yilinda gergeklestirilmistir. Bu calismasinda Kaplansky, temel ideal bolgelerinde
(PID) serbest modiillerin iki toplananinin kesisiminin yine bir toplanan oldugunu ortaya
koyarak, bu alandaki sonraki aragtirmalara yon vermistir (Kaplansky 1954). Ardindan
Fuchs (1970), degismeli gruplarda iki dik toplananin ara kesitinin de dik toplanan olabil-
mesi i¢in hangi kogullarin saglanmasi gerektigi sorusunu giindeme getirerek, SIP ve SSP
ozelliklerine sahip modiiller iizerine yapilan ¢alismalarin daha farkli yonlerde gelismesine
katkr saglamistir. Wilson 20. yy sonlarina dogru yaptig1 calismada, bir modiiliin iki dik
toplananinin arakesiti yine bir dik toplanan olur ise ele alinan modiil S7P 6zelligine sa-
hiptir diyerek S7 P modiillerin tanimini yaparak literatiire kazandirmigtir. Ayni ¢calismada
S1P ile ilgili bircok 6zelligin anlatildig1 Noetherian bolgelerinde injective modiile sahip
S1P modiillerinin yanisira Dedekind bolgelerinde S P 6zelligine sahip torsion modiil-

leri incelenmistir (Wilson 1986).

Bu ¢alismanin ardindan Garcia, S P 6zelligine sahip modiillerin bir duali olarak lite-
ratiire kazandirilmis olan S'S P 6zelligine sahip modiiller; bir modiiliin iki dik toplanani-
nin toplam1 yine bir dik toplanan olur ise modiil SSP 6zelligine sahiptir diyerek tanim-
lamis ve SSP ye sahip modiiller ile ilgili temel 6zelliklere deginerek hangi sartlarda iki

dik toplananin toplaminin da dik toplam olabilecegini arastirmistir (Garcia 1989).

Modiillerin sahip olduklart SIP ve SSP o6zellikleri Modiil ve Halka Teorisinde
onemli bir yere sahip hale gelmigtir. Wilson ve Garcia’dan sonra, SIP ve SSP 6zel-
liklerine sahip modiil aileleri ve bu modiil ailelerinin genellemesi ve karakterizasyonu ile
ilgili bir ¢ok yazar arastirmalarim1 ve caligmalarini siirdiirmiislerdir (Hausen 1989; Wis-

bauer 1991; Abyzov 2014).

Bu tez calismasi boyunca, aksi belirtilmedikge {izerinde calisilan halkalar dagilmal
ve birimli halkalar, modiiller ise birlesmeli sol modiiller olarak alinacaktir.
Bu calismada S1P ve S'S P ozelliklerine sahip modiilllerin genelllemeleri olan £.STP

ve £'SSP modiiller tanimlanmig ve bu modiil ailelerine 6rnekler verilmistir. M bir R—
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modiil olmak tizere; her £, S <; M icin ENS <. D olacak sekilde D <; M varise, M
modiiliine biiyiik - kesisim 6zelligine (essential summand intersection property) sahiptir
denir. Kisaca M modiilii £S1 P'dir seklinde ifade edilir. M bir R— modiil olmak iizere;
her £, 5 <; M i¢in '+ S <. D olacak sekilde D <; M var ise, M modiiliine biiyiik
toplam 6zelligine (essential summand sum property) sahiptir denir. Kisaca M modiilii
ESSP'dir seklinde ifade edilir.

Kaynak taramasinin ilk boliimiinde yapilan ¢alismalarin daha iyi anlagilabilmesi i¢in
halkalar ve modiiller ile bilinmesinde fayda gordiigiimiiz 6nemli tanimlara, belirli 6zel-
liklere ve temel teoremlere yer verilmistir.

Kaynak taramasinin ikinci boliimiinde sirasiyla biiytik (essential) alt modiiller ve kii-
¢lik (small) alt modiiller ele almmustir. Uzerinde ¢alisilan konunun kavranabilmesine yar-
dimc1 olacak olan ve ayni zamanda genis bir ¢calisma alanina sahip olan biiyiik (essential)
ve kiiciik (small) alt modiillerin tanimlar1 yapilmis, bu 6zelliklere sahip modiil aileleri
tizerine Ornekler verilmistir.

Kaynak taramasinin ii¢lincii boliimiinde sirastyla tam diziler lizerine temel bilgilere
deginilmesinin ardindan, calismada bize yardimci olacak ve ismi pek cok yerde gececek
olan projektif (projective) modiiller ile ilgili temel bilgiler, 6zellikler ile birlikte ¢esitli

teorem ve Onteoremlere yer verilmisgtir.

Kaynak taramasinin dordiincii boliimiinde injektif (injective) modiillerin tanimi veril-
mis olup bu modiil ailesinin bize calismada yardimci olacak 6zellikleri ve kosullari, ¢esitli

teorem, Onerme ve ispatlara yer verilmistir.

Son kisimda injektif zarflar (injective hull) ele alinmistir. Bu baglamda ele alinan in-
jektif zarfin tanimu verilerek sahip oldugu ozelliklere deginmek i¢in dnerme ve teorem-
lerden faydalanilmistir. Sonrasinda, her iki modiil ailesinin karakteristik 6zellikleri, ilgili
teorem, Onerme ve ispatlarla aciklanarak analizlerde temel referans noktalar1 olarak yeni-

den ortaya konmustur.

Materyal ve metot kisminda bir¢ok calismaya ilham olmus ve bu tezde bize yardimci
olacagini diistindiigiimiiz S7P ve SS P ozelliklerine sahip modiillerin tanimlar1 verilmis-
tir. SIP ve SSP ozelliklerine sahip modiil ailelerinin 6zelliklerine deginilmig ve hangi

kosullar altinda bu 6zelliklere sahip oldugu ifade edilmistir. STP ve SSP o6zelliklerine

2
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sahip modiiller ile ilgili cesitli tanimlar, teoremler, onteoremler ve ispatlara deginilerek
calismaya devam edilmistir.

Bulgular ve Tartigma boliimiinde ise SIP ve S.SP 6zelliklerine sahip modiil aileleri-
nin yeni bir karakterizasyonu yapilmistir. Bu baglamda elde edilen yeni modiil ailelerine
ESIP ve ESSP modiiller tanimlanmustir ve sirasiyla M bir R— modiil olmak iizere;
her £, 5 <4 M icin ENS <. D olacak sekilde D <; M var ise, M modiiliine biiyiik
- kesigim 0Ozelligine (essential summand intersection property) sahip ve E + S <., D
olacak sekilde D <; M var ise, M modiiliine biiyiik - toplam 6zelligine (essential sum-
mand sum property) sahiptir denilmigtir. Elde edilen yeni modiil aileleri ile STP ve SSP
modiilleri arasindaki iligki incelenmis ve bu iliskiler iizerine 6rnekler verilmistir. Son ola-
rak, ESIP ve ESSP ozelliklerine sahip modiillere iliskin onteoremler ve ispatlara yer
verilerek, calismanin bu boliimiine dair genellemeler tamamlanmistir. Elde edilen yeni
kavramlar, sunulan yeni 6nermeler ve kosullar yardimi ile halka ve modiillerin karakteri-

zasyonu saglanmustir.
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2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Modiil Kavramm

Bu boliimde, ¢calismamizin temel ¢atisini olusturan modiiller ile ilgili olarak bilinme-
sinde fayda gordiigiimiiz temel kavramlar, tanimlar, 6nermeler ve teoremlere yer verile-
cektir. Bu baglamda Kasch (1982) ve Anderson (1974 ) temel kaynaklardan faydalanarak
temel modiil teori bilgilerini hatirlayalim. Tez icinde verilmeyen diger bilgiler i¢in ayn1

kaynaklardan yaralanabilinir.

Tanim 2.1. R bir halka ve M degismeli (abel) bir grup olmak iizere, her e,s € M ve her

x,y € R elemanlari icin ;

Rx M — M dontisiimii

i) z(e + s) = xe + xs,
it)(z + y)e = xe + ye,
ii)(zy)e = x(ye)

ifadelerini sagliyor ise M modiiliine (sol) R— modiil denir. Ele alinan
Rx M — M dontistimii

i) (e+ s)xr = ex + sz,
it)e(x +y) = ex + ey,
i)e(zy) = (ex)y
ifadelerini sagliyor ise M modiiliine bir (sag) R— modiil denir.
Ele alinan R halkasinin degismeli olmas: durumunda sag modiil ve sol modiil ayni

yapiya sahip olacaktir. Bu durumu gormek i¢in r, ¢ € R ve a € M olmak iizere
a(rt) = (rt)a = (tr)a = t(ra) = t(ar) = (ar)t

esitligi yeterli olacaktir. Bu durumda M modiiliine bir —modiil denir.

M bir R—modiil olsun. Alinan her a € M eleman i¢in a(1g) = a oluyorsa M

modiiliine birimsel (unitary) modiil denir.
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Ornek 2.2. C bir cisim ve V cisim iizerinde tammli bir vektor uzayt olsun. Bu durumda
V' bir C—modiildiir.
Ornek 2.3. Her toplamsal degismeli G grubu ; 7xG — G seklinde tanumlanan donii-

(z:9) — (29
stimii ile bir Z— modiil olur. Bunu gormek kolaydir. z1 ve zo € Z ve q, ve qa € G olmak

lizere;
i)

2l +q) = ((+q)+ ..+ (@ +q) (21 defa)
= (g+a+..q)+(@+e+..9)
= 21(q1) + 21(q2)

olur.
(21 + 22)q1 = ¢ +4q+...q1, (21 + 29 defa)
= (g+a+..q)+@+a+..q1)
21 defa 22 defa
= zi(q) + 2(q)
elde edilir.

iii) Son olarak
(z122)q1 = 21(22q1)

oldugu agiknir. Elde edilen sonug ile G’nin bir Z— modiil oldugu goriilmiis olur.

Ornek 2.4. R bir halka ve D ele alinan halkann bir ideali olmak iizere; RxR/D —
R/ D tamimlanan déniisiim ile birlikte R/ D bir R— modiildiir.

Tanim 2.5. M bir R— modiil ve K, M modiiliiniin bos olmayan bir alt kiimesi olmak
iizere eger K, R— modiil olma kosullarini kendi basina yerine getirebiliyorsa K modiilii
icin M modiiliiniin bir alt modiiliidiir denir ve K < M seklinde gosterilir. Tanimdan

kolayca gériilecegi iizere M ve {0y}, M modiiliiniin asikar alt modiilleridir.

Teorem 2.6. M bir R— modiil ve M O N +# () olmak iizere; N alt modiildiir ancak ve

ancak; here,s € M ve her x,y € R icin, ve +ys € N olmasidir.

5
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Ispat =) Tanim geregi aciktir.

<) Here,s € M ve her x,y € R igin, ze + ys € N olsun. Bir 6nceki 6nermeden
x =1vey = —1almirsae — s € N olur. Dolayisiyla NV, M modiiliiniiniin alt grubudur.
Devaminda alinan her x € R ve her e € M i¢in ze € N olur. Buradan M modiiliiniin her

elemani icin skaler ¢arpim 6zellikleri saglandig i¢in sonuca ulagilmis olunur. U

Onerme 2.7. M, bir R—modiil ve A; (i = 1, ....n), M modiiliiniin alt modiilleri ailesi

olmak iizere; olugan AﬂAi modiilii de M modiiliiniin bir alt modiilii olur.

Ispat Her i icin 0); € A; oldugundan dolay1 0y, € ,61141' olur. Dolayisiyla .rinﬁlAi #* O
dir. a,b € 61141‘ ve r € R olmak iizere , her ¢ indisi i¢in a — b € A; ve ra € A,
oldugundan a — b € 61141- ve ra € ,61141' olur. Bu durumda -61‘41' ifadesinin, M nin bir

alt modiilii oldugu goriilmiis olur. U

Son 6nermeden hareket ile alt modiiller ile yeni bilgiler vermeye devam edelim;

Tamim 2.8. M, bir R—modiil ve K, M modiiliiniin bir alt kiimesi olmak iizere
x={A|K CA< M}

olacak sekilde x kiimesi tamimlanmis olsun. Bu durumda T = NQXA alt modiilii, M
modiiliiniin K y1 kapsayan en kiiciik alt modiiliidiir. T alt modiiliine K kiimesi tarafindan
iiretilmis alt modiil denir ve (K) ile gosterilir. Eger K = {ky, ks, ..., k, } kiimesi sonlu ise
T alt modiiliine sonlu iiretilmis alt modiildiir denir ve (K) = (ky, ko, ..., ky,) ile gosterilir.

Dahast M bir R—modiil ve e M modiiliiniin bir elemani olmak iizere;
(e) ={ze+lelr € Rl € Z}

olacak sekilde tanimlanan alt modiile, e tarafindan iiretilmis olan devirli alt modiil denir.

Eger R halkast birimli ve M bir birimsel ( unitary) modiil ise
(e) = Re = {ze |z € R}

dir.
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Tanmm 2.9. M, bir R—modiil ve A < M olmak iizere M /A = {e + A | e € M} kiimesi
aliman (e + A), (s + A) € M /A ve x € R elemanlari ile asagidaki iglemleri sagliyor ise
M/A, bir R—modiil olur.

ife+A)+(s+A)=(e+s)+ A

ii)(e + A)x = (ax) + A. Bu durumda M /A modiiliine boliim modiilii denir.

Tanmm 2.10. M ve N birer R— modiil ve \ : M — N seklinde ifade edilmis M 'den

N’ye tamimlanan bir doniisiim olmak iizere eger A\ doniisiimii m,s € M ve x € R i¢in

DAm 4 s) = A(m) + A(s),

i) A(z.m) = z.A(m)

kosullarin1 sagliyorsa A doniisiimiine modiil homomorfizmasi denir. A : M — N’ye ta-
nimlanan tiim homomorfizmalar kiimesinin gosterimi i¢cin Hompg(M, N') kullanilir. Eger
M = N ise homorfizma endomorfizma olarak adlandirilir ve Endg(M) ile gosterilir.
Ayrica

i) A homomorfizmasi birebir ise monomorfizma,

i1) X\ homomorfizmasi orten ise epimorfizma,

i71) A homomorfizmasi hem birebir hem de orten ise bu durumda A doniisiimii izo-

morfizma olarak adlandirilir ve M = N ile gosterilir.

Ornek 2.11. V ve W, K iizerinde vektor uzaylar olmak iizere V. — W arasinda olustu-

rulan lineer doniisiimler modiil homomorfizmalardr.

Tammm 2.12. M ve N, R halkast iizerinde iki modiil ve \, M modiiliinden N modiiliine ta-
mmlanan bir modiil homomorfizmast olsun. Tammlanan ker A = { e € M : A(e) = Oy}
kiimesine \’nin ¢cekirdegi denir.

M ve N birer R-modiil ve \, M modiiliinden N modiiliine tanimlanan bir modiil ho-
momorfizmasi olsun. Bu durumda tamimlanan imX\ = { X(e) : e € M} kiimesine \'nin

gortintiisii denir.

Onerme 2.13. M ve N, R— modiilleri icin, \ doniisiimii M ’den N ’ye olacak sekilde

tamimlanan bir homomorfizma olmak iizere;
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i) ker A, M modiiliiniin bir alt modiiliidiir.

i1) imA, N modiiliiniin bir alt modiiliidiir.

Ispat i) A\(03;) = Oy oldugundan dolay1 0,; € ker A olacaktir. Dolayisiyla ker A\ # @

olur. Devaminda e, s € ker \ olmak iizere
AMe—3s)=Ae)—A(s) =0y — 0y =0n
oldugundan e — s € ker A olur. Son olarak e € ker A ve x € R elemanlarini i¢in;
Aze) =aNe) =z 0y =0y

elde edilir.
i1) Benzer sekilde Oy = A(0p7) ve Oy € M oldugu agiktir. nq,n2 € imA olsun. Bu

durumda f(e) = ny ve A(s) = ny olacak seklide e, s € M vardir. Buradan
ny —mns = Ae) — A(s) = Ae — s)

olur. (e — s) € M oldugundan dolay1 n; — ny € imA olur. Son olarak n € im\ vex € R
olsun. Buradan

xn = zA(e) = A(xe)

elde edilir. Burada xe € M oldugundan dolay1 xn € ¢mA olur. Elde edilen son aitlikten

tmA’nin alt modiil oldugu goriilmiis olur. 0

Onerme 2.14. M ve N R-modiil ve \ homomorfizmasi M ’den N’ye olacak bicimde
tamimlanmus olsun. Bu durumda
i) A monomorfizmadir ancak ve ancak ker A = {0 }’dir.

i1) X\ epimorfizmadir ancak ve ancak im\ = N 'dir.

Ispat i) =) \ bir monomorfizma olsun. Bu durumda e € ker \ olmak iizere A(e) = 0 =
A(0ps) oldugundan e = 0y olur. Dolayisiyla ker A = {0 }’dir.

<) ker A = {0 } olsun. Buradan e, s € M i¢in A\(e) = A(s) ise e = s olur. Dolayi-
stylae — s € ker A = {0 } oldugundan e = s elde edilmis olur.

i1) A homomorfizmasi bir epimorfizma olsun. O halde A(M) = N olacagindan dolay1

tmA = N dir. Tersi agiktir. U
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Teorem 2.15. (Modiilarite Kurali) M bir R— modiil ve E,S ve D, M modiiliiniin alt

modiilleri ve E C D olmak iizere;
E+(SND)=(E+S)nD
dir.

Ispat Esitligin dogrulugunu gérmek igin ¢ift tarafli kapsamanin oldugunu gésterelim. Bu

sebeple ilk olarak hipotezden
E+(SND)CE+SveFECD
oldugundan
E+(SND)C(E+D)CD

olacaktir. Buradan

E+(SND)C(E+S)NnD

olacaktir. Tersine x € (E 4+ S) N D alinsin . Bu durumda = € D ve x = y + z olacak
sekildey € EFve z € Svardir. E C D vey € F oldugundan dolay1 z =x —y € SN D
elde edilir. Dolayisiyla x = y + z € E + (S N D) olur. Buradan hareketle

(E+S)NDCE+(SND)

elde edilir. Dolayistyla her iki kapsamada goriilmiis olur. Buradan istenilen esitligin var-

i1 elde edilir. O

Tanim 2.16. M, R halkast tizerinde bir modiil olmak iizere M modiiliiniin asikar modiil-

lerinin disinda baska bir alt modiilii yok ise M modiiliine basit (simple )modiil denir.

Ornek 2.17. Basit (Simple) modiiller iizerine verilebilecek érneklere cisimler en giizel

orneklerdir.

Modiil teorisi konusu icerisinde dnemli bir yere sahip olan tanimlar ile devam edelim.
Ozellikle asagida deginecegimiz iki tanim birgok ¢alismaya 151k tutarak yeni ¢aligmalarin

yapilmasinda 6nemli rol oynamis ve oynamaya devam edecektir.
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Tanim 2.18. M bir R-modiil ve E < M olsun, M modiiliiniin en az bir S alt modiilii igcin
ENS=0ve M = FE + S olur ise M modiiliine dik toplam denir. M = E ® S seklinde
gosterilir. E ve S alt modiillerine M modiiliiniin dik toplananlari denir. E <; M ve

S <4 M ile gosterilir. Burada E ve S birbirlerinin komplementleri olarak isimlendirilir.

Tanmmm 2.19. R bir halka ve M bir R-modiil olmak iizere; M modiiliiniin her alt modiilii

M modiiliiniin bir dik toplanant ise, M modiiliine yari-basit (semi simple) modiil denir.

Ornek 2.20. R = Z tam sayilar halkasi ve M = Zg olsun. Bu durumda Z¢ modiiliiniin alt
modiilleri M, = 0, My =< 2 >, M3 =< 3 > ve My = M olmak iizere; alt modiillerin
hepsi Zg modiiliiniin dik toplananlaridir. Dolayistyla Zg yart basit (semi simple) modiil

olur.

Tamim 2.21. M bir R— modiil ve o, o : M — M seklinde M modiilii iizerinde tanimlan-
mus bir homomorfizma olmak iizere; N < M oldugunda a(N) C N kogsulu saglantyorsa
N alt modiiliine M modiiliiniin tam degismez alt modiilii (fully invariant submodule) de-

nir.

Teorem 2.22. M ve N, R— MO D kategorisinin iki elemant veo : M — N ,~v: N — M
olacak ve va = idy kosulunu saglayan R — MOD kategorisinin iki monomorfizmasi

olsun. Bu durumda M = ker o & im~y dir ( Wisbauer 1991).

Ispat m =(n) € keraNimy (e € M ,n € N) olsun. Buradan hareketle

dolayisiyla ker o N ém~y = 0 olur. [, M modiiliiniin herhangi bir eleman1 olmak iizere

a(yall) =) =a(l) —a(l) =0

olur ve buradan

[ = (ya(l) = 1) +va(l) € ker v © imry

elde edilir. Dolayisiyla M = ker a & im~y sonucuna ulasilir. 0

10
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2.2. Biiyiik (Essential) ve Kiiciik (Small) Alt Modiiller

Calismanin bu kisminda biiyiik (essential) ve kiiciik (small) alt modiiller ile ilgili
tanim, Onerme ve ispatlara yer verilecektir. Bu alt modiiller ile ilgili daha fazla bilgi i¢in

(Kasch 1982) ve (Fuchs 1970) onerilir.

Tanimm 2.23. M modiilii R halkasi iizerinde bir modiil ve A < M olmak iizere; M nin B
gibi bir alt modiilii icin BN A = 0 egitligi saglaniyorken B = 0 ise A alt modiiliine biiyiik
(essential) alt modiil denir ve A <. M ile gosterilir. Bu tanima denk olarak A < M ve

her 0 # B < M olmak tizere BN A # 0ise A alt modiiliine biiyiik (essential) alt modiil

denir.

Tamim 2.24. M bir R—modiil ve A < M olsun. Her 0 # B < M icin BN A # 0 ise

M modiiliine A modiiliiniin biiyiik (essential) genislemesidir denir.
Ornek 2.25. Her R— modiil M icin M <, M 'dir.

Ornek 2.26. Tam sayilar halkast iizerinde M = 7o, olmak iizere 5) alt modiilii ele

alimrsa ( 2') <. M oldugu goriiliir.

Ornek 2.27. M = Zj tam sayilar halkasinda bir modiil ve A = aZ (a # 0) M mo-
diiliiniin bir alt modiilii olsun. A N B = 0 esitligini saglayacak sekilde B = bZ < M
(b € Z) alt modiiliinii ele alindig1 zaman gériilecektir ki ab € aZ N bZ = 0 olur. Dolayi-
styla ab = 0 olmalidir. Baslangigtaki kabulden a # 0 oldugundan dolayt b = 0 olmalidir.
Buradan bZ = 0 oldugu goriiliir. Sonug olarak A <. M ’dir.

Tamm 2.28. M, R— modiiliiniin bostan farkli her alt modiilii biiyiik (essential) alt modiil

ise M ye diizgiin (uniform) modiil denir.

Calismamiza biiyiik (essential) alt modiillerin daha iyi anlagilabilmesi i¢in asagidaki

bazi teoremlerle devam edelim.

Teorem 2.29. M, R— modiil olsun. Eger K < L < N < Mve K <, M ise bu
durumda L <., N ’dir.

Ispat A < N ve AN L = 0 olacak sekilde A alt modiiliinii ele alalum. Kabiilden dolay:
K N A =0 olacaktir. Dolayisiyla A = 0 olur.

K<, Mve AKN<M

11
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oldugundan dolay1 . <, N olur . O

Teorem 2.30. N; <. M (i = 1,...,n) ise \N; <, M dir.

Ispat Tiimevarim yontemi ile teoremin dogrulugunu gorelim. n = 1 icin ifadenin dog-
rulugu agiktir. Simdi
N="0N; <. M
ve K < M alalim bu durumda N N N, N K = 0 esitligi saglanmis olur. Dolayisiyla son
esitlik yardimiyla N,, N K = 0 olur.
n—1

N=nN,<.M

oldugundan dolay1 K = 0 olur. Sonug olarak ﬁNi <. M olur. U

Teorem 2.31. E ve S birer R-modiil, A\ : E — S tammlanmis bir homomorfizma ve

W <. S ise bu durumda \"" (W) <. E dir.

Ispat A < E ve ANXA"'(W) = 0 olsun. Buradan hareketle W NA(A) = 0 olur. Dolay1-
styla bu durum A\(A) = 0 olmasini gerektirir. W <, S oldugundan dolayr A\~' (W) <, E
olur. O

Teorem 2.32. M, R— modiil ve N < M olmak iizere. N <., M dir ancak ve ancak her
m # 0 € M icin Ar € R dyle ki 0 # mr € N dir.

Ispat =)m # 0 € M alalm. Bu durumda mR # 0 oldugu aciktir. Dolayisiyla buradan
N NmR # 0olur. N <. M kabulden dolay1 elde edilmek istenen sonug agiktir.

<) 0 # K < M alt modiilii olsun. Buradan 0 # k € K vardir. kr # 0 ve kr € N
olsun. Dolayisiyla 0 # kr € K N N elde edilir. Son elde edilen bagintidan N <, M

oldugu goriilmiis olur. O

Teorem 2.33. M, R—modiil ve A < E < M olmak iizere % <. % ise £ <, M ’dir.

Ispat K N E = 0 olacak sekilde M modiiliiniin K alt modiilii olsun. Bu durumda iki

ihtimali degerlendirmek durumundayiz.

12
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1) K < Aolsun. Boylece K < E olacaktir ve K = K N E = 0 elde edilir.
2)A < K olsun. O halde £ 2 0 dur.

E K
E N K = 0 oldugundan dolay1 e N a- 0 olur.

& <. M olmasindan dolayr £- = 0 elde edilir. Dolayisiyla bu durum K < A olmasin
gerektirir. Sonug olarak elde edilen veriler, A modiiliiniin /& nin bir 6z alt modiilii olmasi

ile celigir. Son elde edilen veriler 1s5181inda £ <, M elde edilir. U

Biiyiik(essential) alt modiiller ile kiiciik(small) alt modiiller birbirlerinin dualleridir.

Daha ayrintili bilgi edinmek i¢in (Kasch 1982) tavsiye edilir.

Tamm 2.34. M bir R-modiil ve N < M olsun. N + L = M esitligini saglayan her
L < M icin M = L esitligi saglaniyorsa N ’ye M'nin kiiciik (small) alt modiilii denir.
N < M gosterimi kullanilir.

Tamm 2.35. M bir R—modiil olsun. M modiiliiniin M den farkli her alt modiilii kiiciik

(small) alt modiil ise, M modiiliine hollow modiil denir.
Teorem 2.36. M bir R—modiil olsun. E < S < Mve E < Sise E < M dir.

Ispat £ < S < M ve E < S oldugunu kabul edelim. Buradan M = E + N olacak
sekilde N < M vardir. Modiiler kuralindan faydalanarak

S = SNM
= SN(E+N)
= E+(SNN)dir
FE < S oldugundan dolay1 S = (SN N) dir. Buradan S modiilii N modiiliiniin alt modiili

oldugu goriilmiis olur.

E<S=(SNN)<N

oldugundan yola ¢ikarak £ < N oldugu bulunur. Dolayisiyla M = E + N = N olur.
Elde edilen son ifadeden £ < M oldugu goriiliir. U

Teorem 2.37. M bir R— modiil ve N de N < M kosulunu saglasin. O halde her . < N
alt modiilii M de kiiciik (small) alt modiildiir.

13
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Ispat N < M oldugunu varsayalim. M = E + S esitligini saglayacak £ < N ve
S < M vardir. Burada E' modiiliiniin N modiiliinde kii¢iik (small) alt modiil oldugunu

gormek icin M = S esitliginin gosterilmesi gerekir.
M=FE+S<N+S5

oldugundan M = N + S esitligi elde edilir. N < M kabuliinden dolayr M = S olur.

Dolayisiyla istenen elde edilmis olur. U

Teorem 2.38. M R modiil olmak iizere E C S C M saglansin. Bu durumda S < M
olmasu i¢in gerek ve yeter sart E < M ve S/E < M/FE olmasudur.

Ispat =) Bir 6nceki teoremden S < M oldugundan dolay1r E < M elde edilir. E C C
alt kiimesi i¢in

M/E = S/E + C/E olsun.

Dolayisiyla buradan M = S + C esitligi yazilabilir. Hipotezden M = C elde edilir.
Dolayisyla son veriler yardimiyla S/E < M /E oldugu goriiliir.
<) C < M olmak iizere M = C + S olsun. A < S oldugundan dolay1 S = E + S

ifadesi yazilabilir. Devaminda

M = S+E+C
— S+(E+C)

olacaktir. £ < E + C oldugu i¢in
M/E=S/E+ (E+C)/E

yazilr. S/E < M/FE oldugundan M/E = (E + C)/E olur. Buradan M = E + C
esitligi saglanmig olur. £ << M oldugundan M = C olur. 0J

Teorem 2.39. M, R— modiil ve N; < M (i = 1,...,n) ise Y. N; < M olur.

=1
Ispat Timevarim yontemi ile n = 1 icin hipotezden agiktir. Devaminda

n—1

N:ZM<M

i=1

14
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olsun.

N+ N, +K=M

saglayacak sekilde K € M var olsun. Dolayistyla N < M oldugundan N,, + K = M
olur. Sonug olarak N,, < M oldugu i¢cin K = M elde edilir. Buradan > N; < M elde

i=1
edilmis olur. O

Teorem 2.40. 6 : £ — S seklinde tanumli bir homomorfizma ve K < Eise §(K) < E’
dir.

Ispat A, §(E) modiiliiniin alt modiilii olmak iizere (/&) + A = S olarak alinsin. Diger
taraftan her e € F i¢in §(e) = d(k) + a olacak sekilde k € K ve a € A vardir. Buradan

a = o(e)—0d(k)
= d(e — k) olur.

Bu sonugla

S(e—Fk)c Ave(e—k) €5 '(A) olur.

Buradan ¢ € K+ 6~ '(A) oldugu goriiliir. £ < K+ 6 '(A) < E oldugundan
E=K+6§'(A)
olacaktir. K < E oldugu icin E = 6 *(A) dir. Sonug olarak
A=f(E)=S

elde edilir. U
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2.3. Tam Diziler, Projektif (Projective) ve Injektif (Injective) Modiiller

Bu kisimda modiilleri konu alan ¢aligmalar i¢in 6nemli bir yere sahip olan modiil
cesitlerinin bazi onemli tanim, 6nerme ve teoremlerine deginilecektir. Bu kisimda ele

alinacak olan konular ile ilgili daha fazla bilgi edinmek i¢in (Kasch 1982) incelenebilir.

Tanim 2.41. M, R—mdiil olsun. M ’nin alt modiillerinin

seklinde oldugu gibi artan her zinciri sonlu adimda duruyorsa M modiiliine Noetherian

modiil denir.

Tanmmm 2.42. M, R—modiil. M £nin alt modiillerinin

seklinde oldugu gibi azalan her zinciri sonlu adimda duruyorsa N modiiliine Artinian

modiil denir.

Onerme 2.43. M bir R-modiil olmak iizere eger M Noetherian ise, M modiiliiniin biitiin

alt modiilleri sonlu iiretilmistir.

Ispat N, M’nin sonlu iiretilmis olmayan bir alt modiilii olsun. Olmayana ergi yontemi
ile bu durumun olmayacagini1 gorelim. a; € N olsun. N sonlu iiretilmediginden dolay1
N #< a; >. 0O halde N # (aj,as) olacak sekilde as € N/ < a; > vardir. Devam
edilecek olunursa

ary1 € N/ < ay,ag,...,a; >

olacak sekilde a;,; vardir. Bu durumda
(a1) C (ay,a9) C ... C (aq,a9,...,a;) C ...

olacak sekilde artan bir zincir elde edilmis olunur. Bu durum M ’nin Noetherian olmasi

ile ¢eligsmis olur. Dolayisiyla /V sonlu iiretilmistir. U

16



KAYNAK TARAMASI E. DOGAN

Tamm 2.44. R halkast birimli ve degismeli bir halka ve M;’ler R halkast tizerinde ta-

mimlanmig modiiller olmak iizere bu modiillerin dizisi arasinda
St s 5
S M1 5 M M S

R— homomorfizmalari verilsin. Her n > 0 icin imd;_, = ker &, oluyorsa olusan bu diziye

tam dizi denir. Dizilerde modiiller belli bir yerden sonra hep stfir oluyorsa

5
— M, 5 M, =0

seklinde gosterilir. Eger modiiller belli bir yerden once hep sifir ise

0— M,_, 5 M, %
ile gosterilir.

Tamm 2.45.
0M3INBK =0
seklinde tanmumlanan diziye kisa tam dizi denir.
Onerme 2.46. R bir halka, A ve B, R iizerinde tanimlanmus olan modiiller olmak iizere

a:A— Bve: B — A seklinde tamimlanan homomorfizmalart icin aff = 1 ise «

epimorfizma, 8 monomorfizma ve A = ker a & im/f3’ dir.

Ispat o = 15 kabuliinden dolay1 s € B olmak iizere a(3(s)) = b olacagindan, o’
nin epimorfizma ve [ nin ise monomorfizma oldugu goriilmiis olur. Devaminda her e € A
icin

e= (e plale))) + Blale))

seklinde yazilabilir. Buradan

a(a — fla(e))) = afe) — fla(e)) = ale) —afe) =0

olur. Dolayistyla tanimlardan e — S(a(e)) € kera ve S(a(e)) € im[3 olmasindan dolayi,

M = kera + imf elde edilir. Dik toplam oldugunu gérmek icin ara kesitlerinin sifir
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oldugunun goriilmesi gerekir. Bu sebeple e € kera N imf elemant i¢in G(s) = e ve

a(e) = 0 saglayacak seklide bir s € B vardir.
0=a(e) =a(B(s)) =s

elde edilir. Sonug olarak A = ker a @ im[3 elde edilir. O

Onerme 247. 0 — B 5 A seklinde tammlanan B monomorfizma olsun. Bu durumda

af = 1p olacak sekilde bir o homomorfizmast vardir ancak ve ancak imp <4 A’dir.

Ispat (=0— B Ly} seklinde tanimlanan $ monomorfizma olmak iizere, o = 1p
olacak sekilde bir « homomorfizmasi var olsun. Bu durumda bir 6nceki énermeden ve
den faydalanarak A = ker a @ im/f3 oldugu goriiliir.

<) A = K @imp esitligini saglayacak seklide bir K alt modiilii var olsun. Buradan
A dik toplam seklinde ifade edildiginden dolayi, m € A olmak iizere m = k+n esitligini
saglayacak sekilde £ € K ve n € imf3 tek tiirlii elemanlar1 vardir. Dolayisiyla n € impf
oldugundan n = [(a) esitsigini saglayacak sekilde a € B vardir. Ispatin devami igin
a € B’nin tek tiirlii belirli oldugu goriilmelidir. Bu nedenle k, k' € K ve s,s € B olmak

uzere

m = k+n==k +n

= k+B(s) =k +5(s)

olsun. Bu durumda

B(s)—pB(s)=k —keBnimB=0

elde edilir. Dolayistyla 3(s) = 3(s') elde edilmis olunur. 5 monomorfizma oldugundan
s = s olur. Elde edilen sonuglar yardimi ile m = k + n yazilis1 tek tiirlii ifade edildigi
gosterilmis olur. Buradan «(m) = s saglayacak sekilde o : A — B saglayacak sekilde

bir homomorfizma tanimlanmaisg olur. U

Onerme 2.48. 0 — A 3 B seklinde tanimlanan o epimorfizma olsun. Bu durumda

aff = 1p olacak sekilde bir 3 homomorfizmast vardir ancak ve ancak ker o <, A’dir.
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Ispat =)0 — A % B seklinde tanimlanan « bir epimorfizma ve o3 = 1y ifadesini
saglayacak sekilde bir 5 homomorfizmasi var olsun. dan M = ker a & im3 oldugu
gorilir.

<) A = kera & L olacak seklide A modiiliintin bir L alt modiilii var olsun. Bu
kabulden hareketle v(b) = «(b) esitliini saglayacak sekilde L den N ye olan bir 7
homomorfizmasi var olsun. o epimorfizma oldugundan dolayi, alinan her s € B ig¢in
a(e) = s saglayacak sekilde e € A vardir. Buradan e = k + [ esitligini saglayacak

sekilde £ € ker o ve [ € L elemanlar1 vardur.
s = a(a) = a(k) + o) = al) = (1)

olur. Elde edilen son esitlikten v homomorfizmasinin epimorfizma oldugu goriiliir. Diger
taraftan

kery=keranNL =0

oldugundan - bire birdir. Sonugta 3 = y~! alimirsa o3 = 1 saglanmis olur. Buradan iste-
nen elde edilmis olunur. Elde edilen veriler is18inda A = ker a® Lise, L = A/ kera = B
oldugundan dolay1 B <; A olur. U

Tamim 2.49. M, R halkas iizerinde bir modiil olmak iizere; M R-modiiliiniin dogrusal

bagimsiz bir iirete¢ kiimesi var ise M modiiliine serbest (free) modiil denir.

Tanim 2.50. C, A ve B, R— modiil olmak iizere

C
By

A— B—0
Her o : A — B epimorfizmast ve her v : C' — B homomorfizma icin o8 = -y esitligini

saglayacak sekilde 3 : C' — A bir homomorfizma var ise C ye projektif modiil denir.

Ornek 2.51. m, n asal sayilar olmak iizere Zpy, = Ly ® Z,, izomorfizmi ayni zamanda
Lo, modiillerinin de izomorfizmleridir. Bu nedenle Z.,, serbest (free) Zy,, modiiliiniin di-

rekt toplananmidir. Dolayisiyla Z.,,,, modiilii projektiftir. Ancak Z.,,, modiilii mn elemandan
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daha az sayida modiile sahip oldugundan serbest bir Z.,,,, modiilii degildir. Bu 6rnekte de

goriildiigii gibi her projektif modiil serbest (free) modiil olmak zorunda degildir (William,
1992).

Teorem 2.52. P bir R-modiil ve P;’lerde alt modiil olmak tizere P = @ P, seklinde ta-
mimlansin. P projektif modiildiir ancak ve ancak P; lerde projektif modiillerdir.

Ispat :=) P projektif modiil olsun. Bu durumda

P
LS

P,
lg

M — N —0

diyagraminda h : M — N vardir. Buradan ayni zamanda o : P — M vardir. Dolay:-
swyla gf = ha esitligi saglanacaktir. P, projektif oldugundan ) : P; — M olacak sekilde
A = aff homomorfizmast vardir. Ayni zamanda f[3 = 1p, olacak sekilde 3 : P; — P

vardir. Son durumda

g=glp =9fB=(9f)8 = (ha)B = h(aB) = hA

olur. Bu egitliklerden P;’lerin projektif oldugu goriilmiis olur.

(<=: Tersini kabul edelim yani P;’ lerin projektif oldugunu varsayalum.

P,
f

P
1y

M — N =0

Kabulden dolay1 o; = P; — M ve h = M — N olacak sekilde o; ve h homorfizmalar
vardiwr. Dolayistyla buradan gf = hao; olacaktir. Devaminda kabulden o : P — M
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homorfizmast icin o; = «f olacaktir. Son olarak
gf = ha;ve a; = af

esitliklerinden gf = haf olacaktir. Dolayistyla kabul edilen kosullar altinda homomor-

fizmalarin tekliginden g = ha olur. 0

Teorem 2.53. P bir projektif modiildiir ancak ve ancak P serbest (free) modiiliin dik

toplananina izomorftur.
Teorem 2.54. ' bir serbest (free) modiil olmak iizere F' ayni zamanda projektif modiildiir.

Tamm 2.55. P, M ve N, R— modiil olsun,

E

g.,/Th
M<7 N+ 0

Her f : N — M monomorfizmast ve her h : N — FE homomorfizmast icin gf = h

saglayacak sekilde g : M — E' bir homomorfizma var ise E’ye injektif modiil denir.

Teorem 2.56. E bir R-modiil olmak iizere F2 = 11E; seklinde tamimlansin. E' injektif

modiildiir ancak ve ancak E;’ler de injektif modiillerdir.

ispat :=) F injektif modiil, f : N — M monomorfizmasi ve h : N — FE; homomor-

fizmasi olsun.

E
Tt

E;

g/ Th
M<7 N <0

t : E — E; homorfizmasi i¢in kabiillerden dolay1 th = of saglayacak sekilde
« : M — E homorfizmas1 vardir. h = gf olacak sekilde g : M — E; homorfizmasi

ile birlikte g = Sa esitligini ve St = 1p, esitligini saglayan 8 homorfizmasi ile birlikte

h=1ph = (6t)h = B(th) = flaf) = (Be) f = gf
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olur. Bu esitliklerden FE; modiillerinin de injektif oldugu goriilmiis olur.
<:) E; injektif olsun. f : N — M olacak sekilde monomorfizmast ve h: N — F
olacak sekilde homomorfizmasi verilmis olsun. Bu durumda
E;
It
E

g/ Th
M<? N <0

her th homormorfizmasi i¢in kabulden th = g, f esitligini saglayacak sekilde bir

gi - M — E; homomorfizmasi vardir (Kasch,1982). fg : M — E homomorfizmasi g; =
tg esitligi tek tiirlii oldugunu gostermistir. Buradan th = g;f ve g; = tg esitliklerinden
yola cikarak th = tg f olacaktir ve bu esitlik 1s181inda (Kasch,1982) calismasinda h = g f

oldugu goriiliir. Dolayisiyla E’nin injektif modiil oldugu goriilmiis olur. U

Calismanin bu kismina bize yardimci olacak teoremlere ispatlar1 verilmeden devam

edilecektir.

Teorem 2.57. R, bir halka olmak iizere asagida belirtilen durumlar birbirine denktir;
(1) R, yart basittir (semisimple).
(i) Her R—modiil M yari basit (semisimple) modiildiir.
(7i1) Her R—modiil M injektif modiildiir.
(

iv) R halkasimin her sol ideali injektiftir.

Teorem 2.58. N bir R-modiil olsun. Bu durumda N modiilii injektiftir ancak ve ancak N

modiiliiniin N yi iceren her R-modiilii bir dik toplanandir (direct summand).

Teorem 2.59. N bir injektif modiil olmak iizere M modiilii de N tarafindan kapsanan bir
modiil olsun. Bu durumda N 'nin L gibi bir alt modiilii vardir oyle ki ; L, M modiiliiniin

maksimal essential geniglemesidir.

Tanim 2.60. M ve N, R halkast iizerinde iki modiil ve K, M nin bir alt modiilii olmak
iizere, K’dan N ’ye tamimlanan her homorfizma M ’den N ’ye tamimlanan bir homorfiz-

maya genislerse N ’ye M -injektif modiil denir.

Teorem 2.61. M # 0 olacak sekilde R halkast iizerinde bir modiil olsun. M injektiftir

ancak ve ancak M bir biiyiik (essential) genislemeye sahip degildir.
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2.4. Injektif Zarf (Injective Hull)

Injektif zarflar modiiller ailesi igerisinde yapilan bir ¢cok ¢alismada yol gosterici ol-
mustur. Bu baglamda ele almis oldugumuz bu kisimda injektif zarflar ile ilgili onem arz
eden tamim ve Onermelere deginilerek injektif zarf ile ilgili birtakim bilgiler verilmistir.

Injektif zarf ile ilgili ayrintih bilgi edinimi igin (Kasch 1982) tavsiye edilir.

Tamim 2.62. H bir R— modiil, () da inlektif bir modiil olmak iizere; f : H — () olarak
tammlanan bir homomorfizma icin imf <. Q) ise f homomorfizmasina H modiiliiniin
injektif zarfi (injective hull) denir. Q) = E(H) ile gosterilir. Her modiiliin bir injektif

zarfimn (injective hull) var oldugunu biliyoruz.

Ornek 2.63. 0 # n € 7 olmak iizere E(nZ) = Q dur. Kolayca goriilecegi gibi her
0#4n€Z icin nZ <. Q ve Q boliinebilir (divisible) oldugundan dolay1 E(nZ) = Q

olur.

Teorem 2.64. M R— modiil, A ve B M nin iki alt modiilii olmak iizere A ve B M ’de
biiyiik (essential) alt modiiller ise E(A) = E(B) = E(M) dir.

Ispat Kabiillerden dolay1 A <, E(A)ve M <. E(M)dir.0 # 2 € E(M) eleman i¢in
0 # rx € M olacak sekilde r € R elemani vardir. A <, M oldugundan dolay1 benzer
sekilde bir ¢t € R elemani i¢in 0 # t(rz) € A elde edilir. A <. E(M) ve E(A) injektif
oldugundan dolay1 E(A) <; E(M) olur. Son durumda E(A) = E(M) oldugu goriiliir.
U

Teorem 2.65. Eger f; : M; — Q; ve f; lerde injektif zarf (injective hull) ise bu durumda
é§ fi: é M; — é Q; icin GnB fi injektif zarf (injective hull) (im é fi <e Gna Q;) olur.
=17 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Ispat Injektif zarf (injective hull) tanimi geregi f; : M; — Q; icin imf; <. Q;’dir. Bu
durum (¢m 6n9 fi) = é§ (im f;) <. 6n9 M; olmasin1 gerektirir. gaM, injektif oldugundan
i=1 i=1 i=1 i=1

istenilen elde edilir. O

Dikkat edilirse yukarida ele alinan teoremde sonlu dik toplam kullanilmistir, cilinkii

injektiflik yalnizca sonlu toplamlarda korunuyor.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu kisimda tez calismasinda kullanilacak olan yontem ile ilgili metot ve yontemler

derlenerek verilecektir.

3.1. SIP ve SSP Modiiller

Calismanin bu kisimda SIP ve S'S P modiillerin tanimlari verilip, bu tanimlar dog-
rultusunda STP ve SSP modiillerin sahip olduklar1 6zellikler ele alinacaktir. STP ve
SS' P modiiller iizerine yapilan ¢alismalarda elde edilen teoremler ve ispatlara deginilile-
cektir. STP ve SSP modiiller ile daha ayrintili bilgi elde etmek i¢in (Kaplansky 1954;
Wilson 1986; Garcia 1989; Alkan 2002) kaynaklar1 onerilir. Bu boliimdeki sonuglar Al-
kan (2002) caligmasindan derlenmistir.

Tavsiye edilen kaynaklarin yaninda calismanin daha iyi anlagilabilmesi i¢in Karaba-
cak ve Tercan (2007) yayinlamis olduklart ve SIP modiillerin bir genellemesini elde
ettikleri, SIP modiillerin essential modiiller ve matrix halkalar1 ile olan baglantilarina de-

gindikleri ¢calismanin incelenmesi faydali olacaktir.

Tanmim 3.66. R birimli halka ve M, R iizerinde tanimlanmus olan bir modiil olmak iizere;
M, R-modiiliiniin herhangi iki dik toplananin (direct summand) arakesiti de dik topla-
nan ise bu modiiliine S1 P (summand intersection property) ozelligine sahip modiil denir

(Wilson 1986).

Tamim 3.67. R birimli bir halka ve M, R iizerinde tanmimlannus bir modiil olmak iizere;
M, R-modiiliiniin herhangi iki dik toplananinin (direct summand) toplami da dik toplanan

ise bu modiile SS P (summand sum property) ozelligine sahip modiil denir (Garcia 1989).

Yapilan tanimlarin anlasilabilmesi i¢in ¢alismaya ornekler ile devam edelim.

e c C
Ornek 3.68. C bir cisim, R = iist ticgensel matrisi de C cismi iizerinde bir
0 C
halka olsun ve
0 C c C
A= ve B =
0 C 0 O
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R halkaswn sol idealleri olsunlar. M = R/ B olacak sekilde M modiiliinii ele alalim.
D=A& M, S = Endg(A)veSy = Endr(M) secimleri icin

Sy H
0 S

elde edilir ( burada H, S; — Sy— bimodiil ve Homgr(A,M)). D = A& M, SSP
ozelligine sahiptir ( Garcia 1989).

.. Cc C
Ornek 3.69. C bir cisim, R = iist iicgensel matrisi de C' cismi tizerinde bir
0
halka olsun.
0 C c C
A= ve B =
0 C 0 0

R halkasinn sol idealleri olsunlar. M = R/ B olacak sekilde M modiiliinii ele alalim.
D=A& M, S = Endr(A)ve Sy = Endr(M) segcimleri i¢in

Sy H
0 Sy

elde edilir S, SIP ozelligine sahiptir ( Garcia 1989).

Ornek 3.70. M, Z- modiiliinii M = 7. & 7. seklinde ifade edelim. N modiilii, M 'nin bir
alt modiilii olmak iizere. N ’nin M ’nin bir dik toplanani olmasi, ancak ve ancak , a,b € 7

ve ged(a, b) = 1 olmak iizere N = Z(a, b) seklinde yazilabilmesi ile miimkiindiir.

Simdi M ’nin 7.2, 3) ve 7Z(3, 2) alt modiillerini ele alalim. Bu alt modiiller M 'nin dik
toplananlaridir ve 7.(2,3) N7Z(3,2) = 0 oldugu a¢iktir. Bununla birlikte, 7.(2,3) +7(3, 2)
alt modiilii M ’nin dik toplananmi degildir. Bu nedenle, M modiilii SSP ozelligine sahip
degildir (Alkan 2002).

Onerme 3.71. M bir R-modiil olmak iizere asagidaki kosullar ifade edilmistir:
(C1) M ’nin her alt modiilii M nin bir dik toplanan i¢inde biiyiiktiir (essentialdur).
(C2) M ’nin her N alt modiilii i¢in N, M 'nin bir dik toplanamna (direct summand)
izomorf oldugu durumda N de M ’nin bir dik toplananmdir .
(C3) B, S <4 M olmak iizere eger ENS =0 ise E®S de M de bir dik toplanandir.
M bir R-modiil olmak iizere M modiilii
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(C1) kosulunu sagliyor ise extending (C'S) modiil,
(C1) kosulunu ve (C2) kosulunu sagliyor ise siirekli (continuous) modiil,

(C1) kosulunu ve (C3) kosulunu sagliyor ise yari siirekli (quasi-continuous) modiil

denir (Anderson 1954).

Tanimlardan anlagilacag iizere eger bir modiil, (C2) kosulunu sagliyor ise (C'3) ko-
sulunu da saglar. Eger M, SSP’ye sahip ise (C3) kosulunu da saglar ve eger M sii-
rekli (continuous) ise ayni zamanda yar siirekli( quasi-continuous) olur. Bu baglamda
(C2) = (C3),

SSP = (C3) ve
stirekli (continuous) = yary siireklidir (quasi — continuous) seklinde ifade edilebi-

lir.

Onerme 3.72. M bir R-modiil olmak iizere asagidaki kosullar ifade edilmistir:

(D1)Her E < M i¢cin C < Eve ENS < S olmak iizere M = C' & S olacak sekilde
bir parcalanist vardir.

(D2) E < M olsun. Eger M/E M 'nin bir dik toplananina izomorf ise E de M 'nin
bir dik toplananmdr.

(D3) Eger Eve S, M = E + S sartuu saglayan M nin dik toplananlart ise, E N S
de M ’nin dik toplanani olur (Anderson 1954).

M bir R-modiil olmak iizere;

(D1) kosulunu sagliyor ise lifting modiil,

(D1) kosulunu ve (D2) kosulunu sagliyor ise ayrik (discrete) modiil,

(D1) kosulunu ve (D3) kosulunu sagliyor ise yari ayrik (quasi discrete) modiil olarak

adlandirilir.

(D1) kosullarinin tanimlarinda yola ¢ikarak, eger bir modiil (D2) kosulunu sagliyor
ise (D3) kosulunu da saglar. M, STP’ye sahip ise (D3) kosulunu da saglar ve son olarak

M modiilii ayrik (discrete) ise ayn1 zamanda yar1 ayrik ( quasi-discrete) olur.
(D2) = (D3),

SIP = (D3)

ayrik (discrete) = yart ayrik (quasi — discrete)
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Onerme 3.73. M bir R-modiil olsun. M, SIP’ye sahiptir ancak ve ancak E ve S, M 'nin
herhangi dik toplananlari olmak iizere o = M — E tamimli iken o|s kisutlanigi ker (o )

de M nin dik toplananidir (Wilson 1986).

Ispat :=)M, SIP ozelligine sahip olsun. Eger E' = ker(a) almrsa M = E @ A’

seklinde ifade edilebilinir. Devaminda
ker(alg)=SNE'

oldugundan dolay1 ker(«|s ) ifadesi M nin bir dik toplanani olur.
<:)Tersini ele alalim £ ve S, M ’nin herhangi dik toplananlar1 olmak iizere « = M — E
tanimli iken «|g kisitlanisi igin ker(«|s ) de M modiiliiniin bir dik toplanani olsun . Bu

durumda E', E modiiliiniin tiimleyeni olmak iizere 3 = E — E homomorfizmasi igin
ENS =ker(fls)

olur. Kabiilden dolay1r £/ N S, M modiiliin bir dik toplanan1 olur. Dolayisiyla M modiilii
S1P 6zelligine sahiptir. U

Onerme 3.74. M R—modiil olsun. M modiilii SIP ézelligine sahip ise her dik toplanan:
da S1P ozelligine sahiptir ( Wilson 1986).

Ispat M modiilii SIP 6zelligine sahip ve N alt modiilii de M ’nin bir dik toplanani
olsun. Buradan E ve S alt modiilleri /NV’nin dik toplananlari olarak alinsin. Bu durumda
E ve S alt modiilleri ayn1 zamanda )M modiiliiniin de dik toplananlar1 olduklar1 kolayca
goriiliir. Dolayisiyla

(ENS)e K =M

esitsigini saglayacak sekilde M/ modiiliiniin bir K dik toplanan1 vardir. Buradan hareketle
N=NNM=NN[(ENS)®eK|]=(EnS)®(NNK)

olur. Sonug olarak (£ N S) alt modiilii de N’nin bir dik toplanani olur. Dolayisiyla NV alt

modiilit S P 6zelligine sahip oldugu goriilmiis olur. U
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Onerme 3.75. M bir R-modiil olsun. A ve B, M modiiliiniin dik toplananlart olmak
lizere eger M, SIP ye sahip ve A@® B = M esitligi var olsun. Bu durumda o - A — B
seklinde tammlanan herhangi bir déniigiim i¢cin ker(«) da M 'nin bir dik toplanan olur

(Wilson 1986).

Ispat Eger bir modiil SIP’ye sahip ise her dik toplanam da S7P’ye sahiptir ( Wilson,
1986). Buradan hareket ile A & B modiilii de SIP 6zelligine sahiptir. « : A — B olacak

sekilde bir morfizma olsun. Alinan doniisiim yardimu ile
A; = {(z,o(2))}, A2 = {(,0)} al tmodiilleri

A @ B’nin dik toplananlari olur. C' = {(0,y)| y € B} modiilii de A & B modiiliniin

tiimleyeni olsun. Buradan
AN Ay ={(z,0)|zeker(a)}

olur . Dolayisiyla ker(«), A nin dik toplanani olur. O

Onerme 3.76. Her projektif R- modiil SIP ozelligine sahiptir ancak ve ancak R’nin her
alt ideali projektiftiv, yani kalitsaldir ( hereditarydir) (Alkan 2002).

Ispat :=)R halkasi kalitsal (hereditary) bir halka ve M modiilii, A ve B dik toplananlar
ile birlikte projektif modiil olsun. Bu durumda aldigimiz herhangi bir « : A — B igin
im(c) projektif olacaktir. Onceki nermelerden faydalanarak ker(a) A modiiliiniin dik
toplanani oldugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla M S1P 6zelligine sahiptir.

«:)Tersine her projektif modiiliin S7P 6zelligine sahip oldugunu kabul edelim. De-
vaminda A, projektif bir M modiiliin alt modiilii olmak iizere o : C' — A olacak sekilde
C' serbest (free) modiiliinii ve o epimorfizmasini ele alalim. Kabiilden dolay1 (C' & M)
modiilii STP 6zelligine sahip olur. Dolayisiyla 6nceki 6nermelerden ker(«) , C' modii-
liniin bir dik toplananidir. A = im(«) , ker(«)’nin tiimleyenine izomorftur dolayisiyla

projektiftir. Buradan R kalitsaldir (hereditarydir). U
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Onerme 3.77. R bir halka olmak iizere asagidaki ifadeler denktir;

i) R yar1 basittir (semisimple).

i1) Biitiin R—modiiller SS1P ozelligine sahiptirler .

i17) Biitin R—modiiller ST P 6zelligine sahiptirler .

iv)Biitin injektif R—modiiller SIP 6zelligine sahiptirler (Alkan 2002).
Ispat i) = ii) = iii) = iv) agiktir .

iv = 1) Biittin injektif R-modiillerin S1P’ye sahip oldugunu varsayalim. Bu durumda
R halkasinin yar1 basit (semi simple) oldugu goriilmelidir. Kabiilden dolay1 M/ R- mo-
diilii olmak tizere A; injektif alt modiilii ; : M — A; monomorfizmasi vardir. Benzer
sekilde A, injektif alt modiilii ve ap : M — A; monomorfizmasi vardir. Bu veriler 15181
altinda A; ® A, modiilii STP 6zelligine sahip oldugundan ker(as), M ’ye izomorftur
ve ker(ay), A;alt modiiliiniin dik toplanani olur. Dolayisiyla M injektiftir ve buradan

R’nin yari1 basit (semi simple) oldugu goriiliir. U

Onerme 3.78. M bir R-modiil olsun. E ve S, M modiiliiniin herhangi iki dik toplanan
olmak iizere (E + S), (D3) kosuluna sahip ise M modiilii SI P ézelligine sahiptir (Alkan
2002).

Ispat M modiiliinden rastgele almmis £ ve S gibi iki dik toplanan icin elde edilen
(E + S) ifadesi (D3) kosuluna sahip olsun. Devaminda N = A + B modiiliinti alalim.
Bu durumda £ ve S aym1 zamanda N modiiliiniin de dik toplananlar1 olurlar. Kabiilden
dolayt N modiilii (D3) kosulunu saglar. Bu durumda £ N S, N modiiliiniin dik toplanani
olur. N = (ENS) @ L esitlidini saglayacak sekilde N modiiliiniin L gibi bir alt modiilii
vardir. Dolayisiyla

E=(ENnS)e(ENL)

dir. Sonug olarak E, M modiiliiniin bir dik toplanani oldugu i¢in £ NS, M modiiliiniin
bir dik toplanani olacaktir. O halde M modiilii S7P 6zelligine sahiptir. U

Onerme 3.79. M extending modiil olmak iizere M modiilii UC' modiildiir ancak ve ancak

M modiilii SIP ozelligine sahiptir (Alkan 2002).
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Ispat :=) M bir UC modiil, E ve S de M modiiliiniin dik toplananlar1 olsun. Dolayistyla
E NS, M modiiliiniin kapal1 bir alt modiiliidiir. Hipotezden, £ N S <; M olur.

<:) M modili STP ozelligine sahip bir modiil ve F, M modiiliiniin alt modiilii
olsun. Devaminda £ <, § <; M ve FE <., L <; M olacak sekilde M modiiliiniin
S ve Z dik toplananlar1 vardir. Bu durumda ispatin tamamlanmasi i¢in S = Z oldugunu
gormek yeterli olacaktir. Kabulden dolay1 S <; M ve Z <,; M’ dir. M modiili SIP
ozelligine sahip oldugundan (S N Z) & T = M olacak sekilde 7' < M vardir. Buradan
hareketle, S = (SNZ)& (SNT)dir. E <. Sve EN(SNT) = 0 oldugundan SNT =0
olur. Buradan, S = S N Z elde edilir. Ayn1 siralama izlenirise, Z = S N Z oldugu da
goriiliir. Dolayisiyla S = SN Z = Z elde edilir. U

Asagida deginecegimiz iic 6nermenin ispatlar1 Garcia (1989) ¢alismasinda agikca ve-

rilmistir. Bu sebeple bu ii¢ 6nermenin ispatlarina deginmeyecegiz.

Onerme 3.80. M bir R- modiil ve E, M nin bir dik toplanan olsun. Eger M, SSP

ozelligine sahip ise bu durumda E alt modiilii de S'S P ozelligine sahiptir.

Onerme 3.81. M bir R- modiil olsun. M, SSP ozelligine sahiptir ancak ve ancak E ve
S, M ’nin herhangi dik toplananlart ve o« : M — FE projektif doniisiimii olmak iizere

im(alg) dik toplanandur.

Onerme 3.82. M bir R- modiil olmak iizere; M SSP izelligine sahip bir modiil ve
E & S de M’nin bir dik toplanani olsun. O halde o : EE — S’ye tamimlanan herhangi

bir homomorfizma igin im(«) dik toplanandir.

Onerme 3.83. M bir R- modiil olmak iizere M, SSP ézelligine sahiptir ancak ve ancak
M = E @ S seklindeki M modiiliiniin her ayrisimi ve her o : E — S homomorfizmasi
icin im(«) M ’nin dik toplanamdir (Garcia 1989).

Ispat Gerekliligi SIP ile benzerdir. Simdi M’nin M = E @ S seklindeki her ayrigimi
ve a : £ — S seklinde tanimlanmig her homomorfizmasi i¢in im(«) ifadesini M “nin bir
dik toplanani olsun.

O halde E ve S, M nin dik toplananlar1 olmak iizere M = E® E' ve M = S @ S’
esitliklerini saglayacak sekilde E' ve S < M vardir. Simdi

ap M — E VeaS/:M—>SI
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homomorfizmalari var olsun. Buradan C, agy (ag(5))’yi gostermek tizere
C=S+E)N(S+E)NS

olur. Kabulden dolay1 C, M’ nin bir dik toplanam olacaktir. O halde M = C @ C'
esitligini saglayacak sekilde C' < M vardir. Buradan

S'=Cca (S nc)

elde edilir.
Devaminda
(S+E)N[(S+E)N(S NnC)
= [(S+E)N(S+EYNSINn(S NnC)
= Ccn(SnCc)=0
elde edilir .

(S+E)N[(S+E)N(S NC)] = M esitligi saglanr.
C < (S+E)veC < (S+ E') oldugundan ve modiilarite kuralindan
M=Sa&S =(Se0)® (S nc)
olur, buradan

E+S = (SeC)a[(E+S)N (S NC) ve
E+S = (SoO)@[(F +S)n(S nC)

elde edilir. Son esitliklerden faydalanarak,

M = S+FE +E
= SEO)+[(E+S)NS NON+[(E +5) NS NnC)
M C (E+S)+[(E+8)Nn(SNO)

elde edilmis olunur. Sonug olarak (£ + S) modiiliiniin M/ modiiliinde bir dik toplanan

oldugu, dolayisiyla M modiiliiniin de S.S P 6zelligine sahip oldugu sonucuna ulagilir. []
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Onerme 3.84. R bir halka olmak iizere, asagidakiler biribirine denktir:

i) R halkasi yar1 basittir (semisimple).

i1) Her R modiil S.S P’ye sahiptir.

i1i) Her projektif R modiil S.SP’ye sahiptir (Alkan 2002).
Ispat i) = ii) = iii) agiktir.

i1i) = i) Her projektif modiiliin SSP 6zelligine sahip oldugunu kabul edelim . A bir
alt modiil ve F' de bir serbest modiil olmak tizere « : F' — A olacak sekilde tanimlanan
bir epimorfizma olsun. Bu durumda kabiilden dolay1 ( /' @& R) modiilii SSP ozelligine
sahiptir. 8 : K — R olacak sekilde icerme doniisiimii ve f = Sa olacak sekilde alinacak
bir f : F' — R homomorfizmast alinmast durumunda im(f) = K olacaktir. Dolayisiyla
bir 6nceki onermeden ¢m(f) = K alt modiiliiniin R’nin dik toplanan1 oldugu goriilmiis

olur. Bu sonuglar 1s181nda R’nin yar1 basit (semi simple ) oldugu goriiliir. U

Teorem 3.85. R sol kalitsal ( left hereditary) halkadir ancak ve ancak her injektif R—
modiil SSP ye sahiptir (Alkan 2002).

Ispat :=) R sol kalitsal ( left hereditary) halka olsun. Bu durumda her injektif R—
modiiliintin her faktor modiilii de injektiftir. M = E @ S olacak sekilde bir injektif
modiil ve f: E — S olacak sekilde tanimlanan bir homomorfizma olsun. Bu durumda

hipotez yardimi ile F injektif oldugu goriilmiis olur. Kabiilden dolay1
imf = FE =ker f injektif olacaktir.

Dolayisiyla ¢m f, S modiiliiniin bir dik toplanani olur. Buradan hareketle M modiiliiniin
SS P ye sahip oldugu goriilmiis olur.

<:) Herinjektif R—modiil S.SP ye sahip olsun. M bir injektif R—modiil ve W < M
olmak iizere; kabiilden dolay1 E(M /W) ve M & E(M /W) injektif modiili SSP 6zel-
ligine sahiptir. Simdi g : M — M /W olacak sekilde tanimlanan kanonik doniigiimii ve
h: M/W — E(M/W) homomorfizmasiolmak iizere f = hg doniigiimiinii tanimlansin.
Bu durumda imf = M/W olur. M/W alt modiili F(M/N) modiiliniin bir dik top-
lanan1 (direct summand) oldugu gériiliir. Dolayisiyla M /W injektiftir. Buradan da R sol

kalitsal ( left hereditary) halka oldugu goriilmiis olur. U
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Boliimiin geri kalan kisminda c¢alismada bize yardimci olacak tanim ve dnermelere

deginmeye devam edelim.

Tanim 3.86. M bir R—modiil olmak iizere eger her W < M alt modiilii icin alinan f €
Hom(W, M) veker f <. W ise M modiiliine polyform modiil denir (Dung, Huyn ve
Smith 1994).

Tanim 3.87. M R—modiil olmak iizere eger S < E < M ve E/S << M/S ve S <
Y < E saglanacak sekilde en az bir Y alt modiilii icin Hom(M /S, E/Y) = 0 ise M

modiiliine copolyform modiil denir ( Giingoroglu ve Harmancit 2000).

Lemma 3.88. M, R—modiilii extending polyform modiil olmak iizere M R— modiilii
SIP oézelligine sahiptir (Alkan 2002) .

Ispat M R—modiilii extending polyform modiil olsun. M = E @& S seklinde bir par-
calanig ve f : FF — S saglayacak sekilde bir homomorfizma olmak iizere /M modiilii
extending polyform modiil oldugundan ker f kapali bir alt modiil olur. Dolayisiyla ker f
, M modiiliiniin bir kapali extending toplanani olur. Buradan A/ modiiliiniin, S1P 6zelli-

gine sahip oldugu goriiliir. U

Lemma 3.89. M, R—modiilii lifting copolyform modiil olmak iizere M R— modiilii SS P
ozelligine sahiptir (Alkan 2002).

Ispat A/ R—modiilii lifting copolyform modiil olsun. M = E @& S seklinde bir par-
calanig ve f : M — FE olacak sekilde bir projektif doniisiim olsun. Bu veriler 1s181inda
N=im fis(S)ile f in S alt modiiliiniin kisitlaniginin goriintiisiinii gostersin. £ lifting mo-
diilii, M modiiliiniin dik toplanani oldugundan E = N; & N, olacak sekilde Ny < N ve
N N Ny < Ny alt modiilleri vardir. Buradan N; N Ny << N ve dolayisiyla Ny NNy < M
dir. Devaminda

N =N, & (NNN,)

seklinde ifade edilir. Bu baglamda M modiiliinden N; N N, alt modiiliine taniml1 donii-
stimiin varhig1 goriiliir. M copolyform modiil oldugundan dolay1 N; N Ny = 0 ve buradan
N = Nj olur. Sonug olarak N = Ny, M modiiliiniin dik toplanani oldugundan M modiilii
SS P ozelligine sahiptir. O
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Onerme 3.90. ), R—modiilii extending olmak iizere E ve S, M modiiliiniin herhangi iki
dik toplanani ve im f <. S olacak sekildek her f : E — S homomorfizma icin imf = S
ise M modiilii SS P ozelligine sahiptir (Alkan 2002).

Ispat M = E & S olacak sekilde bir parcalanis ve f : E — S olacak sekilde bir homo-
morfizma olsun. f(F) alt modiiliiniin S alt modiiliinde dik toplanan oldugunun gériilmesi
ispatin tamamlanmasini saglayacaktir. Kabulden f(FE), S’nin alt modiiliidiir ya da C' gibi
bir alt modiilde biiyiik kapalidir (essentially closed). Eger f(FE), S’nin dik toplanani ise
istenen saglanmis olur. f(E), C' < S gibi bir alt modiilde biiyiik kapali(essentially clo-
sed) olsun. Bu durumda hipotezden C' <; M ve dolayisiyla C' <; S olacaktir. Buradan
S = C @ C" olacak sekilde C' < S vardir. Simdi f®1: E®C — S homomorfizmast

(fel)(a+c)=f(a)+¢ (a€ E,c eC)

seklinde tanimlansin. Buradan

!

im(fel)=f(E)eC

olur ve ayni zamanda im(f @ 1), C @ C" modiiliinde biiyiik (essential) alt modiil olur.
Hipotezden ( f&1) homomorfizmasi epimorfizma olur. Dolayisiyla f(E) = C' olur. Sonug
olarak f(F), S’de dik toplanan olur. O

Tanmmm 3.91. M, R— modiil ve W < M olmak iizere W alt modiiliiniin herhangi bir
0z essential genislemesi yoksa W’ya M de kapali (closed) alt modiil denir. Denk olarak
W <. L < M iken W = L oluyorsa W ’ya kapali (closed) alt modiildiir denir. W <. M
seklinde gosterilir (Keskin 1998).

Tanimm 3.92. M, R— modiil ve W < M olmak iizere bu durumda W <, C <, M olacak
sekilde bir C <. M vardir ve C'"’ye W'’nin M deki kapanmigi (closure) denir (Keskin
1998).

Tanim 3.93. M R— modiil olmak iizere; M nin her alt modiiliintin yalnizca bir tek kapa-

nist ( (closure) var ise M ye UC' (unique closure) modiil denir (Keskin 1998).

Lemma 3.94. M, extending bir R—modiil olmak iizere M , UC modiildiir ancak ve ancak

M, SIP’ye sahiptir (Alkan 2002).
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ispat =) M, UC modil, E ve S alt modiilleri de M nin dik toplananlart olsunlar.
ENS <. M oldugu aciktir (Abyzov ve Tuganbaev 2014). Kabiiliimiizden dolay1
ENS <; M elde edilir. Dolayisiyla elde edilen veriler 1s181inda M ST P’ye sahip oldugu
gorilir.

<:) M’nin SIP’ye sahip oldugunu kabul edelim. W < M alt modiilii i¢in
W< OC<cMveW<,D<.M

ifadelerini saglayacak sekilde M modiiliiniin C' ve D alt modiillerinin var oldugunu farz
edelim. Kabiilden dolay1 C' ve D alt modiilleri M/ modiiliiniin dik toplananlar1 olur. Dola-

yistyla bu durumda

(CND)sE=M

esitligini saglayan en az bir £ < M vardir. Buradan
C=(CnD)® (CNE)

olur.

W <. C ve WnN(CN E) oldugundan (C'N E) = 0 olur.

Dolayisiyla C' = C' N D olur. Benzer islemler sirasiyla tekrarlanirsa D = D N C elde
edilir. Sonug olarak C' = D elde edilmis ve W < M alt modiilii i¢in tek bir kapanis

belirlenmis olur. U

Teorem 3.95. M, R— modiilii yari siirekli (quasi-continuous) olmak tizere; M SIP ozel-

ligine sahiptir ancak ve ancak E(M), SIP’ye sahiptir (Alkan 2002).

Ispat :=) M, SIP’ye sahip olsun. W ve S, E(M) modiiliiniin dik toplananlar1 olsun.
Bu durumda E(M) = W @ W' ve E(M) = S @ S esitliklerini saglayacak sekilde
W' < E(M)ve S < E(M) alt modiilleri vardir. W = E(W) ve S = E(S) olsun.
(WNM)ve(SNM), M’nin dik toplananlari oldugu ge¢mis ¢alismalarda gosterilmistir
(Mohammed ve Muller,1990). Kabiilden dolay1 WNSNM alt modiilii de M modiiliiniin

dik toplanani olur. Boylece baz1 L < M i¢in

WnSNM)®L=M
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olur.
WnNM)<.,Wve(SNM)<,S
oldugundan
WnsSnM)<,.WnSolur
Dolayisiyla

EM)=EWnNSNM)®E(L)=EWnNS)® E(L)
olur. Buradan
W=EWnS)& (E(L)NW)

veE

S=EWnNS)& (E(L)NS)

olur. Devaminda

EWNS)<WnS<EWNS)

olur. Bu durum ise

EWNS)=WwnS<qM

oldugunu gostermis olur. E'(M) ST P sahiptir.
«<:) E(M), SIP bzelligine sahip olsun. W, S <; M olmak iizere M =W @& W' ve
M =S & S olacak sekilde W', S" < M vardir. Devaminda

/

E(M)=EW)® Lve E(M)=E(S)® L

olacak sekilde L, L' < E(M) alt modiilleri vardir. E(M), SIP 6zelligine sahip oldugun-
dan dolay1
EM)=(E(W)NE(S)) &K

olacak sekilde X' < M vardir. Buradan hareketle
M=[(EW)NES)NM]® (KNM)
olur (Mohammed ve Muller, 1990) . W <, E(W) ve S <. E(S) olmasi

W<, EW)NMveS <, E(S)n M

36



MATERYAL VE METOT E. DOGAN

olmasini saglar. Devaminda
EW)NM=W & (EW)nM)NW

ve

ES)NM=Sa&(ES)nM)NS
oldugundan W = E(W) N M ve S = E(S) N M olur. Buradan
WnNnS=EW)NnEWNS)NM

M’nin dik toplanant olur. Son durumda M ’nin ST P’ye sahip oldugu goriilmiis olur. [

Lemma 3.96. M bir R-modiil olsun. M, R—modiilii (C3) kosuluna sahip olmak iizere
eger M, SIP ozelligine sahip ise M, SSP ozelligine de sahiptir (Alkan 2002).

Ispat ) modiilii STP 6zelligine sahip olsun. Buradan hareketle £, S <,; M olmak
tizere £ + S <4 M oldugunu gormemiz gerekir. M, SIP 6zelligine sahip oldugundan
dolay1

(EnS)yeW=M

saglayacak sekilde W' < M vardir. Modiiler kuralindan
E=EnNS)N(ENW)

veE

S=(ENnS)N(SNW)

olur. Buradan

E+S=(EnNS)+[(EnW)a (SNW)]

elde edilir. Sonug olarak
(ENS)N[(EnNW)® (SNW)]=0
oldugunun goriilmesi yeterli olacaktir.

ke (ENS)N(ENW)® (SNW)]
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alinirsa, bu durumda k = z + y saglayacak sekilde z € (ENW) vey € (SN W) vardur.

Devaminda
y=k—zxzec[(ENS)+(EnW)|NSNW)|<ENSNW)=0
olur. Dolayisiyla y = 0 ve k = x olur.
k=zxe(ENS)N(ENW)=ENSNW =0
elde edilir. Buradan
E+S=EnS)eEnNW)e(SNW)=Se(ENW)

olur. M SIP o6zelligine sahip oldugundan dolayr £ ve W dolaylisiyla £ N W, M mo-

diiliintin dik toplananlari olurlar. M/ R—modiilii (C'3) modiil oldugundan
E+S=Sae(EnW),

M modiiliiniin dik toplanani olur. Neticede M modiiliniin 5SS P’ye sahip oldugu goriiliir.

U

Lemma 3.97. M bir R-modiil olsun. M, R—modiilii (D3) kosuluna sahip olmak iizere
eger M, SSP ozelligine sahip ise M, SIP ozelligine de sahiptir (Alkan 2002).

Ispat M, (D3) kosulunu saglayan modiil ve M, SS P 6zelligine sahip olsun. Dolayisiyla
burada £, S <; M olmak tizere £ NS <; M oldugunu gérmek yeterli olacaktir. M
modiilii SSP ozelligine sahip oldugundan dolayr £ + S <; M’dir. Devam edilecek
olunursa M = (E + S) @ W saglayacak sekilde W < M vardir. E, S, W <; M ve
M, SSP’ye sahip oldugundan (E + W) ve (S + W) alt modiilleri de M modiiliiniin dik
toplananlaridir. M, (D3) modiil oldugundan

M=(E+W)+(S+W)

olur. Buradan (E + W) N (S + W) alt modiilii M modiiliiniin bir dik toplanani olur.
Buradan hareketle

M=[(E4+W)NS+W)]eQ
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olacak sekilde () < M vardir. Sonug olarak
(E4+W)N(S+W)=[EN(S+W)]|+W

olur . Dolayisiyla

En(S+W)<ENS

dir.
M = [(E+W)N(S+W)aQ
M = (EnS)eWaeq
olur. Son esitlikten £ N S <; M elde edilir. U

Tamim 3.98. M ve W R— halkasinda tanimlanmugs iki modiil olmak iizere f : M — W
tammlanan f € Hompg(M, W) homomorfizmast icin eger f = fqf esitligini saglayacak
sekilde tamimlanan bir g € Homgr(W, M) homorfizmast var ise f homomorfizmasina
diizenlidir (regular) denir. A¢iktir ki f € Hompg(M, W) diizenlidir (regular) ancak ve
ancak ker f <4 M ve imf <; W dir (Wisbauer 1991).

Lemma 3.99. M bir sag R—modiil , o, € Endr(M) olacak sekilde o, (3 diizenli
(regular) homorfizmalar ve M = kera @ E = ima @ S = kerf @ E = imf & S
esitlikleri var olsun . Bu durumda asagidaki ifadeler vardir (Abyzov ve Tuganbaev,2014);

i) im(af) = a(E N (im(5) + ker(a))
i1) ker(af) = Bl_%(im(ﬁ) N ker(a)) + ker(53).
A
Lemma 3.100. M bir sag R—modiil olsun. o, M = Ay @ A, olacak sekilde ilk dik
toplanani olacak projektif doniisiimii ve 3, M = Ay & Ay olacak sekilde ilk dik top-

lanani olacak projektif doniisiimii olsun . O zaman asagidaki ifadeler vardir (Abyzov ve

Tuganbaev, 2014):

i) im(Ba) = (A1 + Bs) N By;
ZZ) ker(ﬂa) = (Al N BQ) + AQ.

Teorem 3.101. M bir sag R—modiil olmak iizere; asagidaki ifadeler denktir:
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i) M SSP’ye sahiptir .
i1) Herhangi o, f € Endg(M) diizenli(regular) homormorfizmalar i¢in
im(af) <4 M dir (Abyzov ve Tuganbaev, 2014).

Ispat i = ii)
M=kera® A=ima®B=kerfd® A =imfB& B olsun.

ImpB +kera =kera® AN (Imp + ker a)

oldugundan ve kabuliimiizden dolayr A N (Imf + ker «) alt modiilii M/ modiiltiniin bir
dik toplanani olur. Devaminda
g A —ima

olacak sekilde alan kisitlanig izomorf oldugundan a(A N (Imp + ker «) ifadesi de M
nin bir dik toplanani olur. Lemma dan im(«f3), M modiiliiniin bir dik toplanani olur.

it = i) a ve § Endg(M) halkasin iki birimi olmak iizere, Lemma [3.100[den
goriilecegi iizere [(aM +FM)N(1—F)M] alt modiilii (1— )M modiiliniin dik toplanani
olur.

(M + BM) = BM @ (oM + BM) " (1 — B)M

oldugundan dolay1 («¢M + M), M modiiliiniin bir dik toplanani olur. Bu durumda M

modiiliiniin S'S P 6zelligine sahip oldugunu gérmiis oluruz. 0J

Teorem 3.102. M bir sag R—modiil olmak iizere; asagidaki ifadeler denktir:

i) M, SIP’ye sahiptir.
i1) Herhangi o, § € Endg(M) diizenli(regular) homorfizmalar i¢in ker(a5) <4 M
dir (Abyzov ve Tuganbaev, 2014).

Ispat i = i)
M=kera®A=ima®B=kerf®d A =imB& B olsun.

M modiilii, SIP 6zelligine sahip oldugundan (ker aNimf), M modiiliiniin dik toplanani
olur. Bu durumda

6;41/ (ker a N im )
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de A" ’niin bir dik toplanan1 olur. Lemma dan
ker(af) = ﬁﬁ (tm(5) Nker(a)) @ ker(f) oldugunu biliyoruz.
A

Buradan hareketle ker(a3) <, M oldugunu ifade etmis oluruz.

it = i) a ve f Endg(M) halkasmin iki birimi olsun. Lemma [3.100[den
aMNpM & (1—-pB)M

alt modiilii M modiiliiniin dik toplanani olur. Dolayisiyla oM N SM alt modiilii, M
modiiliintin dik toplanani olur. Bu durumda M modiiliiniin SIP 6zelligine sahip oldugu

gosterilmis olur. O

Calismanin bu kisminda ST P 6zelliginin halkalar ve 6zellikle matris halkalari ile ilgili
olan baglantilarina yer verilecektir. Bahsedilecek olan 6zellikler ve baglantilar Karabacak

ve Tercan 2007 calismalarindan derlenmistir.

Tamim 3.103. R bir halka olmak iizere eger sag R-modiilii R bir SIP-extending modiil
ise R’ ye sag SIP-extending halka denir. Baska bir ifade ile her idempotent h,k € R
elemanlari ile olusan hR N kR alt modiilii w € R olmak iizere wR icinde (essential)

oluyorsa R’ye sag SIP-extending halka denir (Karabacak ve Tercan 2007).

Teorem 3.104. M, R—modiilii bir C1-modiil ve E de M ’nin alt modiilii olmak iizere
eger M modiiliiniin D gibi her dik toplanani icin E' N D ifadesi, E alt modiiliiniin bir dik

toplananminda essential ise E modiilii de C'1-modiil olur (Karabacak ve Tercan 2007).

ispat S, F modiiliiniin alt modiilii olsun . C'; kosulundan, M = @), & (), saglayacak
sekilde S’nin )3 € M gibi bir komplomenti vardir (¢); € M). Buradan )5 NS = 0 ve

Q2 @ S, M’de essential olacaktir. Devaminda,
(@NE)NS=EN(QNS)=0.

Dolayisiyla
(QNE)®S=EN(Q:®5)

E’de essential olur. Kabulden dolay1, Qo N E' <. T ifadesini saglayacak sekilde £ modii-
liiniin 7" gibi bir dik toplanani vardir. ANT = 0 ve (Q2 N £) & S modiilleri £ modiiliinde
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essential oldugundan 7" & S ifadesi de £’ modiiliinde essential olur. Sonug olarak 7', S

modiiliiniin komplementi olur ve buradan £ modiiliiniin C'j;-modiil oldugu goriilir. [

Sonuc¢ 3.105. M, R—modiilii her dik toplanaminin M 'deki essential alt modiillerinin tekil
kapalr alt modiilii (unique closure) oldugu bir C11-modiil olsun. Eger M, S1P ozelligine
sahip bir modiilse, M modiiliiniin her dik toplanani bir C'11-modiil olur (Karabacak ve

Tercan 2007).

Teorem 3.106. M R—modiilii, M = &M, seklinde fully invariant dik toplananlarin top-
lami seklinde ifade edilmis olsun. Eger her bir M;, SI P-extending modiil ise M modiilii
de S1 P-extending modiil olur (Karabacak ve Tercan 2007).

Ispat E, M modiiliiniin herhangi bir dik toplanani olsun. M = @&M; oldugundan £ =
@(F N M;) seklinde ifade edilebilir. Simdi £ ve S M modiiliiniin iki dik toplananini ele

alalim. Buradan,
EnS=@®FEnNM)N@TNM)=a(EnM)nN(SNM)).
elde edilir. Her bir M; modiilii S7 P-extending modiil oldugundan her 7 indeksi icin
(ENM;) N (SN M;) <. T; <4 M.
saglayacak sekilde M; modiiliiniin bir 7; dik toplananmi vardir. Buradan
ENS=a(EnM)N(SNM,)) <. ®T; <4 ®M; = M.

elde edilir. Son elde edilen ifadeler 15181 altinda M modiiliiniin S/ P-extending modiil

oldugu goriiliir. 0

R birimli bir halka olsun ve h € R &yle bir idempotent eleman (k> = h) olsun ki
R = RhR ifadesini saglasin. Devaminda W = hRh alt halkasin1 tanimlayalim. M, sag
R-modiil olmak iizere M h bir sag W -modiiliidiir.

Lemma 3.107. S, Mg’ nin bir alt modiilii olsun. O halde S, Mg’ nin bir dik toplananidir
ancak ve ancak Sh, (M h)y 'min bir dik toplanamdir (Karabacak ve Tercan 2007).
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Teorem 3.108. Yukaridaki notasyonu kullanarak, M bir sag R-modiil olsun. O halde, M,
sag R-modiil olarak S1 P-extending modiildiir ancak ve ancak M h sag W -modiil olarak
S P-extending modiildiir (Karabacak ve Tercan 2007).

Ispat Bir onceki lemmadan ( Lemma(3.107|) dogrudan elde edilir. 0

Teorem 3.109. M modiilii bir R— modiil olmak iizere M modiilii S 1 P-extending modiil-
diir ancak ve ancak (M h)y, modiilii de S P-extending modiildiir (Karabacak ve Tercan

2007).

Sonug 3.110. R bir halka olmak iizere, R, SIP-extending bir halkadir ancak ve ancak
hRh-modiilii olan Rh , S1P-extending bir modiildiir (Karabacak ve Tercan 2007).

Sonug 3.111. Simdi, W bir birimli halka ve m pozitif bir tam sayt olmak iizere R hal-
kasi, girdileri W’dan alinmus tiim m X m matrislerin halkast olarak Mat,,, (W) seklinde
tammlansin. R halkasinda, yalmzca (1, 1) konumundaki girdisi 1 olan ve diger tiim gir-
dileri sifir olan matrise hyy diyelim. Bilindigi iizere, hyy bir idempotenttir ve asagidaki

esitlikler saglanir:

W = hnRhu ve R= RhHR.

Yukaridaki notasyon altinda R = Mat,,(W) olsun. O halde R, S1P bir halkadir ancak
ve ancak serbest (free) W-modiilii olan W™, SI P-extending modiildiir (Karabacak ve
Tercan 2007).
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. ESIP ve ESSP Modiiller

Calismanin bu kisminda halkalar ve modiillerin tanimlanan yeni 6zellikler yardimi
ile karakterizasyonu elde edilerek, tanimlanan bu yeni 6zelliklerin birbirleri ile olan ilis-

kileri iizerine durulacaktir.

Tamm 4.112. M bir R— modiil olmak iizere; her E,S <4 M icin ENS <. D olacak
sekilde D <; M var ise, M modiiliine biiyiik - kesisim ozelligine (essential summand

intersection property) sahiptir denir. Kisaca M modiilii ES1 P dir seklinde ifade edilir.

ESTP modiiller iizerine (Karabacak ve Tercan 2007) yaptiklari ¢alisma ile SIP-extending
modiilleri tantmlamiglardir. Ele aldigimiz bu ¢alismada £'STP modiillerin ele alinmamis

farkli yonlerine deginilecektir.

Tanim 4.113. M bir R— modiil olmak iizere; her E, S <, M icin E+ S <. D olacak
sekilde D <; M var ise, M modiiliine biiyiik - toplam ozelligine (essential summand sum

property) sahiptir denir. Kisaca M modiilii ESS P dir seklinde ifade edilir.

Ornek 4.114. p asal ve M modiilii ise M = Ly ® Ly ile ifade edilen bir Z—modiil olsun .
Tamimlanan M nin dik toplananlart (direct summand) sirasiyla 0, M, A = (6, 1+ p*Z)Z,
B = (I, 0+ p*2)Z,C = (I, 1+ p?Z)Z ve D = (I,p + p?Z)Z olacaktir. Dolayisiyla

M ’nin A ve C' dik toplananlarimin arakesiti asagidaki gibi;
ANC =(0,p+p*Z)Z = E

olacak sekilde yeni bir alt modiil elde edilir. Elde edilen ANC' = E alt modiilii, M modiilii
icin bir dik toplanan degildir. Dolayisiyla M 'nin S1 P ye sahip olmadigr goriilmiis olunur.
Simdi ¢calisma boyunca iizerinde durulan genel tanimlar, bilgiler ve ifade edilen veri-
ler yardimiyla M modiiliiniin ES1P’ye sahip oldugunu gorelim. Bunun icin E alt modii-
liiniin C' dik toplananinda biiyiik (essential) alt modiil oldugunu gormek yeterli olacakttr.
(a+pZ,a+p°Z) € C olacak sekilde alinan bir eleman igin iki durum ile karsilagilir.

Karsilagilan bu farkli durumlart ayri ayri degerlendirmemiz gerekecektir.

i) 1k olarak a = p olsun. Bu durumda (p + pZ,p + p?Z) € FE olacaktir. Dolayistyla

istenilen durum saglanmis olur.
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i1) Ikinci olarak p’nin a’y1 bolmedigini farz edelim. Dolayisiyla
pla+pZ,a+p*Z)) = (0,pa+ p°Z) = (0,a(p + p°Z)) = a(0,p + p°Z).

elde edilir ve devaminda da a(0,p + p?Z) elemanimn sifirdan farkli oldugu goriilmiis
olur. O halde E alt modiiliniin C dik toplananinda biiyiik (essential) alt modiil olur.

Dolayisiyla M modiiliiniin £S5 P’ye sahip oldugu goriilmiis olur.

Ornek 4.115. C bir cisim ve R halkasi

a 00 0

y b 0 0
R = ca, b,y e C
00 b 0

0 0 z «a

\ L /
seklinde tanimlanmais bir halka olsun. M/ = R modiilii sol (left) R—modiil ve

([ 7] )

0
0
b

cb,x e’

o o o4 O
o O o O
o o o O

veE

cbrel’

o o O
o ot O
@]

o o O

b
0 0 z O

\ L . Vs

seklinde ifade edilen A ve B R halkasinin sol idealleri olsunlar. Buradan A ve B idealleri

M = R modiiliniin dik toplananlari oldugu kolayca goriiliir. Devaminda A + B toplami

o -

0 00
u v 0
0 0 v
0 0 =

\ L . Vs

A+ B = cu,v,z2 € C

o o o O

M = R’nin bir 0z biiyiik (proper essential) alt modiilii oldugu fakat // = R modiiliiniin
bir dik toplanani olmadig: goriiliir. Dolayisiyla M = R modiilii, £'S'S P’ye sahiptir fakat
SS P’ye sahip degildir.
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Onerme 4.116. M R—modiil olmak iizere M, ESIP izelligine sahiptir ancak ve ancak
E ve S, M modiiliiniin herhangi iki dik toplananlari ve © : M — E projektif donii-
siimii icin , |g kisitlanmisimn ¢ekirdegi, M 'nin bir dik toplanaminda biiyiik (essential) alt

modiildiir.

Ispat :=) M, R— modiilii ESIP ozelligine sahip ve E ve S, M modiiliiniin dik topla-
nanlari olsunlar. Dolayisiyla M = FE & FE’ esitligini saglayan £ dik toplananin komple-
menti olan £’ vardir.

T M=E®F — F

projektif doniisiimiinii ele alindig1 zaman cekirdeginin ker 7 = E’ oldugu net sekilde

goriilir. Devaminda 7 projektif doniistimiiniin S' ye kisitlanis
Tls: S — F

icin kerm|g = S N E olacaktir. Dolayistyla £S1P tanimindan hareketle tanimlanan
kisitlanis homomorfizmasinin cekirdegi ker 6| = SN E’ bir dik toplananinda biiyiik
(essential) alt modiil oldugu goriilmiis olunur.

<:) E ve S, M modiiliiniin iki dik toplanani olsun. Dolayisiyla ispatin sonuglanmasi
icin £ NS <. D ifadesini saglayacak sekilde D <; M bulmak yeterli olacaktir.

M = E & E’ esitligini saglayacak sekilde £ dik toplananin komplementi olan £’ i¢in

B:M—FE

bir projektif doniisiimiinii ele alalim. Bu durumda kisitlanis homomorfizmasinin ¢ekir-
degi Kerfls <. D saglayacak sekilde, M modiiliniin bir D alt modiilii vardir. Ayni
zamanda,

KGTBLS:EQSSeDSdM

oldugunu biliyoruz. Elde edilen tiim veri ve sonuglardan hareketle M modiilii ESTP ye

sahip oldugu goriilmiis olur. 0

Onerme 4.117. M bir R—modiil olmak iizere eger M, ESIP ézelligine sahip ve
M = E @& S olacak sekilde bir parcalanisa sahip ise; E dan S ye tanimlanan homomor-

fizmalarin cekirdekleri, M nin bir dik toplanaminda biiyiik (essential) alt modiildiir.
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Ispat )M modiilii, £SIP’ye sahip ve M = E @ S esitligi olacak sekilde bir parcalanis:
olsun. o : F — S olacak sekilde £’den S’ye tanimlanmig olan bir homomorfizmayi ele

alalim. £ & S modiilii i¢in alinan ve agagidaki gibi tanimlanan
Ey={(z,ar):x € E}, By ={(2,0): v € E}

E; ve F, alt modiillerinin her ikisi de £'&.S modiiliintin dik toplananlari olur. Dolayisiyla

E; ve E5 ayn1 zamanda M nin dik toplananlari olur. Diger taraftan
EyNE; = {(z,0)|z € ker a}

Ve

ElﬂEgzkeroz@O

ifadeleri elde edilir. M/ modiilii £S1P’ye sahip oldugundan
ExNky<.D<; M
olacak sekilde M modiiliiniin D dik toplanan1 vardir. Devaminda
keradp0<., D<,E®S
yerine yazildigi zaman
keraNE<.DNE<(E®S)NE.

elde edilmis olur. D ve E/; M modiiliiniin dik toplananlar1 oldugundan
DNEL. W< E

olacak sekilde E’nin W gibi bir dik toplanam vardir. Dolayisiyla
kera <, W <; F

olur. Buradan ker o’nin E’nin bir dik toplananinda biiyiik (essential) alt modiil oldugu

goriilmiis olur. 0

Yukaridaki onermenin gereklilik kosulunu incelemis olduk. Simdi aym1 Onermenin

yeterlilik kisminin varligi i¢in asagidaki kosulu tanimlayalim.
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Kosul 4.118. M bir R—modiil olsun. M = A & B olacak sekilde bir parcalanisi ve D,

M nin bir dik toplanani olmak iizere;
AND+BnND<,DikenD=AND& BND.

esitligine (%) kosulu denir. Eger M modiilii bu esitligi sagliyor ise M modiiliine (x)

kosulunu sagliyor denir.

Onerme 4.119. M (x) ozelligine sahip bir R—modiil olsun. Eger M = E & S olacak se-
kilde bir parcalamisive f : E — S ile tamimlanan her homomorfizma icin f’nin cekirdegi

bir dik toplananda biiyiik(essential) alt modiil ise M, ESIP ozelligine sahiptir.

Ispat E ve S, M modiiliiniin dik toplananlari olsun. Dolayisiyla M = E & B =
S @ S’ olacak sekilde M modiiliiniin alt modiilleri olan £’ ve S’ vardir. Devaminda

sirastyla M’den E’ye ve M’den S ye olacak sekilde
a:M—FEvef:M— S
doniistimleri £ ve S”’niin kanonik projeksiyonlari olsunlar. Simdi £’den £’
A= ((a—1)0B)|E
olacak sekilde bir homomorfizma tanimlayalim. Dolayisiyla
kerA=(ENS)® (ENS) <.D <, M.

esitligini elde ederiz. Hipotezden ker A, E de bilyiik (essential) alt modiildiir. Ispatin
devami i¢in £/N S’ nin bir dik toplananda biiyiik(essential) alt modiil oldugunu gérmeliyiz.

Bunun i¢in

(ENnS)@®(EnS)<(DnS)@®(DNS)<D

ve devaminda

(ENS)® (ENS) <. D

olur. Dolayistyla

(DNS)®(DNS') <. D.
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olur. M, (x) 6zelligine sahip oldugundan
(DNS)Ya(DNS)=D

elde edilir . Buradan

(ENS)<.DNS<qyD <4 M

yazilir. Son veriler 1s181nda £ N S, M modiiliiniin bir dik toplananda biiyiik (essential) alt

modiil oldugu ve M modiiliiniin de £ST P’ye sahip oldugu gosterilmis olur. U

Alkan (2002) caligmasinda yari injektif (quasi-injective) bir M modiiliiniin SSP
ozelligine sahip olmasi ile M modiiliiniin injektif zarfinin (injective hull) SSP 6zel-
ligine sahip olmasi arasinda bir denkliin varligin1 gostermistir. Ancak bir injektif mo-
diil (injective modul) ayn1 zamanada C'1 6zelligine sahip oldugundan, £.STP o6zelligi de
mevcuttur. Calismamizin bu kisminda bir modiiliin alt modiiliinde bu 6zelliklerin nasil
korunacagini arastirip bu durum ¢ergevesinde ilerlemeye gayret gosterecegiz. Bu amagla,

yeni baz1 dzellikler tanimlama vasitasiyla calismamiza devam edecegiz.

Tanmm 4.120. M ve (), R— modiil olmak iizere

S1) D, Q modiiliiniin bir dik toplanant olmak iizere eger D NM , M de bir dik
toplanan ise M modiiliine S1 ozelligine sahiptir denir.

S2) A, M de bir dik toplanan olmak iizere eger A = A’ N M saglayacak sekilde
Q’nun bir A" gibi bir dik toplanani var ise M modiiliine S2 ézelligine sahiptir denir.

S3) B, Q da bir alt modiil olsun. Eger B < D saglayacak Q) nin bir dik toplanani
iken BN M <. DN M saglaniyorsa M modiiliine S3 ozelligine sahiptir denir.

Sonuc¢ 4.121. Tamimlarindan da kolayca goriileceginden yart injektif ( quasi injective)

modiiller S2 ve S3 ozelliklerine sahiptirler.

Ispat Tanimlardan aciktir. U
Onerme 4.122. M, Q R—modiiliiniin alt modiilii olmak iizere eger M modiilii; ESIP, S1, 52

ve S3 ozelliklerine sahip ve M , () modiiliinde biiyiik (essential) alt modiil ise (), ESIP

ozelligine sahiptir.
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Ispat M modilii, ESIP,S1,S2 ve S3 6zelliklerine sahip olsun. A, S <, Q dik topla-
nanlariolmak tizere Ay = AN M ve Sy = SN M ara kesitler yardimu ile elde edilen alt
modiiller M/ modiiliiniin dik toplananlar1 olur. M modiilii £SIP 6zelligine sahip oldu-
gundan

AgNSy<e D <g M
ifadesini saglayacak sekilde D <; M vardir. Dolayisiyla D = E' N M olacak sekilde )
modiiliiniin £ gibi bir dik toplanan1 vardir. Buradan
AgNSy=(ANM)N(SNM)<ANS<Q.
ve
ANSNM <., ENM

elde edilir. Son durumda A N .S < F olur.

M, () modiiliinde biiyiik (essential) alt modiil oldugundan d € FE olmak iizere rd €
D saglayacak sekilde » € R vardir. Devaminda Ag N .Sy <. D oldugundan asagidaki
ifadeyi saglayacak sekilde 0 # trd € AgN Sy t € R vardir. Buradan hareket ile

O#trdGAoﬂSQSAﬂSSE.

Sonug olarak () modiiliiniin £STP 6zelligine sahip oldugu goriilmiis olur. 0

Onerme 4.123. M, Q R—modiiliiniin alt modiilii olmak iizere eger Q modiilii, ESIP, S1
ve S2 ozelliklerine sahip ise M, ESIP ozelligine sahiptir.

Ispat @ modiili ESIP 6zelligine sahip bir modiil olsun. E,S <; M olsunlar. Bu
durumda £ = "N M ve S = 5" N M esitligini saglayacak sekilde () modiiliiniin £’ ve
S’ dik toplananlari vardir.

E'NnsS <. D <,0Q.
olacak sekilde () modiiliiniin bir D dik toplanani vardir. Buradan devam edilirse

ENnS=EnMnSNM<DNM<;M

olur. Ispatin neticelenmesi icin EN.S <. DN M gosterilmesi yeterli olacaktir. d € DN M
olmak tizere rd € E’' N S’ saglayacak sekilde sekilde 0 # r € R vardir. Dolayisiyla
buradan

rde (E'NnS"YNM
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aitlik durumu elde edilir. Sonug olarak M ’nin E S P 6zelligine sahip oldugunu gostermis

olur. O

Onerme 4.124. M, R— modiil olmak iizere M modiilii, ESS P ozelligine sahiptir ancak
ve ancak M = E @ S seklindeki her parcalanmisi ve f : E — S sekilde tamimlanan her ho-
momorfizmasi icin [ homomorfizmaswmin goriintiisii S dik toplananinda biiyiik (essential)

alt modiildiir.

Ispat :=) M modiilii £SS P 6zelligine sahip bir modiil olsun. Devaminda M = E & S
seklinde bir parcalanigi ve bu pargalanisin £ ve S dik toplananlari iizerinde f : £ — S

sekilde bir homomorfizma olsun. Buradan

Ay ={(z, fz):x € E}, Ay ={(y,0):y€ E}, A3 ={(0,2): z € S}

seklinde tanimlanan A, As ve Az alt modiilleri, M modiiliiniin dik toplananlari olur.
Buradan

A+ Ay =E®imf<.D<qM

ifadesini saglayacak sekilde M’de bir D dik toplanan vardir. Diger taraftan modiiler ku-
ralindan

D=Ea&(DnNS)

esitligi goriilmiis olur. Buradan hareketle son esitlikler yardimiyla ve uygun secilen bazi
L alt modiilleri ile birlikte im f, (D N S) dik toplananinda biiyiik (essential) alt modiil
olur.

<:) M = E & S seklindeki her pargalanisi ve f : F — S seklinde tanimlanan her
homomorfizmasi icin, f homomorfizmasinin goriintiisii .S dik toplananinda biiyiik (es-
sential) alt modiil oldugunu varsayalim. 1V ve K, M modiiliiniin dik toplananlar1 ve T/’
ve K alt modiilleride M = W @& W' = K & K esitliklerini saglayan M modiiliiniin alt
modiilleri olsun. W + K <. D saglayacak sekilde D dik toplananin varligim1 gostermek

istiyoruz.

ag: M — K ve ayr - M — W'

51



BULGULAR VE TARTISMA E. DOGAN

olacak sekilde projektif doniigiimlerini ele alalim ve devaminda Ej ile oy (ax (W)) ifa-

desini tanimlayalim. Buradan
Eg=W4+EK)n(W+EK)nW

esitligi saglanmis olur. Hipotezin yardimi ile M = E @ E’ esitligi ile birlikte £,, E’de

biiyiik (essential) alt modiil olur. Modiiler kuralindan, L = E' NnW' ile tanimlanan L ile
W =E®L

olacaktir ve

W + E., M modiiliinde dik toplanan olur. Boylece
W+ K=W+E <W+FE

olacaktir. (w +e¢) € W+ E (w € W, e € E) elemanim ele alalm. Bu durumda

0 # re € Ey olacak sekilde » € R vardir. Dolayisiyla
O#r(w+e) € By <W+ K

olacaktir. Sonug olarak (W + Ej )’nin (W + E) dik toplananinda biiyiik (essential) alt

modiil oldugunu gostermis olur. U

Onerme 4.125. M, R—modiilii ESSP ézelligine sahiptir ancak ve ancak A, M mo-
diiliiniin bir dik toplanani ve f : A — M seklinde tanmimlanan bir split monomorfizma

olmak iizere A + Im(f) M nin bir dik toplananinda biiyiik (essential) alt modiildiir .

Ispat Gereklilik £SSP tanimindan kolayca goriiliir. Yeterlilik kisminin gériilmesi icin
M modiilii icin M = A @& B seklinde bir parcalanisini ve f : A — B seklinde tanim-
lanmig bir homomorfizmayi ele alalim. Devaminda 7" = {a + f(a)|aeA} alt modiiliint
tanimlayalim. 7" alt modiiliiniin tammmindan M = T & B olacak sekilde ifade edilebilir.
a: A — M homomorfizmasi a(z) = z+ f(x) dontisiimii ile ele alalm. a(z) = x+ f(2)
seklinde ifade edilmesi &« homomorfizmasinin split monomorfizma oldugunu agik¢a or-
taya koyar. Ustelik
A+T =A® Im(f),
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olur. Budurumda I'm(f), B’de biiyiik (essential) alt modiil olur. Hipotezden faydalanarak
A @ Im(f) <. D saglayacak sekilde M nin D toplanani vardir. Buradan

AeIm(f)<.D=A® (DNB)
esitligi saglanir. Buradan hareketle b € (D N B) ve a € Aigin
0#£rb=a+ f(a) € A® Im(f)
esitligini saglayan » € R vardir . Devam edilirse
rb— fla)=a€ ANB
olur. Buradan
rb = f(a) € im(f)

olur ve im( f), M nin bir dik toplananinda biiyiik (essential) alt modiil olur . Sonug olarak

M modiiliiniin £SSP 6zelligine sahip oldugu goriilmiis olur. U

Onerme 4.126. M, R—modiil ve A, M ’nin bir dik toplanant olmak iizere M, ESSP
ozelligine sahiptir ancak ve ancak oo : M — M /A seklinde tanimlanan herhangi bir split
epimorfizmast icin A + Ker(«), M modiiliiniin bir dik toplananinda biiyiik (essential)

alt modiildiir.

Ispat :=) Gereklilik £S.SP tammindan kolayca goriiliir.
<)M R—modiilii icin M = A; & A, seklinde bir parcalanig ve bu pargalanigin dik

toplamlari arasinda « : A; — A, homomorfizmasini ele alalim. Buradan
T ={a+aa)|la € A}

seklinde ifade edilen alt modiil, M/ modiiliiniin alt modiilii olur. 7”nin tanimindan fayda-
lanarak M = T @ Aj esitligi elde edilir. Simdi 5 : M — M /T homomorfizmasini her
x1 € Ay, 19 € Agigin

B(x1 4+ x0) =20+ T

doniistimiinti saglayacak sekilde ele alindig1 zaman, 5 homomorfizmasinin bir split epi-
morfizma ve dahasi

ker(ﬁ) = Al
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oldugu goriiliir. Onerme |4.125[den
Al +T =A& Im(a) ve Im(a) <g4 Ay

olduklar1 gosterilmistir. Sonug olarak,

T+ker(f)<.D <4 M
T+A <.D<qM
Ai@Im(a) <. D <; M

oldugu elde edilir. Onerme |4.125/den, M modiiliiniin £SS P 6zelligine sahip oldugu go-

riilmiis olur. U

ESSP ozelligine sahip modiillerin 6zelliklerinin ve bu modiillerin hangi kosullara
sahip olmasi gerektiginin daha iyi anlagilabilmesi i¢in agagidaki iki lemmay1 hatirlatarak
calismaya devam edelim.

Lemma [3.99} M bir sag R—modiil , 8,7 € Endg(M) olacak sekilde f,g di-
zenli(regular) homorfizmalar ve M =ker f® E = imf® S =kervy® E =imy® S
esitlikleri var olsun . Bu baglamda asagidaki ifadeler saglanir (Abyzov ve Tuganbaev
2014);

i) im(B7) = B(E N (im(7) + ker(8))

iiYker(By) = 5 ! (im(8) O ker(5)) + ker(y).

Lemma [3.100} M bir sag R—modiil olsun. 5, M = E; & E, olacak sekilde ilk
dik toplanani olacak projektif doniisiimii ve v, M = FE; @ E5 olacak sekilde ilk dik
toplanani olacak projektif doniisiimii olsun . O zaman asagidaki ifadeler saglanir (Abyzov
ve Tuganbaev 2014);

i) im(yB) = (Ey + S2) N Sy;

i) ker(v03) = (Ey N Sy) + E5/dir.

Onerme 4.127. M = E®S = E' @S birsag modiilve E, S, S, S <4 M icin asagidaki
ifadeler denktir:
i) M, ESSP ézelligine sahiptir.
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i1) Herhangi B,~v € Endgr(M) projektif doniisiimler olmak iizere Im(B~), M modii-

liiniin bir dik toplananinda biiyiik (essential) alt modiildiir.
Ispat E.S E',S <, M dik toplananlar ve
B:E—S~y:E =S

ve homomorfizmalar1 var olsun. Buradan M modiiliini

/

M =ker(8) ® E=im(8) ® S =ker(y) @ E' = im(y) & S

olacak sekillerde ifade edelim.
i = 1) M modiili, £SSP o6zelligine sahip bir modiil olsun. Dolayistyla M modii-
limiin M = D @ W olacak sekilde asagidaki esitligi saglayacak bir parcalanigi vardir.

Buradan

im(y) + ker(8) = ker(B8) @ [E N (im(y) + ker(B)] <. D <4 M

elde edilir. Bu ifade yardimiile D = Kerf & (D N E) elde edilir.

Devaminda x € D N E olmak iizere

0 ri € ker(B) ® [0 (im() + ker(B))].
saglayacak sekilde » € R vardir.
re=e+s(s€kerf, eec [EN(Im(y)+ker(s))])
olsun. Bu durumda
re—e=s€ ANker veburadanda rz =e € [EN (im(y) + ker(3))]

elde edilmis olunur. Sonug olarak £ N (im(y) + ker(8)], D N E dik toplananinda biiyiik
(essential) alt modiil olur. Dolayisiyla I'm(y) M modiiliiniin bir dik toplananinda biiyiik
(essential) alt modiil oldugu gosterilmis olur.

it = i) B,7 € Endg(M) olmak tizere Endg(M )’nin birim elemanlar1 olsun. Lemma

[3.99] dan ve hipotezden
im(By) = (BM +yM)N (1 =7)M <. H <q (1 =7)M.
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ifadesini saglayacak sekilde M/ modiiliiniin bir /7 dik toplanan1 vardir. Dolayisiyla
(YM + M) = yM ® [(BM +yM) 0 (1 = y)M] <cyM ® H <4 M

ifadesine ulagilir. Bu neticeler ve veriler M modiiliiniin £S'S P 6zelligine sahip oldugunu

gosterir. U

Onerme 4.128. M ve M', R— modiil ve M < M’ olsun . Bu durumda

i) Eger M modiilii, ESSP, S1,52 ve S3 ozelliklerine sahip ve M <., M’ ise , M’
modiilii de ESS P ozellilgine sahiptir.

i1) Eger M' modiilii ESSP, S1 ve S2 ézelliklerine sahip ise M modiilii de ESSP ye

sahiptir.

Ispat i) M modilla ESSP, S1, 52 ve S3 6zelliklerine sahip olsun. £, S <; M’ olmak
tizere alinan dik toplananlari igcin Ay = EN M ve By = SN M elde edilecek alt modiil-
ler de M modiiliiniin dik toplananlar1 olur. Dolayisiyla M, ESSP ye sahip oldugundan
dolay1

Ag+ By <. D <qg M
saglayacak sekilde D <; M ve S2 6zelliginden dolay1 D = WNM esitligini gergekleyen

W <4 M’ vardir. Dolayisiyla son elde edilen veriler yardimu ile
Ao+ By=(ENM)+(SNM)<(E+S NM<WnM<M

ifadesine ulagilir. Buradan hareketle (F + S) N M alt modiiliniin £ N M de biiyiik
(essential) alt modiil oldugu elde edilir. M modiiliiniin S3 6zelligine sahip olmasindan
dolay1 £ + S < W olacaktir. d € W olsun. Bu durumda M "modiilii, M/ modiiliiniin
biiyiik genislemesi (essential extension ) oldugundan rd € D olacak sekilde » € R vardir.

Bununla birlikte Ay + By <. D oldugundan
0 % trd € AO + BO
olacak sekilde ¢ € R vardir. Sonug olarak

O#tTdEAO—FBQSE—i—SSeW
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olur. Dolayisiyla

E+S<. W<, M

oldugundan M’ modiiliniin £.SS P 6zelligine sahip oldugu goriilmiis olur.
i1) M’ modiili ESS P 6zelligine sahip olsun. F, S <; M dik toplananlari olsun. Bu
durumda

E=FENMveS=5nNnM

esitliklerini saglayacak M’ modiiliiniin £ ve S’ gibi iki dik toplanani vardir. M'modiilii

ESSP ozelligine sahip oldugundan

E' +5 <.D<sM.

saglayacak sekilde M’ modiiliiniin D dik toplanani vardir. M’ modiilii S2 6zelligine sahip

oldugundan
E+S=FEnNM+SnNM<(E4+S)NM<DNM<,; M.
elde edilmis olur. Ispatin devaminda
E+S<.DNnM

oldugunu gérmek bizi sonuca gotiirecektir. d € D N M olsun. O halde 0 # rd € E' + 5’
saglayacak sekilde 0 # r € R vardir. Buradan hareketle

rde (E'+S)YnM

olur. Dolayisyla son elde edilen veri bize M modiiliiniin £SSP ye sahip oldugunu gos-

terir. ]

Caligmanin geri kalan kisminda ESTP ve ESS P o6zelliklerine sahip modiillerin ara-
sindaki iligkiler incelenerek hangi kosullar altinda aralarinda ne gibi baglantilarin oldugu

aragtirilacaktir.

Tamim 4.129. M, ve My, M modiiliiniin dik toplananlart olsun. Eger M, + My <. M

iken My N My, M modiiliin dik toplanant ise M modiilii (xD3) ozelligini sagliyor denir.
(xD3) 6zelligine sahip bir modiiliin (D3) 6zelligini sagladigi agiktir.
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Onerme 4.130. M modiilii (xD3) ézelligine sahip olsun. Eger M modiilii, ESSP ézel-

ligine sahip ise M, ESIP oézelligine sahiptir.

Ispat M modiilii £SSP’ye sahip olsun. Bu durumda A/ modiiliiniin A ve B dik top-
lananlart i¢in A + B <. D saglayacak sekilde M modiiliiniin D dik toplanani vardir.
Ayrica D@W = M dik toplamini saglayacak D’nin komplementi olan W dik toplanani
vardir. Hipotezden,

W+AS€ Cl VCW+B Se 02
olacak sekilde M modiiliiniin Cve C5 dik toplananlart vardir. Buradan
A+W+B+W=(A+B)egW <. DaW

olur. Son durumda elde edilen yukaridaki esitlikten C';, + C5, M modiiliinde biiyiik (es-
sential) alt modiil olur. M modiilii (xD3) 6zelligine sahip oldugundan dolayiC; N Cy, M

modiiliiniin bir dik toplanani olur. Dolayisiyla
D+Clﬂ02 = M olur.

Buradan

E=DNCinCy <y M

olacaktir. Ispatin devami igin simdi A N B <, E oldugunu goérelim.

e € IV olmak iizere
O#re=a+weA+W (a € Avew € W) olacak sekilde

r € R vardir. Buradan

re—acDNW =0

olur. Dolayisiyla re = a elde edilir. Diger taraftan re € 'y oldugundan dolay1
0#lree B+ K
olacak sekilde ve dolayisiyla
lre=b+w, (be Bvew, € W)
esitliini saglayacak bir [ € R vardir. Devaminda
lre-=beDNW =0
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elde edilir. Sonug olarak /re = b olur. Bu elde edilen sonug; 0 # Ire € AN B oldugunu
ve devaminda da A N B alt modiiliiniin £ de biiyiik(essential) alt modiil oldugunu gos-
termis olur. Dolayisiyla bu veriler 1s181inda M modiiliiniin £S5 P 6zelligine sahip oldugu

goriilmiis olur. U

Onerme 4.131. M bir R—modiil olsun ve (C3) kosulunu saglasin. Eger M modiilii
ESIP ozelligine sahip ise M modiilii ESS P ozelligini de sahiptir.

Ispat M modiilii £SIP 6zelligine sahip ve A ve B de M modiiliiniin dik toplananlar
olsunlar. Bu durumda A N B <. D saglayacak sekilde M/ modiiliintin bir dik toplanan
vardir. Ayrica D @& L = M olacak sekilde D alt modiiliiniin komplementi olan L dik

toplanan1 vardir. Hipotezden
LﬂASe D1 VCLQBSE D2

olacak sekilde D,, D, dik toplananlar1 vardir.
x € D1 N Dy elemani olsun. Bu durumda 0 # rz € L N A olacak sekilde r; € R
vardir. Dolayisiyla ayn1 zamanda 7z € D, olur. Buradan hareketle 0 # romz € LN B

saglayacak sekilde o € R vardir. Boylece
0#rrze LN(ANB)CLND=0.

elde edilir. Dolayisiyla D; N Dy = 0 olur. M modiilii (C'3) 6zelligine sahip oldugundan
dolay1, Dy & D5, M modiiliinde dik toplanan olur. Devaminda

d=dy+dy € Dy ® Dy(dy € Dy ,dy € Dy)
elemani i¢in rd; € L N A olacak sekilde » € R vardir. Eger
rd=rd; +rdy =0
ise
rdy = —rdy € Dy N Dy = 0 olacaktr.

Buradan rd, A + D alt modiiliiniin sifirdan farkli bir eleman1 olur. Benzer sekilde 0 #
Irdy € LN B saglayacak sekilde [ € R vardir. Son durumda benzer sekilde [(rd; + rds)

yine sifirdan farkli bir eleman olacaktir. Dolayisiyla
0 # l(rdy + rdy) € A+ Bolur.
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Buradan

A+ B<.D; @ Dy <4 M.

elde edilir. Sonug olarak M modiiliiniin £/S'S P 6zelligine sahip oldugunu gostermis olur.

0

Teorem 4.132. R bir hakla olsun. Eger her serbest (free) modiil ESS P ozelligine sahip

ise R halkast C'1 ozelligine sahiptir.

ispat A, R’nin sol kapali ( left closed) alt modiilii olsun. Bu durumda F' serbest (free)
modiiliin ve p : ' — A olmak iizere p epimorfizmasini secebiliriz. Dolayisiyla F' & R
serbest (free) modiilii de £/SSP 6zelligine sahip olur. ¢ : A — R seklinde bir injektif
doniigimiinii ve f = ip esitligini saglayacak f : F' — R homomorfizmasini ele alalim. Bu
durumda im f = A olacaktir ve imf = A, R nin bir dik toplananinda biiyiik (esssential)
olacaktir. A kapali (closed) oldugundan A, R nin dik toplanani olur. Sonug¢ olarak bu

durum bize R halkasinin C'1 6zelligine sahip oldugunu gostermis olur. U

Sonuc 4.133. R bir hakla olsun. Eger her serbest (free) modiil ESIP ozelligine sahip
ise R halkast C'1 ézelligine sahiptir.

Ispat Tanimlardan aciktir. U

Teorem 4.134. R bir halka olsun. Eger her serbest (free) modiiliin biiyiik (essential)-
alt modiiliiniin goriintiisii yine biiyiik (essential)-alt modiil oluyorsa ve her serbest (free)

modiil C'1 modiilii ise, o zaman her modiil SSE P ve SIFE P ozelliklerine sahiptir.

Ispat M R-modiil olsun. Buradan M = % olacak sekilde F' serbest (free) modiilii ve
L < M alt modiilii vardir. A ve B, M modiiliiniin dik toplananlar1 olmak iizere

A L By+ L
= ot ve B = ot

A
L L

esitliklerini saglayacak sekilde F' serbest (free) modiiliiniin Ay ve By dik toplananlari
vardir. Dolayisiyla

A+ By <. D <4 F
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ifadesini saglayan F'serbest (free) modiiliiniin D dik toplanani vardir. Buradan
D+ L <, F
L L

ve
Ao+ B+ L < D+ L

A+B=
- I~ L

elde edilmis olur. Hipotezden

A0+Bo+L< D+ L
L = L

elde edilir. Buradan son olarak
A+B<.D<; M

elde edilmis olur. Buradan M modiiliiniin £/S'S P ye sahip oldugu goriiliir. Benzer sekilde
M modiiliiniin £ST P 6zelligine sahip oldugu da goriiliir. U

Calismanin bu kisminda tanimlamis oldugumuz ESIP ve ESSP modiillerin matris
halkalarindaki davranislari ile ilgili sonuglara deginecegiz.

R birimli bir halka olsun ve i € R &yle bir idempotent eleman (h*> = h) olsun ki
R = RAR ifadesini saglasin. Bu durumda, W = A Rh alt halkasini tanimlayalim. M, bir

sag R-modiilii olmak iizere, M h bir sag WW-modiiliidiir.

Lemma 4.135. S, Mg nin bir alt modiilii olsun. O halde S, Mg’ nin bir dik toplananidir

ancak ve ancak Sh, (Mh)y nin bir dik toplananidr.

Ispat S alt modiilii M/ modiiliiniin bir dik toplanani olsun. Dolayisiyla M modiiliinii
M = S & S’ ifadesi elde edilecek sekilde M modiiliiniin bir S” gibi dik toplanani vardir.
Bu ifadeden faydalanarak Mh = Sh + S’h. esitligi de elde edilir. Son esitlikten,

ShNS'h<SNS =0,

elde edilir. Dolayisiyla Mh = Sh @ S’h. elde edilmis olur. Tersine bakalim. M h mo-
dilinti Mh = Sh @ D ifadesini saglayacak sekilde D < (Mh) alt modiilii var olsun.
Buradan S N DR = 0 ifadesi ve

M = MhR = (Sh+ D)R=ShR+ DR =S+ DR.
ifadesi kolayca elde edilir. Dolayistyla bu baglamda M = S & DR sonucu elde edilmis

olur. O
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Teorem 4.136. Yukaridaki notasyonu kullanarak, M bir sag R-modiil olsun. O halde, M,
sag R-modiil olarak ESIP modiildiir ancak ve ancak Mh sag W -modiilii olarak ESITP

modiildiir.

Ispat Lemma dan dogrudan elde edilir. U

Teorem 4.137. M modiilii bir R— modiil olmak iizere. M modiilii ESIP ozelligine sa-
hiptir ancak ve ancak (M h)w modiilii de ESI P ozelligine sahiptir.

Ispat A, B alt modiilleri M/ modiiliiniin dik toplananlari olsun. Bu durumda A, B ayni

zamanda M modiiliiniin de dik toplananlar1 olacaktir. Dolayisiyla
ANB <. L <4 M.

esitligini saglayacak sekilde M nin bir L dik toplanani vardir. Bu baglamda A N B <
Mh ve AN B <, Lh esitligini yazabiliriz. Lemma {.135]dan Lh <, M. elde edilmis
oluruz. Elde edilen son durum ise M h W- modiiliiniin £STP 6zelligine sahip oldugunu
gostermis olur. Tersini gorelim; A, B alt modiilleri M/ modiiliiniin birer dik toplananlari
olsun. Bu durumda Ah, Bh alt modiilleri de M h, W —modiiltiniin birer dik toplananlari
olur. Lemma.135|dan Mh W — modiilii £SIP ozelligine sahip oldugu i¢in

AhNBh <, L <4 Mh.

ifadesini saglayacak sekilde M A modiiliiniin L gibi bir dik toplanan1 vardir. Ayni1 zamanda
Mh =L & S. esitligini saglayan .S dik toplanani vardir.
Buradan hareketle

M = MhR = LR + SR.

ifadesi kolayca goriiliir. x € LR N SR olsun. Bu durumda
xh € LRhNSRh C LhNSh CLNS=0.

olacaktir. Son elde edilen sonu¢ LR N SR = 0 ifadesinin var oldugunu gosterir. Dolay1-
styla
M =MhR=LR® SR
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elde edilir. « € LR olsun. Buradan aht € Ah N Bh € AN B ifadesini saglayacak sekilde
t € W vardir. Bu durumda ht = t ve aht # 0 yazilir. Devaminda Ah N Bh <. Lh

goriilmiis olur. Elde edilen son ifadelerden
0#ate AhLNBhC ANB
ve
ANB <, LR <; M.

olur. Sonug olarak, M modiiliiniin £SIP 6zelligine sahip oldugu goriilmiis olur. U

Sonug 4.138. R bir halka olmak iizere R, ESIP halkadir ancak ve ancak h Rh-modiilii
olan Rh, ESIP modiildiir.

Ispat Tanimlardan aciktir. 0

Sonuc 4.139. Simdi, W bir birimli halka ve m pozitif bir tam say: olmak iizere, R halkast,
girdileri Wden alinmug tiim m X m matrislerin halkast olarak Mat,, (W) seklinde tanim-
lansin. R halkasinda, yalmizea (1, 1) konumundaki girdisi 1 olan ve diger tiim girdileri
stfir olan matrise hy, diyelim. Bilindigi tizere, hy, bir idempotenttir ve asagidaki egitlikler
saglanir:

W = hlthll ve R= RhllR.

Yukaridaki notasyon altinda, R = Mat,,,(W) olsun. O hélde, R, ESIP bir halkadwr ancak
ve ancak serbest (free) W -modiilii olan W™, ESIP modiildiir.

Ispat Tanimlardan aciktir. U

Onerme 4.140. M bir R-modiil olsun. M modiilii ESSP ézelligine sahiptir ancak ve

ancak My, modiilii ESS P ozelligine sahiptir.

ispat P ve () , M}, modiiliiniin birer dik toplananlar1 olsunlar. Bu durumda P ve (), ayni
zamanda M nin de dik toplananlar1 olur. Bu durumda P + @ <. L <; M olacak sekilde

M modiiliiniin bir L dik toplananm vardir. Dolayisiyla buradan

P+Q<M, ve P+Q<.,L,
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elde edilir Lemma.135|dan L;, <, M elde edilir. Boylece M), modiilii -modiilii olarak
ESSP o6zelligine sahip oldugu goriilmiis olur.

Tersine, P ve (), M modiiliiniin dik toplananlar1 olsun. Bu durumda P, @), M}, mo-
diiliiniin dik toplananlar1 olurlar. Lemma[.135|dan P, + Q), <. L <, M), olacak sekilde
M), modiiltiniin bir L dik toplanan vardir. Ayrica M;, = L @& S olacak sekilde bir S dik

toplanani daha vardir. Buradan
M=MR ve M,R=LR®SR
yazabiliriz. Her z € LR + SR igin
xhe LRh+SRhC L, +S, CL+SCM

olacaktir. Sonug olarak LR+ SR = M, M = MR = LR & SR elde edilir.
Simdi @ € KR igin, dyle bir ¢t € K vardir ki aht € P, + Q, C P+ Q ve ht = t,
ayrica aht # 0. Boylece P, + Q), <. Lj, ve

Of£ate P+Qr,CP+Q

olur. O halde P + @ <. KR <; M yazlir. Boylece M modiiliiniin £SSP 6zelligine
sahip oldugu ispatlanir. O

Teorem 4.141. Yukarida tanimlanan ve ifade edilen gosterimler ile R = Mat,,,(W) olsun.
Bu durumda, R halkast sag ESSP halkasidir ancak ve ancak serbest (free) sag W -
modiilii olan W™ bir ESS P modiiliidiir.

Ispat R bir sag £SSP halkasi olsun. Bu durumda W™ W-modiilii SSP 6zelligine
sahiptir ancak ve ancak W halkas1 SSP ozelligine sahiptir. Clinkiit K = Rhy; esitligi ve

Lemma dan,
Wwm=Y oY’

seklinde bir dik toplam elde edilecektir. Burada Y ve Y’ alt modiilleri W™ nin dik top-
lananlaridir. Bu altmodiiller ayn1 zamanda My modiiliiniin de dik toplananlar1 olur. Bu

durumda,

Y+Y' <.D <4 Mp
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olacak sekilde My’ nin D gibi bir dik toplanani vardir. O halde
Y+Y' <W™ ve Y+Y' < D

yazilabilir. Lemma [4.135|dan D" <, W™ oldugu goriiliir. Boylece W™, bir W-modiilii
olarak E/'S'S P ozelligine sahip oldugu goriilmiis olur.

Tersini gorelim, ) ve T olacak sekilde R’nin iki dik toplanam ele alalim. Bu du-
rumda Qh; ve Thy;, W™’ nin iki dik toplanani olur. Lemma dan, W™ nin bir dik
toplanani olan D alt modiiliintin varlig1 goriilmiis olur ve ayn1 zamanda W™ bir £SSP
modiilii oldugundan,

Qhin +Thi <. D <4 K™

yazabiliriz. Buradan

Qhi1 +Thiyy <. D <q W™

elde edilir. Boylece M’nin ESSP 6zelligine sahip oldugu goriiliir. U
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5. SONUCLAR

Calismada, SIP ve SSP modiillerin yeni bir genellemesi yapilmaya calisiimistir. Bu bag-
lamda tanimlamdigimiz ESSP (iki dik toplananin toplami bir dik toplananda biiyiik (es-
sential)ise ve F/STP (iki dik toplananin arakesiti bir dik toplananda biiyiik (essential)ise
modiil ailelerinin karakteristik ozellikleri iizerinde durulmustur.

Tanimlanan E'SSP ve ESTP modiil aileleri ile SSP ve ST P modiiller arasindaki farkli-
liklar 6rnekler ile gbz Oniine serilmistir.

Bu baglamda tez ¢aligmasi boyunca; Eger her serbest (free) modiil £ST P 6zelligine sahip
ise R halkas1 (C1) 6zelligine sahip oldugu goriilmiistiir. Bunun diginda eger modiil (C3)
kosulunu sagliyor ve E'STP 6zelligine sahip ise, M modiilii £'S.S P 6zelligine de sahiptir
sonucuna varilmistir. Devaminda tanimladigimiz belirli kosullar altinda £.S1 P 6zelligine
sahip modiillerin £SS P 6zelligine de sahip olduklari ispatlanarak sunulmustur. Bunlara
ek olarak A, M’nin bir dik toplanani olmak iizere M, ESSP o6zelligine sahiptir ancak
ve ancak « : M — M /A seklinde tanimlanan herhangi bir split epimorfizmas i¢in A +
Ker(a)), M modiiliiniin bir dik toplananinda biiyiik (essential) alt modiil oldugu da goste-
rilmigtir.

Caligmanin sonunda ESTP ve ESSP ozelligine sahip modiillerin matris halkalar ile
olan baglantilar1 irdelenerek matris halkalarinin hangi kosullar altinda ESTP ve ESSP
ozelligine sahip olduklar1 incelenmigtir. Bu baglamda R birimli bir halka ve h € R dyle
bir idempotent eleman (h?> = h) olsun ki R = RhR ifadesini saglasm. Bu durumda,
W = hRh alt halkasim1 tanimlayalim. M, bir sag R-modiilii olmak iizere, M h bir sag
W -modiiliidiir ifadesi ele alindiginda M modiilii bir — modiil olmak iizere. M modiilii
ESIP 6zelligine sahiptir ancak ve ancak (Mh)y modiili de £S1P ozelligine sahip ol-
dugu gosterilmistir. Devaminda R bir halka olmak tizere R, /ST P bir halka olmasi, ancak
ve ancak h Rh-modiilii olan Rh , ESIP bir modiil oldugu ve M bir R-modiilii oldugu za-
man M modiili SSE P ozelligine sahiptir ancak ve ancak M; modiilii SSE P 6zelligine
sahip oldugu gosterilmistir. SSP ve SIP modiiller iizerine elde edilen kullanish pek ¢ok
onerme ESSP ve ESIP modiiller iizerine genelllestirilmistir. Bu genellestirme igerisinde
ESSP ve ESIP modiillerin injektif modiiller, (C1),(C2),(C3) kosullar1 ve (D1),(D2),(D3)

kosullarini saglayan modiiller ile arasindaki iligkilere deginilmistir. Diizenli (regular) mo-
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diillerin ESSP ve ESIP modiil olma durumlar ele alinarak bu iki modiil ailesi arasindaki
iligkiler degerlendirilmistir. Tanimlanan 6zellikler iizerine elde edilen biitiin sonuglar 151-
ginda modiil ve halkalar iizerinde yeni genellemeler elde edilmistir.

SSP ve SIP modiiller tizerine bir cok ¢alisma yapilmistir ve yapilmaya devam ediliyor. Bu
baglamda Modiil ve Halka Teorisinde degerli bir yere sahip olan SSP ve SIP modiiller ile
ilgili calismalarda elde edilen sonuclar benzer sekilde ESIP ve ESSP modiiller iizerine de
yapilabilir.

Calismada bir¢ok modiil tiirliniin 6zellikler de sol(sag) kalitsal (hereditary) modiillerin
ESSP ve ESIP modiiller ile ilgili kismina deginilmemistir. Dolayisiyla yeni ¢alismalarda
farklit modiil tiirlerinin ve 6zellikle sol(sag) kalitsal (hereditary) modiillerin ESSP ve ESIP

modiiller arasindaki iligkilerin incelenmesinin faydali olacag diistiniilmektedir.
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