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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

DINAMIK SISTEMLER TEORISININ f(R) GRAVITASYONDAKI
UYGULAMALARI

Gizem Dilara ACAN YILDIZ

istanbul Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Fizik Anabilim Dah

Damisman : Do¢. Dr. Ertan GUDEKLI

DINAMIK SISTEMLER TEORISININ f(R) GRAVITASYONDAKI
UYGULAMALARI

Bu ¢alismada, yapacagimiz hesaplar sonucunda karanlik enerji igeren higbir bilesen vermeden,
evrenin hizlanarak genislemesini agiklamak iizere Genel Roélativite Teorisi (GRT) disinda ileri
stiriilen ve degisiklige ugratilmig gravitasyon teorisi olarak adlandirilan f(R) gravitasyon

teorisini ele alacagiz.

Amacimiz, degistirilmis gravitasyon teorilerinden f(R) gravitasyon teorisinin kozmolojik
evriminin, Genel Rolativite Teorisinin standart kozmolojisine gore ne tiir degisiklikler ve

farkliliklar getirdiginin belirlenmesidir.

Calismamizi 1+3 uzay-zaman kovaryant yontemini kullanarak, dik ve tek bilesenli akiskan
iceren RW (Robertson Walker) modelinde gerekli matematiksel ve fiziksel kavramlari tanitarak

evrim ve bag denklemlerini kendi isaret ve sembol kabullerimiz c¢ergevesinde sistematik ve

Xiv



ayrintili bir ¢ikarimini gravitasyon teorisinde tesis edip sunacagiz. Ayrica evrim denklemlerinin
l.mertebeden ve boyutsuz degiskenler cinsinden adi diferansiyel denklemlerden olusan bir

denklem sistemi olabilecegini gdsterecegiz.

Bu tip teoriler gegtigimiz son on sene igerisinde Genel Rolativite Teorisi (GRT)’nin standart
kozmolojideki eksiklerinin giderilmesi i¢in ¢ok ilgi ¢ekmistir. Ancak alan denklemlerine
yiiksek mertebeden egrilik diizeltmeleri eklemek ¢ok daha karmasik ve daha yiiksek non-lineer
denklemlere yol agmakta, dolayisiyla da bunlar tam analitik c¢oziimleri bulmayi
zorlagtirmaktadir. Biz burada ¢esitli bilim dallarinda kullanilan (iktisat, biyoloji vb..) dinamik

sistem teorisini kullanarak, nitel analiz yaparak belirlemek istiyoruz.
Kasim 2021, 138 sayfa.

Anahtar kelimeler: Kozmoloji, Degistirilmis Gravitasyon Teorileri, f(R) Gravitasyonu,
Dinamik Sistem Analizi.
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SUMMARY
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APPLICATIONS OF THE THEORY OF DYNAMICAL SYSTEMS IN
f(R) GRAVITATION
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Department of Physics
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Academic Title

APPLICATIONS OF THE THEORY OF DYNAMICAL SYSTEMS IN f(R)
GRAVITATION

In this study, we will consider the f(R) theory of gravity, which is called the modified gravity
theory, which is put forward outside the General Theory of Relativity (GRT) to explain the
accelerating expansion of the universe without giving any components containing dark energy

as a result of the calculations we will make.

Our aim is to determine the cosmological evolution of the f(R) theory of gravity, which is one
of the modified gravitational theories, and what kind of changes and differences it brings with

respect to the standard cosmology of the General Theory of Relativity.
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By using the 1+3 space-time covariant method, we will introduce the necessary mathematical
and physical concepts in the RW (Robertson Walker) model, which includes an orthogonal and
one-component fluid, and will establish and present a systematic and detailed inference of the
evolution and bond equations within the framework of our own sign and symbol assumptions
in the theory of gravity. We will also show that evolutionary equations can be a system of
equations consisting of ordinary differential equations in terms of first-order and dimensionless

variables.

These types of theories have attracted a lot of attention over the past decade to fill the
deficiencies of the General Theory of Relativity (GRT) in standard cosmology. However,
adding higher order curvature corrections to field equations leads to much more complex and
higher non-linear equations, thus making it difficult to find exact analytical solutions. Here, we
want to determine by using the dynamic system theory used in various branches of science

(economics, biology, etc.) by making qualitative analysis.
November 2021, 138 pages.

Keywords: Cosmology, Modified Gravitation Theories, f(R) Gravitation, Dynamic System
Analysis
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1. GIRIS

Modern kozmoloji, Einstein'in Genel Roélativite Teorisi ortaya ¢ikmadan asla gii¢lii bir bilim
olamazdi. 1915°te Einstein Genel Rolativite Kurami’ni ortaya koydu ve bu teori fizikgilerin
olaylar1 Giines Sisteminin 6l¢eginde agiklamalarini saglamakla kalmadi, ayn1 zamanda onlar1
tim evrenin kokenlerine ve evrimine yonlendiren basamak tasi oldu. Genel Rolativite Teorisi
(GR) ortaya atildig1 donemden itibaren arastirmacilarin odak merkezi haline geldi. Hem Giines

Sistemi 6l¢eginde hem de kozmolojik 6lgekteki gozlemlere uzun siire uyum gosterdi.

Genel Rolativite Teorisi (GRT)’nin 6ne siiriildiigii donemlerde, evrenin duragan ve sonlu
oldugu yaygin kabulii, teori i¢in birtakim sikintilar ortaya ¢ikarmaktaydi. Ciinkii teori, duragan
degil dinamik bir evreni ongoriiyordu. Oysa Einstein, o giinkii gézlemler gergevesinde
evrenin duragan olmasi gerektigini diisiiniiyordu. Einstein, denklemlerin kozmolojik kabuller
altinda kararli ve sabit bir evren vermedigi kanisindan hareketle o zamanin kozmolojik
kabullerine uygun olarak denklemlere bir kozmolojik sabit (A parametresi) eklemistir [14]. Bu
haliyle denklemler artik sabit ve kararli bir evren 6ngérmektedir. Daha sonra Hubble’in 1929
gozlemleri sonucunda ortaya ¢ikan, evrenin genislemesi olgusu bu sabitin gereksiz oldugunu
gostermis ve Einstein’in kariyerinin en biiyiik hatasi olarak gordiigii bu genel goreliligin ilk
modifikasyonu, basarisizlik daha dogrusu gereksizlikle sonuglanmistir. Cok sonralari bu sabiti
canlandiracak goézlemsel motivasyon, 1999°da yapilan Tip la Siipernova (Tip Ia SN) gozlem
sonuclarindan gelmistir. Buna gore z ~ 0.5 mertebesindeki SN’ler beklenenden 0.25 kadar daha
sontik gozlenmistir [36]. Bu ise yaklastk 6 milyar 1sik yili uzaktaki stipernovalarin
bekledigimizden daha az kirmiziya kaydigmni yani 6 milyar yi1l once evrenin daha yavas
genisledigi, sonradan artan hizlarla genislemekte oldugu sonucunu dogurmustur. Bu sonu¢ A
parametresinin gerekliligini tekrar ortaya koymustur ve bu sabit, evrenin genislemesinin izahi

olarak bir kez daha denklemdeki yerini almigtir [33-35].

Gordiiglimiiz iizere Einstein’in Genel Goreliligini degistirmek yeni bir durum degildir. GR’nin
biraz degistirilmis yeni bir versiyonunu 6neren ilk kisi Einstein’in kendisiydi. Birkag¢ y1l sonra
bilim adamlarindan, teoriye farkli bir yaklasim i¢in yapilan diger girisimler geldi. 1919 ve
1923’te Weyl ve Eddington ilk olarak, aksiyona daha yiiksek mertebeden invaryant terimler

ekleyerek teori degisikliklerini ele aldilar [22]. Tabi bu teorileri motive eden teorinin deneysel



veya teorik bir basarisizligi degildir. Daha ziyade yeni 6nerilen teori hakkinda daha iyi bir fikir

edinme iradesidir [30].

Friedmann 1922 ve 1924’teki ¢alismalariyla Robertson-Walker (RW) metrigi iizerine kurulu,
genisleyebilen evren modelleri ortaya koymustur. Bugiin Friedmann-Robertson-Walker (FRW)
Modelleri olarak bilinen bu model, Standart Biiyiik Patlama (SBP) evren modelinin temelini
olusturur. SBP modeli Hubble genisleme yasasini, evrende gozlemlenen hafif element
bolluklarini ve kozmik mikrodalga arkaplan fon (CMB) 1sinimin1 agiklayarak oldukga basarilt
olmustur [19]. Ancak bir siire sonra SBP modelinin baz1 onemli sorunlar barindirdig1 fark
edilmistir. Bu sorunlarin ¢6ziimii i¢in de Sitter’in 1917°deki iki ¢alismasinda (de Sitter, 1917a;
1917b) A sabitinin de dahil oldugu, iistel olarak genisleyen evren modeline benzer bir evreden
geemesinin gerekliligi goriilmiistiir. Bu ¢6ziim, evrenin erken donemlerinde A gibi davranan
enerji kaynaklariin kullanilmasiyla elde edilen enflasyon modellerinin temelini atmistir. Bu
enflasyon (sisme) modelleri, CMB 1smimi  gozlemlerinden evrenin  kozmolojik

parametrelerinin belirlenebilmesinin de oniinti agmustir [5-43].

Bugiinkii kozmolojik veriler erken evrenin bir enflasyon doneminden gegtigini, daha sonra SBP
modellerine uygun olarak evrimlestigi ve glinlimiiz evreninin A gibi davranan bir enerji
kaynaginin (karanlik enerji) etkisiyle hizlandigin1 ve hemen hemen uzaysal olarak diiz bir
geometriye sahip oldugunu gostermektedir [6]. Go6zlemler, evrenin fiziksel bilesenlerinin
oranlarin1 da biiylik duyarlilikla verebilmektedir. Son verilere gore, standart ACDM (burada
CDM soguk karanlik maddenin kisaltmasidir) g¢ercevesinde, evrenin enerji yogunlugunun
yaklasik %5°1 baryonik madde, %22’si CDM ve %731 yapisi hala ¢ok iyi anlasilmamis olan
karanlik enerji bi¢imindedir [31].

Tiim bunlar1 dikkate alarak, evrenin evrim ve madde-enerji igerigi i¢in, gozlemlenenle uyumlu
bir teoriden bir resim elde etmenin en azindan zor oldugu aciktir. Su anda 6nerilen kozmolojik
model, genellikle skaler bolgeye dayanan bir enflasyon fazi ile desteklenmis ACDM (A-Soguk
Karanlik Madde) modeli veya uyumlu modeldir. Bu modelde Karanlik Enerji, vakumun enerjisi
ile ayn1 kabul edilir, negatif gravitasyon basincina sahiptir ve etkisi kozmolojik sabit A ile
esdegerdir [25]. Bununla birlikte, bu model, gbzlemlenen evrenin agik bir sonug oldugu temel
bir teori yerine, verilere fenomenolojik bir uyum saglayan bir teori olmustur. Bu nedenle,
enflasyonun kokenini veya Karanlik Maddenin dogasini agiklamaz, kozmolojik sabit problemi

ve tesadiif problemiyle miras alinir. Bunlardan ilki, kozmolojik sabitin gdzlenen degerinin,



madde alanlarinin vakum enerjisine kiyasla kiiglik oldugu (yaklasik 120 kat daha kiigiik),
bliytikliik problemi ile ilgilidir. Daha sonraki problem, kozmolojik sabitin enerji yogunlugunun
maddeninki ile karsilagtirilabilir oldugu son derece kii¢iik zaman periyodunun, garip tesadiifii

ile ilgilidir.

Bu bulmacalarin ¢oziimii heniiz standart Genel Rolativite baglaminda elde edilmedigi siirece,
degistirilmis bir gravitasyon teorisi denemek makul olur. Dolayisiyla bu tezde, f(R)
modifikasyonunun yukarida belirtilen bazi sorunlara nasil cevap vermeyi basardigini incelemek

istiyoruz.

Bu tezde, Dinamik Sistemler Teorisi’'nin (DST) Kozmoloji’de nasil bir kullanim alam
buldugunu ele aliyoruz. Bu iki disiplinin bulugmasini1 géstermek iizere, amagladigimiz islerden
biri, once DST hakkinda anlagilabilir, 6z ve yeterli bir bilgi derlemesi sunmak ve sonra da
kozmolojik evrim ve bag denklemlerinin bir Dinamik Sistem (DS) héaline getiriliglerini asama
asama gostermek olacaktir. Kozmolojik denklemlerin, tim geometrik ve dinamik tanimlari ile
hareket noktalarinin belirtilip sistematik bir bigimde ¢ikarimlar1 ve sonra da bunlarin uzayca
homojen modellere Ozellestirilmeleri ayrintilartyla gosterilecektir. Kinematik ve dinamik
degiskenlerin boyutsuzlagtirma, normlama, parametriklestirme gibi Dinamik Sistem islemlerini
uzayca homojen modellerin bir alt sinifim1 olusturan Robertson-Walker (uzayca homojen ve
esyonlli) Modeli ile sinirh tutmaktayiz. Ayrica da kozmik akiskanimiz tek bilesenli ve dik
olacaktir. Dolayisiyla homojen ve esyonsiiz modellerden olan Kantowski-Sachs Modelleri ile
egik akigkan ve skaler alan modelleri bu tezimizin kapsamina girmeyecektir. Tezimizde,
yapacagimiz hesaplar sonucunda karanlik enerji iceren higbir bilesen vermeden, evrenin
hizlanarak genislemesini agiklamak iizere Genel Rolativite Teorisi (GRT) disinda ileri stiriilen
ve degisiklige ugratilmig gravitasyon teorisi olarak adlandirilan f(R) gravitasyon teorisini

dinamik sistem yontemiyle ele alacagiz.

Amacimiz, degistirilmis gravitasyon teorilerinden f(R) gravitasyon teorisinin kozmolojik
evriminin, Genel Rolativite Teorisi’nin standart kozmolojisine gore ne tiir degisiklikler ve

farkliliklar getirdiginin belirlenmesidir.

Tezimizde 1+3 uzay-zaman kovaryant yontemini kullanarak dik ve tek bilesenli akiskan igeren
RW (Robertson Walker) modelinde gerekli matematiksel ve fiziksel kavramlarini degistirilmis

f(R) gravitasyon yOnetmini tanitarak evrim ve bag denklemlerinin kendi isaret ve sembol



kabullerimiz cercevesinde sistematik ve ayrintili bir ¢ikarimini tesis edip sunacagiz. Ayrica
evrim denklemlerinin 1.mertebeden ve boyutsuz degiskenler cinsinden diiz diferansiyel

denklemlerden olusan bir denklem sistemi olabilecegini gosterecegiz.

Tezimizin ¢aligma plani s0yle olacaktir:

Genel Kisimlar Boliimii’'nde, DST’nin tarihgesinden ayrintili olarak bahsettikten sonra, Genel

Rolativite Teorisini tanitiyoruz.

Tezin 3. Boliimii olan Malzeme ve Yo6ntem Boliimii’'nde, 6nce, DST’ye iliskin kavram, tanim
ve teoremleri genel hatlariyla 6z olarak tanitiyoruz. Bu derlemeyi tezimizde kullanacagimiz
kadariyla siirli tutmaktayiz. Daha sonra da Kozmoloji’ ye gegerek 1+3 Kovaryant uzay-zaman
ayristmini genis bir bigimde tanitip evrim ve bag denklemlerini ayrintili bir bicimde en genel

haliyle f (R) gravitasyon i¢in ¢ikarimliyoruz.

Bulgular bdliimiinde o6nce, evrim ve bag denklemlerini homojen modellerin genel
denklemlerinden 6zellestirip yazmak miimkiinse de biz, 1+3 Kovaryant ayrisim formalizminin
bagitilarin1 6rneklemek amaciyla bunlar1 metrikten dogrudan dogruya tesis etmeyi tercih ettik.
f(R) gravitasyon teorisinde metrik yaklasimiyla, enflasyon (skaler alanda enflasyon, f(R)
gravitasyonda enflasyon...) ve f(R) gravitasyonda karanlik enerji durumunu agiklamaya
calistik; homojen, anizotropik Bianchi-I tip modelinde Palatini Formalizmi’nde f(R)
gravitasyondaki dinamikleri ve de vakum f(R) gravitasyonda otonom dinamik sistemini ele
aldik.

Tartisma ve Sonu¢ Boliimii ise yapilanlarin kisa bir tartismasina ve degerlendirmesine
ayrilmustir. Ek 1 de f(R) gravitasyon, Ek 2°de f(R) gravitasyonun alan denklemleri ¢ikarilisi,
Ek 3°de metrik formalizmdeki f (R) aksiyonun degisimi ele alinarak Ek 4°de f (R) gravitasyon

metriginin alan denklemleri hakkinda kisa bilgileri ¢ikarim yaparak sunduk.



2. GENEL KISIMLAR

2.1 TENSORLER

Herhangi bir fiziksel nicelik, 6rnegin bir par¢acigin hizi gibi koordinat sistemine bagl olan bir
dizi sayisal deger, bilesenleri tarafindan belirlenir. Bu degerlerin nasil degistigini koordinat
sistemi ile incelemek tensor kavramina yol agar. Tensorler, bilesenlerin koordinat doniisiimii
altinda invaryant kalarak doniismesini saglayan niceliklerdir. Boylece her koordinat sisteminde
ayni forma sahip tensor denklemleri ile fiziksel yasalar1 ifade edebiliriz. Herhangi bir x¢
koordinat sisteminden x'® koordinat sistemine ge¢mek igin,

'b
x'? = x"?(x%), dx'? = %dx“ (2.1)

denklem sistemi kullanilir [18]. x¢ koordinatindaki bir noktada tanimli, birinci dereceden T¢
kontravaryant tensor bileseninin doniisiimti;

ax'b
ax@

7 =2 Ta (2.2)

ve T, kovaryant tensoriin dontisiimii ise

_ 0x®
T ax'b 4

T, (2.3)
seklinde ifade edilir. Burada dx'? /0x® ifadesi doniisiim, dx%/0x'? ifadesi ters doniisim
matrisini (Jakobiyen) ifade etmektedir. ikinci mertebeden T#? kontravaryant ve T, kovaryant
tensor bilesenlerinin doniisiimleri ise;

T,Cd — 6x’c ax’d ab
oxa 9xb !

(2.4)
seklinde tanimlanir.

Hem kovaryant hem de kontravaryant bilesenlere sahip yiiksek mertebeden karma bir tensoriin

doniisiimii ise,

7 a
T a..b T 9xe T axS ax'a " gx'b Tg..

(2.5)

c.d _9x'® 9x'dox9  axM _e.f
.h



seklinde ifade edilir. Sifirnc1 mertebeden tensorler skaler, birinci mertebeden tensorler ise
vektor olarak isimlendirilir. Dort boyutlu bir koordinatta tanimli1 birinci mertebeden tensoriin 4,

ikinci mertebeden tensoriin ise 16 bileseni bulunur.
2.2. KOVARYANT TUREV

Oklid uzayindan farkli olarak, genel rolativitede uzay geometrisinin egri olmasi ve zamanin da
4. boyut olarak uzayin bilesenlerine dahil edilmesi ile birgcok matematiksel niceligin bu uzaya
uygun olarak ifade edilme ihtiyaci ortaya ¢ikmistir. Tiirev kavrami da bu niceliklerden bir
tanesidir. Tensorel biiyiikliiklerin bu egri uzay-zamanda tanimlanan tiirev bagintisina
Kovaryant Tiirev denilmektedir. Her U vektoriine baglanan V;; (U vektoriine gore kovaryant

tirev) su 6zellikler ile tanimlanir:
1) Vy, bir tensor alanina uygulandiginda ayni tipten bir tensor versin ve U’ya gore lineer olsun
Virusgnm= fVu(T) + gVy(T) (2.6)
2) Uygulandig1 vektor alanina gore de lineer olsun
Vy(fV +gW) = fVy(V) + gVy(W) 2.7)
3) Bir fonksiyona uygulandiginda
Vy(f) = Uf (2.8)
olsun.
4) Tensor carpimlarina uygulandiginda tiirev operatorii 6zelligi gostersin
V@SN =VyS) QT +SQ Vy(T) (2.9)

Simdi, {E,, w,} genel tabaninda taban vektorlerinin taban vektorlerine gére kovaryant

tirevlerini ele alalim.
Vi, (Ep) = T“pek; (2.10)

Burada "¢}, katsayis1 Christoffel semboliidiir ve tensor degildir. (2.6) ve (2.7) denklemleri

kullanilarak asagidaki hesaplarin yapilmasi miimkiindiir:



V=V%,,U=U"E,,w = w%, olsun. V; (V) nin hesab1 sdyledir:
Vy(V) = Vy(VOEy) = VeV (ER) + (UVE, = UPVVg, (E) + (UPE,VH)E,
= UP(E,VE¢ + ¢, VOE, (2.11)
Burada E,V¢ = 9,V ve 8,V 4+ I'“,,V* = V, V¢ olarak yazilirsa,
Vy(V) = UPV,VEE, (2.12)
bulunur. U = UYE,, 6zel durumu igin,
Ve, (V) = V,VEE, (2.13)

ifadesine indirgenir. V;(w) nin hesabi:

Vy(w()) = Vy(@)(V) + 0(Vy(V)) (2.14)
o) =(w.V)=w,V* (2.15)
oldugundan,

Vy(w VD) = (Vyw)gVE + w (V V) = (Vyw) Ve + w (UPELVE + UPVere,,)

(Vyw )V + wa(VyVd) = (Vyw) Ve + w (UVE) + w UPVere,, (2.16)
olur. Buradan da

(Vy(w))g = Uwg = UPw, I qp (2.17)
veya

Vy(w) = UP(Eywy — w ¢ gp)w® = UPO,w,0* (2.18)
ifadesi elde edilir. Ozel olarak w = w® ve U = E, olmasi durumunda

Ve, (@) = T (2.19)

oldugu goriiliir.



{84, dx?} koordinatsal tabanda (2.12) ve (2.18) ifadeleri alisilmis kismi tiirev ve kovaryant

tiirev ifadelerine indirgenir.

Bu hesaplamalar daha yiiksek mertebeden tiirevlere de uygulanabilir. Ornegin, ikinci

mertebeden kovaryant g tensorii igin,

VEb(gdewd Q w®) = (Efgde - rcefgdcrcdfgce)wd Q w’ (2.20)
bulunur.
5) Ek bir varsayim olarak, V;(g) = 0 alirsak (2.20)’den

Ergaew’ = (I'Cergac — TCarGee)w” (2.21)
ifadesi elde edilir. Sol taraf {E,, w“} tabaninda dg, (dis tiirev)’nin ifadesidir. Burada,

W =T (2.22)
alinirsa, (2.21) ifadesi

d9de = Jae®W e + Geew a (2.23)

halini alir ya da

Wae = gdcwce (2-24)
yazarak,
dgge = Wge + Weq (2.25)

ifadesi elde edilir. w®, veya wg,’lere baglant1 1-formlar1 denir. Bunlarm w® tabanindaki
bilesenlerine baglant1 katsayilar1 denildigi gibi Ricci donme katsayilari da denir. Bu iki katsay1

(2.22) ve (2.24)’den faydalanilarak yazabilecegimiz,
Wge = gdcrcefwf (2.26)
bagintisinda

Tger = Gacl “ef (2.27)



olarak tanimlanirsa,

Wae = Tgegw” (2.28)
ifadesi elde edilir.
2.3 VARYASYON HESABI

x’e bagl bir y(x) fonksiyonu i¢in yazilan,

Iyl = [ dx fly(x),y'(x), ] (2:29)

fonksiyonelini ele alahm. Burada y'(x) = dy/dx olup f,y(x),y'(x) ve x’in rastgele
fonksiyonlaridir. Bu sekilde (2.29) integralini maksimum ya da minimum yapacak y(x)

fonksiyonu tespit edilir.

I fonksiyoneli, € gibi bir egri parametresine bagh olarak (I = I(£)) yazilirsa,

ar
==0 (2.30)

durumunda I i¢in ekStremum degeri elde edilir.

Oyleyse, bu y(x) ¢oziimiinden sapacak ve € ile parametrize edilmis bir Y (x, ) bi¢iminde egri
ailesi ele alalim. Burada, Y egrileri €’un siirekli bir fonksiyonudur ve €’un her bir degeri igin

farkli egriler elde edilmektedir; € = 0 durumunda, y(x) ekstremum egrisi (¢ozlimii) elde edilir
[Y(x,0) = y(x)].

Ayrica; biitiin Y (x, €) egri aileleri, y(x) ile ayni1 noktalarda (burada, x; ve x,) sonlanmalidir,

yani;

Y, =yx) =y, Y(x, 8 =yx) =y, (2.31)
yazilir.
Simdi (2.29) ifadesi,

1(€) = fjf dxf[Y (x,€),Y'(x,€),x] (2.32)
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biciminde yeniden ifade edilir ve boylelikle, (2.30) kosulu,

d €)Y (x,8),x]

I d x; , _ (%2 aflr(x,

2 = ge b, dxfIY (6, ©),Y'(x,€),x] = [ 7 dx i (2.33)
olur ve sonrasinda,

ar _ (xz aroy | 9f o'l _ x2 9f9oY , Of 9 (ov

e fx dx [ay e T oy as] - fxl dx [ay 28 T oy ox (as)]

Ry |22r 0 (2ravy _avo (of

- fxl dx [ay ot T ox (ay' as) aE dx (ay')] (2.34)
seklini alir. Burada,

oy’ o (9Y

=5 ) (2.35)

olarak alinmustir. Simdi, € = 0 oldugunda hem x’e gore kismi tiirev d/dx — d/dx seklinde

adi tlireve doniisiir hem de,
]
Y(x,)le=p = Y(x,0) = y(x), - #0, (2.36)

olur. Boylelikle (2.30) ifadesi;

a1 x d oY d (0f 9y aY d (0
TRy I T BT
0€le=—g X1 0Ylg=09 0€lg=g dx \OY' 0€lg=g O0Elg=qgdx \OY'/lg—g

= [(LZ g [ _d(or
- [(aY’ 68)|g=0] X1 + fxl dx 6£|€=0 ay dx (ayl)] (237)
seklini alir.
(2.31) ifadesinin sonucu olarak, x; ve x, sinir noktalarinda;
oy
a =0, i=12 2.38
9€le=o, X=X ' ( )

elde edilir. Dahasi, Y (x, €) fonksiyonunun € etrafindaki Taylor serisi,

Y(x,€) =~ y(x) + £X L HED (2.39)
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ve x; (i = 1,2) smir noktalarinda,

ov — ov =0 (2.40)

d€lg=o, X=X;

yiry+¢€

d€lg=o, X=X

bi¢iminde oldugu g6z 6niinde bulunduruldugunda (€’a birinci dereceden bagli), (2.37) ifadesi,

o] -0 =

bigimini alir ve bu ifade her Y /0€|,_, i¢in saglanmalidir. Boylelikle

3_1; _ :_x (;Tf) =0 (2.42)

sonucu elde edilir ve bu diferansiyel denklemin ¢oziimii ile (2.29) integralini ekstremum

yapacak y(x) fonksiyonu bulunabilir.

(2.29) integralinin igindeki birinci dereceden tiireve sahip f fonksiyonu yerine daha yiiksek
mertebeden tlirevlere bagh bir L fonksiyonu alinsin. Bu fonksiyona Lagrangian denir ve genel

olarak,
I=fdxL , L=Lrx),y ®),..,y™"x),x) (2.43)

seklinde verilir. Burada y™ (x), y(x) fonksiyonunun x’e gére n-inci mertebeden tiirevini
ifade etmektedir [y(")(x) =d"y(x)/ dx"]. Ayrica; (n — 1)’inci mertebeye kadar biitiin

tiirevleri ve §y varyasyonlari sinir degerlerinde sifirdir; yani,
8Ylx; = 0= 6|y, = - = 6y® V| (2.44)
seklindedir (i = 1,2). (2.43) integralinin
81 =6 [dx L(y(x),y'(x), ., y™(x),x) = 0 (2.45)
varyasyonu i¢in,
SL=L(y+68y,y + 6y, e,y ™ 4 (Sy(n),x) — L(y(x),y'(x), ...,y(")(x),x) (2.46)

ve



12

L(y +6y,y + 6y, ..,.y™ + Sy(”),x) (2.47)
ifadesinin,

Ly +8y,y +8y, ..y ™ +8y™,x) =~ L(y(x),y'(x), ..,y ™ (x), x)

+ 6 +—6y +ot g (n)5 ™ (2.48)
bicimindeki Taylor serisi g6z dniinde bulunduruldugunda elde edilecek,
5L =—6y+ 6y + - +a (n) Sy™ (2.49)
Lagrangian’in varyasyonu ile (2.45) ifadesi,
81 =6 [ dx L(y(x),y'(x), ., y™(x), x)
= fdx 8L =["dx ( 6y+—6y e o8y ™) (2.50)

seklini alir. Esitligin sag tarafindaki parantez i¢inde y’nin ve tlirevlerinin varyasyonunu igeren

terimler,
ooy = 7 s (o) - £(2) - (o)
- gy [ ()] = - 12 e [ (2 =
.
e oy = L an[£ (2y) - o0 (2] = ()
-l (22 - o 2 (2] = [ G+

2 axoy [z ()] = 122 ax sy [ (555)] (252)
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seklinde diizenlenir. Burada goriiliiyor ki; 6y (ve tiirevlerin varyasyonu) lizerine etkiyen
tirevler artik, y’ye (ve x’e gore tilirevlerine) gore tirevli L Lagrangiani’nin {izerine

etkimektedir.

Bu diizenlemeler, k = 0,1,2, ..., n olmak tizere k-inc1 tiirevi igeren her bir dL/ ay(") terimi i¢in

integral,

f;clz dxay<k> sy = [ dx[ (5y<k 1) 0L ) Sy®-1 ;x (aifk))]

_ fxz dx&y = 1)[ (ay(k))]

dk ( aL
= o = (=D [ dx oy [ (525 y(k))] (2.53)
bi¢ciminde genellestirilir. Boylelikle (2.50) varyasyonu,

81 =6 [dx L(y(x),y'(x), .,y ™ (x), x)

= (—1) [ dx oy [T (- D (525)] = 0 (2.54)

olur ve buradan (2.42) ifadesinin genel hali,

k oL \ _
0(_ ) dxk (ay(k)) =0 (255)
bi¢iminde bulunur.

Eger V(q) potansiyeli icinde hareket eden m kiitleli noktasal bir parcacik ele alinirsa (¢ = q(t)

genellestirilmis koordinatlar, t zaman) sistemin Lagrangian basitce,

L(q.9) =T =V =3mj=V(Q) (2.56)
seklinde verilir ve (2.45) ifadesi geregi,

J;7 dt 8L(g,4) = 0 (2.57)

yazilir.
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Lagrangian’in varyasyonu i¢in,
. oL oL .. oL d (oL d (oL

yazildiginda (2.57) ifadesi (t; ve t,’de 6q = 0),
oty oL d (oL d (OL\] _ oL o |2 | [t L d (IL\] _
0= Jyrde [5e0a-+ 3 (5 00) — da g (5)] = 50| + St aesa 32— 5G] =

t oL d (0L
Jir e sq 52— 4 (55)] (2.59)
bi¢iminde ifade edilir. t,, t, rastgele degerlerdir ve herhangi bir §q varyasyonu igin,

o2 e

elde edilir ve bu Euler-Lagrange Diferansiyel Denklemi olarak isimlendirilir.
2.4 DINAMIK SISTEMLER TEORISi

Dinamik sistem, bir sistemin zamansal evrimini tanimlayan bir model olarak diisiiniilebilir.
Dinamik sistemler teorisi, diferansiyel denklemleri ve yinelenen eslemeleri analiz etme
yontemlerini i¢erir. Dinamik sistem orjinini Newton mekaniginden alir. Doga yasalari ilk defa
Newton tarafindan diferansiyel denklem olarak ifade edilmistir. Diferansiyel denklemler
teorisinin gelismesinde Gok Mekanigi oldukca etkili olmustur. 18. ve 19. yiizyillarda Gok
Mekanigi’nin en biiyiikk problemlerinden biri “n-cisim problemi”dir. Bu, Newtonsal
Gravitasyon etkisi altinda n maddesel cismin hareketini belirlemek anlamina gelir [47]. Yani,

dxi

— = [i(x1, %2, 00, Xn) , (i=12,..,n) (2.61)

diferansiyel denklem sisteminin, verilmis baslangi¢ kosullar1 altinda ¢6ziimiinii bulmak
demektir. (2.61) denklemi, otonom (f; fonksiyonlarinin zamana agik¢a bagli olmamasi)

olmasinin yani sira, gravitasyonun korunumlu olmasi nedeniyle, bir de

dx; _ 0H dy; _ 0H 2 62
dt - 0y; ! dt - Ox; ( ) )
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bi¢iminde Hamiltonyen formda yazilma gibi bir 6zellik tasimaktadir. Problem, belirli bir anda,
parcaciklarin koordinatlar1 ve hizlar bilindiginde, bunlarin gelecekte ne olacagi ya da gegmiste
ne oldugudur. Problem n = 2 i¢in tamamen analitik olarak integre edilebilmektedir. Fakat n =
3 i¢in durum olduk¢a karmasik hale gelmektedir. (2.62) sistemi analitik olarak integre
edilebilmis olsa bile, bu analitik ifadenin kullanilamayacak derecede karmasik olmayacaginin
bir garantisi bulunmamaktadir. Nitekim, Gilines tutulmasi probleminde (2.62) denkleminin
yakinsak ¢6ziimii elde edilmis ancak yeterli yakinsamay1 saglamak i¢in gz Oniine alinmasi
gereken terim sayisinin “Einstein evreninin elektron sayisi” kadar oldugu goriilmiistiir. Diger
yandan sayisal yontemler de tatminkar degildir. Bunlar, bagimsiz degiskenin sonlu bir araligi
icin Ozel ¢oziimler vermekte; degiskenin sonsuz degerleri ic¢in ¢Ozliimiin ne olacagini

sOylememektedir.

Diferansiyel denklem sistemlerinin ¢oziimlerine en dogru yaklasim 1879°da Poincaré
tarafindan bulunmustur. Pek cok kisi dinamik sistemlerin kurucusu olarak Henry Poincaré’i

goriir. Poincaré, en basit sistem olan

x=Pxy) y=0xy) (2.63)

den hareketle Nitel Analiz’in genel formalizminin temellerini atmistir. Poincaré’in ¢alismalari
Bendixson tarafinan tamamlanmis, Birkoff tarafindan da saglam temellere oturtulmustur. Tiim
bu calismalar Gok Mekanigi kapsaminda geligsmistir. Ancak, 20.ylizyilin baslarinda, mekanik,
optik, akustik gibi alanlarda periyodik siirecli olaylarin kesfi ve teknolojideki uygulamalari
nonlineer denklem sistemlerinin Nitel Analiz Teorisi’ne ilgiyi daha da arttirmistir. Nitel Analiz
ya da Dinamik Sistemler Teorisi olarak adlandirilan bu yontem giliniimiizde: Fizik, Biyoloji,
Matematik, Meteoroloji gibi hemen hemen her disiplinde uygulama alan1 bulmakla birlikte

heniiz ham bir teori olarak goriilmekte ve yogun bir arastirma alani olusturmaktadir.
2.5.1 Diferansiyel Denklemler ve Akilari
2.5.1a Otonom Diferansiyel Denklemler ve Faz Uzay:

Bir t zamaninda durumu bilinen fiziksel sistemlerin ¢alisilmasinda kullanilan dinamik sistemler
teorisi X faz uzayinin bir x elemaniyla tanimlanabilir ve bunun evrimi X iizerindeki bir otonom

diferansiyel denklem ile belirlenir. Bu denklem,
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Z=f@) (2.64)

dir. Burada f:X — X. Bu bolimde X = R", X = (X; ..., X;) durumuyla ilgilenecegiz. Bu
durumda (2.64)’e kisaca R™’de bir diferansiyel denklem (DE) diyecegiz ve

x'=f(x) , xeR" (2.65)
seklinde gosterecegiz. f fonksiyonu f: R™ — R™, R™ iizerinde bir vektor olarak tanitilabilir.

fG) = (LX), oo, fu(X))

f’in R™iizerinde C! simfindan oldugunu varsayacagiz. Uygulamalarda DE’nin belli 6zel tipleri

oldukc¢a 6nemlidir.

Lineer DE: Eger f bir lineer fonksiyonsa, yani f(x) = A; Burada A, n x n boyutunda bir reel

matris olmak tizere (2.65) diferansiyel denklemi lineerdir.
x'=A(x) (2.66)

Grandyent DE: Eger f, bir C? skaler alan Z: R™ - R’nin gradyenti ise yani f(x) = —VZ(x)
ise, (2.65) diferansiyel denklemi gradyent DE’dir.

X = —VZ(x) (2.67)

Hamiltonyen DE: Eger x = (q%, ...,q"; p1,...,Pn) € R?" ve f(x) = (;TH’_%)’ burada
a

H:R?" > R Hamiltonyen olarak adlandirilan bir C! fonksiyonu ise, (2.65) Hamiltonyen
diferansiyel denklemdir.

94° _ 9H  9pa _ _ OH

ot _6pa ! at dq (268)

Burada a = 1, ...,n. Korunumlu mekanik sistemlerin evrimi H(q% p,) = %gab(qc)papb +

V(gq°) formunda H fonksiyonuna sahip Hamiltonyen diferansiyel denklemi ile tanimlanir.
Burada g®® simetrik ( g*® = g?%) ve H(q% p,) bagntisinda birinci terim Kinetik enerji ve

V' (q°) de potansiyel enerjiyi temsil etmektedir [13].
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2.5.1b Temel Teoremler

R™ tizerindeki x" = f(x) diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimii 1: R = R™’¢ bir fonksiyondur
ve biitiin t € R degerleri i¢in Y’ (t) = f (Y (t)) bagmtisini saglar. R™’de bu ¢6ziimiin bir imaji
DE’nin bir yoriingesi olarak adlandirilir. Tlgili fiziksel sistemin zamanla evrimi, DE’ nin bir
yoriingesi boyunca, xeR™ durum vektoriiniin hareketiyle tanimlanir. DE, f(x) vektor alaninin
yoriingenin tanjanti olmasini1 saglar ve bu faz uzayinda hareket eden noktanin hizi olarak

disiiniilebilir (fiziksel par¢acigin hizi ile karistirllmamalidir.)

Oncelikle R™ iizerindeki bir DE’nin baslangic deger problemi icin standart varlik-tekillik

teoremi ile baslayalim.
Teorem 2.1: Varhk-Tekillik
x'=f(x) ,x(0) =a€R"

Baslangi¢ deger problemini diisiinelim. Eger f: R™ — R™ fonksiyonu C1(R™) smifindan ise,
biitiin a € R™ degerleri i¢in bir (—3, §) aralig1 ve bir Y,: (—8§, 6) = R™ tekil fonksiyonu vardir

ve

Yo = f(Ya(®), ¥a(0) =a
olur.

Varlik-tekillik teoremi bir yerel sonugtur. Merkezi t = 0 da olan (—§, §) araliginda ¢6ziimiin
varligini garantiler. Teoremin tekrar ardisik uygulamalartyla 1, (t) ¢6ziimiiniin tanimli oldugu
aralig1 genisletebiliriz ve bu yolla Y, (t) ¢oziminin (t,,in, tmaey) ifadesiyle gosterilen bir

“maksimal tanim aralig1” elde ederiz.

Bir sonraki teorem, ¢ozlimiin belli bir sonlu zamana ayrilmaksizin ¢6ziimlerin belirsizce
genisletilebilecegini gosterir. Burada ve geri kalan kissmda || ||, R™’de standart formu

gosterecek.
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Teorem 2.2: Maksimum Olma Durumu

Y, (t) fonksiyonu x" = f(x) diferansiyel denkleminin tekil ¢6ziimii olsun. Burada f € C'(R™)
ve Y,(0) = a durumunu saglar. (t,,in, tmax) d@ ¥, (t)’nin tanimli oldugu maksimal aralig

gostersin. Eger t,,4, Sonlu ise,

limes el YWa (O || = 400
dur. Bu sonug soldan limit i¢in de gegerlidir.

Sonug 2.1: x' = f(x), f € C'(R™) diferansiyel denklemini diisiinelim. DcR™ bir kompakt set
olsun. Eger bir maksimal genisletilmis 1, (t) ¢éziimii D’de gegerliyse ¢6ziim biitiin t € R

degerleri igin tanimlidir.
Teorem 2.3: Genisletilebilirlik

Eger f:R™ - R" surekliise ve || f(x) || < M || x|| saglayan biitiin x € R™ degerleri i¢in bir
M sabiti varsa x’ = f(x) diferansiyel denkleminin herhangi bir ¢oztimii biitiin t € R degerleri

i¢in tanimlidir.

Sonu¢ 2.2: Eger f:R™ — R™, C*(R") ise ve A:R™ - R, C! ve pozitif ise x' = f(x) ve
x" = A(x)f (x) ayn1 yoriingelere sahiptir ve 2. diferansiyel denklemin biitiin ¢6ziimleri, biitiin

t € R degerleri i¢in taniml1 oldugundan A segilebilir.
2.5.1c Bir Diferansiyel Denklemin Akist

Eger x" = f(x) diferansiyel denkleminin ¢oziimleri biitiin zamanlar i¢in genisletilebilirse

diferansiyel denklemin akis1 tanimlanabilir.

Tamm 2.1: x' = f(x), x € R" diferansiyel denklemini diisiinelim. Burada f, C!(R™)
smifindandir. Denklemin ¢6ziimleri biitiin t € R degerleri i¢in tanimlidir. ¥, (t) fonksiyonu da
Y,(0) = a degerlerini saglayan tekil maksimal ¢6ziim olsun. Diferansiyel denklemin akisi,
R™in kendisine {¢;};cr eslemelerinin bir parametreli ailesi olarak tanimlanir. Oyle ki, biitiin

a € R" igin

de(a) = Pa(t) (2.69)
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dir.
Teorem 2.4: (Akiin Grup Ozellikleri)
x" = f(x) diferansiyel denkleminin akis1 {¢b;} olsun.
¢o = I, (birim esleme)
Dt +t, = D¢ o D, biitlin ¢y, t, € R igin ( birlesme 6zelligi)
@_, = (B,)~! biitiin t € R i¢in ( ters esleme dzelligi)
Teorem 2.5: Akimin Diizliigii
Eger f € C'(R™) ise x’ = f(x) diferansiyel denkleminin akis1 {¢;}, C* eslemelerini igerir.

Su anda “dinamik sistemler" teriminin kullanilmasini1 6nermek uygun olacaktir. Bir taraftan bu
terim, zamanla evrimlesen bir fiziksel sistemin bazi tiplerini ifade etmek i¢in informal bir yolla

kullanilirken, diger taraftan matematik yaklasimda su iki yolla kullanilir:

(1) Siirekli dinamik sistemler: R™ tizerindeki bir diferansiyel denklemin {¢; };.g akisina denir.
Daha genel olarak, bir ak1 ¢p;: X — X, t € R tersi alinabilir esliklerinin bir parametreli ailesi

olarak tanimlanabilir. Burada X, bir metrik uzayidir.

(2) Diskret dinamik sistem: g:X — X tersi alinabilir bir eslemenin temsiliyle dogurulan
{9™}mez eslemelerin bir parametreli ailesini temsil eder. (yani g2 = gog ve g~ ters esleme
vs.) Eger g tersi alinamaz ise eslemeler ailesi m > 0 ile sinirlanmis olur. X kiimesi genelde

R™’in bir belli alt kiimesidir.
2.5.2 Yériingeler ve invaryant Setler
2.5.2a Yoriingelerin Siniflandirilmasi

Tamim 2.2: Verilen bir diferansiyel denklem ve ilgili @, akis1, y(x,) ile gosterilen x, boyunca

yoriinge su sekilde tanimlanir:

y(xo) = {x € R"|x = B,(xo),t € R} (2.70)
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verilen bir @, akisi i¢in faz uzayindaki noktalar ikiye ayrilir :
i) Denge noktalari
ii) Siradan noktalar

Tanmm 2.3: x" = f(x) diferansiyel denkleminin bir x, denge noktas1 f(x;) = 0 kosulunu
saglar veya esit olarak @,(x,) = x, dir (biitiin t € R i¢in). Burada @, diferansiyel denklemin

ilgili akisidir.

Tamim 2.4: x,, siradan bir nokta olsun. Yoriinge y (x,) periyodiktir, @+ (x,) = x, olacak sekilde

bir T > 0 oldugu anlamina gelir.

Tamim 2.5: x, siradan bir nokta olsun ki y(x,) periyodik olmayan bir yoriinge olsun. y(x,)
tekrarlayan yoriingedir ve bu da tim N(x,) komsuluklar1 ve tim T € R’ler igin @.(x,) €

N(x,) olacak sekilde bir t > T vardir anlamina gelir.

Bir @, akisinin periyodik bir T periyodu yoriingesine sahip olmasi durumunda, karsilik gelen
fiziksel sistem T periyodunun salinim davranisini gosterebilirken, @; tekrarlayan bir yoriingeye

sahipse, karsilik gelen fiziksel sistem keyfi olarak daha 6nceki bir duruma donebilir.
Bir akinin faz tanimlarinin diizenlenmesinde asagidaki yoriinge tiirleri de 6nemlidir.

Tamm 2.6: Farkli denge noktalarini birlestiren bir yoriinge, heteroklinik bir yoriinge olarak
adlandirilir. Denge noktasim1 kendisine baglayan bir yoriinge, homoklinik yoriinge olarak

adlandirilir.
2.5.2b Invaryant Kiimeler

Invaryant bir kiime kavrami, dinamik sistemler teorisindeki en 6nemli kavramlardan biridir ve

bu ¢alismada 6nemli bir rol oynamaktadir.

Tanim 2.7: S € R™ seti R™ {izerindeki @, akisinin bir invaryant kiimesi (veya ilgili x" = f(x)
diferansiyel denkleminin) olmasinin anlami biitiin x € S’ler ve t € R’ler i¢in @;(x) €S

olmasidir.
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Invaryant Kiime Ornekleri

i) Tekil yoriingeler, denge noktalar1 ve periyodik yoriingeler gibi
i) Duragan, duragan olmayan ve merkezi manifoldlar

i) a_ ve w_ limit kiimeleri

iv) Cekiciler

v) Heteroklinik sonuglar ve daireler.

Invaryant kiimelerin olusmasinda basit bir yol vardir. R™’de verilen bir (2.65) diferansiyel
denklemi ve € fonksiyonu Z:R™ — R igin, (2.65)’nin ¢dziimleri boyunca Z’nin tiirevi su

sekilde verilir:

Z' =VZef(x) (2.71)
Burada ¢, R™’de standart i¢ ¢arpim1 gosterir.
2.5.2¢ Monoton Fonksiyonlar

Tamim 2.8: @;, R™ iizerinde bir aki; S, @, nin bir invaryant kiimesi ve Z:S — R siirekli bir
fonksiyon olsun. S tizerindeki aki i¢in Z’nin monoton azalan (artan) fonksiyon olmasi, biitiin

x € S’ler igin Z(@,(x))’in t’nin monoton azalan (artan) fonksiyonu olmasidir.

(2.65) diferansiyel denklemini ve bunun olasi @,’sini diisiinelim ve Z’nin C' smifindan

oldugunu varsayalim. Eger S tizerinde
Z'=VZef <0 (2.72)

ise Z,S lizerinde monoton azalandir. Diger taraftan (2.72) daha zayif bir kosulla yer

degistirildiginde, S tlizerinde
Z'=VZef <0 (2.73)

oluyorsa ve esitligin gecerli oldugu kiime higbir yoriinge igermiyorsa, Z’nin S {izerinde

monoton olmasinin nasil ispatlandigini gosterir.
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Ornek: 0., (2.67) gradyent diferansiyel denklemi ile belirlenen bir aki olsun. (2.71)’den
(2.67)’deki potansiyel fonksiyonunun Z' = —||VZ||?’ni sagladig1 gériiliir ki bu ifade herhangi
bir denge noktasi igermeyen herhangi bir invaryant kiime iizerinde Z’nin, @; nin monoton

azalan fonksiyon oldugunu gosterir.

Simdiki 6nerme bir S invaryant kiimesi iizerinde bir monoton fonksiyonun varliginin S’nin

yoriingelerini belirli 6l¢tide kolaylastirdigint gosterir.
2.5.2d Dulac Fonksiyonlart

Uzayda bir diferansiyel denklem i¢in periyodik yodriingeleri igermesinde bir baska metod Klasik

Dulac teoremi tarafindan saglanan bir Dulac fonksiyonu bulunmasini gerektirir.

Teorem 2.6: (Dulac) R?’de bir x’ = f(x) diferansiyel denklemini diisiinelim. Eger basit-
birlesik acik kiimesi S € R?’de Ve(Af) > 0 (veya < 0) kosulunu saglayan C! sinifindan bir
A: R? > R fonksiyonu varsa, S’de higbir periyodik nokta yoktur.

2.5.3 Denge Noktalar1 Civarindaki Durum

R™de bir x" = f(x) diferansiyel denkleminin ¢6ziimleri hakkinda kalitatif bilgi elde etmenin
ilk adimi, denge noktalarinin komsularinda yerel aki niceliklerini incelemektir (yani onlarin
duraganliklarint  incelemek). Denge noktalarinin her birinde diferansiyel denklemi
lineerlestirmek ve lineer diferansiyel denklemin sonuglarinin davranist ile verilen lineer
olmayan denklem arasinda iliski kurmayi saglayan asagidaki Hartman-Grobman teoremini
kullanmak gereklidir. Dolayisiyla R™’deki lineer diferansiyel denklemle ilgili temel bazi

sonuglar1 hatirlayarak baglayacagiz.
2.5.3a R™’de Lineer Diferansiyel Denklemler

R™de verilen bir x' = A(x) lineer diferansiyel denklemi i¢in A’nin 6zdegerlerini (genelde
komplekstir ama dyle olmas1 gerekmez) ve assosiye genellestirilmis 6z vektorlerini diigiinelim.

R™de 3 alt uzay tanimlariz:
-Duragan alt uzay (kararlt) E® = agtklik(Sy, ..., Sp,)

-Duragan olmayan alt uzay (kararsiz) E“ = agiklik(uy, ..., up,)
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-Merkezi altuzay E° = agtklik(cy, ..., ¢p,)

Burada; sy, ..., s, 0zdegerleri negatif reel kisma sahip genellestirilmis 6zvektorler; uy, ..., uy

u

ozdegerleri pozitif reel kisma sahip 6zvektorler; ¢4, ..., ¢, 6zdegerleri ve sifir reel kisma sahip

ozvektorlerdir.
ES ® E* @ E€ = R"
ve

X EES lim e4tx =0

t—>+oco

X € E% lim e4tx =0

t—>—oo
durumlarin saglar.

Bu durumlar asimptotik davranisi belirler. Duragan alt uzaydaki biitiin baglangi¢c durumlari sifir
denge noktasina ¢ekilir. Duragan olmayan alt uzaydaki biitiin baslangi¢c durumlar1 sifirdan
uzaklasir. Ozel olarak eger lim ES = n ise biitiin baslangic durumlar sifira cekilir ve buna lineer
kaynak denir. Eger limE" = n ise biitlin baslangi¢c durumlari sifirdan uzaklasir ve buna lineer

olmayan kaynak denir [37].
2.5.3b Lineerlestirme ve Hartman-Grobman Teoremi

f’in C* siifindan oldugu bir x’ = f(x) diferansiyel denklemini diisiinelim. Eger a bir denge

noktast ise (f(a)) = 0, f’in a’daki lineer yaklasikligt

f(x) = Df(a)(x — a)

olur. Burada Df(a)z(%) . Verilen x'" = f(x) diferansiyel denklemi ile lineer
1/ x=a

diferansiyel denklem sistemi olusturulur.

u' = Df(a)u (2.74)
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Burada u = x —a’dir ve (Df(a))’ya “a denge noktasi civarinda diferansiyel denklemin

lineerlestirilmesi” denir.

(2.69) denkleminin ¢oziimlerinin, denge noktasinin hiperbolik olmasimi saglayan kalitatif
durum, a’nin denge noktasi civarinda lineer olmayan diferansiyel denklemin ¢éziimlerine

yaklagacagi durumdur (Topolojik esitlik kavrami).

Tammm 2.9: R™de verilen bir x" = f(x) diferansiyel denkleminin x = a denge noktasinda
hiperbolik olmasi, diferansiyel denklemin biitiin 6zdegerlerinin sifirdan farkli reel kisma sahip

olmasi demektir.

Tamm 2.10: R" iizerindeki @, ve @, akilarmin topolojik olarak esit olmasi, @, nin
yoriingelerini, @, nin yoriingelerine dogrultularini koruyarak eslestiren bir h: R™ — R™in var

olmasidir.

Teorem 2.7: (Hartman-Grobman) R™de x' = f(x) diferansiyel denklemini disiinelim.
Burada f, @, akili C* simifindan bir fonksiyondur. Eger a, diferansiyel denklemin bir hiperbolik
denge noktasi ise a’nin civarinda, iizerinde @, ’nin a’daki diferansiyel denklemin lineerlestirme

akisina esit oldugu, bir N vardir.

Tanmm 2.11: R™’de bir x" = f(x) diferansiyel denkleminin bir a denge noktasi, Df (a) tiirev
matrisinin 6zdegerleri i = 1, ...,n i¢in Re(4;) < 0 (Re(4;) > 0) kosulunu sagladiginda yerel
kaynak olur. Ne yerel kaynak ne de yerel kaynak olmayan hiperbolik denge noktasina eyer

noktasi denir.
2.5.3c Duragan, Duragan Olmayan ve Merkezi Manifoldlar

R™ tizerinde bir x' = f(x) diferansiyel denkleminin denge noktasi a ise t — oo giderken hangi
yoriingelerin a’ya c¢ekildigini ve hangi yoriingelerin a’dan uzaklastigint bilmek faydal
olacaktir. 2.5.3a’daki lineer diferansiyel denklem igin tanimli duragan, duragan olmayan ve
merkezi alt uzaylarm kavrami genellestirilebilir. Ozel olarak bir a denge noktasmin duragan
manifoldu W*, a da ES alt uzayina tanjant olan bir diferansiyellenebilir manifolddur ve dyle ki
Wsdeki tiim yoriingeler t — 4o iken a’ya asimptotiktir. Benzer sekilde a denge noktasinin
duragan olmayan W% manifoldu, a’da E* duragan olmayan alt uzaya tanjant olan bir

diferansiyellenebilir manifolddur ve W%w’daki biitiin yoriingeler t - —oco iken a’ya
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asimptotiktir. Son olarak, a denge noktasinin merkezi manifoldu W€, a da E¢ merkezi alt
uzaya tanjant olan diferansiyellenebilir manifolddur. Merkezi bir manifold asimptotik
davraniglar lineerlestirmeyle belirlenemeyen yoriingeler icerir. Duragan, duragan olmayan ve

merkezi manifoldlarin boyutlari bunlarin alt uzaylarinin boyutlarina esittir.
2.5.4 Asimptotik Davrams:
Teorem 2.10: (Genellestirilmis Poincaré-Bendixson)

R%*’de, f  C? simfl1 bir x" = f(x) diferansiyel denklemi diisiinelim ve en fazla sonlu sayida
denge noktalarinin oldugunu varsayalim. Herhangi bir kompakt limit kiimesi agsagidakilerden
biridir:

1) Bir denge noktasi
i1) Bir periyodik yoriinge
iii) Denge noktalarinin birlesimi ve heteroklinik veya homoklinik yoriingeler.

R?’nin kesin bir alt kiimesinde, diferansiyel denklemin yériingelerinin kalitatif analizini
vermede ilk tesebbiis; denge noktalarini bulmak, yerel duraganliklarini analiz etmek ve bir yerel
kaynak olup olmadigimi1 belirlemektir. Eger niimerik deneyimler hi¢bir periyodik yoriinge
olmadigin1 sdylerse, periyodik yoriingelerin var olmadigimi ispat etmek i¢in bir Dulac
fonksiyonu veya bir monoton fonksiyon bulmaya g¢alisiimalidir. Daha sonra eyer noktalari
iceren heteroklinik yoriingeler ve sinirlar1 gosteren, yoriingeleri igeren bir iskelet kurulmalidir.
Bu bilgilerle a- ve w-limit kiimelerini bulmak ve ge¢cmis ve gelecek ¢ekicileri belirlemek i¢in
genellestirilmis Poincaré-Bendixson teoremi kullanilabilir. Elbette bu adimlarin herhangi

birinde basarisiz olunabilir, bu durumda niimerik hesaplara bagvurulabilir.
2.5.5 Daha Yiiksek Boyutlarda Asimptotik Davranis

n > 2 olmak tizere R™’de bir aki igin, kalitatif analizin verilmesi igin prosediir bozulmaya
ugrar. Ciinkii Genellestirilmis Poincaré-Bendixson Teoremi gegerli degildir. Gergekten iyi
bilindigi gibi daha yliksek boyutlu dinamik davranis rekiirans, kaos gibi fenomenleri igererek
oldukc¢a karmasik olabilir. Dolayisiyla analitik bir bakistan verilen n > 2’li R™’de bir otonom
diferansiyel denklem i¢in, niimerik hesaplar kullanmadan 6nce, denge noktalarinin analizi ve

var olabilen belli herhangi iki boyutlu invaryant alt uzaylarin analizinden daha fazlasinin
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yapilabilinecegi umulmaz. Ancak kozmolojide ortaya c¢ikan bir¢ok diferansiyel denklem,
dinamigi dramatik olarak basitlestiren monoton fonksiyonlarinin bir ¢esidini kabul ederek ve
gelismelerin analitik olarak akla yatkin yapilmasini saglayarak bulunabilir. Ozellikle, a- ve w-
limit setleri ve gegmis ve gelecek cekicileri hakkinda bilgi elde etmek icin, bu fonksiyonlar La

Salle Invaryans Yasas1 ve Monotonluk Yasasi ile birlikte kullanilabilir.
Teorem 2.11: (La Salle invaryans Ilkesi)

R™de @, akilli bir x" = f(x) diferansiyel denklemi diisiinelim. S, @, ’nin pozitif invaryant,

kapali, sinirl bir bolgesi ve Z, C! smifindan bir monoton fonksiyon olsun. Biitiin x, € S i¢in
w(xy) S{xeS|Z'=0}
dir. Burada Z' = VZef dir.

Teorem 2.12: (Monotonluk Ilkesi) S invaryant setine sahip R™’de bir @, akimi olsun. Z: S — R
fonksiyonu (a, b) araliginda degisen C*! smifindan bir fonksiyon olsun. Burada a € R U {—o0}

veb € RU {+o0} ve a < b. Eger Z, S’nin yoriingeleri tizerinde azaliyorsa, biitiin x € S’ler igin

w(x) S {s € S\S | l}i_r)r;Z(y) + b}

a(x) € {s € S\S| limZ(y) # a}
y—-s
dir.
2.6 GRAVITASYON TEORILERIi

2.6.1 Einstein Genel Rolativite Teorisi

1905°te Einstein, Rolativite Teorisi’ni ortaya koydu. Biitiin hareketlerin goreli oldugunu
savunan bu teori, sabit hizla hareket eden sistemler i¢in gecerliydi. 1915 yilinda ortaya koydugu
Genel Rolativite Teorisi ile ivmeli referans sistemlerindeki goreli harekete de tam olarak bir
aciklama getirmistir. Genel Rolativite Kurami denklemleri tizerinde galistik¢a, Einstein kiitleli
nesnelerin uzay-zamanda bir ¢arpitmaya yol a¢tiginin farkina vardi ve bunun kiitlegekim olarak
algilandigin1 ortaya koydu. Bunu yaparak, Newton’dan farkli bir yaklasimla kiitlecekime

geometrik bir yorum getirmistir.
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Einstein’in Rolativite Teorisi {i¢ temel ilkeye dayanmaktadir. Bunlardan birincisi Genel
Kovaryanslik ilkesidir ve bu ilke sunu soyler: Fizik kanunlari, birinden digerine Jakobyeni
sifirdan farkl, siirekli ve tiiretilebilir koordinat doniisiimleriyle gecilebilen biitiin referans
sistemlerinde ayni sekli muhafaza edecek bicimde ifade edilmelidir. Ikincisi, serbest bir
pargacigin ivmelenmesinin nedeninin, eylemsizlik kuvvetinden mi yoksa gravitasyonel alandan
m1 etkilenmesinden dolayr ileri geldiginin yerel olarak ayirt edilemeyecegini sOyleyen
Esdegerlilik Ilkesidir. Bu ilkenin, doganin gdzlenen yasalarinin gravitasyonel potansiyelin
mutlak degerine baglh olmadigim sdyleyen Giiclii Esdegerlilik Ilkesi ile kapali bir sistemde
yerel olarak eylemsizlik kiitlesi ve gravitasyon kiitlesini esdeger kilan Zayif Esdegerlilik ilkesi
olmak iizere iki alt grubu bulunmaktadir. Ugiincii temel ilke ise Mach Ilkesidir. Bir cismin
eylemsizliginin evrendeki biitlin cisimlerin fonksiyonu olarak belirlenmekte oldugunu ifade

eden ilkeye Mach ilkesi ad1 verilir.

Einstein, Genel Rolativite Teorisi’nin (GRT) matematiksel temellerini Riemann geometrisine

dayandirmistir [12]. Burada yay eleman1 g, metrigi cinsinden su sekilde tanimlanir:
ds? = ggdx®dx? , a,b=1234 . (2.75)

Jap Simetrik tensoriiniin bilegenleri gravitasyonel potansiyeli ifade eder. 4-boyutlu egrisel uzay-
zamanda, madde ve enerjinin geometri ile yerel etkilesmesini genellestirilmis alan

denklemleriyle ifade etmistir.
1
Gap = Rap — ERgab + Agab = KZTab (2-76)

Burada; G,, Einstein tensoriinii, R,, Ricci egrilik tensoriinii, R Ricci egrilik skalerini,
A kozmolojik sabiti, x? (Kz = 8:—46) Einstein eslesim (kuplaj) sabitini, ¢ 151k hizin1 ve Ty,

madde-enerji momentum tensoriinii ifade etmektedir. (2.76)’de verilen alan denklemlerindeki
Eintein tensorii (G,p), Uzay-zaman geometrisini, Ty, enerji-momentum tensorii araciligi ile

ifade edilen madde-enerji dagilimina yerel olarak baglamaktadir [1].
2.6.2 Enerji Momentum Tensorii

Genisletilmis gravitasyon teorilerinde efektif bir enerji-momentum tensorii T,;;, tanimlamakta
fayda vardir. Alan denklemlerinin sagindaki T,;, enerji momentum tensorii, gravitasyona

kaynaklik eden madde-enerji igerigi yani; akiskan ya da akigkanlarin karigimi, kinetik teoriyle
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tanimlanan bireysel tanecikler toplulugu, bir V(@) skaler potansiyelinden tiireyen bir @ skaler
alani, Maxwell denklemleriyle tasvir edilen elektromanyetik alanlar gibi pek ¢ok unsurun
toplam etkisi olarak tasvir edilmektedir. Bir akiskan semasi i¢in T, nin ayricalikli zaman

cinsinden bir 4-li vektore gore ayrisimi
Tap = HUaqUp+qqUp + Uaqy + Phap + Tap (2.77)
qaUa =0, mg =0, mgp = T (ab) 7Tabub =0
bi¢imindedir [9]. Burada
= (Typu*ul)  u*ya gore rolativistik enerji yogunlugu,
qa = TpcuPh®  u®'ya gore enerji akisi,
p= %(Tabhab ) izotropik basing, (2.78)
Ty = Tcdh(cahg) 1zsiz anizotropik basing (stress)’tir.
Rolativist kozmolojinin uygulamalarinda, (2.77)’nin
Ga = Tap = 0 = Tyap = HuglUp + phap (2.79)

olarak kisitlanmis hali yaygin olarak kullanilmaktadir. Buna miikemmel akigkan denir ve hal

denklemi olarak da, sabit entropi ve sicakliktan bagimsiz olma 6zelliklerinin bir sonucu olan

p=p)=F—-Du (2.80)

ifadesi alinir. (2.80) ifadesi barotropik hal denklemi diye adlandirilir. Burada y bir sabit olup,

o . 0 < - .
tanim araligini sesin vZ = (—p) bagintis1 araciligiyla tanimlanan vg hiz1 belirler.
01/ sabit entropi
Buna gore
W} <1 & 0<y<2 (2.81)

olur. y parametresinin kullanilan baz1 degerleri sunlardir:
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14 p Us
Negatif basing, fiziksel
olmamakla birlikte Sigsme
Osy<1 p=@U-Du<0 O0<w =1 (Enflasyon) Teorisi’nde
onem tagsir.
Ustel sismeli model, y =
0 degeri efektif olarak A
r=0 p=-k<0 Vs = ¢ kozmolojik sabitine
karsilik gelir.
2 =(y — 1 K ki lu si i
O<y<Z pr=@-Du<o0 by > —— uvvet kanunlu sigmeli
3 V3 model
_2 _ 1 . e = 1 Kozmik sicimler
Y =3 p=—3H s= 3
Kabul edilebilir fiziksel
durumu tasvir eder.
1<y<?2 p=F—-Du>0 0<v <1
Basingsiz akigkan (toz ya
da soguk karanlik madde
y=1 p=0 vs =0 (SKM) olarak da anilir)
4 1 1 Radyasyon akiskani
Y = § p= §.u Vs = —=
V3 (r6lativist gaz)
y=2 p=u vy =1 Kat1 akiskan (ses hiz1 151k
hizina esit)

Tablol: y Parametresinin Degerleri

Enerji momentum tensorii T, 'nin fizikselligini yalnizca hal denklemi degil, enerji kosullar

denilen su kisitlamalar da belirler [38-26]:

Zayif enerji kosulu: Typuu? >0 u=0

Miikemmel akiskan i¢in bu kosul, u + p = 0 olursa saglanir.

Egemen enerji kosulu: [T®u,| <0 = T% > |T9P|

(2.82)

(2.83)
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Kuvvetli enerji kosulu: Rgpu®u? >0 = Tyutul > —%Taa (2.84)

2.6.3 FLRW Modelleri

1916°’da Einstein, A kozmolojik sabitini barindiran ve madde igeren kapali ve statik bir evren
modeli 6nermistir. Einstein evreni olarak anilan bu evren modelinin dnerilmesinden yaklasik
bir yil sonra, 1917°de, de Sitter, Einstein alan denklemleri (EAD)’nin yine A kozmolojik
sabitini barindiran fakat madde icermeyen bir evren modeli ¢6ziimiinii bulmustur. De Sitter
evreni olarak anilan bu modelde, bos olan evren genislemekte ve dinamik o6zellik
gostermektedir. 1922°de Friedmann EAD igin A’siz fakat madde iceren ¢ozlimler ortaya
koymustur. Friedmann ¢dzlimleri, evrenin herhangi bir noktasina gére homojen ve esyonlii
oldugu varsayimina dayanmaktadir. Hubble tarafindan 1926 yilinda galaksimiz disindaki diger
galaksilerin varlig1 gézlemlenmis ve bunlarin birbirinden uzaklasma hizlar1 tespit edilmistir.
Sonrasinda Lemaitre tarafindan A kozmolojik sabitinin 6nemi bir kez daha vurgulanmis ve
evrenin baglangici i¢in biiyiik patlama fikri ortaya ¢ikmustir [45]. Tiim bu gelismelerle birlikte
kozmolojiye olan ilgi artmis ve bu yondeki ¢aligmalar hiz kazanmistir. 1932°de Robertson ve
1933’te de Robertson ve Walker, Friedmann tarafindan 6ngoriilen homojenlik ve esyonliiliik
varsayimini kesin bir matematiksel ¢cergeveye oturtmuslardir. Buna gore: uzay-zamanin uzaysal
kisminin her bir noktaya gdre homojen ve esyonlii olmasi, uzaysal kismin 6 parametreli G¢ es
Ol¢im grubu altinda invaryant kalmasi anlamina gelir. Bu kosul, uzay-zaman metriginin bir
k = —1,0,1 parametresine bagli olarak, bir {t,r,60,¢} eshareketli koordinat sistemi

gosteriminde
ds? = —dt? + I2(t)[dr? + f2(r)(d6? + sin?0dp?)] (2.85)

Ce . . e . 0 - o e T
biciminde ifade edilmesini saglar. Burada ¢ koordinati u = 5; teget vektorli evren ¢izgileri

boyunca 6lgiilen 6z-zaman ve f; (r) de:

sinr k=41 icin
} (2.86)

fii(r) = { r k=0 icin
shr k=-1 igin

bi¢iminde tanimli bir skaler fonksiyondur.

dn? = dr? + fZ(r)(d6? + sin*0d¢?) (2.87)
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metrigi, t =sabit hiperylizlerinin metrigi olup, sabit uzaysal egrilige sahip, yani

3, _ 6k
A0

(2.88)

olan 3-geometriyi tasvir eder. k parametresinin —1,0,1 degerlerini almasina gore bu uzaysal 3-
geometrinin sirastyla: agik, diiz ve kapali oldugu sdylenir. I1(t)’ye uzunluk 6lgegi fonksiyonu

ya da olgek ¢arpani denir. (2.85) metrigi, uzayca homojen ve esyonlii uzay-zaman Robertson-
Walker (kisaca FLRW) Evren Modelleri olarak adlandirilir [24].

Metrikten hareketle, 6 genisleme skaleri igin

i

0(t) =611+ 0,, + 6033 = SE (2.89)
oldugu goriiliir. Kozmolojik uygulamalarda genellikle 8 yerine,

H=20 (2.90)
ile tanimli H parametresi kullanilmaktadir. H’a Hubble parametresi denir. Dolayisiyla

H(t) = - (2.91)

dir. H > 0 degeri genisleyen bir evreni; H < 0 ise biiziilen bir evreni ifade eder. Ote yandan,

genislemenin hizlanmasi ya da yavaslamasini da
g=-H= -1 (2.92)

bigiminde taniml1 ve yavaslama parametresi denilen boyutsuz bir g parametresi belirler. (2.91)
ve (2.92)’den

H=—(+ q)H? (2.93)

3 . N a .. D
bagintisina varilir. t sabit uzaysal kesitlerinn = " birim normalleri dogrultusunda hareket eden

bir akigkanin (u = n i¢in), metrigin simetrisinden dolay1 zorunlu olarak bir miikkemmel akiskan

semasina uymasi gerekmektedir; yani enerji momentum tensorii

Top = Huguy, + p(gab + uaub) v qa =0, me =0 (2-94)
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olmalidir. Burada p ve p dinamik parametreleri uzaysal koordinatlardan bagimsiz olup, t sabit
hiperylizeyler iizerinde invaryanttirlar, yani u = u(t) ve p = p(t)’dir. Bu bagintilar u ve p’nin
homojenligini ifade eder ve V,u = 0 ve V,p = 0 bagintilarina denktir. Dik akis (u = n) s6z
konusu oldugundan, 1, = 0 = w,’dir. Ayrica, metrikten ya da evrim ve bag denklemlerinden
oa =0 ve E,, =0 = H,, esitliklerine ulasilabilinir. FLRW modeli asagida yazilmis su

bagmtilarla tanimlanir:

Dinamik: Vou=0=V,p  (u=pu®)vep =p) , qo=0=1mg

Kinematik: V,0 =3V,H=0 (H=H({)), % =0=0ag, 04 =0

Gravito elektrik veya manyetik alan (Serbest alanlar): E,;, = 0 = Hy, (2.95)

Homojenlik ve esyonliiliigiin bir sonucu olan bu kisitlamalar, evrim ve bag denklemlerini ¢ok

biiyiik 6l¢iide sadelestirir ve sonucta

3R =2(u+ A) — 6H? (Friedmann denklemi) (2.96)
H=-H?— %(# +p)+ g (Raychaudhuri denklemi) (2.97)
p=-=3H(u+p) (Enerji korunum denklemi) (2.98)

denklemleri kalir. Eger bir de, hal denklemi olarak

p=U—-Du (2.99)

almirsa, FLRW modelleri agagida gosterilen sistemin ¢oziimii olurlar.

H() =1 (2.100)
H=—(1+ q)H? (2.101)
H=—H?-%(3y - 2) +§ (2.102)
i =—3Hyu (2.103)

R =2(u+ A) — 6H? (2.104)
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6k
g

3R — (2.105)

Tek bilesenli bir miikemmel akiskan i¢in yazilmis bu denklem sisteminin k = 0,+1ve A > 0,
A < 0ve A = 0 degerlerine gore ¢éztimlerinin tesisi herhangi bir standard kozmoloji kitabinda
bulunabilir. Bu nedenle biz yalnizca ileride referans verecegimiz ve de incelemelerimizde

onemli rol oynayacak baz1 6zel modelleri asagida gosteriyoruz.
Milne Modeli:
A=0, k=-1, u=0,It)~t"}, g=0 (2.106)

de Sitter Modeli:

A>0, k=0, u=0,I(t)~e"™, H(t)=sabit=%, q=-1 (2.107)

Einstein-de Sitter Modeli:

4 _ 2 2 _ 3y-2
A>0, k=0, ,u(t)~$t 2 I(t)~t3, H(t)~§t 1, = = (2.108)
Einstein Modeli:
A>0, k=+41, p=sabit, [=sabit, H=0 (2.109)

2.6.4 Brans-Dicke Teorisi

Einstein’in GRT’yi, bir cismin eylemsizliginin evrendeki toplam kiitle dagiliminin bir
fonksiyonu olarak ifade edilebilecegini sdyleyen Mach Ilkesi’ne dayandirmis oldugunu
sOylemistik. Fakat Einstein, bu eylemsizligi olusturan test pargacigi ile diger biitiin kiitleler
arasindaki etkilesimi belirgin bir sekilde teorisine dahil edememistir. Mach Ilkesi’ni icerecek
genisletilmis bir GRT o6nerisi Brans-Dicke Teorisi ismiyle dne siiriilmiistiir. Bu model, ele
alinan bir parcacigin eylemsizlik kiitlesinin, o parcacik ile biitiin madde formlariyla (yiik haric)
esit bir sekilde etkilesen uzak erimli evrensel bir @ skaler alaninin etkilesmesinin bir 6l¢iisii
oldugunu sdyleyen skaler-tensorel bir teoridir. Bu, temel pargacik eylemsizlik kiitlelerinin sabit
olmadigi, @ skaler alanina bagli olduklar1 anlamina gelmektedir. Fakat, temel pargacik kiitleleri

G m/R? seklinde gravitasyonel ivmenin dl¢iilmesiyle belirlendiginden dolay, artik G (Newton
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gravitasyon) sabiti de bu @ skaler alanin ortalama degerine bagl sabit olmayan bir nicelik

olacaktir.

Sicim teorisi ele alindiginda evrenin biitiin kiitlesinin R yarigapli kiiresel bir kabukta toplanan
M Kkiitlesine gore ivmeli hareket eden m kiitleli bir test pargacigi iizerine etki eden eylemsizlik

kuvvetinin,

m, (c=1 (2.110)

ile ifade edilecegi Ve,
=1 (2.111)

alindiginda da parcacik eylemsizlik kiitlesi m ile orantili olacagi goriilmektedir. (2.111)

bagintisi,
~—= (2.112)

seklinde 1/G’nin, evrenin kiitle yogunlugunu kaynak kabul eden,
Vip~P (2.113)

bigiminde madde yogunlugu ile iligkilendirilmis @ skaler alanla 6zdes alinabilecegini gosterir.

@~M/R , <@ >=1/G).(3.38) ifadesi 4-boyutlu uzay-zamana genellestirilir ise,
02 ¢ = 4wATy " (2.114)

biciminde @ skaler alaninin, evrenin enerji-momentum tensorii ile ifade edilen kovaryant
denklemi elde edilir. Burada 0O?2: d’Alembert operatorii, A ciftlenim sabiti, TMZ evrendeki

toplam maddenin enerji-momentum tensoridiir.

C.H. Brans ve R.H. Dicke GRT nin alan denklemlerini Mach Ilkesi’ni de igeren,
1 81
Rap — EgabR = o (Tap + Pap) (2.115)

genisletilmis hali ile, G 'nin @~ oldugu ve gravitasyon alan kaynagi skaler alani i¢in @, enerji-

momentum tensoriinii de igeren sekliyle ifade etmislerdir [10].



35

(2.114) ve (2.115) denklemleri, A’ya bagl,

2
T Qw+3)

(2.116)

B
|
N w

bi¢iminde yeni bir ¢iftlenim sabiti alindiginda,

2 _ 81 a
0% 9= (2w+3) Tug

81

1 1 1
T (aaab(z) — 5gabac(z)acgzs) ~=(940,0 ~ gap O* 0)
(2.117)

bicimine doniisiir. Burada w — 0 alindiginda bu alan denklemleri,
Rap =5 JaprR = —81GTqy (2.118)

bilindik Einstein alan denklemlerine indirgenebilmektedir.
2.6.5 Bianchi Modelleri

Yiiksek ¢oziintirlikli WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy Probe) verileri agiklandiktan
sonra ¢esitli calisma gruplart CMB sicaklik haritalarinin, standart ACDM modelleri
cercevesinde degerlendirildiginde bazi anomaliler gosterdigini duyurdu. Bunlardan en iyi
bilineni 60 derecelik agidan daha biiyiik 6lgeklerdeki CMB 1s1n1im dalgalanmalarinin genliginin
standart ACDM modellerinden beklenenden daha kiiciik degerlerde olmasidir. Diger
anomaliler ise daha ¢ok eksensel simetrinin ihlal edildigini isaret eder tiirdendir. CMB 1s1n1im1
dalgalanmalarinin istatistiksel rastgele (Gaussian) ve izotropik olmasi en basit enflasyon
modellerinin bile en temel ongoriilerinden biridir. Bu yiizden, CMB 1s1mniminda istatistiksel
izotropiden herhangi bir sapma, enflasyon senaryolar1 ve ACDM modelleri igin ciddi bir sorun

olusturur.

Bu anomalilerin gergekten var olup olmadigi iizerine tartigmalar devam etmektedir. Eger
anomalilerin varlig1 kesinlesirse, evrenin daha yiiksek dogrulukla betimlenebilmesi igin
oncelikle standart ACDM modelinin iizerine kurulu oldugu Robertson-Walker (RW)
metriklerinin uzaysal olarak anizotropiye sahip metriklere genellestirilmesi gerekecektir.

Uzaysal olarak homojen fakat anizotropik Bianchi uzay-zamanlar1 bu genellestirmeye,
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anizotropik enerji kaynaklarinin ¢alisilmasina ve dolayisiyla daha gergek¢i evren modellerinin
kurulmasina imkan saglar. Bu nedenle kozmoloji diinyasinda Bianchi uzay-zamanlarina olan

ilgi giderek artmaktadr.

Homojen fakat anizotropik bu metriklerin ¢ok biiyiik bir kismi1 Luigi Bianchi (1898,1918)
tarafindan siniflandirilmistir. Bianchi’nin siniflamasi farkli egrilik durumlarina goére dokuz tip
anizotropik uzay igerir. Bianchi tarafindan verilen bu listeye ¢ok 6zel bir durum olan
Kantowski-Sachs metrigi (Kantowski and Sach, 1966) de ilave edildiginde olasi tiim homojen
ve anizotrop uzaylar elde edilmis olur. Modern kozmolojide Bianchi’nin orjinal siniflamasi

Ellis ve MacCallum (1969) tarafindan yeniden diizenlenmistir [23].

Uzay-zamam tasvir eden metrik zamansal (dt?) ve uzaysal (dl?) olmak iizere iki parcaya

ayrilabilir,
ds? = dt? — dI?, (2.119)

burada di? =y, (t)dx*dx?’dir. y,;, sadece zamann bir fonksiyonudur ve dokuz adet Bianchi

tipini karakterize etmek tizere w® invaryant tabanlar: kullanilarak asagidaki gibi yazilabilir:
di* = Yabwawb ) Yab = Vba (2.120)

(2.120) denkleminde y,, = 84, alinarak herhangi bir Bianchi tipi uzay, asagidaki standart

metrikle ifade edilebilir
d2? = (0)? + (w?)? + (w3)? (2.121)

Bianchi tipleri i¢in invaryant tabanlar Tablo 2’de verilmistir.

Tip wl w2 w3
Bl dx dy dz

BIl dx — zdy dy dz

BIII dx dy e*dz
BIV dx e*dy e*dz + e*xdy
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BV dx e*dy e*dz

BVI dx em-1xqy em-Dxgy

BVII dx e™cosx dy — e™ sinx dz | e™ sinx dy + e™ cosx dz
BVII | coshy cosz dx — sinz dy coshy sinz dx + cosz dy dz + sinhy dx

BIX cosy cosz dx — sinz dy cosy sinz dx + cosz dy dz — siny dx

Tablo 2: Bianchi Uzaylari igin Invaryant Tabanlar

Tablo 2 ve (2.121) denkleminden yararlanilarak, tiim Bianchi tipleri igin standart metriklerin
listesi Tablo 3’te verilmistir ve tabloya Kantowski-Sachs metrigi de dahil edilmistir. Tablo 3’te
verilen her bir eksen i¢in sadece zamanin fonksiyonu olan ayri bir 6lgek carpaninin

yazilmasiyla, homojen fakat anizotrop olasi tiim dort boyutlu uzay-zamanlar elde edilebilir.

Tip A2 RW Ozel Durumu
BI dx? + dy? + dz* k=0
BII (dx — zdy)? + dy? + dz? -
BIIl dx? + dy? + e2*d? i
BIV dx? + e**dy? + e**(dz + xdy)? -
BV dx? + e?*dy? + e**dz? k=-1
BVI(m) dx? + e?Mm-Dxgy2 4 g2(m+Dxg,2 -
0<m<1
BVII(m) dx? + e?™¥dy? + e?MXdz2 k=-1
0<m<1
BVIII cosh?y dx? + dy?(dz + sinhy dx?) -
BIX cos?y dx? + dy? + (dz — siny dx)? k=1
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KS dx? + dy? + sin’y dz*? -

Tablo 3: Bianchi ve Kantowski-Sachs Uzaylari Igin Standart Metrikler

Bu metriklerin her bir yondeki 6l¢ek ¢arpaninin evrimi Einstein alan denklemleri kullanilarak

belirlenebilir ve Einstein alan denklemlerini ¢6zmek i¢in bu metriklerden biri segilebilir [40].

Bianchi metrikleri uzayin ti¢ eksende de ayr1 hizlarla hareket edip evrimlesmesine izin verdigi
icin, RW metrigi baglaminda tanimlanan kozmolojik parametrelerin genellestirilmesi ve farkli
eksenlerin farkli hizlarla genislemesinden dogan yeni biiyiikliiklerin tanimlanmasi gerekir.
Hubble parametresi ii¢ eksen i¢in de ayri ayri1 genisleme hizlarmi ifade edecek sekilde

genellestirilerek; x, y ve z yonleri igin asagidaki gibi tanimlanabilir:

H, , H, . H, (2.122)

I
.
1]

w | -
1]
ala.

Bianchi uzay-zamanlarinda Hubble parametresinin RW metrigi ¢ergevesindeki tanimi, evrenin
hacimsel genisleme hizin1 belirleyen ortalama Hubble parametresine karsilik gelir ve asagidaki

gibi ifade edilir:

1V _ 1
H = E; = Ezﬁ:l Hi (2123)

Burada V = ABC hacimsel 6lgek ¢arpanidir ve

1 1
S =V3=ABC3 (2.124)

seklinde verilir. Evrenin hacimsel genisleme hizini belirten genisleme skaleri asagidaki gibidir:
6=3H=" (2.125)

Friedmann modellerinde kullanilan ivmelenme parametresi, anizotropik modeller igin

“ortalama ivmelenme parametresi” olarak yeninden tanimlanabilir:

S5 _a gt _a(1y_
g=5=3-35=2(3)-1 (2.126)
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Bu tanima gore ortalama ivmelenme parametresi evrenin hacimsel genislemesinin bir
Olctistidiir. Uzaysal olarak anizotropik modellerde genisleme hizinin farkli yonlerde farkli

olmasinin 6lgiisii shear (kayma) skaleri ile gosterilebilir:
0? = 0,0" =¥, (H; — H)? (2.127)

Bu ifadeye gore, kayma skaleri evrenin ortalama genisleme hizindan sapmasinin bir 6lgiistidiir.
Genisleme anizotropisi, evrenin genisleme hizindaki anizotropinin biiyiikliigiiniin bir 6l¢iistinii
verir ve su sekilde tanimlanir:

A=1Y3, (ﬂ)2 (2.128)

H
A= 0 izotropik genislemeye karsilik gelir.

Evrenin farkli yonlerde farkli hizla genislemesinden dogan kayma skaleri FRW modellerinde
verilen her iki Friedmann denklemlemine de ek bir terim olarak girer. Ayrica Bianchi uzay-
zamanlar1 anizotropik basin¢ kaynaklarina izin verdiginden ikinci Friedmann denklemine dahil
olan basincin her yon i¢in ayr1 ayr1 yazilmasi gerekir. Buna gore, Bianchi uzay-zamanlari i¢in

genellestirilmis Friedmann denklemleri asagidaki gibi verilebilir:

3
3H2 =p+0% +— (2.129)
S 1 2
s=<(+pi+p+ps) —0° (2.130)

Burada 3R Ricci skaleridir ve sol iistte bulunan 3 indisi dért boyutlu Riemann uzay-
zamanlarinin  yalnizca i boyutlu wuzaysal kesitlerinin dikkate alindigim1  belirtir.
Genellestirilmis Friedmann denklemleri evrenin hacimsel dinamikleri hakkinda bilgi

igermektedir.

Bianchi tipi bir kozmolojik modelde evrenin ve akiskanin dinamiklerinin her bir eksen i¢in ayr1
ayr1 incelenmesi gerekir. Dolayisiyla, Bianchi modelleri matematiksel olarak FRW modellerine
gore daha karmasiktir. Diger yandan, bu da daha karmagik dinamiklerin olanakliligini isaret

etmektedir.
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2.6.6 Standart Kozmoloji Modeli

Einstein'in Genel Rolativite (GR) Teorisi’ne dayanan Standart Kozmoloji Modeli, modern
teorik fizigin biiylik basar1 Oykiilerinden biridir. Bu model biiyiik dl¢eklerde izotropik ve
homojen bir evreni tanimlamaktadir; Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) Modeli.
Evreni, bugilinkii maddeye egemen olan donemin (~13 milyar yil) biiyiik patlamasindan
yaklasik bir saniye sonra tanimlamaktadir. Bu ¢ok uzun tarih boyunca, evren dramatik bir
sekilde degismistir. Biiylik patlamadan yaklasik {i¢c dakika sonra niikleosentez gerceklesti, yani
proton ve ndtronlardan olusan hidrojen ve helyum cekirdekleri meydana geldi. Sonraki 10 > y1l
boyunca evren, madde ve radyasyonun Thompson sac¢ilmasi yoluyla birlestigi, radyasyon
baskin bir fazdaydi. 10 > yil sonra sicaklik 3000 K civarinda sogudu, bu da protonlarin ve
elektronlarin yeniden birlesmesine izin vererek notr hidrojen olusumuna yol agti. Fotonlar
maddeden ayrildi ve giiniimiize kadar neredeyse hi¢ engellenmeden seyahat edebildi, evren
genislemeye devam ettikge enerji kaybedildi. Bu fotonlara bagli Cosmic Microwave
Background (Kozmik Mikrodalga Arkaplan)-(CMB) radyasyonu olarak bilinen radyasyon 2,73
K sicaklikta gozlemlenmektedir. Ayrilmadan sonra, radyasyon artik kiitlecekimsel
dengesizlikleri onleyemedigi i¢in yogunluk dalgalanmalar1 biiytlidii ve boylece evren, kendimizi

su anda buldugumuz madde baskin fazina girdi.

Standart modelin basarisinin sebebi, tahminlerinin birgogunun goézlemlerle dogrulanmis
olmasidir. Ornegin, evrende gozlemlenen diger hafif elementlere gore helyum bollugu, bu
modelin ongoriilerine 1yl uymaktadir. Ayrilma (recombination) donemi, muhtemelen standart
modeli destekleyen en gii¢lii kanit olan CMB tarafindan desteklenmektedir. Bununla birlikte,

standart model ile ilgili birkag¢ sorun vardir.

Evren, ¢ok 6zel baslangic kosullar1 gerektiren, homojen, izotropik ve (neredeyse) diiz gibi
gorinmektedir. Ayrica, biiylik Olgekli yapinin olusumunun, baslangigtaki yogunluk
dalgalanmalarindan kaynaklandigina inanilmaktadir. Bugiin gézlemledigimiz yapiy: liretmek
icin bu dalgalanmalarin ¢ok 6zel bir spektruma sahip olmasi gerekir. Bu sorunlara olas1 bir
cevap, erken evrenin kisa bir hizli genisleme veya enflasyon (sigsme) siirecinden gegmesidir. Bu
enflasyona neden olan enflasyonist evre, tim homojensizlikleri diizeltebilir ve evreni neredeyse
diiz olacak sekilde sisirebilir. Ayrica, yapt olusumu i¢in ihtiya¢ duydugumuz baslangic
yogunluk dalgalanmalarini da saglayabilir. Ancak, enflasyonun heniiz gézlenmemis olan hafif

veya kiitlesiz bir skaler alandan kaynaklandigina inanilmaktadir.
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Giliniimiizde gozlemlenen evren, standart model i¢in de bazi sorunlara sahiptir. Galaktik
rotasyon egrilerinin davranisi ve galaktik kiimelerdeki kiitle tutarsizligi, genellikle karanlik
madde olarak bilinen baryonik olmayan maddenin varligini diistindiirmektedir. Kokeni hala
belirsiz olan bu karanlik madde, baryonik madde veya nétrinolarla etkilesime girmez. Ayrica
thmal edilebilir bir hiz dagilimina sahiptir ve bu nedenle genellikle Soguk Karanlik Madde
(Cold Dark Matter-CDM) olarak adlandirilir. Mevcut tahminler, evrenin toplam enerji
iceriginin yiizde yirmisinden fazlasinin karanlik maddeden olustugunu gostermektedir.
Standart model igin ikinci ve hatta daha endise verici bir problem, evrenin hizlanan bir
genigleme asamasina girdigini gosteren, Tip-la siipernovalari ve CMB'yi kullanan mevcut
gozlemlerle ortaya ¢ikan problemdir. Bu hizlanan davranis, karanlik enerji olarak adlandirilan
bilinmeyen bir enerji kaynag: gerektirir. Karanlik enerji, evrenin enerji iceriginin %70'inden
biraz fazlasini olusturur. Aslinda standart madde sadece ylizde besi olusturuyor gibi goriiniiyor,

bu yiizden evren igeriginin ¢ogunun dogasi bizim i¢in tamamen bilinmiyor.
2.8 f(R) TEORILERI
2.8.1a Genel Skaler Fonksiyonlar I¢in Aksiyon

Skaler egrilik f(R)’in genel bir fonksiyonundan olusan lineer olmayan bir Lagrangian igin

genel formla bagliyoruz

L =./—gf(R). (2.131)

Gravitasyonel etkilesimleri tanimlayan aksiyon su sekildedir [39-44],
A = [dx*/—gf(R). (2.132)

(2.132) denkleminden dordiincii dereceden alan denklemlerini elde ederiz
Tav= f'Rap— %fgab + Scd (g°igab — gagp?). (2.133)

Burada (') R'ye gore birinci tiirevleri belirtir ve

Sab=VaVsf'R

= f”VaVbR + fWVaRVbR - f”’R (VbRua+ VaRub) - f”(VaRlLb

+uCVc(VbR)Ua) + me 2UqUp + f”(RU_aU.b - R(VaU.b + uqu b)) (2134)
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D'Alembertian daha sonra

S =0 f'(R) = g»VaVsf'(R)
=f"VeDcR + f"VeRVR + f1i VR — f'(R + RO) — f'R2.

tarafindan verilir. Alan denklemi (2.133) yeniden yazilabilir:

Rab= f'~1[Tab+ 2_f gab+ Sca (getgpi— gigan)] .

(2.135)

(2.136)

Daha yiiksek mertebeden alan denklemi, asagidaki terimleri vermesi i¢in Einstein durumundaki

gibi boliinebilir:
R=f~3p—pu+2f-35],
Raputub = f'-1[u— l:zf + habSap],
Ravuthceb = f'=1[—qc + Saputhcb],
Ravhcthab = f'~1 [mca— (p + 11 f +5) hea+ Sabhchab].

2.8.1b Enerji Momentum Tensoriiniin Ayrigsmasi

Alan denklemi (2.136):

1 I— I— 1 4
Rap =3 R8ar = oy + £ [ = 'R gan + Seal gt

ve daha sonra bu alan denklemi standart formda yazilabilir

1 =~ T
Gap = Rap =5 RGap = Tap = fi,b*‘ Tah »

Burada T, standart madde enerji-momentum tensoriidiir ve

Thy = =[5 (f = F'R)gab + Sca(9298 — 9°9a) |

- nggab)]

(2.137)

(2.138)
(2.139)

(2.140)

(2.141)

(2.142)

ise TR, egrilik enerji momentum tensoriidiir. Béylece, alan denklemi karmasik bir yapiya sahip

olan bir modelden, gravitasyon alaninin standart GR formunu aldigi, ancak kaynagmn iki

kaynaktan olustugu bir modele gegtik. Bu doniisiim sadece f(R) gravitasyon ile sinirli degildir.
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Daha genel HOTG (Yiiksek Dereceli Gravitasyon Kuramlar1)) ve STG (Skaler Tensor

Gravitasyon) i¢in de kullanilabilir. Burada Bianchi 6zdeslikleri su sekilde yazilabilir:

~ 4 1
0=VtT,, = VTR — l]:—,zabRTab + 5V T (2.143)

Alan denklemlerini ve Riemann tensoriiniin tanimimi1 kullanarak, sag taraftaki ilk iki terim
birbirini yok eder ve boylece V2T, « V’T,, goriilebilir. Aslinda, Eddington ve daha sonra
digerleri, gravitasyon aksiyonu igin, ilk varyasyonun Lagrange igin sectigimiz herhangi bir
invaryant formu igin iraksamasiz oldugunu gosterdi. Boylece, genis bir gravitasyon teorisi igin
efektif gerilim enerji momentum tensérii T,;, ne kadar karmasik olursa olsun, V2T, = 0 ise

her zaman 1raksamasizdir [42].

Egrilik stres-enerji momentum tensoriiniin ¢esitli bilesenlerine ayristirilmasi asagidaki gibidir:
uR = TEuuP = f71 [~ (f = f'R) + Sqh®|
pF = ITER® = f=12(f = f'R) — S +3Saph®| (2.144)
qc = — Tapuhe = —f""[Sapuhe],
n8y = TGS = £~ [hShg = haph| Sca.

Bu nedenle, kinematik miktarlar1 asagidaki gibi yeniden tanimlayarak:

~_£ R

.U—f,+li '

p=L4pt, (2.145)
6c:%+qg )

~ __ Tgp R
Tap = ? + Tap

elde edilir.
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3. MALZEME VE YONTEM

3.1 UZAY ZAMANIN 1+3 KOVARYANT AYRISIMI
3.1.1 Uzay Zaman Ayrisim Yonteminin Matematiksel Temelleri
3.1.1a Zaman Cinsinden Kongriianslar

Kozmolojik model, Einstein Gravitasyon Teorisi ger¢evesinde uzay ve zamanin geometrisini,
maddenin dagilimini ve dogasini tanimlayan evrenin matematiksel bir gosterimidir. Bizim de
bu calisgmamizda Einstein’in Genel Rolativite Teorisi’ne dayanan bazi modeller ele alinacaktir.
Uzay-zaman geometrisinin 4-boyutlu bir V, varyetesi ilizerinde tamimlanmis, (—1,1,1,1)
Riemansal metrik ile gosterildigi ve bu uzay-zamanin madde-enerji ile karsilikli etkilesmesinin

de Einstein’1n
1
Gap = Rap — ;Rgab + Agap = Tap (3-1)

gravitasyon alan denklemleriyle tasvir edildigi varsayilacaktir. Burada: g,, Uzay-zamanin
metrigi (metrik bilesenleri), R, Ricci Tensorii, R uzay-zamanin skaler egriligi, T, enerji
momentum tensorii, A kozmolojik sabit ve G, Einstein tensoriidiir. Rélativist Kozmoloji
olarak anilan bu tasvirde, evrendeki madde-enerji kaynaklarmin ¢ok biiyiikk boyutlardaki
dagilimi, bir siirekli akigkan gibi tasarlanmaktadir. Boyle bir tasarim, (V,, g) uzay-zaman
varyetesinin her bir noktasinda zaman cinsinden (gelecege yonelik) tek bir vektdr alani

tanimlanabilmesine olanak saglamaktadir. Genel olarak u ile gosterilen ve
utu, = -1 (3.2)

kosulunu saglayan (zaman cinsinden ve normlanmis) bu vektor alani, yerel olarak akiskani
olusturan tiim kisimlarinin ortalama 4-1ii hiz vektorii olarak diisiiniilebilecegi gibi gézlemcilerin
4-lii hiz vektorii olarak da diisiiniilebilir. Gézlemci eger akiskan elemani ile hareket ediyorsa,
ikisi de ayn1 4-1i hiza sahiptir. Ancak gézlemci uzaysal 3-yiizeyler iizerinde kalacak sekilde
hareket ediyorsa, bu taktirde 4-lii hiz vektorii uzaysal 3-hiperylizeylerin zaman cinsinden birim
normalleri olur. Her kosulda 6zel olarak se¢ilmis ayricalikli bir zaman cinsinden 4-1ii vektor
alanmin varlig1, uzay-zamani, bu vektor alanini teget kabul eden 3-boyutlu zaman egrileriyle

doldurulmus gibi tasarlanmasina olanak saglar. Bu egrilere akiskan elemanlarinin ya da
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gozlemcilerin evren ¢izgileri ve bunlarin topluluguna da zaman cinsinden egri ailesi ya da
kongriians1 denir. Ayricalikli bir 4-1ii vektor alaninin varligi varsayimi, birazdan gérecegimiz
tizere (V,, g) varyetesine ek bir yap1 kazandiracaktir. Bu durum, (V,, g, u) bigiminde gosterilir

ve uzay-zamanin “1+3 ipliklenmesi (threading)” olarak anilir [26].

3.1.1b Izdiisiim Tensorleri

u vektori (V,, g, u) lizerinde
Ugp = —UgUyp (3.33)
hap = Gap + UaUp (3.3b)

olmak iizere iki tensor tanimlar. Izdiisiim tensorleri denilen bu tensérlerden Ugy,, u® 4-
vektoriine paralel izdiisiimii; h,, de u® 4-vektoriine dik izdiisimii gergeklestirir. Daha agik
bi¢imde sOylersek: hgj,, u® 4-vektoriiyle hareket eden bir gozlemcinin anlik durgunluk

uzaylarinin -Ki bunlar u’ya diktir- metrik 6zelliklerini belirler. Tanimlarindan bu tensorlerin
ue,ub.=ue, Utpub =u* , U% =1 (3.4a)
h%,hb . =h%, h%ub =u* , h% =3 (3.4b)
bagintilarin1 gercekledikleri gosterilir.

Uzay-zamanin yapisina eklenen bu zaman cinsinden ayricalikli u dogrultusu, fiziksel 6neme
sahip tiim biiyiikliiklerin Uy, ve hg, (ya da U%,,U%, h%,,h%) tensorleri araciligiyla
kovaryant 1+3 tensor ayristminin yapilmasina olanak saglar. Bu yaklagim ilk defa 1950-
1960’larda Raychaudhuri, Schuten, Ehlers, Sachs ve Trumper tarafindan ortaya atilmis ve

gelistirilmistir.
3.1.1c 1-Tensor ve 2-Tensorlerin 1+3 Ayrisimi

Herhangi bir fiziksel alan ya da bir geometrik biiyiiklik, U%, ve h%, izdisiim tensorleri
kullanilarak, 4-1ii u vektoriiyle hareket eden bir gozlemcinin bunlar1 6lgme yoluna bagli olacak

sekilde, “zaman” ve “uzay” kisimlarina ayrilabilir.
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V, uzay-zaman vektorii, B, uzaysal bir vektor olmak iizere (B,u® = 0), indirgenemez bir

bi¢imde
V, = Au, + B, (3.5)

seklinde yazilabilir. Esitligin her iki tarafi u® ile carpilip (3.2) bagmtist kullamlirsa A = —u®V,

elde edilir ve bu da yerine yerlestirilirse B, = h”,V}, bulunur.
Buradan,
Ve =U*Vb + nhe,vb (3.6)

elde edilir. Esitligin sagindaki terim V%’nin “zaman kismi1”n1, ikinci terim ise “uzay kismi’ni

gostermektedir.

V., Uzay-zaman 2-tensorii, B,, C, VeDy,, uzaysal tensorler (B,u® = 0,Cou® =0, Dgyul =

Dgpu® = 0) olmak iizere
Vap = Augquy, + Bauy +uyCp + Dy (3.7)
bi¢iminde indirgenemez kisimlara ayrilabilir. Yukarida yapilan benzer tarzda iglemler yapilirsa
Vap = =U¢U%Veq + UqVep + UCpVae + hoh% Vg (3.8)

elde edilir. Esitligin sagindaki ilk terim c ile d indislerini birlikte, ikinci terim a indisini ve
tiglincii terim de b indisini u’ya paralel izdiisiirmektedir. Son terim ise V;, tensoriiniin her iki
indisini de u’ya izdiisiirmekte olup V,;, nin uzaysal kismini olusturmaktadir. Bu son terimi ¥,

ile gosterelim

Vip = RS h% Ve, (Vpu® = Vypul = 0°dir). (3.9)
Bu uzaysal tensor, simetrik ve antisimetrik kisimlari cinsinden

Vab = Viapy + Vian) (3.10)

bi¢ciminde yazilabilir. Simetrik kisim ise; biri izsiz, digeri izli kisim olmak {izere iki kisim olarak

ifade edilebilir. izsiz simetrik kisim igin ag1li parantez kullanilirsa



47

I7((1b) = I7((1b) - (iZV(ab))hab
= Viapy — (izVap ) has (1zV4p) = 0 oldugundan) (3.11)
— 17 1, cdyr
= Via) =3 h"Veahap

olacagindan, (3.10) bagintis

~ 1 ~

Vab = Viapy + 5 h°Veahap + Vian) (3.12)
bi¢iminde ifade edilir.

Tanimlardan hareketle asagidaki su ozellikler yazilir:

~ 1/~ -
V(ab) = E(Vab + Vba) = hc(ahdb)Vcd = hcahde(cd) (3-13)

1/~ =
V[ab] = E(Vab_Vba) = hc[ahdb]Vcd = hcahde[cd] (3.14)

Yani, bir uzay-zaman tensoriiniin uzaysal izdiisimiiniin simetrik (antisimetrik) kismi, uzay-
zaman tensOriinlin simetrik kisminin izdiistimiidiir. Baska bir deyisle uzaysal izdiisiim ile

simetriklestirme (antisimetriklestirme) yer degistiricidir.
Benzer sekilde,
iZVab = gabVab = habVab = iZV(ab) = habVab (315)

yani uzaysal kismin izi, simetrik kismin izidir. Uzaysal kismin izsiz simetrik kismi i¢in

asagidaki birbirine esdeger ifadeler kullanilabilir:
~ ~ 1,/: ~
Viaby = Viap) =3 (12V¢ap) ) hab
1
:[hc(ahd,,) - thhab] Vg (3.16)
—|pec pna 1,cd
=|nah®y = S hhap | Vica)

1
:hcahdbvcd 3 herefhcd
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3.1.1d 1+3 Kovaryant Zaman ve Uzay Tiirevleri

V7, vektoriinii, 6zel olarak bir f skaler fonksiyonunun kovaryant tiirevi olarak diisiinelim, yani

V, = V,f olsun. Boylece (3.6)’dan
Vof = —uulV, f+h? v, f (3.17)

ifadesini elde ederiz. Esitligin sagindaki birinci terim igin su hatirlatmayi yapalim: GRT’de

lizerine sadece gravitasyon ve eylemsizlik kuvveti etkiyen bir test taneciginin hareket denklemi
uvo,ut =0

biciminde yazilan jeodezik denklemidir. Eger tanecik tizerine etki eden gravitasyonel olmayan

kuvvetlerin de etkisi goz oniine alinirsa, hareket denklemi
UV, ul = E, (3.18)

olur. Dolayisiyla soldaki ifadenin, Newtonsal benzerlikten Otlirli, bir ivmeyi gosterdigi
anlasilmaktadir. Bilesenler cinsinden yazilmis olan bu ifadenin vektor gosterimi Vi1’ dur ve bu

da 4-lii u vektoriiniin evren ¢izgileri boyunca, u teget dogrultusunda dogrultu tiirevi anlamina

gelmektedir (Anlik durgunluk sisteminde bu dd—lf’ya esittir.). Vi yadau®V, zamana gore tlirevi

gosterdiginden, u dogrultusundaki kovaryant zaman tiirevi olarak anilirlar ve genellikle “¢” ile
gosterilirler.

Bir skaler fonksiyon igin : f = u°V,f (3.19a)
Bir V, vektorii i¢in :V, = u°v,V, (3.19b)
Herhangi bir tensor i¢in : V%, = u®V, V%, (3.19¢)

Diger yandan (3.19)’daki ikinci terim V,f kovaryant tiirevinin u®’ya dik hiperdiizleme
1zdlisimiinli géstermektedir. Buna kovaryant uzaysal tiirev veya tamamen dik izdiisiirilmiis

kovaryant tiirev denir. V,= 3V,= D, sembollerinden biriyle ifade edilir.

Bir skaler fonksiyon igin: V,f = h®,V,f (3.20a)
Bir vektor igin : VoV, = hP b/ V1, (3.20b)
Herhangi bir tensér i¢in : V,V%+, = h%, ... hdbherVC"'dm (3.20c)
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Bu ifadeler dogrultusunda (3.19)
Vof = —uof + Vo f (3.21)
bi¢iminde ifade edilebilir.

Acilt parantez kullanarak yazdigimiz ifadeler yalnizca vektorlerin izdigiimlerini ve 2-
tensorlerin diiz izdisiirilmis izsiz-simetrik kisimlarini ifade etmekle kalmaz, ayn1 zamanda

zaman tiirevlerinin de s6z konusu izdiisiimlerini temsil eder.

V(@ = pa, pb (3.22a)
V(@) = [n@ hDy — ZhePh g | Ve (3.22b)
V(@ = pa, pb (3.22¢)
V(@) = [n@ hDy — ZhePh | Ve (3.22d)

Tamamen izdiisiiriilmiis kovaryant V tiirevi de indirgenemez 1+3 kovaryant uzaysal diverjansa

ve rotasyonele ayrilabilir.

Bir vektor i¢in  : divV = V2V, ) (rotV)g = NapcV2VE (3.23a)
Bir 2-tensor igin : (divV), = VPV, , (rotV)ap = Nea@VeV (3.23b)

3.1.1e Akiskanin Kinematik Biiyiikliikleri

V,p 2-tensorii, u, ’nin u® dogrultusundaki kovaryant tiirevi olarak alinirsa, yani V,, = V,u,

olsun. (3.8)’den

Voup = —USU%Voug + U Vou, + U Vau, + hSh%, Vo, (3.24)
elde edilir ve (3.2)’nin kullanilmasiyla

Valp = —ugty, + Veu, (3.25)

ifadesine indirgenir. Vu,, uzaysal kisim, simetrik ve antisimetrik kisimlarinin toplami olarak

ifade edilir ve bunlar sirasiyla
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Oap = v(aub) . Oap =0pq | Ogput = 9abub =0 (3.26)
Wap = ﬁ[aub] ,  Wgp = —Wpg , Wgpu® = wepu’ =0 %% =0

biciminde gosterilirlerse
Vaup = —uytty + g + wgp (3.27)

olur. 8, simetrik kisim, z8,;, = 6 ile gosterilmek iizere

Oap = bap — éehab (3.28)
ile tanimli izsiz simetrik kism1 araciligryla

Oap = Oaqp + éehab (3.29)
seklinde yazilabilir. Ote yandan w,, antisimetrik bir tensor oldugundan

Wq = %T]abcdwbcud S Wap = Napcaw U (3.30)
veya

Nabea® = Nabe
seklinde yazilarak

Wq = %r]abcwbc S Wap = Napc®© (3.31)
bigiminde taniml1 bir vektdr ile gosterilebilir.
Burada

Bab = Opa , o Ogput =0gu” =0, 0% =6," =
Oab = Opa , Ogpu® = ggpuP , 0% =0,"= (3.32)
Wgp = —Wpg , WapU" = Waptt” , Wi =w" =0

dir.
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O.°ye “genisleme tensOrii” ve bunun izi olan 8’ya “genisleme skaleri” ya da kisaca
“genisleme” denir. Genisleme tensorii, u®’ya yerel olarak dik 3-uzayin hacimce genislemesini

tasvir eder.

04 ye “kayma (shear) tensorii” denir ve u’ya dik uzay elemanlarinin bi¢im degisikligini tasvir
y ym Yy y ¢ gisiklig

eder.

Wgqp tensoriine “girdap tensorii” ve w,’ya da “girdap vektori” denir. Bu, yerel durgunluk

sisteminin bir eylemsizlik sistemine gore donmesinin bir 6l¢iislinii yansitir.
Yukaridaki tensorlere bir de
1
g% = Eaaba“b (3.33a)

w? = %wabwab = wyw® (3.33b)

bagintilariyla tanimli skaler biiyiikliikler baglanmaktadir ve bunlar da
c=0 & o0,=0 (3.34a)
w=0 & wgyp =0 veya w,=0 (3.34b)
Ozelliklerini tagirlar.

4-10 bir u alani verildiginde, akigkanin kinematik biiyiikliiklerin hesaplanmasini saglayacak

bagintilar asagidaki gibidir:
Bap = VialUp
= hc(ahdb)vcud (3.353)
= h€ h®pV cug)
= ViqUup)y + Uiy
0 =1iz0y,

- hab vaub (335b)
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Tap = ViglUpy = V(qUp) — é(thchd)hab
= |1 @h®) = 3 h%hap | Vg (3.35¢)
= hah%V ety — 5 Ohap
= ViaUp) + Uy — gehab

Wap = ﬁ[aub]
= hegh%yV, ug (3.35d)
= h¢h?®pV cug
= ViaUp) + UpaUp)

Wa =3 Napea®”eu® (3.35¢)

— c,,d
= NagpcW U

3.2 1+3 UZAY—ZAMAN AYRISIM TEKNiGININ f(R) GRAVITASYONUN ALAN
DENKLEMLERINE UYGULANMASI

Once verilen f(R) gravitasyonun alan denklemlerini sol tarafta fR,;, terimi kalacak sekilde

yazalim:
1
frRap = KZTab +VoVpfr —gap O fr + Egabf (3.36)

sol tarafta G, = R, — % Jap R Einstein tensoriinii ortaya ¢ikarmak igin, esitligin her iki yanina

- igabeR terimi eklenirse

1 1 1
fR (Rab - EgabR) = KzTab + vavbe —gap U fR + Egabf - EgabeR
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olur ve bu ifade de EAD formuna benzeyecek sekilde diizenlenirse,

T} 1

590 (f = Rf) + VoV fa = ga O fi} (337)

elde edilir. Bu denklemler, O ve V,V, operatorlerinden dolayi, genel olarak metrige goére
dordiincii mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemlerdir. Simdi literatiirde pek sik

kullanilan efektif enerji-momentum tensorii yaklasimini uygulayalim. Bunun igin
1
T = ~ 5 (3.38)

1

1
T8 = 5|5 9a0(f = Rfw) + VoV fi = ga O fa (3.39)
olarak tanimlanirsa (3.17) denklemi
Gap = 1*(Tah + Tap) = K*Tgy (3.40)

halini alir ve standart EAD formunda yazilmis olur. Burada T2¢, bilinen T2} madde enerji-
momentum tensoriine baglanan bir efektif madde enerji-momentum tensériinii ve TR de
f(R)’dan kaynaklanan bir efektif madde geometrik enerji-momentum tensdriinii
gostermektedir. Bunun “egrilik akiskani” olarak da adlandirilabilecek matematiksel bir

akigkam temsil ettigi diisiiniilebilir. Tf, ise

L =TH + T (3.41)
olup, toplam efektif enerji-momentum tensoriinii géstermektedir. (3.37) ve (3.40)’dan

2f —Rfg —3 0 fg = —Kk?T™ (3.42)
ve

R =—k?(T" +TR) = —k?T! (3.43)

iz denklemleri yazilabilir. Amacimiz, yukarida tanimlanan efektif enerji-momentum
tensorlerini izdiisiirme bagintisinda kullanip, akiskanin dinamik biiyiikliiklerinin ifadesini f (R)
teorisi kapsaminda ifade etmek olacaktir. Bu is i¢in Oncelikle gerekli matematiksel ¢ergeveyi

hazirlayalim.
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OR)=fr, Sap=VsVp,0, S=VV,0=00
tanimlar1 yapilsin. Bu biiyiikliikler cinsinden T, ’nin ifadesi
T = ﬁ[%gab(f — Rfg) + Sap — gabS]
olur.
Sap = UgUy (D — UD.B) — uy[Dp® — vEDB| — up[Do @
+DyDy® — Vg, @
S=00=-0—600—1u*D,0d + DD,
ifadesi elde edilebilir. Ote yandan, R, yi 4-1ii hiz vektoriine gore,
Rap = Auguy + Ehgyy + 2UqYpy + Zap
bigiminde arastiralim. Burada A, =, y;, ve X, parametreleri
A= R utu’
Z = ZRgph®
Ye = —Raphlu®
Zap = ( fahg) - %thhab) Rea
bi¢iminde tanimlanmis olup
Yeut =0, Zgp=2p, Zput=Zpu’ =0, Z§=0
Ozelliklerini tagir.
K2t t t 1 =
A=—@"+3p") :+ p=55(8+35)

1
2K2

o _ K2t t t o
E=ZW-p) =+ p'=30-5)

- vciDc(D]

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49a)

(3.49D)

(3.49c)

(3.49d)

(3.50a)

(3.50D)
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1
Ya = KZQa : qat = ;Va (3-50C)
1
Zab = KZT[abt : T[abt = anb (350d)

Bunlarin toplam efektif biiyiikliiklere bagl olduklar: goriiliir.

Uzun bir hesaptan sonra, egrilik akiskaninin efektif dinamik biiyiikliiklerini asagidaki gibi
bulmaktay1z.

3.2.1 Efektif Madde-Enerji Yogunlugu

R =— {—%(f — Rfr) + fzr(—6R + D*D,R) + fRR(DaRDaR)} (3.51)

K2fR

PR = (5 ~ Rf) + far [R = 4 DaR =3 (~6R + D°D,R)]

K2fR
+frrg [RZ - %DaRDaR]} (3.52)
QaR — ﬁ{fRR [_(DaR r UabDbR)] + frrR (_RDaR)} (3.53)

L . 1 :
Tap = E{fm [_VabR + DaDpR — Shap (OR + DfoR)]

1
+ frrr |[DaRDyR — 2 hay D RD;R} (3.54)

imdi, Ty,®, T, ™ Ve T, R tensorlerinin T,y ye benzer tarzda,
ab ab ab ab

Tabt — ﬂtuaub + pthab + quaub) + T[abt (355a)
Tap™ 1

Tabm = —fl; = E (,umuaub + pmhab + Zngub) + Tl.'abm) (355b)

TabR = puRugup + pRhgyy, + ZqFaub) + g R (3.55¢)

ayrisimlarini géz Oniine alarak, bunlarin her birine baglanan degiskenleri tanimlayalim. (3.55a)

esitliginden dolay1 bu dinamik degiskenler birbirlerine

put = fi#“ + uf (3.56)
R
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pt=—pM +pF (3.57)
R
1
qat = f_an + qaR (3.58)
R
1
T[abt = EnabM + T[abR (3-59)

bagmtilariyla bagli olurlar. (3.55a) denkleminin tanimi g6z oniine alinirsa bu dort bagmtinin
alan denklemlerinin yerini tuttugu, baska bir ifadeyle, alan denklemlerinin artik bu bagintilara
esdeger oldugu kolayca anlasilir. Bu ifadeler ilerideki incelemelerimizin temelini

olusturacaklardir.

Evrim ve bag denklemlerini f(R) gravitasyona genellestirmek igin rolativist kozmolojinin
evrim ve bag denklemlerini u,p, q, Ve Ty, Yyerine (3.56)-(3.57)-(3.58)-(3.59) bagintilariyla
tanimlanan ut,p%, q,* ve m,,t efektif toplam ifadeleri ile yazmak yeterli olacaktir. Ancak,
standart kozmolojinin V4T, = 0 enerji-momentum tensoriiniin korunumundan elde edilen
korunum denklemlerine ek olarak f(R) gravitasyonda V2T, korunumundan kaynaklanan iki
korunum denklemi daha yazmak gerekecektir. Bu sOylenenleri dikkate alarak f(R)

gravitasyonun kovaryant evrim ve bag denklemlerini asagida listeliyoruz.

3.2.2 Evrim ve Bag Denklemleri

EVRIM DENKLEMLERI
(Ey) 6 = D u® — %02 + Uqu® — 20% 4+ 2w? — % (ut +3pH)
(E,) W = %uabcnbuc - %6(»“ + ol w? + uti,w?
(E)ap  Oap = (UaOpc + UpOqc)U” + % (Datty + Dpity) (3.60)

2
c .o
—0qc0p — geaab + U Uy — WaWp
1 sC oy e e 2 w2 1 ¢
—=Duf +u.0 —20°———(Egp —=Ttgp")
3 hap 2

VeT,,R¢ = 0 °dan elde edilenler ise:
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ﬂRG — _DaqaRG _ (,LLRG + pRG)B _ anRGua _ TL'abRGO'ab
ve
(a"® = —Dap®® — DPmap™¢ — (W + p ity — 0," ¢,
~26044"C + ugtt g, = RO + o gy
dir.

1 (el) 1
0= (Cs)q =Dy (Eba + Enba ) - gDa.u(el)

1 1 3
—50% 0 +304,Y —14f (UCbeb - EwCCIf(el)) —3H" ,w,

1
0=(Cs)a = Dbea + EnachCCIf(el)

(3.61)

(3.62)

1 1
+(u@ +p)w, +3 (Eab - gﬂab(el)) @® +1ac o (Epp, + Enfb(el))

Yukarida yazilan evrim ve bag denklemleri standart rolativist kozmolojideki denklemlerle aynm

formda olmasma karsm; f(R,G) Gravitasyon Teorisi, T,,™ ve Tn,R¢

nin korunum

denklemlerinden, iki takim denklem daha vermektedir. Bunlar V2T,,™ = 0 *den elde edilen:

AT = =Dgq®™ = (U™ + PO — 29ty — Ty,
ve
Ga" = —Dgp™ — DPrg,™ — (U™ + ™t — 0°q™
—20qa™ + ugtt?qp™ — 1oy ™ + e w,
dir.
el + vag, ) = (M(el) n p(el))9 — 2,00l — 7, € gab
Ga"? + Dap®D + DP1g, @D = —(uV + p©D)ity — 3,°q, @

4 . _
-3 gqa(el) + uaubqb(el) _ 7.[ab(el)ub + nabcqb(el)wc

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)
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BAG DENKLEMLERI
0 = (C)q = Dp0a® =5 Dab + e Dyt + 20"ty + 4o
0=1(Cy) =Dw* —u,w?
0= (C3)ap = Hap + (walty + wplty) — wCitghyy,

1 1
_E(naefoo'fb + Npe D0/ ) + 5 (Dawp + Dywq)

1 2
: c . . ¢ -
Gap = (UaOpc + Up0Oa) U =5 (Dalty + Dylla) + 0qc0°p + 5 000, — gty

+wawp + 35 (Dett® + 11’ — 202 — P hay = — (Eap —37ap®) (3.67)

(Eab + %ﬁab(el)) r (Eac i %”ac(el)) ucup — (Ebc + %nbc(el)) uuq

- % (MaefDEH , + NpesDHS ) + i (Daqp P + DpqaP) - %habDe%(el)
=- % (1D +p)ay), — % (92D + g, P1tg) + %haer(eDue

—0 (Eab + %T[ab(el)) + ggec (Ebc - %ﬂbe(el)) + %O-eb (Eae - %ﬂae(el))
—hap0* (Epe =211 () = Ingep [(E€y +37%, D) o + 21,0/ |

—%nbef [(Eea + %nea(el)) o + 2Heauf] (3.68)

. . 1 1 (eD)
Hgp — (uaHbc + ubHac)uc + EnaefDe (Efb - Enfb ) +

1 1 (eD)
Er]befDe (Efa_zn-fa )
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= —0Hgp + % (Haeop + Hpeo)
—Hefaefhab + % (waQb(eD + waa(el)) - %wc%(eohab
+(NaefE®p + NperECq)0S
- ; (NaefHp + NpefH® o)’

1
+Z(naefo-eb + nbefo-ea)q/‘(el) (3-69)
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4. BULGULAR

4.1 METRIK YAKLASIMIYLA f(R) GRAVITASYON

Bu bolimde, Standart Kozmolojik Model’in f(R) gravitasyon baglaminda bazi temel
Ozelliklerini agiklamakla ilgileniyoruz. Bunun igin metrik f(R) gravitasyon iizerine
odaklanacagiz ve alan denklemlerinin Friedmann denklemlerinin esdegerine nasil yol a¢tigini
gorecegiz. Bunu takiben enflasyon ve ge¢ zaman ivmelenmesinin nasil saglandigini

gosterecegiz.
4.1.1 Diiz FLRW Evreninde Alan Denklemleri

Concordance (uyum) modeli diiz, homojen ve izotropik olan bir evreni kabul eden kozmolojik
modeldir. Bu evren, yiizey geometrisine sahip FLRW (Friedmann-Lemaitre-Robertson-

Walker) metrik tensorii tarafindan tanimlanmustir.
dS? = gapdx®dx? = —dt + a?(t)dx?

Metrigin sifir olmayan katsayilari

Joo = —1
gii = a*(t),
i 1 ¢ 1:
9" == D dir. (4.1)

Determinant g i¢in kolaylikla soyle yazilabilir:

g=-at) = [J-g=d®) (4.2)

Boylece, bu metrigi alan denklemlerine dahil ederek, degistirilmis gravitasyon teorimiz igin
esdeger Friedmann denklemlerini elde edecegiz [16]. Bunu yapmak igin, ilk olarak Christoffel

sembolleri araciligiyla Ricci tensoriiniin bilesenlerini hesaplamamiz gerekir.

1
Iy = =59°“(9paa + Jaap — Gab,a) -

Diiz (FLRW) geometri 6rnegimizde, sifirdan farkli olan Christoffel sembolleri sadece sunlardir:



0 _ .
lij = aa

i a
]’l. = -
0t a

Riemann tensoriiniin tanimindan yola ¢ikarak Ricci tensér bagintisi
Rap =5 e — Ty, + TETE — LT
ab ab,c ac,b dc*ab bd'ac

olarak yazilir. Ricci tensdriiniin (00) bileseni

— rc [ c rd c rd
Roo = Ioo,c — Toco + Tacloo — Toaloc

= 3030 — 30
=-35()-3()

a?

r _33
= —3[H + H?]
ve (i1) bileseni
Ry = I — Lty + T — LLe
= [fe + T = I G = Tl

L,c 121

= [if, +3ThI — 20T

ii,c ii

= Iifc + I3}
_ 1o i 0
= Tj;o + Iyl

a .. a.
—a(aa)+zaa

=a?>+ad+ a?

(4.3)

(4.4)

(4.5)
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=2a*+ad (4.6)
Ricci tensOriniin iki indisi arasindaki bir biiziilme olan Ricci skaleri,
R = g%Rg, = g°°Roo + 39" Ry

= (-1)(-3%) + 35 2d% + ad)

-6 [ac’i+a2]

a2

ad+a?

= o[+ 2]
= 6[H + 2H?| 4.7)
Bunu kullanarak Ricci tensoriiniin (00) bilesenini su sekilde yeniden yazabiliriz:
Ryo = —3[H + H?|
= —~6[H + 2H? — H?]

= — IR + 3H2 (4.8)
2

Friedmann denklemlerini elde etmek icin enerji-momentum tensoriiniin ifadesini yazalim.

Evrenin enerji momentum tensoriine sahip mitkemmel bir akigkanla dolu oldugunu varsayarak,
Ty = diag(—pw, Py, Py, Pu) (4.9)
Tab = Gealp (4.10)

bunlar1 alan denklemlerine eklemeden once, enerji momentum tensor denkleminin

korunumunun sifir bilesent,
0=V,T§
0 = 0T + [5TE — [4TS

0=—0p—3%(p+P) (4.11)
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stireklilik denklemini verir [2].

Alan denkleminin (00) bileseni,
F(R)Roo — %f(R)goo ~ VoVoF(R) + goo O F(R) = k?gooTy
elde edilir ve denklemin sol tarafinin dordiincii terimini agikca yazarsak,
1
doo O F(R) = (-1) ()20 (y=g9°°00F)

19 30
- L2 (a2 2F)
a3at( a at

. 3 ..
=~ 3a2aF + ZF
a a

=3HF + F

(4.12)

(4.13)

olur. Kovaryant tiirevli {ligiincii terim, F (R) skaler bir biiyiikliik oldugu i¢in —0d,0,F olacaktir

ve bu nedenle son ifadeden gelen £ terimini etkisiz kilacaktir. Boylece denklem

F (3H2 —2R) +1f +3HF = k?py
halini alir ve ilk degistirilmis Friedmann denklemleri
3FH? = (FR — f)/2 — 3HF + k?py,
olarak elde edilir [3-4]. Alan denkleminin (ii) bileseni asagidaki gibidir:
F(R)R; — %f(R)gii — V,V;F(R) + g O F(R) = k?g T}
Denklemin sol tarafinin son terimi

9i B F(R) = (@) (2)9(/=99"0,F)

= (@) (&) 2(y=99°°9F) + (@)(Z)a(/=g9"0:F)

= —3a’HF — a*F + a?HF + V,V,F

(4.14)

(4.15)
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= —2a’HF — a*F + V,V,F (4.16)

dir. Diiz FLRW metrikteki (9t/dx)* = a? bagmtisim kullandik. Simdi V;V;'nin alan
denkleminde —V;V;F(R) terimini etkisiz kilmasi1 durumunu kullanarak, denklemini yeniden

yazalim:

2 . .
(24* + ad)F — = f — 2a’HF — a’F = i*a®Py

2@%+ad\ 1 .\
(B55%) =3 f - 2HF — F = Py

2d2+ad a? 1 L e

(B4 35) F —2f — 2HF — F = kP

Simdi denklemin son tarafinin dérdiincii terimini yerine koyalim
—f/2 =3FH? = ZFR + 3HF — i%py .
Bunun sonucunda
HF + 3H?F + 3H?F — %FR +3HF — 2HF — F = k?(py + Py)
denklemi elde edilir ve diizenleyerek ikinci degistirilmis Friedmann denklemini elde ederiz
—2HF = F — HF + k%(py + Py) - (4.17)
Bu denklem ile birlikte
3FH? = (FR - f)/2 — 3HF + k%py (4.18)

bir f(R) gravitasyon modeli tarafindan yonetilen diiz bir FLRW evreninin arka plan
dinamikleri belirlenir. Karsilastirma i¢in, Concordance (uyum) modelinde evrenin evrimini
belirleyen standart Friedmann denklemleri, (00) ve (ii) bilesenlerini alinarak Einstein

denklemlerinden G,;, = k2T, tiiretilir [20]. Sonug olarak elde edilen denklemler
H? = 5P (4.19)

=-Z(p+3P) (4.20)

Q|
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olur ve her iki durumda da stireklilik denklemi (4.11)

p+3H(p+P)=0 (4.21)
ile ifade edilir.
4.2 ENFLASYON

Modern kozmolojide enflasyon (sisme), ufuk problemi, diizliik problemi ve ilkel yogunluk
dalgalanmalarinin  kokeni gibi bir dizi kozmolojik problemi ¢dzmek i¢in kullanilir.
Concordance (uyumlu) modelde enflasyon, bir skaler alan tarafindan iiretilir. Bu alanin enerji
yogunlugu, elektrozayif kuvvetin simetri kirtlmasindan bir siire sonra, erken evrenin baskin
bilesenidir. Enflasyon durumu, alanin potansiyelinin minimum degerine yavas yavas
yuvarlandigini varsaymak igin slow roll (yavas donme) yaklasimini kullaniyoruz. Bu durumda
enflasyonun enerji yogunlugu neredeyse sabit kalir ve basinci p = —p'ya esittir, bu da giicli
(kuvvetli) enerji durumunu ihlal eder, yani p + 3p < 0 olur ve evrenin genislemesi hizlanir
[34]. Ancak bu tablo gesitli tutarsizliklara sahiptir. Ornegin, belirli topolojik kusurlarin
tiretimine yol acar ve ince ayar gerektirir. Enflasyonun baslamasi igin alanin baslangi¢ degeri
dikkatle se¢ilmelidir. Biz de bu niceliklere alternatif olarak sismenin f(R) gravitasyonda nasil

gerceklestirilebilecegini inceleyecegiz.
4.2.1 Skaler Alanda Enflasyon

f(R) oOrnegine bakmadan once, LCDM modeline genel bir bakis sunacagiz. Standart
kozmolojik model, Big Bang teorisinin isaret ettigi erken evrenin c¢esitli dénemlerinin bir
tasvirini verir. Inflaton ad1 verilen tek bir skaler alan @ tarafindan iiretilen enflasyona neden
olan dénem, evrenin 1073®sn. *den ve temel kuvvetlerin SU(3) x SU(2) x SU(1) simetrisinin
kirilmasindan sonra, 1073?’nci saniyeye kadar devam eder. Bu donemde evrenin enerji
yogunluguna, kozmik zamanin bu kiiciik bolimiinde enflasyonu yonlendiren ve evrenin

hacmini 1078 kat artiran inflaton hakimdir [29].

Hizlanarak genisleme (yani d > 0) ve enflasyon igin (4.20) 'den kuvvetli enerji kosulunun ihlal

edilmesi gerektigini gorebiliriz, bunun yerine

(p+3p)<0 (4.22)
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durumuna sahip olmaliyiz.

Miikemmel akiskan yaklasiminda, evrenin olasi her bir bileseni i¢in w? durum parametresi ile

belirlenen durum denklemi p = wp olur [21]. Boylece ivme kosullari
p(1+3w)<0 = w<-1/3 (4.23)

haline gelir. Asagida enflasyon durumunda iistel genislemenin nasil ele alinacagini

inceleyecegiz.
Skaler alanin Lagrangian potansiyel V(@) ile
L =2 gqp0°03°0 — V(9) (4.24)

Genel koordinat gergevesi altinda x¢ — x% + a® Lagrange sabit kalir 6L = 0 ve Noether

Teoremi dolayisiyla akim korunumludur.

ab _ _OL Sps  _ap
T _a(aa@)aq) gL

= 0900"0 — g |5 g°%0.00,9 — V(9)| (4.25)

Bu denklem, enflasyon alani i¢in enerji momentum tensdriinii tanimlar. Bunu mitkemmel bir
akigkan i¢in enerji-momentum tensori ile esitlemek, @ homojen oldugu ve boylece gradyentleri
(V@) etkisiz kildig1 varsayimiyla, bize enflasyon i¢in enerji yogunlugu ve basinci verecektir
[11].

p =92 +V(®) (4.26)
p =92 -V() (4.27)

Yukaridakileri (4.21)’de yerine yazarak inflaton hareket denklemini elde edebiliriz. Bunun igin

p’nun zamana gore tiirevini hesaplayalim,
. i l .2 _ Y d_V .
p==(50+V(©@) =06+ 0

ve p ile p toplamini su sekilde elde edelim,



67

p+p =307 +V(@)+02 V(D) = ¢2.
Boylece enerji korunumu denklemi (4.21) su ifadeyi verir
DT dV . . 2 _
00 + d_(Z)@ +0°=0
G+3HO+V'(0) =0. (4.28)

Bu denklem, enflasyon sirasinda skaler alanin evrimini belirler. Ayrica, su formu alan iki

Friedmann denklemi vardir,
1 1 -
&, = E (E 0% + V((Z))) (4.29)

H+H? = —— (q‘sz - V((Z))) . (4.30)

D

daha sonraki bahsimizde kolaylik saglamasi igin, H + H? =2 ve mp =i2 esitliklerini
a K

kullanarak bu sekilde yazdik.

Simdi (4.22) 'den hizlanan genisleme i¢in birincil kosulun, skaler alanin kinetik enerjisinin
potansiyel enerjiden daha az olmasi oldugunu gorebiliriz %(DZ < V(®). Bu nedenle,

potansiyelin sekli ve kinetik terim iizerindeki hakimiyeti, enflasyonun siirdiiriilmesinde

Onemlidir.

Tam olarak buna dayanan enflasyon iizerine ¢ok yararli bir yaklagim; alanin evrimi,
potansiyelin kinetik enerjiye baskin oldugu kademede ise ve @'nin ikinci tiirevi, bu durumu
yeterli bir siire i¢in koruyacak kadar kiigiikse, enflasyonun meydana geldigi slow roll

yaklasimidir [8]. Yani biz su durumlarin saglanmasini istiyoruz:
92 < V(0)

6| « |[3H®

AVI(@)]

Bu kosullarin yerine getirilmesi, slow roll parametreleri olarak bilinen iki boyutsuz niceligin

kiiciikliigiinii gerektirir.
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_1_o (V
e=375(7) (431
n= ”’7‘5‘/7 (4.32)

Boylece €, « 1 oldugunda, alan yavas donme sansina sahip oldugunda enflasyon meydana
gelebilir. Bu kosullar yeterli degildir, ¢iinkii biri slow roll (yavas donme) uygulanamayacak
kadar biiyiik olan |1 /2 (2)2|’1i baslangi¢ kosullarini secebilir. Fakat slow roll parametreleri

kiiciikse, baslangi¢ kosullarinin ¢ogu bir enflasyon fazina cekilir.

Bu yaklasimin yarart 1/20% ve @ terimlerini ihmal edebilmemizdir. Boylece Friedmann

denklemi ile birlikte inflatonun basing yogunlugu ve hareket denklemi sirasiyla:

p = V(D) (4.33)
p=-V(®) (4.34)
3HG = —V'(0) (4.35)
H? = %vm) (4.36)

olur.

€ ve n'nin kiigiikliigi, “slow roll”un uygulanabilmesi i¢in yeterli bir kosul olmamasina ragmen,
€K 1 kosulunun hizlanan genigleme iiretmek i¢in yeterli oldugunu gosterebiliriz. Yani d/a ya

da
H+H2>0 = — 1L <1 (4.37)
HZ

Bu esitsizligin €< 1 ile esdeger oldugunu gérmek igin isleme (4.36)’y1 ve (4.35)’1 kullanarak
veV = 3mV (@)H? alarak baslariz;

1
3m

2HH =

V' (9) (4.38)

2
14

2HH = — L Yy (4.39)

7 2
3my 3H
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Bu iki niceligin esitligi, €« 1'in hizlanan genislemeye esdeger oldugunu gosterir. Basit bir

ornek olarak, etkilesimsiz bir skaler alanin potansiyelini m kiitlesi ile kullanabiliriz.
V(@) = %mZ(z)Z (4.40)

Bu durumda iki slow roll parametresinin ayni oldugunu gostermek kolaydir.

2
_ 2mp

e=n==3 (4.41)

Dolayisiyla, yalnizca alanin baslangi¢ degerini belirleyen gegerli bir slow roll i¢in bir

kosulumuz vardir.
EK1 = mp<KB/2. (4.42)
Bu sartlar altinda yaklasik olarak hareket ve Friedmann denklemleri (4.35), (4.36)

3H® = —m?@ (4.43)

2 __1 242
H2 = 6m§m ) (4.44)
halini alir. Bu, enflasyon sirasinda alanin ve 6lgek faktoriiniin evrimini ¢dzebilecegimiz ve
hesaplayabildigimiz iki farkli denklem sistemidir.
mo
Ve,

inflatonun evrimini elde ederiz.

Hubble parametresini H = olarak yazarak ve hareket denkleminde yerine koyarak

- ey
Q) o 3m
_ Veiny,
D=0;,— o t (4.45)

Bunu, buldugumuz Hubble parametresinin ifadesine ekleyerek

a m <¢i_x/€mpt)

a Ve, 3m

a = a;exp [%% ((Dl-t _ Yoy tz)] (4.46)

3m
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denklemlerine ulasiriz. Bu denklemler, enflasyon sirasinda 6lgek faktoriiniin katlanarak
biiyiidiigiinii gosterir. Slow roll durumu artik karsilanmadiginda, yani € ~1 oldugunda

enflasyon durur.

Son olarak, olgek faktorii (a)'nin artmasiyla enflasyon miktarini hesaplamak miimkiindiir.

Enflasyon sirasinda bunun {istel bir biiyiimesi oldugu gergegini kullanarak

a(t) =a;exp(Ht) = In (M) = Ht (4.47)

ai

bagintist elde edilir. Enflasyon miktarinin bir 6l¢iisii olarak, enflasyon déneminin basindan

sonuna kadar logaritmik zamani (N) kullaniriz, yani bizim durumumuzda

N=[n (%) da = [/ Hdt (4.48)

olur. Bunu @'nin baslangi¢ ve son degerleri cinsinden yazabiliriz

dp = ——["Lag . (4.49)

mg 20 v’

— (gl s = (Y2
N= fti Hd(z)d(D 4 fti )
H orani i¢in (4.36)'y1 (4.35)" e boleriz. Her durumda slow roll altinda

N =L f‘”fildq) (4.50)

dir. V = 1/2m?@? 6rnegimiz igin bu,

N=—["2=_L (g2_ %) (4.51)

mg'0r2  2mf

ifadesini verir ve €= 2mj/@* diizeni igindeyken enflasyon durdugundan yaklasik olarak

inflaton alaninin son degerinin s6yle oldugunu sdyleyebiliriz:

~ 1 g2 _
N=oo0-1. (4.52)

Bir enflasyon modelinin, biiyiik patlama modelinin ufuk, diizliik ve teklik problemlerini ¢6zme
acisindan basarili olmasi ig¢in, N = 70 olmasi gereklidir ve bu gereksinimden, alanin basglangig

degeri i¢in bir alt sinir belirleyebiliriz.
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4.2.1 f(R) Gravitasyonda Enflasyon: Genel Durum

Enflasyona yol ac¢an bir skaler alanin 6nceki tablosunun aksine, bu durumda enflasyon, modelin

bir sonucu olarak ortaya ¢ikar.
f(R) =R+ bR" (b>0,n>0) (4.53)

ve bu durumda £’in R'ye gore tiirevi

F=2f(R) (4.54)
=2 (R + bR") (4.55)

dir. Alan denkleminin nasil bir form aldigin1 gérmek i¢in asagidaki ¢arpima ihtiyacimiz var:
FR = (R +nbR™). (4.57)
F'in zamana gore tiirevi ile birlikte

F=2F =2 (1+nbR™) = n(n — 1)bR"2R (4.58)

ifadesini (4.14)’de yerine koyarsak, ilk degistirilmis Friedmann denklemi su formu alir [46-48]:

3(1 + nbR™)H? = %(R +nbR™ — R — bR™) — 3Hn(n — 1)1 + nbR™ !
3(1 + nbR"1)H? = %(n — 1)bR™ — 3Hn(n — 1)1 + nbR™1 (4.59)

Kozmik ivmelenme F = 1+ nbR™ ! sisteminde gergeklestirilebilir. Boylece F = nbR™?

yaklagimi altinda (4.59)’u 3nbR™ 1 ile bolersek su ifadeyi verir:

_ n _ n-2pn
1 [(n 1)bR ] —3H n(n—-1)bR™“R

H? ==
6L nbrn1 3nbR"-1

_intp R (4.60)

6 n R
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n-1 R
(4.7) 'den R'nin zamana gore tiirevi
- i 2 .
R =—[6(2H + H)]
= 6(4HH + H) (4.62)

olur. Boylece asagidaki ifadeyi elde ederiz,

R _ 6(4HH+H)
R~ 6(2H2+H)

_4HH _ JH
T 22 T “H

H
- << 1| ve
H

Burada, Hubble parametresinin yavasca gelistigi enflasyon sirasinda gegerli olan

|% K 1| yaklagikliklarin1 kullandik. Sonucta (4.14) su formda yazilir:
H? =2 (6(2H? + H) — 6nH2 g)
H? == (6(2H? + H)2nH)
H? ="[2 - (2n— 1) ]

L=2-(2n-1

n-1
n H
Z—E—(Zn—l)ﬁ

H _ 2n-1-n

HZ  (n-1)(2n-1) °

Diger bir deyisle
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A~ ¢ (4.63)

2-n

dir. Burada €= —Dan-1)’

f(R) modelimiz i¢in esdeger slow roll parametresidir. Pozitif €

i¢in integrasyon

e d
- = Y- cdt > 1=t = H=— (4.64)
H H H €t

olur. Yani 6lgek faktorii su sekilde gelisir:

. 1 1
=L - “_1lit = lma=ilnt=Intce = axte (4.65)
a €t €

Enflasyon, evrenin kii¢iikk bir kozmolojik periyodunda hizli bir sekilde genislemesine

esdegerdir. Boylece onceki sonuca gore €< 1 oldugunda enflasyon meydana gelir, yani

2-n

(n-1)(2n-1) (4.66)

n =2 i¢in €= 0 olur, bdylece Hubble parametresi H » 1 sisteminde sabittir. n > 2 olan
modeller H > 0 iken siiper enflasyona yol acar. Boylece, % (1+ \/§) < n < 2 olan modellerde,

H'nin azalmasiyla standart enflasyon elde edilebilir.
4.2.3 Starobinsky Enflasyonu

Basit bir 6rnek olarak Starobinsky modelini inceleyecegiz. Dedigimiz gibi bu, olagan skaler
alan seceneginden farkli bir enflasyon kaynagi olarak kullanilan ilk degistirilmis gravitasyon
modeliydi. Model su fonksiyon tarafindan belirlenir
RZ
f(R)=R+— . (4.67)

6M?2

n=2veb = 6% olarak alinmaktadir.) Burada M kiitle boyutlarina sahip bir sabittir.
R™ = R? = [6(2H? + H)]" = 36(4H* + H? + 4H2H) (4.68)

2 [6(2H? + )] = 6(4HH + H) (4.69)
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(4.59)’da yerine koyarsak

1 2 _11 po 1 pp
3(1+26M2R)H =>—_R?—6_—HR

3M2H? + 6HH + 18H?H —3H? =0

Son satir1 6H ile bolerek

.o . 72

H+:M2H+3HH -2 =0
2 2 H

. 72 .

d+ime - 12 = _3pE (4.70)
2 2 H

elde edilir.

Enflasyon sirasinda Hubble parametresi ¢ok yavas gelisir, yani (4.70) ‘deki ilk iki terim ihmal

edilebilir, bu da H = —M? /6 yazmamiza izin verir, bunu ¢ozersek

f:i dH = — [[(M?/6)dt

o= o Hude = [ M2/6) (¢~ t)d (e ~ 1)
a = a;exp[H;(t — t;) — (M?/12)(t — t;)?] (4.72)

elde ederiz. H; ve a; Hubble parametresi ve enflasyonun baslangicindaki (t =t;) olgek

faktoridir ve
R = 12H? — M? (4.73)
dir. Slow roll kosulu saglandig siirece enflasyon devam eder
H M?

(t = t) amnda €= 1°dir ve enflasyon durur. Boylece enflasyonun sonunda (4.63)’den sunu

goruriz
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U1 = H=M/N6 . (4.75)

H2 —
Bu ifadeyi (4.71)’ye ekledigimizde
M/N6 = H; — (M?/6)(tr — t;)

(M%/6)t; = H; + (M?/6)t; — M\6

6H;
tr = el +t; (4.76)
olur. Burada, WMAP'tan yapilan son 6l¢timler kiitle 6l¢egini ¢ok kiigiik M = 13GeV olarak
kisitladigindan, ¥6/M terimini atabiliriz. Bu durumda Ricci skaleri R = M?ye indirgenir.
(4.76) 'dan gelen sonug kullanilarak modelimizdeki logaritmik zaman (N) asagidaki ifadeye esit

olur.

4.77)

Son esitlikte €= M?/6H?'yi kullandik. Ufuk ve tek kutup problemlerini ¢6zmek icin en
azindan N > 70 olmasi gerektigini sdylemistik. Bu demektir ki € (¢f) S 7 X 1073 olmals.

4.3 METRIK YAKLASIMIYLA f(R) GRAVITASYONDA KARANLIK ENERJININ
ACIKLANMASI

Evrende Karanlik Enerji’nin varliginim, en 6nemli modern kozmolojik gozlemsel olgulardan
ikisi tarafindan desteklendiginden daha 6nce bahsetmistik. Bunlardan ilki, Karanlik Enerji’nin
toplam enerji yogunlugunun %72'sini olusturdugunu gosteren evrenin yapisidir. Ikincisi,
evrenin su anda hizlanan bir genisleme asamasi gecirmekte oldugunu gosteren Tip-la

Siipernova (SN la) gézlemlerinden gelen giiclii gostergelerdir.

Hizlanan genislemeyi (yani d > 0) elde etmek icin klasik GR'nin ikinci Friedmann

denkleminden yola ¢ikiyoruz.

4G

2= +3p) (4.78)
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Giiglii enerji durumunu ihlal edecek, w parametresi ile belirlenen bir durum denklemine sahip,

miikkemmel (ideal) akiskan olan bir tiir madde-enerji yaklasikligina ihtiyacimiz var.

Karanlik Enerji i¢in en basit aday, pargacik fiziginin vakum enerjisine esdeger oldugu
diistiniilen Kozmolojik Sabit A'dir. Bunun nedeni, durum denkleminin, tam olarak yukaridaki
denklemi ihlal eden ve 6lgek faktoriiniin hizlanan biiylimesine yol agan, w = —1 olmasidir.
Ancak, bu tabloya bagli olarak coincidence (denk gelme) ve ince ayar problemi ortaya ¢ikiyor.
Kozmolojik sabitin kaynagi bir vakum enerjisiyse 0 zaman ince ayar problemi i¢in bugiinkii
vakumun hesaplanan enerji dl¢egi ile Karanlik Enerji yogunlugu arasindaki karsilagtirmada
biiyiik bir uyumsuzluk ortaya ¢ikar. Frekansi w olan kiitle M alanlarinin sifir noktasi enerjisi E
tarafindan verilir. Bu alanin sifir noktasi enerjilerini bir kesme dlgeginde k(> m)'ye kadar
toplayarak, vakum enerji yogunlugunu elde ederiz.

3
Prac = fokm“xﬁl,/kz + m2 (4.79)

(2m)322
Integrale biiyiik k > m oldugundan, sdyle buluruz

kmax 4mk?dk 1, Kmax
Pvac = fO (2m)3 2 T Ten2 (480)

Kesme 0lgegi kqpqx'1 Planck kiitlesi my,; olarak alarak, vakum enerji yogunlugu pyqc~ 107*GeV

olarak tahmin edilebilir. Bu, gdézlemlenen pgg = 107*7GeV degerinden yaklagik 1012 kat

daha biiyiiktiir. Buna ince ayar problemi denir. Bu durum Karanlik Enerjinin kokeni ile ilgili

diger agiklamalar1 arastirmay giiclii bir sekilde tesvik etmistir.
4.3.1 Durumun Efektif Parametresi

f(R) modellerinde Karanlik Enerji’yi gerceklestirmenin yolu, efektif bir durum parametresi

tanimlamak ve ortaya ¢ikan werepeir'i saglayan (4.23) model tiirlerini arastirmaktir.

Wefektif < ~ 3
[lk olarak, metrik alan denklemlerini Einstein tensérii ile daha standart bir bicimde yazabiliriz:

Gab = Rap — 1/2 gapR = k(T + T5E) (4.81)
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Burada G, = Ry, — 1/2 gapR Ve
KTyt = gop (f = R)/2+ Vo VpF — gap O F + (1= F)Rgy (4.82)
a _ apr(M) _ -
VeGyp = 0ve V4T, " = 0 oldugundan,
yareEritio — o (4.83)

olur. Boylece, siireklilik denklemi bu efektif enerji momentum tensorii Ta(zg””k) icin tamamen
esit tutulur. Bu sekilde yaptigimiz, madde aksiyonunun varyasyonundan gelen olagan madde
tensoriinii, esasen her f(R) model tarafindan belirlenen ek bir egrilik kaynagi olan ve evrendeki
karanlik enerji varligini tanimlamak i¢in kullanilabilen efektif bir enerji tensorii olarak ele
aldigimiz diger alan denklemlerinden ayirmaktir. Diger kaynaklarimiz i¢in miikemmel akigkan
yaklagimi kullandigimizdan, bu egrilik kaynagi icin aynisini yapabiliriz, yani T;ggmik) =
diag(—pPegritik: Pegritik Pegrii)- O zaman  efektif durum parametresini su  sekilde
tanimlayabiliriz:

__ Pegritik
Wefektif = Pegriiik (4.84)

Bu durumda streklilik denklemi

Pegritik + 3H (Pegruix + 3Pegriti) = 0 (4.85)
olur.

Geometrik akiskan igin efektif durum denklemini ekleyerek sunu elde ederiz

P — _3H(1 + wegritie) (4.86)
Peprilik
Efektif enerji yogunlugunu, (4.82) ile veya ilk degistirilmis Friedmann denkleminden (4.14)’t
su sekilde yeniden yazdiktan sonra ¢ikarabiliriz:

_ 1

H? =
3f!

[k2pm + (f'R — £)/2 — 3HF] (4.87)

Eger bunu (4.19) ile karsilastirirsak su sekilde oldugunu goriiriiz
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2 2
H? = :—f,PM + %pefektif :
Burada efektif enerji yogunlugu
1 ’ cr
Pefektif = F[(f R—f)/2—3Hf'|

= fl,[(f'R —£)/2 = 3Hf"R] (4.88)

dir. Efektif durum parametresini elde etmenin iki yolu vardir. Ilki, w, fektif = Pegritik/ Pegritik

durum denkleminden peg;x 1 bulmak igin (4.82)’yi kullanmaktir veya (4.86)’y1 kullanabiliriz.

_ 1 _ 1 Pegriik
Wefektif = X 3H pegrilik (4'89)

Ikinci yol ise pegrizi’in zamana gore tiirevini almaliyiz

Pegriie = 3¢ |7 ('R = )/2 = 3Hf"R]

1

= (6H%f"R — 3Hf""R? — 3Hf"'R) (4.90)

NE
Sonucu 3H ile bolersek
pegraik = 7z (Rf" + R(F"R — 2H[")) (4.91)
Bu sonucu (4.89)’da yerine koyduktan sonra efektif durum parametresinin

_ iR~f/l_H:\,(fH/R_ZHfH)
Wefektif = I+ f' (f'R-f)/2-3HfIR

(4.92)

oldugunu goriiriiz.

(4.23)’deki kosulu karsilayan bir wesepeir veren ve ge¢ zaman hizlanan genislemesini iireten
bir dizi f(R) modeli vardir. f(R) = f,R™ olan modeller bu modellere bir 6rnektir, burada n
reel bir sayidir. Olgek faktdriiniin genel bir kuvvet kanunu (power law) a = a,(t/ty)% olarak

biiyiidiigiinii varsayarsak, n'in bir fonksiyonu olarak wesegsir
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o = _ Tt (4.93)

6n2-9n+3
n # 1 i¢in, n cinsinden a parametresi soyle verilir

o= —-2n%+3n-1 . (494)

n-—2

Acikca istenen degeri veren birgcok n degeri vardir. Ornegin, dnceki boliimde incelenen sisme
i¢in Starobinsky modeli olan n = 2, beklendigi gibi wefexrif = —1 Ve a = oo deerlerini verir.
a(t) igin kuvvet kanunu ¢oziimleri, SNela verilerine tatmin edici bir uyum saglayan ve evrenin
tahmini yas1 ile 1.366< n <1.376 araliginda iyi bir uyum saglayan bu model ailesinde
bulunabilir. Ek bir 6rnek, f(R) = R — u?™*Y /R™ formundaki modellerdir, burada p, uygun
bir parametredir [41]. Yine olgek faktorii igin kuvvet kanunu ¢éztimlerini varsayarsak, bu
durumda efektif durum parametresi

2(n+2)
3(2n+1)(n+1)

Wefektif = —1 (4.95)

olur. Bunlarm en tipik modeli n =1 i¢in wefereir = —2/3 oldugu durumda f(R) =R —
u* /R dir.

Bu iki 6rnek arasindaki fark, daha sonra R™ durumunun aksine pozitif n igin R ile ters orantili
terimler oldugudur. Bu onemlidir, ¢iinkii ge¢ hizlanmada, ekstra egrilik teriminin erken
zamanlarda ihmal edilebilir olmasini ve kozmik evrimin ge¢ asamalarinda hakim olmasini
istiyoruz. Sonug olarak, 1/R™ terimli modeller Karanlik Enerji i¢in daha uygundur, ¢iinkii bu
terimler egrilik daha biiyiik oldugunda erken evrende R'ye gore 6nemsizdir ve ge¢ zamanlarda

R — 0 oldugunda 6nemli hale gelmektedir.

43.2 f(R) Gravitasyonda Dinamik Sistem Kullanarak Karanhk Enerjinin

Aciklanmasi

Enerji yogunlugu p,, ve p,’ye karsilik gelen, rolativistik olmayan madde ve radyasyon goz

oniine alindiginda
Pm +3pm =0 (4.96)

oy + 4Hp, = 0 (4.97)
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elde edilir. Bu yontemin baslangi¢ noktasi, iki degistirilmis Friedmann denklemi (4.14) ve
(4.17) 'dir.

3FH? = (FR — f)/2 — 3HF + k?(py + py) (4.98)
—2HF = F — HF + k*(py + 4/3 py) (4.99)
Genel bir f(R) modeli i¢in agsagidaki boyutsuz dinamik degiskenleri sunuyoruz

F 1 X R x_xzpr
— 6FH2' “3 T 62’ “%* T 3FH2’

Ayrica burada yogunluk parametresi

0y = XX (4.100)
M = 3pp2 - '
dir ve X = m, rad veya karanlik enerji (KE) durumlarini ifade edecektir.
(4.98)’den agikga goriiliir ki
2
.QME;;;Z:l—xl—xz—x3—x4 (4.101)

dir. Radyasyon ve Karanlik enerji i¢in yogunluk parametreleri ile birlikte

0, =x4, Qg =x1+x,+x3

olur [17]. Hareket denklemlerini ve yukaridaki yogunluk parametrelerini kullanarak, 6nceden
tanimlanmis boyutsuz dinamik parametrelere iliskin asagidaki denklem sistemini tiiretiriz.

dxq

— =—1—x3—3x, +x2 —x;%3 + x4

dx, X1X3
— = —x,(2x3 —4 —x
2 = B0y (20 )

dx X1X
d_I\j == 1113 - ZX3(x3 - 2)

dxg

= —2X3X4 + XX
dN 314 144

Burada N = [na logaritmik zaman ve
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_dwmF _ Rf'"(R)
M=mr '(R)

dir. Ayrica, bu durumda asagidaki gibi tanimlanmis bir durum denklemi elde ederiz
Wefektif = —1 — 2H?/(3H?) = —(2x3 — 1)/3 . (4.102)
Simdi bu modele bagli olarak x4, x,, x5 ve x, degiskenlerinin degerlerini bulmak miimkiindiir.

Sistemin denge noktalari, farkli ozelliklere sahip evrenleri tanimlayan f(R) gravitasyon
modellerine karsilik gelir ve bunlarin bazilari iginde yasadigimiz gergek evrenle eslesen, efektif
bir durum denklemi gibi 6zelliklere sahiptir. Yani, radyasyon yoklugunda (x, = 0) yukaridaki

dinamik sistemin denge noktalar1 sunlardir:

pl: (xq, x5, x3) = (0,—1,2) Qn =0 Werektif = —1
p2: (x1,%2,x3) = (—=1,0,0) Q=2 Wefektir = 1/3
p3: (x1, %2, x3) = (1,0,0) Qn =0 Wefektir = 1/3
p4: (x1, %2, x3) = (—4,5,0) Qn =0 Wefektir = 1/3
3m 1+4m 1+4m m(7+10m) m
p5: (3, Xz, X3) = (1+m’ T 2(1+m)?’ 2(1+m)) m= LT S mez Pefektif = T
p6: G2 5) = (L vy~ ey ) =0 Oerenr = i

- Maddenin baskin oldugu dénem (2, = 1 Ve wefepeir < 0) 0'a yakin m i¢in sadece p5 noktasi

ile gerceklestirilebilir.

- p1 veya p6 noktasi, ge¢-zamanli kozmik hizlanmadan sorumlu olabilir. Birincisi, R = —2 olan

de Sitter noktasidir (wefekeir = —1).

- p6 noktasy, m > (v/3—1)/2 , —1/2 <m < 0 veya m < —(1 ++/3)/2 olmas: kosuluyla

hizlanan genislemeye (a)efektif < - 1/3) neden olabilir.
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4.4 HOMOJEN, ANIZOTROPIiK BIiANCHi-I KOZMOLOJISININ PALATINI
FORMALIZMINDE f(R) GRAVITASYONDAKI DINAMIKLERI

4.4.1 Palatini Formalizminde f(R) Teori

f(R) gravitasyon teorisinin aksiyonunu asagidaki gibi ele alalim.

A= [dx* =g |- fF(R) + Ly + L] (4.103)

Burada f (R), Ricci skalerinin bir fonksiyonudur, L,, ve L, sirasiyla maddenin Lagrangian’ini
ve radyasyonu temsil eder, g metrik tensor g,;,'niin belirleyicisidir, k = 8nG kuplaj sabiti ve
G gravitasyon sabitidir. Burada, metrik ve afin bag ifadesini iki bagimsiz degisken olarak alan,

aksiyonun Palatini varyasyonunu ele aliyoruz.

(4.104) aksiyonunu g,;, metrigine gore degistirerek alan denklemi su sekilde elde edilir:

f'(Rap) =5 f(R)gap = KTap (4.104)

Enerji momentum tensorii T,

_ 2 6(LmtLly)
Tap =~ =5, oo (4.105)
sekinde ifade edilir. I;;, baglantisina gore (4.103) aksiyonundan alan denklemini
V(y=gf'(R)g®) =0 (4.106)

olarak elde ederiz.

4.4.2 Bianchi-1 Metrikte f(R) Gravitasyon

Yerel donme simetrisi (LRS) Bianchi I metriginin homojen ve anizotropik olan yay elemani:
ds? = —dt? + A?(t)dr? + B?(t)[dO? + 6%dp?] (4.107)

A(t) ve B(t) dlgek carpanlandir. 0 <r <o, 0 <6 <m, 0 < ¢ < 2m genel koordinatlardir

ve t kozmolojik zamandir. Bu metrik i¢in genellestirilmis Friedmann denklemi
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.,2
§f’[9+§]§ ~2f'0% = f = k(P + py) (4.108)
ve
. . . .2
_ A B 2 _1[A B
0=3=3+27, o*=;[3-]] (4.109)

Burada, 8 ve o sirasiyla hacimsel genisleme skaleri ve shear (kayma) skaleridir. Hubble
parametresi H, H = %olarak tanimlanir, a 6lgek faktoriidiir ve nokta, zamana gore tiirevi temsil

eder. p,, ve p,, sirasiyla madde ve radyasyonun enerji yogunluklaridir ve korunum

denklemlerini saglar.
pm +0pm =0, pr+30p, = 0. (4.110)

Yerel donme simetrisi (LRS) igin, f(R) gravitasyonda izsiz Gauss-Codazzi denklemi su sekilde

ifade edilir:

fIIR
!

o=—[o+ -

]a. (4.111)

Denklem (4.104)n izini alarak ve radyasyon (isima) akiskaninin izinin sifir oldugunu

diistinerek sunu elde ederiz:
f'R—=2f = —Kpp,. (4.112)

Denklem (4.108) ve (4.112)’yi kullanarak

R=kotn =gl (4.113)
fYR-f fYR-f

ifadesine ulasiriz. Denklem (4.108) ve (4.113) kullanilarak

g2 — 8x(Pm+pr)+3(f'R-1)~6f'0"

YT (4.114)
oldugu goriiliir. Burada,
"eet 2
_ [y _31"¢'R=2f)
(=1 -5 520 (4.115)
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olarak ele aldik.
4.4.3 Dinamik Sistem Yaklasiom
Asagidaki boyutsuz degiskenler,

(f'R-f) _ 30° _ 3kpy _ 3Kkpm

3
- E flf‘gz Y - EOTZ ) r = f’f@z ) m — f'f@z . (4116)
ve bag denklemi su sekilde yazilabilir:
1=x+X4+0,+0,. (4.117)
(4.114) denkleminin tiirevini alip, (4.108) ve (4.115) denklemlerini kullanarak
9 _ _ _l . _fIIR _f”R_i Ef”RR
27=3H=-1+x—-20,-% f,ez TR TRETITE (4.118)

ifadesini elde ederiz. Denklem (4.116) 'deki degiskenler (4.117) ve (4.118) denklemleri ile

birlikte kullanilarak, evrim denklemleri su sekilde yazilabilir:

dx

L = x[3 - 3x + 32+ 3C(R)(1 — %) + 3D(R)X], (4.119)
= = 3[-3-3x + 35— 3C(R) + 3D(R)(E - 1)], (4.120)
2 = 0,[-1-3x+ 33— 3C(R) + 3D(R)3] (4.121)

Burada N = [na’dir ve C(R), D(R) degiskenleri su sekilde yazilabilir:

f”R

C(R) = R D(R) =127

O(f'"R-1)’

(4.122)

Efektif durum denklemi we i ve yavaslama parametresi g, hacim genisleme skaleri 6 ile
iligkilidir.

_ 1 FI'R FI'R f 3 f'"RR

Wefektiy = X + L+ 20 — T2 — 0+ oo+ 200 (4.123)
_ E _ _l _ _fIIR _f”R_i EfIIRR

g=-1+3|-1+x-30,-% -5 -4 Zf,wg] (4.124)
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(4.123) ve (4.124) denklemlerini kullanarak, herhangi sabit bir noktada f ve q'yu bulabiliriz.
444 f(R) = R — B/R" i¢in Kozmolojik Dinamikler
Bu durumda C(R), D(R) ve R su sekilde ifade edilebilir:

R+ _(n42)B

) = n Rt (4.125)
_ [RAtM _(n+2)B[n(n+2)B]

D(R) - [R(1+")+n(n+2)ﬁ][R(1+")+nﬁ] 4 (4126)

R(#n) = g IAMGI 0yt D204 4127

2x

Bir sistemin denge noktalar1, (4.119) ve (4.121) denklemleri sifira esitlenerek belirlenir. Bu tiir

f(R) sistemi i¢in denge noktalar: su sekilde elde edildi [1]:

Noktalar 0, EOS Yavaslama | Olgek Kayma (o) | Ozdegerler
(wefekeir) | Parametresi | Carpam (a) [A1, 15, 25]
(q)
1 1 4+3n,1,-2
P 0 L 1 ot 0 [4+3n,1,-2]
P, 0 _z2_1 _1_3 2n 0 3
2 3 n 2 2n aOltln_3 [1'1' (1 +n)]
1 2 3(1+n),-1,-3
Bn 1 0 - aoth 0 B +m,—1,-3]
P, 0 -1 -1 aoegeot 0 [-3,—4,-6]
1 2 B2 +n),3,2]
Psa 0 1 2 aolt|3 0oy 3 |t|3 "
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_n
aplt| 3

3 2
goaon|t|3

Tablo 4: f(R) = R — 8/R™ nin Denge Noktalar ile Iligkili Durum Denklemleri, Yavaslama

Parametresi, Olgek Carpan1, Kayma ve Ozdegerler I¢in Denge Noktalar: ve Céoziimler.

Aralik Py P, P, Py Pgy P,
n< -3 2 boyutlu kararsiz kararli _ 2 boyutlu
kararli kararsiz
manifold i¢in manifold i¢in
eyer noktast eyer noktast
n=-3 2 boyutlu Non- kararlt _ 2 boyutlu
kararl hiperbolik kararsiz
manifold i¢in 2boyutlu manifold i¢in
eyer noktast kararsiz eyer noktasi
manifold
—3<n< -2 | 2boyutlu 2 boyutlu kararli _ 2 boyutlu Kararsiz
kararlt kararsiz kararsiz
manifold i¢in manifold i¢in manifold i¢in
eyer noktast eyer noktast eyer noktast
n=-2 2 boyutlu 2 boyutlu kararli _ Non- Kararsiz
kararl kararsiz hiperbolik
manifold i¢in manifold i¢in 2boyutlu
eyer noktast eyer noktasi kararsiz
manifold
oen< _f 2 boyutlu 2 boyutlu kararl Kararlt kararsiz Kararsiz
3 | kararls kararsiz
manifold igin manifold i¢in
eyer noktast eyer noktast
n = _f Non- 2 boyutlu kararli Kararl kararsiz Kararsiz
3 hiperbolik kararsiz

eyer noktast

manifold i¢in

eyer noktast
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_i <n<—1 2 boyutlu 2 boyutlu kararli Kararlt kararsiz Kararsiz
3 kararsiz kararsiz
manifold i¢in manifold i¢in
eyer noktast eyer noktasi
—1<n<0 | 2boyutlu 2 boyutlu 2 boyutlu Kararl kararsiz Kararsiz
kararsiz kararsiz kararsiz
manifold i¢in manifold i¢in manifold igin
eyer noktast eyer noktast eyer noktast
n>0 Kararsiz kararsiz 2 boyutlu Kararlt kararsiz Kararh
manifold i¢in kararli
eyer noktast manifold i¢in
eyer noktast

Tablo 5: f(R) = R — /R™ I¢in n Durumuna Gére Kararliliklar

1.P:(x%0,)=1(001)

Bu durumda denklem (4.127)’nin pay1 ve paydasi sifir olma egilimindedir. Bu nedenle analizi

asagidaki boliimlere ayiriyoruz:

A P:/R" K1

B.P: B/R™" > 1

2. By:(x,2,0,)=(0,0,0)

3. By (x,%,02,) =(1,0,0)

4. Bp: (x,X%,02,.) = (0,1,0)

Analizi tekrar agagidaki boliimlere ayiriyoruz:
A Py:f/R" K1

B.Ps,: f/R™" > 1

Bu denge noktalarinin bir 6zeti ve bunlarla ilgili ¢6ziimler Tablo 4'de listelenmistir. Denge
noktalarmin kararliligini bulmak i¢in (4.119)-(4.121) denklem sistemini lineerlestirmek

zorundayiz.
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Bu tezde, homojen ve anizotropik Bianchi I metrigi durumunda Palatini formalizminde
Dinamik Sistem Analizi kullanarak, f(R) = R — B/R™ tipi teorilere dayanan kozmolojik
modellerin dinamiklerini arastirdik. Bu model i¢in kesin ¢oziimleri bularak, davraniglarini ve
kararliligin1 n parametresinin degerleri agisindan inceledik. De Sitter genislemesiyle iliskili
izotropik denge noktasi P, 'nin, evrenin hizlanan genislemesine karsilik gelen n > 2 i¢in kararli
oldugunu bulduk. Radyasyonun hakim oldugu dénemi tanimlayan P,;, n < —4/3 igin kararli,
P,.,, n'nin tiim degerleri i¢in kararsiz bulunurken, maddenin hakim oldugu dénemi tanimlayan
P,, noktasi da n > —1 i¢in kararli olarak bulunmustur. Anizotropik denge noktasi Py, herhangi
bir n degeri icin kararsizdir ve bagka bir anizotropik denge noktas: Py,,n < 0 i¢in kararsizdir

ve kayma bu iki anizotropik denge noktasina karsilik gelen zamanla ters yonde gelisir.
4.5 VAKUM f(R) GRAVITASYONDA OTONOM DINAMIK SISTEM

Bu boliimde vakum f(R) gravitasyonun genel yapisini sunacagiz ve bunu otonom bir sistem

haline getirebilecek durumlari tartisacagiz. Vakum f(R) gravitasyon aksiyonu
= — [d*x/=gf(R) (4.128)

burada x? = 871G = — ve ayrica M,,, Planck kiitle 6l¢egidir. Metrik formalizmi baglaminda
M} p

hareket denklemleri, gravitasyon aksiyonunun (4.128) metrik tensor ggp'ye gore

degistirilmesiyle elde edilir.
F(R)Ray(9) = 5 (R)gap = VaVsf (R) + gap O F(R) =0 (4.129)

Ricci skalerinin birinci dereceden tiirevini igeren ifade asagidaki gibi yazilabilir:

1 f(R)-Rf(R
Ry — ERgab F(R) (Tab +—= (T()gab +VoVpF(R) — gap O F(R))> (4.130)

FRW metrigi i¢in, kozmolojik hareket denklemleri

0=—L2 4 3(H2 + A)F(R) — 18(4H?H + HH)F'(R) (4.131)

0=L8— (312 + A)F(R) + 6(8H?H + 4H? + 6HH + H)F'(R)
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+36(4HH + H)?F'(R) (4.132)

halini alir. Burada F(R) = Z—£ ,F'(R) = Z—Z ve F'"(R) = % . Hareket denklemleri (4.131) ile

tamimlanan kozmolojik dinamik sistemin otonom yapisimi ortaya ¢ikarmak igin boyutsuz

degiskenleri asagidaki gibi tanimladik:

__F® ___I® _ R
1= Trmn . 2T Temnz 0 BT (4.133)

Asagida kozmik zaman yerine logaritmik zaman N'yi kullanacagiz, dolayisiyla logaritmik

zamana gore tiirev asagidaki gibi ifade edilebilir.

2_14 (4.134)
dN H dt

Boylece, (4.133)’deki degiskenleri ve (4.131) hareket denklemlerini kullanarak, asagidaki

dinamik sistemi elde ederiz.

dx

d—Nl=—4—3x1+2x3—x1x3+x12,

%=8+m—4x3+x2x1—2x2x3+4x2 ,

25— —8—m+8xy— 227 (4.135)

Burada m parametresi
m=1 (4.136)

Dinamik sisteme (4.135) bakildiginda, N bagimliliginin (veya zamana bagimliligin) sadece m
parametresinde yer aldig1 goriilir. Ayrica m'yi de N'nin bir fonksiyonu olarak ifade etmedik
clinkii bu parametrenin sabit degerler alacagini varsayacagiz. Dolayisiyla, m parametresi bir

sabit ise, dinamik sistem, i¢inde agik bir zaman bagimliligi bulunmadigindan otonom hale gelir.

Genel bir f(R) gravitasyon teorisi i¢in efektif durum denklemi (EoS) su sekildedir:

2H
Wefektif = —1 =733 (4.137)
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ve x3 degiskeni cinsinden asagidaki gibi yazilabilir:
1
Wefektif = —3(2x3 — 1) (4.138)
4.5.1 Vakum f(R) Gravitasyon Faz Uzayinda Calisma

Non lineer dinamik sistemde (4.135) goriinen m parametresi, dinamik sistemdeki zamana
bagimliligin tek kaynagi oldugu i¢in 6nemli bir rol oynamaktadir. Simdi belirli kozmolojik
evrimler i¢in bu parametrenin sabit oldugunu belirtelim. Ornegin, de Sitter benzeri evrimde

Olgek faktorii
a(t) = eHot=Hit* (4.139)

olur. Burada m sifira esittir. De Sitter evriminde de durum aynidir. Ancak bu boliimde, genel

9 ; r. A .. . .. I ;
olarak m =0 ve m = y durumlarini inceleyecegiz. Gorecegimiz gibi, bu iki durum 6zel

fiziksel 6neme sahiptir. m = 0 durumunda % = 0 diferansiyel denklemini ¢ozersek su ¢oziimii

Verir,
H(t) = H, — H;t . (4.140)

Bu, evrim i¢in yaklagik ¢oziimiin de Sitter benzeri evrim oldugu kozmolojilere odaklandigimiz
anlamina gelir. Bu, Hubble oraninin kesinlikle de Sitter benzeri evrimi oldugu anlamina
gelmez, ancak evrimi yonlendiren f(R) gravitasyon, yaklasik olarak de Sitter benzeri evrime

yol acar. Ilgingtir ki, de Sitter benzeri evrim (4.140) i¢in asagidaki kosullar gecerlidir:
HH » H , H « H? (4.141)

Dolayisiyla m = 0 durumu, enflasyonist donemdeki “slow roll (yavas dénme)” kosuluyla
ilgilidir m=0 ve m = —; durumlarinin ayrintilarini tartigmadan once, denge noktalarinin

siniflandirilmasina yonelik klasik yaklagimi kisaca sunalim. Klasik yaklasima goére, denge
noktasi hiperbolik ise lineerlestirme prosediirii uygulanir. Ayrica dinamik sistemler igin

kararlilik teorisinin bazi temel 6zelliklerinden kisaca bahsedelim.

Dinamik sistemlerin kararlilik teorisi ile temel olarak ¢oziimlerin ve dinamik sistemlerin

yoriingelerinin kararlilig1 ortaya ¢ikar. Cozlimlerin ve yoriingelerin kararliligi, eger baslangic
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kosullarinda kii¢iik bozulmalar yapilirsa, bu durumdaki davranisi ele alir. Ayrica, dinamik bir
sistemin ¢Ozlimlerinin ve yoriingelerinin asimptotik davraniginin, uzun bir slire sonra
asimptotik anlami1 olan saglam bir kavrayisina sahip olmak 6nemlidir. Bu uzun siirenin siiresi
ve tespiti genellikle teorideki fiziksel Olgekler tarafindan belirlenir. Bu tezin amaglari
dogrultusunda, biz enflasyonist dinamiklerle ilgilendigimiz i¢in, asimptotik davranis yaklasik
olarak N = 60 logaritmik zamana karsilik gelir. Coziimlerin ve ydriingelerin en basit ve en
degerli davranisi, eldeki dinamik sistemin denge noktalar1 ve ayrica periyodik yoriingeler
tarafindan sergilenir. Her durumda, yoriingeler veya ¢ozlimler denge noktasinin civarinda nasil
davranir? Bunlar denge noktasina mi yaklasiyor? Veya alternatif olarak, yoriingeler denge
noktasi tarafindan mi ¢ekiliyor, yoksa bunlar ondan itiliyor mu? Ayrica, alternatif baslangi¢
kosullar1 kullanarak yoriingeyi bozarsak, bu bozulmalar yoriingelerin denge noktalarina yakin
davranigini nasil etkiler? Y oriinge her zaman bir denge noktasi tarafindan c¢ekiliyorsa, bu denge
noktasina yoriingelerin ¢ekicisi denir. Ayrica, bozuk yoriingeler belirli bir yoriingeye
asimptotik olarak egilimliyse, bu yoriingeye kararli yoriinge denir. Denge noktalari, dinamik
sistemin yapisal kararliliginin karakteristik bir resmini saglar. Denge noktasinin kararliligi, bu
noktaya yakin yoriingelerin davranisini ifade eder. Yoriingeler ona c¢ekilirse buna kararli
(cekici) denir ve bunlar ona asimptotik olarak cekilirse buna asimptotik olarak kararl
(asimptotik ¢ekici) denir. Yoriingelerin ondan itilmesi durumunda, denge noktasi kararsiz bir
denge noktasidir. Bir denge noktasinin kararliligini ortaya ¢ikarmanin nicel bir yolu, otonom
lineer olmayan dinamik sistemi lineerlestirerek Hartman-Grobman teoremini uygulamaktir.
Lineerlestirme matrisinin 6z degerleri negatif reel sayilar, hatta negatif reel kisimli karmagik
sayilar ise, o zaman denge noktas1 kararlidir (cekici). Ozdegerlerin higbiri tamamen sanal
degilse veya sifira esitse, denge noktasi bir ¢ekici veya itici olabilir ve bu, kararli ve kararsiz
manifoldlarin davranisina tabidir. Unutulmamasi gereken 6nemli nokta, Hartman-Grobman
teoreminin yalnizca hiperbolik denge noktalar: tizerinde gegerli oldugudur. Bu da, yalnizca
lineerlestirme matrisinin 6zdegerlerinin sifirdan farkli reel pargalara sahip olmast durumunda

Hartman-Grobman teoreminin uygulanabilecegi anlamina gelir.

Bilindigi gibi, Hartman-Grobman lineerlestirme teoremi, hiperbolik denge noktalar1 dikkate
alindiginda, faz uzayinin kararliligini ve yapisini belirler. Asagidaki akisin ¢éziimii @(t) € R™

olsun:

= 9@W) (4.142)
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g(@(t)) yerel olarak g:R™ — R™ ile tanimlidir. Dinamik sistemin (4.142) tim denge
noktalarini ¢, ile gosterelim ve Jacobian matrisine karsilik gelen J(g)’yi su denklem ile ifade

edelim
ofi
1=z |4 (4.143)

Jacobian denge noktalarinda hesaplanmali ve e; 6zdegerleri Re(e;) # 01 saglamalidir. o(A4),
A'nin 6zdegerlerinin spektrumunu gostersin, boylece hiperbolik sabit bir nokta Re(o(J)) # 01
saglar. Hartman teoremi, F (¢,) durumunda U'nun ¢, 'nin agik bir komsusu oldugu bir F: U —
R™ homeomorfizminin varligin1 saglar. Homeomorfizm,

dh(u) _
at

Jh(u) (4.144)

seklinde bir akig tretir ve bu akis, denklem (4.142)’ye topolojik olarak eslenik bir akistir.
Hartman Teoremi’nin dogrudan bir anlami, denklem (4.142)'nin dinamik sisteminin asagidaki

gibi yazilabilecegidir.

= J(@®p=g (@ — ¢.) + S(@. ) (4.145)

Burada S(¢,t), [0,00) X R®™ durumu i¢in uygun bir ifadedir. Eger Jacobian J(g),
R] (0'(] (9))) < 0’1 saghyorsa ve ayn1 zamanda

. IS(e.0)l
@]Lrg* o—tol -0 (4.146)
ise dinamik akis Z—f = J(9)(D)lp=¢ (@ — ¢.)'ye karsilik gelen denge noktas: ¢,, denklem

(4.145)'deki akisin bir denge noktasidir ve asimptotik olarak kararlidir.
4.5.1a De Sitter Enflasyonist Cekiciler ve Onlarin Kararhiliklart

De Sitter benzeri evrimi tamimlayan m =~ 0 durumuyla basliyoruz; ancak Hubble oranini

belirtmeden m = 0 i¢in sistemin (4.135) dinamiklerini analiz edecegiz.

(4.135) denklemindeki dinamik sistem durumunda, J = Y; ¥’ ; [%] matrisi suna esittir:
]
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2x1 —x3+3 0 2—xq
0 0 8 - 4‘x3

Burada f; fonksiyonu
fi=—4—3x; +2x3 — x;%3 + x%
fo =8 —4x3 + x3%1 — 2x,%3 + 4x,
fs=8x;—2x5 -8 (4.148)

seklindedir. Genel m i¢in dinamik sistemin (4.135) denge noktalar1 asagidaki gibidir:

oL = (;(-m- J=2m + 20V2V=m + 4 - 2), 2 (3v2y=m +
V-2m+20V=2m+4-2),5(4 - \/—Zm)>

P2 = G(—\/—Zm+\/—2m+ 20V—2m + 4 — 2)&(3@—

V-2m+20V=2m+4-2),5(4 - \/—Zm))

3 = G(m—J—Zm—zom+4—2),§(—3m+

V=2m - 20V=2m + 4 -2),5 (V=2m + 4))

¢t = G(m+\/—2m—20m+4—2),§(—\/7\/—m— 10V—2m +2 —
3V=Zm - 2) 2 (V2v=m + 4)) (4.149)

m = 0 durumunda, denge noktalar::
ot =(-102), ¢?=(0,-12) . (4.150)

Denge noktas: ¢} icin 6zdegerler (—1,—1,0) iken, denge noktas1 ¢? icin bunlar (1,0, 0)'dir.
Dolayisiyla her iki denge de nonhiperboliktir. Ancak gosterdigimiz gibi denge noktas: ¢}

kararhdir ve ¢p? kararsizdir.
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Her iki dengede de (4.150) x; = 2 oldugunu goézlenir. Denklem (4.138)’de x5 = 2'yi yerine
koyarak, werexsir = —1 elde ederiz, bdylece efektif bir sekilde iki de Sitter dengesine sahip

oluruz.

Dinamik sistemin (4.135) tigiincti denklemi ayristirilir ve ¢ozimii séyledir:

x3(N) = 222 (4.151)

2N—w

Burada w baslangi¢ kosullari tarafindan sabitlenebilen bir integrasyon sabitidir. Cozlimiin
(4.151) asimptotik davranisi, tam olarak daha once belirttigimiz (N igin x; — 2) davranistir.
Ayrica, (4.151) ¢ozlimiinii kullanarak ve onu dinamik sistemin (4.135) ilk iki birlestirilmis
diferansiyel denkleminde yerine koyarak, x; (N) ve x,(N) ¢6ziimlerinin analitik formunu elde

edebiliriz.

(=c1=2)cy U(1 'Ccll'z,z,Nc1 szl)—clLl_Cl_z_l(clN—ﬂ)

2
C1
x,(N) =c¢, — —
2 1 czu( €172 1 Ny W”1)+L_Cl_2(c11v—‘1—w)
c1 2 T 2

(—cl—Z)CZU(l 'Ccll'z,z,Nc1 chl)—clLl_ccl_z_l(clN—%)
x{(N) = — — L 4,152
1 e L) PR (YL (4152
c1

Burada c; ve c, integrasyon sabitleridir ve ayrica U(a,b,z) ve L% (x) sirasiyla birlesik
hipergeometrik fonksiyon ve genellestirilmis Laguerre polinomudur. Baslangic kosullari
lizerinde dogrudan bir komuta sahip olmak i¢in dogrudan sayisal analize gegecegiz. Integrasyon

sabitleri uygun sekilde segilirse sayisal ve analitik sonuclarin ¢akisabilecegi gosterilebilir.
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10 20 30 10 50 60
N

Sekil 1: Dinamik sistem ve m = 0 i¢in x4, (0) = —8, x,(0) = =5 ve x3(0) = 2.6 baslangi¢ kosullar1

ile x;(N), x5 (N) ve x3(N) niimerik ¢oziimleri

Simdi kozmolojik sistemin dinamiklerini analiz edelim ve dinamik sistemi (4.135) gesitli
baslangi¢ kosullart ve N — (0,60) araligina ait logaritmik zaman ile sayisal olarak ¢ozelim.
Sekil 1'de, x;(0) = —8,x,(0) =5 ve x3(0) = 2,6 baslangi¢c kosullarinda dinamik sistem
(4.135) i¢in sayisal ¢oztiimler sunuyoruz. Sekil 1'in sol iist grafigi i¢in, logaritmik zaman N =
(0,10) araliginda secilir ve goriildiigii gibi, ¢! = (x1,x,,x3) = (—1,0,2) dengesine heniiz
ulagilmamistir ve ayni durum Sekil 1'deki sag iist grafik i¢in de gegerlidir. N = (0,40)
araliginda durum biraz daha iyi olsa da Sekil 1'in iigiincii grafiginde, logaritmik zaman N =
(0,60) araliginda secilir, dolayisiyla N~60 ile denge ¢l'e ulasilir. Aynisi, gesitli baslangic
kosullart igin x; — x3'li ¢izdigimiz Sekil 2'de de goriilebilir. Sekil 1 ve 2'den, ¢! denge
noktasinin kararl bir de Sitter gekicisi oldugu zaten goriilmektedir. Daha fazla sayisal analiz
kullanarak gosterdigimiz gibi, aslinda bu de Sitter dengesi, faz uzayinin son ¢ekicisidir. Sekil
3'de, ii¢ boyutlu akisi ¢iziyoruz ve cgesitli baslangic kosullari igin ¢1'in global cekici davranis:
goriiliiyor. Ayrica ¢! cekicisinin kararhlii, x; = 2 i¢in indirgenmis dinamik sistemde
goriilebilir. Aslinda, x; denklemi, (4.135)'deki denklemlerin geri kalanindan ayrildigi igin
dogrudan ¢oziilebilir. x; = 2 i¢in indirgenmis sistemin dinamikleri, ¢esitli baslangi¢ kosullar
icin vektor alan akisini (solda) ve x; — x, diizlemindeki (sagda) yoriingeleri ¢izdigimiz Sekil
4'te sunulmaktadir. De Sitter denge noktast ¢! 'in ¢ekici davranisinin, indirgenmis sistemdeki
bu akislar tarafindan daha da desteklendigi agiktir. Sonug olarak, dinamik sistem (4.135) i¢in
m = 0 durumu, kararl bir de Sitter ¢ekicisi ve ayrica kararsiz bir de Sitter denge noktasi ile

sonuglanir.
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Sekil 2: Dinamik sistem i¢in x; — x5 diizleminde N = (0,60) ve m = 0 i¢in parametrik grafik

5—5

Sekil 3: Dinamik sistem ve m = 0 igin ii¢ bilesenli akis
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Bu sonug 6zellikle ilgingtir, ¢iinkii m = 01 karsilayan Hubble oranina sahip genel bir f(R)
gravitasyon teorisinin, Sekil 1'de goriilebilecegi gibi N~50 — 60'da ulasilan asimptotik kararlt
bir de Sitter cekicisi ile sonuglandigini belirtir. Ornegin, dl¢ek faktdriiniin de Sitter benzeri, yani
a(t)~etot=Hit> oldugu varsayilirsa ve teorinin enflasyonist bir yorumu diisiiniiliirse, bu
oldukga cekicidir. Sitter benzeri durumda gekici 6zelligi, f (R) gravitasyonun faz uzayimin sabit
olan ve agik¢a enflasyonist bir evrime sahip olmasiyla yorumlanabilecek bir asimptotik de Sitter
¢ekicisine sahip oldugunu ortaya koymaktadir. Ancak, yalmizca bir de Sitter benzeri
kozmolojisi m = 0 ile sonug¢lanmaz; 6rnegin, simetrik sigrama kozmolojisini diisiiniin. Bu
durumda o6lgek faktorii 4 > 0 iken a(t) = et*dir. Simetrik sigramada, m parametresi de
sifirdir, ancak bu durumda de Sitter ¢ekicisinin fiziksel yorumu farklidir. Ciinkii bir son zaman
de Sitter gekicisi olabilir. Bu, tutarsizliklardan kaginmak i¢in farkli baslangi¢ kosullar1 ve belki
de dinamik sistemin (4.135) kozmik zaman acisindan yeniden parametrelendirilmesini

gerektirir.

Ayrica kararsiz bir de Sitter denge noktasi oldugunu, yani ¢2 = (0,—1,2) oldugunu
unutmayalim. Dolayisiyla, dinamik sistemi dogrudan kararsiz de Sitter c¢ekicisine
yonlendirebilecek f(R) gravitasyonunun olmasi miimkiin olabilir. Bu, Sekil 3'in ii¢ boyutlu

akisinda goriilebilir, ¢iinkii kararli de Sitter ¢ekicisi ¢p}’den uzaklasan yoriingeler vardir.

-
T e e et ss st r e

Sekil 4: Dinamik sistem ve m = 0 igin vektor alan akisi (solda) ve x; — x, diizlemindeki yoriingeler
(sagda)
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4.5.1b De Sitter Cekicilerinin Yakinindaki f(R) Gravitasyonlarinin Y aklasik Formu

Bu boliimde, onceki boliimde sundugumuz dinamiklerin fiziksel etkilerini analiz edecegiz.
Gosterdigimiz gibi, m = 0 olan m degeri i¢in, biri kararli ¢! = (—1,0,2) ve biri kararsiz ¢p? =
(0,—1,2) olan iki de Sitter denge noktasi vardir. Simdi f(R) gravitasyonun davranisini denge
noktalarina yakin ve m = 0 i¢in inceleyecegiz. Denklem (4.141)'de inceledigimiz gibi, m = 0
durumunun slow roll yaklagimina esdeger oldugunu biliyoruz. Bu nedenle denge noktalarina
yakin ve slow roll yaklasgimiin gegerli oldugu f(R) gravitasyonlarinin davranigini
arastirryoruz. Ik denge noktasi ile, yani ¢ = (—1,0,2) ile baslayalim. Asagidaki diferansiyel
denklemler, x; = —1 ve x, = 0 kosullarindan kaynakli olarak, denge noktasinda ayni anda
dogru olmalidir:

@R R I _~o¢ (4.153)

I T
m = 0 oldugundan soldaki diferansiyel denklem agagidaki gibi yazilabilir:

2
—24H, ZT}; N Z-i =0 (4.154)

Bu kolayca ¢oziilebilir ve su ifadeyi verir:

R

f(R) = Ay — 24A,e 24H: (4.155)

f(R) gravitasyon ¢oziimii (4.155), denklem (4.140)'in de Sitter benzeri evrimini olusturan veya
esdegeri olarak, m = 0 veren biiyiik egrilik ¢agindaki f(R) gravitasyonun yaklasik biciminden
baska bir sey degildir. Biiyiik egrilik donemiyle ilgilendigimiz i¢in, {istel terim subdominanttir
(alt baskindir), bu nedenle kozmolojik sabit A; kararli de Sitter gekicisi ¢ = (—1,0,2)’e yol
acar. (4.155) ¢Oziimiinii kullanarak, denklem (4.153)'deki ikinci kosulun asagidaki gibi

yazilabilecegini gosterelim:

2
Hp
HiAe?Hi

6HZ A,

= (4.156)

HY

Yukaridaki ifadenin dogru olmasi ig¢in HZ » 1 ve HZA, > H;Aje?¥i kosullarina sahip

olunmasi gerekir. Bu durumda f(R) gravitasyon
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F(R)=R—24 (1 - e‘zf%) (4.157)

seklinde ifade edilir. Simdi ikinci de Sitter denge noktasmin durumunu yani ¢ = (0, —1,2)’yi

ele alalim ve x; = 0 ve x, = —1 kosullarinda
_LR R __f
e H% =0, H2%6 =1 (4.158)

R = 12H? ifadesi kullanarak, de Sitter benzeri evrimi dikkate alindiginda, ikinci diferansiyel
denklem su sekilde yazilabilir:

dR 2
ve ¢oziildiigiinde su ifadeyi verir
f(R) = aR? (4.160)

Cozim (4.160), kozmolojik sistemi denge noktasina gotiiren f(R) gravitasyonun tam sekli
degildir ancak duruma tekabiil eden denge noktas1 ¢! yakinindaki f(R) gravitasyonun m = 0
durumundaki yaklasik seklidir. (4.160)'m yaklasik f(R) gravitasyonu R? modeline ¢ok benzer.
Son olarak, (4.160) bigiminde olan f(R) gravitasyon igin (4.158)'deki ilk kosul H3 > H;

durumunda,

T~ (4.161)

halini alir. Dolayisiyla, bu boliimde inceledigimiz f(R) gravitasyonlarinin ortaya ¢ikan
formlarm1 hesaba katarak, Sitter benzeri ¢oziimlerle ilgili R? terimleri her zaman kararsiz bir
de Sitter sabit ¢ekicisine yol agarken, kozmolojik sabitleri ve {istelleri igeren terimlerin kararli
bir de Sitter ¢ekicisine yol agtig1 sonucuna ulasabiliriz. Bu sonug ilgingtir, ¢ilinkii gegerli f(R)
gravitasyonlarma yonelik R? diizeltmelerinin her zaman enflasyondan zarif bir gikis1 tetikledigi
iyi bilinmektedir. Dolayisiyla, bir R? teriminin varlig1, enflasyon déneminden zarif ¢ikisin bir
gostergesi olarak goriilebilecek istikrarsizliga yol agar. Asagidaki boliimde R? gravitasyon
durumunu ayrintili olarak analiz edecegiz ve onceki boliimlerde buldugumuz o6ngoriilen

davranigin bu durumda dogru olup olmadigini arastiracagiz.
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4.5.1c R? Gravitasyonu ve Enflasyondan Zarif Crkis

Bir 6nceki boliimde bahsettigimiz bir 6rnek, son kararsiz de Sitter denge noktasi ile ilgili olarak
R? gravitasyonu igin gerceklesir. Gosterecegimiz gibi, bu f(R) gravitasyonu dinamik
degiskenlerin kararsiz de Sitter denge noktasinda olmasini saglar. R? gravitasyonunun
fonksiyonel formu,

fR) =R +—— (4.162)

36H;

Bu bolimiin geri kalaninda vakum f(R) gravitasyon durumuna odaklanacagiz. Dinamik
degiskenlerin (4.133) davranigini arastirmak i¢in Hubble oraninin tam islevsel bi¢imine
ihtiyacimiz olacak ve ayrica bu teknik, yalnizca 6zgiil Hubble orant m = 0 verirse gegerli
olacaktir. Onceki béliimlerde tanimladigimiz dinamik degiskenlerin davranisi, f(R)
gravitasyonun tam bi¢imini belirtmeden, m = 0 veren tiim kozmolojiler i¢in gegerlidir; ancak
sonug bize f(R) gravitasyonun oldugunu gosteriyor. Aslinda (4.155)’deki m =~ 0 olan bir
Hubble orani ve xi,x,,x3 degiskenleri, ¢! denge noktasma karsilik gelen (xq,x,,x3) =
(—1,0,2) degerlerine yaklasir. Ayrica, (4.160)'da oldugu gibi denge noktasinin yakininda
yaklasik olarak tahmin edilebilen, kararsiz bir de Sitter denge noktasina yol acan f(R)
gravitasyonlart vardir. Bununla birlikte, genel bir f(R) gravitasyon fonksiyonel formu i¢in
Hubble oranim bulmak oldukga zorlu bir istir. Bununla birlikte, R? gravitasyonu (4.162) i¢in
slow roll yaklasimi kullanildiginda bu kolaydir. Bir FRW arka plan metrigindeki R?

gravitasyonu i¢in kozmolojik denklemler sunlardir [27-28]:
. R2 . .
H——-+3HH = —3HH, R+3HR+6HR=0 (4.163)

yani slow roll durumunda, H « HH ve H < H? oldugundan, Denklem (4.163)'nin ikinci

denklemi asagidaki Hubble oranini verecek sekilde ¢oziilebilir:
H(t) = Hy, — H;(t — t;,) (4.164)

ki bu bir de Sitter benzeri evrimdir. Hubble oran1 (4.164) m = 0 sonucunu verir. Hubble oranini
ve R? gravitasyonunun (4.161) fonksiyonel formunu kullanarak ve ayrica kozmik zamani,
logaritmik zaman N’nin bir fonksiyonu olarak ifade ederek (N = lna oldugunu biliyoruz),

dinamik degiskenleri (4.133) yine N’nin bir fonksiyonu seklinde yazarsak:
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2H;
) = e,
B (21—1&+Hi(5—4N))(2Hg—Hi(4N+1))
X (N) = = 4(HZ-2H;N)(HZ-2H;N+H;)
2 4l N—H.
x3(N) = w (4165)

HZ2-2H;N

Hy = 1013571 ve H; = 102%s71 segenekleri i¢in, uygun bir enflasyon kozmolojisi iiretilebilir.
Bu nedenle yukarida belirtilen degerleri kullanarak, Sekil 5'te degiskenlerin (4.165) davranisini
logaritmik zamanin bir fonksiyonu olarak ¢iziyoruz. Kirmizi egri x3(N)'e, siyah egri x,(N)'ye
ve son olarak mavi kesikli egri x; (N) degiskenine karsilik gelir. Goriilebilecegi gibi, x;(N),
x,(N) ve x3(N) degiskenleri, (x4, x5, x3) = (,0 — 1,2) denge noktasi1 degerlerine oldukga hizli
bir sekilde yaklasir ve bu nedenle R? gravitasyonu, kararsiz bir de Sitter denge noktasia yol
agan bir f(R) gravitasyon drnegidir. Aslinda bu oldukga ilgi ¢ekicidir ¢iinkii R? gravitasyonu
i¢cin kararl de Sitter noktas1 degil, kararsiz de Sitter denge noktasina ulasilir. Bu dzellik, R?
gravitasyonu i¢in enflasyondan zarif ¢ikisin gergeklestiginin bir gostergesi olarak goriilebilir.
Prensipte, zarif ¢ikis sorunu, yalnizca x; (i = 1,2,3) degiskenleri incelenerek ele alinamaz,
¢linkil bu, egrilik bozulmalarindan dolayr meydana gelebilir, dolayisiyla daha yiiksek egrilik
derecelerinde goriilebilen bir etkidir. Bununla birlikte, R? gravitasyonu istisnai bir davranis
gosterir, ¢linkii bu durumda kararsiz de Sitter denge noktasina ulasilir ve bu tesadiifi degildir,

¢linkii daha dnce tartistigimz gibi R? terimleri her zaman enflasyondan zarif ¢ikisla ilgilidir.

LT/ =T
J.[]i

3 osk ]
Y -
=051 —
0 10 20 30 40 a0 il

N
Sekil 5: Hy = 1013571 ve H; = 10%% 571 i¢in x;(N), x,(N) ve x3(N)’in davramsi. Kirmiz1 ¢izgi

x3(N)’1, siyah ¢izgi x, (N)’1 ve kesikli mavi ¢izgi ise x; (N)’i temsil etmektedir.



102

Zarif ¢ikis ile R? gravitsyonunu birbirine baglayan iddiamizi kisaca tartisalim. Daha derin bir
analiz yapildiginda, enflasyondan zarif ¢ikis, teorinin kararsiz bir de Sitter ¢oziimii etrafinda
artan egrilik pertiirbasyonlari tarafindan tetiklenebilir. Bu durumda, de Sitter ¢oziimii teorinin
nihai ¢ekicisi olmaktan ¢ikar ve boylece de Sitter ¢ozlimii teorinin nihai ¢gekicisi olmadigindan
enflasyon bunun bir sonucu olarak sona erer. Egriligin pertiirbasyonlarin1 arastirmak i¢in de

Sitter H = H, ¢6ziimiinii asagidaki gibi pertiirbe ederiz:
H(t) = Hy + AH (4.166)

ve pertiirbasyonu (4.163)"{in birinci hareket denklemine yerlestiririz ve AH'in tiirevlerinin lineer

terimlerini koruyarak asagidaki diferansiyel denklemi elde ederiz:

3HH; + HyAH(t) + 3H,AH(t) + 3H;AH(t) + A”T“) =0 (4.167)

Denklem analitik olarak ¢6ziilebilir ve ¢oziim:

t(—\/36H§—48H0Hi+12H0+1—6H0—1>

AH(t) = ciexp "

t(\/36H§—48H0Hi+12H0+1—6H0—1>

+cexp — H, (4.168)

4H,

dir. Burada ¢, ve c, integrasyon sabitleridir. Denklem (4.168)'nin ¢dziimiinden goriilebilecegi
gibi, ¢, ile orantili terim kozmik zamanin bir fonksiyonu olarak katlanarak biiyiiyor. Dolayisiyla
bu, daha dnce denge noktasi analizini kullanarak gosterdigimiz, R? gravitasyonunun de Sitter
noktasinin kararsiz oldugu iddiamizi desteklemektedir. Temel olarak, bu kararsiz de Sitter
noktast (xq,x,,x3) = (0,—1,2) denge noktasidir. Zarif bir ¢ikigin egrilik pertiirbasyonlart
tarafindan tetiklendigini vurgulamamiz gerekiyor fakat bu gosterge enflasyondan zarif bir

¢ikisin kanit1 olarak degerlendirilemez.

4.5.1d Diger Olas: Cekiciler ve Kararhiliklar

o . N , 9
Simdi maddenin egemen oldugu bir evrene tekabiil eden m = -3 durumundan kisaca

bahsedelim. Bu durumda, J matrisi soyledir,
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2x1 —x3+ 3 0 2—xq
] = ( xz xl - ZX3 + 4‘ —2x2 - 4‘) (4.169)
0 0 8 — 4x,

Burada f; fonksiyonu

fi = xF —xyx3 + 3%, +2x3 — 4

fz = —§+x1x2 — 2x,x3 + 4x, —4x5; + 8

fs=2—2x}+8x;—8 (4.170)
Bu durumda denge noktalari su sekildedir:

! = (2(-5-V73), 2(7+V73), })

$?=((73-5) 2(7-v73), 1) . (4.171)

Birinci denge noktas: ¢} icin 6zdegerler (6, —4.272, —0.386001), ikinci denge noktas1 ¢2 i¢in
bunlar (6,4.272,3.886)'dir. Her iki denge nonhiperboliktir ve ilki kararli goriinmektedir.

Ancak, gosterdigimiz gibi, eger x; degiskeni lizerindeki baslangic kosullari, x;3 =% denge

degerinden saparsa, dinamik sistem ¢oziimleri ¢oker.

De Sitter durumunda oldugu gibi, dinamik sistemi analitik olarak ¢ozmek miimkiindiir ve bu
durumda x5 igin ¢oziim sudur:

2 (N) = = 4.172)

2(e®N-w)

burada w yine bir integrasyon sabitidir. x, ve x5 i¢in ¢oziimler analitik olarak da bulunabilir,
ancak genel ¢6ziimler bu noktada onlar1 dahil etmek i¢in 6zellikle karmasik ve uzundur. (4.172)
¢ozlimiinden, asimptotik olarak x; = 7/2'nin, x3'tin maddenin hakim oldugu donem degerine
karsilik gelmedigi aciktir. Aslinda bu, asagida ele alacagimiz ek bir denge noktasina karsilik

gelir ancak hayali bir evrime tekabiil ettigi i¢in fiziksel bir 6nemi yoktur.

Simdi dinamik sistem analizine ge¢iyoruz ve simdi goriildiigii gibi x5 tizerindeki baslangig

kosullar1 denge degerinden saparsa, ¢oziimler sonsuza gitme egilimindedir. Sekil 6'da, x;(0) =
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—3, x,(0) =1 ve x5(0) = 0.5 (soldaki ¢izim) ve x,(0) = —3, x,(0) = 1 ve x3(0) = 0.501
(sagdaki ¢izim) olmak {izere baglangi¢ kosullar1 i¢in ¢6ziimlerin davranigini ¢izdik. Sekil 6'da
goriildiigii gibi x5 degiskeni denge degerinden saptiginda denge noktas sabit bir ¢ekici degildir
ve bu durumda ¢oziimler ¢oker, Bu nedenle, sistemin kararlilig1 yalnizca x; = % ise ve yalnizca
® = 0 durumu i¢in saglanir. Simdi bunu fiziksel olarak yorumlamamiz gerekiyor ve yorum
basittir, ¢linkii dinamik sistemin davranisi x; denge degeri x5 = %’den saptiginda -ki bu,
Werekeir # 0 oldugu duruma denktir- o zaman vakum f(R) gravitasyonun ilk denge noktasi
¢l'e yaklasmadigimi gosterir. Aslinda bu mantiklidir, ¢iinkii gériinen o ki vakum f(R)
gravitasyon, wegekrir = 0 olmadik¢a maddenin egemen oldugu bir dénemi tanimlamada

basarisiz olur. Bize gore madde egemen c¢ekiciye ancak xs =% ise ulasilir ve bu kosul

saglanmazsa kararsizlik olusur ve sistem madde egemen bir donem tanimlamay1 birakir.

Ax10E

2108 F

—2x1™

—as108 f

Sekil 6: m = —9/2 igin ¢6ziimlerin x; (0) = —3, x,(0) = 1 ve x3(0) = 0.5 (solda) ile x;(0) = -3,
x,(0) = 1 ve x3(0) = 0.501 (sagda) baslangi¢c kosullarinda davranislar

Simdi x; = %’yi sabitleyerek indirgenmis dinamik sistemin ger¢ekten kararli oldugunu
gosterelim. Sekil 7'de x3 = %’yi (sol grafik) ve x; —x, diizlemindeki ¢esitli yoriingeleri
sabitleyerek x; — x, diizlemindeki vektor alan1 akigini ¢iziyoruz. Her iki grafikte de gortildiigii
gibi ¢! denge noktasina asimptotik olarak ulasilir. Ek olarak ii¢ boyutlu vektdr akist Sekil 8'de
goriilebilir. Son olarak, ii¢ boyutlu sistemin giiclii x3; bagimhiligi Sekil 9'daki sol ve sag

grafiklerde goriilebilir. Goriildiigl gibi, baslangi¢ kosullarina bagli olarak, kararli denge noktasi

¢l'e ulasilabilir veya ulasilamayabilir.
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m= —% icin dinamik sistemin (4.135) iki denge noktasinin daha varligiyla ilgili olan baska

bir ilging noktadan bahsetmemiz gerekiyor.
(1, x5 %5) = (5 (1 — iV47),2 (=11 + iV47), )
1) A2, 13 4 ;4 12

(1, x5 %5) = (5 (1 + VA7), 2 (-11 - iv47), ) (4.173)

\1
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i . "
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1 =2 \ A -3 L
REEEy A = LN 3 T —
ol - 4 . =gy a2 o9 oo
il 1| = i : | T = .
et e e )T = P
4 . J -~ =2 A
o p. Nl s
ay o S . |1 LY . . —»1/ )
) it ——— = - t— g — o —— B—— 1 1 1 1 1
5 0 3 -4 =2 0 2 4

x1

Sekil 7: x; — x, diizleminde x; = % icin vektor alan akigi (solda) ve m = —3 i¢in yoriingeler (sagda)

Sekil 8: m = —9/2 i¢in ii¢ boyutlu akis
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X1 Ve x, degiskenleri karmasik degerler aldigindan, yeni denge noktalarinin bi¢imi onlari
fiziksel olarak ¢ekici kilmaz. Aslinda bu, f(R) gravitasyonun karmasik oldugu anlamina gelir.
Karmagik f(R) gravitasyon genellikle biiyiik bir yirtilma tekilligi gelistiren bir hayalet skaler
teori ile baglantilidir ve hayalet skaler teorinin ezici tip biiylik yirtilmayr gelistirdigi bolgeye

karsilik gelir. Bu tesadiifi olamaz, c¢iinkii asagida x3 =% icin (4.172)’den daha Once

bahsettigimiz gibi, EoS wefereir = —2 olur, bu da agikea bir hayalet evrimi tanimlar [7].

4.5.2 Vakumsuz f(R) Gravitasyon Ozerk Dinamik Sistemi: De Sitter Cekici Durumu

Onceki béliimlerde vakum f(R) gravitasyonu durumundan bahsetmistik ve bu béliimde
caligmay1 tamamlamak i¢in madde ve radyasyon miikemmel akiskanlarini dahil edecegiz. Diger
durumlar kolaylikla c¢alisilabilecegi icin m = 0 durumuna odaklanacagiz. O halde m = 0

durumu i¢in faz uzaymin davranisini analiz edelim.

XYY

Sekil 9: Dinamik sistem ve m = 0 i¢in x;(N) i =1,...,5 degiskenlerinin N = (0,60) i¢in x,(0) =
—10, x,(0) =5, x3(0) = 2.6, x4(0) = 0.1 ve x5(0) = 1 baslangi¢ kosullarindaki davraniglar

Madde ve radyasyon miikemmel akiskanlar g6z Oniine alindiginda, dnce dinamik sistemi

olusturalim. Bu durumda hareket denklemleri

_®
2

0= +3(H? + H)F(R) — 18(4H?H + HH)F'(R) + k*pmaaae (4.174)
0 =L (A +3H?)F(R) + 6(8H?H + 4H? + 6H I + H)F'(R)

+36(4HH + H)’F'(R) + K?Pmagae (4.175)
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burada pimadde V€ Pmaade toplam efektif enerji yogunlugu ile radyasyon ve madde miikkemmel
akigkanlarinin efektif basincidir. f(R) gravitasyon kozmolojik sisteminin 6zerk yapisini ortaya

cikarmak i¢in asagidaki degiskenleri tanitiyoruz:

_E® ) _ R
1= T rmn’ X2 = T srmmz’ X3 = en2
_ K’pr _ K’pm
4™ 3Fp2’ X5 = 3rn2 (4.176)

Pr Ve py, radyasyon ve madde enerji yogunluklaridir. Bu durumda N’ye bagli dinamik sistem

%: —4 — 3x; + 2x3 — x1x3 + x{ + 3x5 + 4x4

%: 8 +m — 4x3 + XX — 2x,X3 + 4x;

%= —8 —m + 8x3 — 2x3

% = X4X1 — 2X4X3

% = X5 + X5X; — 2X5X3 (4.177)

m parametresi yine (4.136)'da goriildiigii gibidir. Bu durumda J matrisi su sekli alir,

2x1 —x3+3 0 2—xq 4 3
Xy X, —2x3—4 —2x,—4 0 0 \
J = 0 0 8 —4x; 0 0 (4.178)
X4 0 —2%, X1 — 2Xx3 0 /
Xs 0 —2x5 0 X, —2x3+1

Bu durumda m = 0 i¢in f; fonksiyonu:
fi = —4—3x; + 2x3 — x;x3 + X2 + 3x5 + 4x,
fo =8 —4x3 + x3%; — 2x5%3 + 4x,
fs =8x3; —2x5—8

fa = X4X1 — 2X4X3
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fs = X5+Xsx; — 2X5X3

olur. Dinamik sistemin denge noktalar1 m = 0 i¢in sdyledir,

3 = (_1JOJ2JO)0)
»? =(3,0,2,0,—-4)

¢E = (4I0I2I_510)

(4.179)

(4.180)

¢! denge noktasr icin karsilik gelen 6zdegerler (—5, —4, —1, —1, 0) iken, ¢»2? denge noktasi igin

bunlar (4, 3, 3, —1, 0)'tiir ve son olarak denge noktas1 ¢3 icin 6zdegerler (5, 4,4, 1,0)'dir. Tiim

dengeler nonhiperboliktir ve simdi gosterdigimiz gibi yalnizca ¢! kararhdir. Bu, kullanilan

baslangi¢ kosullarindan bagimsiz olarak yoriingelerin ¢! denge noktasina cekildigi anlamina

gelir. Tiim dengeler i¢in x3 = 2 oldugunda, 6nceki boliimde inceledigimiz durumlarda oldugu

gibi wegereir = —1 oldugundan bunlarin de Sitter dengesi oldugunu gosterir. Simdi x; (i =

1, ...,5) degiskenlerinin kapsadig1 konfigiirasyon uzaymin dinamiklerine odaklanalim.

Bu durumda analitik ¢alisma olduk¢a karmasiktir ve analitik olarak sadece x3(N) i¢in ¢6ziim

bulunabilir ve bu (4.151)'de verilmistir.

Xa

] 0.0

[ -
= 04

—{1_(,}

—osk

0.0 0.2 0.4 06
Xz

0.8 1.0

{.{ 5

1.0

Sekil 10: Dinamik sistem ve m = 0 i¢in, farkli baglangi¢ kosullari i¢in x4 -x3 diizlemindeki (sol), x,-x3

diizlemindeki (sag) ve x,-x5 diizlemindeki (alt) yoriingeleri
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Boylece niimerik olarak ilerliyoruz ve Sekil 1'deki gesitli baslangic kosullari i¢in dinamik
sistemi (4.177) nimerik olarak c¢ozdiikten sonra, x;(0) = —10,x,(0) = 5,x3(0) = 2.6,
x4(0) = 0.1 ve x5(0) =1 baslangig kosullarin1 kullanarak N = (0,60) i¢in x;(N) (i =
1, ...,5) degiskenlerinin ¢izimlerini sunuyoruz. Sekil 9'da, her iki grafikte de kirmizi egri x; —
N grafigidir, siyah egri x, — N, mavi egri x3 — N, yesil egri x, — N ve son olarak mor egri
xs — N 'dir. Soldaki grafikte N, N = (0,7) araligina aittir, dolayisiyla ¢! dengesine
ulasilmamustir; ancak, biiyiik N i¢in, yani N~50 — 60 icin, denge denge noktasima ¢! nihayet
ulagilir. Dolayisiyla, kullandigimiz baglangic kosullarindan bagimsiz olarak ayni davranis
meydana geldiginden, bu kismen kararhligi kanitlar. Sekil 10'da ¢! denge noktasinmn
kararliligin1 daha da desteklemek igin, dinamik sistemin yoriingelerini x; — x3 diizleminde
(soldaki ¢izim), x5 — x, diizleminde (sagdaki ¢izim) ve x, — x5 diizleminde (alt ¢izim) gesitli
baslangic kosullar1 i¢in ¢izdik. Sekil 10'daki tiim grafiklerde goriilebilecegi gibi, dinamik sistem

asimptotik olarak ¢! denge noktasina yaklasmaktadir.

\.,,// 7_5

40 x5

Sekil 11: (x;, x3)= (0, —2) igin @1 denge noktasinda x, Ve x5 degerlerinin sabitlenmesiyle, (xy, x4,

xs5) degiskenlerinin uzaya yayilmis yoriingelerinin ii¢ boyutlu modellenmesi

Bu nedenle, madde radyasyonu f(R) gravitasyonun global bir de Sitter ¢ekicisine sahip oldugu
goriilmektedir. Cekici ¢l'in global kararliligim daha fazla ortaya ¢ikarmak igin, Sekil 11'de,
(x1,x4,x5) degiskenlerinin kapsadigr uzaydaki yoriingelerin 2 tane iic boyutlu grafigini

(x5, x3)’1i pL’deki degerlerine, yani (x,,x3) = (0,—2)’ye sabitleyerek sunuyoruz. Soldaki
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cizimde goriilebilecegi gibi ve ayrica farkli bir agidan bakildiginda sagdaki ¢izimde daha net
goruldigi tizere (x,X4,xs) konfigiirasyon uzaymndaki son c¢ekici nokta (xq,x4,X5) =

(—=1,0,0) noktasidir.

Sonug olarak, f(R) gravitasyona madde ve radyasyon miikemmel akiskanlar1 eklendiginde
bile -tam olarak vakum durumunda oldugu gibi- her zaman m = 0'1 saglayan tim
kozmolojilerin global kararli bir de Sitter ¢ekicisi vardir. Bu agik¢a, N~50 — 60 i¢in asimptotik
olarak ulasilan enflasyonist bir ¢ekicidir. Ayrica denge noktasinin (x4, x5) = (0,0) noktasinda
olduguna dikkat etmeliyiz. Bu fiziksel olarak dogrudur ¢iinkii bir de Sitter noktasinda, evrime

ne kiitle ne de radyasyon miikemmel akiskanlar1 hakimdir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezimizde, evrim ve bag denklemlerini homojen modellerin genel denklemlerinden
Ozellestirip yazmak miimkiinse de biz, 1+3 Kovaryant ayrisim formalizminin bagintilarini
orneklemek amaciyla bunlart metrikten dogrudan dogruya tesis etmeyi tercih ettik. f(R)
gravitasyon teorisinde metrik yaklagimiyla, enflasyon (skaler alanda enflasyon, f(R)
gravitasyonda enflasyon...) ve f(R) gravitasyonda karanlik enerji durumunu agiklamaya
calistik, homojen, aniztotropik Bianchi-I tip modelinde palatini formalizminde f(R)
gravitasyondaki dinamikleri ve de vakum f(R) gravitasyonda otonom dinamik sistemini ele
aldik.

Dinamik sistem yaklasimi kullanarak f(R) gravitasyonun faz uzaymin detayli bir analizini
gerceklestirdik ve dinamik sistemin tiim zaman bagimliligint yalnizca Hubble hizina baglh olan
tek bir degiskende tutarak bu parametrenin belirli degerleri i¢in denge noktalarin varligini ve
kararlili@ini arastirdik. Esas olarak m = 0 durumuna odaklandik ve ayrica m = —9/2
durumunu da kisaca tartistik. Analiz i¢in iki tiir f(R) gravitasyon kullandik, ilki vakum f(R)
gravitasyonu ve ikinci olarak madde ve radyasyon miikemmel akiskanlarin mevcut oldugu
f(R) gravitasyon. Vakum f(R) gravitasyon durumunda, m = 0 durumu kararli bir de Sitter son
cekici ile sonuclanir. Cesitli baslangi¢ kosullar1 kullanarak kararlilik problemini inceledik.
Yaptigimiz sayisal analiz, asimptotik bir de Sitter ¢ekicisinin varhig hakkindaki iddiamizi
dogrulamaktadir. Aslinda ¢ekici, gosterdigimiz gibi enflasyonisttir ve N~50—60'daki dinamik
sistem tarafindan ulasilir. Ayn1 davranmig, madde ve radyasyon miikemmel akiskanlarin
varligindan f(R) gravitasyonu i¢in de meydana gelir. Tezimizde gosterdigimiz gibi, dinamik
sistem, (x4, x5) = (0,0) olan bir asimptotik kararli de Sitter ¢ekicisine ¢ekilir. Dolayisiyla de
Sitter ¢ekicisi yalnizca f(R) gravitasyonundan kaynaklanmaktadir. Vakum f(R)
gravitasyonun durumunun ilging bir sonucu, kararli ve kararsiz bir de Sitter ¢ekicisinin
varhigidir. Ashinda, gosterdigimiz gibi, kararsiz de Sitter denge noktalarina gotiiren f(R)
gravitasyonun yaklasik bicimi ~R?dir, kararliya gétiiren ise bir iistel ile bir kozmolojik sabittir.
Tartistigimiz, R” terimi her zaman, sonunda enflasyondan zarif bir ¢ikisa neden olabilecek artan
egrilik bozulmalari ile ilgilidir. Prensipte dinamik sistem seviyesinde, f(R) gravitasyonu
host(hayalet) kararsizliklardan armmis oldugundan ve ayrica Ostrogradsky kararsizligini
icermediginden zarif bir ¢ikis olasiligini bile gérmek miimkiin degildir. Aynisi bir skaler sisme
teorisinde olur ve de Sitter son ¢ekicisi dinamik sistem analizi diizeyinde sabittir; ancak, yavas
donilis parametreleri birinci siraya geldiginde zarif ¢ikis gergeklesir. Gergekte, zarif ¢ikis,
tedirgin edici bir genisleme olan yavas doniis genislemesinin bozulmasiyla tetiklenir. Bir
anlamda, enflasyondan zarif ¢ikisin dinamikleri konfigiirasyon alaninda goriilemez, bu nedenle

ekstra yliksek dereceli parametreler tamitilir. Pertiirbatif diizeyde dinamik evrimi aragtirir.
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Bununla birlikte, kararsiz bir de Sitter denge noktasina yol agabilecek bir f(R) gravitasyonun
varligi, zarif ¢ikisin saf f(R) gravitasyonda bile meydana gelebilecegine dair ipuglar
saglayabilir. Ancak bu sonug, yalnizca ipuglart sagladigi, ancak kanit saglamadigi i¢in
kesinlikle kesin degildir. Hayaletler igeren degistirilmis gravitasyonda, Kararsizlik dinamik
sistem seviyesinde, hatta konfigiirasyon alaninda bile goriilebilir. Aslinda mimetik bir f(R)
kiitlegekimi baglaminda, kararli bir de Sitter noktasi etrafinda katlanan kararsiz manifoldlar
vardir. Kararsiz manifoldlarin varligi, kararli bir son ¢ekicinin dinamiklerini tamamen
degistirir. Bulgular kisminda tartistigimiz R? gravitasyonu icin dinamik degiskenlerin kararsiz
de Sitter denge noktasina egilimli olmasi, faz uzayinda global olarak kararsiz bir manifoldun
varligint gosterir. Daha ileriki ¢aligmalarimizda bunlar1 diger metrikler icin de ele almay1
planlamaktay1z.
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EKLER

EK 1. f(R) Gravitasyon

f(R) gravitasyon, Lagrange’1 sadece Ricci skaleri Sgy = [ d*x,/—gR olan Einstein-Hilbert
aksiyonunun Ricci skalerlerinin rastgele bir f(R) fonksiyonu ile degistirildigi bir

genellemesidir.

Formalizme bagli olarak f(R) gravitasyonun ii¢ versiyonu vardir, yani alan denklemlerini elde
etmek icin aksiyona uyguladigimiz varyasyon prensibi. Standart yollardan biri f(R)
gravitasyonu veren metrige gore aksiyonu degistirmektir. ikinci yol, madde aksiyonunun
baglantiya bagli olmadigini varsayarak, baglantiyt metrikten bagimsiz ele almak ve hem
metrige hem de Palatini f(R) gravitasyonu saglayan baglantiya gore eylemi degistiren Palatini

yaklagimini kullanmaktir.
EK 2. f(R) Gravitasyonun Alan Denklemlerinin Cikarilisi

f(R) gravitasyon alan denklemlerini elde etmek i¢in (Ek 2) aksiyonunu g,;, metrigine gore

degistirmeliyiz.
S = %f d*x\/—gf(R) + Sy (gan ¥) (B D)

Bir madde aksiyonu ekledik. Ayrica burada k2 = 8mG dir ve 3 topluca tiim madde alanlarini

ifade eder.
EK 3. Metrik Formalizmdeki f(R) Aksiyonunun Degisimi
Ters metrigi degistiren alan denklemlerini tiiretecegiz
g® > gab + §gb (Ek 2)
Aksiyon (Ek 1) tizerindeki varyasyon daha sonra
55 = [ d*x8(=gf (R))

55 = [ d*x=g8(F(R)) + [ d*x8(J=g)f(R) (EK3)
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olur.

\/—g 'nin varyasyonunu hesaplamamiz gerekir. Bunu yapmak i¢in M'nin tersi alinabilir bir
matris oldugu ve InM'nin exp(InM) = M ile tanimlandigi Tr(InM) = In(detM) 6zdesligini

kullaniyoruz. Bu 6zdesligi degistirerek ve izin dongiisel 6zelligini kullanarak verim

Tr(M~16M) = —— §(detM) (Ek 4)

detM

seklinde elde edilir. Bunu ters metrik M = g* ve detM = g~ = detg®?’ye uygulayarak
T7(gap89°") = g8(g~"
5(97™) =~ ganbg”
elde ederiz. Dolayisiyla \/—_g ‘nin varyasyonu
8=g = 86(-g™)"26(—g) = —%J——ggaﬁg“” (Ek 5)
olur. f(R) varyasyonunun esitligi:
SF(R) = 2L5R = 2L (69%)Rp + 2L g 6Rq

dir. Aksiyonun varyasyonu ii¢ boliimden olusur

8S = (8S1) + (652) + (853) (Ek 6)
ve

(651) = [ d*x /=g [ Rap| 69 (Ek 7)

(652) = [ d*x =g |3= 9% | 6Ras (Ek 8)

(653) = [ d*x =g |- ganf(R)| 69 (Ek9)
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Burada (651) ve (6S3) terimleri 5§g? ile ¢arpim olarak istenen formdadir. Ikinci terimi ayn1
sekilde elde etmek icin Palatini denklemi tarafindan verilen Ricci tensoriiniin varyasyonuna

ithtiyacimiz var.
SRyp = V0TS, — V0T, (Ek 10)
Boylece aksiyonun varyasyonundaki ikinci terim
(852) = [ d*x\[~gF (R)g®[V.8T5, — V), 6Ts,]
= [ d*x \[~gF (R)[V.g®6Tg, — Vpg* 8T¢,]
= [d*x \[—gF (R)[Vag® 6T, — Vag®6TE]
= [ d*x J=gF(R)V4[g®* 8T8, — g**6T] (Ek11)
olur. Simdi T4, *niin varyasyonunu §g*? cinsinden yazabiliriz:
8T8 = =>19caVb(69°Y) + 9eaVa(89°Y) = Gac o V4 (59°)] (Ek12)
(Ek 11)’i kullanarak

(852) = [ d*x =g (=3 F(R)) Va[65V5(69°1) + 65Va(69°1) — gV (69°T) —

SAVL(89™) — 9 gncVa (89 + 8f8. V(89N

(852) = [ d*x =g (-2 F(R)) Va[7(69°) = V(69°) - Va(89°%) -

9erVHE9T) — 99 gncVa(89M) + 80V (89°Y)]

(852) = [ d*x =g (~ 3 F(R)) Va[Va(89°Y) + Vo (89°%) — gop V4 (89°7) -

ghcvd (SgCh)]

(652) = [ d*x /=g (=3 F(R)) ValVa(89°Y) + Va(89%Y) — gap V4 (89%) —

garV?(69°")]

(852) = [ d*x /=g (=3 F(R)) Val 8apV?(89%) — Vo(89°)]
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ifadelerini elde ederiz. Bunu bulduktan sonra, eylemin toplam varyasyonu su sekilde olur:

1

- a*x =g {|Z Rav| 69 + (=2 F(R)) Val 805 V4 (89%) — Va(89°)] +

=39/ ®]} - (Ek 13)

6S =

EK 4. f(R) Gravitasyon Metriginin Alan Denklemleri

Denklem (Ek 13)'den eylemin (EKk 1) metrige gore degisimi asagidaki alan denklemlerini

vermektedir.

88
5gab -

F(R)Rap — 5 f(R)gap — VaVuF(R) + gap O F(R) = KTy (Ek 14)

Burada O F = % 9,(y/—99*d,)’dir ve enerji momentum tensdrii de su sekilde bulunur:

2 6Sm

Tab = — ﬁ&gab (Ek 15)
Sureklilik denklemi de:
VeT,, =0 (Ek 16)

olur. (EK 14) "iin izini bulmak igin g, ile ¢arpariz
F(R)RY — %f(R)(Sg — VOV,F(R) + 6% O F(R) = k2T

denklemini elde ederiz. 6 = 4 ve V2V ,=0 bagntilar1 kullanilarak alan denkleminin izi su

sekilde yazilabilir
F(R)R+30OF(R) — 2f(R) = k°T. (Ek 17)

(R) = Rve F(R) = 1ig¢in Einstein alan denklemlerini ve bunlarin R = k2T olan izlerini aliriz
f

ve bu durumda Ricci skaler R, madde tarafindan belirlenmis olur.

Iki durumu karsilastirdigimizda, f(R) gravitasyonda, F(R) teriminin ortadan kalkmadigini ve
“skalaron” ad1 verilen ekstra yayilim serbestlik derecesi @ = F(R)’m varligin1 goriiyoruz. Bu

dinamikler denklem (Ek 17)’nin izi ile elde edilir.
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Hizlanan bir genisleme gegiren bir evren, Ricci skalerinin sabit oldugu, yani O F(R) = 0
oldugu denklemlerin vakum ¢6ziimiine karsilik gelen “de Sitter” ¢6ziimii araciligiyla

gerceklesir. Dolayisiyla, bir f(R) modelinin de Sitter benzeri bir ¢6ziim vermesi igin
F(R)R—-2f(R) =0 (Ek 18)
denklemini karsilamasi gerekir.

f(R) = aR? degerine sahip bir model kosullar1 saglar ve kesin bir de Sitter ¢6ziimii dogurur.
Sisen evren icin ilk model Starobinsky tarafindan f(R) = R + aR? ile &nerilmistir. Bu

modelde, aR? terimi R'den kiiciik oldugunda hizlanan genisleme durur.
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