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ÖZET

D�NAM�K S�STEMLERDE BAZI TOPOLOJ�K GEÇ��KENL�K TÜRLER� VE

ARALARINDAK� �L��K�LER

�smail Alper GÜVEY

Matematik Anabilim Dal�

Eski³ehir Teknik Üniversitesi, Lisansüstü E§itim Enstitüsü, Aral�k 2023

Dan�³man: Prof. Dr. Nedim DE��RMENC�

Bu tez çal�³mas� dört ana bölümden olu³maktad�r. �lk bölümde, tez boyunca kul-

lan�lan kavramlar tan�mlanm�³, baz� özelliklerden bahsedilmi³ ve shift (kayd�rma)

dönü³ümlerinin kaotik davran�³lar� incelenmi³tir. Tezin ikinci bölümünde, topolojik

geçi³kenli§i gerektiren durumlar ve bu durumlar aras�ndaki gerektirmeler ele al�n-

m�³t�r. Ayr�ca topolojik geçi³kenli§in denk kavramlar� ve topolojik geçi³kenli§in zay�f

geçi³kenlik ile olan ili³kisi incelenmi³tir. Tezin üçüncü bölümünde, bir önceki bö-

lümde incelenen durumlar için kar³�t örnekler verilmi³tir. Tezin son bölümünde, tek

tara�� shift dönü³ümü çarp�m uzaylar�nda incelenmi³ ve tez kapsam�nda ele al�nan

dizi uzaylar�nda farkl� kaotik özelliklere sahip olan dönü³ümler olu³turulmu³tur.

Anahtar Sözcükler: Kaotik Dinamik Sistemler, Topolojik Geçi³kenlik, Topolojik

Kar�³t�rma, Zay�f Kar�³t�rma.
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ABSTRACT

SOME TYPES OF TOPOLOGICAL TRANSITIVITY AND THE

RELATIONSHIPS BETWEEN THEM IN DYNAMICAL SYSTEMS

�smail Alper GÜVEY

Department of Mathematics

Eski³ehir Technical University, Institute of Graduate Programs, December 2023

Supervisor: Prof. Dr. Nedim DE��RMENC�

This thesis consists of four main sections. In the �rst section, the concepts used

throughout the thesis are de�ned, some features are mentioned, and the chaotic be-

haviors of shift maps are examined. In the second section of the thesis, situations

indicating topological transitivity and the implications of these situations are add-

ressed. Also, the equivalent concepts of topological transitivity and the relationship

between topological transitivity and weak transitivity have been examined. In the

third section of the thesis, counterexamples are provided for the situations examined

in the previous section. In the last section of the thesis, one-sided shift map have

been examined in product spaces, and maps with di�erent chaotic properties have

been constructed in the sequence spaces covered within the scope of the thesis.

Keywords: Chaotic Dynamical Systems, Topological Transitivity, Topologically

Mixing, Weakly Mixing.
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S�MGELER VE KISALTMALAR D�Z�N�

(X, f) : Kesikli dinamik sistem

fn : f fonksiyonunun kendisiyle n defa bile³kesi

Orbf (x0) : x0 noktas�n�n f fonksiyonu alt�ndaki yörüngesi

Pern(f) : f fonksiyonunun periyodu n olan noktalar�n�n kümesi

Per(f) : f fonksiyonunun tüm periyodik noktalar�n�n kümesi

N(A,B) : A kümesinden B kümesine ad�m kümesi

f×n : f fonksiyonunun kendisiyle n defa kartezyen çarp�m� olan fonksiyon

C : Cantor kümesi
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1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde tez boyunca kullanaca§�m�z ve kesikli dinamik sistemler teorisinde

s�kl�kla kullan�lan çe³itli kavramlar�n tan�m�na yer verilmi³tir. Detayl� bilgi için Bkz.

[12,15�17].

1.1. Kaotik Dinamik Sistemler

Tan�m 1.1.1. X topolojik uzay ve f : X → X fonksiyonundan olu³an (X, f) ikili-

sine kesikli dinamik sistem denir [12].

Uyar� 1.1.2. Bu bölümdeki tan�mlarda aksi belirtilmedikçe bir (X, f) kesikli dinamik

sistemi kullan�lm�³t�r.

Tan�m 1.1.3. n ∈ N olmak üzere f fonksiyonunun n defa kendisiyle bile³kesi

fn = f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n−tane

³eklinde gösterilir [12].

Tan�m 1.1.4. x0 ∈ X noktas�n�n f fonksiyonu alt�ndaki yörüngesi veya bir di§er

ad�yla orbiti

{x0, f(x0), f 2(x0), . . . , f
n(x0), . . .} ⊂ X

kümesi olup bu küme Orbf (x0) ile gösterilir [12].

Tan�m 1.1.5. x0 ∈ X noktas� için f(x0) = x0 oluyorsa, x0 noktas�na f fonksiyo-

nunun sabit noktas� denir [12].

Tan�m 1.1.6. Bir x0 ∈ X için fn(x0) = x0 olacak ³ekilde n ∈ N do§al say�s� varsa

bu x0 noktas�na f fonksiyonunun periyodu n olan periyodik noktas� veya k�saca n

periyotlu noktas� denir. Buna göre Orbf (x0) sonlu bir küme olup

Orbf (x0) = {x0, f(x0), f 2(x0), . . . , f
n−1(x0)}

³eklinde olacakt�r [12].

fn(x0) = x0 olacak ³ekildeki en küçük n do§al say�s�na x0 noktas�n�n asal periyodu

ad� verilir [12].

Tan�m 1.1.7. n ∈ N olmak üzere f fonksiyonunun periyodu n olan noktalar�n�n

kümesi

Pern(f) = {x ∈ X : fn(x) = x}

1



³eklindedir. Buna göre f fonksiyonunun tüm periyodik noktalar�n�n kümesi

Per(f) =
⋃
n∈N

Pern(f) = {x ∈ X : fn(x) = x, n ∈ N}

olarak tan�mlan�r [12].

Tan�m 1.1.8. Bo³ kümeden farkl� her U, V ⊂ X aç�k alt kümeleri için,

fk(U) ∩ V ̸= ∅

olacak ³ekilde bir k ∈ N do§al say�s� varsa f fonksiyonuna X üzerinde topolojik

geçi³kendir denir [12].

Tan�m 1.1.9. (X, d) bir metrik uzay, f : X → X fonksiyonu verilsin. ϵ > 0 say�s�,

her x ∈ X noktas�n�n key� bir N kom³ulu§u için

d(fn(x), fn(y)) ≥ ϵ

olacak ³ekilde y ∈ N noktas� ve n ∈ N say�s� mevcut olacak ³ekilde varsa f fonksi-

yonuna X üzerinde ba³lang�ç ³artlar�na hassas ba§�ml�d�r denir [12].

Tan�m 1.1.10. X bir metrik uzay olmak üzere f : X → X fonksiyonu a³a§�daki ko-

³ullar� sa§l�yorsa bu fonksiyona X üzerinde (Devaney anlam�nda) kaotik fonksiyon,

(X, f) ikilisine kaotik dinamik sistem denir [12].

1. f fonksiyonunun periyodik noktalar�n�n kümesi X'de yo§undur.

2. f , X üzerinde topolojik geçi³kendir.

3. f , X üzerinde ba³lang�ç ³artlar�na hassas ba§�ml�d�r.

Teorem 1.1.11. (X, d) sonsuz elemanl� metrik uzay ve f : X → X sürekli fonk-

siyon olsun. E§er f ; topolojik geçi³ken ve Per(f), X uzay�nda yo§unsa f ba³lang�ç

³artlar�na hassas ba§�ml�d�r [6].

Uyar� 1.1.12. Bu tez çal�³mas� boyunca bir (X, f) kesikli dinamik sisteminde aksi

belirtilmedi§i sürece X sonsuz elemanl� ve f sürekli fonksiyon olarak ele al�nacakt�r.

Bu nedenle tez çal�³mas� boyunca kaotik bir fonksiyon, periyodik noktalar�n�n kümesi

yo§un olan ve topolojik geçi³ken bir fonksiyon olarak dü³ünülmesi gerekmektedir.

Teorem 1.1.13. I ⊂ R bir aral�k olmak üzere f : I → I sürekli fonksiyonu verilsin.

E§er f topolojik geçi³kense Per(f) kümesi I aral�§�nda yo§undur, yani f fonksiyonu

kaotiktir [25].

2



Tan�m 1.1.14. U ⊂ X bo³ olmayan herhangi iki aç�k küme olmak üzere her n ≥ n0

için fn(U) = X olacak ³ekilde en az bir n0 ∈ N varsa, f fonksiyonuna leo özelli§ine

sahiptir denir [2].

Tan�m 1.1.15. U, V ⊂ X bo³ olmayan herhangi iki aç�k küme olmak üzere her

n ≥ n0 için fn(U)∩ V ̸= ∅ olacak ³ekilde bir n0 ∈ N varsa f fonksiyonuna topolojik

kar�³t�rma denir [16].

Tan�m 1.1.16. f × f : X × X → X × X fonksiyonu topolojik geçi³ken ise f

fonksiyonuna zay�f kar�³t�rma denir [16].

Tan�m 1.1.17. Her n ∈ N için fn fonksiyonu topolojik geçi³ken ise f fonksiyonuna

total geçi³ken denir [16].

Uyar� 1.1.18. f : X → X fonksiyonu leo, topolojik kar�³t�rma, zay�f kar�³t�rma

veya total kar�³t�rma özelliklerinden birine sahipse topolojik geçi³kendir.

Tan�m 1.1.19. (X, d) metrik uzay ve f : X → X sürekli fonksiyon olmak üzere her

x, y ∈ X, ϵ > 0 ve M ∈ N için

d(fm(x), fk(z)) < ϵ ve d(fn(y), f l(z)) < ϵ

olacak ³ekilde z ∈ X noktas� ve l − k > M özelli§inde k, l,m, n ∈ N do§al say�lar�

varsa f fonksiyonuna zay�f geçi³ken denir [26].

Tan�m 1.1.20. (X, f) kesikli dinamik sistemi ve A,B ⊂ X alt kümeleri verilsin.

N(A,B) = {n ∈ N : fn(A) ∩B ̸= ∅}

kümesine A'dan B'ye ad�m kümesi denir. E§er özel olarak fonksiyon belirtilmek

istenirse bu küme Nf (A,B) olarak gösterilir [16].

1.2. Topolojik E³leniklik

�ki kesikli dinamik sistem verildi§inde bu sistemlerin denk olup olmad�§� to-

polojik e³leniklik kavram� ile aç�klan�r. Böylece topolojik e³lenik olan dönü³ümler

dinamikleri aç�s�ndan denk olurlar. Ayr�ca topolojik e³leniklikten faydalanarak yeni

kesikli dinamik sistemler olu³turmak mümkündür.

Tan�m 1.2.1. (X, f) ve (Y, g) kesikli dinamik sistemleri verilsin. h : X → Y sürekli,

örten fonksiyonu

g ◦ h = h ◦ f

3



olacak ³ekilde varsa bu dinamik sistemlere topolojik yar� denk dinamik sistemler, f

ve g fonksiyonlar�na ise topolojik yar� e³lenik fonksiyonlar denir [12].

E§er h fonksiyonu bir homeomor�zm ise bu durumda bu dinamik sistemlere topo-

lojik denk dinamik sistemler, f ve g fonksiyonlar�na ise topolojik e³lenik fonksiyonlar

denir. Bu durumda

g = h ◦ f ◦ h−1 veya f = h−1 ◦ g ◦ h

olarak yaz�labilir [12].

Önerme 1.2.2. (X, f) ve (Y, g) kesikli dinamik sistemleri bir h fonksiyonu yard�-

m�yla topolojik yar� denk dinamik sistemler olsun. Bu durumda n ∈ N olmak üzere

gn ◦ h = h ◦ fn olur [12].

Teorem 1.2.3 ( [12,15�17,19,26]). X, Y sonsuz elemanl� metrik uzaylar olmak üzere

f : X → X ve g : Y → Y sürekli fonksiyonlar� ve (X, f), (Y, g) topolojik yar� denk

dinamik sistemleri verilsin. Buna göre

(i) a ∈ X, f 'nin n periyotlu noktas� ise h(a) = b ∈ Y noktas� da g'nin n periyotlu

noktas� olup dolay�s�yla Per(f) ⊂ X yo§un ise Per(g) ⊂ Y yo§undur.

(ii) f topolojik geçi³ken ise g de topolojik geçi³kendir.

(iii) f leo ise g de leodur.

(iv) f topolojik kar�³t�rma ise g de topolojik kar�³t�rmad�r.

(v) f zay�f kar�³t�rma ise g de zay�f kar�³t�rmad�r.

(vi) f total geçi³ken ise g de total geçi³kendir.

(vii) f zay�f geçi³ken ise g de zay�f geçi³kendir.

(viii) f kaotik ise g de kaotiktir.

Uyar� 1.2.4. Dinamik sistemlerin topolojik denk olmas� durumunda bu teorem ge-

çerlili§ini korumaktad�r.
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1.3. Touhey Özelli§i

Tan�m 1.3.1. (X, d) sonsuz elemanl� metrik uzay, f : X → X sürekli fonksiyon ve

U, V ⊂ X bo³ olmayan key� aç�k küme olsun. E§er fm(p) ∈ V olacak ³ekilde en az

bir p ∈ U periyodik noktas� ve en az bir m ∈ N do§al say�s� varsa f fonksiyonuna

Touhey özelli§ine sahiptir denir [24].

Yani, Touhey özelli§ine sahip fonksiyonda bo³tan farkl� key� iki aç�k küme ve-

rildi§inde her ikisine de de§en bir periyodik yörünge vard�r.

Teorem 1.3.2. X sonsuz elemanl� metrik uzay, f : X → X sürekli fonksiyon

olsun. f fonksiyonunun Touhey özelli§ine sahip olmas� için gerek ve yeter ko³ul f

fonksiyonunun kaotik olmas�d�r [24].

�spat. (⇒) f Touhey özelli§ine sahip oldu§undan bo³tan farkl� her aç�k kümede

bir periyodik nokta vard�r, yani f fonksiyonunun periyodik noktalar�n�n kümesi X

içinde yo§undur. Bu periyodik nokta bir ba³ka aç�k kümenin de eleman� olaca§�ndan

f topolojik geçi³ken olur. Teorem 1.1.11 gere§i f fonksiyonu kaotiktir.

(⇐) Bo³tan farkl� ve aç�k U, V ⊂ X alt kümeleri verilsin. f kaotik oldu§undan

topolojik geçi³kendir. Bu nedenle bir m ∈ N do§al say�s� için fm(U) ∩ V ̸= ∅ olup

f sürekli oldu§undan U ′ = U ∩ f−m(V ) aç�k kümedir. Per(f) = X oldu§undan

p ∈ U ′ olacak ³ekilde bir p periyodik noktas� vard�r. Bu durumda fm(p) ∈ V olup f

fonksiyonunun Touhey özelli§ine sahip oldu§u görülür.

Touhey özelli§i sayesinde kaotik dinamik sistemlerde ilginç bir örnek verilebilir.

Bu örnek her noktas� periyodik nokta olan kaotik fonksiyon örne§idir. Bunun için

verilen herhangi bir kaotik fonksiyondan yararlan�l�r.

Örnek 1.3.3. f : X → X kaotik bir fonksiyon olsun. O halde f Touhey özelli§ine

sahip olup bo³tan farkl� her U, V ⊂ X aç�k kümeleri için fm(p) ∈ V olacak ³ekilde

en az bir p ∈ U periyodik noktas� ve m ∈ N do§al say�s� vard�r. f fonksiyonunun

periyodik noktalar�n�n kümesine k�s�tlanm�³� olan

f |Per(f) : Per(f) → Per(f)

fonksiyonu ele al�ns�n. U ′ = Per(f) ∩ U ve V ′ = Per(f) ∩ V alt uzay�n bo³tan

farkl� aç�k kümeleri olaca§�ndan p ∈ U ′ ve fm(p) ∈ V ′ olup k�s�tlanm�³ fonksiyon
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Per(f)'de Touhey özelli§ine sahiptir. Bu durumda her noktas� periyodik nokta olan

kaotik fonksiyon elde edilir.

1.4. Dizi Uzaylar�

Sembolik dinamik ve dizi uzaylar� kavram� ilk olarak Morse ve Hedlund tara-

f�ndan literatüre girmi³tir [21]. Fakat zaman geçtikçe dizi uzaylar� ve bu uzaylarda

tan�ml� shift (kayd�rma) dönü³ümleri özellikle kaotik dinamik sistemlerin incelenmesi

için s�kl�kla ba³vurulan bir yöntem haline gelmi³tir [12, 15]. Bu sayede dinami§inin

anla³�lmas� güç olan fonksiyonlar dizi uzaylar�ndaki shift dönü³ümleri ile topolojik

e³lenik k�l�narak daha kolay bir ³ekilde yorumlanabilmi³tir. �lk olarak tek tara�� dizi

uzay� ve tek tara�� shift dönü³ümünü, ard�ndan iki tara�� dizi uzay� ve iki tara��

shift dönü³ümü incelenecektir.

1.4.1. Σ1
2 tek tara�� dizi uzay�

Tan�m 1.4.1.

Σ1
2 = {x = x0x1x2 · · · : xi ∈ {0, 1} , i = 0, 1, 2, . . .}

kümesine tek tara�� dizi (sembol) uzay� denir. x = x0x1 · · · ∈ Σ1
2 ve y = y0y1 · · · ∈ Σ1

2

olmak üzere d1 : Σ1
2 × Σ1

2 → R,

d1(x, y) =
∞∑
i=0

|xi − yi|
2i

³eklinde tan�mlanan d1 fonksiyonu Σ1
2 üzerinde metriktir [12].

Teorem 1.4.2 (Yak�nl�k Teoremi-I [12]). x = x0x1 · · · ∈ Σ1
2 ve y = y0y1 · · · ∈ Σ1

2

olsun. Buna göre n ∈ N olmak üzere,

1. i = 0, 1, . . . , n iken xi = yi ise d1(x, y) ≤ 1
2n
'dir.

2. d1(x, y) < 1
2n

ise i = 0, 1, . . . , n için xi = yi olur.

Önerme 1.4.3. f : X → Y fonksiyonu birebir, örten ve sürekli olsun. E§er X

kompakt ve Y Hausdor� ise f homeomor�zmdir [22].

Tan�m 1.4.4 (Cantor Kümesi). C0 = [0, 1] olmak üzere C0 aral�§�n� 3 e³it par-

çaya bölüp ortadaki (1/3, 2/3) aral�§�n� atarak C1 = [0, 1/3] ∪ [2/3, 1] kümesini elde

edelim. Burada I0 = [0, 1/3] ve I1 = [2/3, 1] denirse C1 = I0 ∪ I1 olarak ifade edile-

bilir. Benzer ³ekilde I0 ve I1 aral�klar�n�n her birini önce 3 e³it parçaya bölüp sonra
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ortadaki üçte birlik aç�k aral�klar� atal�m. Böylece I00 = [0, 1/9], I01 = [2/9, 1/3],

I10 = [2/3, 7/9] ve I11 = [8/9, 1] olup C2 = I00 ∪ I01 ∪ I10 ∪ I11 ³eklinde olacakt�r.

Bu ³ekilde devam edilirek n ∈ N olmak üzere n. ad�mda 2n tane aral�§�n birle³imi

olarak elde edilen küme Cn ³eklinde gösterilebilir. C Cantor kümesi ise

C =
∞⋂
n=1

Cn

olarak tan�mlan�r (Bkz. �ekil 1.1).

�ekil 1.1. Cantor kümesinin olu³turulmas�

Teorem 1.4.5. Σ1
2 dizi uzay� C Cantor kümesine homeomorftur [12].

Cantor kümesinden bir nokta al�nd�§�nda bu noktan�n bulundu§u Cn kümesinin

sa§�ndaki veya solundaki aral�§a ait olu³una göre 0 veya 1 olarak kodlanabilir. Bu-

rada sa§ aral�ktaysa 1, sol aral�ktaysa 0 olarak dü³ünülebilir. Mesela x ∈ C noktas�

s�ras�yla I0, I00, I001, I0010, I00101 aral�klar�na ait ise bu x noktas�n�n kod temsilinin ilk

5 terimi x = 00101 ³eklinde ifade edilebilir. Fakat Cantor kümesinin elemanlar�n�n

kod temsili sonsuz uzunluktad�r. Bu durumda h : C → Σ1
2,

h(x) = a0a1a2a3a4 · · · , ai ∈ {0, 1}

³eklinde bir fonksiyon tan�mlayabiliriz. Gerçekten Cantor kümesindeki herhangi farkl�

iki eleman belli bir ad�ma kadar ayn� alt aral�kta olsa dahi bu ad�mdan sonra ayr�

aral�klara dü³eceklerinden bu noktalar�n görüntüleri de farkl� olacakt�r. Üstelik dizi

uzay�ndaki her bir elemana kar³�l�k gelecek ³ekilde Cantor kümesinde bir nokta bu-

lunabilir. Birbirlerine yak�n olan noktalar ise belli bir indise kadar ayn� aral�kta

bulunaca§�ndan h fonksiyonu alt�ndaki görüntüleri de Yak�nl�k Teoremi yard�m�yla

birbirlerine yak�n olur. C Cantor kümesi kompakt ve Σ1
2 tek tara�� dizi uzay� metrik

uzay oldu§undan h fonksiyonu Önerme 1.4.3 ko³ullar�n� sa§lar. Böylece h fonksiyonu

bir homeomor�zm olup Σ1
2 dizi uzay� ile C Cantor kümesi homeomorftur.

Tan�m 1.4.6. S : Σ1
2 → Σ1

2, S(x0x1x2x3 · · · ) = x1x2x3x4 · · · fonksiyonuna tek

tara�� shift dönü³ümü ad� verilir [12].
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n ∈ N olmak üzere bir x = x0x1x2x3 · · · ∈ Σ1
2 noktas�n�n S dönü³ümü alt�nda n.

iterasyonu

Sn(x) = xnxn+1xn+2xn+3 · · ·

³eklindedir.

Teorem 1.4.7. S tek tara�� shift dönü³ümü süreklidir [12].

�spat. Key� ϵ > 0 ve x ∈ Σ1
2 verilsin. Bu durumda 1

2n
< ϵ olacak ³ekilde bir n do§al

say�s� vard�r. Bu takdirde δ = 1
2n+1 seçmek yeterli olacakt�r. Gerçekten, y ∈ B(x, δ)

ise d1(x, y) < δ = 1
2n+1 olaca§�ndan Teorem 1.4.2'den

x = x0x1x2 · · · xn+1xn+2 · · ·

y = x0x1x2 · · · xn+1yn+2 · · ·

olarak ifade edilebilir. Bu durumda

S(x) = x1x2x3 · · · xn+1xn+2 · · ·

S(y) = x1x2x3 · · · xn+1yn+2 · · ·

olup Teorem 1.4.2'den

d1 (S(x), S(y)) ≤
1

2n
< ϵ

olaca§�ndan S tek tara�� shift dönü³ümü süreklidir.

Teorem 1.4.8. S tek tara�� shift dönü³ümü Touhey özelli§ine sahiptir.

�spat. n bir do§al say� olmak üzere S dönü³ümünün n periyotlu noktalar�n�n kümesi

Pern(S) = {x0x1 . . . xn−1 : xi ∈ {0, 1} , i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}}

³eklindedir. Bo³tan farkl� U, V ⊂ Σ1
2 aç�k kümelerini alal�m. x ∈ U ve y ∈ V key�

iki nokta olmak üzere

B(x, ϵ) ⊂ U ve B(y, ϵ) ⊂ V

olacak ³ekilde bir ϵ > 0 say�s� ve buna kar³�l�k 1
2n

< ϵ olacak ³ekilde bir n ∈ N

bulunabilir. Özel olarak

p = x0x1 · · ·xny0y1 · · · ynx0x1 · · ·xny0y1 · · · = x0x1 · · ·xny0y1 · · · yn

noktas�n� alal�m. Bu durumda Teorem 1.4.2'den

d1(p, x) ≤
1

2n
< ϵ
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olup p ∈ U olur. Dikkat edilirse S2n+2(p) = p oldu§undan p bir periyodik noktad�r.

Ayr�ca

Sn+1(p) = y0y1 · · · ynx0x1 · · ·xny0y1 · · · ynx0x1 · · ·

oldu§undan ve Teorem 1.4.2'den

d1(S
n+1(p), y) ≤ 1

2n
< ϵ

olup Sn+1(p) ∈ V olur. Bu ise S tek tara�� shift dönü³ümünün Touhey özelli§ine

sahip oldu§unu gösterir.

Sonuç 1.4.9. S tek tara�� shift dönü³ümü kaotiktir.

Teorem 1.4.10. S tek tara�� shift dönü³ümü leo özelli§ine sahiptir.

�spat. U ̸= ∅, U ⊂ Σ1
2 aç�k kümesi verilsin. x ∈ U alal�m. U aç�k oldu§undan

B(x, ϵ) ⊂ U olacak ³ekilde bir ϵ > 0 ve bu ϵ say�s� için 1
2n

< ϵ olacak ³ekilde bir

n ∈ N vard�r. a ∈ Σ1
2 key� bir nokta olsun.

x∗ = x0x1x2 · · ·xna0a1a2 · · ·

noktas� için Teorem 1.4.2'den d1(x, x
∗) ≤ 1

2n
< ϵ olup x∗ ∈ B(x, ϵ) ⊂ U olur.

k = n+ 1 için

Sk(x∗) = a0a1a2 · · · = a

ve a key� bir nokta oldu§undan Sk(U) = Σ1
2 olur.

Örnek 1.4.11. S tek tara�� shift dönü³ümünden yararlanarak leo olan ancak ka-

otik olmayan bir fonksiyon örne§i verelim. Σ1
2 uzay�ndan S dönü³ümünün periyodik

noktalar�n�n ve ak�beti periyodik noktalar�n�n ç�kar�lmas�yla elde edilen kümeye X

diyelim. Bu durumda S dönü³ümünün X kümesine k�s�tlanm�³ fonksiyonu kaotik

de§ildir. Çünkü k�s�tlanm�³ fonksiyonun periyodik noktalar�n�n kümesi X kümesinde

yo§un de§ildir. S dönü³ümünün leo oldu§u Teorem 1.4.10'un ispat�na benzer ³ekilde

gösterilebilir.

1.4.2. Σ2
2 iki tara�� dizi uzay�

Tan�m 1.4.12.

Σ2
2 = {x = · · ·x−3x−2x−1 · x0x1x2 · · · : xi ∈ {0, 1} , i ∈ Z}

kümesine iki tara�� dizi (sembol) uzay� denir [12].
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Önerme 1.4.13.

x = · · ·x−3x−2x−1 · x0x1x2 · · · ∈ Σ2
2

ve

y = · · · y−3y−2y−1 · y0y1y2 · · · ∈ Σ2
2

olmak üzere d : Σ2
2 × Σ2

2 → R,

d(x, y) =
∞∑

i=−∞

|xi − yi|
2|i|

³eklinde tan�mlanan d fonksiyonu Σ2
2 kümesi üzerinde bir metriktir [12].

�spat. Öncelikle d fonksiyonunun s�n�rl� oldu§unu gösterelim. x, y ∈ Σ2
2 için

d(x, y) =
∞∑

i=−∞

|xi − yi|
2|i|

=
0∑

i=−∞

|xi − yi|
2|i|

+
∞∑
i=1

|xi − yi|
2|i|

=
∞∑
j=0

|x−j − y−j|
2j

+
∞∑
i=1

|xi − yi|
2i

≤
∞∑
j=0

1

2j
+

∞∑
i=1

1

2i

= 3

�imdi d'nin metrik oldu§unu gösterelim. Her x, y, z ∈ Σ2
2 için,

1.

d(x, y) = 0 ⇔
∞∑

i=−∞

|xi − yi|
2|i|

= 0

⇔ ∀i ∈ Z için |xi − yi| = 0

⇔ ∀i ∈ Z için xi = yi

⇔ x = y.

2.

d(x, y) =
∞∑

i=−∞

|xi − yi|
2|i|

=
∞∑

i=−∞

|yi − xi|
2|i|

= d(y, x)
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3. Her i ∈ Z için |xi − yi| = |xi − zi + zi − yi| ≤ |xi − zi|+ |zi − yi| oldu§undan

d(x, y) =
∞∑

i=−∞

|xi − yi|
2|i|

=
∞∑

i=−∞

|xi − zi + zi − yi|
2|i|

≤
∞∑

i=−∞

|xi − zi|
2|i|

+
∞∑

i=−∞

|zi − yi|
2|i|

= d(x, z) + d(z, y).

Dolay�s�yla (Σ2
2, d) ikilisi bir metrik uzayd�r.

Teorem 1.4.14 (Yak�nl�k Teoremi-II [15]).

x = · · ·x−nx−n+1 · · ·x−2x−1 · x0x1x2 · · ·xn−1xn · · · ∈ Σ2
2

ve

y = · · · y−ny−n+1 · · · y−2y−1 · y0y1y2 · · · yn−1yn · · · ∈ Σ2
2

noktalar� verilsin. Bu durumda

(i) E§er |i| ≤ n için xi = yi ise d(x, y) ≤ 1
2n−1 olur.

(ii) E§er d(x, y) < 1
2n

ise |i| ≤ n için xi = yi olur.

�spat. (i)

d(x, y) =
∞∑

i=−∞

|xi − yi|
2|i|

=
−n−1∑
i=−∞

|xi − yi|
2|i|

+
n∑

i=−n

|xi − yi|
2|i|

+
∞∑

i=n+1

|xi − yi|
2|i|

=
∞∑

j=n+1

|x−j − y−j|
2j

+
∞∑

i=n+1

|xi − yi|
2i

≤
∞∑

j=n+1

1

2j
+

∞∑
i=n+1

1

2i

=
1

2n−1

(ii) Varsayal�m ki en az bir i0 için (−n ≤ i0 ≤ n) xi0 ̸= yi0 olsun. Buna göre e§er

−n ≤ i0 < 0 ise 0 < |i0| ≤ n olur. Üstelik
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d(x, y) =
∞∑

i=−∞

|xi − yi|
2|i|

= · · ·+ |xi0 − yi0|
2|i0|

+ · · ·+ |x0 − y0|
20

+ · · ·

≥ |xi0 − yi0|
2|i0|

=
1

2|i0|

≥ 1

2n

oldu§undan bu ise d(x, y) < 1
2n

olu³u ile çeli³ir. Böylece varsayal�m hatal� olup

−n ≤ i < 0 için xi = yi olmal�d�r. E§er 0 ≤ i0 ≤ n ise

d(x, y) =
∞∑

i=−∞

|xi − yi|
2|i|

= · · ·+ |x0 − y0|
20

+ · · ·+ |xi0 − yi0|
2|i0|

+ · · ·

≥ |xi0 − yi0|
2i0

=
1

2i0

≥ 1

2n

olup bu durum d(x, y) < 1
2n

olu³uyla çeli³ir. Dolay�s�yla sonuç olarak |i| ≤ n için

xi = yi olur.

Tan�m 1.4.15. σ : Σ2
2 → Σ2

2,

σ(· · ·x−2x−1 · x0x1x2 · · · ) = · · ·x−2x−1x0 · x1x2x3 · · ·

³eklinde tan�mlanan fonksiyona iki tara�� shift (kayd�rma) dönü³ümü ad� verilir [12].

n ∈ N olmak üzere bir x = · · · x−3x−2x−1·x0x1x2 · · · ∈ Σ2
2 noktas�n�n σ dönü³ümü

alt�nda n. iterasyonu

σn(x) = · · ·xn−3xn−2xn−1 · xnxn+1xn+2 · · ·

³eklindedir.

Örnek 1.4.16. σ iki tara�� shift dönü³ümünün sabit noktalar�n�, 2 periyotlu nok-

talar�n�, 3 periyotlu noktalar�n�, 4 periyotlu noktalar�n� ve bu dönü³ümün periyodik

noktalar�n�n en genel halini ara³t�ral�m. Sabit noktalar� bulmak için

σ(· · · x−3x−2x−1 · x0x1x2 · · · ) = · · ·x−3x−2x−1 · x0x1x2 · · ·

ifadesinden

· · ·x−3x−2x−1x0 · x1x2x3 · · · = · · ·x−3x−2x−1 · x0x1x2 · · ·

12



elde edilir. Bu durumda

· · · , x−3 = x−2, x−2 = x−1, x−1 = x0, x0 = x1, x1 = x2, x2 = x3, · · ·

olaca§�ndan iki tara�� shift dönü³ümünün sabit noktalar�

x0 · x0 = · · ·x0x0x0x0 · x0x0x0x0 · · ·

formunda olup sabit noktalar

0 · 0 = · · · 0000 · 0000 · · · ve 1 · 1 = · · · 1111 · 1111 · · ·

olur. σ'n�n iki periyotlu noktalar�

σ2(· · ·x−3x−2x−1 · x0x1x2 · · · ) = · · · x−4x−3x−2x−1 · x0x1x2x3 · · ·

denkleminden

· · · x−2x−1x0x1 · x2x3x4x5 · · · = · · ·x−4x−3x−2x−1 · x0x1x2x3 · · ·

olup bu noktalar

x0x1 · x0x1 = · · · x0x1x0x1x0x1 · x0x1x0x1x0x1 · · ·

³eklindedir. Bu durumda asal periyodu 2 olan noktalar

01 · 01 = · · · 010101 · 010101 · · · ve 10 · 10 = · · · 101010 · 101010 · · ·

olur. σ3(x) = x denkleminden asal periyodu 3 olan noktalar

x0x1x2 · x0x1x2 = · · ·x0x1x2x0x1x2 · x0x1x2x0x1x2 · · ·

formunda olup aç�k olarak

001 · 001 = · · · 001001001 · 001001001 · · ·

010 · 010 = · · · 010010010 · 010010010 · · ·

011 · 011 = · · · 011011011 · 011011011 · · ·

100 · 100 = · · · 100100100 · 100100100 · · ·

110 · 110 = · · · 110110110 · 110110110 · · ·

101 · 101 = · · · 101101101 · 101101101 · · ·

noktalar�d�r. σ4(x) = x denkleminden asal periyodu 4 olan noktalar

x0x1x2x3 · x0x1x2x3 = · · · x0x1x2x3x0x1x2x3 · x0x1x2x3x0x1x2x3 · · ·
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formunda olup bu noktalar a³a§�da belirtildi§i gibidir:

0001 · 0001 = · · · 00010001 · 00010001 · · ·

0011 · 0011 = · · · 00110011 · 00110011 · · ·

0111 · 0111 = · · · 01110111 · 01110111 · · ·

0010 · 0010 = · · · 00100010 · 00100010 · · ·

0100 · 0100 = · · · 01000100 · 01000100 · · ·

0110 · 0110 = · · · 01100110 · 01100110 · · ·

1000 · 1000 = · · · 10001000 · 10001000 · · ·

1100 · 1100 = · · · 11001100 · 11001100 · · ·

1001 · 1001 = · · · 10011001 · 10011001 · · ·

1011 · 1011 = · · · 10111011 · 10111011 · · ·

1101 · 1101 = · · · 11011101 · 11011101 · · ·

1110 · 1110 = · · · 11101110 · 11101110 · · ·

Genel olarak n bir do§al say� olmak üzere σn(x) = x denkleminden σ iki tara�� shift

dönü³ümünün n periyotlu noktalar� elde edilir. Bu noktalar�n genel formu

x0x1 · · ·xn−1 · x0x1 · · · xn−1 = · · ·x0x1 · · · xn−1 · x0x1 · · ·xn−1 · · ·

³eklinde olacakt�r. Buna göre iki tara�� shift dönü³ümünün periyodu n olan nokta-

lar�n�n kümesi

Pern(σ) = {x0x1 · · ·xn−1 · x0x1 · · ·xn−1 : xi ∈ {0, 1} , i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}}

³eklindedir.

Teorem 1.4.17. σ iki tara�� shift dönü³ümü Σ2
2 üzerinde bir homeomor�zmdir.

�spat. σ dönü³ümünün birebir oldu§unu gösterelim. x, y ∈ Σ2
2 için σ(x) = σ(y)

olsun. Yani

σ(· · ·x−2x−1 · x0x1 · · · ) = · · ·x−2x−1x0 · x1x2x3 · · ·

σ(· · · y−2y−1 · y0y1 · · · ) = · · · y−2y−1y0 · y1y2y3 · · ·

olup buradan

· · ·x−2x−1x0 · x1x2x3 · · · = · · · y−2y−1y0 · y1y2y3 · · ·

olur. O halde her i ∈ Z için xi = yi olup x = y'dir.
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σ dönü³ümünün örten oldu§unu gösterelim.

x = · · · x−2x−1 · x0x1 · · · ∈ Σ2
2

olsun.

σ(· · ·x−3x−2 · x−1x0x1 · · · ) = x

oldu§undan x ∈ σ (Σ2
2) olup σ dönü³ümü örtendir.

σ dönü³ümünün herhangi bir a ∈ Σ2
2 noktas�nda sürekli oldu§u gösterilsin. Her

ϵ > 0 için 1
2n−1 < ϵ olacak ³ekilde en az bir n ∈ N do§al say�s� vard�r. Bu durumda

δ =
1

2n

seçmek yeterlidir. x ∈ B(a, δ) ise d(a, x) < δ = 1
2n

oldu§undan Teorem 1.4.14'den

|i| ≤ n için xi = ai olur. Böylece

a = · · · a−n−1a−n · · · a−2a−1 · a0a1 · · · anan+1 · · ·

x = · · ·x−n−1a−n · · · a−2a−1 · a0a1 · · · anxn+1 · · ·

olarak yaz�labilir.

σ(a) = · · · a−n−1a−n · · · a−2a−1a0 · a1a2 · · · anan+1 · · ·

σ(x) = · · ·x−n−1a−n · · · a−2a−1a0 · a1a2 · · · anxn+1 · · ·

olup Teorem 1.4.14'den

d (σ(a), σ(x)) ≤ 1

2n−1
< ϵ

oldu§undan shift dönü³ümü Σ2
2 üzerinde sürekli bir fonksiyondur. Benzer ³ekilde

σ−1 : Σ2
2 → Σ2

2,

σ−1(· · ·x−3x−2x−1 · x0x1x2 · · · ) = · · · x−3x−2 · x−1x0x1x2 · · ·

fonksiyonunun sürekli oldu§u gösterilir. Sonuç olarak σ shift dönü³ümü Σ2
2 üzerinde

bir homeomor�zmdir.

Teorem 1.4.18. σ iki tara�� shift dönü³ümü Touhey özelli§ine sahiptir.

�spat. U, V ⊂ Σ2
2 bo³tan farkl� aç�k kümeler ve x ∈ U , y ∈ V olsun. Bu durumda

B(x, ϵ) ⊂ U ve B(y, ϵ) ⊂ V olacak ³ekilde ϵ > 0 say�s� vard�r. Ayr�ca 1
2n−1 < ϵ olacak

³ekilde bir n ∈ N do§al say�s� bulunabilir. Özel olarak

p = · · ·x−n · · ·xny−n · · · ynx−n · · ·x−1 · x0 · · ·xny−n · · · ynx−n · · · xn · · ·
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noktas� al�ns�n. Dikkat edilirse p noktas� periyodu 2(2n+ 1) olan bir periyodik nok-

tad�r. Ayr�ca Teorem 1.4.14'den

d(x, p) ≤ 1

2n−1
< ϵ

olup p ∈ B(x, ϵ) oldu§u görülmektedir. Benzer olarak m = 2n+ 1 için

σm(p) = · · · y−n · · · ynx−n · · ·xny−n · · · y−1 · y0 · · · ynx−n · · · xny−n · · · yn · · ·

olup

d(y, σm(p)) ≤ 1

2n−1
< ϵ

oldu§undan σm(p) ∈ B(y, ϵ) oldu§u görülür. Böylece p ∈ U periyodik noktas� için

σm(p) ∈ V olup bu ise σ iki tara�� shift dönü³ümünün Touhey özelli§ine sahip

oldu§unu gösterir.

Sonuç 1.4.19. σ iki tara�� shift dönü³ümü kaotiktir.

Teorem 1.4.20. f : X → X homeomor�zmi kaotik ise f−1 : X → X fonksiyonu

da kaotiktir.

�spat. Önce topolojik geçi³kenli§i gösterelim. Bo³tan fakl� U, V ⊂ X aç�k kümeleri

verilsin. f kaotik oldu§undan fk(U) ∩ V ̸= ∅ olacak ³ekilde bir k ∈ N do§al say�s�

vard�r. f sürekli ve V aç�k küme oldu§undan f−k(V ) aç�kt�r. Buna göre

fk(U) ∩ V ̸= ∅ ⇒ U ∩ f−k(V ) ̸= ∅

ve f−k = (f−1)
k oldu§undan, f−1 fonksiyonu topolojik geçi³kendir.

�imdi periyodik noktalar kümesinin yo§unlu§unu gösterelim. Bo³ kümeden farkl�

herhangi bir U ⊂ X aç�k kümesini alal�m. Per(f) = X oldu§undan fp(x) = x olacak

³ekilde bir p ∈ N do§al say�s� ve x ∈ U periyodik noktas� vard�r. f homeomor�zm

oldu§undan x = f−p(x) olup Per(f−1) = X oldu§u görülür. Dolay�s�yla f−1 fonksi-

yonu kaotiktir.

Sonuç 1.4.21. σ−1 : Σ2
2 → Σ2

2,

σ−1(· · ·x−3x−2x−1 · x0x1x2 · · · ) = · · ·x−4x−3x−2 · x−1x0x1x2 · · ·

fonksiyonu da kaotiktir.
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Örnek 1.4.22. a, b ∈ R verilsin, T1, T2, T3 : R2 → R2,

T1(x, y) =
(
x, 1− ax2 + y

)
T2(x, y) = (bx, y)

T3(x, y) = (y, x)

olmak üzere Tab = T : R2 → R2

T (x, y) = T3 ◦ T2 ◦ T1(x, y)

³eklinde tan�mlanan fonksiyonuna �Henon Dönü³ümü" ad� verilir [18]. Ayr�ca He-

non dönü³ümün bir homeomor�zmdir. Bu fonksiyon Tab veya herhangi bir kar�³�kl�k

yaratmayacaksa T ³eklinde gösterilir. Henon dönü³ümü daha aç�k olarak

T (x, y) =
(
1− ax2 + y, bx

)
³eklinde ifade edilebilir. E : R2 → R2,

E(x, y) =
(
ax,

a

b
y
)

olsun. H : R2 → R2,

H(x, y) = (a+ by − x2, x)

olmak üzere

E ◦ T = H ◦ E

oldu§u gösterilsin. Her (x, y) ∈ R2 için

E ◦ T (x, y) = E(T (x, y)) = E(1− ax2 + y, bx) = (a− a2x2 + ay, ax)

ve

H ◦ E(x, y) = H(E(x, y)) = H
(
ax,

a

b
y
)
= (a+ ay − a2x2, ax)

olup T ile H dönü³ümleri E dönü³ümü yard�m�yla topolojik e³leniktir. Devaney ve

Nitecki, Henon dönü³ümünün iki tara�� shift dönü³ümü ile topolojik e³lenik oldu§unu

ispatlam�³t�r [13]. Böylece Henon dönü³ümünün belirli parametre de§erleri için ka-

otik oldu§u sonucuna var�lm�³t�r. Özel olarak a = 1.4 ve b = 0.3 parametre de§erleri

için Henon dönü³ümününün atraktörü �ekil 1.2'de gösterilmi³tir. Henon dönü³ümü

ile ilgili detayl� bilgi için Bkz. [13,18]. Ayr�ca Henon dönü³ümünün tersi olan fonk-

siyon

H−1 (x, y) =

(
y,
x+ y2 − a

b

)
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�ekil 1.2. Henon dönü³ümünün atraktörü

Teorem 1.4.20 gere§ince kaotiktir.
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2. D�NAM�K S�STEMLERDEK� BAZI KAVRAMLARIN B�RB�RLE-

R�YLE OLAN �L��K�LER�

Kesikli dinamik sistemler teorisinde topolojik geçi³kenlik çok s�k kullan�lan bir

kavramd�r. Özellikle kaotik bir dinamik sistemin topolojik geçi³kenlik özelli§ine sa-

hip olmas� bunun bir sebebidir. Bu nedenle topolojik geçi³kenlik bir fonksiyonunun

dinami§i aç�s�ndan oldukça önemlidir. Topolojik geçi³kenli§e alternatif olacak ³e-

kilde baz� yeni kavramlar tan�mlanm�³ ve bu kavramlar�n detayl� incelemeleri çe³itli

çal�³malarda yer alm�³t�r, Bkz. [1, 2, 5, 8, 10, 19, 20, 23, 26]. Bu bölümün amac� ke-

sikli dinamik sistem teorisindeki baz� kavramlar�n hem kendileriyle hem de di§er

kavramlarla olan ili³kilerini incelemektir.

2.1. Topolojik Geçi³kenli§in Denk Tan�mlar�

Topolojik geçi³kenlik kavram�na denk olan üç adet özellik verilecektir. Bunlar�n

ilki ad�m kümelerinden yararlan�larak verilecektir. Bir di§er özellik De§irmenci ve

Koçak taraf�ndan incelenen yo§un yörünge ve topolojik geçi³kenlik aras�ndaki ili³-

kiden meydana gelmektedir, Bkz. [10]. Son verilecek olan özellik ise bir topolojinin

taban�yla ilgilidir.

Teorem 2.1.1 ( [16]). f : X → X fonksiyonu verilsin. Bu durumda bo³tan farkl�

her U, V ⊂ X aç�k kümeleri için a³a§�dakiler denktir:

(i) f topolojik geçi³kendir.

(ii) U ∩ f−n(V ) ̸= ∅ olacak ³ekilde bir n ∈ N vard�r.

(iii) N(U, V ) ̸= ∅ dir.

�spat. (i)⇒(ii) f fonksiyonu topolojik geçi³ken oldu§undan fn(U) ∩ V ̸= ∅ olacak

³ekilde n ∈ N vard�r. Bu durumda bir x ∈ U için fn(x) ∈ V olup x ∈ f−n(V )

oldu§undan istenilen görülür.

(ii)⇒(iii) Bir n ∈ N için U ∩f−n(V ) ̸= ∅ olsun. Bu durumda bir x ∈ U ∩f−n(V )

için fn(x) ∈ fn(U) ve fn(x) ∈ V olaca§�ndan fn(U)∩V ̸= ∅ olup N(U, V ) ̸= ∅ olur.

(iii)⇒(i) E§er N(U, V ) ̸= ∅ ise

N(U, V ) = {n ∈ N : fn(U) ∩ V ̸= ∅} ≠ ∅

olup f fonksiyonunun topolojik geçi³ken oldu§u görülmektedir.
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Tan�m 2.1.2. X topolojik uzay�n�n herhangi bir U ⊂ X bo³tan farkl� aç�k kümesinin

hiçbir sonlu alt kümesi U içinde yo§un olmuyorsa X uzay�na thick uzay ad� verilir

[10].

Önerme 2.1.3. X thick uzay olmak üzere f : X → X fonksiyonu yo§un yörüngeye

sahipse f fonksiyonu topolojik geçi³kendir [10].

Önerme 2.1.4. X tam metrik uzay�n�n say�labilir bir taban� mevcut olmak üzere

f : X → X sürekli fonksiyonu topolojik geçi³ken olsun. Bu durumda X uzay�nda

yörüngesi yo§un olan bir nokta vard�r [10].

Önerme 2.1.5. X say�labilir tabanl�, thick, tam metrik uzay ve f : X → X sürekli

fonksiyon olmak üzere f fonksiyonunun topolojik geçi³ken olmas� için gerek ve yeter

ko³ul f fonksiyonunun yo§un yörüngeye sahip olmas�d�r [10].

Teorem 2.1.6. f : X → X bir fonksiyon ve B ailesi X üzerindeki topolojinin bir

taban� olsun. f fonksiyonunun topolojik geçi³ken olmas� için gerek ve yeter ko³ul her

B1, B2 ∈ B için fn(B1) ∩B2 ̸= ∅ olacak ³ekilde bir n ∈ N do§al say�s�n�n olmas�d�r.

�spat. (⇒) Taban elemanlar� aç�k küme oldu§undan istenilen görülmektedir.

(⇐) Bo³tan farkl� U, V ⊂ X aç�k kümeleri verilsin. B ailesi X üzerindeki to-

polojinin bir taban� oldu§undan, Bi ⊂ U ve Bj ⊂ V olacak ³ekilde Bi, Bj ∈ B

vard�r. Hipotez gere§i fn(Bi)∩Bj ̸= ∅ olacak ³ekilde bir n ∈ N vard�r. Bu durumda

fn(U) ∩ V ̸= ∅ olup f fonksiyonu topolojik geçi³kendir.

2.2. Topolojik Geçi³kenlik ve Zay�f Geçi³kenlik �li³kisi

Topolojik geçi³kenlik özelli§i baz� fonksiyonlar için kuvvetli bir özellik olabilir.

Mesela R üzerinde standart metrik uzay dikkate al�nd�§�nda I ⊂ R aral�§�ndan ken-

dine tan�ml� sürekli bir f fonksiyonu topolojik geçi³kense hem ba³lang�ç ³artlar�na

hassas ba§�ml�d�r hem de periyodik noktalar� yo§undur (Bkz. [25]). Wang, Yin ve

Yan [26]'da topolojik geçi³kenli§in daha zay��at�lm�³ bir versiyonu olan zay�f ge-

çi³kenlik tan�m�n� vermi³tir. Her ne kadar topolojik geçi³kenli§in zay�f geçi³kenli§i

gerektirdi§i ifade edilmi³ olsa da bu tezde bu durum bir teorem olarak verilecek ve

ispat edilecektir.

Teorem 2.2.1. (X, d) say�labilir tabanl�, thick, tam metrik uzay ve f : X → X

sürekli fonksiyon olmak üzere, f topolojik geçi³kense zay�f geçi³kendir.
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�spat. Key� x, y ∈ X, ϵ > 0 ve M ∈ N verilsin. Önerme 2.1.5'den Orbf (z) = X ola-

cak ³ekilde bir z ∈ X vard�r. Bu durumdam = n = 1 olmak üzere d(f(x), fk(z)) < ϵ

ve d(f(y), f l(z)) < ϵ olacak ³ekilde k, l ∈ N vard�r. E§er l − k > M ise ispat biter.

l − k ≤ M olsun. X thick metrik uzay oldu§undan, X uzay�nda bo³ olmayan aç�k

bir kümeden sonlu nokta ç�kar�lmas� durumunda olu³an küme bo³tan farkl� ve aç�k-

t�r. Buna göre B1 = B(f(y), ϵ)− {f l(z)} bo³tan farkl� aç�k küme olup z noktas�n�n

yörüngesi uzayda yo§un oldu§undan f l1(z) ∈ B1 olacak ³ekilde bir l1 ∈ N vard�r.

E§er l1 − k > M ise ispat biter. Aksi halde benzer ³ekilde B2 = B1 − {f l1(z)}

kümesi için f l2(z) ∈ B2 olacak ³ekilde l2 ∈ N vard�r. l2 − k > M durumunda ispat

biter. Aksi halde bu yöntemle devam edilirse yeterince büyük bir lr ∈ N do§al say�s�

d(f(y), f lr(z)) < ϵ ve lr−k > M olacak ³ekilde bulunabilir. Dolay�s�yla f fonksiyonu

zay�f geçi³kendir.

Block ve Coppel [7]'de (s. 155) kompakt metrik uzaylarda topolojik geçi³kenli§in

yo§un yörüngenin varl�§�na denk oldu§unu göstermi³tir. Buradan a³a§�daki sonuç

ç�kmaktad�r.

Sonuç 2.2.2. (X, d) thick, kompakt metrik uzay ve f : X → X sürekli fonksiyon

olmak üzere, f topolojik geçi³kense zay�f geçi³kendir.

2.3. Leo Özelli§i Üzerine

Teorem 2.3.1. f : X → X fonksiyonu leo ise topolojik kar�³t�rmad�r.

�spat. U, V ⊂ X, U, V ̸= ∅ aç�k olsun. f leo oldu§undan her n ≥ n0 için fn(U) = X

olacak ³ekilde bir n0 ∈ N do§al say�s� vard�r. O halde her n ≥ n0 için fn(U)∩V ̸= ∅

olup f topolojik kar�³t�rmad�r.

Uyar� 2.3.2. X bir metrik uzay olsun. E§er f : X → X homeomor�zm ise f leo

özelli§ine sahip olamaz, gösterelim. Varsayal�m ki f leo özelli§ine sahip olsun. x ̸= y

olmak üzere x, y ∈ X alal�m. X metrik uzay oldu§undan

x ∈ U1 , y ∈ U2 ve U1 ∩ U2 = ∅

olacak ³ekilde U1, U2 ⊂ X aç�k kümeleri vard�r. f leo oldu§undan öyle n1 ve n2

do§al say�lar� vard�r ki k ≥ n1 ve m ≥ n2 iken fk(U1) = X ve fm(U2) = X olur.

n0 = max{n1, n2} seçilirse n ≥ n0 için fn(U1) = fn(U2) = X olacakt�r. Bu durumda
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key� bir z ∈ X için

fn(x′) = fn(y′) = z

olacak ³ekilde x′ ∈ U1 ve y′ ∈ U2 vard�r. f homeomor�zm oldu§undan x′ = y′

olmal�d�r. Fakat bu U1 ∩ U2 = ∅ olmas� ile çeli³ti§inden f fonksiyonu leo özelli§ine

sahip olamaz.

Sonuç 2.3.3. σ iki tara�� shift dönü³ümü Teorem 1.4.17'den dolay� homeomor�zm

oldu§u için leo özelli§ine sahip de§ildir. Yani σ dönü³ümü leo olmayan kaotik bir

fonksiyondur. Benzer durum Henon dönü³ümü için de geçerlidir.

2.4. Topolojik Kar�³t�rma ve Zay�f Kar�³t�rma �li³kisi

Teorem 2.4.1. f : X → X fonksiyonunun zay�f kar�³t�rma olmas� için gerek ve

yeter ko³ul bo³tan farkl� her U1, U2, V1, V2 ⊂ X aç�k kümesi için

N(U1, V1) ∩N(U2, V2) ̸= ∅

olmas�d�r [16].

�spat. Bo³tan farkl� ve aç�k herhangi iki U, V ⊂ X×X alt kümeleri için, U1×U2 ⊂ U

ve V1 × V2 ⊂ U olacak ³ekilde U1, U2, V1, V2 ⊂ X aç�k alt kümeleri vard�r. f × f

fonksiyonunun topolojik geçi³ken oldu§undan

(f × f)k(U1 × U2) ∩ (V1 × V2) ̸= ∅ (2.1)

olacak ³ekilde bir k do§al say�s� vard�r. Bu durumda

(f × f)k(U1 × U2) ∩ (V1 × V2) = (fk(U1) ∩ V1)× (fk(U2) ∩ V2) ̸= ∅

olup, fk(U1) ∩ V1 ̸= ∅ ve fk(U2) ∩ V2 ̸= ∅ d�r. Dolay�s�yla k ∈ N(U1, V1) ∩N(U2, V2)

olup istenilen görülür.

Tersine k ∈ N(U1, V1)∩N(U2, V2) ise bu durumda (2.1) kolayca görülür. Böylece

f × f topolojik geçi³ken olup f zay�f kar�³t�rmad�r.

Teorem 2.4.2. f : X → X fonksiyonu topolojik kar�³t�rma ise zay�f kar�³t�rmad�r.

�spat. U1, U2, V1, V2 ⊂ X bo³tan farkl� ve aç�k alt kümeleri verilsin. f topolojik

kar�³t�rma oldu§undan öyle bir n1 do§al say�s� için n ≥ n1 iken fn(U1) ∩ V1 ̸= ∅

olur. Benzer ³ekilde bir n2 do§al say�s� için n ≥ n2 iken fn(U2) ∩ V2 ̸= ∅ olur.

k = max{n1, n2} dersek fk(U1) ∩ V1 ̸= ∅ ve fk(U2) ∩ V2 ̸= ∅ olur. Dolay�s�yla

k ∈ N(U1, V1) ∩N(U2, V2) olup Teorem 2.4.1'den istenilen görülür.
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2.5. Zay�f Kar�³t�rma ve Total Geçi³kenlik �li³kisi

Zay�f kar�³t�rma özelli§i total geçi³kenli§i gerektiren bir durumdur. Ancak bunu

görmek o kadar aç�k de§ildir. Bu nedenle önce 4�Aç�k Özelli§i ve Furstenberg Te-

oremi verilecektir. Bu teoremlerin sonucu olarak zay�f kar�³t�rma ve total geçi³kenlik

ili³kisi belirtilecektir. Bu ili³ki bir sonraki bölümde görülece§i üzere kaotik fonksi-

yonlar için oldukça önemlidir.

Teorem 2.5.1 (4�Aç�k Özelli§i [16]). f : X → X sürekli fonksiyonu verilsin,

U1, U2, V1, V2 ⊂ X bo³ olmayan key� aç�k alt kümeler olsun.

(a) E§er f ile de§i³meli bir g : X → X sürekli fonksiyonu için

g(U1) ∩ U2 ̸= ∅ ve g(V1) ∩ V2 ̸= ∅

ise

N(U ′
1, V

′
1) ⊂ N(U2, V2) ve N(V ′

1 , U
′
1) ⊂ N(V2, U2)

olacak ³ekilde bo³tan farkl� ve aç�k U ′
1 ⊂ U1 ve V ′

1 ⊂ V1 alt kümeleri vard�r.

(b) f topolojik geçi³ken ve N(U1, U2)∩N(V1, V2) ̸= ∅ ise N(U1, V1)∩N(U2, V2) ̸= ∅

d�r.

�spat. (a) g sürekli fonksiyon oldu§undan, g−1(U2) ve g−1(V2) aç�k küme olup hipo-

tezden U1 ∩ g−1(U2) ̸= ∅ ve V1 ∩ g−1(V2) ̸= ∅ aç�k kümelerdir. O halde

U ′
1 ⊂ U1 ∩ g−1(U2)

olcak ³ekilde U ′
1 aç�k kümesi vard�r. Benzer ³ekilde

V ′
1 ⊂ V1 ∩ g−1(V2)

olacak ³ekilde bir V ′
1 aç�k kümesi de vard�r. Bu durumda

U ′
1 ⊂ U1 ve g(U ′

1) ⊂ U2

ve

V ′
1 ⊂ V1 ve g(V ′

1) ⊂ V2

dir. n ∈ N(U ′
1, V

′
1) ise f

n(x0) ∈ V ′
1 olacak ³ekilde bir x0 ∈ U ′

1 vard�r. g(U ′
1) ⊂ U2

oldu§undan x0 ∈ U ′
1 için g(x0) ∈ U2 olur. g(V ′

1) ⊂ V2 oldu§undan g (fn(x0)) ∈ V2

olup hipotez gere§i

fn (g(x0)) = g (fn(x0)) .
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Böylece fn (g(x0)) ∈ V2 elde edilip n ∈ N(U2, V2) olur. Dolay�s�yla

N(U ′
1, V

′
1) ⊂ N(U2, V2)

elde edilir (Bkz. �ekil 2.1).

�ekil 2.1. N(U ′
1, V

′
1) ⊂ N(U2, V2)

Benzer ³ekilde k ∈ N(V ′
1 , U

′
1) ise fk(y0) ∈ U ′

1 olcak ³ekilde bir y0 ∈ V ′
1 var-

d�r. g(V ′
1) ⊂ V2 oldu§undan y0 ∈ V ′

1 için g(y0) ∈ V2 dir. g(U ′
1) ⊂ U2 oldu§undan

g
(
fk(y0)

)
∈ U2 olup hipotezden

fk (g(y0)) = g
(
fk(y0)

)
oldu§undan fk (g(y0)) ∈ U2 olur. Yani k ∈ N(V2, U2) olaca§�ndan

N(V ′
1 , U

′
1) ⊂ N(V2, U2)

oldu§u görülür (Bkz. �ekil 2.2).

(b) f topolojik geçi³ken ve N(U1, U2) ∩N(V1, V2) ̸= ∅ olsun. Bu durumda bir

n ∈ N(U1, U2) ∩N(V1, V2)

için (a)'dan g = fn olarak tan�mlan�rsa istenilen görülür.

Teorem 2.5.2 (Furstenberg [16]). f : X → X sürekli fonksiyonu zay�f kar�³t�rma

ise her n > 1 do§al say�s� için

f×n = f × · · · × f : Xn → Xn

fonksiyonu topolojik geçi³kendir. Yani zay�f kar�³t�rma olan sürekli bir fonksiyonun

kendisiyle n defa kartezyen çarp�m� olan fonksiyon topolojik geçi³kendir.
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�ekil 2.2. N(V ′
1 , U

′
1) ⊂ N(V2, U2)

�spat. n = 2 için zay�f kar�³t�rma tan�m� gere§i f × f topolojik geçi³kendir.

f×n = f × · · · × f

fonksiyonu topolojik geçi³ken olsun. f×(n+1) = f×· · ·×f×f fonksiyonunun topolojik

geçi³ken oldu§unu görmek için Teorem 2.1.1'den i = 1, 2, . . . , n + 1 olmak üzere

bo³tan farkl� ve aç�k olan her Ui, Vi ⊂ X için
n+1⋂
i=1

N(Ui, Vi) ̸= ∅ (2.2)

oldu§unu göstermek yeterli olacakt�r. f zay�f kar�³t�rma oldu§undan

fm(Un) ∩ Un+1 ̸= ∅ ve fm(Vn) ∩ Vn+1 ̸= ∅

olacak ³ekilde bir m ∈ N vard�r. f sürekli ve her i için Ui, Vi aç�k küme oldu§undan

f−m(Un+1) ve f−m(Vn+1) aç�k kümedir. Bu durumda

U ′
n ⊂ Un ∩ f−m(Un+1) ve V ′

n ⊂ Vn ∩ f−m(Vn+1)

olacak ³ekildeki U ′
n, V

′
n aç�k kümelerini alal�m. f×n topolojik geçi³ken oldu§undan

k ∈
n−1⋂
i=1

N(Ui, Vi) ∩N(U ′
n, V

′
n)

olacak ³ekilde bir k ∈ N vard�r. Bu ise asl�nda

k ∈
n⋂

i=1

N(Ui, Vi)

anlam�na gelmektedir. Amac�m�z ise k ∈ N(Un+1, Vn+1) oldu§unu gösterip (2.2)'yi

elde etmektir. Teorem 2.5.1'den bir x ∈ U ′
n için fk(x) ∈ V ′

n ve V ′
n ⊂ f−m(Vn+1)
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oldu§undan fm
(
fk(x)

)
∈ Vn+1 olur. Üstelik x ∈ U ′

n için fm(x) ∈ Un+1 olup

fk (fm(x)) = fm
(
fk(x)

)
oldu§undan k ∈ N(Un+1, Vn+1) oldu§u görülür (Bkz. �ekil 2.3). Böylece istenilen

sonuca var�l�r.

�ekil 2.3. Furstenberg Teoreminin ispat� için bir gösterim

Sonuç 2.5.3. f : X → X sürekli fonksiyonu zay�f kar�³t�rma ise her n ∈ N için

f×n = f × · · · × f : Xn → Xn

fonksiyonu zay�f kar�³t�rmad�r. Yani zay�f kar�³t�rma olan her sürekli fonksiyonun

kendisiyle n defa kartezyen çarp�m� olan fonksiyon da zay�f kar�³t�rma olur.

Teorem 2.5.4. f : X → X sürekli fonksiyonu zay�f kar�³t�rma ise her n ∈ N için

fn : X → X fonksiyonu da zay�f kar�³t�rmad�r [16].

�spat. Bo³tan farkl� U1, U2, V1, V2 ⊂ X aç�k alt kümeler ve n ∈ N olsun. fn fonksi-

yonunun zay�f kar�³t�rma oldu§unu gösterelim. Bunun için

fnq(U1) ∩ V1 ̸= ∅ ve fnq(U2) ∩ V2 ̸= ∅

olacak ³ekilde bir q ∈ N bulunmal�d�r. Teorem 2.5.2'den f×2n topolojik geçi³kendir.

Buna göre

U = U1 × f−1(U1)× · · · × f−n+1(U1)× U2 × f−1(U2)× · · · × f−n+1(U2)

V = V1 × V1 × · · · × V1 × V2 × V2 × · · · × V2
(2.3)
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olacak ³ekilde U, V ⊂ X2n aç�k kümelerini alal�m. f×2n topolojik geçi³ken oldu§un-

dan (
f×2n

)k
(U) ∩ V ̸= ∅ (2.4)

olacak ³ekilde bir k do§al say�s� mevcuttur. Bir q > 0 ve 0 ≤ r ≤ n−1 için k = nq+r

olarak yaz�labilir. (2.3) ve (2.4)'den

∅ ≠
(
f×2n

)k
(U) ∩ V

=
(
f×2n

)k
(U1 × f−1(U1)× · · · × f−n+1(U1)× U2 × f−1(U2)× · · · × f−n+1(U2))

∩ (V1 × V1 × · · · × V1 × V2 × V2 × · · · × V2)

= (fk(U1) ∩ V1)× (fk−1(U1) ∩ V1)× · · · × (fk−n+1(U1) ∩ V1)×

(fk(U2) ∩ V2)× (fk−1(U2) ∩ V2)× · · · × (fk−n+1(U2) ∩ V2)

elde edilir. Bu durumda r = 0, 1, . . . , n − 1 olmak üzere fk−r(U1) ∩ V1 ̸= ∅ ve

fk−r(U2)∩V2 ̸= ∅ olur. Üstelik her r için fk−r(U1) = fnq(U1) ve fk−r(U2) = fnq(U2)

oldu§undan,

fnq(U1) ∩ V1 ̸= ∅ ve fnq(U2) ∩ V2 ̸= ∅

oldu§u görülür. Böylece her n ∈ N için fn fonksiyonunun zay�f kar�³t�rma oldu§u

sonucuna var�l�r.

Sonuç 2.5.5. f : X → X sürekli fonksiyonu zay�f kar�³t�rma ise f total geçi³kendir.

Yani her n ∈ N için fn topolojik geçi³kendir.

2.6. Kaotik Bir Fonksiyonun Bile³keleri

Bir f fonksiyonu kaotik ise her n ∈ N için fn fonksiyonu kaotik olur mu so-

rusu ak�la gelen bir sorudur. Ancak bu durum genelde do§ru de§ildir. Bu sorunun

cevab� için zay�f kar�³t�rma kavram� önemlidir. Zay�f kar�³t�rman�n gerektirdi§i baz�

durumlardan yararlanarak zay�f kar�³t�rma olan her sürekli f kaotik fonksiyonu için

fn fonksiyonunun kaotik oldu§u sonucuna var�lm�³t�r. Bu soru Elaydi taraf�ndan

(Bkz. [15]) sorulmu³ ve bu tez çal�³mas�nda genel bir ispat yap�lmaya çal�³�lm�³t�r.

Bu durumun tersi ise daha kolay bir ³ekilde gösterilmektedir.

Teorem 2.6.1. X sonsuz elemanl� bir metrik uzay, f : X → X sürekli fonksiyonu

kaotik ve zay�f kar�³t�rma olsun. Bu durumda her n ∈ N için fn fonksiyonu da

kaotiktir.
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�spat. f zay�f kar�³t�rma oldu§undan Sonuç 2.5.5 gere§i f fonksiyonu total geçi³-

kendir. Yani her n ∈ N için fn fonksiyonu topolojik geçi³kendir. �imdi periyodik

noktalar�n yo§unlu§unu gösterelim. Bo³ kümeden farkl� key� bir U ⊂ X aç�k kü-

mesini alal�m. f kaotik oldu§undan f fonksiyonunun periyodik noktalar�n�n kümesi

X'de yo§un olup fk(p) = p olacak ³ekilde bir p ∈ U , k ∈ N vard�r. n ∈ N olmak

üzere

(fn)k (p) =
(
fk

)n
(p) = fk ◦ · · · ◦ fk(p) = p

oldu§undan p noktas� fn fonksiyonununda k periyotlu noktas� olaca§�ndan fn fonk-

siyonunun periyodik noktalar�n�n kümesi X içinde yo§undur. Dolay�s�yla Teorem

1.1.11'den her n ∈ N için fn fonksiyonu kaotiktir.

Teorem 2.6.2. X sonsuz elemanl� bir metrik uzay ve f : X → X sürekli fonksiyonu

verilsin. n ∈ N olmak üzere fn : X → X fonksiyonu kaotik ise f fonksiyonu da

kaotiktir.

�spat. fn topolojik geçi³ken oldu§undan bo³tan farkl� her U, V ⊂ X aç�k kümeleri

için (fn)k(U)∩ V ̸= ∅ olacak ³ekilde bir k ∈ N vard�r. Bu durumda fnk(U)∩ V ̸= ∅

olaca§�ndan f fonksiyonu topolojik geçi³kendir. p ∈ X noktas� fn fonksiyonunun

m periyotlu noktas� ise bu p noktas� ayn� zamanda f fonksiyonunun mn periyotlu

noktas�d�r. fn fonksiyonunun periyodik noktalar�n�n kümesi X uzay�nda yo§un ol-

du§undan f fonksiyonunun da periyodik noktalar�n�n kümesi X uzay�nda yo§un

olacakt�r. Dolay�s�yla Teorem 1.1.11'den f kaotik bir fonksiyondur.

2.7. Zay�f Kar�³t�rman�n Denk Kavramlar�

Zay�f kar�³t�rma özelli§ine denk bir kavram Teorem 2.4.1 ile 4 aç�k kümeyle ili³ki-

lendirerek sunulmu³tur. �imdi s�ras�yla inceleyece§imiz iki teorem ile zay�f kar�³t�r-

man�n denkli§ini önce 3 sonra 2 aç�k küme yard�m�yla ifade edece§iz. Bunun sonucu

olarak bir fonksiyonun total geçi³ken ve kaotik olmas� durumunda zay�f kar�³t�rma

olmas� için yeterli oldu§unu gösteren yeni bir teorem ortaya konulacakt�r.

Teorem 2.7.1. f : X → X sürekli fonksiyonunun zay�f kar�³t�rma olmas� için gerek

ve yeter ko³ul bo³tan farkl� her U, V1, V2 ⊂ X aç�k kümesi için

N(U, V1) ∩N(U, V2) ̸= ∅

olmas�d�r [16].
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�spat. U×U, V1×V2 ⊂ X×X bo³tan farkl� key� aç�klar� için N(U, V1)∩N(U, V2) ̸= ∅

oldu§u kolayca görülür.

Tersine, f fonksiyonunun zay�f kar�³t�rma oldu§unu göstermek için Teorem 2.4.1

kullan�l�r. Yani bo³ olmayan herhangi U1, U2, V1, V2 ⊂ X aç�k kümeleri verildi§inde

N(U1, V1) ∩N(U2, V2) ̸= ∅ oldu§unu göstermek yeterlidir. Varsay�mdan

N(U1, U2) ∩N(U1, V2) ̸= ∅

olup n ∈ N(U1, U2) ∩N(U1, V2) alal�m. f sürekli ve Ui, Vi aç�k kümeler oldu§undan

U1 ∩ f−n(U2) aç�k küme olup bu kümeye U diyelim. Hipotez tekrar kullan�l�rsa

N(U, V1) ∩N(U, f−n(V2)) ̸= ∅

olur. m ∈ N(U, V1) ∩N(U, f−n(V2)) ise en az bir x ∈ U için fm(x) ∈ f−n(V2) olup

fm (fn(x)) ∈ V2 (2.5)

dir. Üstelik x ∈ U noktas� için fn(x) ∈ U2 olup (2.5)'den m ∈ N(U2, V2) oldu§u

görülür. Benzer ³ekilde en az bir y ∈ U için fm(y) ∈ V1 olup U = U1 ∩ f−n(U2)

oldu§undan m ∈ N(U1, V1) elde edilir. Böylece N(U1, V1) ∩ N(U2, V2) ̸= ∅ olup

Teorem 2.4.1 gere§i f fonksiyonunun zay�f kar�³t�rma oldu§u gösterilmi³tir.

Teorem 2.7.2. f : X → X sürekli fonksiyonunun zay�f kar�³t�rma olmas� için gerek

ve yeter ko³ul bo³tan farkl� her U, V ⊂ X aç�k kümesi için

N(U,U) ∩N(U, V ) ̸= ∅

olmas�d�r [16].

�spat. Gerek ko³ul kolayca görülür. Yeter ko³ul için Teorem 2.7.1. kullan�l�r. Bo³ kü-

meden farkl� U, V1, V2 ⊂ X aç�k kümeleri verilsin. HipotezdenN(U,U)∩N(U, V1) ̸= ∅

olup fn(U) ∩ V1 ̸= ∅ olacak ³ekilde bir n ∈ N(U,U) ∩N(U, V1) vard�r. f sürekli ve

V1, V2 aç�k küme oldu§undan f−n(V1), f
−n(V2) aç�k küme olup

U1 = U ∩ f−n(V1)

olsun. Hipotez tekrar uygulan�rsa

N(U1, U1) ∩N(U1, f
−n(V2)) ̸= ∅

olur. m ∈ N(U1, U1) ∩N(U1, f
−n(V2)) alal�m. Bu durumda

x ∈ U1 ⇒ fm(x) ∈ U1 ⇒ fm(x) ∈ f−n(V1) ⇒ fm+n(x) ∈ V1
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olacak ³ekilde bir x ∈ U1 noktas� vard�r. Böylece

m+ n ∈ N(U, V1) (2.6)

olur. Benzer ³ekilde

y ∈ U1 ⇒ fm(y) ∈ f−n(V2) ⇒ fm+n(y) ∈ V2

olacak ³ekilde bir y ∈ U1 noktas� mevcut oldu§undan

m+ n ∈ N(U, V2) (2.7)

olup (2.6) ve (2.7) bize N(U, V1) ∩N(U, V2) ̸= ∅ sonucunu verir. Bu ise f fonksiyo-

nunun zay�f kar�³t�rma olmas� için yeterlidir.

Teorem 2.7.3. f : X → X fonksiyonu kaotik ve total geçi³ken ise f zay�f kar�³t�r-

mad�r.

�spat. U, V ⊂ X bo³tan fakl� herhangi iki aç�k küme olsun. f fonksiyonu kaotik

oldu§undan f fonksiyonunun periyodik noktalar�n�n kümesi X içinde yo§undur. Bu

durumda fk(p) = p olacak ³ekilde bir k ∈ N do§al say�s� ve p ∈ U periyodik noktas�

vard�r. Her n ∈ N do§al say�s� için

fkn(p) =
(
fk

)n
(p) = fk ◦ · · · ◦ fk(p) = p

olup kn ∈ N(U,U) olur. f total geçi³ken oldu§undan fk fonksiyonu topolojik geçi³-

kendir. Buna göre en az bir n ∈ N için

fkn(U) ∩ V ̸= ∅

olaca§�ndan kn ∈ N(U, V ) elde edilir. Böylece N(U,U) ∩N(U, V ) ̸= ∅ olup Teorem

2.7.2'den f fonksiyonunun zay�f kar�³t�rma oldu§u görülür.

Sonuç 2.7.4. f : X → X fonksiyonu kaotik ve total geçi³ken ise her n ∈ N için fn

zay�f kar�³t�rmad�r.
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3. KAR�IT ÖRNEKLER

Bu bölümde, bir önceki bölümde elde edilen sonuçlara kar³�t örnekler olu³turul-

mu³ ve s�rayla incelenmi³tir.

3.1. Zay�f Geçi³ken Olan Topolojik Geçi³ken veya Yo§un Yörüngesi Ol-

mayan Fonksiyonlar

�lk önce zay�f geçi³ken olup topolojik geçi³ken olmayan, sonra zay�f geçi³ken olup

yo§un yörüngeye sahip olmayan fonksiyon örnekleri verilecektir.

Örnek 3.1.1. X = [0,∞) üzerinde standart metrik göz önüne al�ns�n. f : X → X,

f(x) = x
2
fonksiyonu zay�f geçi³kendir, gösterelim. x, y ∈ X, ϵ > 0 ve M ∈ N olmak

üzere

0 < fm(x) =
x

2m
< ϵ ve 0 < fn(y) =

y

2n
< ϵ

olacak ³ekilde m,n ∈ N vard�r. Bir z ∈ X için

0 < fk(z) =
z

2k
< ϵ

olacak ³ekilde k ∈ N vard�r. Bu durumda |fm(x)−fk(z)| < ϵ olur. l > M +k olacak

³ekilde bir l do§al say�s� için

f l(z) =
z

2l
<

z

2M+k
=

1

2M
· z
2k

≤ z

2k
< ϵ

olup |fn(y) − f l(z)| < ϵ olur. Dolay�s�yla f fonksiyonu zay�f geçi³kendir. Ancak

U = (1, 2) ve V = (3, 4) için fk(U) ∩ V ̸= ∅ olacak ³ekilde bir k ∈ N do§al say�s�

yoktur. Bu nedenle fonksiyonu topolojik geçi³ken de§ildir.

Örnek 3.1.2. f : S1 → S1, f(θ) = 2θ dönü³ümü iyi bilinen kaotik bir fonksiyondur

[12, 15]. X = Per(f) olmak üzere Örnek 1.3.3'den f |X : X → X fonksiyonu da

kaotik olup topolojik geçi³kendir. �imdi f fonksiyonunun zay�f geçi³ken oldu§unu

gösterelim. Key� x, y ∈ X, ϵ > 0 ve M ∈ N verilsin. m = n = 1 alal�m. Bu durumda

f dönü³ümü Touhey özelli§ine sahip oldu§undan bir w ∈ B(f(x), ϵ) periyodik noktas�

için f l(w) ∈ B(f(y), ϵ) olacak ³ekilde l ∈ N vard�r. w periyodik nokta oldu§undan

fk(z) = w olacak ³ekilde bir z ∈ X periyodik noktas� ve k ∈ N do§al say�s� vard�r.

Bu durumda fk(z) ∈ B (f(x), ϵ) ve fk+l(z) ∈ B (f(y), ϵ) olup

d
(
f(x), fk(z)

)
< ϵ ve d

(
f(y), fk+l(z)

)
< ϵ

olur. Böylece l > M ise f fonksiyonunun zay�f geçi³ken oldu§u görülür. Aksi halde z
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noktas�n�n periyodu p olarak dü³ünülürse yeterince büyük bir r ∈ N için l+ rp > M

ve fk+l+rp(z) = fk+l (f rp(z)) = fk+l(z) olup istenilen görülür.

S1 üzerinde indirgenen metrik benzer ³ekilde X = Per(f) için de bir metrik ol-

du§undan bu uzayda sonlu nokta kümeleri kapal� olup kapan�³lar� kendileridir. Bu

durumda her θ ∈ X için Orbf (θ) sonlu olup Orbf (θ) = Orbf (θ) ̸= X olur. Böy-

lece f fonksiyonu X uzay�na k�s�tland�§�nda hiçbir noktan�n yörüngesi uzayda yo§un

olamaz.

3.2. Topolojik Kar�³t�rma Olan Leo Olmayan Fonksiyon

Teorem 3.2.1. σ iki tara�� shift dönü³ümü topolojik kar�³t�rmad�r.

�spat. Σ2
2 uzay�nda bo³tan farkl� ve aç�k U, V alt kümeleri verilsin. x ∈ U , y ∈ V

noktalar�n� alal�m. Bu noktalar için

B

(
x,

1

2n−1

)
⊂ U ve B

(
y,

1

2n−1

)
⊂ V

olacak ³ekilde bir n ∈ N vard�r. Teorem 1.4.14'den yararlanarak B
(
x, 1

2n−1

)
yuva-

r�nda olan ve belli ad�m sonra B
(
y, 1

2n−1

)
yuvar�na giren noktalar olu³turaca§�z. Bu

noktalar�n ilki

α1 = · · ·α−n−2x−n−1 · · · x−1 · x0 · · ·xn+1y−n−1 · · · yn+1α3n+6 · · ·

olsun. Dikkat edilirse d(α1, x) ≤ 1
2n
< 1

2n−1 olup α1 ∈ U olur. Ayr�ca

σ2n+3(α1) = · · ·xn+1y−n−1 · · · y−1 · y0 · · · yn+1α3n+6 · · ·

oldu§undan d(σ2n+3(α1), y) ≤ 1
2n
< 1

2n−1 olup σ2n+3(α1) ∈ V olur. Benzer ³ekilde

α2 = · · ·α−n−3x−n−2x−n−1 · · ·x−1 · x0 · · ·xn+1xn+2y−n−1 · · · yn+1α3n+7 · · ·

noktas� için d(α2, x) ≤ 1
2n+1 <

1
2n−1 olup α2 ∈ U olur.

σ2n+4(α2) = · · ·xn+2y−n−1 · · · y−1 · y0 · · · yn+1α3n+7 · · ·

oldu§undan d(σ2n+4(α2), y) ≤ 1
2n

< 1
2n−1 olup σ2n+4(α1) ∈ V olur. Böyle devam

ederek her bir k ∈ N için

αk = · · ·α−(n+k+1)x−(n+k) · · ·x−1 · x0 · · ·xn+ky−n−1 · · · yn+1α3n+4+k · · ·

noktas� olu³turulur. Üstelik her k ∈ N için

σ2n+2+k(αk) = · · ·xn+ky−n−1 · · · y−1 · y0 · · · yn+1α3n+4+k · · ·

olur. Böylece

{α1, α2, α3, . . .} ⊂ U

32



ve

{σ2n+3(α1), σ2n+4(α2), σ2n+5(α3), . . .} ⊂ V

olur. Dolay�s�yla n0 = 2n+ 3 olmak üzere her N ≥ n0 için

σN(U) ∩ V ̸= ∅

oldu§undan iki tara�� shift dönü³ümü topolojik kar�³t�rmad�r.

Sonuç 3.2.2. σ iki tara�� shift dönü³ümü topolojik kar�³t�rma oldu§undan zay�f

kar�³t�rma, total geçi³ken ve topolojik geçi³kendir. Benzer durum Henon dönü³ümü

için de geçerlidir.

Sonuç 3.2.3. S tek tara�� shift dönü³ümü leo oldu§undan topolojik kar�³t�rma, zay�f

kar�³t�rma, total geçi³ken ve topolojik geçi³kendir.

Sonuç 3.2.4. σ iki tara�� shift dönü³ümü kaotik ve zay�f kar�³t�rma oldu§undan

her n ∈ N için σn dönü³ümü kaotik ve zay�f kar�³t�rmad�r. Benzer durum Henon

dönü³ümü için de geçerlidir.

Sonuç 3.2.5. S tek tara�� shift dönü³ümü kaotik ve zay�f kar�³t�rma oldu§undan

her n ∈ N için Sn dönü³ümü kaotik ve zay�f kar�³t�rmad�r.

3.3. Zay�f Kar�³t�rma Olan Topolojik Kar�³t�rma Olmayan Fonksiyon

Örnek 3.3.1. Zay�f kar�³t�rma olan ancak topolojik kar�³t�rma olmayan bir fonksi-

yon örne§ini inceleyelim. Burada kendi olu³turdu§umuz topolojik uzay üzerinde bir

fonksiyondan bahsedece§iz.

X = {a, b, c, d} ve τ = {∅, X, {b}, {a, b}, {a, b, d}} olmak üzere

f : X → X

a 7→ f(a) = c

b 7→ f(b) = d

c 7→ f(c) = b

d 7→ f(d) = a

olsun. Dikkat edilirse her U ∈ τ için f 4(U) = U olur.

B = {U × V : U, V ∈ τ}
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s�n�f� X × X üzerindeki çarp�m topolojisi için bir taband�r. Aç�k olarak B nin ele-

manlar�n� yazal�m:

B ={X × ∅, X ×X,X × {b}, X × {a, b}, X × {a, b, d},

{b} × ∅, {b} ×X, {b} × {b}, {b} × {a, b}, {b} × {a, b, d},

{a, b} × ∅, {a, b} ×X, {a, b} × {b}, {a, b} × {a, b}, {a, b} × {a, b, d},

{a, b, d} × ∅, {a, b, d} ×X, {a, b, d} × {b}, {a, b, d} × {a, b}, {a, b, d} × {a, b, d}}.
Her B ∈ B için B = U × V olacak ³ekilde U, V ∈ τ vard�r. Bu durumda

(f × f)4(B) = (f × f)4(U × V ) = (f 4(U))× (f 4(V )) = U × V

olur. Üstelik dikkat edilirse her B ∈ B için (b, b) ∈ B dir. Buna göre her B1, B2 ∈ B

için

(f × f)4(B1) ∩B2 ̸= ∅

olup Teorem 2.1.6'dan f × f fonksiyonu topolojik geçi³ken, yani f fonksiyonu zay�f

kar�³t�rmad�r.

�imdi f fonksiyonunun topolojik kar�³t�rma olmad�§�n� gösterelim. U = {a, b, d}

ve V = {b} olsun. f 2(U) ∩ V ̸= ∅, f 3(U) ∩ V ̸= ∅ ve f 4(U) ∩ V ̸= ∅ olur. Fakat

f 5(U) ∩ V = ∅ dir. O halde n0 = 2 seçilirse n ≥ n0 olan her n için fn(U) ∩ V ̸= ∅

olamaz. Böylece f fonksiyonu topolojik kar�³t�rma de§ildir.

3.4. Total Geçi³ken Olan Zay�f Kar�³t�rma Olmayan Fonksiyon

Total geçi³ken olup zay�f kar�³t�rma olmayan fonksiyon örne§i için S1 birim çem-

berindeki öteleme dönü³ümünden faydalanaca§�z. λ ∈ R olmak üzere

Tλ : S1 → S1

θ 7→ Tλ(θ) = θ + 2πλ

³eklinde tan�mlanan fonksiyona çemberde öteleme dönü³ü denir [12]. λ de§erinin

rasyonel say� olup olmamas�na göre Tλ dönü³ümünün dinami§i de§i³kenlik gösterir.

Bu durum daha sonra Jacobi Teoremi olarak ele al�nacakt�r. �imdi Tλ dönü³ümü

hakk�nda baz� bilgiler verelim.

θ, ω ∈ S1 key� noktalar olmak üzere

d(Tλ(θ), Tλ(ω)) = |Tλ(θ)− Tλ(ω)| = |θ + 2πλ− ω − 2πλ| = |θ − ω| = d(θ, ω)

oldu§undan Tλ dönü³ümü bir izometridir, yani uzakl�k koruyan bir fonksiyondur.
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θ ∈ S1 noktas� verilsin. n ∈ N olmak üzere

Tλ(θ) = θ + 2πλ

T 2
λ (θ) = θ + 4πλ

T 3
λ (θ) = θ + 6πλ

...
...

T n
λ (θ) = θ + 2nπλ

³eklindedir.

Teorem 3.4.1 (Jacobi [12]). λ ∈ R olmak üzere Tλ : S1 → S1, Tλ(θ) = θ + 2πλ

dönü³ümü verilsin. Bu durumda

(i) λ ∈ Q ise S1 birim çemberindeki her nokta periyodik noktad�r.

(ii) λ /∈ Q ise S1 birim çemberindeki her noktan�n yörüngesi yo§undur.

�spat. (i) λ ∈ Q ise λ = n
m
olacak ³ekilde n,m ∈ Z, m ̸= 0 vard�r. Key� θ ∈ S1 için

Tm
λ (θ) = θ + 2mπλ = θ + 2mπ

n

m
= θ + 2nπ

olup n ∈ Z oldu§undan θ+2nπ = θ olur. Dolay�s�yla Tm
λ (θ) = θ olup birim çemberde

bulunan her nokta periyodiktir.

(ii) Önce hiçbir θ ∈ S1 noktas�n�n periyodik nokta olmad�§�n� gösterelim. E§er θ

periyodik olsayd� bir q ∈ N için T q
λ(θ) = θ olurdu. n ∈ N olmak üzere θ = θ + 2nπ

oldu§undan

T q
λ(θ) = θ ⇒ θ + 2qπλ = θ + 2nπ ⇒ λ =

n

q

olup bu ise λ /∈ Q olu³u ile çeli³ir. Bu durumda birim çemberde hiçbir nokta peri-

yodik nokta olmay�p her θ ∈ S1 için OrbTλ
(θ) sonsuz elemanl�d�r. S1 kompakt ve

OrbTλ
(θ) sonsuz elemanl� bir küme oldu§undan OrbTλ

(θ) kümesinin en az bir limit

noktas� vard�r (Bkz. [22]). ϵ > 0 verilsin. ω ∈ S1 noktas� OrbTλ
(θ) kümesinin bir

limit noktas� olsun. Bu durumda her n > n0 için

|T n
λ (θ)− ω| < ϵ

2

olacak ³ekilde bir n0 ∈ N vard�r. k > m > n0 olmak üzere

|T k
λ (θ)− Tm

λ (θ)| ≤ |T k
λ (θ)− ω|+ |Tm

λ (θ)− ω| < ϵ

2
+
ϵ

2
= ϵ
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olur. Buradan p = k −m dersek

|T p
λ (θ)− θ| = |T k−m

λ (θ)− θ| = |T k
λ (θ)− Tm

λ (θ)| < ϵ

olur. Tλ izometri oldu§undan T p
λ de izometridir. Yani bu durumda

|T 2p
λ (θ)− T p

λ (θ)| < ϵ , |T 3p
λ (θ)− T 2p

λ (θ)| < ϵ , . . .

olaca§�ndan

(θ, T p
λ (θ)) , (T

p
λ (θ), T

2p
λ (θ)) , (T 2p

λ (θ), T 3p
λ (θ)) , . . .

yay parçalar�n�n uzunluklar� ϵ dan küçük olur. ϵ key� oldu§undan birim çemberdeki

her aç�k kümenin içerisinde en az bir tane OrbTλ
(θ) kümesinin eleman� bulunur.

Bu ise OrbTλ
(θ) kümesinin S1 de yo§un oldu§unu ve θ key� oldu§undan S1 deki

her noktan�n yörüngesinin yo§un oldu§unu gösterir. Üstelik Önerme 2.1.5'den Tλ

irrasyonel öteleme dönü³ümü topolojik geçi³kendir.

Teorem 3.4.2. λ /∈ Q olmak üzere Tλ dönü³ümünün total geçi³kendir.

�spat. Her θ ∈ S1 için λ /∈ Q, n ∈ N olmak üzere

T n
λ (θ) = Tnλ(θ) = θ + 2πnλ

olup nλ irrasyonel bir say�d�r. Tnλ(θ) = ω dersek, Teorem 3.4.1'den OrbTλ
(ω) = S1

olur. Bu ise Tλ dönü³ümünün total geçi³ken oldu§unu gösterir.

Teorem 3.4.3. R2'de verilen bir y = ax + b do§rusunun R2/Z2 = T2 ∼= S1 × S1

toru üzerinde kapanmas� için gerek ve yeter ko³ul a ∈ Q olmas�d�r [9].

�spat. (⇒) y = ax+ b do§rusu üzerinde bulunan noktalar�n kümesini

D = {(x, y) | y = ax+ b}

ile gösterirsek (x0, y0) ∈ D ise hipotezden (x0, y0) ∼ (x1, y1) olacak ³ekilde bir

(x1, y1) ∈ D vard�r. O halde

y0 = ax0 + b ve y1 = ax1 + b

olup Buradan

y0 − y1 = a(x0 − x1)

elde edilir. (x0, y0) ∼ (x1, y1) oldu§undan x0 − x1 ∈ Z ve y0 − y1 ∈ Z olup

a =
y0 − y1
x0 − x1

olaca§�ndan a ∈ Q oldu§u görülür.
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(⇐) a ∈ Q ise a = n
m
olacak ³ekilde n,m ∈ Z, m ̸= 0 vard�r.

D = {(x, y) | y =
n

m
x+ b}

olmak üzere (x0, y0) ∈ D için (x0, y0) ∼ (x1, y1) olacak ³ekilde bir (x1, y1) ∈ D

noktas� bulunmal�d�r.

y1 = y0 − n ve x1 = x0 −m

seçilirse (x0, y0) ∼ (x1, y1) olur. Üstelik (x1, y1) ∈ D'dir, çünkü

y1 =
n

m
x1 + b ⇒ y0 − n =

n

m
(x0 −m) + b

⇒ y0 − n =
n

m
x0 − n+ b

⇒ y0 =
n

m
x0 + b

olur.

Örnek 3.4.4. Birim çember üzerindeki irrasyonel öteleme dönü³ümünün total ge-

çi³ken oldu§unu göstermi³tik. λ /∈ Q olmak üzere

Tλ × Tλ : T2 → T2

(θ1, θ2) 7→ (Tλ × Tλ)(θ1, θ2) = (Tλ(θ1), Tλ(θ2))

dönü³ümünü ele alal�m. Bu durumda

OrbTλ×Tλ
((θ1, θ2)) = {(θ1 + 2nπλ, θ2 + 2nπλ) : n = 0, 1, 2, . . .}

³eklinde olup

x = θ1 + 2nπλ , y = θ2 + 2nπλ

dersek buradan

y = x+ θ2 − θ1

olur. Bu do§runun e§imi 1 olup rasyoneldir. Dolay�s�y�la Teorem 3.4.3 gere§ince

bu do§ru tor üzerinde kapan�p OrbTλ×Tλ
((θ1, θ2)) kümesi T2 torunda yo§un olamaz.

Sonuç olarak Tλ×Tλ dönü³ümü T2 torunda topolojik geçi³ken olmay�p Tλ dönü³ümü

zay�f kar�³t�rma de§ildir.
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3.5. Topolojik Geçi³ken Olan Total Geçi³ken Olmayan Fonksiyon

Örnek 3.5.1. f : [0, 2] → [0, 2],

f(x) =


2x+ 1 , 0 ≤ x ≤ 1/2

−2x+ 3 , 1/2 ≤ x ≤ 3/2

2x− 3 , 3/2 ≤ x ≤ 1

olsun. Bu fonksiyonun gra�§i �ekil 3.1'de görülmektedir. f fonksiyonunun topolojik

1 2

1

2

�ekil 3.1. f fonksiyonunun gra�§i

geçi³ken oldu§unu göstermek için f 2 fonksiyonu (gra�§i için Bkz. �ekil 3.2) ve tent

(çad�r) dönü³ümünden faydalanaca§�z. Tent dönü³ümü üzerine çal�³malar detayl�

1 2

1

2

�ekil 3.2. f2 fonksiyonunun gra�§i

bir ³ekilde [4, 12,15,17]'de incelenmi³tir. Bilinen tent dönü³ümü T : [0, 1] → [0, 1],

T (x) =

 2x , 0 ≤ x ≤ 1/2

2− 2x , 1/2 ≤ x ≤ 1

³eklinde tan�mlan�r (gra�§i için Bkz. �ekil 3.3). Bu dönü³üm literatürde iyi bilinen

kaotik fonksiyon örneklerinden biridir ve üstelik bu dönü³üm leo özelli§ine sahiptir

[4, 12, 15, 17]. Bu nedenle T 2 dönü³ümü topolojik geçi³kendir. T 2 fonksiyonunun

gra�§i �ekil 3.4'deki gibidir.
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0.5 1

0.5

1

�ekil 3.3. Tent dönü³ümünün gra�§i

0.5 1

0.5

1

�ekil 3.4. T 2 fonksiyonunun gra�§i

r : [0, 1] → [0, 1],

r(x) =

 −2x+ 1 , 0 ≤ x ≤ 1/2

2x− 1 , 1/2 ≤ x ≤ 1

³eklinde tan�mlanan fonksiyonun tent dönü³ümüne topolojik e³lenik oldu§unu gös-

terelim (gra�§i için Bkz. �ekil 3.5). h[0, 1] → [0, 1], h(x) = 1 − x olmak üzere

0.5 1

0.5

1

�ekil 3.5. r fonksiyonunun gra�§i

x ∈ [0, 1/2] için

T ◦ h(x) = T (h(x)) = T (1− x) = 2x
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ve

h ◦ r(x) = h(r(x)) = h(−2x+ 1) = 2x

olur. Ayr�ca x ∈ [1/2, 1] için

T ◦ h(x) = T (h(x)) = T (1− x) = 2− 2x

ve

h ◦ r(x) = h(r(x)) = h(2x− 1) = 2− 2x

olur. Böylece her x ∈ [0, 1] için

T ◦ h(x) = h ◦ r(x)

olup tent dönü³ümü ile r dönü³ümü topolojik e³lenik dinamik sistemlerdir. Dolay�-

s�yla r dönü³ümü de [0, 1] aral�§�nda kaotik ve leo özelli§ine sahiptir. Bu durumda

r2 topolojik geçi³ken olup r2 fonksiyonunun gra�§i �ekil 3.6'daki gibidir.

0.5 1

0.5

1

�ekil 3.6. r2 fonksiyonunun gra�§i

f 2 fonksiyonuna geri dönersek, g1 = f 2|[0,1] ve g2 = f 2|[1,2] olarak ele alal�m.

Dikkat edilirse g2 dönü³ümü T 2 dönü³münün bir ötelemesi olup topolojik geçi³kendir.

Benzer ³ekilde g1 = r2 oldu§undan g1 dönü³ümü de topolojik geçi³ken olur. �imdi

f fonksiyonunun topolojik geçi³ken oldu§unu gösterelim. U, V ⊂ [0, 2] bo³ olmayan

aç�k kümeleri verilsin. Bu durumda 4 farkl� durum incelenir:

(i) U, V ⊂ [0, 1] olsun. g1 topolojik geçi³ken oldu§undan gn1 (U) ∩ V ̸= ∅ olacak

³ekilde bir n do§al say�s� vard�r. Bu durumda

f 2n(U) ∩ V ̸= ∅

olur.

(ii) U, V ⊂ [1, 2] olsun. g2 topolojik geçi³ken oldu§undan gk2(U) ∩ V ̸= ∅ olacak
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³ekilde bir k do§al say�s� vard�r. Bu durumda

f 2k(U) ∩ V ̸= ∅

olur.

(iii) U ⊂ [0, 1] ve V ⊂ [1, 2] olsun. f sürekli oldu§undan f−1(V ) ⊂ [0, 1] aç�k

olup (i)'den f 2n(U) ∩ f−1(V ) ̸= ∅ olacak ³ekilde bir n do§al say�s� vard�r. Bu

durumda

f 2n+1(U) ∩ V ̸= ∅

olur.

(iv) U ⊂ [1, 2] ve V ⊂ [0, 1] olsun. f sürekli oldu§undan f−1(V ) ⊂ [1, 2] aç�k

olup (ii)'den f 2k(U) ∩ f−1(V ) ̸= ∅ olacak ³ekilde bir k do§al say�s� vard�r. Bu

durumda

f 2k+1(U) ∩ V ̸= ∅

olur.

Böylece f fonksiyonunun topolojik geçi³ken oldu§u gösterilir. Teorem 1.1.13'den

f fonksiyonu kaotiktir. �imdi ise f fonksiyonunun total geçi³ken olmad�§�n� görelim.

U ⊂ [0, 1] ve V ⊂ [1, 2] bo³tan farkl� aç�k kümeler olsun. �ekil 3.2'den görüldü§ü

üzere her k ∈ N için (f 2)
k
(U) ⊂ [0, 1] oldu§undan her k ∈ N için (f 2)

k
(U)∩ V = ∅

olup f 2 fonksiyonu topolojik geçi³ken de§ildir. Bu nedenle f fonksiyonu total geçi³ken

de§ildir.

Uyar� 3.5.2. Elaydi [15]'de (s. 143) ³öyle bir iddiada bulunmu³tur: �Bir X metrik

uzay�nda (veya bir I ⊂ R aral�§�nda) f : X → X sürekli fonksiyonu kaotik olsun.

Bu durumda X ba§lant�l� ise her m ∈ N için fm fonksiyonu da kaotiktir.� Ancak

bu varsay�m do§ru de§ildir. Örnek 3.5.1'den görüldü§ü üzere f fonksiyonu [0, 2] ara-

l�§�nda sürekli ve kaotik olmas�na ra§men f 2 fonksiyonu [0, 2] aral�§�nda topolojik

geçi³ken olmad�§� için kaotik de§ildir.
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4. D�Z� UZAYLARINDA YEN� KAOT�K D�NAM�K S�STEMLER�N

OLU�TURULMASI

Bu bölümde daha önce inceledi§imiz tek tara�� dizi uzay� ve üzerinde tan�ml�

olan shift dönü³ümü çarp�m uzaylar�na ta³�nacakt�r. Ard�ndan tez kapsam�nda ele

al�nan tüm dizi uzaylar�n�n birbirleri ile homeomorf oldu§u ispat edilip topolojik

e³leniklik kavram�ndan yararlanarak dizi uzaylar�nda farkl� kaotik davran�³lara sahip

yeni dönü³ümler olu³turulacakt�r.

4.1. Σ1
2 × Σ1

2 Çarp�m Dizi Uzay�

Kaos ko³ullar�n�n çarp�m uzaylar�na ta³�nmas� De§irmenci ve Koçak taraf�ndan

detayl� bir ³ekilde ele al�nm�³t�r (Bkz. [11]). Bu çal�³madan özet olarak çarp�m uzay-

lar�nda kaotik dinamik sistemlerle ilgili olarak ³unlar söylenebilir:

1. (X, f) ve (Y, g) kesikli dinamik sistemlerinin periyodik noktalar�n�n kümesinin

yo§un olmas� için gerek ve yeter ko³ul (X×Y, f×g) kesikli dinamik sisteminin

periyodik noktalar�n�n kümesinin yo§un olmas�d�r.

2. (X, f) veya (Y, g) kesikli dinamik sistemlerinden birinin ba³lang�ç ³artlar�na

hassas ba§�ml� olmas� için gerek ve yeter ko³ul (X × Y, f × g) kesikli dinamik

sistemi ba³lang�ç ³artlar�na hassas ba§�ml� olmas�d�r.

3. (X × Y, f × g) kesikli dinamik sistemi topolojik geçi³ken ise (X, f) ve (Y, g)

kesikli dinamik sistemleri topolojik geçi³kendir.

4. f : X → X Touhey özelli§ine sahip fonksiyon ve g : Y → Y topolojik kar�³-

t�rma özelli§ine sahip kaotik bir fonksiyon olsun. Bu durumda (X × Y, f × g)

kesikli dinamik sistemi kaotik bir dinamik sistemdir.

Burada (X, dX) ve (Y, dY ) metrik uzay, X×Y üzerinde d : (X×Y )× (X×Y ) → R,

d((x, y), (x′, y′)) = dX(x, x
′) + dY (y, y

′)

metri§i ve f : X → X, g : Y → Y fonksiyonlar� için

f × g : X × Y → X × Y

(x, y) 7→ (f × g)(x, y) = (f(x), g(y))

fonksiyonu ele al�nm�³t�r.
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Uyar� 4.1.1. Bu bilgiler �³�§�nda (Σ1
2, S) dinamik sistemini çarp�m uzaylar�na ta³�-

nabilir. Burada Teorem 1.4.5 yard�m�yla Σ1
2 ×Σ1

2 uzay�n�n C ×C Cantor toz bulutu

kümesine homeomorf oldu§unu not edelim. Sonuç 1.4.9 ve Teorem 1.4.10'dan S tek

tara�� shift dönü³ümü leo özelli§ine sahip kaotik bir dönü³ümdür. Bu durumda S×S

dönü³ümünün Σ1
2 × Σ1

2 üzerinde kaotik oldu§u görülmektedir.

Dizi uzaylar�nda herhangi iki noktan�n ne kadar birbirine yak�n oldu§unu ifade

eden yak�nl�k teoremini Σ1
2 × Σ1

2 çarp�m uzay�na uyarlayabiliriz.

x = (x0x1x2 · · · , x′0x′1x′2 · · · ), y = (y0y1y2 · · · , y′0y′1y′2 · · · ) ∈ Σ1
2 × Σ1

2

noktalar� verilsin. i = 0, 1, . . . , n için xi = yi ve x′i = y′i olsun. Yak�nl�k Teoremi-I'den

d(x, y) = d1(x0x1x2 · · · , y0y1y2 · · · ) + d1(x
′
0x

′
1x

′
2 · · · , y′0y′1y′2 · · · )

≤ 1

2n
+

1

2n

=
1

2n−1

olur. Aksine

d(x, y) = d1(x0x1x2 · · · , y0y1y2 · · · ) + d1(x
′
0x

′
1x

′
2 · · · , y′0y′1y′2 · · · ) <

1

2n
(4.1)

olsun. En az bir i0 ve j0 için xi0 ̸= yi0 ve x
′
j0
̸= y′j0 olsayd�

d(x, y) = d1(x0x1x2 · · · , y0y1y2 · · · ) + d1(x
′
0x

′
1x

′
2 · · · , y′0y′1y′2 · · · )

=
∞∑
i=0

xi − yi
2i

+
∞∑
i=0

x′i − y′i
2i

≥ 1

2n
+

1

2n

≥ 1

2n

olup bu (4.1) ile çeli³ir. O halde i = 0, 1, . . . , n için xi = yi ve x′i = y′i olmal�d�r. Bu

yap�lanlar bir teorem ile ifade edilebilir.

Teorem 4.1.2.

x = (x0x1 · · · , x′0x′1 · · · ), y = (y0y1 · · · , y′0y′1 · · · ) ∈ Σ1
2 × Σ1

2

noktalar� verilsin. Bu durumda

(i) E§er i = 0, 1, . . . , n için xi = yi ve x′i = y′i ise d(x, y) ≤ 1
2n−1 dir.

(ii) E§er d(x, y) < 1
2n

ise i = 0, 1, . . . , n için xi = yi ve x′i = y′i olur.
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4.2. Dizi Uzaylar� Aras�ndaki �li³kiler

Teorem 4.2.1. Σ1
2 ve Σ2

2 uzaylar� homeomorftur.

�spat. ϕ : Σ1
2 → Σ2

2,

ϕ(x0x1x2x3x4 · · · ) = · · · x5x3x1 · x0x2x4 · · ·

fonksiyonunun bir homeomor�zm oldu§unu gösterelim. x, y ∈ Σ1
2 olmak üzere x ̸= y

olsun. Bu durumda ∃j ∈ N ∪ {0} için xj ̸= yj olaca§�ndan ϕ(x) ̸= ϕ(y) olup ϕ

birebirdir. Herhangi bir

y = · · · y−3y−2y−1 · y0y1y2 · · · ∈ Σ2
2

noktas� için

y′ = y0y−1y1y−2y2y−3 · · · ∈ Σ1
2

olmak üzere ϕ(y′) = y olaca§�ndan ϕ örtendir. ϕ'nin sürekli oldu§unu görelim. Key�

ϵ > 0 ve a = a0a1a2a3 · · · ∈ Σ1
2 verilsin. Buna göre 1

2n−1 < ϵ olacak ³ekilde bir

n ∈ N vard�r. δ = 1
22n

için Teorem 1.4.2'den x ∈ B(a, δ) ise d1(x, a) < δ = 1
22n

olup

i = 0, 1, · · · , 2n için xi = ai olur. Bu durumda

a = a0a1a2 · · · a2na2n+1 · · ·

x = a0a1a2 · · · a2nx2n+1 · · ·

olur. Buradan d(ϕ(x), ϕ(a)) ≤ 1
2n−1 < ϵ olup, ϕ fonksiyonu süreklidir. Sonuç olarak

Önerme 1.4.3 yard�m�yla Σ1
2 ile Σ2

2 uzaylar�n�n homeomorf oldu§u görülür.

Teorem 4.2.2. Σ2
2 ile Σ1

2 × Σ1
2 uzaylar� homeomorftur.

�spat. ψ : Σ2
2 → Σ1

2 × Σ1
2,

ψ(· · ·x−3x−2x−1 · x0x1x2 · · · ) = (x0x1x2 · · · , x−1x−2x−3 · · · )

olarak tan�mlanan ψ fonksiyonunun homeomor�zm oldu§unu gösterelim. x, y ∈ Σ2
2

olmak üzere x ̸= y olsun. Bu durumda ∃j ∈ Z için xj ̸= yj olaca§�ndan ψ(x) ̸= ψ(y)

olup ψ birebirdir. Herhangi bir

x = (x0x1x2 · · · , y0y1y2 · · · ) ∈ Σ1
2 × Σ1

2

noktas� için

x′ = · · · y2y1y0 · x0x1x2 · · · ∈ Σ2
2
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olmak üzere ψ(x′) = x olaca§�ndan ψ fonksiyonu örtendir. �imdi ψ fonksiyonunun

herhangi bir a ∈ Σ2
2 noktas�nda sürekli oldu§unu görelim. Her ϵ > 0 için yeterince

büyük bir n0 do§al say�s� 3
2n0

< ϵ olacak ³ekilde vard�r. δ = 1
2n0

seçilirse x ∈ B(a, δ)

ise d(x, a) < δ = 1
2n0

olup Teorem 1.4.14'den |i| ≤ n0 için xi = ai olur. Bu noktalar�

x = · · · x−n0−1x−n0 · · ·x−2x−1 · x0x1 · · ·xn0xn0+1 · · ·

a = · · · a−n0−1x−n0 · · · x−2x−1 · x0x1 · · ·xn0an0+1 · · ·

olarak yazal�m. Buna göre

ψ(x) = (x0x1 · · ·xn0xn0+1 · · · , x−1x−2 · · · x−n0x−n0−1 · · · )

ψ(a) = (x0x1 · · ·xn0an0+1 · · · , x−1x−2 · · ·x−n0a−n0−1 · · · )

olup buradan

d(ψ(x), ψ(a)) = d1(x0x1 · · ·xn0xn0+1 · · · , x0x1 · · ·xn0an0+1 · · · )

+ d1(x−1x−2 · · ·x−n0x−n0−1 · · · , x−1x−2 · · · x−n0a−n0−1 · · · )

≤ 1

2n0
+

1

2n0−1

=
3

2n0

< ϵ

olur. Böylece ψ fonksiyonu Σ2
2 üzerinde süreklidir. Sonuç olarak Önerme 1.4.3 yar-

d�m�yla Σ2
2 ile Σ1

2 × Σ1
2 uzaylar�n�n homeomorf oldu§u görülür.

Uyar� 4.2.3. �ki topolojik uzay�n homeomorf olma ba§�nt�s� bir denklik ba§�nt�s�

oldu§undan Σ1
2, Σ

2
2 ve Σ1

2 × Σ1
2 uzaylar� birbirleriyle ve Teorem 1.4.5'den bilindi§i

üzere Cantor kümesine homeomorf uzaylard�r. Ayr�ca Uyar� 4.1.1'den Σ1
2, Σ2

2 ve

Σ1
2 ×Σ1

2 uzaylar�n�n Cantor toz bulutuna homemorf oldu§u ve dolay�s�yla C Cantor

kümesi ile C × C Cantor toz bulutunun homeomorf oldu§u sonucuna var�l�r.

Örnek 4.2.4. ϕ homeomor�zminden ve (Σ1
2, S), (Σ

2
2, σ) kaotik dinamik sistemle-

rinden yararlanarak s�ras�yla Σ2
2 ve Σ1

2 uzaylar� üzerinde yeni kaotik fonksiyonlar

olu³tural�m. F : Σ2
2 → Σ2

2,

F = ϕ ◦ S ◦ ϕ−1
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olmak üzere

F (· · · x−3x−2x−1 · x0x1x2 · · · ) = ϕ ◦ S ◦ ϕ−1(· · ·x−3x−2x−1 · x0x1x2 · · · )

= ϕ ◦ S(x0x−1x1x−2x2x−3x3 · · · )

= ϕ(x−1x1x−2x2x−3x3 · · · )

= · · · x3x2x1 · x−1x−2x−3 · · ·

³eklinde tan�mlanan F fonksiyonu Σ2
2 üzerinde kaotik bir fonksiyondur (Teorem

1.2.3, Sonuç 1.4.9, Bkz. �ekil 4.1).

Σ1
2

S
Σ1

2

ϕ−1 ϕ

Σ2
2

F
Σ2

2

�ekil 4.1. F fonksiyonunun olu³turulmas�

Üstelik S dönü³ümü leo özelli§ine sahip olup topolojik e³leniklik sayesinde F

dönü³ümü, σ dönü³ümünün aksine, Σ2
2 uzay�nda leo özelli§ine sahiptir.

Örnek 4.2.5. Benzer ³ekilde Σ1
2 uzay� üzerinde yeni bir kaotik fonksiyon elde ede-

biliriz. G : Σ1
2 → Σ1

2,

G = ϕ−1 ◦ σ ◦ ϕ

olmak üzere

G(x0x1x2x3 · · · ) = ϕ−1 ◦ σ ◦ ϕ(x0x1x2x3 · · · )

= ϕ−1 ◦ σ(· · ·x5x3x1 · x0x2x4 · · · )

= ϕ−1(· · · x5x3x1x0 · x2x4x6x8 · · · )

= x2x0x4x1x6x3x8x5 · · ·

³eklinde tan�mlanan G fonksiyonu Σ1
2 üzerinde kaotik bir homeomor�zmdir ( Teorem

1.2.3, Sonuç 1.4.19, Bkz. �ekil 4.2).

Üstelik σ iki tara�� shift dönü³ümü topolojik kar�³t�rma olan ama leo olmayan bir

homeomor�zm oldu§undan G fonksiyonu da Σ1
2 üzerinde topolojik kar�³t�rma olan

ancak leo olmayan bir homeomor�zm olur.
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Σ2
2

σ
Σ2

2

ϕ ϕ−1

Σ1
2

G
Σ1

2

�ekil 4.2. G fonksiyonunun olu³turulmas�

Örnek 4.2.6. ψ homeomor�zmi ve (Σ2
2, σ), (Σ

1
2×Σ1

2, S×S) kaotik dinamik sistemle-

rinden yararlanarak s�ras�yla Σ1
2×Σ1

2 ve Σ
2
2 uzaylar� üzerinde yeni kaotik fonksiyonlar

olu³tural�m. K : Σ1
2 × Σ1

2 → Σ1
2 × Σ1

2,

K = ψ ◦ σ ◦ ψ−1

olmak üzere

K(x0x1x2 · · · , y0y1y2 · · · ) = ψ ◦ σ ◦ ψ−1(x0x1x2 · · · , y0y1y2 · · · )

= ψ ◦ σ(· · · y2y1y0 · x0x1x2 · · · )

= ψ(· · · y2y1y0x0 · x1x2x3 · · · )

= (x1x2x3 · · · , x0y0y1y2 · · · )

³eklinde tan�mlanan K fonksiyonu Σ1
2 × Σ1

2 üzerinde kaotik bir homeomor�zmdir

(Teorem 1.2.3, Sonuç 1.4.19, Bkz. �ekil 4.3).

Σ2
2

σ
Σ2

2

ψ−1 ψ

Σ1
2 × Σ1

2
K

Σ1
2 × Σ1

2

�ekil 4.3. K fonksiyonunun olu³turulmas�

Üstelik σ iki tara�� shift dönü³ümü topolojik kar�³t�rma olan ama leo olmayan bir

homeomor�zm oldu§undan K fonksiyonu da Σ1
2 × Σ1

2 üzerinde topolojik kar�³t�rma

olan ancak leo olmayan bir homeomor�zm olur.

Örnek 4.2.7. Örnek 4.2.4'da Σ1
2 ile Σ2

2 aras�ndaki homeomor�zmden yararlan�p bir
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F : Σ2
2 → Σ2

2 kaotik fonksiyonu elde edilmi³ti. �imdi yine Σ2
2 üzerinde tan�ml� ve

ayn� dinamik özelliklere sahip farkl� bir L : Σ2
2 → Σ2

2 kaotik fonksiyonu olu³turulabilir

(Bkz. �ekil 4.4). Bu fonksiyon L : Σ2
2 → Σ2

2,

L = ψ−1 ◦ (S × S) ◦ ψ

olmak üzere

L(· · ·x−3x−2x−1 · x0x1x2 · · · ) = ψ−1 ◦ (S × S) ◦ ψ(· · ·x−3x−2x−1 · x0x1x2 · · · )

= ψ−1 ◦ (S × S)(x0x1x2 · · · , x−1x−2x−3 · · · )

= ψ−1(x1x2x3 · · · , x−2x−3x−4 · · · )

= · · ·x−4x−3x−2 · x1x2x3 · · ·

³eklinde tan�mlan�r.

Σ1
2 × Σ1

2

S × S
Σ1

2 × Σ1
2

ψ ψ−1

Σ2
2

L
Σ2

2

�ekil 4.4. L fonksiyonunun olu³turulmas�
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