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OZET

DINAMIK SISTEMLERDE BAZI TOPOLOJIK GECISKENLIK TURLERI VE
ARALARINDAKI ILISKILER

Ismail Alper GUVEY
Matematik Anabilim Dali
Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Aralik 2023

Danigsman: Prof. Dr. Nedim DEGIRMENCI

Bu tez calismas dort ana boliimden olusmaktadir. Tk béliimde, tez boyunca kul-
lanilan kavramlar tamimlanmig, baz ozelliklerden bahsedilmis ve shift (kaydirma)
doniistimlerinin kaotik davraniglar: incelenmistir. Tezin ikinci boliimiinde, topolojik
geciskenligi gerektiren durumlar ve bu durumlar arasindaki gerektirmeler ele alin-
migtir. Ayrica topolojik geciskenligin denk kavramlar: ve topolojik gecigkenligin zayif
gecigkenlik ile olan iligkisi incelenmistir. Tezin {iciincii boliimiinde, bir 6nceki bo-
liimde incelenen durumlar ic¢in kargit 6rnekler verilmigtir. Tezin son béliimiinde, tek
tarafli shift doniisiimii ¢carpim uzaylarinda incelenmis ve tez kapsaminda ele alinan

dizi uzaylarinda farkh kaotik 6zelliklere sahip olan déniigiimler olugturulmustur.

Anahtar Sozciikler: Kaotik Dinamik Sistemler, Topolojik Gegiskenlik, Topolojik

Kangtirma, Zayif Karigtirma.
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ABSTRACT

SOME TYPES OF TOPOLOGICAL TRANSITIVITY AND THE
RELATIONSHIPS BETWEEN THEM IN DYNAMICAL SYSTEMS

Ismail Alper GUVEY
Department of Mathematics

Eskigehir Technical University, Institute of Graduate Programs, December 2023
Supervisor: Prof. Dr. Nedim DEGIRMENCI

This thesis consists of four main sections. In the first section, the concepts used
throughout the thesis are defined, some features are mentioned, and the chaotic be-
haviors of shift maps are examined. In the second section of the thesis, situations
indicating topological transitivity and the implications of these situations are add-
ressed. Also, the equivalent concepts of topological transitivity and the relationship
between topological transitivity and weak transitivity have been examined. In the
third section of the thesis, counterexamples are provided for the situations examined
in the previous section. In the last section of the thesis, one-sided shift map have
been examined in product spaces, and maps with different chaotic properties have

been constructed in the sequence spaces covered within the scope of the thesis.

Keywords: Chaotic Dynamical Systems, Topological Transitivity, Topologically
Mixing, Weakly Mixing.
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1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde tez boyunca kullanacagimiz ve kesikli dinamik sistemler teorisinde
siklikla kullanilan cesitli kavramlarin tanimina yer verilmigtir. Detayl bilgi icin Bkz.
[12,15-17].

1.1. Kaotik Dinamik Sistemler
Tanim 1.1.1. X topolojik uzay ve f: X — X fonksiyonundan olusan (X, f) ikili-

sine kesikli dinamik sistem denir [12].

Uyari 1.1.2. Bu bélimdeki tanimlarda aksi belirtilmedikce bir (X, f) kesikli dinamik

sistemi kullanilmastar.

Tanim 1.1.3. n € N olmak tzere f fonksiyonunun n defa kendisiyle bileskesi

ff=fofo---of
—_—
n—tane
seklinde gosterilir [12].
Tanim 1.1.4. 2y € X noktasimun f fonksiyonu altindaki yéringesi veya bir diger

adwyla orbits
{ili'o, f(l'o), f2(£13'0), Cey fn(iCo), .. } C X

kiimesi olup bu kiime Orbg(xg) ile gosterilir [12].

Tanim 1.1.5. g € X noktast i¢in f(xo) = xo oluyorsa, xy noktasina f fonksiyo-

nunun sabit noktasy denir [12].

Tanim 1.1.6. Bir xg € X i¢in f"(zo) = x¢ olacak sekilde n € N dogal sayist varsa
bu xo noktasina f fonksiyonunun periyodu n olan periyodik noktast veya kisaca n

periyotlu noktasy denir. Buna gére Orbg(xg) sonlu bir kiime olup

Orbg(xo) = {xo, f(0), f*(20), - ., [ (x0)}
seklinde olacaktur [12].
f™(xg) = o olacak sekildeki en kii¢ik n dogal sayisina xo noktasimin asal periyodu

aduv verilir [12].

Tanim 1.1.7. n € N olmak dzere f fonksiyonunun periyodu n olan noktalarinin

kiimest
Per,(f) ={z e X : f"(z) =z}

1



seklindedir. Buna gére f fonksiyonunun tim periyodik noktalarinin kimesi

Per(f) = U Per,(f)={x e X : f*(x) =x,n € N}
neN
olarak tanymlanwr [12].

Tanim 1.1.8. Bos kiimeden farkly her U,V C X agik alt kimeleri i¢in,
ffoynv 0

olacak sekilde bir k € N dogal sayist varsa f fonksiyonuna X dzerinde topolojik
gegiskendir denir [12].

Tanim 1.1.9. (X, d) bir metrik uzay, f: X — X fonksiyonu verilsin. € > 0 sayis,

her x € X noktasimin keyfi bir N komsulugu i¢in
d(f"(z), f*(y)) > €

olacak sekilde y € N noktast ve n € N sayist mevcut olacak sekilde varsa f fonksi-

yonuna X tzerinde baslangi¢ sartlarina hassas bagimlidur denir [12].

Tanim 1.1.10. X bir metrik uzay olmak tizere f : X — X fonksiyonu asagidaki ko-
sullar saglyorsa bu fonksiyona X dzerinde (Devaney anlaminda) kaotik fonksiyon,

(X, f) ikilisine kaotik dinamik sistem denir [12].

1. f fonksiyonunun periyodik noktalarimin kimesi X 'de yogundur.
2. f, X dizerinde topolojik gegiskendir.
3. f, X fdizerinde baslangic sartlarina hassas bagimlidar.

Teorem 1.1.11. (X, d) sonsuz elemanly metrik uzay ve f : X — X siirekli fonk-
siyon olsun. Eger f; topolojik gegisken ve Per(f), X uzayinda yogunsa f baslangi¢

sartlarina hassas bagimbidur [6].

Uyar: 1.1.12. Bu tez calismasi boyunca bir (X, f) kesikli dinamik sisteminde aksi
belirtilmedigi stirece X sonsuz elemanly ve f siirekli fonksiyon olarak ele alinacaktur.
Bu nedenle tez calismasi boyunca kaotik bir fonksiyon, periyodik noktalarinwn kiimes:

yogun olan ve topolojik gecisken bir fonksiyon olarak disiniilmest gerekmektedir.

Teorem 1.1.13. I C R bir aralik olmak tizere f : I — I siirekli fonksiyonu verilsin.
Eger f topolojik geciskense Per(f) kiimesi I araliginda yogundur, yani f fonksiyonu
kaotiktir [25].



Tanim 1.1.14. U C X bos olmayan herhangi iki acik kiime olmak tizere her n > ng
icin f*(U) = X olacak sekilde en az bir ng € N varsa, [ fonksiyonuna leo ézelligine
sahiptir denir [2].

Tanim 1.1.15. U,V C X bos olmayan herhang: iki acik kiume olmak tzere her
n > ng icin f(U)NV # O olacak sekilde bir ng € N varsa [ fonksiyonuna topolojik
kargtirma denir [16].

Tanim 1.1.16. f x f : X x X — X x X fonksiyonu topolojik gecisken ise f

fonksiyonuna zayif karistirma denir [16].

Tanim 1.1.17. Her n € N icin f" fonksiyonu topolojik gecisken ise f fonksiyonuna
total gecisken denir [16].

Uyar1 1.1.18. f : X — X fonksiyonu leo, topolojik karistirma, zayif karistirma

veya total karistirma 6zelliklerinden birine sahipse topolojik geciskendir.

Tanim 1.1.19. (X, d) metrik uzay ve f : X — X stirekli fonksiyon olmak tzere her
r,y€ X, e>0wve M €N icin

d(f™(x), ff(2)) <€ wve d(f"(y), f'(2)) <e
olacak sekilde z € X noktasi ve | — k > M ozelliginde k,l,m,n € N dogal sayilar:
varsa [ fonksiyonuna zayif gecisken denir [26].
Tanim 1.1.20. (X, f) kesikli dinamik sistemi ve A, B C X alt kiimeleri verilsin.
N(A,B)={neN: f"(A)NB # 0}
kiimesine A’dan B’ye adim kiimest denir. Eger ozel olarak fonksiyon belirtilmek

istenirse bu kiime Ny(A, B) olarak gdsterilir [16].

1.2. Topolojik Esgleniklik

Iki kesikli dinamik sistem verildiginde bu sistemlerin denk olup olmadig1 to-
polojik esleniklik kavrami ile aciklanir. Boylece topolojik eslenik olan ddniigiimler
dinamikleri agisindan denk olurlar. Ayrica topolojik esleniklikten faydalanarak yeni

kesikli dinamik sistemler olugturmak miimkiindiir.

Tamim 1.2.1. (X, f) ve (Y, g) kesikli dinamik sistemleri verilsin. h : X — 'Y stirekli,
orten fonksiyonu

goh=hof

3



olacak sekilde varsa bu dinamik sistemlere topolojik yari denk dinamik sistemler, f
ve g fonksiyonlarina ise topolojik yary eslenik fonksiyonlar denir [12].

Eger h fonksiyonu bir homeomorfizm ise bu durumda bu dinamik sistemlere topo-
lojik denk dinamik sistemler, f ve g fonksiyonlarina ise topolojik eslenik fonksiyonlar

denir. Bu durumda
g=hofoh™ weya f=hlogoh

olarak yazlabilir [12].

Onerme 1.2.2. (X, f) ve (Y, g) kesikli dinamik sistemleri bir h fonksiyonu yards-
mayla topolojik yary denk dinamik sistemler olsun. Bu durumda n € N olmak tizere

g"oh=nho f" olur [12].

Teorem 1.2.3 ([12,15-17,19,26]). X, Y sonsuz elemanly metrik uzaylar olmak tizere
f:X = Xweg:Y =Y sirekli fonksiyonlar ve (X, f), (Y, g) topolojik yar: denk

dinamik sistemleri verilsin. Buna gore

(i) a € X, f’nin n periyotlu noktasi ise h(a) = b € Y noktasi da g’nin n periyotlu

noktasi olup dolayisiyla Per(f) C X yogun ise Per(g) CY yogundur.
(ii) f topolojik gecisken ise g de topolojik geciskendir.
(1ii) [ leo ise g de leodur.
(iv) f topolojik karigtirma ise g de topolojik karigtirmadar.
(v) [ zayf karstirma ise g de zayf karistirmadar.
(vi) f total gecisken ise g de total gegiskendir.
(vii) f zayif gecisken ise g de zayif gegiskendir.
(viii) f kaotik ise g de kaotiktir.

Uyar1 1.2.4. Dinamik sistemlerin topolojik denk olmasi durumunda bu teorem ge-

cerliligini korumaktadar.



1.3. Touhey Ozelligi

Tanim 1.3.1. (X, d) sonsuz elemanly metrik uzay, f: X — X sirekli fonksiyon ve
U,V C X bos olmayan keyfi agik kiime olsun. Eger f™(p) € V olacak gekilde en az
bir p € U periyodik noktasi ve en az bir m € N dogal sayist varsa [ fonksiyonuna

Touhey ozelligine sahiptir denir [24].

Yani, Touhey 6zelligine sahip fonksiyonda bogtan farkl keyfi iki acik kiime ve-

rildiginde her ikisine de degen bir periyodik yoriinge vardir.

Teorem 1.3.2. X sonsuz elemanly metrik vzay, f : X — X stirekli fonksiyon
olsun. [ fonksiyonunun Touhey dzelligine sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul f

fonksiyonunun kaotik olmasider [24].

Ispat. (=) f Touhey ozelligine sahip oldugundan bostan farkli her acik kiimede
bir periyodik nokta vardir, yani f fonksiyonunun periyodik noktalarinin kiimesi X
icinde yogundur. Bu periyodik nokta bir bagka agik kiimenin de elemani olacagindan
f topolojik gecisken olur. Teorem 1.1.11 geregi f fonksiyonu kaotiktir.

(<) Bostan farkh ve agik U,V C X alt kiimeleri verilsin. f kaotik oldugundan
topolojik gecigkendir. Bu nedenle bir m € N dogal sayis1 i¢in f™(U) NV # () olup
f siirekli oldugundan U’ = U N f~™(V) ack kiimedir. Per(f) = X oldugundan
p € U’ olacak sekilde bir p periyodik noktasi vardir. Bu durumda f™(p) € V olup f

fonksiyonunun Touhey 6zelligine sahip oldugu goriiliir. O]

Touhey 6zelligi sayesinde kaotik dinamik sistemlerde ilging bir 6rnek verilebilir.
Bu o6rnek her noktasi1 periyodik nokta olan kaotik fonksiyon ornegidir. Bunun icin

verilen herhangi bir kaotik fonksiyondan yararlanilir.

Ornek 1.3.3. f: X — X kaotik bir fonksiyon olsun. O halde f Touhey dzelligine
sahip olup bostan farkl her U,V C X ag¢ik kiimeleri i¢in f™(p) € V olacak sekilde
en az bir p € U periyodik noktasr ve m € N dogal sayist vardir. f fonksiyonunun

periyodik noktalarinin kimesine kisitlanmass olan

flper(s) : Per(f) — Per(f)
fonksiyonu ele alinsin. U = Per(f) NU ve V' = Per(f) NV alt uzayin bostan

farkly agik kimeleri olacagindan p € U' ve f™(p) € V' olup kisitlanmas fonksiyon



Per(f)’de Touhey ézelligine sahiptir. Bu durumda her noktasi periyodik nokta olan
kaotik fonksiyon elde edilir.

1.4. Dizi Uzaylar1

Sembolik dinamik ve dizi uzaylar1 kavrami ilk olarak Morse ve Hedlund tara-
findan literatiire girmigtir [21|. Fakat zaman gegtikce dizi uzaylar1 ve bu uzaylarda
tanimh shift (kaydirma) déniigimleri 6zellikle kaotik dinamik sistemlerin incelenmesi
icin siklikla bagvurulan bir yontem haline gelmigtir [12, 15]. Bu sayede dinamiginin
anlagilmasi giic olan fonksiyonlar dizi uzaylarmdaki shift doniigiimleri ile topolojik
eslenik kilmarak daha kolay bir sekilde yorumlanabilmistir. Ilk olarak tek tarafl dizi
uzay1 ve tek tarafli shift doniisiimiinii, ardindan iki tarafli dizi uzay:1 ve iki tarafl

shift doniisiimii incelenecektir.

1.4.1. I tek tarafli dizi uzay:

Tanim 1.4.1.
Z%:{l‘:xoiﬂlxz-.-:xiE{(],l},@':O,l’Q’”_}

kiimesine tek tarafly dizi (sembol) uzayr denir. x = xoxy -+ € X vey = yoy; - -+ € X3

olmak tizere dy : ¥4 x ¥} = R,
= e
di(r,y) = ; T
seklinde tamimlanan dy fonksiyonu X} dizerinde metriktir [12].

Teorem 1.4.2 (Yakinlik Teoremi-I [12]). # = zoxy--- € X} vey = yoyy -+ € X3

olsun. Buna gore n € N olmak ‘zere,
1. i=0,1,...,n iken x; = y; ise dy(z,y) < %’dir.

2. di(z,y) < QL isei=0,1,...,n i¢in x; = y; olur.

Onerme 1.4.3. f : X — Y fonksiyonu birebir, érten ve siirekli olsun. Eger X

kompakt ve Y Hausdorff ise f homeomorfizmdir [22].

Tamim 1.4.4 (Cantor Kiimesi). Cy = [0, 1] olmak dzere Cy araliginy 3 esit par-
caya bolip ortadaki (1/3,2/3) araligine atarak Cy = [0,1/3] U [2/3, 1] kiimesini elde
edelim. Burada Iy = [0,1/3] ve I} = [2/3,1] denirse C, = Iy U I olarak ifade edile-

bilir. Benzer sekilde Iy ve Iy araliklarinin her birini once 3 esit parcaya bolip sonra
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ortadaki tgte birlik agik araliklar atalim. Béylece Iog = [0,1/9], 1oy = [2/9,1/3],
Lo = [2/3,7/9] ve 111 = [8/9,1] olup Cy = Iy U Igy U I1p U Iy seklinde olacaktr.
Bu sekilde devam edilirek n € N olmak tizere n. adimda 2" tane araligin birlesimi

olarak elde edilen kime C,, seklinde gdsterilebilir. C' Cantor kiimesi ise

C_ﬁ@
n=1

olarak tanwmlanwr (Bkz. Sekil 1.1).

Sekil 1.1. Cantor kiimesinin olugturulmasi

Teorem 1.4.5. X} dizi uzayr C' Cantor kiimesine homeomorftur [12].

Cantor kiimesinden bir nokta alindiginda bu noktanin bulundugu C,, kiimesinin
sagindaki veya solundaki araliga ait olugsuna gore 0 veya 1 olarak kodlanabilir. Bu-
rada sag araliktaysa 1, sol araliktaysa 0 olarak diisiiniilebilir. Mesela x € C' noktast
sirasiyla Iy, Loo, Loo1, Loo1o, Loo101 araliklarina ait ise bu x noktasinin kod temsilinin ilk
5 terimi x = 00101 seklinde ifade edilebilir. Fakat Cantor kiimesinin elemanlarinin
kod temsili sonsuz uzunluktadir. Bu durumda h : C' — %1,

h(z) = aparasazays--- ,a; € {0,1}
seklinde bir fonksiyon tanimlayabiliriz. Gercekten Cantor kiimesindeki herhangi farkh
iki eleman belli bir adima kadar aym alt aralikta olsa dahi bu adimdan sonra ayri
araliklara diiseceklerinden bu noktalarm goriintiileri de farkli olacaktir. Ustelik dizi
uzayindaki her bir elemana kargilik gelecek sekilde Cantor kiimesinde bir nokta bu-
lunabilir. Birbirlerine yakin olan noktalar ise belli bir indise kadar aym aralikta
bulunacagindan h fonksiyonu altindaki goriintiileri de Yakinlik Teoremi yardimiyla
birbirlerine yakin olur. C' Cantor kiimesi kompakt ve 33 tek tarafli dizi uzayr metrik
uzay oldugundan h fonksiyonu Onerme 1.4.3 kosullarini saglar. Boylece h fonksiyonu

bir homeomorfizm olup ¥} dizi uzay1 ile C' Cantor kiimesi homeomorftur.

Tanim 1.4.6. S : X} — 31 S(zorizews--+) = wiwoxswy -+ fonksiyonuna tek

tarafle shift donisimi adv verilir [12].



n € N olmak iizere bir x = xor12223--- € Z% noktasinin S doniisiimii altinda n.

iterasyonu

Sn(m) = TnTn+1Tn42Tn43 """
seklindedir.

Teorem 1.4.7. S tek tarafly shift dontisimi sireklidir [12].

Ispat. Keyfi ¢ > 0 ve 2 € X} verilsin. Bu durumda 2% < € olacak gekilde bir n dogal
sayis1 vardir. Bu takdirde 6 = Qn% segmek yeterli olacaktir. Gergekten, y € B(x, )

ise di(z,y) < 6 = 57 olacagmdan Teorem 1.4.2°den
y —_— l’omlx2...l’n+1yn+2...

olarak ifade edilebilir. Bu durumda

S(r) = T1T2T3° Tnp1Tnga
olup Teorem 1.4.2’den
1
4 (8(2), 5(y)) < 57 < ¢
olacagindan S tek tarafli shift doniigtimii siireklidir. O]

Teorem 1.4.8. S tek tarafly shift doniisimi Touhey ozelligine sahiptir.

Ispat. n bir dogal say1 olmak iizere S déniisiimiiniin n periyotlu noktalarinin kiimesi
Per,(S) ={moz1 - Tp_1 :2; € {0,1},i €{0,1,...,n — 1}}
seklindedir. Bogtan farkh U,V C X agk kiimelerini alahm. x € U ve y € V keyfi

iki nokta olmak iizere

B(z,e) CU ve B(y,e)CV

L

olacak gekilde bir € > 0 sayis1 ve buna kargiik 5

< € olacak sekilde bir n € N

bulunabilir. Ozel olarak

P = ToT1 - Tp¥YolY1 - YnZToZ1 - TnuYolY1 - = ToT1 " TnYolY1 - YUn
noktasini alalhm. Bu durumda Teorem 1.4.2°den

1
dl(pa$) < 2—n <€



olup p € U olur. Dikkat edilirse S?*"™2(p) = p oldugundan p bir periyodik noktadir.
Ayrica

S™H(D) = Yoy - YnLoT1 -+ - TnYoY1 - - - YnToT1 - - -

oldugundan ve Teorem 1.4.2’den

1
B D).9) < o <
olup S"™!(p) € V olur. Bu ise S tek tarafli shift doniigiimiiniin Touhey 6zelligine

sahip oldugunu gosterir. ]
Sonug 1.4.9. S tek tarafly shift doniistimi kaotiktir.
Teorem 1.4.10. S tek tarafly shift donisimi leo ézelligine sahiptir.

Ispat. U # 0, U C ¥ acgik kiimesi verilsin. z € U alahm. U agk oldugundan
B(z,€) C U olacak gekilde bir € > 0 ve bu € sayisi i¢in 2% < € olacak gekilde bir
n € N vardir. a € 3} keyfi bir nokta olsun.

x* = xox1To -+ - TpQoQ1ag - -

noktasi i¢in Teorem 1.4.2’den dy(x,2*) < 2 < € olup 2* € B(x,¢) C U olur.

271
k=mn+41igin
S*(x*) = aparag - -- = a
ve a keyfi bir nokta oldugundan S*(U) = %! olur. O

Ornek 1.4.11. S tek tarafls shift donisimiinden yararlanarak leo olan ancak ka-
otik olmayan bir fonksiyon drneji verelim. 33 uzayindan S déniisimiinin periyodik
noktalarimin ve akibeti periyodik noktalarinin ¢ikariimasiyla elde edilen kimeye X
diyelim. Bu durumda S dénidsiminin X kimesine kisitlanmas fonksiyonu kaotik
degildir. Clinki kisitlanmas fonksiyonun periyodik noktalarinin kiimesi X kiimesinde
yogqun degildir. S dontisimiinin leo oldugu Teorem 1.4.10°un ispatina benzer sekilde

gosterilebilir.

1.4.2. X2 iki tarafl1 dizi uzayi

Tanim 1.4.12.
Eg = {I’ = T_3T_9T_1 ToT1Tg """ : T; c {0’1}72 c Z}

kiimesine iki tarafly dizi (sembol) uzayr denir [12].
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Onerme 1.4.13.

T =T _3T_oT_1 - ToT1Ty- - € X3

ve
Y= Yay-ayo1 - Yorya - € X5

olmak tzere d : Y3 x X2 — R,

. - |$z—yz|
ny)= ) o]

1=—00

seklinde tanimlanan d fonksiyonu Y33 kiimesi dizerinde bir metriktir [12].

Ispat. Oncelikle d fonksiyonunun sinirh oldugunu gésterelim. z,y € %2 icin

= |z — il ° |z; — il = |z — yi

i=—00 1=—00 =1
= Z |I_] + Z |CL’Z yz
7=0
1 1
< 2 2_3 + Zzl E
= 3

Simdi d’nin metrik oldugunu gosterelim. Her z,y, z € X3 igin,

1.
_ - |xi_yi|7
& YieZigin |z, —y| =0
& YieZiginx =vy;
& =y
2.

Z |*751 yz Z ‘yz ;] = d(y, )

1=—00 1=—00

10



3. Heri € Z i¢in |x; — y;| = |v; — zi + zi — yi| < |z — 2| + |2 — yi] oldugundan

- |z — yil
d(z,y) = Z T ol

S |z; — zi + 2z — i
- 2_: ol

S |$i—2i\ S ’Zi_yi|
< ; o T ; 3l

= d(z,2) +d(z,y).
Dolaysiyla (X2, d) ikilisi bir metrik uzaydir. O

Teorem 1.4.14 (Yakinhk Teoremi-II [15]).
€T = +-- x_naj_n_’_l L _9T_1 - XeX1T " Lpy—1Tyy " ° * & zg
ve

Y= YonYont1Y2Y—1 YoU1Y2 " Yn1Yn - € 1g
noktalar, verilsin. Bu durumda
(i) Eger |i| < n igin x; = y; ise d(z,y) < 525 olur.

(i1) Eger d(x,y) < 5 ise |i| < n igin x; = y; olur.

2n
Ispat. (i)
—n—1
B |z — yil |z — yil i — yil
dw.y) Z ol Z il Z il z; ol
— ’x*J — y*j‘ - |xl B y'L’
B SR
j=n+1 1=n-+1

IN

]
2| =

+
I‘M
N2 |

(ii) Varsayalun ki en az bir i i¢in (—n < iy < n) z;, # y;, olsun. Buna gére eger

—n <ip < 0ise 0 < |ig| < n olur. Ustelik
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B 00 |$Z—yz| . |Iio _y10| |1‘0_y0|
d(xay)—lz e TR s R

2_

1

oldugundan bu ise d(z,y) < 57 olusu ile celigir. Boylece varsayalim hatali olup

—n <1 < 0icin z; = y; olmalidir. Eger 0 < 45 < n ise

_ — |z —uil _ |Zo — Yol iy — Yio
d(m’y)_‘_ZT — ...+T+...+T+...
i ’mio — yio’
A
|
=
1
>
Z om
olup bu durum d(z,y) < 2% oluguyla celigir. Dolayisiyla sonug olarak |i| < n i¢in
xr; = y; olur. O

Tanim 1.4.15. ¢ : 33 — 32,
O-(. ScXT_oT_q * ToT1Tg -+ ) = X _oT_1Tg - T1T2Tg " -

seklinde tanimlanan fonksiyona iki tarafle shift (kaydirma) doniisimi ady verilir [12].

n € Nolmak iizere bir x = -+ x_37_ox_1-ToT 1T - - - € 33 noktasinin o doniigiimii

altinda n. iterasyonu
n —
g (l’) = Tp-3Tpn-2Tn-1" Tpnlnt1lnt2 """

seklindedir.

Ornek 1.4.16. o iki tarafly shift dondsiminin sabit noktalaring, 2 periyotly nok-
talarim, 3 periyotlu noktalarini, 4 periyotlu noktalariny ve bu donisimin periyodik

noktalarimin en genel halini arastiralim. Sabit noktalar: bulmak i¢in
0-(. X _3X_oT_1  ToXL1To "+ ) = X _ 3T _9X_1 " ToL1Ly """
ifadesinden

X _3T_9X 1T T1XoXLg " = +++XL_3T_9T_1*TgL1X2 """
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elde edilir. Bu durumda
L3 =T 2,2 =T_1,T-1 = Lo, Lo = T1,T1 = X2, L2 = T3, "
olacagindan iki tarafle shift dontstiminidn sabit noktalar:
To - To =+ ToToToTo * ToToToTo " *
formunda olup sabit noktalar
0-0=---0000-0000--- we 1-1=---1111-1111---

olur. o’nin ki periyotlu noktalars

02 (- T 3T o1 - BT Tg -+ ) =+ X_4T_3T_oT_1 - ToT1ToT3 - - -
denkleminden

XX XL, - XX3XAXg * = X 4L _3X 2T _1 * TgIl1T2T3 " - -
olup bu noktalar

LTy * TpTy = -+ TeX1 XL 1 XL * ToL1LoX1 XXy "~ *

seklindedir. Bu durumda asal periyodu 2 olan noktalar

1-01=---010101-010101--- we 10-10=---101010-101010---

olur. o3(x) = x denkleminden asal periyodu 3 olan noktalar

ToL1Xg * Tl 1Tg = - Lo 1X2X9L1X + Tol1T 29T 1T * * *

formunda olup ac¢ik olarak

001-001 = ---001001001 -001001001 - - -
010-010 = ---010010010 - 010010010 - - -
011-011 = ---011011011-011011011---
100-100 = ---100100100 - 100100100 - - -
110-110 = ---110110110-110110110---
101-101 = ---101101101-101101101---

noktalardir. o%(x) = x denkleminden asal periyodu 4 olan noktalar

ToI1X2T3 = LoL1X2XL3 = - Lo 1X2X3Tx0T1X2X3 * TgX1X 23X X123 " - *
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formunda olup bu noktalar asagida belirtildigi gibidir:

0001 -0001 = ---00010001 - 00010001 - - -
0011-0011 = ---00110011-00110011---
0I11-0111 = ---01110111-01110111---
0010 - 0010 = ---00100010 - 00100010 - - -
0100 - 0100 = ---01000100 - 01000100 - - -
0110-0110 = ---01100110-01100110---
1000 - 1000 = ---10001000 - 10001000 - - -
1100-1100 = ---11001100-11001100- - -
10011001 = ---10011001 - 10011001 - - -
1011-1011 = ---10111011-10111011---
1101 -1101 = ---11011101-11011101---
1110-1110 = ---11101110-11101110---

Genel olarak n bir dogal say. olmak iizere o™ (x) = x denkleminden o iki tarafle shift

dondistimiinin n periyotlu noktalar: elde edilir. Bu noktalarin genel formu

xoml"'xnfl'xoxl"'mnfl:"'xoxl"'xnfl'xoxl"'xnfl"'

seklinde olacaktir. Buna gdre iki tarafly shift donisiminin periyodu n olan nokta-

larinan kimesi

Pern(a):{xoxl---xn_l-m0x1-~-xn_1 Y 6{071}7i€{0717---an_1}}

seklindedir.

Teorem 1.4.17. o iki tarafly shift doniisimii X35 dizerinde bir homeomorfizmdir.

Ispat. o doniigiimiiniin birebir oldugunu gosterelim. z,y € X2 icin o(z) = o(y)
olsun. Yani

O'(---I‘_QI_l -xoxl ---) p— ---I_2x_1x0 -xleIS---

0'(. .. y—zy—l . yoyl DRI ) p— .« .. y—2y—1y0 . y1y2y3 ...

olup buradan
DY l’_Qa’:_le . x1x2l’3 e e e T/ e e e y—Qy—lyO . y1y2y3 DR

olur. O halde her 7 € Z i¢in z; = y; olup z = y’dir.
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o doniisimiiniin 6rten oldugunu gosterelim.
— 2
T = "T_9T_1 ToT1 - € X5
olsun.

0'( X 3T 9 XT_1Togl1 """ ) =

oldugundan x € o (33) olup o déniigiimii 6rtendir.
o doniigiimiiniin herhangi bir a € 2 noktasinda siirekli oldugu gosterilsin. Her

e > 0 i¢in 2,1%1 < € olacak sekilde en az bir n € N dogal sayis1 vardir. Bu durumda

1
oo
secmek yeterlidir. € B(a,d) ise d(a,xz) < § = 5+ oldugundan Teorem 1.4.14’den
li| < nig¢in x; = a; olur. Boylece
a - ”'a—n—la/—n"'a‘—Qa'—]_ 'aoal"'anan+1"'
T = - T_p1Q_p Q201 QA1 " " ALyl "
olarak yazilabilir.
O—(a) = ... a/—'n,—]_a'—n DR a/—Qa'—]_aO . a1a2 DR anan+1 ...
0‘(])) = T 10 Q201G Q102 ApTpi]l """
olup Teorem 1.4.14°den
1
d(o(a),o(z)) < S <e€

oldugundan shift déniisiimii 332 iizerinde siirekli bir fonksiyondur. Benzer gekilde

ol Y2 2
-1
o ( X3 _oX_1 - ToT1XLg "+ ) =X 3T _9-T_1XoXx1Xo """
fonksiyonunun siirekli oldugu gosterilir. Sonug olarak o shift doniigiimii 3 iizerinde
bir homeomorfizmdir. O

Teorem 1.4.18. o iki tarafly shift dontdsimi Touhey ozelligine sahiptir.

Ispat. U,V C Y2 bogtan farkh acik kiimeler ve 2z € U, y € V olsun. Bu durumda
B(z,€) C U ve B(y,€) C V olacak sekilde € > 0 sayis1 vardir. Ayrica Qn%l < e olacak

sekilde bir n € N dogal sayist bulunabilir. Ozel olarak

p:--.l’_n..-xny_n--.ynx_n---x_l-:L‘O---Iny_n..-ynx_n--.a’:n---
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noktasi alinsin. Dikkat edilirse p noktasi periyodu 2(2n + 1) olan bir periyodik nok-
tadir. Ayrica Teorem 1.4.14’den

d(z,p) < <e

- anl
olup p € B(x,¢€) oldugu goriilmektedir. Benzer olarak m = 2n + 1 igin

Jm(p):“'yf’n,'"ynxfn”'xnyfn“'yfl'yO“'ynxf’n,'"l.nyfn"'yn”'

olup
1

dy,0™(p)) < 5o

<€

oldugundan o™(p) € B(y,€) oldugu goriiliir. Boylece p € U periyodik noktasi i¢in
o™ (p) € V olup bu ise o iki tarafli shift doniigiimiiniin Touhey 6zelligine sahip

oldugunu gosterir. O]
Sonug 1.4.19. o iki tarafly shift dondsimi kaotiktir.

Teorem 1.4.20. f : X — X homeomorfizmi kaotik ise f~' : X — X fonksiyonu
da kaotiktir.

Ispat. Once topolojik geciskenligi gosterelim. Bostan fakh U,V C X acik kiimeleri
verilsin. f kaotik oldugundan f*(U) NV # @ olacak sekilde bir & € N dogal sayis1
vardir. f siirekli ve V agik kiime oldugundan f~*(V) acgiktir. Buna gore

FONVAD=UNFHV)£D

ve f~% = (f~1)" oldugundan, f~! fonksiyonu topolojik geciskendir.

Simdi periyodik noktalar kiimesinin yogunlugunu gosterelim. Bog kiimeden farkli

herhangi bir U C X acik kiimesini alahm. Per(f) = X oldugundan f?(x) = x olacak
sekilde bir p € N dogal sayis1 ve x € U periyodik noktasi vardir. f homeomorfizm
oldugundan x = f~P(x) olup Per(f~!) = X oldugu goriiliir. Dolayisiyla f~! fonksi-
yonu kaotiktir. O]
Sonug 1.4.21. o7 : 32 — 332,

0'_1(. © X _3T_oX_1 - ToL1Ty -+ ) =X _4T_3T_9 - T_1TL1Ly """

fonksiyonu da kaotiktir.
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Ornek 1.4.22. a,b € R wverilsin, Ty, Ty, Ty : R? — R2,
Ti(z,y) = (x, 1 —az?®+ y)
Ty(z,y) = (bx,y)
Ts(x,y) = (y,x)
olmak tizere Ty, =T : R? — R?
T(z,y) =T30Ty0T(x,y)
seklinde tanimlanan fonksiyonuna “Henon Dénisimid" ady verilir [18]. Ayrica He-

non déntdsimin bir homeomorfizmdir. Bu fonksiyon T,, veya herhangi bir karisikhk

yaratmayacaksa T seklinde gésterilir. Henon dénisimi daha acik olarak
T(z,y) = (1 - az® + y, bx)
seklinde ifade edilebilir. E : R? — R?,

E(z,y) = (ax, %y>
olsun. H : R? — R2,
H('I?y) = (a—i—by—x2,x)

olmak tzere

EoT=HoFE

oldugu gosterilsin. Her (x,y) € R? igin
EoT(z,y) = E(T(x,y)) = E(1 — az® +y,bx) = (a — a*2* + ay, ax)

ve

HoFE(x,y) = HE(z,y)) = H (ax, %y) = (a+ ay — a’2”, ax)

olup T ile H doniistimleri E dontsimi yardimayla topolojik esleniktir. Devaney ve
Nitecki, Henon dontistimiinitin iki tarafle shift dondisimii ile topolojik eslenik oldugunu
ispatlamastur [18]. Béylece Henon déntsiminitn belirli parametre degerleri i¢in ka-
otik oldugu sonucuna vardmastir. Ozel olarak a = 1.4 ve b = 0.3 parametre degerleri
wcin Henon dontstimidniinin atraktori Sekil 1.2°de gosterilmistir. Henon doniisimdi
ile ilgili detayly bilgi icin Bkz. [13,18]. Ayrica Henon déndsiminin tersi olan fonk-
suyon

2
H ' (z,y) = (ywba)
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Sekil 1.2. Henon doniigiimiiniin atraktori

Teorem 1.4.20 geregince kaotiktir.
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2. DINAMIK SiSTEMLERDEKI BAZI KAVRAMLARIN BiRBIRLE-
RIYLE OLAN ILISKILERI

Kesikli dinamik sistemler teorisinde topolojik gecigkenlik cok sik kullanilan bir
kavramdir. Ozellikle kaotik bir dinamik sistemin topolojik geciskenlik ézelligine sa-
hip olmasi bunun bir sebebidir. Bu nedenle topolojik geciskenlik bir fonksiyonunun
dinamigi agisindan oldukca O6nemlidir. Topolojik geciskenlige alternatif olacak ge-
kilde baz yeni kavramlar tanimlanmig ve bu kavramlarin detayh incelemeleri ¢esitli
caligmalarda yer almigtir, Bkz. [1,2,5, 8,10, 19, 20, 23, 26]. Bu boliimiin amaci ke-
sikli dinamik sistem teorisindeki bazi kavramlarin hem kendileriyle hem de diger

kavramlarla olan iligkilerini incelemektir.
2.1. Topolojik Gegigkenligin Denk Tanimlari

Topolojik gegiskenlik kavramina denk olan ii¢ adet 6zellik verilecektir. Bunlarin
ilki adim kiimelerinden yararlanilarak verilecektir. Bir diger 6zellik Degirmenci ve
Kocak tarafindan incelenen yogun yoriinge ve topolojik geciskenlik arasindaki ilis-
kiden meydana gelmektedir, Bkz. [10]. Son verilecek olan 6zellik ise bir topolojinin

tabaniyla ilgilidir.

Teorem 2.1.1 ( [16]). f : X — X fonksiyonu verilsin. Bu durumda bostan farkl

her U,V C X ac¢ik kiimeler: i¢in asagidakiler denktir:
(i) f topolojik geciskendir.
(it) UN f~(V) # 0 olacak sekilde bir n € N vardar.
(iti) N(U, V) # 0 dir.

Ispat. (i)=(ii) f fonksiyonu topolojik gecisken oldugundan f™(U) NV # () olacak
sekilde n € N vardir. Bu durumda bir z € U i¢in f*(z) € V olup z € f~(V)
oldugundan istenilen goriiliir.
()= (iii) Bir n € Ni¢in UN f~"(V)) # 0 olsun. Bu durumda bir z € UN f~(V)
icin f*(x) € f*(U) ve f*(x) € V olacagimdan f™(U)NV # @ olup N(U, V) # () olur.
(iii)= (1) Eger N(U,V) # () ise
NUV)={neN: ffU)NV £0}#0

olup f fonksiyonunun topolojik gecisken oldugu goriilmektedir. O]
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Tanim 2.1.2. X topolojik uzayinin herhangi bir U C X bostan farkly acik kiimesinin

hicbir sonlu alt kiimes:t U i¢inde yogun olmuyorsa X wuzayina thick uzay adi verilir
[10].

Onerme 2.1.3. X thick uzay olmak iizere f : X — X fonksiyonu yojun yoringeye
sahipse f fonksiyonu topolojik geciskendir [10].

Onerme 2.1.4. X tam metrik uzayimin sayilabilir bir tabamy meveut olmak dizere
f X — X sirekli fonksiyonu topolojik gecisken olsun. Bu durumda X uzayinda

yoringesi yogun olan bir nokta varduwr [10].

Onerme 2.1.5. X saylabilir tabanh, thick, tam metrik uzay ve f: X — X sirekli
fonksiyon olmak tizere f fonksiyonunun topolojik gecisken olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul f fonksiyonunun yogun yoringeye sahip olmasidir [10].

Teorem 2.1.6. f : X — X bir fonksiyon ve B ailesi X tizerindeki topolojinin bir
tabany olsun. f fonksiyonunun topolojik gecisken olmasy i¢in gerek ve yeter kosul her

By, By € B igin f*(B1) N By # 0 olacak sekilde bir n € N dogal saysinin olmasidar.

Ispat. (=) Taban elemanlari agik kiime oldugundan istenilen goriilmektedir.

(<) Bogtan farkh U,V C X acik kiimeleri verilsin. B ailesi X iizerindeki to-
polojinin bir tabani oldugundan, B; C U ve B; C V olacak sekilde B;, B; € B
vardir. Hipotez geregi f™(B;) N B; # 0 olacak gekilde bir n € N vardir. Bu durumda
fM(U)NV # 0 olup f fonksiyonu topolojik gegigkendir. O

2.2. Topolojik Gegiskenlik ve Zayif Gegigkenlik ili§kisi

Topolojik geciskenlik 6zelligi bazi fonksiyonlar i¢in kuvvetli bir 6zellik olabilir.
Mesela R {izerinde standart metrik uzay dikkate alindiginda / C R araligindan ken-
dine tanimh siirekli bir f fonksiyonu topolojik geciskense hem baslangic sartlarina
hassas bagimhdir hem de periyodik noktalar: yogundur (Bkz. [25]). Wang, Yin ve
Yan [26]'da topolojik gegiskenligin daha zayiflatilmig bir versiyonu olan zayif ge-
ciskenlik tanimim vermigtir. Her ne kadar topolojik geciskenligin zayif geciskenligi
gerektirdigi ifade edilmis olsa da bu tezde bu durum bir teorem olarak verilecek ve

ispat edilecektir.

Teorem 2.2.1. (X,d) sayilabilir tabanl, thick, tam metrik uzay ve f : X — X

strekli fonksiyon olmak tizere, f topolojik gegiskense zayif geciskendir.
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Ispat. Keyfi z,y € X, € > 0 ve M € N verilsin. Onerme 2.1.5’den W = X ola-
cak gekilde bir z € X vardir. Bu durumda m = n = 1 olmak iizere d(f(z), f¥(2)) < €
ve d(f(y), f1(z)) < € olacak gekilde k,l € N vardir. Eger [ — k > M ise ispat biter.
I — k < M olsun. X thick metrik uzay oldugundan, X uzayinda bos olmayan acik
bir kiimeden sonlu nokta ¢ikarilmasi durumunda olusan kiime bogtan farkl ve agik-
tir. Buna gére B; = B(f(y),€) — {f'(2)} bostan farkli acik kiime olup z noktasmim
yoriingesi uzayda yogun oldugundan f“(z) € B; olacak sekilde bir /; € N vardir.
Eger I, — k > M ise ispat biter. Aksi halde benzer sekilde B, = B; — {f"'(2)}
kiimesi i¢in f2(2) € B, olacak sekilde I, € N vardir. [, — k > M durumunda ispat
biter. Aksi halde bu yontemle devam edilirse yeterince biiyiik bir [, € N dogal sayis1
d(f(y), fi"(2)) < e ve I, —k > M olacak sekilde bulunabilir. Dolayisiyla f fonksiyonu
zaylf geciskendir. O]

Block ve Coppel [7]’de (s. 155) kompakt metrik uzaylarda topolojik gegiskenligin
yogun yoriingenin varligina denk oldugunu gostermigtir. Buradan agagidaki sonug

cikmaktadir.

Sonug 2.2.2. (X,d) thick, kompakt metrik uzay ve f : X — X strekli fonksiyon

olmak tzere, f topolojik geciskense zayf geciskendir.

2.3. Leo Ozelligi Uzerine

Teorem 2.3.1. f: X — X fonksiyonu leo ise topolojik karistirmadar.

Ispat. U,V C X, U,V # 0 acik olsun. f leo oldugundan her n > ng icin f"(U) = X
olacak sekilde bir ng € N dogal sayisi vardir. O halde her n > ng i¢in f*(U)NV # 0
olup f topolojik karigtirmadir. O]

Uyar1 2.3.2. X bir metrik uzay olsun. Eger f : X — X homeomorfizm ise f leo
dzelligine sahip olamaz, gosterelim. Varsayalim ki f leo ézelligine sahip olsun. x # y
olmak iizere x,y € X alalim. X metrik uzay oldugundan

xelU, ,ycUyvelU NU; =10
olacak sekilde Uy, Uy C X acik kiimeleri vardwr. f leo oldugundan dyle ni ve no
dogal saylary vardwr ki k > ny ve m > ny iken fH(U)) = X ve f™(Us) = X olur.

no = max{ny, na} segilirse n > ng igin f"(Uy) = f*(Usz) = X olacaktir. Bu durumda
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keyfi bir z € X i¢in
1@ = f1y) ==

olacak sekilde ©' € Uy ve vy € Us vardir. [ homeomorfizm oldugundan x' = v

olmalidir. Fakat bu Uy NUy = 0 olmasi ile celistiginden f fonksiyonu leo ozelligine

sahip olamaz.

Sonuc 2.3.3. o ki tarafls shift donisimi Teorem 1.4.17°den dolayr homeomorfizm
oldugu i¢in leo dzelligine sahip degildir. Yani o dénisumi leo olmayan kaotik bir

fonksiyondur. Benzer durum Henon déntsimi icin de gecerlidir.

2.4. Topolojik Karigtirma ve Zayif Karistirma ili§kisi

Teorem 2.4.1. f : X — X fonksiyonunun zaysf karistirma olmasi i¢in gerek wve

yeter kosul bostan farkly her Uy, Uy, Vi, Vo C X agik kiimesi i¢in
N(U17 ‘/1) N N(U2J ‘/2) # @

olmasidir [16].
Ispat. Bostan farkl ve acik herhangi iki U,V C X x X alt kiimeleri icin, Uy x U, C U
ve Vi1 x Vo C U olacak sekilde Uy, Uy, Vi, Vo C X acik alt kiimeleri vardir. f x f
fonksiyonunun topolojik gecisken oldugundan

(f x /(UL x U) N (Vi x Vo) # 00 (2.1)
olacak gekilde bir k£ dogal sayisi1 vardir. Bu durumda

(f x HFUL x U2) N (Vi x Vo) = (FH(U0) N V) x (f5(Ua) N Va) # 0

olup, fH(U)NVy # 0 ve f5(Uy) NVy # O dir. Dolayisiyla k € N(Uy, Vi) N N(Uy, Vs)
olup istenilen goriiliir.

Tersine k € N(Uy, V1) NN (Us, V2) ise bu durumda (2.1) kolayca goriiliir. Boylece
f x f topolojik gecigken olup f zayif karigtirmadir. O]

Teorem 2.4.2. f: X — X fonksiyonu topolojik karistirma ise zayf karistirmadar.

Ispat. Uy, Uy, Vi, Vs C X bostan farkh ve acik alt kiimeleri verilsin. f topolojik
karigtirma oldugundan oyle bir n; dogal sayist i¢in n > ny iken f™(U;) NV # 0
olur. Benzer gekilde bir ny dogal sayisi igin n > ny iken f™(Us) N Vy # B olur.
k = max{ni,ny} dersek f*(U;) NVy # 0 ve fX¥(Uy) N Vy # @ olur. Dolayisiyla
k€ N(Uy, Vi) N N(Us, Va) olup Teorem 2.4.1’den istenilen goriiliir. O
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2.5. Zayif Karigtirma ve Total Gegigkenlik ilig;kisi

Zayif karigtirma ozelligi total gegiskenligi gerektiren bir durumdur. Ancak bunu
gormek o kadar acik degildir. Bu nedenle énce 4-Acik Ozelligi ve Furstenberg Te-
oremi verilecektir. Bu teoremlerin sonucu olarak zayif karigtirma ve total geciskenlik
iligkisi belirtilecektir. Bu iligki bir sonraki boliimde goriilecegi iizere kaotik fonksi-

yonlar icin oldukca onemlidir.

Teorem 2.5.1 (4-Acik Ozelligi [16]). f : X — X siirekli fonksiyonu verilsin,
Uy, U, Vi, Vo C X bos olmayan keyfi agik alt kiimeler olsun.

(a) Eger f ile degismeli bir g : X — X siirekli fonksiyonu i¢in
gU)NUs #0 wve g(Vi)NVa#£0
18€
N(U;,V{) C N(Us, V) we N(V{,U;) C N(Va,Us)

olacak sekilde bostan farkl ve agik Ul C Uy ve V| C Vi alt kiimeleri vardar.

(b) [ topolojik gegisken ve N(Uy, Uy) N (Vy, Vi) # 0 ise N(Uy, Vi)NN (Us, Vo) # ()
dar.

Ispat. (a) g siirekli fonksiyon oldugundan, g=*(Us) ve g~*(V4) acik kiime olup hipo-
tezden Uy N g~ (Us) # 0 ve Vi N g~ 1(Vs) # 0 agk kiimelerdir. O halde

Uy c Ui ng ' (Uy)
olcak sekilde U7 acik kiimesi vardir. Benzer gekilde

Vicving ' (12)
olacak gekilde bir V{ agik kiimesi de vardir. Bu durumda

U clU, ve g(Uy) CU

ve

Vich ve g(Vf)CVa

dir. n € N(Uj, V() ise f™(xzo) € V/ olacak gekilde bir zy € U] vardir. g(U;) C Us
oldugundan zy € Uj i¢in g(xg) € Us olur. g(V{) C V4 oldugundan g (f"(x¢)) € Vs
olup hipotez geregi

[ (g(x0)) = g (f"(20)) -
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Boylece [ (g(xo)) € Va elde edilip n € N(Us, V,) olur. Dolayisiyla
N(U, V) C N(Us, V2)

elde edilir (Bkz. Sekil 2.1).

» 9(f*(m))=f"(9(%))

Sekil 2.1. N(U},V/) € N(Us, V5)

Benzer sekilde k € N(V{,U!) ise f¥(yo) € U] olcak sekilde bir yo € V var-
dir. g(V{) C V; oldugundan yo € V/ i¢in g(yo) € Vo dir. g(Uj) C Us oldugundan
g (fk(yo)) € U, olup hipotezden

F* (9(y0)) = g (f*(w0))
oldugundan f* (g(yo)) € U, olur. Yani k € N(V5, Uy) olacagimdan

N(VI,Uj) € N(V3, )
oldugu goriiliir (Bkz. Sekil 2.2).

(b) f topolojik gegigken ve N(Uy,Us) N N(V4, Va) # 0 olsun. Bu durumda bir
n € N(Uy,U) N N(Vy, Va)
icin (a)’dan g = f" olarak tanimlanirsa istenilen goriiliir. 0
Teorem 2.5.2 (Furstenberg [16]). f : X — X sirekli fonksiyonu zayif karistirma
1se her n > 1 dogal sayist i¢in
f r=fx-oxfi X" X"

fonksiyonu topolojik geciskendir. Yani zayf karistirma olan sirekli bir fonksiyonun

kendisiyle n defa kartezyen ¢carpima olan fonksiyon topolojik geciskendir.
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 9(F (v ))=f*(9(w))

Sekil 2.2. N(V{,U}) C N(Va,Us)

Ispat. n = 2 icin zayif karigtirma tanimi geregi f x f topolojik geciskendir.
fr=f e f

fonksiyonu topolojik gecisken olsun. f*(™*1) = fx...x f x f fonksiyonunun topolojik
gecisken oldugunu gormek igin Teorem 2.1.1’den 7 = 1,2,...,n + 1 olmak {izere

bogtan farkh ve acik olan her U;,V; C X igin
n+1

ﬂ N(U;, V) #0 (2:2)
i=1
oldugunu gostermek yeterli olacaktir. f zayif karigtirma oldugundan
fm<Un) N Un+1 7& @ ve fm(Vn) N Vn+1 # @

olacak sekilde bir m € N vardir. f siirekli ve her 7 i¢in U, V; agik kiime oldugundan
7™ (Ups1) ve f7™(Vpa1) agik kiimedir. Bu durumda

U CU,NF"™Ups1) ve V. CVonf (Vi)

olacak gekildeki U/, V! acik kiimelerini alahm. f*™ topolojik gecisken oldugundan

n—1
ke (N(U, Vi) NN, V)
=1

olacak gekilde bir £ € N vardir. Bu ise aslinda

i=1
anlamima gelmektedir. Amacimiz ise k € N(U,41, Voy1) oldugunu gosterip (2.2)°yi

elde etmektir. Teorem 2.5.1’den bir z € U/ igin f*(z) € V! ve V! C f~™(Vpy1)
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oldugundan f™ (f*(x)) € V,41 olur. Ustelik x € U}, igin f™(z) € Upt1 olup
FHm ) = (f4(2)
oldugundan k& € N(U,y1, Vay1) oldugu goriiliir (Bkz. Sekil 2.3). Boylece istenilen

sonuca varilir. O

U,

Sekil 2.3. Furstenberg Teoreminin ispat: icin bir gésterim

Sonug 2.5.3. f: X — X sturekli fonksiyonu zayif karistirma ise her n € N i¢in
f r=fxoxfi X" X"
fonksiyonu zaypf karistirmadir. Yani zayf karistirma olan her strekli fonksiyonun

kendisiyle n defa kartezyen ¢carpima olan fonksiyon da zayif karistirma olur.

Teorem 2.5.4. f: X — X sirekli fonksiyonu zayif karistirma ise her n € N i¢in

f": X = X fonksiyonu da zayif karistirmadur [16].

Ispat. Bostan farkh Uy, Us, V4, Vs C X acik alt kiimeler ve n € N olsun. f" fonksi-
yonunun zayif karigtirma oldugunu gosterelim. Bunun i¢in
rU)NVI£D ve fr(Uy) NV # 0
olacak sekilde bir ¢ € N bulunmalidir. Teorem 2.5.2’den f*?" topolojik geciskendir.
Buna gore
U= U f7HO) 5o fTH(O) x Uy x (U)o f0(T) ) o
V = VixVix-- - xVixVxVyx---xV,
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olacak sekilde U,V C X?" acik kiimelerini alalim. f*?" topolojik gecisken oldugun-
dan

(P Oynv 0 (24)

olacak sekilde bir k dogal sayist mevcuttur. Birg > 0ve 0 <r <n—1icin k = nqg+r
olarak yazilabilir. (2.3) ve (2.4)’den

0+ (e 0)nv
= (P2 (UL fTHOY) - x TN UL) % Up % fH(UR) % - f 7L (Uy))
N(VixVix-ooxVpxVoxVyx--oxVs)
= (f*(U) N VA) x (fEHU) N VA) X x (FFH(Un) N V) x
(F¥(U2) N Vo) x (f* 1 (Ua) N Va) X - x (F¥ 4 (U2) N V)
elde edilir. Bu durumda r = 0,1,...,n — 1 olmak iizere f*"(U)NV; # 0 ve
fE(Uy) NVy # 0 olur. Ustelik her r icin f*=7(Uy) = f4(U,) ve f*(Uy) = f(Us)
oldugundan,

U NV #£D ve frUU)NVa £ 0

oldugu goriiliir. Boylece her n € N i¢in f” fonksiyonunun zayif karigtirma oldugu

sonucuna varilr. OJ

Sonucg 2.5.5. f : X — X siirekli fonksiyonu zayif karistirma ise f total gegiskendir.
Yani her n € N a¢cin f™ topolojik gegiskendir.

2.6. Kaotik Bir Fonksiyonun Bilegkeleri

Bir f fonksiyonu kaotik ise her n € N i¢in f" fonksiyonu kaotik olur mu so-
rusu akila gelen bir sorudur. Ancak bu durum genelde dogru degildir. Bu sorunun
cevabi icin zayif karigtirma kavrami onemlidir. Zayif karigtirmanin gerektirdigi baz
durumlardan yararlanarak zayif karigtirma olan her siirekli f kaotik fonksiyonu icin
f™ fonksiyonunun kaotik oldugu sonucuna varilmigtir. Bu soru Elaydi tarafindan
(Bkz. [15]) sorulmug ve bu tez ¢aligmasinda genel bir ispat yapilmaya ¢ahgilmigtar.

Bu durumun tersi ise daha kolay bir gekilde gosterilmektedir.

Teorem 2.6.1. X sonsuz elemanly bir metrik vzay, f : X — X stirekli fonksiyonu
kaotik ve zayif karistirma olsun. Bu durumda her n € N i¢in f™ fonksiyonu da

kaotiktir.
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Ispat. f zayif karistirma oldugundan Sonuc 2.5.5 geregi f fonksiyonu total gecis-
kendir. Yani her n € N i¢in f" fonksiyonu topolojik geciskendir. Simdi periyodik
noktalarin yogunlugunu gosterelim. Bog kiimeden farkh keyfi bir U C X acgik kii-
mesini alalim. f kaotik oldugundan f fonksiyonunun periyodik noktalarinin kiimesi
X’de yogun olup f*(p) = p olacak sekilde bir p € U, k € N vardir. n € N olmak

() ()= ()" ) = fFo-- o ff(p)=p

oldugundan p noktasit f™ fonksiyonununda k periyotlu noktasi olacagindan f" fonk-
sivonunun periyodik noktalarmin kiimesi X icinde yogundur. Dolayisiyla Teorem

1.1.117°den her n € N i¢in f" fonksiyonu kaotiktir. O]

Teorem 2.6.2. X sonsuz elemanli bir metrik uzay ve f : X — X stirekli fonksiyonu
verilsin. n € N olmak tzere f* . X — X fonksiyonu kaotik ise f fonksiyonu da

kaotiktir.

Ispat. f™ topolojik gecisken oldugundan bostan farkli her U,V C X acik kiimeleri
i¢in (f™)*(U) NV # 0 olacak gekilde bir k£ € N vardir. Bu durumda f™(U) NV # ()
olacagindan f fonksiyonu topolojik gecigskendir. p € X noktast f" fonksiyonunun
m periyotlu noktasi ise bu p noktasi ayn1 zamanda f fonksiyonunun mn periyotlu
noktasidir. f" fonksiyonunun periyodik noktalarmin kiimesi X uzayinda yogun ol-
dugundan f fonksiyonunun da periyodik noktalarmnin kiimesi X uzayinda yogun

olacaktir. Dolayisiyla Teorem 1.1.11°den f kaotik bir fonksiyondur. O

2.7. Zayif Karigtirmanin Denk Kavramlar:

Zayif karigtirma Ozelligine denk bir kavram Teorem 2.4.1 ile 4 agik kiimeyle iligki-
lendirerek sunulmustur. Simdi sirasiyla inceleyecegimiz iki teorem ile zayif karigtir-
manin denkligini 6nce 3 sonra 2 agik kiime yardimiyla ifade edecegiz. Bunun sonucu
olarak bir fonksiyonun total gecisken ve kaotik olmasi1 durumunda zayif karigtirma

olmasi i¢in yeterli oldugunu gdsteren yeni bir teorem ortaya konulacaktir.

Teorem 2.7.1. f : X — X stirekli fonksiyonunun zayf karistirma olmasy i¢in gerek
ve yeter kosul bostan farkl her U, V1, Vo C X agik kiimesi i¢in
NUWV)NNU,Va) # 0

olmasidur [16].
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Ispat. UxU, Vi xV, C X x X bostan farkli keyfi aciklari icin N (U, V1) NN (U, V,) # ()
oldugu kolayca goriiliir.

Tersine, f fonksiyonunun zayif karigtirma oldugunu gostermek icin Teorem 2.4.1
kullanilir. Yani bog olmayan herhangi Uy, Us, V1, Vo C X acik kiimeleri verildiginde
N(Uy, Vi) N N(Us, V2) # 0 oldugunu gostermek yeterlidir. Varsayimdan

N(Uy,U) N N(Uy, Vo) # 0

olup n € N(Uy,Uy) N N (U, V3) alahm. f siirekli ve U;, V; agik kiimeler oldugundan
Uy N f7"(Us) acik kiime olup bu kiimeye U diyelim. Hipotez tekrar kullanilirsa

NU V) NN, f(Va)) # 0
olur. m € N(U, V1) N N(U, f~™(V3)) ise en az bir z € U igin f™(x) € f~"(V3) olup
f™ (" () € Va (2.5)
dir. Ustelik € U noktast icin f"(z) € Uy olup (2.5)’den m € N(U,, Va) oldugu
goriilir. Benzer gekilde en az bir y € U icin f™(y) € V4 olup U = Uy N f7"(Us)
oldugundan m € N(Uy,V;) elde edilir. Boylece N(Uy, Vi) N N(Us, Vo) # 0 olup

Teorem 2.4.1 geregi f fonksiyonunun zayif karigtirma oldugu gosterilmistir. O

Teorem 2.7.2. f: X — X stirekli fonksiyonunun zayf karistirma olmasy i¢in gerek

ve yeter kosul bostan farkly her U,V C X ag¢ik kiimesi i¢in
NU,UYNNU, V) #0

olmasidur [16].

Ispat. Gerek kosul kolayca goriiliir. Yeter kosul i¢in Teorem 2.7.1. kullanilir. Bos kii-
meden farkh U, V1, V, C X acik kiimeleri verilsin. Hipotezden N (U, U)NN (U, V) # ()
olup f"(U) NV, # 0 olacak sekilde bir n € N(U,U) N N (U, V;) vardir. f siirekli ve
V1, V2 agik kiime oldugundan f="(V;), f~"(V4) agik kiime olup

Uy=Unf"W)
olsun. Hipotez tekrar uygulanirsa
N(Uy, U) N N(Uy, f7(Va)) # 0
olur. m € N(Uy,Uy) N N(Uy, f7"(Va)) alalim. Bu durumda

rel,= f"x)elU, = f"(x) e f"(V1) = f""(x) eV
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olacak gekilde bir x € U; noktast vardir. Boylece
m—+n e N(U, V) (2.6)
olur. Benzer gekilde
yeUr= f"(y) € f"(Va) = [ (y) € Va
olacak gekilde bir y € U; noktasi mevcut oldugundan
m+n € N(U,Vs) (2.7)

olup (2.6) ve (2.7) bize N(U,V;) N N(U, V3) # 0 sonucunu verir. Bu ise f fonksiyo-

nunun zayif karigtirma olmast icin yeterlidir. O

Teorem 2.7.3. f: X — X fonksiyonu kaotik ve total gecisken ise f zayif karistir-

madar.

Ispat. U,V C X bostan fakli herhangi iki acik kiime olsun. f fonksiyonu kaotik
oldugundan f fonksiyonunun periyodik noktalarinin kiimesi X icinde yogundur. Bu
durumda f*(p) = p olacak sekilde bir k¥ € N dogal sayis1 ve p € U periyodik noktas

vardir. Her n € N dogal sayis1 i¢in
)= ()" ) = ffo---o f*p) =p
olup kn € N(U,U) olur. f total gegisken oldugundan f* fonksiyonu topolojik gegis-

kendir. Buna gore en az bir n € N i¢in
ffruynv #£90
olacagindan kn € N(U,V) elde edilir. Boylece N(U,U) N N(U, V') # () olup Teorem

2.7.2’den f fonksiyonunun zayif karigtirma oldugu goriiliir. O]

Sonug 2.7.4. f: X — X fonksiyonu kaotik ve total gecisken ise her n € N i¢in f"

zayif karistirmadar.
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3. KARSIT ORNEKLER

Bu bdéliimde, bir onceki boliimde elde edilen sonuclara kargit 6rnekler olusturul-

mug ve sirayla incelenmigtir.

3.1. Zayif Gecigsken Olan Topolojik Gecgisken veya Yogun Yoriingesi Ol-

mayan Fonksiyonlar
Tk 6nce zayif gecisken olup topolojik gecisken olmayan, sonra zayif gecisken olup

yogun yoriingeye sahip olmayan fonksiyon érnekleri verilecektir.

Ornek 3.1.1. X = [0, 00) tizerinde standart metrik goz onine almsmn. f: X — X,
f(z) = § fonksiyonu zayf gegiskendir, gdsterelim. x,y € X, € >0 ve M € N olmak

nzere

O<fm(x):%<e ve O<f”(y):2%<e

olacak sekilde m,n € N vardwr. Bir z € X i¢in

0<fk(z):§<e

olacak sekilde k € N vardir. Bu durumda |f™(x) — f*(2)| < € olur. | > M +k olacak

sekilde bir | dogal sayist i¢in

z z 1 z

I . . z
FEO =g <o =g <%

ok
olup |f*(y) — fY(2)| < € olur. Dolaypswyla f fonksiyonu zayf gegiskendir. Ancak

U= (1,2) ve V = (3,4) i¢in fF(U)NV # 0 olacak sekilde bir k € N dogal sayist

< <€

yoktur. Bu nedenle fonksiyonu topolojik gecisken degildir.

Ornek 3.1.2. f:S' — S, f(0) = 20 déniisiimii i bilinen kaotik bir fonksiyondur
[12,15]. X = Per(f) olmak dizere Ornek 1.3.8’den f|x : X — X fonksiyonu da
kaotik olup topolojik geciskendir. Simdi [ fonksiyonunun zayf gecisken oldugunu
gosterelim. Keyfixz,y € X, e > 0 ve M € N verilsin. m =n =1 alalim. Bu durumda
f dontgimi Touhey dézelligine sahip oldugundan bir w € B(f(x), €) periyodik noktast
igin f'(w) € B(f(y),€) olacak sekilde | € N wvardir. w periyodik nokta oldugundan
¥(2) = w olacak sekilde bir z € X periyodik noktas: ve k € N dogal sayrsy vardar.
Bu durumda f*(2) € B(f(z),¢) ve f¥*(2) € B(f(y),€) olup

d(f(z), f*(2)) <e we d(f(y),f*(2)) <e

olur. Boylece | > M 1ise [ fonksiyonunun zayrf gecisken oldugu gorilir. Aksi halde z
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noktasinin periyodu p olarak disunilirse yeterince biyik birr € N acin l+rp > M
ve fRHITP(2) = fRHL(FrP(2)) = fEH(2) olup istenilen goriiliir.
St iizerinde indirgenen metrik benzer sekilde X = Per(f) i¢in de bir metrik ol-

dugundan bu uzayda sonlu nokta kimeleri kapalv olup kapanislar: kendileridir. Bu

durumda her § € X i¢in Orbs(0) sonlu olup Orbs(0) = Orbs(8) # X olur. Biy-
lece f fonksiyonu X uzayina kisitlandiginda hicbir noktanin yoringest uzayda yogun

olamaz.

3.2. Topolojik Karigtirma Olan Leo Olmayan Fonksiyon

Teorem 3.2.1. o ki tarafls shift donisimi topolojik karistirmadar.

Ispat. Y2 uzayinda bogtan farkli ve agik U,V alt kiimeleri verilsin. x € U, y € V
noktalarini alalim. Bu noktalar icin
1 1
B(l’,w)CU ve B(y,W)CV
olacak gekilde bir n € N vardir. Teorem 1.4.14’den yararlanarak B (m, 2%1) yuva-

rinda olan ve belli adim sonra B (y, 2n—1,1) yuvarina giren noktalar olugturacagiz. Bu

noktalarin ilki

1
O =0y 2T 1" ""T_1-2o"" .xn+1y_n_1 . .yn+1a3n+6 cee

olsun. Dikkat edilirse d(a',z) < 5= < 5= olup o' € U olur. Ayrica

02n+3(a1) = Tpt1Y-n-1"""Y-1"Yo " Ynt1A3ny6 " "
oldugundan d(c?"™3(a'),y) < 5= < 5t olup 62" (a') € V olur. Benzer gekilde

2
= 3T 2T pn-1"""T-1"T0" " Tpt1Lnt2Y—n—-1"" " "Ynp1A3ny7 """
noktasi i¢in d(a?, z) < 57 < 52 olup o € U olur.

2n+4,/ 2
g (a):...‘/L‘n+2y_n_1...y_1.yo...yn+1a3n+7...

oldugundan d(0®"™(a?),y) < 5= < 5= olup o®"™(a') € V olur. Béyle devam
ederek her bir £ € N i¢in

k
Q= O (k)T —(ntk) " T—1 L0 " TppkY—n—1"" " Ynt1¥3npatk " "

noktasi olusturulur. Ustelik her k € N icin

2n+2+k k\
g (04 ) = TntkY-n-1"""Y-1"Yo  Ynt1O3n4dat4k "

olur. Boylece

{a', 0% a?,...} CcU
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ve

{0'2n+3(041>,0'2n+4<062)70'2n+5(043), - } C vV

olur. Dolayisiyla ng = 2n + 3 olmak iizere her N > ng icin
cN(U)YNV # ()

oldugundan iki tarafli shift doniigiimii topolojik karigtirmadir. m

Sonug 3.2.2. o iki tarafly shift doniistimi topolojik karistirma oldugundan zayrf
karistirma, total gecisken ve topolojik gegiskendir. Benzer durum Henon déntstimii

wcin de gecerlidar.

Sonuc 3.2.3. S tek tarafly shift doniisimai leo oldugundan topolojik karistirma, zayif
karistirma, total gecisken ve topolojik geciskendir.

Sonug 3.2.4. o iki tarafly shift donisimi kaotik ve zayif karistirma oldugundan
her n € N d¢in o™ dontstimi kaotik ve zayf karistirmadir. Benzer durum Henon

donistumi i¢cin de gecerlidir.

Sonug 3.2.5. S tek tarafiy shift dondisimi kaotik ve zayif karistirma oldugundan

her n € N i¢in S™ déondsumi kaotik ve zayf karistirmadar.

3.3. Zay1if Karigtirma Olan Topolojik Karigtirma Olmayan Fonksiyon

Ornek 3.3.1. Zayf karistirma olan ancak topolojik karistirma olmayan bir fonksi-
yon ornegini inceleyelim. Burada kendi olusturdugumuz topolojik uzay tzerinde bir
fonksiyondan bahsedecegiz.

X ={a,b,c,d} ve T ={0, X, {b},{a,b},{a,b,d}} olmak iizere

f: X —- X
a — fla)=c
b — f(b)=d
¢c = fle)=b
d — fld)=a

B={UxV:UYVer}
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sinaft X x X dzerindeki carpim topolojisi icin bir tabandir. A¢ik olarak B nin ele-
manlaring yazalim:
B={Xx0 X x X, X x{b}, X x {a,b}, X x {a,b,d},

{0} x 0,{b} x X,{b} x {b},{b} x {a,b},{b} x {a,b,d},

{a,b} x 0,{a,b} x X, {a,b} x {b},{a,b} x {a,b},{a,b} x {a,b,d},

{a,b,d} x 0,{a,b,d} x X,{a,b,d} x {b},{a,b,d} x {a,b},{a,b,d} x {a,b,d}}.
Her B € B i¢in B=U xV olacak sekilde U,V € 1T vardir. Bu durumda

(f x PUB) = (f x HHU V) = (f{O) x (f1(V))=UxV
olur. Ustelik dikkat edilirse her B € B i¢in (b,b) € B dir. Buna gire her By, By € B
1¢in
(f x N)'(B))N B #0

olup Teorem 2.1.6dan f X f fonksiyonu topolojik gecisken, yani f fonksiyonu zayf
karistirmadar.

Simdi f fonksiyonunun topolojik karistirma olmadigini gosterelim. U = {a, b, d}
ve V.= {b} olsun. fAU)NV £ 0, f3U)NV #£ 0 ve fHAU)NV # (O olur. Fakat
AU)NV =0 dir. O halde ng = 2 segilirse n > ng olan her n icin f*(U)NV # 0

olamaz. Boylece f fonksiyonu topolojik karistirma degildir.

3.4. Total Gegisken Olan Zayif Karigtirma Olmayan Fonksiyon

Total gecisken olup zayif karistirma olmayan fonksiyon 6rnegi icin S* birim ¢em-
berindeki 6teleme doniisiimiinden faydalanacagiz. A € R olmak tizere

T,:S' —» St
0 — Ty(0)=0+2mA

seklinde tamimlanan fonksiyona ¢emberde 6teleme doniigii denir [12]. A degerinin
rasyonel say1 olup olmamasina gore 75 doniigsiimiiniin dinamigi degiskenlik gosterir.
Bu durum daha sonra Jacobi Teoremi olarak ele alinacaktir. Simdi 7 doniisiimii

hakkinda baz bilgiler verelim.

0,w € S! keyfi noktalar olmak iizere
d(Ty(0), Tx(w)) = |TA(0) — T\(w)| = |0 + 27\ —w — 27| = |0 — w| = d(0,w)

oldugundan T, doniigiimii bir izometridir, yani uzaklik koruyan bir fonksiyondur.
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6 € S! noktasi verilsin. n € N olmak iizere
Th(0) = 0+ 27\
T2(0) = 0+ 4m)
T3(0) = 6+67)

() = 604 2nmwA

seklindedir.

Teorem 3.4.1 (Jacobi [12]). A € R olmak iizere Ty : S* — S, T\(0) = 0 + 27\

donistimi verilsin. Bu durumda
(i) X € Q ise ST birim ¢emberindeki her nokta periyodik noktadar.
(ii) X ¢ Q ise S* birim ¢emberindeki her noktamin yoringesi yogundur.

Ispat. (i) A € Qise A = 2 olacak sekilde n,m € Z, m # 0 vardir. Keyfi § € S' icin

n,
m

T(6) = 60 + 2mr\ = 9+2m7r% =0+ 2n7

olup n € Z oldugundan 0+2nm = 6 olur. Dolayisiyla 7{*(0) = 6 olup birim ¢cemberde
bulunan her nokta periyodiktir.

(ii) Once hicbir § € S* noktasimnin periyodik nokta olmadigini gésterelim. Eger 6
periyodik olsaydi bir ¢ € N i¢in TY(0) = 0 olurdu. n € N olmak iizere 6 = 6 + 2nw
oldugundan

Tf(@)—0:>9+2q7r/\—9+2nﬂ:>)\—g

olup bu ise A ¢ Q olusu ile geligir. Bu durumda birim ¢emberde hicbir nokta peri-
vodik nokta olmayip her 8 € S* i¢in Orbr, () sonsuz elemanhdir. S' kompakt ve
Orbr, (0) sonsuz elemanh bir kiime oldugundan Orbr, (f) kiimesinin en az bir limit
noktas1 vardir (Bkz. [22]). € > 0 verilsin. w € S* noktast Orbr, (/) kiimesinin bir

limit noktasi olsun. Bu durumda her n > ng icin
N €
T300) —wl < 5

olacak gekilde bir ny € N vardir. £ > m > ng olmak iizere
€

2

=€

€
IT3(0) = T (0)] < |TX(0) — wl + |T3(6) —w| < 5 +
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olur. Buradan p = k — m dersek
[TX(0) — 0] = [T~ (0) — 0] = |TX(6) — TX"(0)] < e
olur. T) izometri oldugundan 7% de izometridir. Yani bu durumda
TP (0) = TXO)| < e, [T () = TP (0)] <ce, ...

olacagindan

(6,77(9)) . (TL(6), T2(6)) , (T2(6), T¥(6)) ...

yay parcalarimin uzunluklar: € dan kiigiik olur. € keyfi oldugundan birim cemberdeki
her acgik kiimenin igerisinde en az bir tane Orbr, (0) kiimesinin elemani bulunur.
Bu ise Orbr, (f) kiimesinin S' de yogun oldugunu ve 6 keyfi oldugundan S* deki
her noktanmn yériingesinin yogun oldugunu gésterir. Ustelik Onerme 2.1.5°den T}

irrasyonel 6teleme doniigiimii topolojik gecigkendir. O
Teorem 3.4.2. A\ ¢ Q olmak tzere T\ dondgiminin total geciskendir.

Ispat. Her 6 € S'icin A\ ¢ Q, n € N olmak iizere
T(0) = Toa(0) = 0 4 2mnA

olup nA irrasyonel bir sayidir. T,)() = w dersek, Teorem 3.4.1’den Orbp, (w) = S*

olur. Bu ise T} doniisiimiiniin total gecisken oldugunu gosterir. O]

Teorem 3.4.3. R?’de verilen bir y = ax + b dojrusunun R?/Z? = T? = S x S1

toru tzerinde kapanmasi i¢in gerek ve yeter kosul a € Q olmasidur [9].
Ispat. (=) y = ax + b dogrusu iizerinde bulunan noktalarin kiimesini
D ={(z,y) |y = ax + b}

ile gosterirsek (zo,y0) € D ise hipotezden (xq,yo) ~ (x1,y1) olacak gekilde bir
(z1,y1) € D vardir. O halde

Yo=axg+b ve y=ar1+0b
olup Buradan

Yo — Y1 — a(xo - Il)

elde edilir. (xg,y0) ~ (x1,y1) oldugundan zo — x; € Z ve yo — y; € Z olup

Yo — Y1
a =
Ty — T1

olacagindan a € Q oldugu goriiliir.
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(<) a € Qise a = olacak sekilde n,m € Z, m # 0 vardr.
n
D= = — b
{@n)ly="w+0)

olmak iizere (zo,yo) € D ig¢in (zo,y0) ~ (x1,y1) olacak sekilde bir (z1,11) € D
noktas1 bulunmalidir.

Y=Y — 1N Ve T =Tog—M

secilirse (g, yo) ~ (x1,y1) olur. Ustelik (x1, ;) € D’dir, ¢iinkii
n n
y1=—x1+b = yo—n=—(xg—m)+0b
m m
n
= yYy—n=—x9—n+D>b
m
n
= Yo = —xo+ b
m

olur. O

Ornek 3.4.4. Birim cember tzerindeki irrasyonel dteleme dondigiminin total ge-

cisken oldugunu gostermigtik. X ¢ Q olmak iizere
Ty xTy:T* — T
(01,02) — (To x T)\)(61,062) = (T(61), T5(62))
donistimini ele alalim. Bu durumda
Orbr, w1, ((01,02)) = {(61 + 2n7A, 05 + 2n7wA) :n=0,1,2,...}

seklinde olup
xr=01+2ntA |, y=060y+2nwA

dersek buradan

y=1x+0; — 0,

olur. Bu dogrunun egimi 1 olup rasyoneldir. Dolayisiyila Teorem 3.4.3 geregince
bu dogru tor tzerinde kapanip Orbr, 1, ((01,02)) kiimesi T? torunda yogun olamaz.
Sonug olarak T\ x Ty dondistimii T? torunda topolojik gegisken olmayip Ty dontisimii

zayf karistirma degildar.
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3.5. Topolojik Gegisken Olan Total Gegigsken Olmayan Fonksiyon
Ornek 3.5.1. f:[0,2] — [0,2],
2r+1 , 0<x<1/2
flx) =9 —22+3 |, 1/2<2<3)/2
2r—3 , 3/2<z<1
olsun. Bu fonksiyonun grafigi Sekil 3.1’de gorilmektedir. f fonksiyonunun topolojik

1 2

Sekil 3.1. f fonksiyonunun grafigi

gecisken oldugunu gostermek icin f? fonksiyonu (grafigi i¢in Bkz. Sekil 3.2) ve tent

(¢adwr) déniisiminden faydalanacaguz. Tent donisimi dzerine calismalar detayl

1 2

Sekil 3.2. f? fonksiyonunun grafigi

bir sekilde [4, 12, 15, 17]’de incelenmistir. Bilinen tent dondisimd T : [0,1] — [0, 1],
2x , 0<x<1/2
T(x) =
2—-2x , 1/2<zx<1
seklinde tanvmlanwr (grafigi icin Bkz. Sekil 3.3). Bu déontsim literatirde iyi bilinen
kaotik fonksiyon orneklerinden biridir ve tistelik bu donisim leo dzelligine sahiptir

[4, 12, 15, 17]. Bu nedenle T? dondisiimii topolojik gegiskendir. T? fonksiyonunun
grafigi Sekil 3.4 °deki gibidir.
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0.5+

0.5 1

Sekil 3.3. Tent doniigiimiiniin grafigi

0.5+

0.5 1

Sekil 3.4. T? fonksiyonunun grafigi

r:[0,1] — [0, 1],
o4+l , 0<a<1/2
2e—1 , 1/2<z<1

r(z) =

seklinde tanimlanan fonksiyonun tent déontsimiine topolojik eslenik oldugunu gds-

terelim (grafigi i¢in Bkz. Sekil 3.5). h[0,1] — [0,1], h(z) = 1 — x olmak dzere

0.5

0.5 1

Sekil 3.5. r fonksiyonunun grafigi

x €10,1/2] i¢in
Toh(z)=T(h(x))=T(1 —x) =2z
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ve
hor(x)=h(r(z))=h(-2z+1) =2z

olur. Ayrica x € [1/2,1] igin

Toh(z)=T(h(x))=T(1 —x) =2 —2x
ve

hor(x)=h(r(z)) =h(2x—1)=2—2x
olur. Boylece her x € [0, 1] igin

Toh(zx)=hor(x)

olup tent dondstimai ile r dontstimi topolojik eslenik dinamik sistemlerdir. Dolays-

swla r dontsimi de [0,1] araliginda kaotik ve leo dzelligine sahiptir. Bu durumda

r? topolojik gecisken olup v* fonksiyonunun grafigi Sekil 3.6°daki gibidir.

0.5+

0.5 1

Sekil 3.6. r? fonksiyonunun grafigi

f? fonksiyonuna geri dinersek, g1 = f?|jo1) ve g2 = f?p,y olarak ele alalum.
Dikkat edilirse g, doniisimi T? dondismiintin bir 6telemesi olup topolojik geciskendir.
Benzer sekilde g, = r? oldugundan g, déniisiimi de topolojik gecisken olur. Simdi
f fonksiyonunun topolojik gegisken oldugunu gdsterelim. U,V C [0,2] bos olmayan

actk kiimeleri verilsin. Bu durumda 4 farkly durum incelenir:

(i) U,V C [0,1] olsun. g1 topolojik gecisken oldugundan g} (U) NV # 0 olacak

sekilde bir n dogal sayist vardir. Bu durumda
PrUYNY £

olur.
(ii) U,V C [1,2] olsun. go topolojik gegisken oldugundan g5(U) NV # 0 olacak
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sekilde bir k dogal sayist vardwr. Bu durumda
FRU)NV #£0

olur.

(iii) U C [0,1] ve V C [1,2] olsun. f siirekli oldugundan f~(V) C [0,1] ag¢ik
olup (i)’den f*(U) N f~Y(V) # 0 olacak sekilde bir n dogal sayse vardir. Bu

durumda

f2n+1<U) nv 7& @
olur.

(iv) U C [1,2] ve V C [0,1] olsun. f siirekli oldugundan f~'(V) C [1,2] agik
olup (i)’den f2*(U) N f=Y(V) # 0 olacak sekilde bir k dogal sayisi vardvr. Bu

durumda

f2k+1<U> NV 7£ Q)
olur.

Boylece | fonksiyonunun topolojik gecisken oldugu gosterilir. Teorem 1.1.13°den
f fonksiyonu kaotiktir. Simdi ise f fonksiyonunun total gecisken olmadigine gérelim.
U C [0,1] ve V C [1,2] bostan farkle a¢ik kimeler olsun. Sekil 8.2’den gorildigi
iizere her k € N igin (f2)" (U) C [0,1] oldugundan her k € N icin (f2)" (U)NV =0
olup f? fonksiyonu topolojik gecisken degildir. Bu nedenle f fonksiyonu total gecisken
degildir.

Uyart 3.5.2. Elaydi [15]’de (s. 143) séyle bir iddiada bulunmugtur: “Bir X metrik
uzayinda (veya bir I C R araliginda) f : X — X sirekli fonksiyonu kaotik olsun.
Bu durumda X baglantily ise her m € N i¢in f™ fonksiyonu da kaotiktir.” Ancak
bu varsayim dogru degildir. Ornek 3.5.1°den gorildiqi Gzere f fonksiyonu 0,2] ara-
hyanda siirekli ve kaotik olmasina ragmen f? fonksiyonu [0,2] aralginda topolojik

gecisken olmadige i¢in kaotik degildar.
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4. DIZI UZAYLARINDA YENI KAOTIK DINAMIK SISTEMLERIN

OLUSTURULMASI

Bu béliimde daha once inceledigimiz tek tarafli dizi uzay1 ve iizerinde tanimlh
olan shift doniigiimii ¢carpim uzaylarina tasimnacaktir. Ardindan tez kapsaminda ele
alinan tiim dizi uzaylarinin birbirleri ile homeomorf oldugu ispat edilip topolojik
esleniklik kavramindan yararlanarak dizi uzaylarinda farkl kaotik davraniglara sahip
yeni doniigiimler olugturulacaktir.
4.1. 31 x ¥} Garpim Dizi Uzay:

Kaos kogullarinin ¢carpim uzaylarina taginmasi Degirmenci ve Kocak tarafindan
detayl bir gekilde ele alinmigtir (Bkz. [11]). Bu ¢aligmadan 6zet olarak ¢arpim uzay-

larinda kaotik dinamik sistemlerle ilgili olarak sunlar séylenebilir:

1. (X, f) ve (Y, g) kesikli dinamik sistemlerinin periyodik noktalarinin kiimesinin
yogun olmasi i¢in gerek ve yeter kogul (X x Y, f X g) kesikli dinamik sisteminin

periyodik noktalarinin kiimesinin yogun olmasidir.

2. (X, f) veya (Y, g) kesikli dinamik sistemlerinden birinin baglangi¢ sartlarina
hassas bagimli olmasi i¢in gerek ve yeter kogul (X x Y, f x g) kesikli dinamik

sistemi baglangi¢ sartlarina hassas bagimlh olmasidir.

3. (X x Y, f x g) kesikli dinamik sistemi topolojik gegisken ise (X, f) ve (Y, g)

kesikli dinamik sistemleri topolojik geciskendir.

4. f: X — X Touhey o6zelligine sahip fonksiyon ve g : Y — Y topolojik karig-
tirma 6zelligine sahip kaotik bir fonksiyon olsun. Bu durumda (X x Y, f x g)
kesikli dinamik sistemi kaotik bir dinamik sistemdir.

Burada (X, dx) ve (Y, dy) metrik uzay, X x Y tizerinde d : (X XY) x (X xY) = R,
d((l’, y)7 (1}/, y/)) = dX(.T, m,) + dY<y7 y/)
metrigi ve f: X — X, g: Y — Y fonksiyonlar i¢in
fxg: XxY — XxY
(,y) = (f xg)lz,y) = (f(z).9(y))

fonksiyonu ele alinmigtir.
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Uyar 4.1.1. Bu bilgiler w1ginda (33, S) dinamik sistemini ¢arpim uzaylarina tasi-
nabilir. Burada Teorem 1.4.5 yardimayla ¥3 x $Y uzayimin C x C' Cantor toz bulutu
kiimesine homeomorf oldugunu not edelim. Sonu¢ 1.4.9 ve Teorem 1.4.10°dan S tek
tarafiy shift doniisimi leo 6zelligine sahip kaotik bir dinisimdir. Bu durumda S xS

déniistimiiniin X} x X} dizerinde kaotik oldugu girilmektedir.

Dizi uzaylarinda herhangi iki noktanin ne kadar birbirine yakin oldugunu ifade

eden yakinlik teoremini ¥} x ¥} carpim uzayma uyarlayabiliriz.

I=($o$1$2"' ,176$,1$/2"')ay:(y0y1y2"' 796%%”') GZ% XZ%

noktalar: verilsin. ¢ = 0,1,. .., ni¢in x; = y; ve x, = ! olsun. Yakinhk Teoremi-I"den
d(z,y) = di(zoxima- - Yoyrys- -+ ) + di(o2 125+ Yoy ys- )
- 1 n 1
N 2
B 1
- 2n—1

olur. Aksine

A A | o]

1
d(% ?J) = d1($0$1$2 5 YoYry2 o ) + d1($0$1$2 Yol Yo ) < 2_n (4~1)

olsun. En az bir iy ve jo i¢in zy, # yi, ve @ # yj, olsaydi

d(z,y) = di(zomime- -, yoyrye---) + di(aox i@l - Yoy s -)
o . T —Yi - T — Y
=Ly LTy
=0 =0
S 1 n 1
1
> J—
= on

olup bu (4.1) ile geligir. O halde i = 0,1,...,n i¢in x; = y; ve z;, = y, olmaldir. Bu

yapilanlar bir teorem ile ifade edilebilir.

Teorem 4.1.2.

{L‘:(I‘Oxl,{L*E)x/l),y:(yoyl7y6y/1)62%><2%

noktalar: verilsin. Bu durumda
. o . P - ’ ;- 1 .
— Yy by ey T — Y i i ) = 5n—1 .
(i) Egeri=0,1 n igin x; = y; ve v = y; ise d(v,y) < =y dir

(i1) Eger d(x,y) < 2% ise i =0,1,...,n i¢in x; = y; ve x;, =y} olur.
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4.2. Dizi Uzaylar1 Arasindaki ili§kiler

Teorem 4.2.1. 3} ve X2 uzaylar homeomorftur.

Ispat. ¢ : ¥} — X2,
G(ToT1ToT3Ty -+ ) = - - T5T3T1 - TToTy - -
fonksiyonunun bir homeomorfizm oldugunu gosterelim. z,y € X olmak iizere x # y
olsun. Bu durumda 35 € NU {0} i¢in z; # y; olacagindan ¢(z) # ¢(y) olup ¢
birebirdir. Herhangi bir
Y= yosy-2y-1 - Yoyuyz o € X3
noktasi i¢in

Y = Yoy-11Y-2y2y-s - - € X;

olmak iizere ¢(y') = y olacagindan ¢ ortendir. ¢'nin siirekli oldugunu gorelim. Keyfi

€ > 0 ve a = agajazaz--- € L} verilsin. Buna gore 2n—1_1 < € olacak gekilde bir
n € N vardir. § = - i¢in Teorem 1.4.2°den z € B(a,d) ise di(z,a) < § = 55 olup
1=0,1,---,2n icin x; = a; olur. Bu durumda

a = @pa1Gz - - GpQ2ny1 -

T = Goa102 - A2pT2p41 " "

olur. Buradan d(¢(x), ¢(a)) < in,l < € olup, ¢ fonksiyonu siireklidir. Sonu¢ olarak

Onerme 1.4.3 yardimiyla ¥ ile ¥2 uzaylarmi homeomorf oldugu gériiliir.

Teorem 4.2.2. Y2 ile X3! x XL uzaylart homeomorftur.

Ispat. ¢ : Y2 — ¥l x 21,
qp( X _3T_oX_1 - ToT1To " "+ ) = (Z‘Oxle ce XX X3 )
olarak tamimlanan v fonksiyonunun homeomorfizm oldugunu gosterelim. z,y € 33

olmak tizere x # y olsun. Bu durumda 3j € Z icin z; # y; olacagindan ¢ (z) # ¥ (y)
olup 9 birebirdir. Herhangi bir

x = (Tox12a -, Yoyryz ) € Tj X By
noktasi i¢in

&=yl - ToT1Ta -+ € X5
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olmak iizere ¥ (z') = x olacagindan 1 fonksiyonu ortendir. Simdi ¢ fonksiyonunun

herhangi bir @ € Y2 noktasinda siirekli oldugunu gorelim. Her € > 0 igin yeterince

L1

biiyiik bir ny dogal sayis1 5o < € olacak sekilde vardir. § = 570

2m0

secilirse x € B(a, )
ise d(z,a) < § = 57 olup Teorem 1.4.14’den |i| < ng i¢in z; = a; olur. Bu noktalar
T = +  Tpg1%py - T_aT_1  TOLL** TrgTrgl " °
4 = - Oy 1Tpy - TgT_1 - TQLL - Lglngt1 * -
olarak yazalim. Buna gore
f(/}(x) = (xoxl T Tpgl ST 1T 2 T g L1 )
(@) = (ToZ1  Tnglngsr T 1T Tnglpgi1 ")
olup buradan
d(¥(x),¢(a)) = di(ToT1*** TpgTngs1 s T0T1*** Tpglpg1 *** )

L dl(aj_lx_z Tyl s T T2 T Gy —1 " " )
1 1

=m0 F gm
3

:270

<€
olur. Boylece v fonksiyonu 2 iizerinde siireklidir. Sonug olarak Onerme 1.4.3 yar-

dimiyla Y2 ile ¥} x 1 uzaylarmm homeomorf oldugu goriiliir. O]

Uyar1 4.2.3. Iki topolojik uzaymn homeomorf olma bagintis bir denklik bagintis:
oldugundan i, 3 ve X3 x X3 wzaylary birbirleriyle ve Teorem 1.4.5den bilindigi
tizere Cantor kiimesine homeomorf uzaylardwr. Ayrica Uyary 4.1.1°den X, 32 ve
¥ x 3L wzaylarmin Cantor toz bulutuna homemorf oldugu ve dolaysiyla C Cantor

kiimesi ile C' x C' Cantor toz bulutunun homeomorf oldugu sonucuna varilir.

Ornek 4.2.4. ¢ homeomorfizminden ve (X3,5), (X%,0) kaotik dinamik sistemle-
rinden yararlanarak siraswyla Y3 ve X3 uzaylar dizerinde yeni kaotik fonksiyonlar
olusturalvm. F : X3 — 32,

F=¢o0S50¢™"
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olmak tzere
F(-o @ 30 9w 1 - 20T129--+) = ¢po0S0d (- 2 370 ox 1 - Tox1Tp--)
= ¢oS(Tor_ 1110 _2Xox_3T3 -+ )
= P(r_171T_2X2x_3T3 ")
= - T3T2T1  L_1T_2XL_3" "

seklinde tanwmlanan F fonksiyonu X3 iizerinde kaotik bir fonksiyondur (Teorem

1.2.8, Sonug 1.4.9, Bkz. Sekil 4.1).

S
% %
¢t ¢
X3 P 7

Sekil 4.1. F fonksiyonunun olugturulmasi

Ustelik S dondisiimii leo dzelligine sahip olup topolojik esleniklik sayesinde F

déniistimii, o dénisiminin aksine, X3 uzayinda leo dzelligine sahiptir.
Ornek 4.2.5. Benzer sekilde Y3 wzayr tizerinde yeni bir kaotik fonksiyon elde ede-
biliriz. G : X} — X1,
G=¢"oo0g¢
olmak tzere
G(zoz1T073-++) = ¢ o0 od(ToriToT3 ")
= ¢ lo o+ T5T3T1 - ToToTy -+ )
= ¢ (- T5T3T1T0 - ToT4TeTg -+ - )
= ToXoT4T1TT3TTs " -

seklinde tanimlanan G fonksiyonu ¥} iizerinde kaotik bir homeomorfizmdir ( Teorem
1.2.8, Sonug 1.4.19, Bkz. Sekil 4.2).

Ustelik o iki tarafls shift donisimi topolojik karistirma olan ama leo olmayan bir
homeomorfizm oldugundan G fonksiyonu da ¥} dizerinde topolojik karistirma olan

ancak leo olmayan bir homeomorfizm olur.
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3 53
¢ ¢t
%) %

Sekil 4.2. G fonksiyonunun olugturulmasi

Ornek 4.2.6. 1) homeomorfizmi ve (X3, 0), (L3x X}, S x S) kaotik dinamik sistemle-
rinden yararlanarak siraswyla X3 x X3 ve X2 uzaylar tizerinde yeni kaotik fonksiyonlar
olusturalim. K : ¥} x X3 — B! x ¥1
K=1ocoy!
olmak iizere
K(zoz122- -+ ,Yotrye--+) = Yoo O¢_1($0$1$2 Yoy )

= Yoo(-yay1¥o - ToT1T2- ")

= (- Yay1YoTo - T1T2T3 - <)

= (m1m923- -+, ToYoyrY2 )

seklinde tamimlanan K fonksiyonu X3 x X1 dizerinde kaotik bir homeomorfizmdir

(Teorem 1.2.3, Sonug¢ 1.4.19, Bkz. Sekil 4.3).

o

2 2
! P
Yx sl Ykl

2 2 K 2 2

Sekil 4.3. K fonksiyonunun olugturulmas:

Ustelik o iki tarafl shift donisimi topolojik karisturma olan ama leo olmayan bir
homeomorfizm oldugundan K fonksiyonu da 3 x ¥} dizerinde topolojik karistirma

olan ancak leo olmayan bir homeomorfizm olur.

Ornek 4.2.7. Ornek 4.2.4°da ¥} ile X2 arasindaki homeomorfizmden yararlanip bir
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F : %2 — %32 kaotik fonksiyonu elde edilmisti. Simdi yine 33 dzerinde taniml ve
ayme dinamik ozelliklere sahip farkh bir L : 2 — Y2 kaotik fonksiyonu olusturulabilir
(Bkz. Sekil 4.4). Bu fonksiyon L : Y3 — %2,

L=v"1o(SxS)oy

olmak tizere

L( X3 2L _1 * ToL1Xg "+ ) = 2/)71 e} (S X S) @) w( X3 X1+ TogL1Tg "+ )
= Yo (S xS (o9 , X 1T _oT_3---)
= w_l(xlajzxs... 71’_21-_31'_4...)

= T _4T_3T_ 9 T1ToTg """

seklinde tanimlanar.

Sx S
1 x 33 . 1 x %
(2 P!
s 7 >2

Sekil 4.4. L fonksiyonunun olugturulmasi
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