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DINAM iK TOPOLOJ iK SISTEMLER UZER iNE

OZET

Bu tez cakmasinda, S4 Iajinin Kripke semantikleri Gzerinde durulup,
topolojik anlamda tanimlanabilig, saslamligi ve tamlgi gosterilmgtir. Ayrica surekli
fonksiyonlar yardimiyla ve temporal modaliteler dkisturulan S4C ve S@ lojikleri
tanitilarak S4 sisteminin duytan lojiginden dinamik S4C ve 3 lojiklerinin nasil

olusturuldugu incelenmgtir.

Anahtar kelimeler: S4 lojigi, topolojik semantik, modal lojik, topolojikselmamikler.



ON DYNAMIC TOPOLOGICAL SYSTEMS

ABSTRACT

In this thesis, definability, soundness and completeness were showed with topological
interpretations of S4 logic. Moreover SAC and S40O logics which are built by continuous
functions and tempora modalities has been given. So the statical logic $4 has enriched to the
dynamic logic SAC and 40 .

Keywords. $4 logic, topological semantic, modal logic, topologica dynamics.
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1. GIRIS

Ilk olarak 1944 yilinda McKinsey ve A. Tarski ninpgelar calsmalar ile
modal lojik topolojik olarak yorumlanmstir. Daha sonra S. Artemov, J. Davoren, ve A.
Nerode nin 1997 yilinda yaptiklari gaha ile bu S4 lojiini, Uzerine kurduklari strekli
fonksiyon yardimiyla ve temporal modaliteler ilerafian bir sistemden dinamik bir
sistem haline getirnglerdir. Boylece S4 lofii S4C lojigine gengletilmistir. Calismada
(Artemov ve Ark, 1997) S4C Igiinin Hilbert aksiyomlatiriimasi verilip Kripke
tamlhigl gosterilmgtir. 2005 yilinda P. Kremer ve G. Mints bu S4Cdojizerine kurulu
olan strekli fonksiyonu homeomorfizma olarak elepabu sistemi S40 lojigine
gengleterek daha kullagh olan yeni bir sistem okturmulardir. Bu sayede S40
lojigi daha zengin bir hale gelip dinamik sistemleri tagpolojiksel dinamikleri
aciklayici bir hal alngtir.

Bir dinamik topolojik Sistem(X, f> sirali ikilisi olup X bir topolojik uzay ve
f de X Uzerinde bir strekli fonksiyondur. Béi fonksiyonunu X icinde ayrik birim

zamanda hareket eden noktalar olarakudébiliriz. Boylece dgal olarak, S4 lojigi

topolojik uzaylarin durgan lojiginden, f fonksiyonunun hareketini bigcimlendirecek

sekilde uygun temporal modaliteler eklenerek dinartopolojik lojige gengletilmis

olur.

Bu tezde( X, f) bicimindeki dinamik topolojik sistemler incelenti.



2. MATERYAL VE YONTEM

Oncelikle dinamik topolojik lojiklerle ilgili gerekkitap ve makaleler toplanarak
calisiimistir. Bu calsmalar seminer olarak anlatilgtir. Bunlarin sonucund®lcKinsey
ve Tarski nin (1944) calmalariyla ortaya c¢ikan modal dilin topolojik olarak
yorumlanmasi Uzerinde durulmitbunlarin tanimlanabilirdii, saslamhgr ve tamlgi
gosterilmitir. Ayrica Artemov ve Davoren nin (1997) ve Krenve Mints in (2005) te
verdikleri dinamik lojgin aksiyomlari incelenerek bu Igjn sglamhgl ve tamigi

ispatlanmgtir.



3. ON BILGILER

3.1. Modal Lojik

Modal lojik, klasik dnermeler Igjiine iki yeni operatér eklenerek geletiimis
klasik dsi lojiktir. Onermeler lojginde bir 6Gnermenin dguluk deserinin dgru ya da
yanlis olarak adlandiriimasina kan modal lojikte o (zorunluluk) ve ¢ (olabilirlik)
degerleri almakta ve bu operatorler;

o==90-
0 ==-on

esitlikleri ile tanimlanmaktadir.

3.2. £, Temel Modal Lojik Dil

Bu bolimde temel modal dilin s6zdiziminden bahgsswstktir. Ayrica S4
lojiginin taslaklari tanitilip, bus4 lojigine yeni taslaklar eklenerek gturulmus olan

S4.1, S4.2 ve S5 genglemeleri Gizerinde durulacaktir.

3.2.1. Tanim £, temel modal dilimiz, p,, p,, ... seklinde sayilabilir sonsuzlukta
onerme dgiskeninden, T dogruluk sabitinden,], = Boole baglaclarindan veao modal

operatérinden meydana gelmektedir. Formuller enbi&zdnerme dgiskeninden
meydana gelmektedir. Formduller icéh ¢, a, S,.. gibi harfler kullanilacaktir.

Onerme dgiskenleri genel olarak atomik formiil olarak adlardsaktir. Tim

bu dnerme d&skenlerinin kimesi d&2 ile gosterilecektir.

3.2.2. Tanim (£, Dilinin Formdalleri)

Her 6nerme déskeni bir formalddr.

T bir formuldr.

@ ve @ birer formil iselerg Og yine bir formuldar .

@ bir formul ise,o¢ da bir formaldur.

p, T, ¢¢, =@, op birer formuldir. Tum bu formullerin kiimesi dg, ile

gosterilecektir.



3.2.3. Onermeg ve @ formiiller olmak lizere,sagidaki kisaltmalar kullanilacaktir.
e ag=¢ -0
* plp=-9 -9
© o 9=(4-90(¢ - 9
e Q@=-one.

3.2.4. Tanim§, nin gagidaki kasullari sglayan bir " altkimesine lojik denir:
(a) I tim totolojileri icerir.
(b) ' modes ponens turetim kuralina kapalidir yani;
Op0¢ 0%, igin (¢JDF ve (¢ - ¢)DF):>(¢DF)
dir.

I" lojiginin her elemanil” nin bir teoremidir.T nin bir ¢ teoremi '~ ¢ ile

gosterilir.

3.2.5. Tanim (Normal Lojikler) Bir T lojigi
K: |:|(a’ - ﬂ) - (|:|a’ _>|:|,[>’)

taslagini icerip, Da UF, (aDI’ :>|:|aDF) olup gereklilik kuralina (N:% ye) kapali

O

ise normal lojik olarak adlandirilir.

3.2.6. TanimS4 lojigi,
T: oa - a,
4: oa -oog

taslaklarini iceren en kucik normal lojiktir.

3.2.7. TanimS4.1 lojigi,
T oo - a,
4: oa -ooa,
M: o0a - Ooa

taslaklarini iceren en kuc¢ik normal lojiktir.



3.2.8. TanimS4.2 lojgi,
T oa - a,
4: oa -ooa,
G: foa -ofa

taslaklarini iceren en kucik normal lojiktir.

3.2.9. TanimS5 lojigi,
T: oa - a,
5. 0a -oda,

taslaklarini iceren en kuc¢ik normal lojiktir.

3.3. Kripke Semantgi

Simdi modal lojik icin cok 6nemli bir yere sahip aleKripke Semantikleri
Uzerinde durulacak ve Kripke catilari ile Kripke aedlerinin tanimlari verilecektir.
Kripke semantikleri formillerin gecerlflini incelemede temel rol oynamaktadilk
olarak Saul Kripke tarafindan tanititir.

3.3.1. Tanim (Kripke Catilari ve Kripke Modelleri) X baostan farkh bir kiime veR

de bu kiime tzerinde ikili bir lganti olmak tizere( X, R) ikilisine Kripke gatisi veya
kisaca cati denir(X,R) bir Kripke catisi veV, Q dan P(X) e bir valuasyon
fonksiyonu olmak Uzerdx, R, V> Uclistine bir Kripke catisi Uzerinde ki bir Kripke

modeli denir. Boylece bir formiil, bir M =(X,R,V) Kripke Modelinin bir x

noktasinda gecerli olmasi,

xOX(MFE, a)

ile gosterilir ve bu gecerlilik @gidaki sekilde tanimlanir;

Op0Q OxOX (ME p = xOV(p),
OxO X (M &,0),
Oa,0B03XOX(ME,a - B = (ME,a= ME,B)),

Da0§,0x0X(MEoa = Oy0 X( xRy ME, a)).



3.3.2. OnermeM :<X,7€,V> bir Kripke modeli olmak Gizeresagidakiler sglanir.
1. Oa,08030xOX(ME aOf « (MF,a veMFE, B)),
2. Oa,0B03,0x0X(ME,a0B « (MF, a veyaMFE, B))
3. DaO0gIXOX(ME ~a = (MK, a)),
4. DxOX(MET),

5. Da0§,0x0X(MF, 0a = Oy X( xRye M, a)).

Ispat Onermenin sadece 5. maddesinin ispati yapilacaktir.
Da0§,0x0X(MEoa = Oy0 X( xRy MK, a))

seklinde tanimlanmakta ve herhangi birénermesi icinoa = -0- a ssitli ginin

var oldigu bilinmekte. Buna gore;

Da 0,00 X(ME ~0-a = Dyd X( xRy= MF, a))
= DaDFOX0X(ME 0-a = Oyd X( xRy> MF, a))
- Da0%,0x0 X(M 5 0@ = Oy0 X( XRyIM ¥, a))

- Da0F,0x0 x(M 5 0 = DOyd X( xRyIME, a))

olup ispat tamamlanmoplur.

3.3.3. Tanim (Modellerde Dgruluk) M =(X,RV) bir Kripke modeli ve a bir
formdl olsun. Buna gorer nin M modelinde dgru olmasi [x[] X(M = a) olmak

uzere M E a ile gosterilir.

3.3.4. Tanim (Catilarda Gegerlilik) a bir formul, K =<X, R> bir Kripke catisi ve€

catilar sinifi olsun. Buna gérelV (V:Q - P(X))(( X, R F a) olmak izerea nin

bu K Kripke catisinda gecerli olmasi ya da nin a yI gecerlemesiK Ea ile

gosterilir. Aynca?(D@(Ki:a) olmak Uzerea nin € cati sinifinda gecerli olmasi

¢ E aile gosterilir.



3.3.5. OnermeM =(X, R, V) bir Kripke model olsunV nin tanimindan,
OpOQ(V(p)={xd X:MFE, B)
dir. Buna gorev yi; Da 0§, (V (a) ={xO X: MK, a}) olacaksekilde gengletirsek,

asagidakiler sglanir.
1. Oa,080%,(V(aOp)

v(a)nv(8))
(@)OV(B))

3. DaO0g,(V(-a)=X-V(a)),

2. 0a,0B0%,(V(aOB)=V ,
4. 0a,0B0%,(V(a - B) = V(a)DV(B)),
5. V(T)=X,

6. V(O)=0O.

3.3.6. Tanimk = <X, R> bir cati olsun. Buna goreagidaki ifadeler vardir.

e X U(zerindeki R bazintisi [Ox[O X igin (xRx) kosulunu s&lyorsa, R ye
yansiyan bgnti K catisina da yansimalidir denir.

e X Uzerindeki R bagintisi Ox, Oy, OzO X igin ((nyve yRI= xR)z
kosulunu s&liyorsa, R ye geggmeli bagzintt ¥ catisina da gegnelidir denir.

e X Uzerindeki R bagintisi OxO X vellyd X icin
(nyveDZ] X( YRz ¥ )j kosulunu s@liyorsa, R ye atomik bginti K

catisina da atomiktir denir.

e X Uzerindeki R bagintisi Ox, Oy,0z0 X icin
((nyve yR2=0OwW X yRwe ZF»\ kosulunu sa&liyorsa, R ye zayif
yblendirilmis baginti ¥ catisina da zayif yonlendirilgtir denir.

e X uzerindeki R bagintisi Ox,Oy0 X igin (xRy) kosulunu sgliyorsa, R

bagintisina evrensel @t K catisina da evrenseldir denir.

X uzayi sonlu ise catisi da sonludur.



3.4. Tanimlanabilirlik

Bu kisimda modal operatére sahip formdillerin catilézerinde ki

tanimlanabilirlgi Gzerinde durulacaktir.

3.4.1. Tanim ¢ bir ¢ati sinifi olsunk herhangi bir cati olmak tzerg, nin bir W
altkimesi icinx 0¢ = Oa OT (K Fa) kosulu s&lanirsa¥ altkimesi¢ cati sinifini

tanimlar.
3.4.2. TeoremT, 4, M, G taslaklarinin tanimlagicati sinifi gagidaki gibidir.

» T tasla& tum yansimal c¢ati sinifini tanimlar.
* 4 tasl& tim geggmeli cati sinifini tanimlar.
* M tasla tim atomik ¢ati sinifini tanimlar.

o G tasl& tim zayif yonlendirilmy cati sinifini tanimlar.

3.5. S&lamlik ve Tamlik

Bu kisimda, lojiklerin hangi I@anti 6zeliklerine sahip ¢ati siniflarinin taglve

salamligl tzerinde durulacaktir.

3.5.1. TanimI bir lojik ve € de bir ¢ati sinifi olsun. Buna gore;

Da 03, icin (H a=¢Ea) kosulu sglaniyorsal lojigi saslamdir denir.

Da 03, icin (¢ Fa =k a) kosulu s&laniyorsar lojigi tamdir denir.

3.5.2. Teorem

* S4 lojigi, tum yansimal ve gegneli cati sinifinda ggam ve tamdir.

* S4.1 lojgi, tum yansimali, gegineli ve atomik cati sinifinda @am ve tamdir.

* S4.2 lojgi, tum yansimali, gegmeli ve zayif yonlendirilng cati sinifinda
sglam ve tamdir.

» S5 lojigi, tum evrensel ¢ati sinifindagéam ve tamdir.



3.6. Topolojik Uzaylar

Bu kisimda tez boyunca kullanilacak olan temel kyjp&avramlari verilecektir.

3.6.1. Tanim (Topolojik Uzaylar) X baostan farkh bir kime ver, X in kuvvet

kiimesi olanP (X ) in bir altkimesi olsun. egidaki 6zellikleri sglayan 7 ailesine X

Uzerinde bitopoloji (veyatopolojik yapt) denir.
T1) @, Xt
T2) r ya ait sonlu sayidaki elemanlarin arakesiti yinmega aittir; yani
A.A,..AOT igin \ADT
i=1
T3) r ya ait keyfi sayidaki elemanlarin biimi yine 7 ya aittir; yani
0{A} Or

il

icin LnJA Oz dir.
i=1

r nun elemanlarinaX in acgik alt kUmeIeri,<X,r> ciftine topolojik uzay denir.X

kiimesinin elemanlarina c(é(, r> veya kisacaX topolojik uzayinin noktalari denir

3.6.2. Tanim (Acik Kime) <X,r> topolojik uzay olsun. Bu uzayd& in bir Y

altkimesiY 7 iseY kiumesine acik kiime denir.

3.6.3. Tanim (Kapali Kiime)(X,7) topolojik uzay olsun. Bu uzaydx - YO ise Y

kiimesine kapall kiime denir.

3.6.4. Tanim (Ayrik Topolojik Uzay) 7 =77(X) olmak tzerer topolojisi X kumesi

Uzerinde bir topoloji olgturur. Bu (X, r> topolojik uzayina ayrik topolojik uzay denir.

3.6.5. Tanim (Ayrik Olmayan Topolojik Uzay) X herhangibir kime ver :{D,X}
olsun. r ailesiX kiumesi Uzerinde bir topolojidir. Bu topolojiyX Uzerindeki ayrik
olmayan topoloji (veya kaba topoloji) v(eXr> ikilisine de ayrik olmayan topolojik

uzay denir.



3.6.6. Tanim (Kapans, i¢c ve Sinir Noktalari) Bir (X,r} topolojik uzayinda,X in bir

Y altkiimesi igin,

. Int(Y)={xD X|O0GO7( X0 Gve GJ \r)} kiimesineY nin ici denir.

« CI(Y)
Fr(Y)

(Y)=CI(Y)n CI( X-Y) kimesineY nin siniri denir.

{xD X|OGOr(xd G= G ¥ D)} kiimesineY nin kapam denir.

3.6.7. Onerme(X,r} bir topolojik uzay olsunY ve Z kumeleri de X altkiimeleri

olmak Uzere gagidaki ifadeler vardir.

1. Int(Y)Or,
2. Int

3. Int(Y)=Y < YOr,

8. CI(Y)OY = (X-Y)Dr.

3.6.8. Tanim (Tamamen Bglantisiz Uzay) (X,r} topolojik uzayr ve(OG7 igin

CI(G)Or sartini sglaniyorsa bu topolojik uzaya tamamerglaatisiz uzay denir.

3.6.9. Tanim (Atomik Topolojik Uzay) (X,r) bir topolojik uzay veOGOr igin
Int(Fr (G)) =[ sarti sglaniyorsa bu topolojik uzaya atomik topolojik uzssnir.

3.6.10. Tanim (Surekli Fonksiyon)(X,z,) ve (Y,7,) iki topolojik uzay olsun.X ten

Y ye bir f fonksiyonu OGO7, igin 1“1(G)Drl saliyorsa f fonksiyonuna X

topolojik uzayinda sureklidir fonksiyon denir.

10



3.6.11. Tanim (Homeomorfizma)(X,z,) ve (Y,z,) topolojik uzaylar vef : X — Y

bir fonksiyon olsun. Ber f fonksiyonu surekli ve tersf ™ var ve f ™ de surekli ise,

f ye bir homeomorfizma denir.

11



4. BULGULAR

Dinamik topolojik sistemlerin incelengli bu tez cakmasi 6 bdlimden
olusmaktadir. Tezin 3. boluminde konuyaskin ©6n bilgiler verilmgtir. 5. ve 6.
bolumler ise tezin esas kismini glurmaktadir. Tezin 5. boliminde topolojik modeller
bu modeller tzerinde g@gouluk ve gecerlik kavramlari verilerek Kripke cafil ve
topolojik uzaylar arasindaki skiler gosterilmgtir. Ayrica adi gegen lojiklerin ggam
ve tam oldgu ispatlanmgtir. 6. b6limde ise S4C V@40 sistemleri aksiyomatik olarak
tanimlanmgtir. S4C ve S40 sistemlerinden farkli dinamik topolojik lojik orkieri

verilmis ve bu lojiklerin temel 6zellikleri incelenstir.

12



5. TEMEL MODAL LOJ iK ve TOPOLOJIiK SEMANT iK

5.1. Topolojik Modeller

Bu bolimde, bir modal operatdre sahip formulin tojo uzaylarda nasil
yorumlanabilecg tzerinde durulacaktir. Topolojik semantikler die dnceki konuda
verilen Kripke semantiklerine benzer ozelliklersitaaktadir. Fakat bizim ileriki
bolumlerde bahsedilecek dinamik lojik sistemlerigke catilarindan ziyade topolojik

uzaylara dayall oldiundan bu boélimde bahsedilecek kavramlar dinamikk loj
sistemleri icin 6Gnemlidir.

5.1.1. Tanim (Topolojik Modeller) V, Q dan P(X) e bir valuasyon fonksiyonu
olmak uzere(X,7) topolojik uzayindaki(X,7,V) ugliisiine topolojik model denir.
Kripke semantiklerinde oldiu gibi, bir aformUIUnUnM:<X,r,V> modelinin bir x

noktasinda déru olmasiM E, « ile gosterilir ve gagidakiler ile tanimlanir;
Op0Q,0xO0 X(ME, pe XM p), yada(ME p < V(p = X),
Ox O X(M ¥,0),
Oa, 0035 OXOXME a - B« (ME a= ME, D)),
Ha O3, X0 X(MEpa - OGU7(xU Gvel yiJ GME, a)).
Simdi ¢ operatérinin tanimlanmasingkgyan aagidaki 6nerme verilecektir.

5.1.2. Onerme M :<X,r,V> bir topolojik model olsun. Buna goresagidakiler
sgilanir.

(1) Oa, 0803 OxOX(ME, a0 « (ME, a ve ME, 3)),

(2) Da,0p03 IxOXME, alpf « (ME, a veyaMFE, B)),

(B) Da O IXOX(ME, ~a « ME a),

(4) OxO X(MET),

(5) Ua0§,Ix0 X(ME, ¢a - OGU7(x G= Uyl GMFE, a))).

13



Ispat
(5) Keyfi x[0 X ve a formil olarak alinsin. Buna gore;
MEOa = ME -~o~a

And MJF{(D—IO'
< 0GUr(x0G= Uy QM ¥, - a))

<~ 0GUr(x0G= 0Oyl GME, a)).

5.2. D@ruluk ve Gegerlilik

Bu boliumde formdullerin dgrulugu ve gecerlilgi modeller ve uzaylar tzerinde

incelenecektir. Modellerdeki gouluk kavrami Kripke semantikleri ile benzerdir.

5.2.1. Tanim M :<X,r,v> bir model vea da bir formdl olsun. Buna gorey nin bir
M modelinde dgrulugu, OxOX igin (ME a) sa&layip MEa seklinde

gosterilir.

5.2.2. Tamm(X,r} bir topolojik uzay vea bir formil olsun. Buna gére] topolojik
uzay sinifi ve OV (V:Q - P(X))(( X,r,\/}lza) olmak tizere bira formuliiniin
(X,r) da gegerli olmasi yadéX,7) nin ayi gecerlemesi{X,7)Fa ile gosterilir.
Ayrica anin T topolojik uzaylar sinifinda gecerli oImaSIL(X,r}DT((X,r}Iza)

olmak Uzere7 E a seklinde gosterilir.

5.2.3. Onerme M :<X,r,V> bir topolojik model olsunV nin tanimindan,
OpO® icin V(p)={x0 X: Mk, g dir. Buna géreV vyi; Da 0F, igin

V(a)={x0 X: ME, a} olacaksekilde genjletildiginde aagidaki ifadeler vardir.

1. 0a,080%,(V(a0B) =V
2. 0a,0B0%,(V(aOB)=V
3.0a03.(V(-a)=Xx-V(a)),

4. 0a,0803,(V(a - B) = V(a)OV(B)),
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5.V(T)=X,
0,

6.V (0O)=
7. 0a 03, (V(za) = Int(V(a))),
8. Da 03, (v (0a)=CI(V(a))).

Ispat Burada tim Onermelerin ispati yerine sadece 7. vedr&rmenin ispat
yapilacaktir.

7. Keyfi x(O X elemanini vex formalt alinsin. Buna goére;

x0OV(oa) = MEoa

= IGO7(x0Gvedyd G(MF, a))

- G0Or xDGveDyDG yo V(a )))

- 0GO7(x0Gve GO V(a))

a))

8. Keyfi xO X elemanini vax formult alinsin. Buna gore;

(
(
- GO7(x0GveOyd X( yO G= yJ (a)))
(
(V(

xOV(0a) « ME Oa
d ./\/H:X—ID—IO’
e MED-a

= GO7(x0G = O G(M ¥ -a))
- GOr(x06G = OyO G(Mh a))

v(@)))

- [GDTEXDG:> OyD G( yo

- 0607(x06G = OyD X( yd Gve yJ \(a)))
( (
(

g
o

O7(x0G = yO X( yd Gn Va)))

- 06O07(x0G = Gn V(a)£0)
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= xOCI(V(a)).

5.2.4. Tanim 7 bir topolojik uzay sinifi olsunz, nin bir I altkimesi igin(X,7)
herhangi bir topolojik uzay olmak tzere,

(X,1)0T = DaOr (7 Fa)
kosulu s&laniyorsa,l” lojigi 7 yi tanimliyor denir.£, nin 7 yi tanimlayan bdyle bir

altkimesi varsa7 topolojik uzay sinifiz, dilinde tanimlanabilirdir denir.

5.2.5. TanimT bir lojik ve € de bir topolojik uzay sinifi olsun. Buna gére,

OaOcL, icin (h a=CkF a) kosulu s&laniyorsal” lojigine s&lamdir denir.

OaOcL, icin (C Fa=hk a) kosulu s&laniyorsal lojigine tamdir denir.

5.3. Kripke Catilari ile Topolojik Uzaylar Arasindaki 1liski

Kripke semantikleri ile topolojik semantikler forhgrin dogrulugu ve
gecerliliginde 6nemli rol oynamaktadir. Bu bdélimde bunlar sardaki ilgkiden
bahsedilecek. Ayrica yansimali, gggeli bir bainti tzerine kurulu bir Kripke
Catisinin topolojik uzaylardaki kah gini Gst kapali kime catisi yardimiyla verilecektir.

5.3.1. Tanim Bir (X,s} kismi sirall kiimesi Uzerindeki biY O X altkimesi

Ox,Oy(xOYve x< y= yJ Y) sartini sgliyorsa ust kapali kiime adini alir.

5.3.2. Onermer ailesi, GO7 = Ox Oyd X( xJ Gve xRy> {1 G olacaksekilde
yansimall ve gegmeli (X, R> catisinin tim dst kimelerinin bir ailesi olsunn@wgore,

r ailesi X kUmesi Uzerinde bir topoloji tammla()(,r} bir topolojik uzaydir. Bu

topolojik uzay ayni zamanda Alexsandrov uzayi adilp daha sonraki bolimde
incelenecektir.

Ispat. Tanimdan X,0 07 oldugu agiktir. {Gl}im ailesi Ust kumeler ailesi olsun.

X, yOO X olmak tzere,

xOUG ve xRy

il
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= 0,01 (xOG, ) vexRy = [, 01 (y OG, )

- youG

i
ve

xONG ve xRy

- i, O (x DGiO) vexRy = Ui, O (yDGio)

- yONngG.

Sonug olarak keyfi sayidaki Ust kiimelerin bimei ve kesgimi yine bir tst kapali
kimedir.

5.3.3. Onerme(X, R) yansimali ve gegineli bir Kripke Catisinin dual uzayiX,7)
topolojik uzayi olsun. Bu durumda,
OV,0x0 X,0a 0z, (( X, RV E a = ( X1, \IF,a)

ifadesi vardir.

ispat (X, R) ve (X,7) uzerinde sirasiylavi, =(X, R V) ve M, =(X,7,V) modelleri
alinsin. Bira formillti igin, OxO X (M, F, @ = M, F, a) olsun. Bu durumda,

OxO X (M, Eoa = M, Faoa) oldugu gosterilsin. Bu durumda keyfk X elemani

icin,
M Eoa = DyO X(xRy= Mk, a)
= Oyd X(xRy= M, F, a)
- IGO7(x0GveDyd GM, &, a))
- M,Ena
seklindedir.

Bu 6nermeden, yansimali ve gegeli bir catinin duali olan topolojik uzayin bir
formulin gecerlilgini koruduygu sonucu cikarilir.
Bir sonraki 6nermede, bir topolojik uzaydaki $¢em (Int) ve kapary isleminin

(Cl) yansimali ve gegineli catilardaki gosteriminden bahsedilecektir.
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5.3.4. Onerme(X, R) yansimali ve gegineli bir catinin dual uzay{X,r) topolojik
uzayi olsun. Bu durumda;
Int(Y)={x0 X|OyD X( xRy=> ¥ Y},

Cl(Y)={xO X|Oyd X( xRyve ¥ Y}
esitlikleri vardir.

Ispat xO X olsun.

xO Int(Y)

= 0GOr(xOGve GO YY)

- 0GO07(0yO X(xRy= ¥1 Gve G1 Y
= OyOX(xRy= y1 Y

ve

xOCI(Y)

= xOX~=Int( X-Y)

= xOInt(X-Y)

= OyOX(xRyve yJ X- Y
= OyO X(xRyve yO V.

5.4. Tanimlanabilirlik

Modal lojigin bazi temel taslaklari topolojik semantikler yandyla tim
topolojik uzaylarda gecerli olmayabilir. Orgia (T) tasl&inin tanimlanabilirki
topolojik uzaylarda tzerindeki topolojinin ne ofdudnemli olmadan tanimli olmasina
ragmen a —»oa tasl@inin tanimlanabilirigi X Gzerindeki topolojik yapinin ayrik
topoloji olmasina baidir. Ayrica bu bolimde farkli taslaklarin durunda topolojik
yapiya bgl olarak incelenecektir.

Ik olarak tek nokta kiimelerinin acik olglu en ince yapili topolojik uzay olan

ayrik topolojik uzaylarin tanimlanabiligi verilecektir.
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5.4.1. Lemmaa - oa tasla&ini gecerleyen uzay ayrik topolojik uzaydir.

Ispat. (X,r} topolojik uzayl a —~oa taslaini gecerleyen bir topolojik uzay olsun.
Amacimiz,7 = P( X) oldugunu géstermektir.

Bu durumda herhangi biy 0 X alt kiimesini alip bunury = Int(Y) oldugunu
gostermemiz yeterlidir. Taglamizin (X,r} uzayinda gecerli olmasindan dolayi,
V(p)=Yve(Xr,VE p-or olacak sekilde bir p atomik oénermesi veV

valuasyon fonksiyonu vardir.

Boylece, M =(X,7,V) modeli igin,
MEp-op=V(p)OV(zp
= V(p) 0 Int(V( p)
= Y O Int(Y)
= Y= Int(Y)

dir. Boylecea —oa tasl&ini gecerleyen uzay ayrik topolojik uzaydir.

5.4.2. Lemmaa —oa tasla& herhangi bir ayrik topolojik uzayda gecerlidir.

Ispat Bir M =(X,7,V) modelini ve(X,r) ayrik uzayini alaim. Buna gére, herhangi
bir a formuld igin, ME p -op oldugunu gdstermemiz gerekir(X,r) ayrik
topolojik uzay oldgu icin V (a) agiktir. Yani,V (a) = IntV(a) dir.
Buna gore,
V(a)=Int(V(a)) = V(a)O Int(V(a))
= V(a)OV(oa)
= MFEp-op.

5.4.3. Teorem (Ayrik Topolojik Uzayin Tanimlanabilirli gi) a —oa tasla tim

ayrik topolojik uzaylari tanimlar.
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5.4.4. Atomik Topolojik Uzayin Tanimlanabilirli gi

Bu boélimde modal lojikte c¢ok kullanilan M taglain atomik uzaylarda

tanimlanabilirlgi Gzerinde durulacaktir.

5.4.5. LemmaM taslaini gecerleyen bir uzay atomik uzaydir.

Ispat (X,7) uzayr M taslgini gergekleyen bir topolojik uzay olsuny O X
altkiimesini allnlp,lnt(Fr (Y)) =0 oldugu gosterilmelidir. M tasa (X, 7) topolojik
uzayinda gegerli olgiundan, V (p)=Y,{ X,r, V) Fo¢ p- 0o | olacaksekilde bir p
atomik formiili ve bitv valuasyon fonksiyonu vardigimdi bir M =(X,r,V) modeli

alinsin. Bu modele gore,

MEadp - 0ap = V(z0p) O V(0o p)
= Int(v(op)) 0 CI(V(a p))
= Int(ci(v(p))) O ci{nt(V( p))

(
= Int(CI(Y)) O CI( Int(Y))
= Int(CI(Y))n (X-CI( Ing(V))) =C0
= nt(CI(¥Y))n (X=( X~ it X in( )))
= Int(CI(Y)) n Int( X~ Int(Y)) =0
= Int(CI(Y)) n Int( X=( X= C( X=¥)))=0
= Int(CI(Y))n Int(CI(X-Y)) =0
< Int(CI(Y))n(CI(X-Y))=O
(

dir.
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5.4.6. LemmaM taslai herhangi bir atomik topolojik uzayda gecerlidir.

ispat (X, 7) atomik topolojik uzay tzerinde bitM =(X,7,V) modelini alinsin. Bira
formalii icin (X,7) atomik topolojik uzay oldgundan, Int(Fr (V (a))):D esitli gi
MEoOp - 0o p ifadesi sglanir. Tersine,

Int(Fr (v (a))) =0

- Int(CI(v (@) 0 cl(int(v (a))
= V(o0a) OV (%oa)
= MFo0p - ¢op

ifadesi sg@lanms olur. Bu durumda M tasga atomik topolojik uzaylarda gecerlidir.

5.4.7. Teorem (Atomik Topolojik Uzaylarin Tanimlanabilirli gi) M taslgzl tim

atomik topolojik uzay sinifini tanimlar.

5.4.8. LemmaG taslaini gercekleyen topolojik uzay tamamenglaatisiz topolojik

uzaydir.

ispat (X,r} topolojik uzayl G taslaini gerceklesin.U ise rnun bir aggl olsun.
CI(U) nun acik oldgu gosterildginde ispat tamamlangolur. Bunun igin,
CIU) =Int(C(U)) ssitli ginin salandgl gosterilmeli. Bir kimenin i¢i tanimindan
Int(CI(U)) OCIU) oldugu aciktir. Tersinin gdandgl yani, Cl(U) O Int(C(U))
oldugunun gosterilmesi yeterlidir.
V(p)=U ve MFEOop -o0p olacaksekilde bir p atomik dnermesi ve/
valuasyon fonksiyonu alinsin. Bu durumde( =<X,Z’,V> modeli igin,
MEOap -»o0p = V(0op) OV@op

= Cl(V(@p) O In(V(0p)

= Cl(Int(p)) O Int(Cl(p))

= Cl(Int(U)) O Int(CIU))
Cl(U) O Int(Cl(U))

8

dir.
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5.4.9. LemmaG tasla&l herhangi bir tamamen glantisiz topolojik uzayda gecerlidir.

Ispat M modeli, bir(X,r} tamamen bgantisiz topolojik uzayinda bir model olsun.
Buna gore bira formuli icin, M E 0op - odp yi ispatlanmasi gerekmektedir.
(X,r} tamamen b&antisiz bir topolojik uzay oldiundan,Cl(Int(V(a))) nin

acik olmasi gerekmekte. Bir $fa ifadeyle,Cl(Int(V (a))) = Int(CI(Int(V(a)))) ssitligi

sglanmalidir. Bu durumda;
Cl(Int(V (a))) = Int(CI(Int(V(a))))
< Cl(Int(V(a))) O Int(CI(Int(V(a))))
= CI(Int(V(a))) O Int(CI(V(a)))
= CI(V(na)) O Int(V(¢a))
= V(0o) OV (x0)
= MEOop -olp

bdylece ispat tamamlangnolur.

5.4.10. LemmaB taslal herhangi bir ayrik olmayan (veya kaba) topolajikayda
gecerlidir.

ispat (X,7) ayrik olmayan topolojik uzayin bir modelM ¥ a ~oéa olsun. Bu
model Gzerinde herhangi bar formuld igin, M E a -o0a oldugu gosterilmelidir.

(X,7) topolojik uzayr ayrik olmayan topolojik uzay ofglindan,
Cl (V(a)) =X ve Int(CI (V (a))) = X esitliklerinin saglandg aciktir. Bu durumda,
V(a)O X = V(a)Omt(Cl(V(a)))
V(a) 0 int(v(oa))
)

V(a)OV(ooa)
= MEa -oba
dir. Boylece B task& herhangi bir ayrik olmayan topolojik uzayda géder
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5.5. S&lamlik ve Tamlik

Tezin bu kismind&4, S4.1ve S4.2 lojiklerinin sglamligl ve tamlgl Uzerinde
durulacaktir. Bir onceki boélumde verilen tanimlatidik 6rnekleri bu bolimde

sgglamlik ve tamlik ispatlari icin yardimci olacaktir.
5.5.1. Teorem (S4 Loginin Saglamlig) S4 lojigi tim uzay siniflarinda geamdir.

Ispat Tim klasik totolojiler ve K, T, 4 taslaklari hertginbir uzayda gecerlidir.
Gereklilik kural ve modus ponens bir formuliun gdiesini korumaktadir.

5.5.2. Teorem (S4 Loginin Tamli g1) S4 lojigi tim uzay siniflarinda tamdir.

Ispat a formili S4 lojgine ait bir teorem olmasin. Bu durumda, nin gecersizfini

gosteren bir uzay olgunu ispatlamamiz gerekmektedir. S4 Gn Kripke Seiklannde

tamlgindan  dolayr, DV(V:® - P(X)) OxJ X({ X RV ¥ a) olacak sekilde
yansimali ve gegineli bir (X, R) ¢atisi bulunmaktadir.
simdi (X, 7) topolojik uzayini alalim. Béylece,
OV (V:® - P(X) O3 X(( X RV a)

olup, <X,r> uzayla nin gecerli olmagini gosterir.

5.5.3. Teorem (S4.1 Loginin Saglamligl) S4.1 lojigi tim atomik topolojik uzaylarda

sglamdir.

Ispat S4 iin sglamligi ile, tum klasik totolojiler ve K, T, 4 taslaklaherhangi bir
atomik uzayda gecerlidir. Gereklilik kurali ve madponens gecerldi korumaktadir.
Ayrica, atomik topolojik uzayin tanimlanabilili gosteriyor ki M taslg tim atomik

uzaylarda gecerlidir.

5.5.4 LemmaYansimali, gegmeli ve atomik bir ¢catinin dual uzay bir atomilkptdojik

uzaydir.

ispat (X,7) topolojik uzay: bir(X,R) yansimali, gesmeli ve atomik ¢atisinin dual

uzayl olsun. Bu durumdaY O X altkiimesi icin Int(Fr(Y)):D oldusu
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gdsterilmelidir. Bunun icin herhangi bix[] X elemani alinarak [J Int(Fr(Y)) oldugu
gosterilmelidir.(X, R) atomik oldgundan dolays,

yOX (xRyved & X( yRz ¥ )}
dir. Buna gore;

yOX (xRyvedl & X( yRz ¥ )}

:>EyDX(nyveD 71 X(( yrRz» @ X )vveya( yRz DZ)))f

- yOX (xRyved 21 X(( yrRz> @ )Yveya( yRz DOz -X))¥

- yO X(nyve C(Y veyayd O % }’))
- yO X(nyve Y)) veya( xRyve @ ¢l % )v))
- OyO X(xRyve y C( V) veyad 1 X xRyve ¥ €l X )Y

- xO Int(CI ) veya x[J Int( CI( X~ Y))
= xOInt(CI(Y))n Int( CI( X-Y))
= xOInt(CI(Y))n CI( X-Y)

< xOInt(Fr(Y))

elde edilerek ispat tamamlannalur.

5.5.5. Teorem (S4.1 Sisteminin Tandl) S4.1 lojii tim atomik topolojik uzay

sinifinda tamdir.

Ispat a formiilii S4 lojgine ait bir teorem olmasin. Bu durumda, nin gecersizfini

gosteren bir uzay olgunu ispatlamamiz gerekmektedir. S4 Gn Kripke Seiklaninde

tamligindan  dolayr, OV (V:® - P(X)) OxJ X(( X RVE, a) olacak sekilde
yansimali, gesimeli ve atomik bir{ X, R) ¢atisi bulunmaktadir.

(X,R) catisina ikkin (X,7) topolojik uzayini alam. Bu topolojik uzayda
atomik topolojik uzaydir. Béylec&V (V:® — P(X)) OxJ X({ X RV ¥ a)

ifadesinden,(X,r} uzayia nin gecerli olmagini gosterir.
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5.5.6. Teorem (S4.2 Loginin Saglamhg) S4.2 lojgi tum tamamen k#antisiz
topolojik uzaylarda sgamdir.

Ispat S4 un sglamhg ile, tim klasik totolojiler, K, T, 4 taslaklariebhangi bir
tamamen bgantisiz uzayda gecerlidir. Modus Ponens ile gdiekurallari herhangi
bir formalin gecerlilgini korumaktadir. Dier taraftan, tamamen glantisiz topolojik
uzaylarin tanimlanabiligi ile de G taslginin herhangi bir tamamen #antisiz

topolojik uzaylarda gecerli ofu gorilmektedir.

5.5.7. Teorem (S4.2 Lofinin Tamli g1) S4.2 lojgi tim tamamen kgantisiz topolojik
uzaylarda tamdir.

Ispat o formiilii S4.2 ye ait bir teorem olmasin. Buna garey! yanls kilan tamamen

baglantisiz bir topolojik uzayin vaginin gosterilmesi gerekir. S4.2 sisteminin Kripke
semantiklerinde tamli geregi, OV (V:® — P(X)) OxJ X(( X RVE, a)
olacak sekilde, yansimali, gegheli ve zayif yonlendirilmi bir (X,R) catisinin
varligindan bahsedilebilir. B¢X, R) catisinin dual uzayi olarakX,7) topolojik uzay
alinsin. Bu durumda(,X,r> topolojik uzaylr tamamen Bkantisiz bir uzaydir ve

OV (Vi@ - P(X)) O3 X(( X7, & a)

oldugundan(X,7) topolojik uzayindaz formiilii gegersiz olmaktadir.

5.5.8. Teorem (S5 Sisteminin $amlig)) S5 sistemi tim ayrik topolojik uzaylar

sinifinda sglamdir.

Ispat S4 un sglamhg ile, tiim klasik totolojiler, K, T, 4 taslaklariebhangi bir ayrik
topolojik uzayda gecerlidir. Modus Ponens ile géligkkurallari herhangi bir formalin
gecerliligini korumaktadir. Dier taraftan, ayrik topolojik uzaylarin tanimlanabigi ile
de B taslginin herhangi bir ayrik topolojik uzaylarda gecettiugu gortlmektedir.

5.5.9. LemmaEvrensel bir ¢catinin dual topolojik uzayi ayrik ebgik uzaydir.

ispat (X,7) topolojik uzayi (X, R) evrensel catisinin dual uzayi olsuBd 7 uzayin

bir acgl olmak tUzereG = X veyaG =0 oldugunu gosterilmeli.R bagintisi evrensel
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bir baginti olmasiyla bunun duali olanm uzayinin kiimeleri Gst kiimelerdir. Bundan

dolay1 G= X veyaG =0 dur.
5.5.10. TeorenS5 sistemi tim ayrik olmayan topolojik uzaylar snda tamdir.

Ispat a formiilii S5 in bir teoremi olmasin. Buna goae,yr yanlslayan ayrik olmayan
bir topolojik uzayin varliinin gosterilmesi gerekir. S5 sisteminin  Kripke

semantiklerinde tanmgi tanimi ile

OV (V:® - P(X) O3 X(( X RV a)
olacak sekilde, evrensel bir(X,R) catisinin varfiindan bahsedilebilir. Bu X, R)
catisinin dual uzay! olarakX,r) topolojik uzayr alinsin. Dolayisiyla,X,7) ayrik
olmayan bir topolojik uzaydir velV (V:® — P(X)) OxJ X(( X1, V¥, a). Bu

durumda,(X,r) topolojik uzayindaa formili gecersizdir.
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6. DINAMIK TOPOLOJiK SISTEM ORNEKLER i

6.1. S4C ve S& Sistemlerinin Aksiyomlari

Onceki bolumlerde incelegi gibi S4 sistemi topolojik olarak tanimlanabiliir b
modal lojik sistemidir. Bu duggan S4 sisteminin tGzerine sureklilik aksiyomu ekleke
(Artemov ve ark, 1997) S4C sistemi gurulmuwstur. Daha sonra (Kremer ve Mints,
2005) yapilan cadmalarla da S4C sistemi Uzerindeki surekli fonkslgon yerine
homeomorfizmalar konularak ®4 sistemi tanitiimgtir. Bu sekilde durgan S4 lojgi

daha guclu bir yapi haline gelerek dinamik S4C #e3ojikleri meydana gelmstir.

S4C sistemini olgturan aksiyomlar ;

« Onermesel margin tim totolojileri,

* S4 aksiyomlari,

Bu aksiyomlarin topolojik tanimlanabiligh dnceki bélimde verilrgtir.

« O(¢0g¢)=(0¢00g),

Topolojik anlamda f (Vv (#)0V(¢)) = f*(V(¢))0 (V(¢)) seklinde
yorumlanir.

*© On¢=-09,

Topolojik anlamdarf ‘1(X —V(¢)) = X- f‘l(V(¢)) seklinde yorumlanur.

» Sdreklilik aksiyomu:Oog -oO¢,
Topolojik  uzaylarda £ (Int(V (¢))) O Int( £7*(V(g)))  seklinde

yorumlanir.

S4C sistemini olgturan kurallar;

¢|¢—’(0

¢ Modus Ponens™X—=~
"/

. o .9
o icin (N) kuralh: g
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. Oici .9
O i¢in (N) kural: “oF

S4C sistemine ters sureklilik aksiyomunun eklengles$40 sistemi olgur.

S40 = S4CHoO¢ —Ong) .

6.1.1. Onerme(X,7, f) £ dilinde herhangi bir topolojik yapi olsun. Bu durdan

asagidaki ifadeler birbirine denktir,

() Oog —~o0¢ (herg 0L, icin),
(i) Ong —oong (her g0z, icin),

(i) f:X - Xfonksiyonu herr uzayinda sureklidir.

Ispat ¢0r, bir formtl ve V de valuasyon fonksiyonu olsun. Bu durumda

V(¢) =GO X olacaksekilde,
V(0og ~00g)= X = £(Int(¢)) 0 Int( 7(¢))
V(00g ~0ng)= X = Int( £7(4)) 0 Int( £7(Int(¢)))

ifadelerinin sglanmasi gerekir.

(i) - (i), GO7 ve G=Int(G) olsun. Bu durumda,
Int(£7(G)) 0 £7(G)= *(Int(G)) O Int( (G))
ifadesi elde edilir.
£7(G)=Int( £ (G))

sonucuna ukalmis olur.

(i) - (ii) nin ispati aciktir. Hipotezdenf X - X surekli fonksiyon olsun.

Streklilik tanimindardG O7 igin f™(G)Or olur. Yani, f *(G) = Int( f‘l(G)) dir.

Buradan da, f’l(lnt(G)) = Int( f’l(lnt(G))) olur.
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(i) - (i) , herhangi birGO X kiimesini alinsin,Int(G) 0 G olmasindan
dolayi,
Int(f*(int(G))) O nt( £*(G))
ifadesi sglanir. Bu durumda,
£ (int(G)) = Int( £ (int(G))) O Int( £7*(G))

ifadesi elde edilngiolup ispat tamamlanir.

6.2. Dinamik Topolojik Lojikler

£ dilimiz, Q 6nermesel dgskenleri ile birlikte, Boole bgaclari ve birli modal
operatdrler olang (interior), O (nex), O (henceforth operatdrlerinden olmaktadir.
Bazi durumlardas dilinin fragmanlari ile cafilacaktir. Her zaman fragmanlarimiz

Boole balaclarini icerecektir. BuradaDo pargalari £, ile gosterilecektir. Ayrica,

p, g, r,.  yi Q Uzerinde atomik Onermeler olaralg, £, ¢, ¢ sembolleri ise

formuller olarak kullanilacaktir.

6.2.1. Tanim X bir topolojik uzay veV :Q - P(X) onermesel dgskenlerini X in
altkimelerine geyen valuasyon fonksiyonu olmak Uzevle{:<X,V> sirah ikilisi

alinsin. £, dilindeki her¢ formuld icin, M(@) asagidaki sitlikleri saglar.

M(p)=V(p),

M(¢Ug) = M($) U M(9)
M(= @) = X = M(9)
M(og) = Int(M(9)).

M(¢) modeli icin standart gecerliliksagidaki gibi tanimlanir.

ME@ =« M(p)=X
ME@$ = her M=(X,V) modeliigin MF ¢
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@ gecerlidir F @) < her X topolojik uzayi iginX = ¢@.

6.2.3. Tanim (Alexsandrov Uzaylari)Bir (W, R> Kripke catisi verilmy olsun,W nin
bir S altkiimesi acik olmasi icin gerek ve yegart S kimesinin R basintisina gore
kapali olmasidir. Yani, hex, yOW icin, eger x(OS ve xRyise y[ Sdir. Béylece, her
(W, R> Kripke catisi icin,W Uzerindeki topolojiden yararlanilarak bir dual atggik
uzay tanimlanabilir. Bity 0 Xkumesinin i¢in;Int(Y) ={xOY: Oyl X xRy> ¥ ¥

seklinde tanimlanir.
Bu uzaylarda acik kiimelerin keyfi kgisni acik olup, bu uzaylar Alexandrov

uzayidir.ilk olarak 1937 yilinda P. S. Alexsandrov tarafingtanimistir.

6.2.4. TanimBir X topolojik uzayindaR bazintisini gagidakisekilde tanimlayalim:
xRy= xXJC[y.
BuradaR basintisi: yansima ve gegne ozelliklerini sgladlglndan<x, R> bir

yansimalil ve gegimeli Kripke catisidir.

6.2.5. Teorem X bir Alexandrov uzayi olsun, bu durumad& in bir Y altkimesinin

aclk olmasi icin gerek ve yetgart Y nin bir Kripke catisinda acik olmasidir. Bdylece,

X Alexsandrov uzayinin dua{ix, R> Kripke catisidir.

Ispat. X bir Alexandrov uzayi v&/ [0 Xolsun.
(=) Y, X de agik olsunY nin Rbagintisina gore kapali olgunu géstermek

icin xOY ve xRy kabul edilsin. BoylecexICl(y) dir. O haldex i iceren her acik
kiime ayni zamandg yide icermektedir. Bu nedenhe]Y dir.

(O) Y kimesi, R bagintisina gore kapali olsury. nin X topolojik uzayinda
aclk old@gunun gosterilmesi icinZ = X —Y nin kapal oldgunu gostermek yeterlidir.

Bunun icin, Cl g ) Z sagladigi gosterilmelidir. z[O CI(Z) alinsin, fakatz[0 Z olsun.
O halde zOY dir. O,=n{0: OO Xve Oagkolup 21 Q. O,, X in Alexsandrov
uzay! olmasindan dolayl aciktizJ CI(Z) olmasindan , bazwZn O, vardir. O
halde w yi iceren her acik kime yide igerir. Boylecez Cl(w) olup zR w dir. Y,

R baintisina kapali oldgundanwY dir. FakatwZ = X - Y celigkidir.
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6.2.6. Teorem (McKinsey — Tarski - Kripke) X kendi icinde ygun bir metrik uzay

ve Ada £_dilinde verilen bir formdl olsun. Bu durumdaagidaki ifadeler birbirine

denktir.

(i) ADS4

(i) EA

(i) XEA

(iv) REA

(V) (Her sonluY topolojik uzay igin) F A
(vi) (HerY Alexsandrov uzayi icinY E A.

6.2.7. Tanim X bir topolojik uzay ve f, X Uzerinde sirekli bir fonksiyon olmak
tizere(X, f) sirali ikilisine dinamik topolojik sistem (DTS) die. (X, f) bir dinamik
topolojik sistem veV de pOPV yi X in bir altkimesine geyen bir valuasyon
fonksiyonu olmak UzereM:<X,V, f> sirall Gg¢lustne de dinamik topolojik model

(DTM) denir. Her bir ¢ formulu icin, M tarafindang ye bir M(B) altkimesi

tanimlanabilir. Bu durumda:

M(09)= (9.
M@)=0 17(9)

esitlikleri verilebilir.

6.2.8. Tanim M =(X,V, f) bir DTM olsun. Boylece standart gegerlilik Batisi

asagidaki gibi tanimlanir.
MEP = M(@)=X,

(X, f)Eg¢ = herM=(X,V, f) modeliicin MF ¢,
XE¢ = hersureklif fonksiyonu igin(X, f)E g,

@ gecerlidir @) = her X topolojik uzayi icinX E¢.
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6.2.9. Tanim F bir fonksiyon sinifi olmak tzere hef JF fonksiyonunun bazi

topolojik uzaylar tzerinde surekli olgu kabul edilsin. T topolojik uzaylar sinifi
olarak alinirsaggidaki ¢ gegerlilik baintisi tanimlanabilir.

« 1, FEB < Her f OF veherXOricin f, X de stirekli isg{ X, ) F Bdir.

« FEB < Her X topolojik uzay ve herf O icin f stirekli ise(X, f)F B
dir.

e TFB < XF B Her topolojik uzay i¢cinX O dir.

Dinamik topolojik lojik caitleri surekli fonksiyonlar Gzerinde ve topolojikzaylar
sinifinda aagidaki gibi tanimlanabilir.

6.2.10. Tanim Herhangi bir 7 topolojik uzay ve F strekli fonksiyon sinifi igin

asagidaki ifadeleri verilebilir.

DTL,, ={A T FFA.
DTL, ={A:TEA.

DTL, ={A:FEA.

6.2.11. Tanim® bir dinamik topolojik lojik olsun,® nin tamamen topolojik fragmani

£ dilinde aciklanabilir bir fragmandir. Bu fragman iginde formuller kiimesi olu®
ye aittir. ® nintamamen temporal fragmam., dilinde ifade edilebilir bir fragmandir.
® nin next-interior fragmani £, dilinde ifade edilebilir bir fragmandir. Bu lojiét
sirasiyla®”, ©© ve ©°° ile gosterilecektir.

Bundan sonraki kisimlarda uzerinde 06zel bir topoleeya fonksiyon
tanimlanmg c¢ssitli dinamik topolojik lojikler incelenecektir. Buarin gésterimleri
asagidaki gibidir.

DTL,; Klasik topolojik uzaylar DTL.

DTL ,; Alexsandrov uzaylari DTL.

DTL,; Homeomorfizma DTL.
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6.3. Klasik Dinamik Topolojik Lojik

DTL, ={Ar A en temel DTL dir. FakaDTL, in aksiyomlatirilabilir olup
olmadgl hentiz bilinmemektedir. S4CO DTL,”" saslandgl taktirde DTL, In

saglamligl, DTL,”” 0S4C saslandgl takdirde ise DTL, In tamlgl gosterilm

olacaktir.

6.4. Alexandrov Uzaylari Dinamik Topolojik Loji gi

Alexsandrov Uzaylarinin dinamik topolojik Igjidaha 6énce de bahsedidgibi

Kripke catilarina dayanmaktadiDTL, ODTL , oldugu aciktir fakatDTL, #DTL ,

durumu igin,

(thp —o0p) ODTL,
(thp —oOp)ODTL,

formulleri alinsin. Bir Alexsandrov uzayda keyfi ysda aciklarin kesimi acik

oldugundan (bhp - oOp)ODTL , dir. (Cbp -o0p)ODTL, oldugunu gostermek igin,

bir M=(R,f\V) modeli, f(x)=2x fonksiyonu ve V(p)=(-11) alinsin. Bu

2_1” ,?1“) olmasindanV ((t p) ={0}

elde edilir. Benzersekilde, V(Op)={0} elde edilir. V ¢0p)=0 oldusundan

durumda, V(@p) =(-1,1) dir ve f "V (op)=(-

M E (Chp -odp) bulunur.
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6.5. Homeomorfizmalar Dinamik Topolojik Loji gi

Bir diger dinamik topolojik sinifida’® homeomorfizmalarin sinifidir. Bu

homeomorfizmalar surekli tersi var, tersi de stireldn birebir fonksiyonlardir.

(oOp -Cop)ODTL,
(oOp -Oop)ODTL,,

olup, S bir X topolojik uzayinin alt kimesi olug nin bir homeomorfizma okuyla
Int(f *(S)) 0 f(InY) gerc&iyle (@OP -Owp)UIDTL,, durumu salanir.
(@Op -Oop)ODTL, durumunu gormek icin M =(X, f,V) modeli, X ={0,1}
kimesi ve tzerinde acik kiimeler olarak {0 ve {0,4 kumeleri alinsin. Burada

f(O)=f@)=1veV(p) ={4 olsun. f fonksiyonu sureklidir ve boyleca1 bir DTM
dir. V(@O p) ={0, veV (Oop)=0 olup béyleceM ¥ (cOp - Oap) dir.

6.5.1. TeoremEger [0, HE ¢ iseR HE ¢ dir.

ispat R,H ¥ A oldugu kabul edilsin.M ¥ A olmak tizere birM =(R, f,V) modeli

alinsin. f fonksiyonu iseR Uzerinde bir homeomorfizma olarak kabul edilsin, R
de bir homeomorfizma olgundan kesin artan ya da kesin azalan bir fonksiyond

Simdi R den (0,1) uizerine siirekli birebir ve kesin arténfonksiyonu alinsin. Birf’
fonksiyonu da,f (x) = hfhi'( %), (0< x< 1) seklinde tanimlansin: Bu durumda,
f'(x)=x, f kesin artanx=0ve x=1.
f (x)=1-x, f kesin azalanx=0ve x =1 dir.
V'(p) :{ X0 (0,1) : i (X0 V( p)} olarak tanimlanirsaf birebir ve (izerine fonksiyon
olup surekli bir fonksiyon olur. ger f kesin artan ise,lim _,f(X)=0 ve
lim, _, f(x) =1 dir. Sayet f kesin azalan iseim, , f(x) =1 ve lim _, f (X) =0dr.
Boylece, M :<[o,J] f ,v'> modeli bir dinamik topolojik modeldir.
Dikkat edilecek olursa, heB formuli icin (0,1)nV (B)={x0(0,1): i* (X1 V( B}
dir. Boylece,V (A #[0,1] bulunur. Aksi takdirde/ A ¥R olup yanlstir. Sonug
olarak, [0,1]H ¥ A oldugu elde edilir.
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6.5.2. Tanim Bformdlu verilmk olsun. Buradag(B) formuli O operatorlerinin
atomik formdillerinin 6niine getiriimesidir. Orgie,
g9(O(Co( ptoq Uo- 1)) = (@(00 pUOOO g O-00 1) . Daha acik bir ifade ile,
g(0"B)=0"B, (BOPV),
9(0"~B)=-9g(0"B),
g(0"(BOQ) = g0" B0 dO" q,
9(0"oB) =ng(O" B.

6.5.3. Tanim (Near Atomik Forml) Bir near atomik formulO" p seklinde bir formul

olup pd PVdir.

6.5.4. TanimEger bir formul, Boole bgaclari veo operatori kullanilarak near atomik

onermelerden okwyorsa bu formtle basit formul denir.

Near atomik formuller S4 dilinin formulleri gibi pgalanamayan atomik
formuller olarak dglntlecektir. Topolojik modellerin tanimi near at@niormillere

gore tekrar verilirse:
V(O"P)=V(O"P,
V(AOB=V(AOMB
V(-B)= X-V(B
V(@B) = Int(V(B).

Daha 6nce tanimlangligibi genel gecerlilik bantilar:

MEB = V(B =X
X B« herM=(X,\) modeliicinMF B
B gecerli(F B) = HerX topolojik uzayi icitX = B.

ifadeleri ile verilir.

6.5.5. LemmaB0A0- o BO S - ¢ BI &O.
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Ispat Bnin S4elemani oldgunun ispati tiimevarim yontemi kullanilaraR,d S4ise
g(B) HAoldugu gosterilmg olur. Aciktir ki ezer, g(B)J HAise g(B) SAO. Son

olarak, B = g(B) olup, (B =g( B)) 0 SAO olmasindan dolayi,

(9(B)0 $4)= ( B SI0) stylenebilir.

6.5.6. Lemma (O,l)aglk birim arallk olmak Uzere herB formdlu igin,

(9(B)O S4) = ((0,1F g(B) dir.
6.5.7. TeoremEger R ,H F A ise Al HAO.

ispat A¢ S40 oldugu kabul edilsin. Lemma 6.5.5 ve 6.5.6 ggréazi M =((0,1)V)
topolojik modelleri icin, M #g(A) oldugu gralir. M =(R, f,V') bir dinamik
topolojik model olmak tzere

fx=x+1 veV'( p):{xe R: baza mdasal sayilari igin,x- me V" p} seklinde
tanimlansin. Bu durumdé bir homeomorfizmadirAM ¥ A oldusu gdsterildginde
ispat tamamlanngiolacaktir. Bunun igin de lemma 6.5.5 tén }L‘g(A) oldugunu
gostermek yeterlidir. HeB formiilu icinV (B) =(0,1) n V ( B) oldugu gésterilmelidir.
Bu gdsterimB formull Gzerinden timevarim ile yapilacaktir.

B bir near atomik formaldur. Yand" p dir.

x3(0,)nV(B)

= x0(0,1) oldggu icin m= nve x+ n- nil V(Om Q)D( 0.}
= x0(0,1) vexJV(0" p)
= x0V(B)

Tersine,
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X
0
o
=
<
D
O
Q
N
3
)
Q.
=
X
+
?
<
O
3
=

Tumevarim adimB=COD.

v(cOoD)=Vv(C)O V(D

=((04)nV (9))D((04n v (D)

=((0,) nv (cOD)).

Tumevarim adimB=-C

Tumevarim adimB =oC
V(oC) = Intv(C)
=1Intv ((0,1) nV (C))
=1Int((0,9) n Int(Vv 1(C))

=(0,9nV (aC).
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6.5.8. TeoremA,HE A ise AOS40 dir.

Ispat A0S40 oldugu kabul edilirseburadang(A)0S40 dir. Boylece, M #g(A)
olacaksekilde bir M =(W, R V) Kripke modeli vardirSimdi,

X ={(w n): wd W, iz},

(w,n) R(W, M = wWRWven=m,

Y O X aciktir = Y ,R" b@intisina kapahdi,

flwr)=(wned),

(w,n)OV(p = wd V(On Qolacaksekilde bir M :<X, f,V'> modeli tanimlansin.
Eger acik kimeler yukaridakekilde tanimlanirsX bir Alexsandrov uzaydir. Ayrica,
(w) R(wW, m = ( {wn) R t W i oldusundan f sirekli bir fonksiyondur. Bu
durumda f birebir 6rten bir fonksiyondur. BoyleceM :<X, f,V'> modeli f

homeomorfizmasi ile bir dinamik Aleksandrov modelidEger M ¥ZA ya da

M }fg(A) gosterilirse ispat tamamlangrolacaktir. Bunun igin de ha basit formul

ve her wOW igin  wOW < (w0)O V'( B nin s&landg gosterilmelidir. Bunun

salandigl B formulld Gzerinden timevarim ile yapilacaktir.

Temel kagul: Bformili, O" p seklinde near atomik bir formil olsun. Buna gore,
(w,0)0V(B) = (w0DV{0" g
- £°(w,0) = (w,ROV( p
= wov(0"p) = (w0 V(g
= wOV(B)
Tumevarim admiB=CQOD
(w,000V(COD) « (w0OV(Q veya( w,p0 V(' D
= wOV(C) veyawd V( D
= wOV(COD)

Tumevarim adimB=-C

(w0)OV'(+C) = {(whOV(g

38



= wOV(C) veyawd V( D
= wOV(C) = wO V(=g
Tumevarim adimiB =oC
(w.0)0V(aC) < (Bw)(OA((wG R w.0=( w. p0 Y §)
= (Ow')(wRw=( w,0)0 V( Q)
- (Ow')(wRw= wO \( Q)

= wOV(aC).

6.6. Surekli Fonksiyonlar Dinamik Topolojik Loji gi

En temel dinamik topolojik lojiklerden biride, tolofik uzaylar Uzerindeki

surekli fonksiyonlar lojgidir. Bu bolimdeDTL, ODTL, ve DTL, ODTL; oldugunu

gosteren bir drnek verilecektir. SAC 840 arasindaki en buyuk farls40, R
tzerindeki homeomorfizmalari@o lojigi olmasina rgmen, S4C sistemR Uzerindeki

surekli fonksiyonlarinOo lojigi olmamasidirSimdi, 2., dilinde ¢ 1S4C fakatR F ¢

olacaksekilde bir ¢ formulinin var oldgu gosterilsin.

@ bir formul, p ve q lar da 6nerme dgskenleri olmak lzere
(mop - 0%ap)0(0q-o00)
seklinde olsun. Oncelikleg JS4C oldugu gosterilecektir. M =(X,V, f) modeli
asagidakileri sglayacaksekilde alinsin.
x={0,1,3 ver={0,x{3}
f(2)=f(1)=0ve f(0)=1
ve ayrica,
V(p)={0.3 veV(q)={g
olsun. Buna gore,
V(0p)= X olmasiylaV (mo p) = Int(V(0 p) = X,
V(op)=0 iseV(0op)=Cl(V(op)=0,V(0tap)=0
dir.
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Bu durumda,
V(oo p -0%ap)=(X-V(zo p)0 (0oa =0
olur. Diger yandan,
V(0a)={0} olupV (20q) = Int(V(0q)=0,
V(0g 000 =(X-V(09)0 M=o §={1.3,
oldugu aciktir. Bu durumd¥ (¢) ={1,2 # X oldugunu gérulupM ¥ ¢

sonucuna ukalmis olur.

RF ¢ oldugunun gosterilmesi icimR # ¢ olarak alinsin. Boylece, baz[JR
ler igin xOV'(¢) olacaksekilde bir M'=(X"V", f') dinamik topolojik modeli vardir.
Bu durumda,

() xOV'(zOp) igin dyle bir | acik aralg vardir ki xO10V'(Op) dir ve
f'(x)0f'(1)0Vv'(p) olur.

(i) xOV'(00o p). O haldef *(x)OCI{Int(V'( p))).

(i) xOV'(0q) olup f'(x)OV'(q).

(iv) xOV'(o0q) olsun. BoyleceyOV'(Oq) olacaksekilde en az biry 0|
bulunur. O haldef '(y)OV'(q) ve f'(x)# f'(y) olup f'(l) tek elemanli bir kiime
degildir. f'(1) nin tek elemanli bir kiime olmayip bir aralik olnmaan dolay!,f ‘(1)
ya acik aralik, ya kapali aralik ya da yari-aceir([a, b), (a,b] tipinde) olmasi
gerekir. Bu durumlarin herhangi birinde'(1) O Cl (Int (f (1 ))) sagzlanmaktadir.

(i) den f'(1) OV '(p) oldusu gériilmektedir béylece,

t(x)0f(1)oci(nt(f(1)))oct(int(v(p))) olup bu (i) ile gemektedir.

6.6.1. TeoremS4C lojigi tim dinamik topolojik modellerde ve dinamik Alelsdrov
modellerde sglam ve tamdir. (YanB4C= DTL", = DTL", dir.)

IspatBu teoremin ispati igin (Kremer ve Mints, 2005)akiniz.

Teorem 6.7.1 in bir sonucu olarak, S4C dmjin tim dinamik topolojik sistemlerine

gore s@lam ve tam oldgu soylenebilir. (Kremer ve Mints, 2005).
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7. SONUC VE ONERILER

S4 sisteminin taslaklari, genel topolojik uzaylatdaimlanabilir olup, sdamlik
ve tamliksartlarini sglamaktadir. Ayrica S4 sistemine eklenen stirekbliisiyomu ve
bu aksiyoma b&i olarak gelgtirilen aksiyomun tersi yani verilmibir fonksiyonun
homeomorfizma olarak ele alinmasiyla gluulan dinamik S4 sisteminin tardi
gosterilmitir. Boylece bu dinamik S4 sisteminin bir formilir bopolojik uzay ve bu

uzay Uzerinde surekli bir fonksiyon veya homeonzonta ikilisi ile gecerli olmaktadir.

Bir dinamik S4 sisteminin Uzerindeki topolojik uzaglexandrov uzay
oldugunda bunun aksiyomyarilabilir olup olmadgl heniiz gosterilemestir. Ayrica
S4 sistemi Gizerinde dl¢cim koruyan surekli fonkslgda ilgili hentiz tam anlamiyla bir

calisma yapilmarstir.
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