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OZET

DINESH VERMA DONUSUMU VE KESIRLI DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN ULAM TiPi KARARLILIGI
YUKSEK LiSANS TEZi
TUGCE OZCELIK
BOLU ABANT iZZET BAYSAL UNIVERSITESI
LiSANSUSTU EGIiTiM ENSTITUSU
MATEMATIK ANA BILIiM DALI
MATEMATIK YUKSEK LISANS PROGRAMI
(TEZ DANISMANI: DOC. DR. YASEMIN BASCI)
BOLU, TEMMUZ - 2025
IX+ 45 sayfa

Bu calisma, Dinesh Verma doniisiimii olarak bilinen yeni bir integral
operatorii yardimiyla kesirli diferansiyel denklemler i¢cin Hyers-Ulam (H-U) tipi
kararlilig1 ele almaktadir. Bu tez bes boliimden olusmaktadir. I1k boliim kesirli tiirev
kavraminin tarihsel gelisimini icermektedir. Ayrica Caputo kesirli tiirevi, Dinesh
Verma doniisiimii ve H-U kararliligina dair giris niteliginde bilgiler sunulmustur.
Ikinci boliimde, tezde kullanilan temel tanimlar ve teoremlerin yanisira Caputo
kesirli tiirevi ve Dinesh Verma donilisiimiiniin tanim ve Ozellikleri verilmistir.
Ugiincii  bolimde H-U  kararliligmmn tarihsel gelisimi  dzetlenmis, bazi
fonksiyonlarin Dinesh Verma doniistimleri elde edilmis ve Caputo tiirevini igeren
kesirli diferansiyel denklemlerin H-U tipi kararliligi arastirilmistir. Dordiincii
boliim tartigmalara ayrilmistir. Son boliimde ise calismanin temel bulgulari
sunulmus ve gelecekte yapilacak arastirmalara yonelik c¢esitli Onerilerde
bulunulmustur.

ANAHTAR KELIMELER: Caputo kesirli tiirevi, Kesirli diferansiyel denklemler,
Dinesh Verma doniisiimii, Hyers-Ulam kararlilig.
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ABSTRACT

DINESH VERMA TRANSFORM AND ULAM TYPE STABILITY OF
FRACTIONAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
MSC THESIS
TUGCE OZCELIK
BOLU ABANT IZZET BAYSAL UNIVERSITY
INSTITUTE OF GRADUATE STUDIES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS
(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. YASEMIN BASCI)
BOLU, JULY 2025
IX + 45 pages

This study examines the Hyers-Ulam (H-U) type stability of fractional differential
equations by means of a novel integral operator known as the Dinesh Verma
transform. This thesis consists of five chapters. The first part includes the historical
development of the concept of fractional derivatives. Also introductory information
on the Caputo fractional derivative, the Dinesh Verma transform, and H-U stability
is presented. In the second part, the basic definitions and theorems used throughout
the thesis as well as the definitions and properties of the Caputo fractional derivative
and the Dinesh Verma transform are given. Then, the definitions and properties of
the Caputo fractional derivative and the Dinesh Verma transform are examined. In
the third part, the historical development of H-U stability is summarized, Dinesh
Verma transformations of some functions are obtained, and the H-U type stability
of fractional differential equations including the Caputo derivative is investigated.
The fourth chapter is devoted to discussions. The last part, the main findings of the
study are presented and various suggestions for future research are made.

KEYWORDS: Caputo fractional derivative, Fractional differantial equations,

Dinesh Verma transform, Hyers-Ulam stability.
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1. GIiRiS

Mertebesi tamsay1 olan tiirev ve integral ne kadar eskiyse, kesirli mertebeli
tirev ve integral de o kadar eski bir gegmise sahiptir. 300 yili askin siiredir
arastirmalara konu olmaktadir. Kesirli tiirev kavrami, ¢esitli kaynaklarda da
verildigi tizere, ilk olarak 1695°te Leibniz tarafindan L’Hospital’e yazilmis olan bir
mektupla ortaya atilmistir. Bu mektupta Leibniz, tiirev operatoriinii ifade eden

« A"y
dxn

bicimindeki gdsterimi kullanarak, tiirev taniminin tamsayi olmayan
mertebelere genisletilip genisletilemeyecegini sormustur. L’Hospital ise bu soruya
“n yerine 1/2 gelirse ne olur?” diyerek yanit vermistir. Bu fikir aligverisinin
ardindan bir¢ok matematikci kesirli tiirev lizerine ¢alismalar yapmistir. Bu alanda
onemli katkilar sunan matematik¢iler arasinda Riemann, Liouville, Euler,
Lagrange, Laplace, Weyl, Fourier ve Abel bulunmaktadir.

Kesirli tiirevlerin literatiirde bir¢ok farkli tanim1 mevcuttur. Bunlardan 6ne
c¢ikanlar; Caputo, Riemann-Liouville (R-L), Griinwald-Letnikov, Weyl ve Riesz
tanimlaridir. Bu ¢esitlilik, probleme en uygun tanimin se¢ilmesini miimkiin kilarak,
daha etkili ve dogru ¢6ziimler elde edilmesini saglar.

1960 yilinda Italyan matematik¢i Caputo tarafindan, Laplace doniisiimii
uygulamalarinda karsilasilan baslangic deger problemlerini ¢6zmek i¢in Caputo
kesirli tiirevi tanimi gelistirilmistir. Ozellikle, Caputo tanim1 baslangi¢ kosullarinin
Olciilmesi veya hesaplanmasindaki zorluklari ortadan kaldirdigindan dolay1 pratikte
kolaylik saglamaktadir. Caputo kesirli tiirevin en Onemli avantaji, kesirli
diferansiyel denklemlere ait baglangic kosullarinin, tam say1 mertebeli diferansiyel
denklemlerde kullanilan baslangi¢ kosullariyla ayni1 sekilde ifade edilebilmesidir.

Diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde karsilasilan zorluklar1 agmak adina
integral dontistimler siklikla bagvurulan etkili ve giiclii yontemlerden birisidir.
Belirli smirli kosullara bagli olan diferansiyel denklemlerde, bu doniistimler
problem yapisini1 6nemli dl¢iide sadelestirerek, ¢oziim siirecini kolaylagtirmaktadir.
Uygun bir integral dontistimiin se¢ilmesi, karmasik yapili diferansiyel ya da integral
denklemlerin, ¢6ziimii daha basit olan adi diferansiyel denklemlere veya cebirsel
denklemlere indirgenmesini saglar. Ancak unutulmamalidir ki, elde edilen sonug
doniislim uygulanmis sistemin ¢6ziimiidiir; dolayistyla orijinal denklemin

¢Oziimiine ulagmak i¢in ters doniistim islemi gereklidir.



Klasik Laplace doniisiimiine alternatif olarak bircok yeni integral
dontigiimler tanimlanmistir. Bu dogrultuda, Sumudu, Elzaki, Natural, Aboodh,
Tarig, Mohand, Shehu ve Kamal doniistimleri gibi cesitli doniisemlerle ilgili
literatiirde bircok c¢alisma vardir. S6z konusu doniisimler, diferansiyel
denklemlerin ¢oziimiine yonelik olarak gelistirilmis olup, o6zellikle uygulamali
matematik ve miithendislik alanlarinda karsilagilan problemlerin ¢éziimiinde etkin
bir sekilde kullanilmaktadir.

2020 yilinda Dinesh Verma tarafindan ortaya atilan yeni bir doniisiim olan
Dinesh Verma doniisiimii sayesinde, sabit katsayili ve degisken katsayili adi lineer
diferansiyel denklemler, genel ¢6ziim bulunmaksizin kolayca ¢oziilebilmektedir.

Kararlilik kavrami ilk kez 1940 yilinda, Ulam tarafindan Wisconsin
Universitesi Matematik Kuliibii’nde yaptig1 bir konusmada ortaya atilmistir. Bu
konusmada Ulam, fonksiyonel denklemlerin kararliligiyla ilgili bir problemden s6z
etmis ve bu problem, sonraki yillarda 6nemli bir arastirma alaninin temelini
olusturmustur. 1941 yilinda Donald Hyers, Ulam’in bu sorusuna Banach uzaylari
cergevesinde bir ¢oziim getirmistir. Daha sonra, bu problemde fonksiyonel
denklemler yerine daha genellemesi olan diferansiyel denklemler alinarak, daha
yeni arastirma alanlarinin olmasina neden olmustur.

Bu baglamda, lineer diferansiyel denklemler i¢in H-U kararlilik ilk kez
Obtoza (1993-1997) tarafindan ele alinmistir. Alsina ve Ger (1998), Miura ve ark.
(2003a; 2003b), Jung (2004; 2005; 2006), Li ve Shen (2010) ile Alqgifiary ve Jung
(2014) gibi bir¢ok aragtirmaci bu konu iizerinde ¢alismalar yapmistir. Bu
calismalar, 6zellikle birinci ve ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin
kararliligryla ilgili onemli katkilar sunmustur.

Kismi tiirevli diferansiyel denklemler ile ilgili olarak, Lungu ve Popa
(2012), kismi tiirevli birinci mertebeden diferansiyel denkleminin H-U kararliligini
tartismislardir. Gordji ve ark. (2011), kismi tiirevli ikinci mertebeden diferansiyel
denklemlerin kararliligini incelemislerdir. Hegyi ve Jung (2013) da, Laplace
denklemi i¢in kararlilig1 incelemislerdir.

Wang ve Xu (2015), Caputo kesirli tiirevine sahip lineer kesirli diferansiyel
denklemlerin H-U kararliligin1 Laplace doniisiimii yardimiyla incelemislerdir.

Bu tezde Dinesh Verma doniisiimii kullanilarak asagidaki kesirli

diferansiyel denklemlerin H-U tipi kararliliklar1 incelenmistir:



D+ y(t) = h(d),
“Dgr y(t) = A;y(t) = h(t)
\%~

“D y(6) = 14Dy, y(©) = h(D).



2. MATERYAL ve YONTEM

2.1 Temel Kavramlar

Bu boliimde, tezde kullanilacak olan bazi temel tanimlar ve teoremler
verilecektir.
Tanim 2.1.1 ¢t verilen bir sabit olsun. Eger t > t, i¢in tanimli bir h(t) fonksiyonu
icin

|h(t)| < M;ePot

olacak sekilde M; ve p, pozitif sabitleri bulunabilirse, h(t) fonksiyonuna iistel
mertebeden bir fonksiyon denir (Misir, 2020).

Tamm 2.1.2 Gamma fonksiyonu z € C, Rez > 0 i¢in

o)

I'(z) = j- e~ttz7ldt (2.1)
0
seklinde verilir (Podlubny, 1999).

Teorem 2.1.3 Gamma fonksiyonu

I'(z+1) =zI(2) (2.2)
ozelligine sahiptir (Podlubny, 1999).
Ispat:

r'z+1) =fe‘ftz dt
0

Eger, z = 0 alinirsa,

(1) = J e tdt=1

0

oldugu ve (2.2) esitligi kullanilirsa, z = 2,3, ... i¢in
r)=1r@a)=1!

rQ3) =2.1(2) =2!

r4) =3.1(3) = 3!



'm+1) =m.T(m) =m!
elde edilir.

Tanim 2.1.4 Re(w) > 0 ve Re(z) > 0 i¢in
1
Bw2) = [ 701 - s 23)
0

seklindeki fonksiyona beta fonksiyonu denir (Podlubny, 1999).
(2.3) kullanilarak beta fonksiyonunun simetrik oldugu asagidaki sekilde

gosterilebilir. O zaman
1
Bw.2) = [ 701 - s
0
1

= Jsz‘l(l —s)¥lds

0

= B(z,w)
elde edilir.
Teorem 2.1.5 Gamma ve beta fonksiyonlar1 arasinda asagidaki iliski vardir:
B(w,z) = w, Re(w) >0, Re(z) > 0. (2.4)
'(w+2)

Ispat: Esitligin sag tarafinda (2.1) kullanilirsa

[ee] [ee]

r(w)l'(z) = j e Ssw1 dsf e tt?7ldt

0

f e—(S+t)SW—1tZ—1 det
0

elde edilir.

Eger s =16, t =n(1 —0) degisken degistirilmesiyle, s +t =17 olur.
0 <s, t < o olmasindan dolay1 0 < 7 < oo bulunur.

Eger 6 > 1 alinirsa 1 —6 <0 olur. Boylece t =n(1—6) <0 olur.
Boylece 0 < t < oo olmasiyla celisir. Bundan dolay1 0 < 6 < 1 olmalidir.

a(s,t)_| 0 n
0(n,0) 11-6 —

=-nn>0

ve



0. 40 = dsdt
a@,6) 1 T
oldugundan,
1 oo
rr) = [ [ 00y in(1 - 0) 1 naao
00
1 o
:ff e nnw+z—1yw—1(1_0)z—1ndnd0
00
:few 1(1 0)2 ldef e nnw+z 1dT]
= B(w,z2)T(w+z)
elde edilir.

Ayrica, beta fonksiyonu asagidaki gibi farkl sekillerde de verilebilir.
1-)

o

& f Cr D

tW—l

dt.

Ispat: Eger (2.3) ifadesinde & = # doniisiimiiyle

B(w,2) = f v1(1 - £)71dg
0

[ 710t + DI (E + 1)1
:f E+ D)+ D™

(t+1)2

= f (t + 1)W+Z dt
0
1stenen bulunur.
2-)

T
B(w,z) =2 f(cost)zw‘l(sint)zz‘ldt.

Ispat: (2.3)’de § = cos? t degisken doniisiimii yapilirsa
1

B(w,z) = fs‘w‘l(l - &) 1d¢

0



0

=-2 f(cos2 t)W~1(1 — cos? t)? Icostsintdt
s
2

s
2

= 2f(cos £)?¥~1(sin t)%?71dt
0

bulunur.

Ozel olarak z = w = 1/2 olarak alinirsa,

V3
2
B (1 1) =2 J dt =
2'2) = -
0
elde edilir. (2.4) kullanilirsa
B(1/2,1/2) = [F(1/2)]?
olup, ['(1/2) = V/m dir.
Tamm 2.1.6 n € N igin h™~D € AC[a,b] olmak iizere [a,b] kapali araligi

tizerinde tanimli (n — 1). mertebeye kadar tiirevli ve siirekli h(t) fonksiyonlarinin

kiimesi

AC™a, b] = {h|h: [a,b] - R, (D" 1h)(t) € AC [a, b]ve (D = %)}

seklinde ifade edilir (Kilbas ve ark., 2006).
Tamm 2.1.7 Mittag-Leffler tarafindan 1903 yilinda bir parametreye bagl Mittag-
Leffler fonksiyonu

Ea(Z) = ]Zom ’ (a > 0) (25)

seklinde tanimlanmistir (Podlubny, 1999).
1953 yilinda Agarwal tarafindan iki parametreye bagli Mittag-Leffler

fonksiyonu
E = Z— >0, >0 2.6
]:

olarak verilmistir.

Eger (2.6)’da ¢ = = 1 olarak alinirsa,

11 Z) = - =e
= FrG+1)




bulunur. Boylece iki parametreli Mittag- Leffler fonksiyonu ile e” fonksiyonu
arasindaki iliski elde edilir.

Eger (2.6)’da @ = 1, [ = 2 olarak alinirsa,

= gl = gl
Ba)= )17 = LG

I 2 e?r—1
TzL(G+D! z
j=0

elde edilir.
Eger (2.6)’daa = 1, = 3 olarak alinirsa,

= ) )
50~ ) 115 " e

1 z/+2 e?—z—-1
S z2La(j+2)! 7
j=0

ve boylece devam edilirse,
1 ad Zj+m—1

S
1m(2) TG +m) zMm=1 ¢ 0(]'+m—1)!
j= j=

-2 .
ey
= es — —_
m-—1 1l
z = j!
elde edilir.
Ayrica
E (ZZ)—i 2% —i z*) = coshz
PSR+ L@t
j=0 j=0
ve
E,,(z%) i 2 100 i sinh
VA = _— = - —_— = YA
2.2 LT(2j+2) zZi(2j+1)!
j=0 j=0
bulunur.

Eger (2.5)°de, a = 0,1,2 alinirsa,

co

@)=Y =Yt <
LT LT T1= YT
]:

o0}




Ei(2) =;m= e’,

E,(2) = cosh\/z
elde edilir. Ayrica (2.5)’de @ = 2 ve z yerine —z? almirsa da
E,(—z?%) = cosz
bulunur.

(2.6)’da f = 1 olarak alindiginda (2.5) ve (2.6) denklemleri esit olur. Yani,

Eqyq1(2) = ;m = Eq(2)

dir.

2.2 Caputo Kesirli Tiirevi

1960 yilinda Italyan matematik¢i Caputo tarafindan, Laplace doniisiimii
uygulamalarinda karsilasilan baslangic deger problemlerini ¢6zmek i¢in Caputo
kesirli tiirev tanim1 gelistirilmistir. Ozellikle, Caputo tanimi baslangi¢ kosullarinin
oOl¢iilmesi veya hesaplanmasindaki zorluklari ortadan kaldirdigindan dolayi pratikte
kolaylik saglamaktadir. Caputo kesirli tlirevin en Onemli avantaji, kesirli
diferansiyel denklemlere ait baglangi¢ kosullarinin, tam say1 mertebeli diferansiyel
denklemlerde kullanilan baslangi¢ kosullariyla ayni sekilde ifade edilebilmesidir.

Son yillarda yapilan ¢alismalarda, bu avantajlari nedeniyle kesirli
diferansiyel denklemler i¢in daha ¢ok Caputo kesirli tiirev operatdrii kullanilir.
Caputo yaklasimi, R-L tanimina kiyasla daha kullanishidir ve analitik ile niimerik
coziimlerde daha yaygin olarak kullanilmaktadir.

R-L ve Caputo kesirli tiirevleri arasinda kayda deger bir ayrim vardir. Bu da
sabitin tlirevidir. Caputo taniminda, bir sabit saymin kesirli tiirevi sifirdir. Buna
karsin, R-L kesirli tiirevi alt sinir degeri sonlu oldugunda sifirla ortiismez. Bir
problemde fiziksel olarak tutarli bir yorum yapilabilmesi i¢in, sabit sayinin kesirli

tirevi sifir olmalidir.

Tanmim 2.2.1 [a, b], R iizerinde tanimli olsun. & € C ve Re(a) > 0 olmak iizere

“h(t) = rla)f(t — )% 1h(s)ds, X, >a 2.7)



integraline a. mertebeden R-L kesirli integrali denir (Samko ve ark., 1993).

Lemma 2.2.2 Re(a) > 0 ve Re(B) > 0 igin

1515, = 15F (2.8)

a

dir (Kilbas ve ark., 2006).

Tanim 2.2.3 Her sonlu (a, t) aralig1 tizerinde taniml1 bir h fonksiyonu, siirekli ve
integrallenebilir olsun. 0 <m —1< a <m ve m € Z* igin t > a durumunda h

fonksiyonunun a. mertebeden R-L kesirli tiirevi asagidaki sekilde tanimlanir:

dm
a b
Do+h(t) = '(m—a) dtm

j(t — )™ 1h(s)ds (2.9)

(Podlubny, 1999).
Lemma 2.2.4 Re(a) > 0ve Re(B) > 0 igin

r(e)

D (t — q)f+a-1 (2.10)

I%(s—a)P () =

dir (Kilbas ve ark., 2006).

Ispat: (2.7) tanimi kullanilirsa

t
1

I% (s —a)P () = m[(t —8)* (s —a)flds

= Lf(t — 0 — — )a—l _ ﬂ—ld

_F(“)a a—(s—a) (s—a) s

Ss—a

= ﬁj(t —a)* 1 (1 — a)a_l (s —a)P~ds

elde edilir. £ = S degisken doniistimii yapilip, (2.3) ve (2.4) kullanirsa

t—a

10



(t _ a)a+ﬁ—1

S(s—a)f ) = )

1
j (1- )% gh-1ag
0

(t =™ P r(@re)
F(@ T(@+p)

I
h ['(a+p)

(t _ a)a+ﬁ—1

olur.

Tanm 225 0<m-—-1<a<m ve m€Z" olsun. O zaman t = a i¢in h
fonksiyonunun a. mertebeden Caputo kesirli tiirevi asagidaki gibi tanimlanir:

CDY+h(t) = ﬁj(t — s)m-a-1pm)(5) ds (2.11)

(Podlubny,1999).

h(t) fonksiyonu normal sartlar altinda, a, m’ye yaklasirken Caputo kesirli

tiirevi, h(t) fonksiyonunun m. mertebeden klasik tiirev tanimina esittir.
Ornek 2.2.6 h(t) =t fonksiyonunun m = 1 igin % mertebeden Caputo kesirli

tiirevi ele alinirsa, (2.11) esitliginden

t
1/2 _ 1 _ 1—1—11
DO = =177 Oj (t- )2 2 ()ds

1 1
= F(1/2 ) Oj(t — S) 2ds, (S = Et, ds = tdf)
0 1
=m/2)0j(1—f) 2d¢
_B(1/2,1) Ve 2t1/2
© O T(1/2) CVn

11



e 1 e
bulunur. Son esitligin tekrar P mertebeden Caputo kesirli tiirevi alinirsa,

t
2t1/2 2 1 1 .d
CD1/2 — ft_ 1-5-1 1/2 d
ot \ & ﬁF(l—l/Z)O( 2 dT(T )de

2 1 11
=ﬁr(l/z)of(t_r) 2T d
1 1 g 1
- - _ —5¢—=1/2
ﬁmmof oo

_BU/21/2)
N o =

elde edilir. Boylece h(t) = t fonksiyonunun % mertebeden Caputo kesirli tiirevi iki

kere alindiginda h(t) fonksiyonun birinci mertebeden klasik tiirevine esit oldugu

gortliir.

Tanim 2.2.7 (Lineerlik) b;,b, E R,a >0 vem—1<a <m,m € N olsun. a.

mertebeden Caputo kesirli tiirevinin lineerligi
“Dg (b1hi(t) + byhy(t)) = by D hy(t) + b DE hy (L)
bi¢iminde tanimlanir (Podlubny, 1999).

Tanim 2.2.8 a > 0 ve m = [a] + 1 i¢in, eger h(t) € AC™[a, b] ise, 0 zaman
Caputo kesirli tiirevi [a,b] araliginda hemen hemen her yerde asagidaki sekilde

tanimlanir:
(°Dg+h) (®) = (I “RM™)(®) (2.12)
(Jarad ve ark., 2017).

Tanim 2.2.9 Eger @ € C ve Re(a) > 0 ise, 0 zaman Caputo kesirli tiirevi a.

mertebeden R-L kesirli tirevi

12



1 .
—(t —a)hP(a) (2.13)

m—1
D% h(t) = D% | h(t) - Z ;
=0

seklinde tanimlanir. Burada a € N icin m = [Re(a)] + 1ve a € Nyicinm = «
dir (Kilbas ve ark., 2006).
Eger (2.13)’de 0 < Re(a) < 1 olarak alinirsa,
“DI+h(t) = DZ+h(t) — D+h(a)
seklindedir.

(2.13) esitligi daha genel bir sekilde asagidaki bicimde verilebilir:

T (- a))*hP (@)

CDg+h(t) = g+h(t) r—

_ [—a+1)
j=0
Burada 0 < Re(a) < 1 olarak alinirsa,
h(a)
cna — na _
Da+h(t) a+h(t) rl—a)(t—a)

seklindedir.

(2.9) ile (2.11) ifadesi asagida verilen kosul saglandiginda birbiriyle cakisir.
Eger h(a) = h'(a) = - = h®V(a) =0, m = [Re(a)] + 1

ise bu durumda “DZ+h(t) = DS+h(t) seklindedir.

Ozellikle 0 < Re(a) < 1 ise, 0 zaman

¢Dg+h(t) = DJ+h(t), h(a) =0

olur (Kilbas ve ark., 2006).

Lemma 2.2.10 Re(a) > 0,Re(B) > 0vea &€ Ny iginm = [Re(a)] + 1 vea €

Ny i¢cin m = «a olsun. Bu durumda asagidaki ifade saglanir:

13



re

CDg+(S — a)ﬁ_l = —F(ﬁ )

(t—a)f21, Re(B)>m (2.14)

(Kilbas ve ark., 2006).
ispat:
h() = (t —a)f ™

h'() = (B - Dt —a)f?

(@) = (B~ DB -2) .. (B —m)(t —a)f7™ 1.

Son esitligin sag tarafindaki ifade I'(f — m) ile ¢arpilip boliiniirse,

RO (8) = = B~ aypmes

(B —m)

elde edilir. O halde bu son esitlik (2.11)’de kullanilirsa

D h(t) = r(m—l—a) J (t —s)™ e Thm(s) ds

t
— 1 m—-a-—1 F(ﬁ) _ -m-—1
—F(m_a)f(t—s) F(,B—m)(s a)? ds

_ L)
S T(B-m)I(m-—a)

f(t —a—(s— a))m_a_l(s —a)f~m 14z

_ r(g) F sy »
_F(ﬁ—m)r(m—a)J(t_a) (1_t—a) (s —a)f ds

bulunur. Eger u = E degisken doniisiimii yapilir ve (2.3) kullanilirsa, agsagidaki

ifade elde edilir:
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r(p)

‘DIh(t) = FB = )T m = a) (t —a)f~*'B(m —a, B —m).
(2.4) kullanilirsa
CDg+(t — a)ﬁ‘l = % (t — a)ﬁ‘“‘l

olur.

Teorem 2.2.11 Re(a) > 0vea & Ny icinm = [Re(a)] + 1; a E Ny icinm =
olsun. h(t) € AC™[a, b] ya da h(t) € C™[a,b] olmak iizere, asagidaki esitlik
gecerlidir:

L)
19.€D% h(t) = h(t) — z ]]( ) (6 — a) (2.15)

j=0
(Kilbas ve ark., 2006).
Ispat: Sirasiyla (2.12) ve (2.8) kullanilip elde edilen ifade (2.7)’de yazilirsa

IS DS R(D) = IS I “h™(6) = ITE R (D)

= 1)| j(t — )M 1M (s)ds

1 d m—1
(m 1)|f(t—s)"l (s( )(s)>ds

elde edilir. Eger u = (t —s)™ ! ve dv = %h(m‘l) (s)ds alinarak (m — 1) defa

kismi integrasyon yontemi uygulandiginda:

d
Ia CD h(t) = 2)|f(t_s)m 2( P p(m— 2)(s)>
h(m—l)(a) -
BT

15



1 ‘ d —~ O
o) “‘”""S(gh(’”‘”(”)d“Z o)

="'=f<%h(s)>ds—z (1)( ) _ )

()
=h(t)—2 ]]()(t—ay

j=0
bulunur.
Eger, 0 < Re(a) < 1 olmak lizere, asagidaki ifade bulunur:
[5:¢DZ h(t) = h(t) — h(a).

Teorem 2.2.12 h € C[a, b] ve Re(a) > 0 olsun. Re(a) ¢ Nyadaa € N olmak

uzere,
“I%A(E) = h(t) (2.16)
dir (Kilbas ve ark., 2006).

Ispat: H(t) = I7+h(t) olarak alimir ve (2.11) kullanilirsa

h(t) = )J(t — ) 1tgM(s)ds (2.17)

halini alir. (2.7) kullanilirsa

1 t
H() = 1§0h(0) = Foos f(t — )@ 1h(s)ds
H“‘maf( — )% h(s)ds

16



= (@-1) f(t —5)*2h(s)ds

1 ,
_ mf(t _ )% 2h(s)ds

H' () = —1) - f (t — $)%2h(s)ds

1 g B
_ mj(t — )% 3h(s)ds

HO=D(t) = t — )% "h(s)ds

1
F(a—n+1)f(

olur. Son esitlige kismi integrasyon yontemi uygulanirsa

H®-1) (t) = h(a) (t — a)a—n+1 +

_ a—n+1y/
F(a—n+2) ST (s)ds

1
| (t
[(a—n+2) f (

a
ve boylece H™ (t) asagidaki gibi bulunur:

n _ h(a) _ a—-n
H (1) = [(a—n+1) (t=a)

(2.18), (2.17)’de yerine yazilip, u = % degisken donilistimii yapilir daha sonra
(2.3) ile (2.4) kullanilirsa

h(a)

I h(t) = Fn— T @ —n+ D f(t — )" * (s —a)* "ds

17



t s

1 f f(t — )" (s — ) "R’ (7)dtds

+F(n—a)F(a—n+ 1)

h(a)(t — a)r-e-t g ( _S- a)"‘“"l (s — @)*™ds

“TTh-o)l(@a—n+1) t—

1
+F(n—a)F(a—n+ 1)

t t
f(t — )" (s — ) "R/ (1)dsdT

_ h(a)
T T(h—a)(a—

1
_ n—-a-1,,a-n
—ry 1)f(l u) u®"du
0

1
+F(n—a)F(a—n+ 1)

t t
f h’(r)dtf(t — )V (s — 1) "ds

B h(a) r
T Tn—a)(a—n+1)

m—-a)lla—mn+1)

1
+F(n—a)F(a—n+ 1)

t
f h(t)diT(n—a)l(a—n+1)

= h(t)

elde edilir.

Teorem 2.2.13n € Nvem — 1 < a < m i¢in asagidaki esitlik gecerlidir:

D& (CDI+h(1)) = CDH™h(D) (2.19)
(Podlubny, 1999).

Tiirev operatorlerinin yerlerinin degistirilmesi halinde asagidaki ilave kosul

gerekmektedir.

Egerj =m,m+1,..,n — 1i¢in h¥(a) = 0 ise bu durumda
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D (CDi+h(t)) = DI+ (CDGrh(t)) = DI h(2)
seklindedir (Podlubny, 1999).

2.3 Dinesh Verma Déniisiimiiniin Tanimi ve Ozellikleri

Bu kisimda Dinesh Verma doniisiimiiniin tanimi ve temel olan bazi
ozellikleri verildi.
Tamm 2.3.1 (Dinesh Verma Doéniisiimii) Dinesh Verma doniistimii, h(t), t = 0
i¢in reel sayilarin iyi tanimlanmis bir fonksiyonu olsun. O halde, D{h(t);p} ile

gosterilir ve

o

D{h(t);p} = psf e Pth(t)dt (2.20)
0

seklinde tanimlanir. Eger integral yakinsak ise, burada p bir reel veya kompleks
parametre olabilir ve D, Dinesh Verma déniisiim operatoriidiir (Verma, 2020).
Teorem 2.3.2 h;ve h,swrastyla p >dqyve p>d,igcin Dinesh Verma
doniistimleri olan fonksiyonlar olmak iizere p > max {d;,d,} ve b; ve b, keyfi
sabitleri igin
D{b1h1(t) + byhy(0); p} = b1 DL (t); p} + b, D{h,(0); p}

esitligi saglanir.
Asagida bazi fonksiyonlarin Dinesh Verma doniisiimleri verildi.
Ornegin,

1-) h(t) = 1 alinirsa, (2.20)’den

(o]

D{1;p} = pSJ e Plldt

0
T

= p° lim l] e P1dt
0

T—oo

e Pt
-]
p 0

1
5 4
=p (0+—)=p.
p

2-) Eger h(t) = t alinirsa, (2.20)’den
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oo

D{t;p} = p5f e Pttdt

0

[ T
= p® lim fe‘pttdt
—00
0
te Pt e Pt]"
= p® lim |- -— l
T—>oo | p p 0

s [ Te™®" ePT—1
B
I p p
bulunur.

3-)h(t) = t™ alinirsa, (2.20)’den

o)

D{t"; p} = p5f e Pttndt
0

dir. pt = z degisken doniisiimii yapilirsa

Z)" dz
p

o(ep) = [ e (2
0

1 (00}
n_4f e ?z"dz
P 0

olur.n =t — 1 alinir (2.1)’de kullanilirsa
n+1)

n—4

D{tY;p}=p* " T(n+1) = (2.21)

bulunur.
4-) t = 0 ve a bir sabit olsun. h(t) = e% fonksiyonunun Dinesh Verma

doniisiimii,
D{eat;p} — pSJ e Pleatdt
0
= psf e_(p_a)tdt
0

T—>oo

T
= p° lim fe‘(p‘a)tdt
0
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o--a)t]’
= p° lim [— l
0

T—o p—a
= P’ , p>avep >0
p—a
seklindedir.
Teorem 2.3.3 D{h(t); p} = F;(p) olmak lizere asagidaki ifadeler dogrudur:

i. D (®);p}=pFi() - p°h(0), (2.22)
ii. D{h"(®);p}=p*F(p) —p°h'(0) — p°h(0), (2.23)
ii.  D(M(0);p} =p"Fi(p) —p° X, p" 7 hUV(0) ,j € Z. (2.24)

Ispat:
i. h(t) stirekli bir fonksiyon ve herhangi bir aralikta da parcali siirekli

ise D{h'(t); p}
DR (D);p) = p° j e Pt (8)dt
0

olarak tanimlanir. Kismi integrasyon yontemi kullanilirsa

[ee]

DU () = p° Jim [P RO +° [ pe*h(de
0

o)

=p° Tlim [e~Pth(D)] + p6f e Pth(t)dt
0

=p° Tlim (e PTh(T) — h(0)) + p6f e Pth(t)dt
0

= —p°h(0) + pF,(p)

elde edilir.

ii. DR ();p} =p° [, e Pth" (Ddt

=p° Tlim [e7Pth'(t) + pe P h(t)]} + p°> | p2e Pth(t)dt

=p° Tlim [e7Pth'(t) + pe Pth(t)]] +p” | e Ph(t)dt

[
f

= p Jim (ePH'(T) + pe PTh(T) — I/ (0) — ph(0)) + p’ f Pt h(t)dt
0
= —p°h'(0) — p®h(0) + p*F,(p).
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ii. D{h™M(t);p} = p"Fi(p) — p™**h(0) — p"*3h'(0) —
- —p>h=1(0)

n
=p"F (p) —p° Z p"ThU=1(0).
=1

Teorem 2.3.4 D{h(t); p} = F;(p) olmak lizere asagidaki ifadeler dogrudur:

i D{th(®)ip}=F(p) ~F'(), (2.25)

ii. D{th'(t);p}=4F(p)—p (;—p Fy (p)>, (2.26)

ii. ~ D{th"(t); p} = p>h(0) + 3pFy(p) — p? (% Fl(p)>-

Ispat:

i.  Dinesh Verma doniisiimiiniin p ye gore tiirevi alinirsa,

(0]

d d d
c — — 5 —-pt
25 DhOip} = ZR@) = | p j e Pth(t)dt
0

oo

= 5p4j e Pth(t)dt +p5J(—t)e_pth(t)dt
0

0

= 5p4f e Pth(t)dt —p5f e Ptth(t)dt
0 0

5
=~ Fi(p) = Dth(0);p)
son esitlikten
5 L. (5 d
D(th(®);p} = @)~ F'®) = (>~ ) A)

elde edilir.

ii.  Swrasiyla, (2.25) ve (2.22) esitlikleri kullanilirsa
Dk (:p) = (2~ ) D (D))
PG T ap P

5 d

- (E - %) [pFy(p) — p°h(0)]
d

= 5F,(p) — 5p*h(0) — % (PF1(P) - p5h(0))

d
=4F (p) —p (@ Fl(p)>
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bulunur.

ili.  Sirastyla, (2.25) ve (2.23) esitlikleri kullanilirsa

5 d
o(en" ;p) = (5~ ) D (©:7)

5 d

e ORI O

d
= 5pF,;(p) — 5p°h(0) — 5p*h’(0) — p (p?F,(p) — p®h(0) — p°r'(0))

d
= p>h(0) + 3pF;(p) — p? (gﬂ(p))

elde edilir.
Tanmm 2.3.5 (Ters Dinesh Verma Doniisiimii) Dinesh Verma doniisiimii
D{h(t); p} = F,(p) olan h(t) fonksiyonuna, F;(p) fonksiyonunun ters Dinesh
Verma doniisiimii denir ve ters doniisiim D1 ile gosterilir.
Bazi temel fonksiyonlarin ters Dinesh Verma doniistimleri,

e D lpHtl=1

o D p}ht}=t

-1 n! . _
e D {pn_4,t}—tn

5
e D1 {;Ta,t} =e%, (p>a)
5
e D1 {pgfaz ; t} = sinat, (p > 0)
6
e D1 {p2p+a2 ; t} = cosat, (p > 0)

bi¢imindedir. Ters Dinesh Verma doniistimiiniin 06zellikleri Dinesh Verma
doniistimiiniin 6zelliklerinden ¢ikarilabilir.
Tanim 2.3.6 h; ve hy, [0, T] kapal1 aralig1 lizerinde tanimli, pargali siirekli ve iistel

mertebeden olan bu iki fonksiyonun konvoliisyonu h,(t) * h,(t) ile verilir ve

t

hy (8) * hy () = (hy * hp)(8) = fhl(p)hz(t —p)dp (2.27)
0

seklinde tanimlanir. Bu tanima gore hy (t) * h,(t) = h,(t) * hy(t) saglanir.
Teorem 2.3.7 D{h;(t); p} = F1(p) ve D{h,(t); p} = F»(p) ve D HF,(p); t} =
hy(t) ve D YF,(p);t} = h,(t) ise o zaman konvoliisyonun Dinesh Verma

doniisiimii asagidaki sekildedir:
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D{h,(t); p}D{h,(¢);p}  Fi(p)F2(p)
PS ps

Dih,(t) * hy(t);p} = (2.28)

ispat:
[e) t
DU () * b5} = p° [ e ( [ - E)hz(f)d€> dt
0

0

o} t

= psf e‘ptdtfhl(t—f)hz(f)df.

0

Integrasyon sinirlari degistirilirse
DU * ha(Oi7) = p° [ Ra(©)dE [ ale = e Pde
0 3
bulunur. Son ifade de s = t — & degisken doniisiimii ile

D{h, (t) * hy(t); p} = psf hz(f)dff hy(s)e PC+)ds
0 0

=p° | e P hy(8)dE | e Pohy(s)ds
f o]
_Fl(P)Fz(P)

==

olur ve ispat tamamlanir.
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Tablo 2.1. Dinesh Verma Doniistimleri

S.N. h(t) = D Y{F,(p); t} D{h(t); p} = F1(p)
1 1 p*
2 t p3
3 t? 21.p?
4 t"neN n!
pn—4

5 sinat ap®

pz + a2
6 cos at p®

pZ + a2
7 sinh at ap®

pz — a2
8 coshat p®

p? — a2
9 pat 5

— >0
10 6(t—a) pte
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3. BULGULAR

Bu boliimde 6ncelikle H-U kararliliginin tarihgesi sunulmustur. Daha sonra,
bu c¢alismada kullanilacak olan fonksiyonlarin Dinesh Verma doniistimleri ile
Caputo kesirli tiirevli kesirli diferensiyel denklemlerin H-U tipi kararliliklar

incelenmistir.

3.1 Hyers-Ulam Kararliliginin Tarihgesi

Stanistaw Ulam, 1940 yilinda Wisconsin Universitesinin Matematik
Kuliibli'nde yaptigr iinlii konusmasinda ¢o6ziilmemis birgok problem ortaya
koymustur. Burada oratya koydugu problemler, fonksiyonel denklemler igin
kararlilik teorisinin baslangi¢c noktasit olarak kabul edilmektedir. Glinlimiizde
aragtirmacilar1 bu alana yonlendiren s6z konusu soru, literatiirde ‘“kararlilik
problemi” olarak anilmaktadir.

Fonksiyonel denklemlerin kesin ¢éziimlerini bulmak ¢ok zordur ve eger
varsa kesin ¢oziimlerin bigimi ¢ogu zaman o kadar karmasiktir ki sayisal hesaplama
icin uygun degildir. Bu nedenle basit bicime sahip yaklasik ¢ozlimleri tartismak ve
yaklagik ¢oziimlerin kesin ¢ozlimlere yakin olup olmadigini sormak gerekir.

Ulam tarafindan ortaya konan genel problem asagidaki sekilde ifade
edilmigtir:

(G4,.) bir grup olsun. Ayrica (G,,*) de d(.,.) metrigi ile verilen bir metrik grup

olsun. € > 0 ve her x,y € G; olmak iizere

d(91(x, ), 91 () * g: (1)) <
ozelligini saglayan bir g;: G; = G, donlisimi bulunabiliyorsa her x € G; i¢in
d(g,(x),H,(x)) < gile Hy: G; = G, bir homomorfizm olacak bigimde bir § > 0
sayi1s1 var midir?

Bu problem fonksiyonel denklemler i¢in kararlilik teorisinin bir baslangic
noktas1 olmustur. Hyers, 1941 yilinda Ulam’in sorusunu Banach uzaylarinda
yanitlamigtir. Bu probleminin bir genellemesi olan, fonksiyonel denklemler yerine
diferansiyel denklemlerin ele alinmasiyla yeni bir arastirma alani dogmustur.
Bunun iizerine bir¢ok arastirmaci H-U kararlilig1 tizerine ¢calismalar yapmustir.

Lineer diferansiyel denklemlerin H-U kararlilign iizerine yapilan ilk
calismalardan birinin Obloza (1993;1997) tarafindan gerceklestirildigi kabul

edilmektedir. Alsina ve Ger (1998), bicimindeki lineer diferansiyel denklem olan

26



y'(t) = y(t) nin H-U kararliligin1 ele almislardir. Bu calismada, eger her t €
(a, ) i¢in tiirevlenebilir bir y(t) fonksiyonu, |y'(t) — y(t)| < ¢ esitsizligini
sagliyorsa, o halde sabit bir ¢ katsayisi igin |y(t) — cef| < 3¢ bigiminde bir
¢Oziimiiniin var oldugunu gostermiglerdir (Alsina ve Ger, 1998).

Alsina ve Ger tarafindan yukarida ifade edilen sonug, Miura ve ark. (2003a;
2003b; 2002) ile Takahasi ve ark. (2004) da sabit katsayili birinci ve daha yliksek
mertebeden  lineer  diferansiyel  denklemlerinin ~ H-U  kararliligim
genellestirmiglerdir. Buna ek olarak, Jung (2004; 2005; 2006) da H-U kararlilig1
lineer diferansiyel denklemler i¢in ispatlamiglardir. Li ve Shen (2010) ve Wang ve
ark. (2008) tarafindan sabit katsayili birinci ve ikinci mertebeden lineer diferansiyel
denklemlerinin H-U kararliligini integral ¢arpani yontemiyle incelemiglerdir.

Jung (2005), Li ve Shen, (2010), Miura ve ark. (2003) ¢alismalarindan elde
ettikleri sonuglari, Cimpean ve Popa (2010) ile Popa ve Rasa (2011; 2012)
tarafindan sabit katsayili n. mertebeden lineer diferansiyel denklemler ig¢in
genellemislerdir. Son zamanlarda, Rezaei, Jung ve Rassias (2013), Laplace
doniisimii yontemini kullanarak lineer diferansiyel denklemlerin H-U kararliligim
ortaya koymuslardir.

Wang ve Xu (2015), Caputo kesirli tiirevlerine sahip asagidaki kesirli
diferansiyel denklemleri Laplace doniisimii yardimi ile H-U kararliligini
incelemislerdir:

(°Dg+ ¥)(®) = Ly () = hy ()

ve
(°D& ¥)(&) = 11(°DL. y)(®) = (0.
Burada t>04LERM—1<a<m n—-1<f<n 0<B<ammne
N,n <m,h;(t) ve h,(t),R* iizerinde tanimli fonksiyonlardir ve CDer,a.

mertebeden Caputo kesirli tiirevidir. Caputo kesirli tiirevi (2.11)’de tanimlanmustir.
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3.2 Baz Ozel Fonksiyonlarin Dinesh Verma Déniisiimleri

Bu boéliimde calismamizda kullanilacak olan fonksiyonlarin Dinesh Verma
dontistimleri ispatlariyla verildi.

Teorem 3.2.1 a > 0 olsun. O zaman her [0, t] araliginda iistel mertebeden ve
parcal1 siirekli olan bir h(t) fonksiyonu i¢in

D{h(t); p}

- (3.1)

D{(I5+h)(®); p} =

dir.
Ispat: (2.7), (2.27), (2.28), (2.21) ve lineerlik kullanilirsa,

(0]

1 t
o((15 )07} = [ e [F ) €|
0

_D{e* h(®)ip}

I'(a)
_ Dt p}D{h(t); p}
- pST'(a)
_ (@) Dth®);p} _ D) p}
pT'(a) p%> p”

bulunur.

Lemma 3.2.2 a >0, meN, m—1<a <m olmak {lizere; herhangi t > 0
omak tizere h € AC™[0,t], h™ € L,(0,t) ve h™(¢t), iistel mertebeli olsun.
Dinesh Verma donisimi D{r(t);p} ve D{D™n(t);p} vardr ve j=
1,...,migin lim (D/=*h) () = 0 dir. O halde

(DG h)(©:p} = P“D{A®; p} — p° ) pIRID(0%) (3.2)
j=1

m
= p% | DR P}~ p° ) pTIRID(0")
j=1

esitligi saglanir.
Ispat: Sirasiyla (2.12) ve (3.1) esitligi kullanilirsa:

D™ (¢t);
© (D3 R)(©:p) = D[ h™)0rp) = 2L TP

elde edilir. (2.24) kullanilirsa
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hU-D(o*
D{(°DE h)(©); p} = p*™ | DIR(); p) - pz e Cb) ey

hU-D (ot
=p®|D{h(t); p} — pz ( ),jeZ

esitligi elde edilir.

Lemma 3.2.3 Re(a) > 0 ve

pa+4
D{E(41t%);p} = I (3.3)
veE
a—pB+5
D{tP1E, g (1t*);p} = (3.4)

a_ 2,
dir.

Ispat: (2.5) ve (2.21) kullanilirsa

A

D{E,(Mt*);p}=p fe ptZr(]aH)

Z (1a+1) Dt/ p}

i A T(a+1)
i (ja+ 1) pla—4
4 a+4

p p
— 1. %) = —
=p Z( 1P = A pe— 1,

elde edilir. Bu (3.3) esitliginin ispatidir. Simdi de (3.4) esitligi ele alalim.
(2.6) ve (2.21) kullanilirsa

co

Meie
D{tﬁ_lEa,ﬁ(Alt“);p} = pSJ e Pih-1
0

F(]a + /3)

8

4
F(]a + ﬁ)

N )lj +B-1.
) Z G+ 2P

Jae ptﬂa+ﬁ 1dt
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_ A T(Ga+p)
iT(ja + B) p/oth=s
]=
B ps—BZ(ﬂ)] p5 B pa—ﬁ+5
—\pt/ 1-A4p™ p* -4
Jj=

istenen elde edilir.

3.3 Caputo Kesirli Tiirevli Diferansiyel Denklemler icin Hyers-Ulam

Tipi Kararhhk
Bu boliimde,
(D y)(8) = h(t), (3.5)
(°Dgr ¥)(®) = 41y () = h(t) (3.6)
ve

(°Dg+ ¥)(®) - /11(ch+ y)(t) = h(t) (3.7)

Caputo kesirli tiirevli diferansiyel denklemler i¢in
YOO =¢y, j=1,..,m (3.8)

baglangi¢ kosuluyla ele alindi. Burada 4; € R,¢j_4,j =1, ..., migin R de skaler
degerler, 0 < T < 0, h:(0,T] » R ve “Dg+,a > 0 mertebeden Caputo kesirli
tirevidir. Bu boliimde (3.5), (3.6) ve (3.7) kesirli diferansiyel denklemleri (3.8)
baslangi¢ kosuluyla H-U tipi kararliliklart Dinesh Verma doniisiimii yardimiyla
ispatlanmistir.

Tanimm 3.3.1 € > 0 verilen bir keyfi sabit ve h, (0, T] aralig1 tizerinde siirekli
tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger |(CDg+ y) (t) — h(t)l < ¢ esitsizligi
saglanacak sekilde bir y fonksiyonu icin (3.5) kesirli diferansiyel denkleminin
ly(t) — y.(t)| < €K ozelliginde bir y, ¢ozliimii var olacak sekilde bir K > 0 sabiti
bulunabiliyorsa, o zaman (3.8) kosulu ile (3.5)’e H-U kararlidir denir. Burada, € ve
K ni yerine sirast ile, y ve y,’ya dogrudan bagli olmayacak sekilde C; (t) ve C,(t)
seklinde fonksiyonlar secildiginde de gecerliyse, bu durumda (3.5) kesirli
diferansiyel denklemine genellestirilmis H-U kararlidir denir.

Tanmm 3.3.2¢ > 0 verilen bir keyfi sabit ve h,(0,T] aralig1 tizerinde siirekli
tirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger |(CD8‘+ y)(t) — Ay(t) — h(t)l <e¢
esitsizligi saglanacak sekilde bir y fonksiyonu i¢in (3.6) kesirli diferansiyel
denkleminin |y(t) — y.(t)| < €K 6zelliginde bir y, ¢6ziimii var olacak sekilde bir
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K > 0 sabiti bulunabiliyorsa, o zaman (3.8) kosulu ile (3.6)’ya H-U kararlidir denir.
Burada, € ve K nin yerine sirasi ile, y ve y,’ya dogrudan bagli olmayacak sekilde
C;1(t) ve C,(t) seklinde fonksiyonlar segildiginde de gegerliyse, bu durumda (3.5)
kesirli diferansiyel denklemine genellestirilmis H-U kararlidir denir.

Tanmm 3.3.3 € > 0 verilen bir keyfi sabit ve h, (0, T] araligi iizerinde siirekli
tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger |(CD§‘+ y)(©) — /11(ch+ y) ) — h(t)| <

€ esitsizligi saglanacak sekilde bir y fonksiyonu icin (3.7) kesirli diferansiyel
denkleminin |y(t) — y.(t)| < €K 6zelliginde bir y, ¢6ziimii var olacak sekilde bir
K > 0 sabiti bulunabiliyorsa, o zaman (3.8) kosulu ile (3.7)’ye H-U kararlidir denir.
Burada, € ve K nin yerine sirasi ile, y ve y,’ya dogrudan bagli olmayacak sekilde
C1(t) ve C,(t) seklinde fonksiyonlar secildiginde de gegerliyse, bu durumda (3.5)
kesirli diferansiyel denklemine genellestirilmis H-U kararlidir denir.

Teorem 334 0<T<owvel0<m-—-1<a<mmeEN olsun. h(t),(0,T]
araliginda reel degerli olan siirekli bir fonksiyon olmak iizere, baz1 € > 0 ve her
t € (0,T] igin bir y: (0,T] = R fonksiyonu, (3.8) kosulu ile

(D& y)(®) —h(D)| < ¢ (3.9)

esitsizligini sagliyor ise (3.5) kesirli diferansiyel denkleminin

a

ly(@®) = ye(D] < - (3.10)

“Ta+D
ozelliginde bir y,: (0, T] = R ¢dzliimii vardir.
Ispat: t € (0, T] olmak {izere
Hy (&) = (D y)(©) — h(b), (3.11)

olarak alinsin. Her iki yaninin Dinesh Verma doniisiimii alinip, (3.2) uygulanirsa
D{H, (1); p} = D{(“Dg+ ¥)(©) — h(V); p}
= D{(“Dg+ y)(£); p} — D{A(2); p}

= p“Dy(©;p} = p* ) pIyU DO - DA p) (3.12)

j=1

elde edilir. (3.8) baslangi¢ kosuluyla (3.12) yeniden yazilirsa

Dly(©);p} = p DD P} + ) p¥Tejs + p  D{Hy(6); )

j=1

—a+5 —a+5
p

_i p
= :D{h<t>;p}+;p5 61+ = D (D;7) (3.13)

m
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olur. (2.21)’de sirastylan yerine n = j —1ven = a — 1 yazilirsa

( psi = D{t/ " p)
0 (3.14)
D{t* Y p}
I'(a)
esitlikleri elde edilir. (3.14), (3.13)’te yerine yazilip diizenlenirse
D{t* " p3D{h(t); p}
p°T'(a)

—a+5

D{y(t);p} =

+Z Gj— 1®{t1 .1 p}+fb{t“ K }

a-1 . j—1, a-1, .
_ ot h(t); p} s zcj_lb{tf ;p} +fD{t H; (t); p}

@ 49T @) 519
bulunur. y, (t)
Ye(t) = B 10 il (3.16)

M@ £L97T0)
Jj=1
olsun. (3.16)’nin her iki yaninin Dinesh Verma doniisiimii alinir ve (2.28) ile (3.14)
kullanilirsa

D Hhyp) N D)
(@) L9
j=1
_ D pDh@ip} N, D)
- pST(@) L, 9TT(G)

J=1

D{y.(t);p} =

m

= PR P} + ) PG (317)
j=1

elde edilir. (3.2) ve (3.17) kullanilirsa

D{(“Dg+ ye ) (1); p} = P D (8); P} — Z paitSc_,
j=1

m m
= p® [P D@ P} + ) PG| = ) PTG,

j=1 j=1
= D{h(0); p}
bulunur. Son esitlikte D operatdriiniin bire-bir oldugu kullanilirsa
(‘D y,)(®) = k(D) (3.18)
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elde edilir. Dolayisiyla, y,(t), (3.5)’in bir ¢6ziimii olur. (3.15) ve (3.17)’den
D{t“" = Hy (t); p}

D{y(t) = ye(t); p} = ) (3.19)
bulunur. D operatdrii bire-bir oldugundan

™« Hy(t)
y() = ye(t) = T@ (3.20)

bulunur. Her iki yaninin mutlak degeri alindiktan sonra (2.27) ile (3.9) kullanilir ise

1 t
|ﬂw—%an=ﬁ5jﬁ—@*¥M@$

N)fm—ﬂaww@wu

et” eT?

: -1 )
= moﬁ(t— a8 al'(a) = I'(a+1)

bulunur. Bu ispat1 tamamlar.

Not: Teorem 3.3.4’te T < oo alindiginda, (3.5) kesirli diferansiyel denklemi K =

a
I'la+1)

diferansiyel denklemi H-U anlaminda kararli olmaz.

olan sabiti ile H-U kararli olur. Teoremde T = oo alindiginda da (3.5) kesirli

Asagida verilen sonugta (3.5) kesirli diferansiyel denkleminin
genellestirilmis H-U kararlilig1 gosterilmektedir.
Sonu¢ 3.3.5m—1<a <m, m €N ve h(t), R da tanimli olan bir fonksiyon
olsun. Eger her t > 0 ve bazi1 C;(t) > 0 i¢in bir y: (0,00) - R fonksiyonu (3.8)
kosulu ile
|(°D& y)(©) = h()| < C:(®)
esitsizligini sagliyor ise (3.5) kesirli diferansiyel denkleminin

ly(®) = ye (O] = C:(DC (D)

ozelliginde bir y,: (0,0) - R ¢dziimil vardir. Esitsizlikte, C,(t) = 1"(_ljr1) dir.

Ornek 3.3.6 Baslangic kosuluyla verilen asagidaki problemi gz dniine alalim:

1
DPy(t) = \/_tS/Z +350 v =0. (3.21)
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R 16 1 .. 1 ..
(3.21)’den a = 1/2 ve h(t) = ﬁt5/2 + - dir. -~ < & < 1 durumu icin, (2.14)

esitliginde B = 4 almirsa, y, (t) = t3 fonksiyonunun asagidaki esitsizligi sagladigi

gorulir.

16t3/2  16t>3/2 1‘ 1
= < E&.

syt 5V 30| 30
Burada y, (t) nin baslangi¢ kosulu y;(0%) = 0 dir. Burada @ = 1/2 alindiginda

DMy, (8) — h(®)| = ‘

m = 1 ve ¢, = 0 bulunur. Boylece (3.16) kullanilirsa

o= 1 2, 16t5/2+i
Ye(O) = vy sz 30

t
1 16 1
L[5 (2 ey 4 ) as
ﬁof svr 9 a0

t t
1116 1
=—|—| s72 t—55/2d5+—fs_1/2ds
Vr Isﬁo (9 5
esitligi bulunur. Esitlikteki birinci integrale s = et donilistimii yapilip, diger

integral de hesaplanirsa

1/2
t) = +t3
bulunur. y; (t) ve y,(t) nin farklarinin mutlak degeri alindiginda
1/2
t) —y. ()] = |t3 —t3 -
ly1(6) = ye ()] 5V
Nt Wt
C15Vn 15T(1/2)
2
~30I(1/2)  30I(3/2)
- et - 2e\T
r@/2)  rm
elde edilir. Dolayisiyla (3.21) kesirli diferansiyel denklemi K = Zf/\g ve % <e<

1 icin Teorem 3.3.4’lin kosullarin1 sagladigindan dolay1 H-U kararli olur.

Teorem 33.7 0<T <ooveld; ER, 0<m-—1<a<m,mEeEN olsun. h(t),
(0, T] arahiginda reel degerli olan siirekli bir fonksiyon olmak tizere, bazi € > 0 ve
her t € (0,T] igin bir y: (0,T] - R fonksiyonu (3.8) kosulu ile

|(°D& v)(®) — 1iy(t) —h(D)| < € (3.22)
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esitsizligini sagliyor ise (3.6) kesirli diferansiyel denkleminin

ly() = Ye(O)| < eT¥Eg 41 (I1241T%) (3.23)
ozelliginde bir y,: (0,T] = R ¢6ziimii vardir.

Ispat: t € (0, T] olmak iizere

Hy(t) = (°DS: ) () — A,y(t) — h(2) (3.24)
olarak alinsin. Her iki yaninin Dinesh Verma doniistimii alinip, (3.2) kullanilir ise
D{H, (1); p} = D{(“Dg+ ) (©) = A1y (£) — h(t); p}

= D{(“Dg+ ¥)(©); p} — DY (©); p} — D{R(D); P}

= PPy (©:p} = p° ) p*IyID(0) — L, DL/(0); P}~ DI p)

j=1

= (p* - DD{y();p} —p° z p*yU=D(0") — D{h(t); p}
=1

elde edilir. (3.8) baslangi¢ kosuluyla son esitlik yeniden diizenlenirse

L X D)} | DH,(0);p}
D{y(t);p} = oy + Y + e — 1, (3.25)
olur. y,(t),
m t
Yo = ) G U B () + [ (6= ) (e = ) h(s)ds (326)
j=1 0

seklinde alalim. Her iki yaninin Dinesh Verma déniisiimii alindiktan sonra (2.28)

ile (3.4) kullanilirsa

m

D{.(t);p} =D Z Cj_1 t/ T Eq j(A1tY);p
=1

D f (t = )% B, o (s (¢ — $)%) h(s)ds; p
0

m

' Dt Egq(A1*); pD{R(L);
= ch—l D{t]_lEa,j()L1ta")}p}+ { a,a( 1 5) p} {h(®); p}
j=1 p
m a—j+SC,_ DIh(t ;
p - /11 p - ﬂ'l

elde edilir. (3.2) ve (3.27) kullanilirsa

D{(“DG %) (©) = 7o (®p) = p*DLe(O P}~ p° ) Py
j=1
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—MD{y.(t); p} = D{r(D); p}
bulunur. Son esitlikte ® operatorii bire-bir oldugundan,
(CDO"' ye)(t) - Alye(t) = h(t)
olur. Dolayisiyla y, (t), (3.6) kesirli diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimii olur.

(3.25)ve (3.27)’den

D{H,(t);
Dy () — y.(t);p} = %ﬁf} (3.28)
elde edilir. (2.28) ve (3.4) kullanilirsa
1
D{(t° Eua(atD) * Ho(0: P} = o D{e B (A); pYD{H (0}
_ D{H,(1);p}
= —p“ —y (3.29)

bulunur. (3.28) ve (3.29)’dan D operatoriiniin bire-bir oldugu kullanilirsa asagidaki

sonuca ulasilir:

V() = Ye(t) = (97 Eq o (369 ) + Hy (1), (3.30)
Boylece, (3.30) nin her iki yaninin mutlak degeri alindiktan sonra (2.27) ile (3.22)
kullanilir ise

() = Ye(®)] = | (6% Eqa(11t9)) + Hy(0)]

t

= | (6 = 9 e = 3 o)

0

) t o ﬂ,{(t_s)ja-l-a_lH p
B !Z Fja+ a) 2(s)ds

o

H,(s)ds

I
™Ns

. I'(a+ a)

fl'(t _ S)ja+a—1
0

j

S|

j=0

Z F(;lalJlr @) f (& = sy ds

I AR
B Z(]a+a+1)

l{(t _ S)ja+a—1

[(a+ a)

|H,(s)|ds
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= et"Egq+1(1411t7)
< eT%Eqa41(141T%)
olup, teoremin ispat1 tamamlanir.
Not: Teorem 3.3.7°de T < oo alindiginda, (3.6) kesirli diferansiyel denklemi K =
T?Ey 4+1(|41|T%) olan sabiti ile H-U kararli olur. Teoremde T = co alindiginda da
(3.6) kesirli diferansiyel denklemi H-U anlaminda kararli olmaz.

Asagida verilen sonugta (3.6) kesirli diferansiyel denkleminin
genellestirilmis H-U kararlilig1 gosterilmektedir.
Sonu¢ 338 m—1<a<m meN, A, €ER ve h(t), R" da tamml bir
fonksiyon olsun. Eger her t > 0 ve bazi C;(t) > 0 i¢in bir y:(0,0) - R
fonksiyonu (3.8) kosulu ile

|(€D& »)(®) — 21y(®) — h(®)] < C1(D)
esitsizligini sagliyor ise (3.6) kesirli diferansiyel denkleminin
ly(@®) = ye ()] = C1(DC, (D)

ozelliginde bir y,:(0,00) > R ¢oziimi vardir.  Esitsizlikte, C,(t) =
t“Eqq+1(121[t%) dir.

Ornek 3.3.9 Baslangi¢ kosuluyla verilen asagidaki problemi goz oniine alalim:

16 1
D2y + 7y(t) = sl T g v =0 (331)

Burada A, =-7,a=1/2 ve h(t) = 5\/_ts'/2+7t3+— dir. iO<ES1

durumu icin, (2.14) esitliginde B =4 alinirsa, y;(t) = t3 fonksiyonunun
asagidaki esitsizligi sagladigi goriiliir.

16 16 1
CpY2y (t) + 7y, () — h(t =|—t5/2+7t3——t5/2—7t3——
= |—| <
|30| €

Burada y, (t)nin baslangi¢ kosulu y;(0%) = 0 dir. Burada a = 1/2 alindiginda
m = 1 ve ¢, = 0 bulunur. Boylece (3.26)’da kullanilir ise

t

e (t) :f 1/2E11( 781/2)( \/—(t_5)5/2+7(t—s)3 310>d

t

7)) 16 -1 j
( ) 52(t—s)5/2d5+7f52(t—s)3ds+—f52ds

M8

]:OF +_ T[
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bulunur. Son esitlikte birinci ve ikinci integrale s = et doniisiimii uygulanip diger
integral ¢oziliirse

i+
© ()T
ye( ) +—1+t3

e OF(J 7 +1)

bulunur. y; (t) ve y,(t) nin farklari alindiktan sonra mutlak degeri alinirsa
o . j+1
(—1)/7/t 2

30} Or(hglﬂ)

ly1(6) — e ()] = [t* -

1/22 (— 7)1t

]OF

I
2

1
= %t1/2E13 (|—7|t2) < eVTE13(|-7NT)
2’2

elde edilir. K = VTE13(|—7|VT) ve 3—10 < & £ 1 oldugundan dolay1 Teorem 3.3.7
2’2

saglanir. Dolayisiyla (3.31) kesirli diferansiyel denklemi H-U kararli olur.
Teorem 33.100<T <oovel ER, mneN, n<m m—-1<a<m, n-—
1<pB<n0<pB<aolsun. h(t), (0,T] arahginda reel degerli olan siirekli bir
fonksiyon olmak tizere, her t € (0,T] ve bazi € > 0 igin bir y:(0,T] - R
fonksiyonu (3.8) kosulu ile

|(°D& ¥)(®) = 2,(°DL. y) () — h(B)| < & (3.32)
esitsizligini sagliyor ise (3.7) kesirli diferansiyel denkleminin

|Y(t) - ye(t)l = 3TaEa—ﬁ,a+1(|/11|Ta_B)
ozelliginde bir y,: (0, T] = R ¢oziimii vardir.

Ispat: t € (0,T] igin

Hs(8) = (°D& ¥)(6) — 24(°DE. ) (®) — h(t) (3.33)

alsin. Her iki yaninin Dinesh Verma doniisiimii alindiktan sonra (3.2)’den
DY, (1);p} = D{(DE ¥)(®) — 4,(°D. ¥)(®) — h(v); p}
= {(°Dg y)(®); p} — D{1s(°DL. ¥) (0); p} — DER(D); p)

38



m
= p*D{y(t); p} — p° Z p®IyU-D(0*)
=1

2| PR} —p° ) PP YUTIOY) | - DA D)
j=1

m n
= (p* — Lp”)Dly ()} - p° z p*IyUTI(0") - 4 Z pPIyU=v (0%
j=1 j=1
— D{h(t);p} (3.34)
elde edilir. (3.8) baslangi¢ kosuluyla (3.34) yeniden diizenlenirse
Zm= 5+a—jc__ - r_1= 5+,8—jc__ D{h(t :
Dy (e)py = LI 1§1p L a{()p,?
p* —Ap p* — Ap
D{H;(t);
{H;(t); p} (3.35)
p* — Aipf
bulunur. y, (t)
m t
7o = Y Gy @+ [ €= e palh =T hEds  (3:36)
j=1 0

olsun. Burada,
yi(©) =tV Ey_p i(4t*7F) = 2t PHTE, g0 pei(Mt*7F),j=1,..,n

yj(t) =t/ Eqp j(1t%7F),  j=n+1,..,m

olarak alinmistir. (3.36)’nin her iki yaninin Dinesh Verma doniisiimii alindiktan
sonra (3.4) ile (2.28) kullanilir ise

n m
Dy (t);p} =D Z Ci-1yjtp+D Z ¢i—1yj(t);p
j=1 j=n+1

+9D J(t — s)“‘lEa_ﬁ,a(ll(t — s)“‘ﬁ) h(s)ds;p
0

n

= 2 61 DT Eqp j(Mat*F) = 2t P Ey gy (20677F)ip)
=1

m
+ ) e D[ B (4t F); )

j=n+1

1
+ D[ Eamp (1t ) p}DIA(D); )
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- ;n=1ps+oz—jcj_1 — A ?=1p5+/3—fcj_1 +D{h(t);p} (3.37)
p% — A, pP p% — A, pP '

elde edilir. (3.2) ve (3.37) kullanilirsa

D{(°D§: %) ® = 44(“DJs v,) @i} = P* DL (O P} — p° Z AR
j=1

n
—1pP Dy, (t); p} + 11p° z pPic;,_; = D{h(t); p}

j=1
olur. Son esitlikte D operatdriiniin bire-bir oldugundan
(CD(()X*' ye)(t) - /11(ch+ Ye)(t) = h(t)

elde edilir. Dolayisiyla, y, (t), (3.7) denkleminin bir ¢oziimii oldugu goriiliir. (3.35)
ile (3.37)’den

D{H3(0); p}

D —y,(t);p} = —2— 3.38

() = y.(6); p} D@ — ApF (3:38)
bulunur. (2.28) ve (3.4) kullanilirsa
D {(ta_lEa—ﬁ,a(/llta_ﬁ)) * H3(0); p}

1
= 5Dt Eapa(ht P p}DH:©; p)
_ D{H;(¢); p}
= (3.39)

olur. (3.38), (3.39)’a esit olup D operatdriiniin bire-bir oldugundan asagidaki
sonuca ulagilir:

Y(®) = ye(t) = [t Eq_p (At * F)] * Hs (D). (3.40)
Boylece, her iki yaninin mutlak degeri alindiktan sonra (2.27) ve (3.32)’den
ly(®) = ye(O)] = |(t* " Eq—p,a(A1t*F)) + H3(D)|

B f(t - S)a_lEa—B,a(Al(t - S)a_ﬂ) H3(s)ds
0

fi 2 (= )@ Pty (s)
) [Gla—pB) +a)

ds

rGla—p)+a)

oo t . §
Z f M (¢ = s)/@Prra-1g,(s)
0

Alj(t _ S)j(a—ﬁ)+a—1

rGla—p) +a)

|Hs(s)ds
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3 2,1/
=€ ;
£iTGla~p) +a)

= gt% i (Mllta_ﬁ)j
j=0

t
f (¢ — s)/@Brra-1|gg
0

Fla—p)+a+1)

= StaEa—ﬁ,a+1(|)l1|ta_ﬁ)
< eT%Eq_pgaer (14T F)
bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.
Not: Teorem 3.3.10°da T < oo alindiginda, (3.7) kesirli diferansiyel denklemi K =
T*E,_ [;,a+1(|/11|T“"B ) olan sabiti ile H-U kararli olur. Teoremde T = oo
alindiginda da (3.7) kesirli diferansiyel denklemi H-U anlaminda kararli olmaz.

Asagida verilen sonugta (3.7) kesirli diferansiyel denkleminin
genellestirilmis H-U kararlilig1 gosterilmektedir.
Sonu¢ 3311 L, ERmneN, n<m m—-1<a<m n—-1<f<n 0<
p < ave h(t), R" da tanimh olan bir fonksiyon olsun. Eger her ¢ > 0 ve bazi
C;(t) > 0 igin bir y: (0, 0) — R fonksiyonu (3.8) kosulu ile

|(°Dg y)(t) — 2 (°DE y)®) — h(®)| < C1(®)

esitsizligini sagliyor ise (3.7) kesirli diferansiyel denkleminin

ly(®) = ye (O] < C1(DC(D
ozelliginde bir y,:(0,00) > R ¢oziimi vardir. Esitsizlikte, C,(t) =

tYEq-ga+1(1211t%7F) dir.
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4. TARTISMA

Bu c¢alismada, bazi Caputo kesirli tiirevine dayali kesirli diferansiyel
denklemler ele alinmis ve bu denklemlerin H-U tipi kararlili§i, Dinesh Verma
dontistimii kullanilarak ele alinmistir. Literatiirdeki klasik kesirli tiirev ve integral
operatdrleri lizerine dayali yontemler genisletilerek, kesirli diferansiyel denklemler
icin kararlilik incelenmistir.

Bu tezin ikinci boliimiinde ise ¢alismada yararlanilacak olan bazi tanimlar
ve teoremler verildi. Ardindan Caputo kesirli tiirevi ve Dinesh Verma
doniigiimiiniin tanimi ile birlikte Ozellikleri gdsterilmistir. Calismanin {igiincii
boliimiinde ise belirli fonksiyonlarin Dinesh Verma doniisiimleri ispatlariyla
verildi. Caputo kesirli tlirevine dayali kesirli diferansiyel denklemlerin H-U tipi
kararhilig ile 1lgili teoremler dogrulanmais ve ilgili 6rneklerle pekistirilmistir.

Bu calismadan yola ¢ikarak, daha sonraki arastirmalarda bagka tipte kesirli
tirev operatorlerini bulunduran kesirli diferansiyel denklemler i¢in H-U tipi
kararliliklar1 da Dinesh Verma doniisimii yardimiyla ele alinabilir. Bu tip kesirli
diferansiyel denklemlerin bu tezdeki H-U tipi karariliklar1 diginda da farkli H-U tipi
kararliliklar1 da Dinesh Verma doniigiimii yardimiyla incelenebilir. Ayrica, Dinesh
Verma doniigiimiiniin disinda literatiirde tamitilmis farkli Laplace tipi integral
operatorlerde kullanilarak, mevcut yontemin avantaj ve dezavantajlar

degerlendirilebilir.
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5. SONUC ve ONERILER

Dinesh Verma dontisiimiin, Caputo kesirli tiirevine dayali kesirli
diferansiyel denklemler i¢in H-U tipi kararliliklarin incelenmesinde etkili ve
kolaylastirici bir yontem oldugu gdsterilmistir.

Gelecekteki calismalar igin Oneriler su sekilde siralanabilir:

e Bu analiz, degisken katsayili kesirli tiirevler iceren diferansiyel
denklemlerde uygulanabilir.

e Dinesh Verma doniisiimii genellestirilerek kesirli diferansiyel
denklemlerde H-U tipi kararlilig1 incelenebilir.

e Dinesh Verma doniisiimiiniin farkl tiirde sinir deger problemlerine
uygulanabilirligi arastirilabilir.

e Caputo tiirevinin lineer olmayan kesirli diferansiyel denklemler
tizerindeki etkisi incelenerek bu dinamiklerin kararliligina dair yeni

sonuclar elde edilebilir.
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