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OZET
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DIRICHLET KOSULLU BITSADZE-SAMARSKIi TiPi
USTBELIRLI ELIiPTiK PROBLEMININ KARARLILIK ANALIZi

Gulzipa AKYUZ

Giimiishane Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Miihendisligi Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Charyyar ASHYRALYYEV
2017, 109 sayfa

Bu tezde, Hilbert uzaymda eliptik kismi diferensiyel denklemler i¢in Dirichlet
kosullu Bitsadze-Samarskii tipi tstbelirli probleminin ¢6ziimii i¢in kararhlik kestirimleri
arastirilmustir. Ustbelirli probleminin ¢dziimii icin kararlilik ve koersif kararlilik kestirimleri
elde edilmistir. Ustbelirli eliptik probleminin yaklasik ¢oziimiinii bulmak icin birinci ve
ikinci mertebeden dogruluk fark semalar1 kurulmustur. Bu fark semalarmin ¢6ziimii igin
kararlilik kestirimleri elde edilmistir. Ayrica, soyut sonuglar elde edildikten sonra ¢ok
boyutlu eliptik denklemi igin Dirichlet kosullu Bitsadze-Samarskii tipi iistbelirli Dirichlet ve
Neumann sinir deger problemlerinin de birinci ve ikinci mertebeden dogruluk fark semalar1
kurulmustur ve fark semalarinin kararlilik analizleri yapilmistir. Son olarak, fark semalar1

i¢in arastirilmis olan teorik ifadeler sayisal 6rneklerin sonuglariyla dogrulanmustir.
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MS THESIS

STABILITY ANALYSIS OF BITSADZE-SAMARSKII TYPE
OVERDETERMINED ELLIPTIC PROBLEM WITH DIRICHLET CONDITIONS
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2017, 109 pages

In this thesis, the stability estimates for the solution of the Dirichlet conditional
Bitsadze-Samarskii type overdetermined problem for elliptic partial differential equations in
the Hilbert space have been investigated. Stability and coercive stability estimates are
obtained for the solution of the overdetermined problem. The first and second orders of the
accuracy difference schemes are established for the approximate solutions of this
overdetermined elliptic problem. Furthermore, after abstract solutions had been obtained,
the first and second orders of the accuracy difference schemes of the Dirichlet conditional
Bitsadze-Samarskii type overdetermined Dirichlet and Neumann boundary value problems

are also established and stability analysis of the difference schemes are made. Finally,
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theoretical statements investigated for the difference schemes are confirmed by the results
of the numerical examples.

Key Words: Approximate solution, Almost coercive stability, Boundary Value Problem,
Coercive stability, Difference scheme, Overdetermination, Stability, Well-posedness.
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SEMBOLLER ve KISALTMALAR DiziNi

: Hilbert uzay1
: Oz-eslenik pozitif taniml1 operatdr
. A operatdriiniin tanim bolgesi

: C(H) = C([0,T], H) uzay1 [0,T] aralig1 lizerinde tanimli ve degerleri H

Hilbert uzaymda olan tiim siirekli fonksiyonlarin olusturdugu Banach

uzay1

: Cor (H) = Co7" ([0,T], H) uzay1 (0 < a < 1), [0,T] aralig1 iizerinde tamimh

ve degerleri H Hilbert uzayinda olan biitiin diizgiin fonksiyonlarin
olusturdugu Banach uzay1
[0,T] araligi iizerinde tanimli ve degerleri A operatoriiniin tanim

bolgesinde olan tiim siirekli fonksiyonlarin kiimesi

: [0,T] aralig1 {izerinde taniml1 ve degerleri H Hilbert uzayinda olan tiim

ikinci mertebeden tiirevlenebilir siirekli fonksiyonlarin kiimesi

. Bitsadze-Samarskii tipi eliptik tistbelirli problem
: Dirichlet sinir deger problemi

: Neumann sinir deger problemi

: Birinci mertebeden dogruluk fark semasi

- Ikinci mertebeden dogruluk fark semasi

X1



1. GIRIS

Matematikte ve diger bir¢cok bilim dalinda karsilagilan ve parametrelerin gézlem
verilerinden elde edilmesini amaglayan problemler sinifina ters problemler denir. Ters
problemler kendilerine jeofizik, fizik, astronomi, tipta goriintii isleme, uzaktan algilama,
okyanus akustigi ve tahribatsiz degerlendirme (muayene) gibi bilimin bir¢ok alt alanlarinda
onemli uygulama alanlar1 bulmaktadirlar. Ters problemlerin genel teorisine ve bunlara
¢oziim bulma yontemlerine Lavrentiyev vd. (1981), Prilepko vd. (2000), Samarskii ve
Vabishchevich (2007) ile Kabanikhin’in (2011) kitaplarinda rastlanmaktadir.

Son yillarda ek kosullarin da verilmesiyle, matematiksel fizik denklemlerini yeniden
olugturma problemlerinin etkisi miihendisligin ve fizigin farkl uygulama alanlarinda da
ortaya ¢ikmis olup, bu da ters problemlerin bilimsel arastirilmasinin énemini daha da
arttirmigtir. Ters problemleri arastirmak i¢in Fourier integral yontemi, Fourier seriler
yontemi ve Laplace doniisiimii yontemi gibi klasik yontemler uygulanabilir. Ancak, klasik
yontemler sadece sabit katsayili durumlarda gegerlidir. Kismi diferensiyel denklemler igin
ters problemlerin yaklasik ¢oziim yontemlerinden en kullanisli olaninin operator yaklasimi
uygulayan sonlu fark yontemi oldugu bilinmektedir (Kabanikhin, 2011).

Farkl tipteki ters problemlerin; Eidel’man (1991), Dehghan (2001), Romanov vd.
(2003), Soloviev (2004), Soloviev (2006), Soloviev (2007), Kabanikhin (2008), Orlovskii
(2008), Sakamoto ve Yamamoto (2009), Orlovsky ve Piskarev (2009), Hasanov (2010),
Topsakal ve Amirov (2010), Kalmenov ve Shaldanbaev (2010), Ashyralyev ve Erdogan
(2010), Soloviev (2011), Alekseev vd. (2012, Ashyralyyev ve Demirdag (2012), Erdogan
(2012), Erdogan ve Ashyralyev (2012), Ashyralyyev vd. (2012), Erdogan ve Uygun (2012),
Ashyralyev vd. (2012), Aleroev vd. (2013), Qian (2013), Ashyralyyev ve Dedetiirk (2013),
Roberty (2013), Bouzitouna vd. (2013), Orlovsky ve Piskarev (2013), Ashyralyev ve
Agirseven (2014), Ashyralyev ve Ashyralyyev (2014), Ashyralyev ve Erdogan (2014),
Ashyralyev ve Urun (2014), Ashyralyyev (2014), Ashyralyyev ve Dedetiirk (2014),
Erdogan ve Ashyralyev (2014), Ashyralyyev (2015), Ashyralyyev ve Akkan (2015),
Ashyralyyev ve Dedetiirk (2015), Ashyralyyev ve Dedetiirk (2016), Ashyralyyev ve Akyiiz
(2016), Klibanov ve Romanov (2016), Ashyralyyev (2017) ve Ashyralyyev’in (2017)
caligmalarinda ele alindig1 goriilmektedir.

Makalelerinde; Ashyralyyev ve Dedetiirk (2013), Ashyralyev ve Ashyralyyev (2014),



Ashyralyyev (2014), Ashyralyyev ve Dedetiirk (2014), Ashyralyyev (2014), Ashyralyyev ve
Dedetiirk (2015), Ashyralyyev ve Dedetiirk (2016) hem eliptik denklemler i¢in Dirichlet tipi
istbelirli problemleri, hem de bu problemlerin yaklasik ¢6ziimleri igin kararlilik analizlerini
arastirmistirlar.

Eliptik denklemler i¢in Neumann tipi iistbelirli problemlerin ise, Ashyralyyev (2014),
Ashyralyyev ve Akkan (2015), Ashyralyyev (2015) ve Ashyralyyev’in (2017) makalelerinde
incelenmis oldugu anlasilmaktadir.

Eliptik denklemler igin lokal olmayan smir deger problemleri ve onlarin yaklasik
¢oziimleri i¢in kararhik analizleri ise, Ashyralyev (2008), Ashyralyev ve Oztiirk (2011),
Ashyralyev ve Ozesenli Tetikoglu (2011), Ashyralyev ve Oztiirk (2012), Ashyralyev ve
Ozesenli Tetikoglu (2012), Ashyralyev ve Oztiirk (2013), Ashyralyev ve Ozesenli Tetikoglu
(2013), Ashyralyev ve Oztiirk (2014), Ashyralyev ve Ozesenli Tetikoglu’nun (2014)
calismalarinda yer almaktadir.

Yapilan aragtirmalara bakildiginda, eliptik denklemler i¢in Dirichlet kosullu Bitsadze-
Samarskii tipi lokal olmayan sinir deger problemlerine Oztiirk’iin (2013) doktora tezinde de
rastlanmistir. Bu ¢alismada direkt problemin ¢oziimii ve yaklasik fark semalarmnm ¢oziimleri
icin kararlilik kestirimlerinin elde edildigi goriilmektedir.

Orlovsky (2013) makalesinde direkt eliptik problemin tersi olmak iizere Dirichlet
kosullu Bitsadze-Samarskii tipi tistbelirli problemi, Banach uzayinda incelemistir. Bu
calismasida varlik ve teklik teoremleri ele alinmistir. Ancak burada ¢oziimiin kararlilik
analizinin yapilmamis oldugu goriilmektedir. Yaklasik ¢oziim ic¢in de kararlilik sorulari
aciktir. Bu tezde elde edilecek olan sonuglarin literatiirdeki bu boslugu doldurmasi
amaclanmaktadir.

Direkt problem, var olan bir sebepten dolay: ortaya ¢ikabilecek sonuglarin bulunmasi
problemi iken, ters problem ise mevcut sonuglardan sebebin belirlenmesi problemi olarak ta
ifade edilebilir. Matematiksel fizikte, denklem, bolge ve sartlar verildiginde denklemi ve
sartlar1 saglayan ¢oziimiin bulunmasi problemi, direkt problem olarak adlandirilmaktadir.
Ters problem, direkt problemin ¢oziimii hakkinda verilen ek bilgi yardimiyla ilgili
denklemin katsayilarinin belirlenmesi olarak ta tanimlanabilir (Golgeleyen ve Kaytmaz,
2016).

Eliptik denklem i¢in direkt problemler birinci, ikinci ve {iglincii tip smir degerleri
verilerek ele alinir (Dirichlet, Neumann ve Robin). Aslinda denklem bir siirecin

modellenmesi anlamma gelir. Denklemde bir sey eksik oldugu durumda ek sinir sartlar:
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koyariz. Bu sefer de yeni bir problem karsimiza ¢ikar. Bu yeni probleme {ist belirli problem
denir (Samarskii ve Vabishchevich, 2007).
Iyi tanimlanmus problem kavram ilk olarak, 1902 yilinda Fransiz matematikgi J. S.

Hadamard tarafindan ortaya konmustur. Q ve F Banach uzaylari ve A:Q —> F bir

operatdr olmak lizere,
Ag=f

denklemini ele alalim. Eger asagidaki sartlar saglanirsa, (Q,F) Banach uzay cifti icin
Aq = f denklemine Hadamarda gore iyi tanimlanmig problem denir.

1. Her f eF i¢in, Ag= f probleminin Q uzayinda bir q, gercek ¢6ziimii vardir
(¢6ztimiin varlik kosulu).

2. Ag=f probleminin q, gercek ¢dziimii Q uzayinda tektir, yani A
operatdriiniin bir A™:F — Q tersi meveuttur (¢6ziimiin teklik kosulu).

3. Ag=f probleminin g, ¢oziimiinin her O(q,) cQ komsulugu icin, sag
taraftaki f ’lerin bir O(f,) = F komsulugu vardir. Oyle ki, her f; € O(f) igin, O(q,)
komsuluguna ait eleman A™f, = q, olarak ifade edilebilir, yani A™ operatérii siireklidir.
Problemin verileri F uzayinda biraz degisecek olursa, Q uzayimnda problemin ¢dziimii de

degisecektir (¢oziimiin kararlilik kosulu) (Kabanikhin, 2011).

Bu tezdeki amacg eliptik kismi diferensiyel denklemler i¢cin Dirichlet kosullu
Bitsadze-Samarskii tipi tstbelirli problemin ¢6ziimiiniin ve yaklasik fark semalarmnin
¢Oziimiiniin kararlilik analizini arastirmaktir.

Tezde A operatorii Oz-eslenik (self-adjoint) pozitif tanimli operator ve p

bilinmeyen eleman olmak {izere,

-V, () +Av(t) = g(t)+ p,0<t<T,
v(0) =¢,v(T) = Zkiv(/l.) +n,v(y)=¢,

Bitsadze-Samarskii tipi iistbelirli eliptik problemi H Hilbert uzayinda gegerlidir. Burada
¢,n,¢ € D(A) *dir. Eliptik denklemler igin basit lokal sinir deger problemi ilk kez Bitsadze
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ve Samarskii tarafindan 1969 yilinda ifade edilmistir. Asagida yer almakta olan bu sart,
q

v(T) = Y kv(4)+7 (L.1)
i=1

Bitsadze-Samarskii sart1 olarak adlandirilir. Bu problemi diger problemlerden farkli kilan
husus sinir degerlerinden birinin biliniyor olmasidir. Diger sinir deger sart1 ise herhangi bir
deger ile arasindaki bagintiyr icermektedir (Oztiirk, 2013).

Tez alt1 boliimden ve eklerden olugmaktadir. Birinci boliim, giris kismi olup, ikinci
bolim ise iki alt bolimden olusmaktadir. Birinci alt bolimde diferensiyel problemin
¢oziimiinin H Hilbert uzayinda iyi tanimlilig1 gésterilmistir. Bu alt boliimde problemin
¢oziimii icin elde edilen kararlilik ve koersif kararlilik kestirimlerini veren teoremler
ispatlariyla birlikte verilmektedir. Ikinci alt boliimde ise soyut problem i¢in elde edilen
sonuglar ¢ok boyutlu kismi diferensiyel denklemler i¢in Bitsadze-Samarskii tipi tistbelirili
Dirichlet ve Neumann simnir deger problemlerine uygulanarak, kararlilik ve koersif kararlilik
kestirimleri elde edilmistir.

Ucgiincii boliim iki alt boliimii icerir. Oncelikle elde edilen 6zgiin dnermeler ispatiyla
sunulmaktadir. Bu boliimiin birinci alt boliimde Bitsadze-Samarskii tipi tistbelirli problemin
yaklasik ¢oziimii i¢in birinci mertebeden dogruluk fark semasmin kKurulmas: ele alinmis
olup, problemin ¢6ziimii i¢in ise kararlilik, hemen-hemen koersif kararlilik ve koersif
kararlilik Kestirimlerini igeren teoremler ispatlariyla verilmistir. Devaminda ikinci alt
boliimde ise, Bitsadze-Samarskii tipi Ustbelirli problemin yaklasik ¢oziimii igin ikinci
mertebeden dogruluk fark semasi olusturulmustur. Problemin ¢oziimii i¢in kararlilik,
hemen-hemen koersif kararlilik ve koersif kararhilik esitsizliklerini veren teoremler
ispatlariyla birlikte sunulmaktadir.

Dordiincii boliimde Dirichlet kosullu ¢ok boyutlu {stbelirli eliptik smir deger
problemleri i¢in fark semalar1 olusturulmustur. Bu boliim de iki alt boliimden olugsmaktadir.
Buradaki birinci alt boliimde ¢ok boyutlu eliptik denklem i¢in Dirichlet kosullu Bitsadze-
Samarskii tipi tstbelirli Dirichlet smir deger probleminin birinci ve ikinci mertebeden
dogruluk fark semalar: kurulmus ve bu dogruluk fark semalarinin ¢oziimii igin kararlilik,
hemen-hemen koersif kararlilik ve koersif kararlilik kestirimlerini igeren teoremler
verilmistir. Ikinci alt bdliimde ise ¢ok boyutlu eliptik denklem igin Dirichlet kosullu

Bitsadze-Samarskii tipi istbelirli Neumann sinir deger probleminin birinci ve ikinci
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mertebeden dogruluk fark semalari kurulmus ve dogruluk fark semalarinin ¢6ziimii i¢in
kararhlik, hemen-hemen koersif kararlilik ve koersif kararlilik kestirimleri sunulmustur.

Besinci boliim sayisal Orneklerin sonuglarini igermektedir. Bu bolim de iki alt
boliimden olusmaktadir. Birinci alt boliimde eliptik denklem igin Dirichlet kosullu Bitsadze-
Samarskii tipi Gistbelirli Dirichlet sinir deger probleminin yaklasik ¢6ziimii i¢in birinci ve
ikinci mertebeden dogruluk fark semalarinin sayisal ¢éziimleri ele alinmigtir. Bu kisimda,
bu fark semalarina tiglii kosegen matrisler i¢in degistirilmis Gauss yontemi (Samarskii ve
Nikolaev, 1989) uygulanarak matrislerden olusan bir lineer sisteme doniistiiriilmeleri
saglanmustir. Bir, iki ve {i¢ noktali Bitsadze-Samarskii tipi tistbelirli eliptik problemlerin
sayisal ¢oziimleri icin MATLAB programi kullanilmis olup, elde edilen grafikler ve hata
analizini olusturan tablolar bu kisimda verilmistir. Ikinci alt boliimde ise eliptik denklem
icin Dirichlet kosullu Bitsadze-Samarskii tipi Gistbelirli Neumann smir deger probleminin
yaklasik ¢oziimii i¢in birinci ve ikinci mertebeden dogruluk fark semalar: ele alimmustir.
Burada da yukarida bahsedilen Gauss yontemi uygulanmis olup; bir, iki ve {i¢ noktali
Bitsadze-Samarskii tipi tstbelirli eliptik problemin sayisal ¢oziimlerini elde etmede ise
MATLAB programi kullanilmistir. Elde edilen grafikler ve hata analizini olusturan tablolar
verilmistir.

Altinci ve son boliim, elde edilen sonuglarm sunuldugu boliimdiir. Ekler kisminda ise
arastirilan problemin, Dirichlet ve Neumann sinir degerli {i¢ noktali Bitsadze-Samarskii tipi
istbelirli eliptik problemlerin yaklasik ¢oziimiiniin birinci ve ikinci mertebeden dogruluk

fark semalarinin sayisal ¢oziimlerinin MATLAB program kodlar1 verilmistir.



2. DIRICHLET KOSULLU BITSADZE-SAMARSKIiI TiPi USTBELIRLI
ELIPTiK DIFERENSIYEL PROBLEMIN iYi TANIMLILIGI

Oncelikle bu bdliimde kullanacagimiz bazi dnermeler verilecektir. Bu boliimde ve tez

boyunca zaman zaman farklilik gdsterebilen pozitif sabitler, M ile belirtilecektir. Ote

yandan M (5) sabitin, sadece & ya bagli oldugu gercegine odaklanilarak kullanilacaktur.

Onerme 2.1. M(B) e [1,+oo),a(B) € (0,+x) olmak tizere, asagidaki esitsizlikler saglanir
(Ashyralyev ve Sobolevskii, 2004):

lexp(~tB)||,,_,,, <M (B)exp(—a(B)t),
[tBexp(~tB)|.,_,, <M (B)exp(-a(B)t),(t >0),

H(I —exp(—ZTB))‘luHHH <M (B)(L—exp(-2Ta(B)t)). (2.1)
Onerme 2.2. Herbir 0<t<t+7<T ve 0<a <1 icin,

z_a

[exp(—18) ~exp(-(t+ B, <M (-

(2.2)

esitsizligi saglanir. Burada M sabiti, o, t ve 7 ’den bagimsizdir (Ashyralyev ve

Sobolevskii, 2004).

2.1. Diferensiyel Problemin iyi Tanimlihg

Keyfibir H Hilbert uzayinda, A 6z-eslenik pozitif tanimli operatorii verilmis olsun.

k; (i=1,..q) parametreleri,

k= iki <1 (2.3)



kosulunu saglayan bilinen negatif olmayan reel sayilardur.

A operatoriiniin pozitif tanimliligt 6 >0 ve | birim operatdr olmak iizere, A > dl
esitsizligi ile verilir.

Bitsadze-Samarskii tipi ters eliptik problemini ele alalim. Bu problem, bilinmeyen
peH ve veC*[0,TJH)NC(0, T D(A)) fonksiyonunu asagidaki diferensiyel

denklemden ve smir sartlarindan olusmaktadir:

_Vlt(t)+ AV(t) = g(t)+ p,o <t<T,
_ _N _ (2.4)
V(O) - ¢’V(T) - zkiv(&)+77!v(7/) - é,
i=1
Burada g(t) bilinen diizgiin bir fonksyon, ¢, 1, ¢ € D(A) ise H Hilbert uzaymin
bilinen elemanlaridir. Ayrica, k; (i :1,...,q) parametreleri verilen ve (2. 3) kosulunu
saglayan sayilardir. 4, 4,,..., 4, sayilariise, 4, <4, <...< 4, 6zelligindedir. Ustbelirli (2.4)

probleminin smir sartlarma baktigimizda Dirichlet tipi {stbelirli problem oldugu
goriilecektir.

Simdi, C(H) ve CZ“(H) Banach uzaylarindaki normu tammlayahm. [0,T]
arahginda tanimli degerleri H uzayinda olan diizgiin v(t) fonksiyonunun normlari

sirasiyla asagida tanimlanmaktadir:

ey = max |V,

+ sup (t+7) (T —t)|vt+7)-v(t)],,

0<t<t+z<T

”V”cgf“(H) - ”V”c(H)

Oncelikle, (2.4) problemini yardimci lokal olmayan bir probleme indirgeyelim. (2.4)

diferensiyel problemin birinci ve ikinci sartlarindav(t) yerine,
vit) =u(t)+ A'p (2.5)

yazarsak, u(t) fonsiyonu igin lokal olmayan bir siir deger problemi elde edilir. (2.5)’den,



Ap=v(y)-u(y) =< —u(y),
A™p =v(0)-u(0) = ¢—u(0),
¢ —u(y)=¢-u(0)

olduguna gore,
u@)-u(y)=¢-¢

yazilir. Ayrica,

Alp=v(T)-u()= Zkv(ﬂ)+77 u(T),

u(T)+A'p= Zk( (4)+Atp)+n,

q

oM = Shuth) [z jAlpm,

=1

Zk =k <lveA'p = ¢—-u(0),

u(T)=Zkiu(ﬂ.)+ (k—1)¢—u(0))+7
oldugundan,

U= ku(2) +(k=1u(0)= (k—Ly+7

i=1

elde edilir. Boylece, (2.5) formiiliini kulanarak,

—u, (t)+Au(t)=g(t),0<t<T,
u@-u(y)=¢-2.0<y<T,
u(m) = ku(4)+(k-1u(0)=(k-1)¢+7.

i=1

yardimci lokal olmayan sinir deger problemini ifade edebiliriz.

8
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Bilinmeyen p elemant ise,

p=Ag¢—Au(0) (2.7)

bagntisi ile bulunabilir.

Teorem 2.1.1.k, (i=1,..q) Kkatsayilarinin (2.3) kosulunu sagladigim ve ¢,¢,7 € D(A),
g(t) eC;”(H)(0< a <1) oldugunu varsayahm. Bu durumda, (2.4) iistbelirli problemin

(v(t), p) ¢ozimii i¢in asagidaki kararlilik kestirimleri gecerlidir:

ey <M @ +1 1+, +10lq, ) (28)

[apl,, <M @l +1¢T, +lrl, + ol ) (29)
1

Iol,, < Mw{nAq»MH +|acl, +|Ax, +mngncgfa(m] (2.10)

Burada M(5) sabitleri, verilen ¢,¢,n elemanlarindan ve g(t)’den bagimsizdir.

1
Ispat: A pozitif tammh ise B = A? operatdrii de pozitif tanimhdir. Verilen u,,u, € H

icin,

—u, (t)+Au(t) =g(t),0<t<T,
e () + Au() = 9(0) 10
u(0) = ug,u(T) =u,
direkt probleminin ¢6ziimii Ashyralyev ve Sobolevskii (2004) ¢alismasinda,
U(t) — (I _ e72TB )’1 I:(eftB _ e*(ZTft)B )J (O) + (e*(Tft)B _ e*(T+’[)B )J(T)]'i‘ G(t) (212)

formiilityle verilmistir. Burada;



G(t) = —(I _p 2™ )—1 (e—(T—t)B _p(T+0B )(2 B)—l]‘(e—(T—s)B _e (T8 )g (s)ds
0

L@ B)‘lj[(e‘t‘SB e 98 Jg(5)ds.

(2.12) formiiliinii

elemanlart igin bir denklem sistemi elde edilir. (2.12) formiiliinii (2.6) lokal olmayan

, (2.6) denklem sisteminde kullanarak, bilinmeyen u(0) ve u(T)

problemin sinir sartlarina uygulayarak,

u©)—(1-e®) e -e @2 () + (e TP —e T ()| = -1 -G(»)

elde edilir. Buradan,

1-e7)-fe =

oldugu goriiliir. Benzer sekilde,

u(m)—(1-e>®)"

3 R O AR T

+(k-1u(0) = (k-1+ £ - SkG(A)

olduguna gore,

{(I —e 7Yk -1)-

q
~(T-%)B
—Zki(e( % _¢g
i=1

bulunur. Boylece,

i=1

q
i=1

k. (e_liB _g AR )}U(O) + [(I —e‘ZTB)

—(T+Ai)B):|u(T) — (l _e_zTB{(k —1)¢+77_ik|6(2’| ):|

bilinmeyen u(0) ve u(T) elemanlar igin,

10
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Quu(0)+Qu(T) =G, (2.13)
Q,u(0) +Quu(T) =G, |

denklem sistemi elde edilir. Burada;

Q,= (| _p 7™ )_ (e—;/B _e@e ),

Q12 = _(e—(T—7)B _e—(T+7)B),

G, =(1-e"p-¢)+(e " —e“T”’B)(25)-1](e—<T—s>B e 98 )g(s)ds
0
_(I —eg2™® )(25)-1](9—7—58 _e—(y+s)B)g(S)dS’
0
Q, =(1—e 7Yk -1)- ik( LT “B)
Qe ( ‘ZTB) ik'( ~(-%)8 _ —(T+zi)8)

:( —2TBXk V7 - Zk {( ~(T-4)B _e—(T+Ai)Bk28)—l

% ]'(e—(T—s)B _ g (T+9)B )g (s)ds — (I _p 28 )(2 B) .T[(e‘/li B g iroB )g (s)ds}
0 0

seklindedir.

(2.13) denklem sisteminin ¢6ztimiiniin bulunabilmesi igin,

A =0Q,Qy —Q1,Qx

determinant operatoriinii inceleyelim. A operatort,

A:[(I—e—ZTB)_(e—yB_e—(zT—nB){( e ) Zq:k.( e —(T+/1i)3)}

11



+ [e—(T—y)B _e(T+nB {ikl (e‘}‘iB _e T )B) + (1_ k)(| _e 2B )i| (2.14)
i=1

olarak yazilabilir. Yardimci lokal olmayan (2.6) sinir deger probleminin karakteristik
fonksiyonu diye adlandirilan

D(z) = [(1_ a2 )_ (e—yz e @) ){(1_ a-2T )_ Zki (e—(T—Ai 2 _ (T2 )}

q
i=1

+ [e‘(T‘”B —g (T+8B {Zq:ki (R L W (- k)(l— g 28 )}

i=1
fonksiyonunu ele alalim.

2Tz e e Tz
l-e =2e T =2e '*sinh Tz,

e(Tfi/)Z o ef(T*’}/)Z
2

2o
o112 _q=(T41)7 = 9oz € _ze

e—yz _e—(ZT—y)z — Ze—Tz

=2e "sinh(T —y)z,

=2e " sinh z

ifadelerini kullanarak, ®(z)’yi yeniden

i=1

q
®(z) = 4e " (sinh Tz —sinh (T —y)z)(sinh Tz - k;sinh A,z} +4e7*" sinh 1z
q
x [Zki sinh(T — 4)z + (1-k)sinh TZJ
i=1

q
= 4e‘2TZ{[sinh Tz —sinh(T —;/)z{sinh Tz+ ) k;sinh /l,z} +sinh yz

i=1

i=1

q
X[Zki sinh(T - 4)z+(1- k)sinhTzJ} (2.15)
bi¢iminde yazabiliriz. (2.3) sartindan

12



q
sinhTz—> k;sinh 4,z >0,vz >0 (2.16)

i=1
ve
sinh Tz —sinh(T —»)z>0,vz>0 (2.17)

bulunur. Ayrica pozitif yari-ekseni iizerinde (2.15) formundaki © fonksiyonunun kesin

pozitif oldugu goriiliir. Ote yandan,

lim®(z)=1

Z—>0

olur. Dolaysiyla, 6z-eslenik operatorler igin, operator islemlerini kulanarak A operat6riiniin

sinirli bir A™ tersinin var oldugu ve asagidaki esitsizligi sagladigi goriiliir:

< sup ——~<M(5) (2.18)

Sonugta, (2.13) denklem sisteminin tek ¢oziimii vardir ve

u(0) = A (QZZGl —-Q,G, )1
u (T) = A_l(QnGz - Q21Gl) (2-19)

seklinde yazilabilir. Boylece, lokal olmayan (2.6) probleminin ¢oziimii

= e a1 em) Sl o)

i=1

x [¢—§+(I —e7™® )71(e*(T’”B —e’(T”’B)(ZB)’1
T

-
><J.(e—(T—S)B —(T+S)B)g(s)ds lJ.( -|7-s|B _e—(7+S)B)g(S)dS:|
0

o

13



+[e—(T—y)B —(T+;/)B:[(k 1)¢+77 (ZB) Zk {( —2TB) (e (T-4)B _ef(T+/Ii)B)

X]‘ (T-s)B (T+s)B g(s)ds J'( J%-s[B —e_ui+s)8jg(s)ds}:|}
(

0

4o T8 _g(T+ t)B)A {[( —2TB) ( _e (2T—y)B)]

X k 1)¢+77 (2B)" zk {(| e—ZTB (T 4)B e—(T+/1i)B)

% ]'(e—(T-s)B _ g (T+9)B )g (s)ds — ]‘(eﬂi B _ g Vits)B )g (S)dSH}

0 0

. {(I _p 28 Xk _1)_ Zq:ki (e—/liB . e—(ZT—/li)B )} [¢ yan (I _ 2™ )’1(6—(T—7)B _ e—(T+;/)B)

—

x [(e 9 —e 9% Jg(s)ds - 1]( " 4 _e_(”S)B)g(S)dS}

0 0

T

—(I _e-zTB)—l(e—(T—t)B _e—(T+t)BXZB 1J‘ ~T-9)B _q (T+s)B g(s)ds

o

+ (ZB)lj‘(e‘t‘SB - e‘(“s’B)g(s)ds

0

= 3,035 +3,)+ 1,0 + 35)+ 3, 1) (2.20)
seklindedir. Burada,

J (t) ( B —(2T—t)B)A—l’

Jz(t) - (e—(T—t)B . e—(T+t)B)A—1,

J, = {( —2TB) ik.( ~(T-%4)B —(M)B }[qﬁ §+ _zTB)—l (e—(T—nB_e—(w)B)

i=1

T T

ZB)’lj(e‘(T_S)B _e—(T+s)B (S)dS 1J‘( ~lr-slB _ —(7+s)B)g(S)dS:|

o
o

14



g
J = —(T-7)B _ A—(T+7)B k—1 _ k{1 — —2mB ! *(T*)ﬁ)B_ —-(T+%)B
e [ ot 3 (B MRS
% (ZB)—lj‘(e—(T—s)B _ e (T+9)B )g (s)ds — (28)1](6‘458 3 e_u‘+s)8)g(s)dsH,
0 0
Jg = [(I _e—ZTB) (e—yB o-(ar- }/)B):‘: k 1)¢+77 Zk {(I —2TB UL e—(T+/1i)B)
% (ZB)—l]'(e—(T—s)B _e—(T+s)B)g(s)ds_(ZB)_l ]‘(eﬂiss —e_uiJrS)ng(S)dSH,
0 0
g
Jo =1 -k -1)- Dk e @ “B} _r a1 —e2BYt (o T8 _g (T8
6{<ex Sk e g sli-e ) R )

; T
1J. e _(T+S)B g(s)ds ZB 1J‘( —r-s[B e_(“s)B)g(S)dS}

0

o

_|

J (t)——( —2TB) (—(T—I)B_e—(TH)BXZB 1J‘ (T-s)B —(T+s)B (s)ds

o

28)1].<e‘t‘SB —g (B )g (s)ds.

o

Dolayisiyla (2.6) probleminin (2.20) ile tanimlanan bir tek u(t) ¢oziimii vardir.
k=1,...,7 iginayriayr ||Jk||H kestirimlerini olusturalim. Ilk ||Jl(t)||H ve ||\]2(t)||H igin,

Cauchy-Schwarz ve tiggen esitsizliklerini, ayrica (2.1) ve (2.18) kestirimlerini kullanarak,

<M(5) wve

—-(2T-t)B H

+le |
H—-H H—H

9.0, < (e, ...

.0l <l ol <M

kestirimleri elde edilir. |[J;],, ve |J,], icin, Cauchy-Schwarz ve iiggen esitsizliklerini,

ayrica (2.1) kestirimlerini kullanarak,

5|1 Sl v

)

o WK

He—(T—y)B _ e—(w)BH

HoH H—-H H HH_>H ||g||C(H)

15



T
XJ‘He—(T—s)B _e—(T+s)B
0

LR CON W

.
x'([ . ds}

M@, +1l, 1l

e7‘775‘B + e_(7+5)B

ve

” J4||H < Me*‘T’”B H n He’””)B

I (="

H->H

N ik' {J(l e )—1 o T-A)8 _ (T8
= HoH HoH
.
-1 —(T-s)B —(T+s)B
X a—
H(ZB) HH»H ”g”C(H).([He p H—-H s

ef\/lifS\B y e—(ﬁi+s)B

o

T
sy, ol

M@, +ll, +10lq

kestirimleri ifade edilir. Benzer sekilde, |J;||,, ve |Jg||, igin, Cauchy-Schwarz ve iiggen

esitsizliklerini, ayrica (2.1) kestirimlerini kullanarak,

el <lr=e ], +le L+l 7 Je-2h,

hal, + 3k -e )
i=1

e—(T—Ai)B _e—(T+Ai)B

H—->H H->H

ds

H—H

o

}
<|@8)7, ol e~
0

o e o lee

T
)], ol ]

<M.+l +1ol )

16



ve

-1B —(2T-2)B
SR

q
”%misbk—ﬂ“—e*mMﬁH+§ﬂg

i=1

[,

H—H

+el, +0-e =)

He‘(T‘”B _e (T8 H
H—H

ds

H—H

ds}
H—H

.
<|@B)7, ol e e
0

ef‘yfs‘B + e_(7+5)B

T
fe8)’],., ol

M@, +11, 1l

kestirimleri elde edilir. Son olarak, |J,|,, isin, Cauchy-Schwarz ve iiggen esitsizliklerini,

ayrica (2.1) ve (2.2) esitsizliklerini kullanarak,

19 (t)”H < H(| _g 2™ )—1

-(T- - -1
y fere e (TH)BHHw H(zB) HH% |9l

T
XJ‘He—(T—s)B _e—(T+s)B
0

LR CON W

e—\t—S\B _ g (t+s)B ds

H—H

T
<
0

<M EQ&)T(”g(t)”H =M (5)||g||C(H)

kestirimleri yazilir.

k=1,..,7 iginayriayri |J, ], kestirimleri birlestirilerek,
Jucol, <M @\l +lel, +l, +lole,]
kararhilik kestirimine sahip olunur. Boylelikle, lokal olmayan (2.6) probleminin ¢6ziimii igin
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[ulleqy <Ml +¢T,, +lorl,, +lolq ] (2.21)
kestirimleri elde edilir. Simdi,
A'p=¢-u(0)

yardimiyla, (2.7) ve (2.19) formiillerini kullanilarak,

el f-em) x|

x [¢— c+(1—e?®) (2B e T8 —e T08)

y J.(e—(T—s)B _g(T+o)B )g (s)ds — ]‘(e—y—sB _g(ro)B )g (s)dsH

0 0

+ [e—(T—y)B _ e—(T+7)B ]|:(k _1)¢ +n— iki {(I - e—ZTB )—1
i=1

X (28)‘1[(e(Tﬂi)B —g (TP )].(e‘(T‘S)B —e 9% g (s)ds

- TI(eZ‘SB _g iR )g (s)dsﬂ}

yazilir. Oz-eslenik operatdrler igin operatdr islemlerini, (2.1) Kkestirimlerini, Cauchy-

Schwarz ve {liggen esitsizliklerini uygulayarak,

[ap], <l + a7, -e =l -e ]
+ Zk

N

H—->H

o Jl 1,

He—(T—y)B _ g (T+B

~(T-%)B —(T+ﬂ,i)B

H—H H—H H—H

T
><”g”C(H)J‘He-(T—s)B _e—(T+s)B
0

LR CON

18



67‘775‘8 + e_(7+S)B

T
x'(ﬂ . ds}
_,_Hef(T—y)B _ef(T+y)BHH%H [(k _1)|¢”H +||77”H +H(2 B)le

Skfi-e )

i=1

H->H

e—(T—li)B _e—(T+Ai)B

HoH H—>H||g||C(H)

—(ﬂ.i +s)B

T
><J‘He—(T—s)B _e—(T+s)B
0

)

T
7\/1.73\5
5ol [l e

<M@)gl, +l¢1, + 1l + 8l
elde edilir. Boylece,
|ael, =M@\l + el Il + ol

seklinde (2.9) kararlilik kestirimi ifade edilmis olur. (2.7) ve (2.19) formiillerini, (2.1) ve

(2.2) esitsizliklerini kullanarak,

1
Il <M (6) i, + 18l 1Al ol |

kestirimi elde edilir. Son olarak, (2.9) kestirimi ile (2.21) esitsizligi (2.5) formiiliine

uygulandiginda,
My <MWl +1<1, -+l + 1ol
(2.8) kararlilik kestirimi elde edilir. Sonug olarak Teorem 2.1.1 ispatlanmis olmaktadir.

Teorem 2.1.2. k; katsayilarmm (2.3) sartin1 sagladiginive ¢,¢,7 € D(A), g(t) € C;z“(H)
(0<a<1) oldugunu varsayalim. Bu durumda, (2.4) probleminin (v(t),p) ¢6ziimii

asagidaki koersif esitsizligini saglar:
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1
@) +||AV||c8‘_|la(H) +|| p”H <M (5{m”g”cgfam) +||A¢||H

+|Acl,, +[Anl, | (2.22)

Burada M (5) sabiti, ¢,¢,7 ve g(t) den bagimsizdir.

Ispat: Lokal olmayan (2.6) problemine (2.20) ¢oziimiinii uygulayarak,

Au(t) = (e—tB _ (T8 )A—l{|:( —2TB) Zq:ku( TR _ (T4 )B):|[A¢ AC

i=1

o ; B{(I —2TB) (e—(T—;/)B _e (T8 )](e—(T—s)B _g (T8 )g (s)ds

0

- ](e‘“s —e ey (s)dsH +[e T —e TR [(k~1)Ag+ Ap

0

4 sz {( —2TB) ( ~(T-%4)B ef(TMi)B )](e—(T—s)B _g (T8 )g (s)ds

- Keﬂiss —e T )9 (S)dSH} " (e_(T_t)B —e e )A_l
X {[(I g8 )— (e’yB —g T8 )[(k ~1)Ag+An —% B

% zk {( —2TB) ( ~(T-4)B ef(TMi)B ).T[(e—(T—s)B _e (T8 )g (s)ds

0

- (eii P _gtioe )g (s)dsH + {(I —e 7Yk -1)- Zq:kie_liB

O ey —

' ikie*”‘“ﬂ{Am AL +% B(1 —e 2 ' (e T ° _e e
i=1

T Y -1
><J‘(e*(Tfs)B —e(T*S)B)g(s)ds—EBJ.(e |7-s|B _e(7+s)B)g(S)dS:|}_(| _eszB)
0

0
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_% B(e—(T—t)B _e (T8 )]‘(e—(T—s)B _e (T8 )g (s)ds

0

+% B]'(e‘t‘SB —g (B )g (s)ds (2.23)

0

yazilir. Elde ettigimiz (2.23) esitligine Onerme 2.1 ve Onerme 2.2 ifadelerini ve (2.18)

kestirimini uyguladigimizda,
1
gy <M A, #1821, 4180, ol | 224
kestirimi elde edilir. (2.24) ve (2.10) esitsizliklerini (2.5) formiiliine uygulayarak,
1
g <M O e 8, 1A Tl 225

esitsizligine sahip olunur. Boylece, elde edilen son esitsizlikten ve (2.4) problemine ti¢gen

esitsizligi uygulanarak,

v

1
s <MY A, A 10, el | (2.26)

elde edilir. Boylece (2.25), (2.26) ve (2.10) esitsizliklerinden (2.22) kestirimi elde edilir. Bu

da Teorem 2.1.2’nin ispatini tamamlar.

2.2. Soyut Problemin Uygulamalar
Bu boliimde, once elde edilen soyut sonuglar, ¢ok boyutlu kismi diferensiyel
denklemler igin Bitsadze-Samarskii tipi istbelirli Dirichlet ve Neumann sinir deger

problemlerine uygulanacaktir. n-boyutlu R, Oklid uzayinda smir1 S =0Q olmak iizere,
Q=(0,1)" bir agk kip olsun. €  kiimesinin kapanigi Q=QuUS ’dr.

a, (x),6(x),n(x),£(x) (xe Q)ve g(t,x) (te(0,T),xeQ) bilinen diizgiin fonksiyonlar,
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0<A4 <1, 0<y<T, k,kK,,...,k, Dbilinen katsayilar, ayrica a,(x)>a>0 (xeQ)

q
oldugunu kabul edelim.

H= L2(§_2) Hilbert uzay, Q kiimesinde tanimlanan tiim karesi integrallenebilen

fonksiyonlardan olusur ve her ueL,(Q) igin norm,

12
ol = -, o,

seklinde tanimlanir. W22(§_2) Hilbert uzay: ise Q kiimesinde ikinci mertebeden kismi

tiirevleri mevcut ve karesi integrallenebilen fonksiyonlardan olusur ve her ueW?(Q) igin

norm,

||u||W22@ = {J' .. I(|u(x)|2 + Zn:zn: Uy, (x)rjdxl__dxn}

i=1 j=1

bi¢iminde tanimlanir.
Ca(L(Q)) (0<a<l) Banach uzayi, [0,T] iizerinde tanimh ve L,(Q) degerli tiim

diizgiin v fonksiyonlardan olusur, normu ise,

b osup (b4 ) e (T -t ot ) v

0<t<t+z<T

”V”cgf“ (L, (Q) = ”V”c(L2 Q) L (Q)

seklinde tanimlanr.

Ik once, [O,T]xQ bolgesinde, asagidaki ¢ok boyutlu eliptik kismi diferensiyel

denklem i¢in Bitsadze-Samarskii tipi listbelirli ve Dirichlet sinir deger problemini ele alalim.
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U (6X) = @, 0V, ), +oV() = 9L+ (),
X= (xl,...xnr)_le Q0<t<T,
V(0,X) = $00. V(T )~ Ykv(4, ) = (), x 2

v(y,x)=§(x),XG5,0<y<T,
v(t,x) =0,x € S.

(2.27)

(2.27) problemindeki ki, k,,...,k, katsayilarinm (2.3) sartim sagladigini varsayalim. o >0

olmak tizere, (2.27) probleminin diferensiyel operatori,
AV == (@ (), )y +ov(X) (2.28)
=1

seklindedir. Tanim bdlgesi,
D(A") = {(x) € L, (Q),v(x) = 0, x € S

olan L, (Q) uzayindan L, (Q) uzayma bir operator olmak iizere (2.28) ile tanimlanan A*

operatorii 6z-eslenik pozitif tanimlidir. Bu nedenle, (2.27) ters problemi H =1L, (Q) Hilbert

uzayinda, (2.4) soyut smir deger problemine doniistiiriilebilir. Dolaysiyla, (2.4) soyut sinir
deger problemi i¢in verilen Teorem 2.1.1 ve 2.1.2 uygulanarak, Dirichlet sinir kosullu (2.27)
tstbelirli eliptik probleminin ¢oziimiiniin kararliligiyla ilgili asagidaki sonuglar ifade

edilebilir.

Teorem2.2.1 k, (i=1,...q) katsayilarmin (2.3) kosulunu sagladiginive ¢,<, 7 € D(A*) ve

geCi”(L, (Q)(0<a<1) oldugunu varsayalim. Bu durumda, (2.27) iistbelirli problemin

(v, p) ¢Oziimii igin asagidaki kararlilik kestirimleri gegerlidir:

M < MO I, + 1L o+l  + 10l | (229
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o],y <M+l Pl 19l ) 230

1
” p”l_z(ﬁ) <M (5{”A¢”L2 ) +||A§||L2@ +||A77||L2 ®) +m”g”cgf0‘a2(g))} (2.31)

Burada M (5) sabitleri, verilen ¢,¢,7 elemanlarindan ve g(t) ’den bagimsizdar.

Teorem 2.2.2. k, (i=1,...q) katsayilar1 (2.3) sartim saglasin ve ¢,{,n7 e D(A") ve
geCS‘T"’(LZ((_l)) (0<a<1) verilsin. Oyleyse (2.27) iistbelirli probleminin (v, p)

¢coziimii asagidaki koersif esitsizligini saglar:

1
<M (5){—(1_(1)& [9lcse oy 1Az +IAS iz ey +IATN (Q)}. (2.32)

e o M
&% (L, (@)

CH% (WE () + ” p”l_2 ©@

Burada M (5) sabiti, ¢,¢,n ve g ’den bagimsizdur.
Ikinci olarak, [O,T]xQ bolgesinde asagidaki ¢ok boyutlu eliptik diferensiyel

denklem i¢in Bitsadze-Samarskii tipi tstbelirli ve Neumann smir deger problemini ele

alalim.

=V (t, %) - Z(a (X)v,, ), +ov(t,x) = g(t,x) + p(x),
X = (Xyse- x)eQ0<t<T

v(0,X) = ¢(X),v(T,X) — Zkiv(ﬂ,i X) =n(X),x e Q, (2.33)
v(7,X) = £(X),x € Q,0 <|_7/ <T,
MLX) gy eso<t<T,

an

(2.33) problemindeki ki, kK,,....k, katsayilar1 (2.3) sartim saglasin. o >0 olmak iizere,

(2.33) probleminin diferensiyel operatorii, (2.28) seklinde tanimlanir. Tanim bolgesi,
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D(A¥) = {v(x) eL,(Q),S Uzerinde% = o}
n

olan L, ((_2) uzayindan L, (§_2) uzayna bir operator olmak tizere (2.28) ile tammlanan A*

operatdriiniin 6z-eslenik pozitif tamimli oldugu agiktir. Béylece, (2.33) problemi H = L,(Q)

Hilbert uzayinda (2.4) soyut sinir deger problemine doniistiiriilebilir. Dolaysiyla, (2.4) soyut
sinir deger problemi i¢in verilen Teorem 2.1.1 ve 2.1.2 uygulanarak, Neumann sinir kosullu
(2.33) tstbelirli eliptik probleminin ¢oziimiiniin kararliligiyla ilgili asagidaki sonuglara

ulasilir:

Teorem 2.2.3.k, (i =1,..q) katsayilarinin (2.3) kosulunu sagladigini, ¢,<,7 € D(A*) ve

geC&(L,(Q))(O0<a<1) oldugunu varsayalim. O halde, (2.33) iistbelirli problemin

(v, p) ¢Oziimii i¢in (2.29), (2.30) ve (2.31) kararlilik kestirimleri gegerlidir.

Teorem 2.2.4. k, (i=1,.q) katsayilari (2.3) sartimm saglasin ve ¢,¢,7 € D(AY),

geC&*(L,(Q) (0<a<1) olsun. Bu durumda, (2.33) iistbelirli probleminin (v, p)

¢coziimii (2.32) koersif esitsizligini saglar.
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3. SOYUT PROBLEM ICiN FARK SEMALARI

Bu boliimde (2.4) probleminin yaklasik ¢6ziimiinii bulmak i¢in birinci ve ikinci
mertebeden dogruluk fark semalari kurulmustur.

Eger bir A operatoriic H Hilbert uzayinda sinirh ve 6z-eslenik pozitif taniml: ise,
her bir >0 igin B :%(TA+\/4A+T2A2) ve R =(| +z‘B)71 operatorleri de sinirh ve

0z-eslenik pozitif tanimh operatorlerdir (Krein, 1966).

Simdi ileride kulanacagimiz énermeleri verelim. Oncelikle, [-] en biiyiik tam say1

fonksiyonunun notasyonu olmak fizere,

S:{Z}’Ii :[i}’ﬂo :Z_Sveﬂi :£_|i,i =1...9
T T

notasyonlarini kabul edelim.

Onerme 3.1. Asagidaki kestirimler saglanir (Ashyralyev ve Sobolevskii, 2004):

R’ <M{1+5%c)',5>0,
R, ..

HBR‘H < Mu =1,2,..N,

f-sy

<M(5) (3.1)

H—H

Onerme 3.2. 1< <N -1, 1<s<N -1 olmak iizere,

A, = [l _RMN_RS 4 RZNS:{l _RN _iki(RN_li _RM* )}_[RNS _ RN+S]
i=1

{Zq:ki(R'i —R* )}



olsun. O halde A, operatoriiniin A;" tersi vardir ve
8], <M e

kestirimi gecerlidir.

Ispat: Tk dnce A, operatdriiniin,

A= (1 -R™ I - RS)(I —iZ::kiRN_'i ](I —Z:l:kiR”‘(s"i’j

oldugunu gdsterelim. Operatril,

A =[I-RM R+ RZN-SP A —gql:ki(RN_'i —R" )}[RN-S _RV]
{gki(R'i ~R* )}
=YW, — Vs

seklinde yazalim. Simdi A, operatorii garpanlarma ayrilacaktir. Oncelikle , operatdriinii

carpanlarina ayirahm. Yani,
;= 1 —R™ —R*+R™* = | —R*+ RV (1 =R*)= (1 =R* 1 + R*""*)
Oztiirk (2013) tarafindan y, operatdriiniin tersinin varlig1r ve onun igin kestirimi

q q
gosterilmistir. Ayrica, w, ic¢in, (2.3) sartindan Zki =1 oldugundan R*" = ZkiRZN
i=1

i=1

seklinde yazilabilir. Boylece,

w,= {I —RN —zq:ki (R”"i R )} = | —ikiRN_'i +Zq:kiRN+li —Zq:kiRZN
i=1 i=1 i=1 i=1
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elde edilir. y, operatéri igin ise,

i=1 i=1

= é“kiRN_S”i (1-r*)1+ RS{I —iZ::kiRN_'i J@ +§kiRN_Iij

bulunur. A, igin,

A= (=R Y1+ RZNS{l _é:kiRN-'i J(| +izj1:kiRN+lij

elde edilir. Ortak garpanlar parantez digina alinarak A, igin,

<{sz{<{sz

i=1

~ Vs

bulunur. Benzer sekilde, . igin,

W, = (I + RZNS{l +ikiRN+liJ—ikiRN_s+'i (I + Rs{l +ikiRN"iJ
i=1 i=1

i=1

=1 +Zq:kiRN+'i + RN +ikiR3“‘“'i —ikﬁ“‘“'i —R2N —Zq:kiRN”i —R™

i=1 i=1 i=1 i=1
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= 1R SKR™ME DS KR = 1R SRR (1 -RY)
i i i=1

=(1-R>" (ll— Sk RNS*"jl

i=1

elde edilir. Son olarak, A, i¢in,

A= (=R —RZN{I —:XlkiRN"i J@ _gkiRN—wij

bulunur.

A, operatorunin,

A= (=R (1 —Rs)l(l —Zq:kiR“"i j [I —qukiRN‘“"i)j_

=LL,LL,

tersinin var olmasi igin,

S (Ll

(| —izl:kiRN'i j_l

(ULl

H*)H‘

H—->H

H I—Zk R ‘S')

H->H

sinirh oldugunu gostermek yeterlidir. Onerme 3.1°deki kestirimlerden,
Ll M@, ., M)

oldugu gorilir. L; igin,
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< sup

O<A<o

q | 1
N-—I.
. H{n -SuR"|

H—H 1_

(1+x)" > 1+ nx seklindeki Bernulli esitsizligi kullanarak,

Ll s = sup 1
J<A<o 1_

yazilir. L, i¢in Bernulli esitsizligi kullanilirsa,

-1
9
||L4||H—)H = H(I _ZkiRN(SIi)J S Sup 11
i=1 O<A<0
HoH 1- ) ; NG
Zki[l++ i+t A ]
i=1
1 1 1+ 6"
||L4||H~>H < 53;1500 1 1 < 1 1 = 51/2
- - 1
q 2 4 72 =
ZK.[1+(N—(S+|.){M+,/‘rzﬂ+”D 1+467
o 2 4
<M(5)
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elde edilir. Boylece, A" sinirh oldugu, yani,
|82, <M ()

esitsizliginin saglandig goriiliir ki, bu da ispat1 tamamlar.

Onerme 3.3. 1<I; <N -11<s<N -1 olmak iizere,

= (| _R2M X| —RS{| _ikiRN_li J(I _ikiRN_IOHij'i‘(l e ){ﬂo
X [(RS B RZN—s)_ (Rs+l - R2N—s—1)]+:zlkilui [RN—Ii _RM gt

+R

N+Ii+1:|+ Lo Zkl (,UI _1>(RN7(S—Ii -1 RN+(5—Ii)+l)+ (,UO _1)
i=1

xiilki,ui (RN—(S—Ii—l) N+(s-l; —1)) ozk ( N=(s—1) N+(s—li))
i=1

i=1
operatdriiniin A" tersi vardir ve
-1 <
[42],, M)

kestirimi gegerlidir. Burada M , 7 ’den bagimsizdur.

Ispat: K operatori,

K= —(| _R2N >{ﬂ0 [(RS _ R?_N—s)_ (Rs+l _ RZN_S_l)]+ i:ilki/“i (RN—li _RM )
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- zq:kiﬂi (RNilrl - R'\Mﬁl)‘F Ho Zq:ki (,U
i=1 i=1

q

—1)(R Nt _ pN+(s )+1)

+(,U0 _1)zki/ui (RN*(Sflifl) N-+(s—I; 1)) ozk ( N=(s—1,) N*“"i))

i=1

20,3y (R RV ) Sy R RN )}

i=1 i=1

olmak iizere,

A} —Al = AJACK

yazilabilir. (3.1) kestirimlerini kullanarak,

Kl <1 =R, ullRe -R
e[ JR R

q

el 13 | R
1<i<q i=1
q

o~ max a2k |R
<i< i=1

+|ﬂo|zk|: N (1) N+(s—|i)
d N—(s-1.)
-2 [y R - R
<i< Py
N max|,U.|Zk [ RN _ gN+-t)
1<i<q i=1

<M,z

18 RS+1 _ R2N—s—1

H—>H

+R " =R

N—(s—li)—l N-¢—(s—|i )+1

N=(s-h-1)

H—)H:|

N+(s—|i)

N+(s—|i—l)

H~>HJ

H—>H:|

N-I. -1 N+Ii+1

HaH:l
HaHjl

H—)H:|

N

elde edilir. Burada M.,z *den bagimsizdir. Ayrica A;'operatoriiniin
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-1 -1

AL = (=R - RS){I —Zq:kiRN_'ij [I —Zq:kiRN‘“"i))

oldugu agiktir. Uggen esitsizliginden, (3.4) formiiliinden ve (3.2) ile (3.5) kestirimlerini

kullanarak yeterince kiigiik pozitif 7 igin,

-1 -1 -1 -1
e P v P T W s W
H 2llHH TlHSH G| [FINTY | YN H—H

<M +HA’21HHHH MM ¢ (3.6)

elde edilir. Buradan da (3.3) kestirimi elde edilir ki, bu da ispat1 tamamlar.

3.1. Birinci Mertebeden Dogruluk Fark Semasi

v(y) ve v(4) icin asagidaki birinci mertebeden yaklasim formiillerini

v(y) = V([Z}T] +0(r) =v +0(zr), V(1) = v([i}% +0(zr) =v, +0(7)
T

T

uygulayarak ve
k=Yk =1 (3.7)

oldugunu kullanarak, stbelirli (2.4) ters probleminin birinci mertebeden dogruluk fark

semasi

_T_Z(Vk+l -2V, +Vk—1)+ Av, =6, +p, 6, =9g(t),
t, =kz,1<k<N-1,Nz =T, (3.8)

q
Vo =P,V =&,V = Zkivli +17,
=

seklinde olusturulur. Burada, [] en biiyiik tam say1 fonksiyonunun notasyonu olmak
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lizere, S = [Z} I = {i} seklindedir.
T

(3.8) birinci mertebeden dogruluk fark semasint g6z Oniine alarak, bu fark

probleminin v, ¢oziimii igin,
v, =u, +A'p (3.9)

formiiliinii ve (3.7) ifadesini kullanarak u, igin,

—772(U,, —2u, +U, )+ Au, =6, 1<k <N -1,

Up—Us =92, (3.10)
q

Uy _Zkiuli =n
i=1

seklinde yardimci lokal olmayan fark problemi elde edilir.

Yardimci lokal olmayan fark problemi ¢oziildiikten sonra p eleman;,
p=A¢-Au, (3.11)
formiilii ile bulunabilir.

Teorem 3.1.1. k; (i=1,..q) katsayilarimin (2.3) kosulunu sagladigini ve ¢,¢,n € D(A),
B eC&*(H)O0<a<1) oldugunu varsayalim. O halde, (3.8) fark probleminin

({Vk }:(\‘:_11, p) ¢ozimii igin asagidaki kararlilik kestirimleri saglanir:

C(H)

ok, <MYl +el +ll, + ol | (12)

ool <MY i, +lel, +ll, +[f .., ] (213)
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Il =M@ Iadl, +act, sl + g0 e | (14

Burada M (5) sabitleri, verilen «,4,¢,7 elemanlarmdan ve {6, ], *den bagimsizdir.
fspat.‘

{_ Uy — 20, +U )+ Al =6, 1<k <N -1, (3.15)

u, veu, verilmistir
direkt probleminin ¢6ziimii Ashyralyev ve Sobolevskii’nin (2004) ¢alismasinda,

u, = (l _R2N )—1[(Rk _RZN—k)JO +(RN—k _RN+k)‘JN _(RN—k _RN+kXI +’[B)

=1

N-1
x(21+B)'B*Y (R - RN”)ejr}(l +B)21 +B)'B™

XE(R‘H _Rk+j)917
j=1

formiiliiyle ifade edilmistir. Burada, A operatori H Hilbert uzayinda simrh ve
. - 1 .
oz-eslenik pozitif tamimli olmak i{izere B:E(rA+\/4A+r2A2) ve R=(I1+B)"

operatorleri de sinirh ve oz-eslenik pozitif taniml operatorlerdir (Krein, 1966).

P=(1+B)2l+ Z‘B)_l B™ notasyonunu kullanarak bu formiilii yeniden,

u, = (I _R2N )’1[(Rk _ RNk )Jo +(RN—k . RN+k)JN _(RN—k _ RN )P

xf(RN_j — RN+ )er}+ P%(R‘k_j‘ —R¥ )9j2',
j=1 j=1
k=1,.,N-1 (3.16)

seklinde yazabiliriz. (3.10) fark probleminin sinir sartlarina (3.16) formiilii uygulanarak,
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= (1R R R (R R (R R )P
S e et

j=1
elde edilir. Buradan,
(I _ R2N _ RS + R2N75>J0 _(RNfs _ RN+S)JN — Fl

bulunur. Burada,

F=0-R")gp-2)+(R" - RN+S)P§(RN‘1 —RY)o.r—(1-R™)P

=1

XE(R‘H‘ - Rs”)@jr.

=

Benzer sekilde,

uy, ( RZN)l{ikl( 2N —; )Jo"‘gki(RN I RN+I|) u,
B

i=1 j=1

N-1

q : .
+ PZZki(R"J - R'i”jejrm
i=1

i=1 j=1

oldugundan,

_zki(Rli _R2M )Jo +(| _R2N _iki(RN i _ RN )J F,

i=1

bulunur. Burada,
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F=(1-R" )+ Zk{( i RN+I‘)P§(RNj—RN”)er—(I—RZN)P
Z(R' B R'*‘j jr}

Bdylece, bilinmeyen u, ve u, elemanlari icin,

a, =|I _R™N _R® +R2N—s’a12 =_(RN75 _RN+5)’

d q

a, = _zki (Rli _ R )azz — | R _Zki(RNili B RN+Ii)
: i=1

olmak tlizere,

{anu o +aply = F, (3.17)

a21uO + aZZUN - FZ
denklem sistemi yazilir. (3.17) denklem sisteminin ¢oziimiiniin bulunabilmesi igin,
A; = a8, —a,8y

operatoriiniin tersinin var olmast ve sirh olmas: yeterlidir. Onerme 3.2°den A,

operatoriiniin

AL = (=R (1 - Rs)l(l —Zq:kiRN"i j (I —Zq:kiR“‘“"i’]_

tersinin varligini ve sinirh oldugunu biliyoruz. Dolaysiyla, (3.17) denklem sisteminin

¢Oziimii vardir ve tektir. Bu durumda,

Uy = Ail(azz Fl —a, Fz )’
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= Ail(au':z - a21F1)

seklinde yazilir. Sonugcta,

Uy _A—l( _RN _ Zk (RN RN ,)JKI _R2N X¢_§)+(RN—S_RN+S)
x F>N_21(RN-j —R" (1 - RZN)PNzl(RS‘j —R*"] )ejr}

=

+A11<RN75 _RN+sI(| _RzN)]7
+iki{(RN_li _RM )Pi(RNJ _RN+j)9jT_(I _R?M)p h_lzl(R" i R'.Hj H (3.18)

=
ve

uy = A1 -R™ —R° + RZNS{(I — R }7+Zq:ki {(R”"i —RM™ )P
i=1

N -

x Y (RY =R ),z — (1 —R?" )PE(R'” - R"”jﬁer

LN

i=1

+A;liki RY —R™ (1 =R Xp—¢)+ (R™ ~R™*)P

N -

xS (RN —R"T)9. 7 — (1 -R*" )Pf(R‘*” ~R°"! )ejr} (3.19)
j=1

=1

LN

bulunur. Bu nedenle (3.10) fark problemi (3.16), (3.18) ve (3.19) formiilleriyle tanimlanan
tek bir {u, f;_, ¢oziimiine sahiptir.
(3.15) direkt probleminin ¢6ziimii i¢in Ashyralyev ve Sobolevskii’nin (2004)

calismasinda,

k., =M hsl, +IRwl, +Rwl, | (3.20)
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kestirimi gecerli oldugu gosterilmistir.

Oncelikle, iiggen, Cauchy-Schwarz esitsizliklerini ve (3.1) kestirimlerini kullanarak,

”Fl”C(H) < HI -R™ H x (“¢||H +||§||H )+HRN75 —R™*

H-H ||P||H4)H

N-1 2N
O3+l =R

H—->H

X max ”RN*" —RM
1<j<N-1

H—H H—H

R\S—i\ _RS*I

<[P, max,

N-1
H—H H{gk }k:l HC(H)

<M @, +Il. +|o 0], )

ve

N+l

2N S NS
Fllogy <1182 b+ 356 R R

[P
HoH ' THoH

N—i N+j N-1 2N

X1£?sa}u)g1“R 'R H%HH{Q"}deC(H)_HI_R H"HH
=il ol H N—lH

[Pl max R T=RYY {60

=M@l + e =],

esitsizlikleri yazilabilir. Uggen ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerini (3.18) ve (3.19)

formiilerine uygulayarak, ayrica (3.1) ve (3.2) kestirimlerini kullanarak,

H»H:|

o Flee,

N+Ii+l

RN—Ii+1 _ R

q
=B,

N-+s+1

x |||:1||C(H) + HAfHHaH (”RNiﬁl

+HR

H—->H

<M (@) lol, +lel, +ll, +Jors],. ., |

ve
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RS _ R2N-s+ . J|F2||C(H)

||RUN||H SHAfHHaH |“R||HﬁH HI B RZNHH»H +

2N—|i+1

||F1||C(H)

H—H

I Y
i=1

<M (@) lol, +lel, +ll, +Jors], ., |
elde edilir. Boylece (3.20) esitsizligi kullanilarak,

2], =M@ I+, +ol, + o], | (321

HC(H)
yazilabilir. Simdi (3.11) ve (3.18) formiilleri ve
A7p=g-u,

kullanilarak,
q

A—lp = ¢_A11{(| _ RZN _Zki(RN_Ii _ RN+|i )JFl _{_(RNfS _ RNH)FZ}
i=1

elde edilir. Oz-eslenik operatorler icin operatdr islemlerini, iiggen ve Cauchy-Schwarz

esitsizliklerini uygulayarak, (3.13) kararlilik kestirimini

el <Ml ke, 1l + i,

ifade edebiliriz. Son olarak (3.11) ve (3.18) formiillerinin yardimiyla

C@’T’a(H)}

(3.14) kararhlhk kestirimi elde edilir. (3.13) kestirimi ile (3.21) esitsizligini, (3.9)

1 _
Il <86, + A, o + ke

formiiliine uygulayarak,
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[hl, ., = M) 1, e+l + [0S,

(3.12) kararlilik kestirimi bulunur. Béylece Teorem 3.1.1. ispatlanmis olur.

Teorem 3.1.2. k; (i=1,..q) katsayilar1 (2.3) kosulunu saglasin ve ¢,¢,neD(A),
{6, }o €eC&*“(H)(0<a<1) oldugunu varsayalim. Bu durumda (3.8) fark probleminin

(v by p) ¢oziimii, asagidaki hemen-hemen koersif esitsizligini saglar:

+ A

B ‘C(H)

+[ell,

2
T

{(Vk+1 - 2Vk + Vk—l)}N_l
k=1

G

1
In||A?

H—H

<M (5){||A¢||H +|AC], +|Ar]., +min |nGj,1+ ] o, 62

Burada M (5) sabiti, verilen 7, a,¢,¢,n elemanlarinave {6, }_, ya bagiml degildir,

Ispat: (3.15) direkt probleminin ¢oziimii igin,

sMw%M%mwwmh+“4mF)“
T

+H Au

2
T

{(Uku — 2uk + uk—l)}N_l
k=1

_ C(H)
—lic(H)

l
In|A2 (3.23)

e

esitsizliginin gegerliligi Ashyralyev ve Sobolevskii’nin (2004) ¢alismasinda ispatlanmustir.
(3.1) ve (3.2) kestirimleri, Oztiirk’iin (2013) calismasinda elde edilen

C(H)

ZH R)R! 1” <M mm{ln(l) 1+r‘ln||B|| ‘} (3.24)
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kestirimini ve (3.18) ve (3.19) formiillerini kullanarak lokal olmayan (3.10) fark

probleminin ¢6ziimii igin,

o], +[Aul, <M@){Ad], +[Ac],, +[An],

+ min{ln(%),“ }H{Hk }l'jll”cm)}

kestirimi elde edilmelidir. Bunun icin (3.18) ve (3.19) formiilleri kullamlarak ve A= B?

1
In||A?

H—H

esitliginden,
-1 2N J N-l; N-+l; N-s N-+s
Au, = A 1T=R™ =S (R =R |AF, +(R" —R"")AF,
i=1

ve

seklinde yazilir. Burada,
AF, = (1 =R | Ag— A)+(R"*—R"*J1 +B)2I +B)™

xrBNZ(RN-i —RY )0, —(1 -R™)(1 + B)2I +B)"

-1
j=1
s-1 ) N-1 N-1 )
x7B| D R*IG; + D R0, - Y R0,
j=1 j=s j=1
ve

AF, = (1 =R™ )An + (1 +B)2! + zB)*liki {(RN*'i _ RN )

i=1
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XTB[ZRN o, ZRN”HJ (1-R*™)B

j=1

i1 - N-1 -t N-1 »
x ZR 0, +ZR 0, _le 0,
j=1 j=i i=

seklindedir.
Oncelikle B = (1 -R)R™ oldugundan, 06z-eslenik operatdrler icin operatdr

islemlerini, tiggen ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerini uygulayarak ||AF,||

tllogy 1610,

A <[t -], 0Ad), +lAc, )+ R R

C(H) H—H H—H

xu(l +B)(2l +2‘B)_1HHHH NZ;Q\(' —R)R" |

H—-H

+[(r=RyRM

Joil. +lr -~
HoH A JiH H—H

<o+ )Y, (ZHU—RW e+ o R

H—>HH0i HH]

esitsizligi elde edilir. (3.1) ve (3.24) kestirimlerinden,

H—H

o, + o -RRe
j=1

. 1 :
AR, < M(5)[||A¢||H +Ad], +m|n{ln(;j,1+ In| A2 }H N
bulunur. Benzer sekilde ||AF2||C(H) icin,
q
|AF ey <[V =R, .. 147, +;ki R B,

XH(Z' HB)_lHH% ?ij(l — R)RN—j—luH_)H +H(| _R)RMI

‘H—)H)
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o 2 P I M TR W

i-1 N-1,
l-j-1 j-l -1
| -R)R" I-R)R"
X(; ( ) —H +; ( ) H—->H
a-rr o
= Hon I TIH
yazilabilir. (3.1) ve (3.24) kestirimlerinden,
1
In|A?

. 1
AR, <M (5)[||A77||H . mln{ln(—j,u

T

o,

elde edilir. Oz-eslenik operatorler i¢in operatdr islemlerini, iiggen ve Cauchy-Schwarz

H—H

esitsizliklerini uygulayarak |Au,|, ve |Auy], icin,

q —|. .
”AuO”H SHAfHH—m {(HI - RZNHH-»H +iz:l:ki RN & RN+II H—H J”AH”C(H)
R R AR
ve
”AUN ”H < HA;‘:LHHA)H ml —R™ -R* R H—H IIAI:2”C(H)

R _ 2N

+ iki
i=1

|

esitsizlikleri saglanir. (3.1), (3.2) kestirimlerini, (2.3) sartm1 ve ||AF1||C(H),||AF2||C(H) icin

elde edilen esitsizlikleri de kullanarak, istenilen

o], +[Aul, <M@){Ad], +[Ac],, +[An],
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1
In||A?

ool [t |

kestirimi ifade edilir. Buradan,

H—H

<M@){|Adl, +IAl,, +|Anl,

HC(H) -
+mm{m(1],1+ ]H{ek P } (3.25)
T C(H)

elde edilir. Boylece (3.10) yardimci lokal olmayan problemine tiggen esitsizligi

[tAu, B

1
In||A?

H—H

uygulanarak (3.23) esitsizligi elde edilir.
Daha sonra,

p=Ag¢-Au,

seklindeki bagmtisma |[Au,|, i¢in elde edilen kestirimi ve liggen esitsizligi uygulanarak

[Pl icin,

1
In||A?

]H{HK}EEHC(H,} (3.26)

Iol, <M@){Ad], +1AZ], +[Ar, +mi{m(1j,1+

T
H—H

esitsizligi elde edilir. (3.9) formiiliine, (3.25) ve (3.26) kestirimleri uygulanarak,

<M@){|Ad], +IAcl,, +[Anl,

C(H)
+ min{ln(l}n ]H{ek }k”;fu } (3.27)
T C(H)

elde edilir. Boylece (3.8) fark problemine liggen esitsizligi uygulanarak

[t i

1
In||A2

H—H
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<M@)|Ad|, +|AZ],, +]A7],

cmmo{ o] [Jor

elde edilir. Son olarak, tiggen esitsizliginden, (3.28), (3.27) ve (3.26) kestirimlerinden

{(Vk+1 — 2Vk +Via )}N_l
? k=1

T

=llcH)

1
In||A2

C(H)} (3.28)

(3.22) elde edilir. Boylece Teorem 3.1.2 ispatlanmis olur.

Teorem 3.1.3.k; (i=1,...q) katsayilarinn (2.3) kosulunu sagladigini ve ¢,¢,n e D(A),
0.} €eC&*(H)O0<a<1) oldugunu varsayahm. O halde, (3.8) fark probleminin

({Vk }:(\':_11, p) ¢oziimii igin asagidaki koersif kararlilik kestirimleri gegerlidir:

H{T_Z(V“l_zvk +Vk‘1)}':1 & (H) H{Avk i A ” Pl
<MY g R A, 41021 1, | o

Burada M (5) sabiti, verilen 7, @,4,{,n elemanlarindan ve {6, ], *dan bagimsizdir.

Ispat: (3.15) direkt probleminin ¢oziimii igin, Ashyralyev ve Sobolevskii’nin (2004)

calismasinda,

1

H{T_Z( k1 — 2Uy +U, 1)}:‘:_1

cg"“(H)

Caa

S0 Rt A IS I L

kestiriminin dogrulugu gosterilmistir. (3.10) fark probleminin ¢6ziimii igin (3.18) ve (3.19)

formiiliinii uygulayarak,

q
Au, = Af{l —RM S (R R )JAFl + (RN — RN )AFZ}
i=1
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ve
Au, = Af{(l —R?M —R* + RV )AF, Jri](i (R" —R* )AFl}
i=1

elde edilir. Oncelikle A=B?*P=(l+B)(2l+B)"'B™" esitliklerinden, 6z-eslenik

operatdrler igin operator islemlerini, liggen ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerini uygulayarak

Ao ve ARy, isin

[AF e <[V =R (Adl,, +Ag], )+ o+ B)@1 +8) 8],

- =i i N-1
% HRN s_RN+s HRN J_RN+1 H oW\ H
{ H—H ]Sr]J?]SaN)El H—H { k}k‘l C(H)
—j i N-1
R e
H-H lsjéal.\l—l H—H { k}k'l C(H)

ve

|AF [, <1 =R, IA7], +|(1 +B)@1 +B) 8],

C(H)

H—>H

RN—Ii . RN+Ii

max HRN—j _ RN+j
H-H I<j<N-1

oo 1O

H{ek }L\I:_llHC(H)}

C(H)

=R, [

—-H 1<j<Na

H-H

elde edilir. (3.1) kestirimlerinden ve (2.3) sartindan

1 N-1
1Ay =M 100, A, 01

Cgfa(H))

ve
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Cgfa(H)j

esitsizlikleri yazilir. Daha sonra tiggen esitsizligi kullanilarak ||Auo||H ve ||Au N ||H icin,

1 -
07y <MY 180+ )

N+Ii

-R

o P

-1 2N : N
S [ T

"‘HRN?S _RVS . ||AF2||C(H)}

ve

R+ _ R2N-s+ &P J| F2||C(H)

Al <], AR+

I+1 2N l.+1
Y

elde edilir. Bu esitsizlikler kullanilarak,

H{T_Z( k1 — 2Uy +U, 1)}3:_11

cg"“(H)

M) i R R RG]

elde edilir. (3.10) yardime1 lokal olmayan fark problemine tliggen esitsizligi uygulanarak

asagidaki

<M (@) Ad],, +[Ac],, +|A7],

[tAu s

Cor” ()

CM(H)} (330)

1 a)au

kestirimi elde edilir. (3.9) formiiliine, (3.30) ve (3.14) kestirimlerini uygulanarak,
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(v ..., <M @lAd],, +IAC, +|Axl,

Cor” ()

T [

1-a)a

3.31
CS’T’Q(H)} (30

esitsizligi bulunur. (3.8) fark problemine {iggen esitsizligi uygulanarak,

H{T_z (Vk+l — 2V +V )}:l:_ll

Cor” (H)

1 N-1
<o) 180, +1Acl, <l + bl

3.32
CS?’“(H)} (532

kestirimi elde edilir. Boylece (3.32), (3.31) ve (3.14) kestirimlerinden,

H{fZ (Vk+l -2V, +Vy )}L\l :;1

v

k=1

ol,

Cor” (H

CS‘T"’%H)}

(3.29) kestirimi elde edilir ki, bu da ispati1 tamamlar.

Cor” (H)

1 _
<Ml s1acl, +[aal, + gl

3.2. ikinci Mertebeden Dogruluk Fark Semasi
Bu boliimde (2.4) probleminin yaklasik ¢6ziimiinii bulmak i¢in ikinci mertebeden
dogruluk fark semasi olusturulacaktir.

v(y) ve v(4) i¢in asagidaki ikinci mertebeden yaklasim formiillerini,

o[ ML)

—v, +(vs+1—vs)(%—sj+o(rz),
oM
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=v, +(v,, -V, )(i—lj+o(rz)
T

uygulayarak, (3.7) olmak iizere, tstbelirli (2.4) ters probleminin ikinci mertebeden

dogruluk fark semasi,

_Tiz(vku -2y, +Vk—1)+ AV, =0, +p,0, = 9(t,),
t, =kz,1<k<N-1,N7z =T,
Vo =4,V +(vs+1—vs)(z—sj: ¢, (3.33)
s T
q
Vy = zki [Vn + (V|.+1 -V Ii —I; H +17.
o 1 | T
seklinde olusturulur. Burada [] en biiyiik tam say1 fonksiyonunun notasyonu olmak iizere,
A )
s= [Z} |, = [ﬁ] LRS- Uoy— =1 = 1,1 =1,...,0q oldugu kabul edilir.
T T | T T

(3.9) formiiliinii ve (3.7) sartin1 kullanarak, yardimci lokal olmayan

—772(U,, —2u, +U,, )+ Au, =6, 1<k <N -1,
Uy —Ug — oUg; + U = ¢_4,’

q q
Uy _Zki (u|i +:uiuli+l)+zkizuiuli =n.

= =

fark problemine indirgeyelim. u, lokal olmayan

—77%(U,,, —2u, +u,,)+Au, =6, 1<k <N -1,

g + (2o =1, — 15Uy = =, (3.34)
q q

Uy +Zki (ﬂi _1)uli _Zkiﬂiu|i+1 =n.
i=1 i=1

seklindeki fark probleminin ¢oziimiidiir.
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Teorem 3.2.1. k; (i =1,..q) katsayilarimn (2.3) kosulunu sagladigini ve ¢,¢,n € D(A),
6.} eC&“(H)(0< a <1) oldugunu varsayahm. Bu takdirde, (3.33) fark probleminin
({Vk }:(\':_11, p) ¢Oziimii i¢in agagidaki kKararhlik kestirimleri gegerlidir:

[kl = M) Wl el +ll, 005 ) (339

‘C(H)

|, <M (&) I, +let,, +ll, + 0021, (3.36)

1 _
Il <86l + 10l 1Al o | 637

Burada M (5) sabitleri, verilen &,4,¢,7 elemanlarindan ve {6, };—,"*dan bagimsizdr.

Ispat: Onerme 3.3’den A, operatdriiniin,

i=1

= (| _RN X| - RS{| _ikiRN—li j[l —ikiRN_IOHi j+(| o ){,uo
X [(RS _ R2N—S)_ (Rs+l . R2N—s—1)]+ :Zlkilui [RN—Ii _ RN Nt

q

5 Zkilui (R N-(sti ) _ pN+(sti) )+ 4 Zq:ki (R N-(st) _ Nt )

i=1 i=1

d q
201, S Kot (RN—(S—li) RN )+ Sk (RN—(S—Ii) ~ RN+(5"i))}

=1 i=1
seklinde oldugunu biliyoruz. A, ’nin bir ters operatorii meveut ve smirh olup, asagidaki

gibi ifade edilir:

o1



N ) (e
i=1 i=1
% [(Rs _R2N-s )_ (Rs+l . RZN_S_I)]_i_ikiui [RN_li _ R *i RN it
i=1
SR, ﬂozq:ki (1 ~DR" VR (1)
i=1

q

5 Zkiﬂi (R N-(shD) _ pN+(sy ) )+ 4 Zq:ki (R N-(st) _ Nt )

i=1 i=1
i=1

o Zq:kiyi (R N-(s1) _ N )+ Zq:ki/ui (R N-Gh) gt )H‘l :
i=1

(3.16) formiiliinii, (3.34) fark probleminin sinir sartlarina uygulayarak,

[I _R2N +(,Uo _1)(Rs ol RZN—S)_ ﬂo(RM _ RZN—s—l)}JO

+[(/Jo _1)(RN75 _RN+S)_IUO(RN—S—1_RN+S+1)}JN =F,
|:§k|( 1(R' R2V ) Zk /U.( g2 Iil)}uo

+|:| - RN +Zki (,Ui _1)(RN"i _ RiN+I)

—Zq:kiui (RN"i‘l = RN“‘A)}UN =F,
i=1

elde edilir. Burada,

F,= (1 =R )= &)+ (uq —1){(RNS _RNS )Pf(RN*i —R" o

j=1
(I —RZN)Pg(R‘S‘” - RS“')HJ.T}
i=1

_ﬂo{(RN—s—l_ RN+S+1)P§(RN_j _ RN”)QJ-T—(l _RM)P

=1
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XE(RH_ I _ger ,-+1)9jr}

Fo=(1- RZ”)ﬂ—iZ:,ki(ﬂi —1){(RN_” R )PE(RNJ R
~0-RMPS[RY R g }

R

= "ﬁlfi‘ L+j+L
XZ R -R 0,7

=

S(RMT R — (1 -R™)P

=1

olarak yazilir. Boylece,
b,=1- R2N "‘(,Uo _1)(Rs y Rszs)_ ﬂo(RSﬂ r R2N7571)1
b, = (,Uo —l)(R N-s RN+S)_ IuO(RN—s—l r RN+5+1)1

b,, = iki(,ui —1( i RN ) Zk :Uu( i+ _ ZN"i‘l)

b, =1- R2N +Zq:ki (,Ui _1)(RN—Ii _ RiN+| )_ Eq:kiﬂi (RN"i’l B RN+Ii+1)

i=1 i=1

olmak iizere bilinmeyen u, ve u, elemanlari igin,

{bllu o +bpuy = F,, (3.38)
b21u0 + b22uN - I:4

denklem sistemi ifade edilir. (3.38) denklem sisteminin ¢oziimiiniin var olmasi igin,

A, = by, —byyb,,

operatdriiniin tersinin varhg: ve sinirh oldugu Onerme 3.3’de ispatlanmistir. Bu nedenle

(3.38) denklem sisteminin ¢oziimii vardir ve tekdir. Bununla birlikte,
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= A? (bzz F3 - b12 F4 )1
Uy = A721(b11|:4 _b21F3)

seklinde yazilir. Sonugcta,

Uy —Al{l R2N+Zk )RR ) zq:kiyi(RN_I‘_l—RN+"+l)j

i=1

[ R s o (R

=

~(1- RZN)PZ(R‘S il_Reilp, } R -RY=2)p

N-1

XZ(RNj RN“)HT (- RZN)PZ(R‘M jl Rs+1+1)9] }}
[ 1)(RN75 _ RN+s)_lu0(RN—s—l_RN+s+l)I(I _RZN)U

N-1

—Zq:ki(,ui —1){( R )PZl(RNj —R" g,z — (1 -R?M)P

Nt ‘I-—j‘ I+ d N—I. +1 N+l +1 N N—i N+i
XZ(R' —R" jé’jr}—Zki,ui{(R _RMRY (RN R)
=1 i=1 j=1
XHZ' (1 - RZN)le(RI - || _Ri* 1)911}}}
]

ve

uy = A;l{[l _R2N +(ﬂ0 _1)(Rs _ Rszs)_luO(Rsu _ RZN—S—l)I(I _R2N )}7

—iki(,ui —1){( — R )Pf(RN*J —R" ),z — (1 -R*)P

i=1

XZ(R' z R'“) } Zk, {( " '*l—R”“'*l)P

54

(3.39)



N-1

=

S-S )

i=1 i=1

{
{ (1-R™ p—2)+ ){(RNS RN*S)PTZ(RN]—RN”)HJ

(- R2M )P%(R‘S_H _RS* )gjz.}

=1

_ﬂo{(RN—s—l_ RN+S+1)P§(RN—j _ RN”)HJ-T—(l _RM)pP

i1

o]

=

i i Nt | +j+
x (RNJ—RN“)HJ-T—(I—RZN)PZ(RI'1J R"”jeer
j=1

(3.40)

seklinde yazilabilir. Bu nedenle (3.34) fark problemi, (3.16), (3.39) ve (3.40) formiilleriyle

tanimlanan tek bir {u, }_, ¢dziimiine sahiptir.

Simdi Fz ve Fs ifadeleri i¢in kestirimleri belirleyelim. (3.15) direkt probleminin

¢oziimii i¢in (3.20) kestirimi gegerlidir (Ashyralyev ve Sobolevskii, 2004). Ik 6nce, ii¢gen,

Cauchy-Schwarz esitsizliklerini ve (3.1) kestirimlerini kullanarak,

[Pl <1 =RE,,, (6, +Ic, )+ o ~3fP, RO =R

X max “RN j RN+]

ZNH
1<j<N-1

N 1”

—Il =R
H%HH C(H) H H—H

o }s;uw}—mmpnw

R\S—J\ _RS*I

X max H HH
N

1<j<N-1

H—>HH

N-j-1 N+j—l
max HR -R
H->H L]<N A

X{HRNsl _ RN+s+l

2N S+1- j+1
=R ax R R
—H 1<j<na

<MY lol, +lel, 05, )
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N-1
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ve

q B "
e 1Rl 3P R R

I (R

H—->H

X max HRij _ RN+j
I<j<N-1

HC(H)

=R max Ri-il _gliti
H

—H 1<j<nA

H—-H

o, |

+ik | |||P|| ﬂRN—Ii—l _ RN+Ii+1 H{H }N—l”
= AT N e 1)
N-j  pN+j __ p2N
< max R =R =R
. - R\|i+1—j\ _Rlitit H{‘gk }Lu:—l1H }
1<j<N-1 H—sH C(H)

<)l |08, )

yazilir. Uggen ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerini (3.18) ve (3.19) formiilerine

uygulayarak, ayrica (3.1) ve (3.3) kestirimlerini kullanarak,

RN—Ii _ RN+Ii

q
ol <Rl 1R+ Sl

H-H

d —I. +1; +
Sl R L,

_(‘ﬂo _]'IHRN%_RNH HosH J|F4||C(H)}

_|‘uO|HRN7s71 _ RN+

H—->H

<M (@) lol, +lel, +ll, +Jors],. ., |
ve

IRl = Rl 2, =R+ —4Re R

a
H—H ) F4||C(H) _|:|Z:1:kl|lul _]'I
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RS+1 _ RZN—S—l

_|ﬂ0|



2N—Ii 2N Ii—l

H—H

><HRIi -R

(e

i=1

H—H

)| I

<M (@) lol, +lel, +ll, +Johs], ., |
elde edilir. Bu nedenle, (3.20) esitsizligini kullanarak,

k..., <M Il +let, ol + o],

HC(H)
yazilabilir. Simdi (3.11) ve (3.39) formiillerini ve
Ailp =¢-U,

bagmntisini kullanarak,

Alp=¢—A21{(| —-R™ +i:21ki(:ui 4 ( i N*' ) Zk 1 ( N--1 N+|i+1))F3

_((,Uo _1)(RN—S _ RN+S)_ ﬂo(RNiSil _ RN+s+l))F4}

oldugunu gériiriiz. Oz-eslenik operatédrler icin operatdr islemlerini, Cauchy-Schwarz ve

ticgen esitsizliklerini uygulayarak,

|, <M (@) I, +let,, +ll, + 0021,

yazilir ki, bu da (3.36) kararlilik kestiriminin dogrulugunu gosterir. Son olarak, (3.11) ve

Caa(H)}

(3.39) formiillerini kullanarak,

[Pl <M(s ){IIMII +Adl, +[Aql, + H

S7



kararlilik kestirimi elde edilir. (3.36) kestirimi ile (3.21) esitsizligini (3.9) formiiliine
uygulayarak,

b, <MY ol +1el, il 005

C(H)
seklindeki (3.35) kararlilik kestirimi bulunur. Boylece Teorem 3.2.1. ispatlanmis olur.

Teorem 3.2.2.k; (i =1,...q) katsayilari igin (2.3) kosulunu sagladigini ve ¢,¢,n € D(A),
6. eC&*(H)(0< & <1) oldugunu varsayahm. Bu takdirde, (3.33) fark probleminin

(v oo p) ¢oziimii asagidaki hemen-hemen koersif esitsizligini saglar:

2
T

{(Vk+l -2V, + Vk—l)}Nl
k=1

iz, o,

C(H)

<M (5){”A¢”H +|AZ],, +|An],, +min In(lj,lJr

|

<O (3.41)

H—H

burada M (5) sabiti, verilen 7, &, ¢,¢,n elemanlarina ve {6, |, "ya bagimli degildir.

Ispat: (3.15) direkt probleminin ¢dziimii igin (3.23) esitsizliginin gecerliligi Ashyralyev
ve Sobolevskii’nin (2004) calismasinda ispatlanmistir. (3.1) ve (3.3) kestirimleri,
Oztiirk’iin (2013) c¢ahsmasinda ispatlanmis (3.24) esitsizligini ve (3.39) ve (3.40)

formiillerini kullanarak, lokal olmayan (3.34) fark problemi igin,

o], +Aul, <M@){Ad], +[Ac],, +[An],

+ min{ln(%),“ ]H{Hk }l’jll”cm)}

1
In||A2

H—H
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esitsizliginin dogrulugu gosterilmelidir. Oncelikle, A= B? ve P =(l+B)(2l +B)'B™

esitliklerinden,
AF, = (I =R™)(Ag— AZ)— (1, 1RV =R"** 1 + B)(2I +B) Bz

j=1 =1

x%(RN—j —RN+j)9j —(1=R™)(1 + B)(21 + B)*B7 f(R\s—j\ —Rs+j)91}
—yo{(RN“—RN*S“)U +1B)(2I +£)1BT§(RN1 _ RN”-)H]

—(I 3 RZN)(I +Z'B)(2| +£)_18T§(R‘S+l_j‘ _ RSHH.Pj}

=1

ve

AF, = (I - RZN)An+iki (1 —1){(R“"i —R"" )(l +8)(2l +B) Bz

xg(RN’j —RN“')eJ. —(1=R*™)(1 +B)(21 +B) 'Br

i=1

XE(RH] 3 Rli+jj9j}_iki/ui {(RN—Ii—l B RN+Ii+1k| +1B)

x (21 +rB)’lBT§(RN’j —RV ), —(1—R2M)(1 +B)(2] +B)*

i=1

N ‘Ii+l—j‘ I +1+
xBrY | R"TT-RI"T g,
i=1

oldugu yazilir. Buradan (3.39) ve (3.40) formiillerini kullanarak,

Au, = A;{[I ~R™ +i‘}<i (i ~1IR™ R )— iki R
i=1

i=1

+iki/uiRN+li+1JAF3 _[(:uo _1)(RN75 _ RN+S) _IUO(RNfsfl _ RN+S+1)]AF4}
i=1

59



ve

Au,, = A;l{[l _R2N "‘(,Uo _1)(Rs _ Rszs)_ﬂO(Rsu_ RZN—S—l)]AF4

_(Zki (1 —1)(R'i — R )— :Zlki L (R'i+1 = RZN_'i_l)jAF?}

elde edilir. Oz-eslenik operatdrler icin operatér islemlerini, iiggen, Cauchy-Schwarz

esitsizliklerini ve B = (I —R)R™ esitligini uygulayarak, ilk 6nce ||AF3||C(H) icin,

Ay <[V =R2, L (Adl, +IAZ] )+ -0+ B)21 28
N-1 _
cflrere, So-mr,
=R, ol == o,

X(jzziu(l il R)ijsil HoH +T§:H(I - R)quilHHeH

N-1
_ ZH(I _ R)RSJrjfl
j=1

o oo,

N-1

20 -RR

=1

X{HRNsl _ RN+

“Ja-Rr el =R

(So-mre, S -meoy
j=1 j=s

ool

bulunur. Benzer islemleri kullanarak |AF,|

H—H

N-1
_ ZH(I _ R)RSJrjfl
j=1

oy I6in,

||AF4||C(H) < HI -R*™ H

H—->H

Al + Dk -1+ B)@ + ),

60



N-I. N+I

R

-

N-1
= (r=R)RN*I
i=1

[, (o -rre,
e Bl -5,
(l I -j-1 +ZLH RJ -1

[Z

=L H—->H H—-H
O lj+j-1
So-mr], ol

~|r+B)2r +B)7Y Z Iu.I{J TR

H—->H
S N-j-1 < N+j-1 2N
o So-rre, -SR], ol - -w7,
x ii(l R)R® +§(I—R)Rj_l_('i+l)
=1 H—-H i=i H—-H
SRR
e H—H Hin
esitsizligi yazilir. Boylece (3.1) ve (3.24) esitsizliklerini kullanarak ||AF3||C(H) ve
||AF4||C(H) igin,

1
In||A2

[ e, <M (6)[||A¢IIH +lad, *m‘”{'”@’“

e, |

ve

In A2

. 1
AR, <M (5)[||A77||H . mm{ln(;),“

e,

kestirimleri elde edilir. Daha sonra iiggen ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerini uygulayarak
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”AuO”H Ve ”AUN“H i¢in,

] = Bt R
Y LT
leo-gR e R R R AR )
"
foul <, =R o= 4R =R, L

q
<||Rs™ — R2N-sL o )|AF4||C(H) —(;k||ﬂ| _]-I
Ii 2N—h d h+1 2N—h—1
S W VTl W

esitsizliklerini ifade edebiliriz. (3.1), (3.3) kestirimlerini, (2.3) sartin1 uygulayarak, ayrica

|AF| AF,| i¢in elde edilen esitsizlikleri de kullanilarak,

C(H)'| C(H)

Ay, +1Au [, <M @A, +[AS, +[An,
+mm[m(1j,1+ ]”{ek o }
T T lIc(H)

esitsizligi elde edilir. Buradan (3.25) kestirimi yazilabilir.. Boylece (3.34) lokal olmayan

1
In||A2

H—H

fark problemine tiggen esitsizligi uygulanarak (3.23) esitsizligi bulunur. Daha sonra (3.11)
formiiliine, ”Auo”H i¢in elde edilen kestirimi ve iiggen esitsizligini uyguladigimizda || p||H
icin (3.26) kestirimini elde ederiz. (3.9) formiiliine, (3.25) ve (3.26) kestirimleri

uygulanarak (3.27) bulunur. Buradan da (3.28) elde edilir. Son olarak tiggen esitsizliginden
ve (3.28), (3.27) ve (3.26) kestirimlerinden (3.41) elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.
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Teorem 3.2.3.k; (i =1,..q) katsayilarinin (2.3) kosulunu sagladiklar1 ve ¢,¢,n € D(A),
B eCa*(H)O0<a<1) oldugunu varsayahm. O halde, M(5) sabiti verilen
z, a,¢,{,n elemanlarindan ve {4, };_ dan bagimsiz olmak iizere (3.33) fark probleminin

({Vk }:(\':_11, p) ¢Oziimii i¢in asagidaki koersif kararlilik kestirimi gegerlidir:

1

H{T_Z (Vk+l — 2V, +V, )}L\‘:_l

SM(cS){ )aH o

Ispat: Lokal olmayan (3.34) fark probleminin ¢dziimii i¢in (3.39) ve (3.40) formiilleri
uygulanarak,

H{Avk }k =1

iy TPl

Cor” (H)

ey TIAS +IAL], + A, } (3.42)

i=1

+Zq:kiﬂiRN+li+lJAF3 _[(/uo _1)(RN_S - RN+S)
i=1

— (R N-s-1 _ pN+sil )]AF4 }
ve

Auy, = Aﬁ{[' _R2N "‘(,Uo _1)(Rs _ RZN—S)_/JO(RSH _ RZN—s—l)]AF4

Syt ol

elde edilir. (3.15) direkt problemi i¢in, Ashyralyev ve Sobolevskii’nin (2004) ¢aligmasinda

H{T_Z( k1 — 2Uy +U, 1)}:‘:_11

Cor” (H)

S0 Rt A SIS I L
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kestiriminin ~ gegerliligi  gosterilmistir. Oncelikle, A=B?P=(l+B)(2l +B)"'B™

esitliklerinden, iiggen ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerini uygulayarak, |AF, ||C(H) ve

|AF,| icin kestirimleri belirleyelim.

C(H)

|AF o, <1 =R, . (A, + Al )+ -1 + B) @1 +B)78|,

N-s N+s N—j N+j -1
e -, Ak
{H H-sH LrPg\,Xl HoH I TRk o)
_ |—R2NH max R\s jl _RS H 0 N_—l”

H HoH 1<j<n-1 H—sH { k}k‘l C(H)

_|ﬂ0|H(I +B)(21 +B)™ BHH%H {‘wasfl _ RIS

H—->H
N-j-1 N+j—1 2N
< max R R Ly I R
1rTj]<aNX1 H—H C(H) H—-H
s+l j+1 N-1
x max R R g S
1<j<N-1 H-H C(H)

ve

A \l RZNH

Sl

2N
=R, max
H—-H 1<j<N-1

|A, +Zki|ui 11+ B)@1 +B) 8|,

C(H) — ‘ H—H

N+l

max HRN j RN+]
H—-H 1<j<N-1

y
HH H kKIk=Lllch)

N-1
el

[0 +B)@1 +8)*8, +Zk|u.lﬂ Ve

\l -l _Rht

H-H
< max [R* =R o]
1<j<N-1 H-H C(H)
2N I +1-j L+i+l N-1
R max RO Rl
M 1<j<N-1 H—H C(H)

Onerme 3.1 kestirimlerini uygulayarak,
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1 _
I vt = I

ve
1 _
ARy <M «s{nAnnH e }k”:fHC(HJ

oldugu gbriiliir. Sonra iiggen ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerini kullanarak ||Au,|, ve

||Au N ||H icin,

g
<l 1R Bl AR R
q —|. = A
_;ki|,ui| RN I 1_RN+|.+1 - J”AF?,”C(H)
_Qﬂo _:I-IHRN—S _ RN y _|ﬂ0|HRN—s—1 _ QNS . )|AF4||C(H)}
ve
”AUN”H SHA_;HH*)H {(HI _RZNHHﬁH +|’u° _1| R*—R*™ H—oH —|/10|

q
<||Rs™ = R2N-sL - )|AF4||C(H) —(Zlk||ﬂ| _]-I
l; 2N-l; d lj+1 2N-I;-1
g A W

yazilir. Bu esitsizliklere, (2.3) sartim, (3.1) ve (3.3) kestirimlerini ve ||AF3||C(H) ve

|AF,| icin elde edilen esitsizlikleri uygulayarak,

C(H)

H{T_Z (Uk+1 —2U; +U, 4 )}E:_ll

Cor” (H)
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ciron 1Al AL, 1A, |

<M o) i)

kestirimi elde edilir. (3.34) yardimci lokal olmayan fark problemine iiggen esitsizligi
uygulanarak (3.30) kestirimi elde edilir. (3.9) formiiline, (3.30) ve (3.37) kestirimleri
uygulanarak (3.31) esitsizligi bulunur. (3.33) fark problemine tiggen esitsizligi uygulanarak
(3.32) kestirimi elde edilir. Son olarak (3.32), (3.31) ve (3.37) kestirimlerinden,

-1

H{fZ (Vk+l -2V, +Vy )}l,(\lzl

AT e 10l

Cor (H)

S0 P s LY I +||An||}

elde edilir ki, bu da Teorem 3.2.3’{in ispatini tamamlar.
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4. DIRICHLET KOSULLU COK BOYUTLU USTBELIRLI ELIiPTIK SINIR
DEGER PROBLEMLERI iCIN FARK SEMALARI

Oncelikle kullanilacak olan bazi notasyonlar tanitilacaktir. n -boyutlu R, Oklid
uzaymda sinir S =0Q olmak iizere Q=(0,1)" bir agik kiip olsun. Q kiimesinin
kapanist Q=QuUS *dir. a (x),¢(x),7(x),£(x) (xeQ ) ve g(t,x) (te(0,T),xeQ)
bilinen diizgiin fonksiyonlar, 0<%, <1, 0<y<T, k,k,,.k, bilinen non-negatif
katsayilar ve ayrica a, (x)>a>0 (xeQ)’dr.

Bu boliimde Dirichlet kosullu ¢ok boyutlu iistbelirli eliptik sinir deger problemleri

icin fark semalar1 incelenecektir.

4.1. Cok Boyutlu Eliptik Denklem icin Dirichlet Kosullu Bitsadze-Samarskii
Tipi Ustbelirli Dirichlet Simir Deger Probleminin Fark Semalar

[O,T]xQ bolgesinde ¢ok boyutlu eliptik kismi diferensiyel denklem igin Dirichlet

kosullu Bitsadze-Samarskii tipi tistbelirli

U (6X) = @, (v, ), +oV() = 9L+ (),
X= (xl,...xnr)_le Q0<t<T,
V(0,4) = 00T 1)~ S kV(4,X) = (), x €8

V(7,X) = £(X),xeQ,0<y<T,
v(t,x) =0,x € S.

(4.1)

Dirichlet sinir deger problemini ele alalim. Burada ki, k,,...,K, katsayilarimn (2.3) sartin

sagladigint varsayalim. o >0 olmak iizere (4.1) probleminin diferensiyel operatorii,
AV == (@ (), ), +ov(X) (4.2)
r=1

seklindedir. Tanim bolgesi,



D(A") = {(x) € L, (Q2), S iizerinde v(x) = 0}

olan Lz(f_l) uzayindan LZ(Q_)) uzayma bir operatdor olmak {lizere (4.2) ifadesi ile

tanmimlanan A* operatorii 6z-eslenik pozitif tanimlidir.
Iki asamada (4.1) probleminin yaklasimimi kuracagiz. Birinci asamada, grid noktalar

uzayi,

Qn ={x=x, =(hm,,....hm ym=(m,.m )m =0,..,M_ hM =1r=1..,n}

Q,=QnNnQ,S, =QnNS

ile tamimlanir.

(4.2) ile tanimlanan A* diferensiyel operatorii yerine

AV (x) = —Zn:(ar (x gr )Xr'jr +ov" (4.3)

r=1

seklindeki A’ fark operatoriinii kullanacagiz. Burada v"(x) fonksiyonlar: tim xeS,

icin v"(x) =0 kosulunu saglamalidir. A* tanm bolgesi

D(AY) = " (X) € L, V"(X) = 0,x €S, |

olan 6z-eslenik pozitif tanimli bir operatordiir.

A" operatoriinii kullanarak, v"(t,x) ve p"(x) bilinmeyen fonksiyonlar olmak

tizere agagidaki adi diferensiyel denklem sistemini ifade edebiliriz.
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_dAWV"(tx)

0 + AV (t,x)=g"(t,x)+ p"(x),0<t<T,xeQ,,

v"(0,x) = ¢"(x),x € Qn, (4.4)

v“(;/,x):.{h(x),Xngh,

vh(I',x)=Zq:kiv“(/1i,x)+77h(x),XE£~2h.

i=1

Ikinci asamada, (4.4) probleminin t degiskenine gore yaklasimini elde edelim.

Bunun i¢in N -sabit pozitif tam sayist olmak iizere, grid noktalar uzayin
[0,T] ={t =kz,k=1,..,N,Nz =T} ile gosterelim. Simdi, v"(4,x),(i =1....,q), V"(7,X)

degerleri igin,

V' (4, X) = Vq—l}’ xj +0(z),xeQ,,

T

v (7, x) = qu}r, xj +0(r),xeQ,,
T

(%)= v@ﬂf, Xj+(é—[é}){vqé}+aXj—vqé}, xﬂ+o(r2), xeQ,
V(7,00 = V(HT XJ N —H)MHT ‘e xj _V(HT, xﬂ +o(e?), xeQ,

seklindeki birinci ve ikinci mertebeden yaklasim formiillerini uygulayarak (4.4) problemi

i¢in,

Vsl 2000 UL L et )= 0000+ p (0
T

ar(x) =g/ (t,x)t, =kz,1<k<N-1,xeQ,,

v (x)=¢"(x),x e §~2h,
(4.5)
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birinci mertebeden dogruluk fark semasini ve

B Vi 00 = 2v¢ (X) + V¢4 (%) AN (%)= gt X)+ p"(X),

2
T
9r(x) =gy (t,x)t, =kzr,1<k<N-1,xeQ,,

Vi (x)=@"(x),x € Qn,

(-5 00w )= "0 (4.6
s T
h —_ J k h i—l ( h _yh ) h
vy (X) = z i Vi (X) + P V|i+1(X) Vi (X)) +n" (%),
i=1
XeQn,s= [Z}Ii = {i}
T T
ikinci mertebeden dogruluk fark semasini olustururuz.
(4.4) probleminin vh(t,x) ¢Ozlimiinii bulmak igin,
(4.7)

v (t, %)= u”(t x)+ (A7) " (x)

formiiliinii ve (3.7) esitligini kullanarak, bilinmeyen u"(t,x) fonksiyonu icin lokal

olmayan

2, h
_dl;f(zt’x)jLA,fu“(t,X): gh(t,x),0<t<T,XGQh,

u"(0,x)-u"(y,x)=¢"(x)- " (x), x € Qn, (4.8)

Mﬁﬂﬂ—é}pw&m)rf@)xeﬂh

bir yardimci sinir deger problemini ifade edelim.

p"(x) fonkiyonunun degerinin hesaplanmast igin, (3.11) formiiliine gore,

p"(x)= Ag"(x)- Au"(0,x) (4.9)

70



bagintis1 kullanilacaktir.

(4.8) problemi i¢in,

Ui (0= 20 (0 U () p e ) = g2 ()

2
T

ar(x)=g"(t,x)t, =kr, 1<k <N,xeQ,,

ug<x>—u:<x>=¢h<x>—4h<x),xeéh.

] -
uf (x) Zk,u,'l‘ ), X € Qn

birinci mertebeden dogruluk fark semasi ve

Ui (0= 20 00+ U 00 L pen) = g (),

ar(x)= gh(t,xz),t =kr,1<k<N,xeQ,,
Uh(X)+(Aqto—1)u ( ) Hu s+1( )=¢"(x ) " (x),
+Zk. 1 — Zk U1 (x) = 7" (x),

~

X e Qn

ikinci mertebeden dogruluk fark semasi elde edilir.

L2h=L2[Qh} uzayinda Qn iizerinde tanimh

fonksiyonlarinin normu,

1/2
th”'—zh = { Z ‘ph(xr hl-"h“]
XeQh

seklindedir.
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h,m

1N n

(4.10)

(4.11)

)} grid



Teorem 4.1.1.k; (i =1,...q)katsayilarinin (2.3) kosulunu sagladigini ve ¢", ", 7" € D(AY),
for P e cae(L,,)(0<a <1) oldugunu varsayahm. Bu durumda, (45) ve (4.6) fark
semalarinin ({VL1 }:1, ph) ¢oziimii i¢in asagidaki kararlilik kestirimleri gegerlidir:

IO W W

}, (4.12)
ClLop)

C(0T Lyp,) B

. =M

Burada M (5) sabitleri, verilen a,¢",¢",7" elemanlardan ve {gf}:l’den bagimsizdur.

{gk }k .

}. (4.13)
Cor” (Lop)

‘ h

1
i (-

Ie"l

W2h

Teorem 4.1.2.k; (i =1,...q) katsayilarin1 (2.3) kosulunu sagladigimi ve ¢",¢", 5" € D(AY),
{gk}k 4 €Cr(L,,)0<a<1) olsun. Bu takdirde, (4.5) ve (4.6) fark semalarinin

({vf }::, ph) ¢oziimii asagidaki hemen-hemen koersif esitsizligini saglar:,, -
2h

(vh+ —2v“+vh_) " H o N1 A
{ N Tzk : k=1 C(LZh)jL {Ath }k:l C(LZh)+Hp HLZ“
SM(5){H¢ o, g o 2 ot h)} (414

Burada M (5) sabiti, verilen 7, a,¢",¢" 5" elemanlarinave {g!'|., 'na bagimh degildir.
k Jk=1

Teorem 4.1.3.k; (i =1,...q)katsayilarinin (2.3) kosulunu sagladigint ve ¢",¢", 5" € D(AY),
{of P e Ca(L,,)(0<a <1) oldugunu kabul edelim. O halde, (4.5) ve (4.6) fark

semalarinin ({VL1 }L\:l, ph) ¢ozliimil i¢in asagidaki koersif kararlilik kestirimleri gegerlidir:
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LRV Y (G S I L
_M<5){ﬁ\{gk}“ D A P v W} (4.15)
Burada M(5) sabiti,  verilen 7, a,¢",¢",n" elemanlarindan ve {gk}_ *dan

bagimsizdir.

Teorem 4.1.1, 4.1.2 ve 4.1.3’in ispatlari, A operatoriiniin simetrik 6zelligine,

3.1-3.3 arasi Onermelere, (4.10) ve (4.11) fark semalarinin ¢oziimlerine dayanmaktadir.

(4.10) fark semasinin ¢oziimii i¢in,
uf = (I _R2N )—1[(Rk _ RZN—k)Jg +(RN—k _ RN+k)JE _(RN—k _ RN+k)
x(1+B)21 +B) ‘lZ(RN RN g }

+(1+B)21 +B)* -1Z(R‘k iI_Re g, (4.16)

P=(1+8B)21+8)'B?,

uo (x) = —1{@ _RN _ Zk (RN i _ g )jFlh"'(RN s RN+5)F }1 (4.17)
u’t (x) :A;l{(l ~R*™ —R* +R™*)F; +Zk( RN ) 1h} (4.18)
p"(x)= AYg"(x) - Afug (x) (4.19)

formiillerine ihtiya¢ olmakla birlikte, buradaki

N-1

"= (1 =R™ )g" ()~ ¢"(x)) +(R"*=Rs)P Y (RM 1 —R"* )g"z

=

(1R PR R i

=1
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R =(1- Rz”)f7“(x)+ikiP{(RN_” - RN”i)N_Zl(RN’j ~R")gjr
—(1-Rr )f(R'” - R'i”)g?f}

=1

seklindedir. Ayrica (4.11) fark semasinin ¢6ziimiiniin de (4.16) formiiliine ve

US(X)=A}1{I—R2N+i§:1:ki(yi—1)( RSkl R )jF

_ [(,Uo _1)(RN75 _ RN+S)_’UO(RN—S—1 _ RN+5+1):|F4h, (4.20)

up (x) = A;l{[l ~RN +(/Jo —1)(RS _ RZN—S)_ /JO(RSH L Rszsfl)]Fllh

[Stu-sher - Sl -] e

i=1

ve (4.19) formiillerine ihtiya¢ olmakla birlikte, buradaki

N-1

F = (1 =R K" ()= " (x) + (15 - 1)P{(RN‘S—RN+S)Z(RN‘1—RN”)g?r

=1

<>z()}

i1

=1 =

_luop{(RN—s—l . RN+S+1)NZ_1(RN—j _ RN )g?r—(l _R2N )Nz_l(R\Hl—j\ _ RS )Q?T},
F'=(1-R* );"(x) +Zk { RN )Nz_l(RN-j —R)g"r
i=L
(-re Rt —ijg,%}

=1

_ikiﬂip{(RN_l 1 N+I +1)Z(RN i RN+])g r— ( RZN)E(RIMJ' Rhmj)gTT}
i=1

=1
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seklindedir. Ayrica, bunlara ek olarak Teorem 4.1.2°nin ispati A, operatoriiniin

pozitifligine, 6nceki bolimdeki soyut fark problemi igin gosterilen Teorem 3.1.2 ve 3.2.2
ile Ashyralyev ve Sobolevskii’nin (2004) ¢alismasinda gegen,

il

esitsizligine dayanmaktadir.

In‘ B

4.2. Cok Boyutlu Eliptik Denklem Icin Dirichlet Kosullu Bitsadze-Samarskii
Tipi Ustbelirli Neumann Sinir Deger Probleminin Fark Semalar

[O,T]XQ bolgesinde ¢ok boyutlu eliptik kismi diferensiyel denklem igin Dirichlet

kosullu Bitsadze-Samarskii tipi tistbelirli

—Vy (1, %) - Z(a (X)v, ), +ov(t,x) = g(t, x) + p(x),
X = (X, x)eQO<t<T

v(0, X) = @(x),v(T, X) - Zkiv(/?,, ,X) =1(x),x e Q, (4.23)
V(7,X) = £(x),xeQ,0 <I_;/ <T,
MtX) g wes0<t<T

on

Neumann sinir deger problemini ele alahm. k;,k,,...k, Kkatsayilarinin (2.3) sartin

sagladigint varsayalim. o >0 olmak tizere (4.23) probleminin diferensiyel operatori,

(4.2) seklinde tanimlanir. Tanim bélgesi,

D(A) = {v(x) eL(Q),S Uzerindeg—a! = o}
n

olan L,(Q) uzayindan L,(Q) uzayma bir operatér olmak iizere (4.2) ile tanimlanan A*
operatdri 6z-eslenik pozitif tanimhidir.
ki asamada (4.23) probleminin yaklasimini kuracagiz. Birinci asamada, grid
noktalar uzayi,
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Qn = {x=x, =(hm,,...,hm );m=(m,.m )m =0,..M_ hM, =1 r=1..,n},

Q,=QnNQ,S, =QnNS

ile tanimlanir.

(4.23) problemine gore tamimlanan A* diferensiyel operatorii yerine (4.3) ile
tanimlanan A" fark operatoriinii kullanacagiz. Buradaki v"(x) fonksiyonlaritim xeS,

icin D"V"(x)=0 kosulunu saglamahdir. Bu sekilde tammlanan A‘ operatriiniin

0z-eslenik pozitif tanimh bir operator oldugu bilinir ve onun tanim bolgesi,

D(AY) = {"(x) € L,,, D"V"(x) =0, xS, |

bicimindedir. Burada D"v"(x), (;_QY ’nin bir yaklagimidir.
n

A" operatorii kullanilarak, v"(t,x) ve p"(x) bilinmeyen fonksiyonlar olmak iizere,

(4.4) bi¢imindeki adi diferensiyel denklem sistemi elde edilir.
ikinci asamada, (4.4) probleminin t degiskenine gore aproksimasyonunu elde

edelim. Bunun i¢in N-sabit pozitif tam sayis1 olmak tizere, grid noktalar uzayini
[0,T] ={t =kz,k=1,.,N,Nz =T} ile gosterclim.

simdi, Vv"(4,x),(i=1,..,q), V"(y,X) degerleri igin,

T

V' (A, X) = v[{—'}r, x] +0(7),xeQ,,

v'(y,X) = v({z}r, x] +0(7),xeQ,,
T

birinci mertebeden yaklasim formiillerini uygulayarak, (4.4) probleminin,
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Vsl 2R V0D ()= g x)+ p (1)
T

arx)=gMt,x)t, =kr, 1<k <N-1,xeQ,,

vi(x)=¢"(x)x e §~2h,

- 4.24
vI(x)=¢"(x),x € Qn, (4.24)
9
v ()= D k" (24, + 7" (),
i=1
XxeQn,s= [Z}h = {ﬁ}
T T
birinci mertebeden dogruluk fark semasi ifade edilir.
Benzer sekilde, v"(4,x),(i=1,...,q), V"(y,x) degerleri icin,
V' (4, X) = vqﬁ} xj 4 (ﬁ — [i}){vqﬁ} ¥, xj — vqﬁ} xﬂ +0(7?), xeQ,,
T T T T T
V' (7,x) = qu:|1, xj +(L- [Z})[v({l}r +7, xj - V([Z}T’ xﬂ +0(r?), xeQ,
T T T T T
ikinci mertebeden yaklasim formiillerini uygulayarak, (4.4) probleminin,
h _oyh h
el =20 AR | ar (10) = 010,00+ 9" (0,
ar(x)=gMt,x)t, =kr, 1<k <N-1,xeQ,,
v (x)=9"(x),x € Qn,
(4.25)

v () + [{ - sj(vL(x) —vI (%)= ¢"(),
Vi (9 = ik{v.?(x){%—Ii](v.?ﬂ(x)—v.? (x))}n“(x),

rese 2]

ikinci mertebeden dogruluk fark semasi elde edilir.

Teorem 4.2.1.k, (i =1,...q)katsayilarinin (2.3) kosulunu sagladigin1 ve ¢",¢",n" € D(AY),
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{of P eCcar(L,,)(0<a<1) oldugunu varsayahm. O halde, (4.24) ve (4.25) fark

semalarinin ({vf(1 }Ltll, ph) ¢oziimii i¢in asagidaki kararlilik kestirimlerini saglar:

ekl =Ml kL, L el | (420
1 _
thHLZh <M (5{”#] W2, +Hé/h W2, +H77h W2, +m H{gc}:jzll cg‘T’a(Lzh)i|. (4-27)

Burada M (5) sabitleri, verilen a,¢",¢",7" elemanlarindan ve {g,ﬁ‘}:l’den bagimsizdur.

Teorem 4.2.2.k, (i =1,...q)katsayilarinin (2.3) kosulunu sagladigini ve ¢",¢", 7" € D(AY),

{gf}::l e Ci”(L,,)(0<a <1) oldugunu varsayalim. Bu takdirde, (4.24) ve (4.25) fark

semalarinin ({vfj }Ltll, ph) ¢oztimii, asagidaki hemen-hemen koersif esitsizligini saglar:

h
+e’l
’Z'2

N-1
h h o oh
{(Vkﬂ —2V, +Vyy )}

x,,h (N1
+H{Ahvk }kzl

C(Lyy)

C(LZh) LZh

1 _
Wz + In(l’—}-—hJH{gE }L\l:ll

k=1

+e

h
+
w5, W5,

SM@%W

}. (4.28)
ClLop)

Burada M (&) sabiti, verilen 7, &, ¢",¢",n" elemanlarina ve {gi‘}s:_ll’na bagiml: degildir.

Teorem 4.2.3.k, (i =1,...q)katsayilarinin (2.3) kosulunu sagladigini ve ¢",¢",n" € D(AY),
{g'k”}s:_ll e Ci”(L,,)(0<a <1) oldugunu varsayalim. Bu takdirde, (4.24) ve (4.25) fark

semalarinin ({VL1 }Ltll, ph) ¢oziimil i¢in asagidaki koersif kararhlik kestirimi gecerlidir:

—2(,,h h h JIN-L
H{T (Vk+l =2V, +V )}k:1

X. .h N-1
+H{Ath }k:1

[Pl
Cor” (Lan) Cot” (Lan) 2h
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ua

+e

h
|
iy M7

< M(é){( ~ ok

1—a)a

" } (4.29)
Burada M (5) sabiti, verilen 7, &, ¢",¢",n" elemanlarindan ve {g,'j}:l’dan bagimsizdur.

Teorem 4.2.1, 4.2.2 ve 4.2.3 ispatlari, A, operatoriniin simetrik 6zelligine, 3.1-3.3

arast onermelere, (4.10) ve (4.11) fark semalarinin ¢oziimlerine dayanmaktadir. Burada
(4.10) fark semasinin ¢oziimii igin (4.16), (4.17), (4.18) ve (4.19) formiillerine, (4.11) fark
semasinin ¢ozimii igin ise (4.16), (4.20), (4.21) ve (4.19) formiillerine ihtiyag
bulunmaktadir. Ayrica bunlara ek olarak, Teorem 4.2.2°nin ispati, A, operatoriiniin
pozitifligine, 6nceki boliimdeki soyut fark problemi igin gosterilen Teorem 3.1.2 ve 3.2.2
ile Ashyralyev ve Sobolevskii’nin (2004) calismasinda gegen (4.22) esitsizligine

dayanmaktadir.
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5. SAYISAL UYGULAMALAR

5.1. Eliptik Denklem icin Dirichlet Kosullu Bitsadze-Samarskii Tipi Ustbelirli
Dirichlet Simir Deger Probleminin Sayisal Sonuclar
Dirichlet kosullu Bitsadze-Samarskii tipi tistbelirli Dirichlet sinir deger probleminin

sayisal sonuglari i¢in agagidaki eliptik problemini g6z oniine alalim.

az\éi Lx) o ((3+sin(ﬂx))% +v(t,x) = g(t,x)+ p(x)0<x<1,0<t <1,
g(t,x)= [(1+ 47 )cos(at) + (32 + Lk Jsin(zx) - 72 (cos(at) + t)cos(27x),
v(0,x) = 2sin(zx) = ¢(x),0 < x <1, (5.1)
v(y,x)= (cos(m/)+;/+1)sm( )=¢(x),0<x<1,
v(L, )= > kv(4, x Zk cos(z4,) + A, )sin(zx),0 < x <1,
v(t,0)= v{t,2)= 0,0<t <1.

(5.1) probleminin  gercek  ¢oziimlerinin  V(t,x)= (cos(at) +t+1)sin(zx) ve
p(x) = (3z° +1)sin(zx)— 72 cos(27x) oldugu agiktir. (5.1) probleminin v(t,x) ¢dziimii

icin v(t,x) =u(t,x)+ A" p(x) bagmtisini kullanarak,

—azgftz’x) ;((3 sin (7x)) (X )}u(t x)=g(tx)0<x<10<t<L,

u(0,x)—u(y,x) = (1—cos(zy) —y)sin(nx),0 < x <1, (5.2)
u(l,x)— Zq:kiu(/li ,X) = —Zq:ki (cos(7z4,) + 4 )sin(2x),0 < x <1,

i=1 i=1

yardimci problemini olusturalim.

Yardimci lokal olmayan (5.2) probleminin yaklasik ¢oziimiinii [0,1], x[0,1],

kiimesinde gz Oniine alalim.

Grid noktalar uzayi,

[0.1], x[0,1], = {t,.x,):t, =kz,k =1,.N =1,Nz =1,x, =nh,n=1,.M -1, Mh =1},



ile tanimlanur.
Birinci mertebeden dogruluk (4.10) fark semasinmi uygulayarak t igin birinci

mertebeden ve X i¢in ikinci mertebeden dogruluk fark semas,

k+l k ok k k ok
+ (3+sin(mx,)) 222 Zh“; TR g cos(m,) e -l =),

0f =—g(t,,x, ) k=1..N-1,n=1,.M -1,

uf =u =0,k =0,.N,

u, —u; —¢ -4,,n=0,..M, (5.3)

2u +u
2_2

4, = ¢(xn )¢, = 4(’xn ) 77; = (x, ) = H < H

seklinde ifade edilir. (4.9) formiilii uygulanarak, X i¢in ikinci mertebeden dogrulukta

p -nin degerleri,

pn - —(3+Sin(7ZXn))(¢n+1 _ur?+l)_2(¢nh;ur?)+ (¢n—1 _ug_l)—ﬂ'COS(ﬂXn)

X( n+l n+1)2h( h-1 ~ Un )+(¢n _ur(]))’ n=1,.M -1 (54)

olarak bulunur.

_ 3+sin(m,) | weos(ax,) | _ 2 2(3+sin(x, ))_
" h? 2h o 72 h? L
3+sm(7zx ) mcos(nx,) d= 1 (5.5)
! h? 2h 72’ '
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u.=| . ,S=n-1,n,n+1,

L7s J(N+1)x1

olmak tizere, (5.3) fark semasini

UO
AU, +BU +CU_, =16,,n=1,..M -1,
L, =0 (5.6)

0
!

1
n?

6

matris formunda yazilabilir.

Burada A,,B,veC,, (N +1)x(N +1) tipinde kare matrisler olup, 6, ise (N +1)x1
tipinde bir siitun matris, 1 ise (N +1)x (N +1) tipinde bir birim matristir.

0 0 0 O 0 0 0 O]

0 a, 0 O 0 0 0 O

0 0 a, O 0 0 0 O

0 0 0 a, 0 0 0 O
A=l r e s (5.7)

00 0 0 a 0 0 0

0 0 0 O 0 a, 0 O

0 0 0 O 0 0 a, O

00 0 0 0 0 0 0
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10 0 0 -1 0 0 0 0 0 0
d b d 0 0 0 0 0 0 0 0
0 d b, d 0 0 0 0 0 0 0
0 0 d b, 0 0 0 0 0 0 0
I I S S S S S S S S (5.8)
00 0 0 0 b, d 0 0
00 0 0 0 d b d 0
00 0 0 0 0 d b, d
0 0 0 0 0 ke -k 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0]
0c O O 00 00
0 0c O 00 00
00 Oc -0 0 0O
C,=|: © i i ioii (5.9)
00 0 0 c, 0 0 0
00 0 O 0O c 00
00 0 O 0 0 c O
00 0 0 0 0 0 0
]
6,=| . [n=1.M-1,
o

o) =n,n=1..M-1,

0 =—g(t.,x, ) k=1..,N-1,n=1..,M -1,
a,(n=1,..,M -1), (N+1)x(N +1) tipinde bir kare matris, g,(n=1,..,M —1) ise

(N +1)><1 tipinde bir siitun matris olmak {izere, (5.6) denkleminin ¢oziimii (Samarskii ve

Nikolaev, 1989)
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U =a, U +8.,n=M-1..1,

n+1

seklinde aranir ve (5.6) fark denkleminin ¢6ziimii igin,

_(Bn + Cnan )71 A1 J

B..=—-(B,+C.a, ) (16,-C, B, n=1,..M -1

an+l

formiilleri gegerlidir. Burada «;, (N +1)x(N +1) tipinde bir sifir kare matris, g, ise,
(N +1)x1 tipinde bir sifir siitun vektoriidir.

Simdi (5.1) ters probleminin ikinci mertebeden dogruluk fark semasini ele alalim.

(4.11) fark semasini ve

o (x,)= L )Z_hw(x"-l) +0(h?)
w" (Xn ) _ a)(Xn+1)— 20;](2)(n )+ a)(xn_l) N O(hz)

yaklasim formiillerini kullanarak, t ve x degiskenleri i¢in ikinci mertebeden dogruluk

fark semasi,

k+l
n

uft —2uk +ut uf, —2u +uk K, —u¥

] +(3+sin(ax,)) - hz” n-1 +7rcos(7zxn)—u”*lz_hu”1 —uk =9,
0 =—g(t.,x ) k=1..N-1,n=1,.M -1,

Up + (4o =1y = U™ = ¢, =¢,,n = 0,..M,

ul +zq:ki (1, 1! —Zq:kiyiu:j+l =7,,n=0,.M,

us = u$ =0,k =0,..., Kll,

=00, =0, =nlx ) =| 2 5= ||

(5.10)

seklinde kurulur.

(5.10) fark semast (5.6) matris formunda yazilabilir. Burada A,, C,, (5.7) ve (5.9)

matrisleriyle tanimhidir. B, matrisi ise asagidaki forma donsiir.
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1 0 0 O Yo Zo 0 O 0 0 0

d b, d O 0 0 0 O 0 O 0

0 d b, d 0 O 0 O 0 O 0

0 0 d b, 0 0 0 O 0 0 0
B,=|: : = Do : Do :
0 0 0 O 0 0 0 0 0 b,

0 0 0 O 0 0 0 0 0 d

0 0 0 O 0 O 0 O 0 O 0
00 0 0 0 O Yy, Z, Yo Z, 0

Buradaki b, ve d (5.5) ile aynidir, diger katsayilar ise,

YO—;_S_]-:,UO’ZO_ —S= Ly,

Y1:£_1_1:/11 1'21__i+|1:_ﬂ1’
T T

YZ:%_Iz_lzﬂz Lz,=——=+, =,

Y3:%_3_1:ﬂ3_1123: — 4l = -,

ylzﬁ_li_]':/ui_lizl___I+I|:_:u|
T

seklindedir.

Simdi sayisal analiz sonuglarini verelim. Yaklasik bir ¢6ziim

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
Do | (5.11)
d 0 0
b, d 0
d b d
0 0 1]

elde etmek i¢in

MATLAB programt kullanimistir. Farkli N=M ve T=1 degerleri i¢in sayisal ¢oziimler

elde edilmistir. Yardimc1 yerel olmayan ve ters probleminin fark semelarinin (t,,x,) grid

noktalarindaki sayisal ¢oziimleri sirasiyla u‘ ve v grid fonksyonlariyla; bilinmeyen p

fonksiyonunun x, grid noktalarindaki sayisal ¢oziimii ise, p, grid fonsiyonuyla gosterildi.

Gergek ¢bziimiin  (t,,x,) noktasmndaki degeri u (t.,x,) ile

karsilastirilmasi igin,
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M-1 ) %
EU,\'} = max (Z‘u(tk,xn)—u:ﬁ hj ,

1<k<N-1\ 75
1

M-1 2 2
EV,\I\A‘ = max (Z‘V(tk,xn)—vs h) )

1<k<N-1\ 1

Epy = (lelp(xn)— pnlzhji

n=1

hata formiilleri kullanilmistur.

MATLAB programini kullanarak (5.1) probleminin sayisal ¢oziimleri elde
edilmistir. Saysal ¢oziimler bir, iki ve ii¢ noktali lokal olmayan Bitsadze-SamarskKii tipi
kosullar igeren iistbelirli problemler i¢in hesaplanmistir. Bir noktali problemde,
q=1,y=054 =06k =1

iki noktali problemde, q=2,=0.4,4=051,=0.6,k = é,kz :g ve ¢ noktali

problemde,  q=3,7=0.5,4=06,4,=0.7,4, =08,k = %,kz

alinmastur.

Tablo 5.1.1°den 5.1.3’e kadar gercek ¢oziimler ile fark semalar: arasindaki hata
analizleri verilmektedir ve bu tablolar N=M=20, 40, 80 ve 160 i¢in olusturulmustur.
Sayisal deneylerden elde edilen sonuglardan, ikinci mertebeden fark semasinin birinci
mertebeden fark semasindan daha iyi sonuglar verdigi gériilmektedir.

Tablo 5.1.1°de, bir, iki ve ii¢ noktali (5.2) yardimci1 problemlerin gercek ¢oziimleriyle
birinci ve ikinci mertebeden dogruluk fark semalarmmin yaklasik ¢oziimleri arasindaki

hatalar gdsterilmektedir.
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Tablo 5.1.1. Bir, iki ve ii¢ noktali DSD BSTUEP’lerdeki (5.2) i¢in hatalar

Nokta Sayis1  |[Fark Semasi Tirti N=M=20 | N=M=40 N=M=80 N=M=160
Bir noktall BMDFS 0.078802 | 3.91x10% 1.95x107? 9.74x1073
Bir noktali IMDFS 1.56x103| 3.90x10* 9.76x10° 2.44x10°
Iki noktah BMDFS 0.04713 | 2.32x10%2 1.15%1072 5.74x107
Iki noktal IMDFS 1.67x103| 4.20x10* 1.05x10% 2.62x10°
Ug noktali BMDFS 0.04097 | 2.00x107? 9.92x1073 4.93x1073
Ug noktali IMDFS 1.55x103| 3.88x10* 9.71x107° 2.42x10°

Tablo 5.1.2°de, bir, iki ve {li¢ noktali lstbelirli problemlerinin bilinmeyen p

elemaninin gergek ¢oziimleriyle, fark semalari ile elde edilen ¢6ziimleri arasindaki hatalar

gosterilmektedir.

Tablo 5.1.2. Bir, iki ve ii¢ noktali DSD BSTUEP’lerdeki p i¢in hatalar

Nokta Sayis1 | Fark Semasi Tiirii| N=M=20 | N=M=40 | N=M=80 N=M=160
Bir noktali BMDFS 0.21867 | 0.09159 | 0.04152 1.97x107
Bir noktalt IMDFS 7.21x1072| 1.81x10? | 4.56x1073 1.14x1073
iki noktali BMDFS 0.13099 | 0.04503 | 0.01751 7.53x10°
iki noktali IMDFS 8.23x102| 2.07x102% | 5.21x10° | 1.30x10%
Ug noktali BMDFS 0.14646 | 0.05507 | 2.31x102 | 1.04x10?
Ug noktali IMDFS 7.16x102| 1.80x102 | 4.53x10° | 1.13x10%

Tablo 5.1.3’de (5.1) bir, iki ve ii¢ noktali dstbelirli problemlerinin gercek
coziimleriyle birinci ve ikinci mertebeden fark semalariyla elde edilen c¢oziimleri

arasindaki hatalar gosterilmektedir.
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Tablo 5.1.3. Bir, iki ve ii¢ noktali DSD BSTUEP’lerdeki v i¢in hatalar

Nokta Sayis1 | Fark Semasi Tiirti | N=M=20 | N=M=40 | N=M=80 N=M=160
Bir noktali BMDFS 0.07378 | 3.68x102 | 1.83x102 | 9.18x10%
Bir noktali IMDFS  |5.31x10%*| 1.33x10%* | 3.34x10®° | 8.36x10°
Iki noktal BMDFS 0.04474 | 2.22x10% | 1.11x10% | 5.54x10%
Iki noktal: IMDFS 7.56x10*| 1.89x10* | 4.72x10° | 1.18x10°
Uc noktali BMDFS 0.03808 | 1.87x102 | 9.33x10° | 4.65x10°
Ug noktal IMDFS  |6.24x10*| 1.56x10%* | 3.90x10®° | 9.76x10*

Sekil 5.1.1, Dirichlet kosullu Bitsadze-Samarskii tipi iistbelirli Dirichlet sinir deger

probleminin gercek ¢6ziim grafigini gostermektedir.

N=40,M=40 igin gergek ¢oziim

X axis

Sekil 5.1.1. (5.1) DSD BSTEUP’nin gercek ¢dziim grafigi

Sekil 5.1.2, Dirichlet kosullu Bitsadze-Samarskii tipi {i¢ noktal iistbelirli Dirichlet

sinir deger probleminin birinci mertebeden dogruluk fark semasinin yaklasik ¢6ziim

grafigini gdstermektedir.
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N=40,M=40 igin, 3 noktali problemin 1.mertebeden yaklasimi

2.5 ~

X axis 0 0 t axis

Sekil 5.1.2. (5.1) DSD BSTEUP’nin BMDFS yaklasik ¢dziim grafigi

Sekil 5.1.3, Dirichlet kosullu Bitsadze-Samarskii tipi ii¢ noktali iistbelirli Dirichlet
sinir deger probleminin ikinci mertebeden dogruluk fark semasmnin yaklasik ¢6ziim

grafigini géstermektedir.
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N=40,M=40 igin, 3 noktali problemin 2.mertebeden yaklagsimi

2.5 ~

1.5

0.5 4

0
60

X axis 0 o t axis

Sekil 5.1.3. (5.1) DSD BSTEUP’nin IMDFS yaklasik ¢oziim grafigi

5.2. Eliptik Denklem I¢in Dirichlet Kosullu Bitsadze-Samarskii Tipi Ustbelirli
Neumann Sinir Deger Probleminin Sayisal Sonug¢lari
Simdi, Dirichlet kosullu Bitsadze-Samarskii tipi tistbelirli Neumann sinir deger

probleminin sayisal sonuglar1 i¢in asagidaki eliptik problemi goz 6niine alalim.

ov(t, x)
S
g(t,x)= [(3;:2 +1)sin(7zt)+(27r2 +1) cos(zx)+ 72 (sin (at) +t)cos(27x),
(0,x)=cos(nx) = #(x),0 < x <1,

(%)= (Sln(ﬂ7)+7+1)605( )=¢(x)0<x<1,
(1,x) kv(4,x)=|1- Zk (S|n(7rﬂ,)+/1)}cos( mx)0<x<1,

v, (t,0)=v,(t,1)= 0<t<1

_g((2+cos(m()) avg;x) +V(t, X) = g(t, X)+ p(X),O <x<1,0<t<l,

<

(5.12)

<

\"

Mn

!
[y

(5.12) probleminin gercek ¢oziimlerinin  v(t, x) = (sin(zt) +t+1)cos(zx) ve

p(X):(27Z'2+1)COS(7ZX)+7Z'2 cos(22x) oldugu agiktir. (5.12) probleminin v(t,x) ¢oziimii
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icin v(t,X) =u(t,x)+ A" p(x) bagntismi kullanarak, u(t,X) e gore yazilmus,

B 62u(t,X)_£ 6u(t,x)j _
Tz ox ((2+COS(7D<))—8X +u(t,x)=g(t,x)0<x<10<t<1,

u(0,x) —u(y, x) = —(sin(zy) + y) cos(7x),0 < x <1, (5.13)
u(l,x) — Zq:kiu(/li ,X) = {1— Zq:ki (sin(z4,) + A, )} cos(7x)0 < x <1,

yardimci lokal olmayan problemi elde edilir.
Yardimcr (5.13) probleminin yaklasik ¢oziimiinii bulmak icin [0,1], x[0,1],

kiimesinde
[0,1]. x[0,1], = {(t..x,):t, =kz,k =1,..N-1,Nz =1,x, =nh,n=1,..M -1, Mh =1}

grid noktalar uzayin ifade edelim.
(4.10) fark semasin1 géz Oniine alarak, (5.13) problemi ic¢in birinci mertebeden

dogruluk fark semasini

ut —2uf +uk —2u¥ +uk. ut, —u
2+ cos(7x v —zsin(ax, ) "L yk =gk,
1'2 ( ( )) hz T ( n) 2h n n
6" = —g(t.,x, ) k=1,.N-1,n=1,.M -1,
u :uM—O,k—O,...N,
U, -us =¢,—¢,,n=0..M, (5.14)

k

0

0

u) - Zkui:nn,n:O,...M,
u(‘j—uf-uM —u$,=0k=0,.N,

b = dx )¢, = c(x . = p(x )1 = H = H

seklinde ifade edelim.
(4.9) uygulanarak p -nin degerleri,

)(¢n+1 _urc\)+1)_ 2(¢n _ur?)+ (¢n—1 _ur?—l

" )+7rsin(7zxn)
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0 0
% (¢n+l B un+1)_ (¢n—l —Uy

) oy e
o +(4,-u%), n=1,.M -1 (5.15)

formiiliiyle hesaplanir.

_(2+cos(nx,)) msin(ax,) . _ 2 2(2+cos(zx,))
an - 2 - ’bn - __2_—2_11
h 2h T h
= (2+C0§(ﬂxn))+ zsin(zx,) - iz (5.16)
h 2h T
o
U, =| . ,S=n-1,n,n+1,
_USN_(N+1)><1

olmak tizere, (5.14) fark semasi

U,=U,,
AU .,+BU +CU ,=16,,n=1..M -1,
Uy =Uy, (5.17)

matris formunda yazilabilir. Burada, A,,B, ve C,, (N +1)x(N +1)tipinde kare matrisler
olup, 6, ise (N +1)x1 tipinde bir siitun matris, | ise (N +1)x(N +1) tipinde bir birim
matristir. A, B,, C, (5.7), (5.8) ve (5.9) matrisleriyle (seklinde) tanimlanur.

00

n

6= . [n=1.M-1,

elN

a,(n=1,..,M -1) (N +1)x(N +1) bir kare matris, 8 (n=1,..,M -1), (N +1)x1 tipinde
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bir siitun matris olmak {izere, (5.17) fark denkleminin ¢6ziimii (Samarskii ve Nikolaev,
1989)

Un :an+lun+l+ﬂn+1'n:M_l """ 1
seklinde aranir. (5.17) denkleminin ¢dziimii i¢in,

Ay = _(Bn + Cnan )71'6\1 |

B..=—(B,+Ca, )" (16,-C B )n=1..,M-1,

formiilleri gegerlidir. Burada «,, (N +1)x(N +1) tipinde birim kare matris iken, g, ,
(N +1)x1 bir sifir siitun vektordiir.

Simdi (4.11) fark semasini ve

v (0)= —3w(0)+42a;](h)—w(2h) +o(h?),

v )= —3a)(1)+4a)(]é; h) - w(1-2h) +o(h?),

v (0) ~100(0) —15w(hg + 6 (2) =B | 52y,

o ()= 100(1)~150(1=h)+6e(1=20) —o1=30) ;.

h3

yaklagim formiillerini kullanarak, t ve X degiskenleri i¢in ikinci mertebeden dogruluk
fark semasi,
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uft —2uk +uk

2u +u u u
_ 2+COS 77X n+1 + n+1 n-1 _uk = ek’
= -+ 2+ cos(m,) i =0
0" =—g(t,x )k=1,.N-1,n=1,.M -1,
r? ( 1)u ILIO s+l = ¢ é/nv
q
Ur']\‘ +Zk Hi— Zkl H; n nn’n :0""M’ (518)
i=1
—3ug +4uy —u —3u +4uk  —uk =0
10ug —15u; +6u2 —u =10uy, —15uf , +6us ,—us ;=0
A
¢n = ¢(X” )’ é/n = g(xn )’ T = U(Xn )1| - [;l S= |:%j|
seklinde kurulur.
(5.18) fark semast,
-3U,+4U,-U, =0,
A1Un+l+ Bnun +CnUn,1 = |9n,n :1,...M —l,
" 4~V =0 (5.19)

matris formunda yazilabilir. Burada A,, B, ve C,, (5.7), (5.11) ve (5.9) matrisleriyle

tanimlhidir. B, matrisindeki b, ve d (5.16) ile aynidir, diger katsayilar ise,

YO:Z_S_]- Ho—=1,2y = ==+5=—p,
T
Y1:£_1_1:/11 1'21__£+I1:_:L’1’
T T
YZ:%_Iz_lzﬂz_lizz___"'Iz__,uz’
Y3:%_3_1:ﬂ3 Lzg=——+ly=—u,,
ylzﬁ_ll_lzﬂi_lizl___I+I|:_:u|
T
seklindedir.
a,, B, (N+1)x(N+1) tipinde kare matrisler olup, ¢, ise bir (N+1)x1
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(n=0,..., M —2) siitun matrisi olmak tizere; (5.19) ¢6ziimii bu formiil ile

Un :anUn+1+ﬂnUn+2 +¢,,N= M _1""’1

elde edilir. «,, B, ve ¢, icin,

a, = _(Bn + Cnan—l)il(ph + Cnﬂn—l)’

Oy = _(Bn +Cnan—1 )_l(l Hn _qupn—l )’

formiilleri gegerlidir. Burada,

4 1
2 :§|,ﬂo :_gla("o = Oy
8 3
o = 5 I, B, = 5 o = 0(N+l)><17
8 5
Oy 3= 3 I, Bus = "3 I, 0m-s = Oy

y o =41, By, =30y 5 = Oyiaya

S,, =—-3A,_,-8B,, ,—8C,, ,ay s—3Cy ,Lu 3
S, =4A, ,+9B,, ,+9C,, ,ay s +4Cy ,Bu s
S,, =-3B,,,—-8C,, ;,

S,, = A,,+4B,, ,+9C,, .,

L =16y ,—Cy .0u_s

L, =16y
olmak tizere, u,, ve U, _ icin,

Uy =(Sy, - S1282_21821)_10-1 - 81252_21L2 )'

Uy, = Sz_zl(l-z —SyuUy )v
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elde edilir.

Yaklasik bir ¢oziim elde etmek i¢in MATLAB programi kullanilmistir. Farklit N=M
ve T=1 degerleri i¢in sayisal ¢oziimler elde edilmistir. Yardimci yerel olmayan ve ters
problemlerin fark semelarinin (t,,x,) grid noktalarindaki sayisal ¢dziimleri sirastyla u
ve v¥ grid fonksyonlariyla, bilinmeyen p fonksiyonunun x_ grid noktalarindaki sayisal
¢oziimii ise p, grid fonsiyonuyla gosterilmistir. Gergek ¢dziimiin (t,, X, ) noktasindaki

degeriu (t,,x,) ile verildi. Bunlarin karsilastirilmasi igin,

1

M-1 » \2
Euy = max (Z‘u(tk,xn)—uﬁ hj ,

1<ksN-1\ 75

M-1 ) %
EpM = (Z| p(xn)_ pn| hj
n=1

M-1 4 %
Ev) = max (Z‘v(tk,xn)—vﬁ hj :

1<k<N-1\ 1

hata formiilleri kullanilmasgtir.

MATLAB programi kullanilarak (5.12) probleminin sayisal ¢oziimleri elde
edilmistir. Saysal ¢oziimler bir, iki ve ii¢ noktali lokal olmayan Bitsadze-Samarskii tipi
kosullar igeren iistbelirli problemler i¢in hesaplanmustir.

Bir noktali problemde q=1,y=04,4 =07,k =1, iki noktali problemde

q=2,y=0.2,4=06,4,=009,k, = % k, = ve ¢ noktali  problemde ise

oo

1 2 7
q=3,7=01,4=03,4,=0.7,4,=0.8,k, = E,kz = E,k3 = E olarak alinmustir.

Tablo 5.2.1°den 5.2.3’e¢ kadar ger¢ek c¢oziimler ve fark semalari arasindaki hata
analizleri verilmektedir ve bu tablolar N=M=20, 40, 80 ve 160 i¢in olusturulmustur.
Sayisal deneylerden elde edilen sonuglardan, ikinci mertebeden fark semasinin birinci

mertebeden fark semasindan daha iyi sonuglar verdigi goriilmektedir.
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Table 5.2.1. Bir, iki ve ii¢ noktalh NSD BSTUEP’lerdeki (5.13) i¢in hatalar

Nokta Sayis1 |Fark Semas1 Tiiriif N=M=20 | N=M=40 N=M=80 N=M=160
Bir Noktali BMDFS 0.72054 | 0.34401 0.16805 8.30x107
Bir Noktali IMDFS 0.11251 | 1.50x10? | 2.18x10° | 3.85x10™
iki Noktali BMDFS 0.6839 | 0.32678 0.15971 7.89x107
Iki Noktali IMDFS 0.10724 | 1.43x102 | 2.07x10° | 3.65x10™
Ug Noktalh BMDFS 0.65402 | 0.31258 0.1528 7.55%107
Ug Noktalh IMDFS 0.10305 | 1.37x102 | 1.98x10° | 3.50x10*

Tablo 5.2.1°de bir, iki ve ili¢ noktali (5.13) yardimci problemlerinin gercek
¢ozumleriyle birinci ve ikinci mertebeden dogruluk fark semalarinin yaklasik ¢oziimleri

arasindaki hatalar gosterilmektedir.

Tablo 5.2.2. Bir, iki ve ii¢ noktali NSD BSTUEP’lerdeki p icin hatalar

Nokta Sayis1 |Fark Semasi1 Tiiriif N=M=20 | N=M=40 N=M=80 N=M=160
Bir Noktali BMDFS 0.23847 | 0.10539 | 4.92x10? | 2.30x107
Bir Noktali IMDFS 0.31753 | 5.90x102 | 1.13x10? | 2.26x103
Iki Noktal BMDFS 0.34404 | 0.17834 | 8.13x102 | 4.63x107?
Iki Noktal IMDFS 0.20296 | 3.65x10% | 7.20x10° | 1.54x107
Ug Noktali BMDFS 0.70016 | 0.35855 | 0.18181 | 9.15x107?
Ug Noktali IMDFS 0.13998 |2.32x107% | 4.78x10° | 1.13x10°°

Tablo 5.2.2’de bir, iki ve tii¢ noktali Ustbelirli problemlerin bilinmeyen p

elemaninin gergek ¢oziimleriyle, fark semalari ile elde edilen ¢6ziimler arasindaki hatalar

gosterilmektedir.
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Tablo 5.2.3. Bir, iki ve ii¢ noktali NSD BSTUEP’lerdeki v i¢in hatalar

Nokta Sayis1 | Fark Semasi Tirti | N=M=20 | N=M=40 N=M=80 | N=M=160
Bir Noktali BMDFS 2.00x10% | 1.23x102 | 6.79x10% | 3.65x103
Bir Noktali IMDFS 1.72x10% | 1.80x10* | 2.16x10° | 3.87x10°
Iki Noktalt BMDFS 3.48x102 | 1.63x102 | 7.85x10° | 3.85x103
Iki Noktali IMDFS 3.85x10° | 4.60x10* | 6.07x10° | 1.03x10°
Ug Noktalh BMDFS 5.31x102 | 2.40x102 | 1.16x102 | 5.69x103
Ug Noktalt IMDFS 5.45x10° | 6.45x10* 8.51x10° | 1.49x10°

Tablo 5.2.3’de (5.12) bir, iki ve i¢ noktali tstbelirli problemlerinin gergek
cozlimleriyle birinci ve ikinci mertebeden fark semalariyla elde edilen ¢oziimleri
arasindaki hatalar gosterilmektedir.

Sekil 5.2.1, Dirichlet kosullu Bitsadze-Samarskii tipi tistbelirli Neumann sinir deger

probleminin gercek ¢6ziim grafigini gostermektedir.

=40,M=40 igin gergek ¢oziim

3:
60

40 - 50
o
20 — 20

X axis 0 0 t axis

Sekil 5.2.1. (5.12) NSD BSTUEP nin gercek ¢6ziim grafigi
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Sekil 5.2.2, Dirichlet kosullu Bitsadze-Samarskii tipi {ic noktali iistbelirli Neumann
siir deger probleminin birinci mertebeden dogruluk fark semasinin yaklasik ¢6ziim

grafigini gostermektedir.

N=40,M=40 igin, 3 noktali problemin 1.mertebeden yaklagimi

-2

3
60

40

30
20 S g

X axis 0 0 t axis

Sekil 5.2.2. (5.12) NSD BSTUEP’nin BMDFS yaklasik ¢oziim grafigi

Sekil 5.2.3, Dirichlet kosullu Bitsadze-Samarskii tipi {i¢ noktali {istbelirli Neumann
sinir deger probleminin ikinci mertebeden dogruluk fark semasinin yaklasik ¢6ziim

grafigini gostermektedir.
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N=40,M=40 igin, 3 noktali problemin 2.mertebeden yaklagsimi

40

X axis 0 0

t axis

Sekil 5.2.3. (5.12) NSD BSTUEP’nin IMDFS yaklasik ¢dziim grafigi
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6. SONUCLAR

Bu c¢aligma, Dirichlet simr kosullu Bitsadze-Samarskii tipi {tstbelirli eliptik
probleminin kararlilik analizini arastirmistir. Calisma sonucunda elde edilen 6zgiin
sonuglar sirasiyla su sekildedir:

1. A operatorii, H Hilbert uzayinda 6z-eslenik pozitif tanimli olmak iizere,

-V, (t)+Av(t) =g(t)+ p,0<t<T,

v(0)=¢,v(T) = ikiv(/liﬂ V() =<, (6.1)

seklindeki Bitsadze-Samarskii tipi iistbelirli eliptik probleminin ¢oziimii igin kararlilik

kestirimi ve koersif esitsizligi ispatlanmistir.
2. [0,T]xQ bolgesinde Q=(0,1)" olmak iizere, ¢ok boyutlu eliptik kismi

diferensiyel denklem igin,

G (6X) = Y@, 0V, ), V() = 94, + (),
X= (xl,...xnr)_le Q0<t<T,
v(0,X) = ¢(x),v(T, X) —Zq:kiv(ﬂ,, ,X) = n(X),xeQ,

v(y,x)=§(x),XE(_2,O<7/<T,
v(t,x)=0,xeS.

(6.2)

Bitsadze-Samarskii tipi tistbelirli ve Dirichlet sinir deger problemi, bunun ¢éziimii i¢in ise,

kararhilik ve koersif kararlilik kestirimleri elde edilmistir.
3. [0,T]1xQ bolgesinde Q=(0,1)" olmak iizere, ¢ok boyutlu eliptik kismi

diferensiyel denklem icin,



—Vy (t,X) - Z(a (X)v, ), +ov(t,x) = g(t, x) + p(x),
X = (X, x)eQO<t<T

v(0,%) = ¢(x).v(r,x)—_2kiv(x.,x) =n(x),xeQ, (6.3)
V(y,X) =<4 (x),xe £_2,0 <I_;/ <T,
MLX) g yes0<t<T.

on

Bitsadze-Samarskii tipi tistbelirli ve Neumann sinir deger problemi, bunun ¢6ziimii igin
ise, kararlilik ve koersif kararlilik kestirimleri elde edilmistir.
4. (6.1) istbelirli eliptik probleminin yaklagik ¢dziimii igin birinci mertebeden

dogruluk

_T_Z(Vk+l_2Vk +Vk—1)+ Av, =6, +p, 6, =9g(t),
t, =kz,1<k<N-1,Nz=T,

q
Vo =P,V =&,V = Zkivli +17,
i=1

ve ikinci mertebeden dogruluk

_Tiz(vku -2V, +Vk—1)+ Av, =6, +p,0, =g(t,),
t, =kz,1<k<N-1,Nz =T,

Vo :¢'V +(Vs+l_vs{z_sj = g’
T

ki

fark semalar1 kurulmustur. Birinci ve ikinci mertebeden dogruluk fark semalarinim ¢oziimii

icin ise kararhlik, hemen-hemen koersif kararlilik ve koersif kararlihik kestirimleri
kanitlanmastar.

5. Cok boyutlu eliptik diferensiyel denklem igin (6.2) tstbelirli Dirichlet smnir deger
probleminin birinci ve ikinci mertebeden dogruluk fark semalari kurulmustur. Bunlarin
¢Ooziimleri i¢in ise kararlilik, hemen-hemen koersif kararlilik ve koersif kararlilik

kestirimleri ispatlanmugtur.
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6. Cok boyutlu eliptik diferensiyel denklem icin (6.3) tistbelirli Neumann smir deger
probleminin birinci ve ikinci mertebeden dogruluk fark semalar1 kurulmustur. Bunlarin
coziimleri i¢in ise, kararlilik, hemen-hemen koersif kararlilik ve koersif kararlilik
kestirimleri ispatlanmastir.

7. Bir, iki ve li¢ noktali lokal olmayan Bitsadze-Samarskii tipi kosullart igeren
istbelirli Dirichlet ve Neumann sinir deger problemleri icin, MATLAB programi
kullanilarak sayisal ¢oziimler hesaplanmistir. Her iki problemin de birinci ve ikinci
mertebeden dogruluk fark semalarinin ¢éziimleri igin elde edilen teorik ifadeler, sayisal

deneylerin sonuglariyla desteklenmektedir.
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EKLER

Ek 1. Ug Noktali DSD BSTEUP’IN Birinci ve ikinci Mertebeden Sayisal Coziimleri
Icin MATLAB Program Kodlar1

function bsinverse3s(N,M,gm,lambda,miyu,omega)

%Numerical solution of the equation

%-Vit-(3+sin(pi*x))Vxx-pi*cos(pi*x) Vx+V=f(t,x)+p(X);

%inverse problem
%v(0,x)=fi(x),v(1,x)=(1/5)*v(lambda,x)+(3/10)*v(miyu,x)+(1/2)*v(omega,X)+psi(X)

%v(gm,x)=ksi(x)

%v(t,0)=v(t,1)=0

%First and Second order in t and Second order in x

if nargin<1;end; close;bclose;

%%%%%%%%%% %% %% %% first order%%%%%%%%%%%%%%%%%
T=1; %lambda=0.68*T; gm=0.87*T; tau=T/N; h=1/M;
Ibt=lambda/tau;1=floor(lbt);lbtl=Ibt-I,

sbt=gm/tau;s=floor(sbt);sbts=sbt-s;

gbt=miyu/tau;q=floor(gbt);qbtq=gbt-q;
wbt=omega/tau;w=Ffloor(whbt);wbtw=wbt-w;

%%% First step FIRST ORDER ACCURACY %%%%%%%
%%%%Calculation U%%%%%%%

A=zeros(N+1,N+1,M+1); B=zeros(N+1,N+1,M+1);
C=zeros(N+1,N+1,M+1); for n=1:M+1; for k=2:N; x=(n-1)*h;
A(K,k,n)=(3+sin(pi*x))/h"2+(pi*cos(pi*x))/(2*h);
C(k,k,n)=(3+sin(pi*x))/h"2-(pi*cos(pi*x))/(2*h);
B(k,k,n)=-2/tau""2-2*(3+sin(pi*x))/(h"2)-1; B(k,k+1,n)=1/tau2;
B(k,k-1,n)=1/tau"2; end; B(1,1,n)=1; B(1,s+1,n)=-1; B(N+1,N+1,n)=1;
B(N+1,1+1,n)=-1/5; B(N+1,q+1,n)=-3/10; B(N+1,w+1,n)=-1/2; end;
R=eye(N+1,N+1); fii=zeros(N+1,M+1); for n=1:M+1

x=(n-1)*h; for k=2:N t=(k-1)*tau; fii(k,n)=-rsf(t,x); end,;
fii(1,n)=ksii(0,x)-ksii(gm,x);
fii(N+1,n)=ksii(T,x)-(1/5)*ksii(lambda,x)-(3/10)*ksii(miyu,Xx)-(1/2)*ksii(omega,x);
end; alphaf{1}=zeros(N+1,N+1); bethaf{1}=zeros(N+1,1); for j=2:M
Q=inv(B(:,:,j)*+C(:,:.j)*alphaf{j-1}); alphaf{j}=-Q*A(:,:.j);
bethaf{j}=Q*(R*(fii(:,j))-(C(:,:,j)*bethaf{j-1})); end;

U=zeros(N+1,M+1); for j=M:-1:1;

U(:,j)=alphaf{j}*U(:,j+1)+bethaf{j}; end;

%%Second step FRIST ORDER ACCURACY %%%%%

% %%% calculation of p(x) %%%%

for n=2:M; x=(n-1)*h;
pl(n)=-(3+sin(pi*x))*(-2*(ksii(gm,x)-U(s+1,n))+(ksii(gm,x+h)-U(s+1,n+1))+...
(ksii(gm,x-h)-U(s+1,n-1)))/h"2-(pi*cos(pi*x))*((ksii(gm,x+h)-U(s+1,n+1))...
-(ksii(gm,x-h)-U(s+1,n-1)))/(2*h)+(ksii(gm,x)-U(s+1,n)); end,;
p1(1)=-3*((ksii(gm,0)-U(s+1,1))-2*(ksii(gm,h)-U(s+1,2))+(ksii(gm,2*h)-...
U(s+1,3)))/h"2-+pi*((ksii(gm,0)-U(s+1,1))-(ksii(gm,h)-U(s+1,2)))/h...



+(ksii(gm,0)-U(s+1,1));
pLl(M+1)=-(3+sin(pi*x))*((ksii(gm,x)-U(s+1,M+1))-2*(ksii(gm,x-h)-U(s+1,M))...
+(ksii(gm,x-2*h)-U(s+1,M-1)))/h"2 -(pi*cos(pi*x))*((ksii(gm,X)...
-U(s+1,M+1))-(ksii(gm,x-h)-U(s+1,M)))/h+(ksii(gm,x)-U(s+1,M+1));
%%%Third step FIRST ORDER ACCURACY %%%%%
%%%%Calculation V %%%%

V=zeros (N+1,M+1); for n=1:M+1; x=(n-1)*h;

for k=1:N+1; t=(k-1)*tau;

V(k,n)=U(k,n)+ksii(gm,x)-U(s+1,n); end; end

%%ERROR ANALYSES FOR FIRST ORDER ACCURACY %%%
%%%%%% EXACT SOLUTION U,V’%%%%%%%%

for n=1:M+1; for k=1:N+1; t=(k-1)*tau; x=(n-1)*h;

es(k,n)=exact(t,x); esu(k,n)=exactu(t,x); end; end;

%%%%%%%% EXACT P %%%%

for n=1:M+1; x=(n-1)*h; esp(n)=exactp(x); end; pu=U; ftf=esu-pu;
fmat1=abs(ftf); fmat2=fmatl.*fmat1*h; fmat3=sum(fmat2,2);
fmat4=fmat3.7(1/2); maxerroru=max(fmat4); maxerrorp=0; for n=2:M;
maxerrorp=maxerrorp+(esp(n)-p1(n))"2; end
maxerrorp=maxerrorp”(1/2)*h"(1/2); pf=V;,

ftf=es-pf; fmat1l=abs(ftf); fmat2=fmatl.*fmatl*h; fmat3=sum(fmat2,2);
fmat4=fmat3.7(1/2); maxerror=max(fmat4);

%%%%%Output FOR FIRST ORDER ACCURACY %%%%%%%%%
format(’shortG’); Grids=[N,M];
cevapFirstAccuracy=[maxerroru,maxerrorp,maxerror];
%%%%%GRAPH OF THE SOLUTION for FIRST order%%%%%%
strl=strcat( ’N=",num2str(N),’,”,’M=",num2str(M),” i¢in 3 noktali problemin 1.
mertebeden yaklasimi1®);

figure;surf(pf);title(strl);xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’); rotate3d;
%%%%% First step SECOND ORDER ACCURACY %%%%%
%%%%%% Calculation U%%%%

A=zeros(N+1,N+1,M+1); B=zeros(N+1,N+1,M+1);
C=zeros(N+1,N+1,M+1); for n=1:M+1; for k=2:N; x=(n-1)*h;
A(K,k,n)=(3+sin(pi*x))/h"2+(pi*cos(pi*x))/(2*h);
C(k,k,n)=(3+sin(pi*x))/h"2-(pi*cos(pi*x))/(2*h);
B(k,k,n)=-2/tau""2-2*(3+sin(pi*x))/(h"2)-1;

B(k,k+1,n)=1/tau"2; B(k,k-1,n)=1/tau"2; end;

B(1,1,n)=1; B(1,s+1,n)=sbts-1; B(1,s+2,n)=-sbts; B(N+1,N+1,n)=1;
B(N+1,I+1,n)=1/5*(Ibtl-1); B(N+1,1+2,n)=1/5*(-1btl);
B(N+1,q+1,n)=3/10*(gbtg-1); B(N+1,9+2,n)=3/10*(-gbtq);
B(N+1,w+1,n)=1/2*(wbtw-1); B(N+1,w+2,n)=1/2*(-wbtw); end;
R=eye(N+1,N+1); fii=zeros(N+1,M+1);

for n=1:M+1; x=(n-1)*h; for k=2:N; t=(k-1)*tau;

fii(k,n)=-rsf(t,x); end; fii(1,n)=ksii(0,x)-ksii(gm,x);
fii(N+1,n)=ksii(T,x)-(1/5)*ksii(lambda,x)-(3/10)*ksii(miyu,X)-(1/2)*ksii(omega,x);
end; alphaf{1}=zeros(N+1,N+1); bethaf{1}=zeros(N+1,1);

for j=2:M; Q=inv(B(:,:,j)+C(:,:,j)*alphaf{j-1}); alphaf{j}=-Q*A(:,:,j);
bethaf{j}=Q*(R*(fii(:,J))-(C(:,:,j)*bethaf{j-1})); end,;
U=zeros(N+1,M+1); for j=M:-1:1; U(:,j)=alphaf{j}*U(:,j+1)+bethaf{j}; end;
%%%%% Second step SECOND ORDER ACCURACY %%%%

111



%%%%% calculation of p(x)%%%%

for n=2:M; x=(n-1)*h;
pl(n)=-(3+sin(pi*x))*(-2*(ksii(gm,x)-(sbts*U(s+2,n)-(sbts-1)*U(s+1,n)))+...
(ksii(gm,x+h)-(sbts*U(s+2,n+1)-(sbts-1)*U(s+1,n+1)))+(ksii(gm,x-h)...
-(sbts*U(s+2,n-1)-(sbts-1)*U(s+1,n-1))))/h"2-(pi*cos(pi*x))*((ksii(gm,...
x+h)-(sbts*U(s+2,n+1)-(sbts-1)*U(s+1,n+1)))-(ksii(gm,x-h)-...
(sbts*U(s+2,n-1)-(sbts-1)*U(s+1,n-1))))/(2*h)+(ksii(gm,X)...
-(sbts*U(s+2,n)-(sbts-1)*U(s+1,n))); end;
p1(1)=-3*((ksii(gm,0)-U(s+1,1))-2*(ksii(gm,h)-U(s+1,2))+(ksii(gm,2*h)-...
U(s+1,3)))/h"2+pi*((ksii(gm,0)-U(s+1,1))-(ksii(gm,h)-U(s+1,2)))/h...
+(ksii(gm,0)-U(s+1,1)); x=1;
pLl(M+1)=-(3+sin(pi*x))*((ksii(gm,x)-U(s+1,M+1))-2*(ksii(gm,x-h)-U(s+1,M))...
+(ksii(gm,x-2*h)-U(s+1,M-1)))/h"2-(pi*cos(pi*x))*((ksii(gm,x)-U(s+1,M+1))...
-(ksii(gm,x-h)-U(s-1,M)))/h+(ksii(gm,x)-U(s+1,M+1));

%%%Third step SECOND ORDER ACCURACY %%%%%%%%%%
%%%%Calculation V%%%%%%%

V=zeros(N+1,M+1); for n=1:M+1; x=(n-1)*h; for k=1:N+1; t=(k-1)*tau;
V(k,n)=U(k,n)+ksii(gm,x)-sbts*U(s+2,n)+(sbts-1)*U(s+1,n); end; end;
%%%% ERROR ANALYSES FOR SECOND ORDER ACCURACY %%%%
%%%%%% EXACT SOLUTION U,V’%%%%%%%%

for n=1:M+1; for k=1:N+1; t=(k-1)*tau; x=(n-1)*h; es(k,n)=exact(t,x);
esu(k,n)=exactu(t,x); end; end;

%%%%%%%% EXACT P %%%%

for n=1:M+1; x=(n-1)*h; esp(n)=exactp(x); end; pu=U;
maxesu=max(max(esu)); maxappu=max(max(pu));
maxerroru=max(max(abs(esu-pu)));
relativeerroru=max(max((abs(esu-pu))))/max(max(abs(pu))); maxerrorp=0;
for n=2:M; maxerrorp=maxerrorp+(esp(n)-p1(n))"2; end;
maxerrorp=maxerrorp™(1/2)*h"(1/2); pf=V; ftf=es-pf; fmat1l=abs(ftf);
fmat2=fmat1.*fmatl*h; fmat3=sum(fmat2,2); fmat4=fmat3.7(1/2);
maxerror=max(fmat4);

%%%%%Output FOR SECOND ORDER ACCURACY ;%%%%%%
format(’shortG’);

cevapSecond Accuracy=[maxerroru,maxerrorp,maxerror];
cevap=[cevapFirstAccuracy,cevapSecondAccuracy,Grids]

%%%%GRAPH OF THE SOLUTION for Second order;%%%%
strl=strcat( 'N=",num2str(N), ’,”,"M=",num2str(M),” i¢cin 3 noktali problemin
mertebeden yaklasimi1®);

figure; surf(pf); title(strl); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’); rotate3d;
strl=strcat( "N=",num2str(N),’,”,"M=",num2str(M),’ i¢in gercek ¢cdziim’);
figure; surf(es); title(strl); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’); rotate3d;
%%%%%%%%%%%% SUB FUNCTIONS %%%%%%%%%%%%%%
function estx=exact(t,x)

estx=(cos(pi*t)+t+1)*sin(pi*x);

function estxu=exactu(t,x)

estxu=(cos(pi*t)+t)*sin(pi*x);

function estxp=exactp(x)

estxp=(3*pi*2+1)*sin(pi*x)-(pi*2)*cos(2*pi*x);

function ksi=ksii(t,x)
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ksi=(cos(pi*t)+t+1)*sin(pi*x);

function rsftx=rsf(t,x)
rsftx=((4*pi*2+1)*cos(pi*t)+(3*pi*2+1)*t)*sin(pi*x)-(pi*2)*(cos(pi*t)+t)*cos(2*pi
*X);

Ek 2. Ug¢ Noktali NSD BSTEUP’in Birinci ve ikinci Mertebeden Sayisal Coziimleri
Icin MATLAB Program Kodlar1

function Nbsinverse3s(N,M,gm,lambda,miyu,omega)

%Numerical solution of the equation

%-Vit-(1+2cos(pi*x))Vxx+2pi*sin(pi*x) Vx+V=f(t,x)+p(X);

%inverse problem
%v(0,x)=fi(x),v(1,x)=(1/10)*v(lambda,x)+(2/10)*v(miyu,x)+(7/10)*v(omega,x)+psi
(%),

%v(gm,x)=ksi(x)

%vx(t,0)=vx(t,1)=0

%First and Second order in t and Second order in x

if nargin<1;end; close;close;

%%%%%%%%%%%%% % %% first order%%%6%%%%%%%%%%

T=1; %lambda=0.68*T;gm=0.87*T; tau=T/N;h=1/M;
Ibt=lambda/tau;I=floor(lbt); Ibtl=Ibt-1; sbt=gm/tau;s=floor(sbt);sbts=sbt-s;
gbt=miyu/tau;q=floor(gbt);qbtq=gbt-q; wbt=omega/tau;w=Ffloor(whbt);wbtw=wbt-w;
%%% First step FIRST ORDER ACCURACY %%%%%%

%%%%Calculation U%%%%%%%%

A=zeros(N+1,N+1,M+1); B=zeros(N+1,N+1,M+1);

C=zeros(N+1,N+1,M+1); for n=1:M+1; for k=2:N; x=(n-1)*h;
A(K,k,n)=(2+cos(pi*x))/h"2-pi*sin(pi*x)/2h;C(k,k,n)=(2+cos(pi*x))/h"2+pi*sin(pi*x
)/2h;
B(Kk,k,n)=-2/tau""2-2*(2+cos(pi*x))/h"2-1;B(k,k+1,n)=1/tau"2;B(k,k-1,n)=1/tau2;
end;

B(1,1,n)=1; B(1,5+1,n)=-1; B(N+1,N+1,n)=1;

B(N+1,1+1,n)=-1/10; B(N+1,g+1,n)=-2/10; B(N+1,w+1,n)=-7/10; end;
R=eye(N+1,N+1); fii=zeros(N+1,M+1); for n=1:M+1; x=(n-1)*h;

for k=2:N; t=(k-1)*tau; fii(k,n)=-rsf(t,x); end;

fii(1,n)=ksii(0,x)-ksii(gm,x);
fii(N+1,n)=ksii(T,x)-(1/10)*ksii(lambda,x)-(2/10)*ksii(miyu,x)-(7/10)*ksii(omega,x)

end; alphaf{1}=R; bethaf{1}=zeros(N+1,1); for j=2:M-1,
Q=inv(B(:,:,)*+C(:,:.j)*alphaf{j-1}); alphaf{j}=-Q*A(:,:.j);
bethaf{j}=Q*(R*(fii(:,j))-(C(:,:,j)*bethaf{j-1})); end;
U=zeros(N+1,M+1); alphaf{M}=R; bethaf{ M}=zeros(N+1,1);
QZ=A(;,;;M)+B(:,:;, M)+C(:,:,M)*alphaf{M-1}; Q=inv(Q2);
U(:;,M+1)=Q*(R*(fii(:,M))-C(:,:,M)*bethaf{M-1}); for j=M:-1:1;
U(:,j)=alphaf{j}*U(:,j+1)+bethaf{j}; end;

%%%%%Second step FRIST ORDER ACCURACY %%%%%%
%%%%%%calculation of p(x)%%%%%

for n=2:M; x=(n-1)*h;
pl(n)=-(2+cos(pi*x))*(-2*(ksii(gm,x)-U(s+1,n))+(ksii(gm,x+h)-U(s+1,n+1))+...

113



(ksii(gm,x-h)-U(s+1,n-1)))/h"2+pi*sin(pi*x)*((ksii(gm,x+h)-U(s+1,n+1))...
-(ksii(gm,x-h)-U(s+1,n-1)))/(2*h)+(ksii(gm,x)-U(s+1,n)); end;

x=0; p1(1)=exactp(x); x=1; p1(M+1)=exactp(x);

%%%%%%Third step FIRST ORDER ACCURACY %%%%%
%%%%Calculation V%%%%%%%%%

V=zeros (N+1,M+1); for n=1:M+1; x=(n-1)*h; for k=1:N+1; t=(k-1)*tau;
V(k,n)=U(k,n)+ksii(gm,x)-U(s+1,n); end; end;

%%%%%ERROR ANALYSES FOR FIRST ORDER ACCURACY %%%%%
%%%%%% EXACT SOLUTION U,V’%%%%%%%%

for n=1:M+1; for k=1:N+1; t=(k-1)*tau; x=(n-1)*h;

es(k,n)=exact(t,x); esu(k,n)=exactu(t,x); end; end;

%%%%%%%% EXACT P%%%%%%

for n=1:M+1; x=(n-1)*h; esp(n)=exactp(x); end; pu=U;ftf=esu-pu; fmat1l=abs(ftf);
fmat2=fmat1.*fmat1*h; fmat3=sum(fmat2,2);fmat4=tfmat3.7(1/2);
maxerroru=max(fmat4); maxerrorp=0; for n=2:M;
maxerrorp=maxerrorp+(esp(n)-pl(n))*2; end;maxerrorp=maxerrorp™(1/2)*h"(1/2);
pf=V; ftf=es-pf; fmatl=abs(ftf); fmat2=fmatl.*fmatl*h; fmat3=sum(fmat2,2);
fmat4=fmat3.7(1/2); maxerror=max(fmat4);

%%%%Output FOR FIRST ORDER ACCURACY';%%%%%

format(’shortG’); Grids=[N,M];
cevapFirstAccuracy=[maxerroru,maxerrorp,maxerror];

%%%%GRAPH OF THE SOLUTION for FIRST order;%%%%%

strl=strcat( ’N=",num2str(N),’,”,’M=",num2str(M),” i¢in 3 noktali problemin 1.
mertebeden yaklasimi1®);

figure;surf(pf);title(strl);xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’);rotate3d;

%%%First step SECOND ORDER ACCURACY %%%%%%%
%%%%Calculation U%%%%%%%%%

A=zeros(N+1,N+1,M+1); B=zeros(N+1,N+1,M+1);C=zeros(N+1,N+1,M+1);

for n=1:M+1;for k=2:N; x=(n-1)*h;
A(K,k,n)=(2+cos(pi*x))/h"2-pi*sin(pi*x)/2h;C(k,k,n)=(2+cos(pi*x))/h"2+pi*sin(pi*x
)/2h;

B(k,k,n)=-2/tau"2-2*(2+cos(pi*x))/h"2-1;B(k,k+1,n)=1/tau"2;
B(k,k-1,n)=1/tau2;end;

B(1,1,n)=1; B(1,s+1,n)=sbts-1; B(1,5+2,n)=-sbts; B(N+1,N+1,n)=1;
B(N+1,I+1,n)=1/10*(Ibtl-1); B(N+1,1+2,n)=1/10*(-Ibtl);
B(N+1,q+1,n)=2/10*(gbtg-1); B(N+1,g+2,n)=2/10*(-gbtq);
B(N+1,w+1,n)=7/10*(wbtw-1); B(N+1,w+2,n)=7/10*(-wbtw); end;
R=eye(N+1,N+1); fii=zeros(N+1,M+1); for n=1:M+1; x=(n-1)*h;

for k=2:N; t=(k-1)*tau; fii(k,n)=-rsf(t,x); end;

fii(1,n)=ksii(0,x)-ksii(gm,x);
fii(N+1,n)=ksii(T,x)-(1/10)*ksii(lambda,x)-(2/10)*ksii(miyu,x)-(7/10)*ksii(omega,x)

end; U=zeros(N+1,M+1);

%%%%%%%%%%%%Alpha, Betha, Gamma%%%%%%%%%%
alpha{1} = 4/3*R; betha{1} = -1/3*R; gamma{1}= zeros(N+1,1) ;
alpha{2} = (8/5)*R; betha{2} = (-3/5)*R; gamma{2} = zeros(N+1,1);
%%%%%%%% %% % %% %% %% %% % %% %% % %% %% %% % %% % %
for j = 3:M-1; L=inv(B(:,:,))+C(:,:,))*alpha{j-1});

betha{j} = zeros(N+1,N+1); alpha{j} = - L*(A(:,:,)) +C(:,:,j)*betha{j-1});
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gamma{j} = L*(R*(fii(:,j)) - C(:,:,j)*9amma{j-1}); end;
%%%%%%%% %% % %% % %% %%%% %% %% % %%

alpha{M-1} = 4*R; betha{M-1} = -3*R;

gamma{M-1}= zeros(N+1,1) ; alpha{M-2} = (8/3)*R;

betha{M-2} = (-5/3)*R; gamma{M-2} = zeros(N+1,1);
Al12=4*A(:,:,M-2)+9*B(:,:;,M-2)+C(:,:,M-2)*(9*alpha{M-3}+4*betha{M-3});
All1=-3*A(:,:,M-2)-8*B(:,:,M-2)-C(:,:;,M-2)*(8*alpha{M-3}+3*betha{M-3});
A21=-3*B(:,:;,M-1)-8*C(:,:;,M-1);A22=A(:,:;,M-1)+4*B(:,:;,M-1)+9*C(:,:;,M-1);
F1=R*(fii(:,M-2))-C(:,:,M-2)*gamma{M-3};

F2=R*(fii(:, M-1)); Q=inv(A22); QZ=A11-A12*Q*A21;

F=inv(QZ); U(;,M+1)=F*(F1-A12*Q*F2);U(:,M)=Q*(F2-A21*U(;, M+1));
for j= M-1:-1:1;U(;,j)=alpha{j}*U(:,j+1)+betha{j} *U(:,j+2)+gamma{j};end;
%%%%%Second step SECOND ORDER ACCURACY %%%%
%%%%%calculation of p(x)%%%%%

for n=2:M; x=(n-1)*h;
pl(n)=-(2+cos(pi*x))*(-2*(ksii(gm,x)-(sbts*U(s+2,n)-(sbts-1)*U(s+1,n)))+...
(ksii(gm,x+h)-(sbts*U(s+2,n+1)-(sbts-1)*U(s+1,n+1)))+(ksii(gm,x-h)...
-(sbts*U(s+2,n-1)-(sbts-1)*U(s+1,n-1))))/h"2+pi*sin(pi*x)*((ksii(gm,...
x+h)-(sbts*U(s+2,n+1)-(sbts-1)*U(s+1,n+1)))-(ksii(gm,x-h)-...
(sbts*U(s+2,n-1)-(sbts-1)*U(s+1,n-1))))/(2*h)+(ksii(gm,X)...
-(sbts*U(s+2,n)-(sbts-1)*U(s+1,n)));

end; x=0; p1(1)=exactp(x); x=1; p1(M+1)=exactp(x);

%%%%%%Third step SECOND ORDER ACCURACY %%%%%
%%%%Calculation V%%%%%%

V=zeros(N+1,M+1); for n=1:M+1; x=(n-1)*h; for k=1:N+1; t=(k-1)*tau;
V(k,n)=U(k,n)+ksii(gm,x)-sbts*U(s+2,n)+(sbts-1)*U(s+1,n); end; end;

%% %%%ERROR ANALYSES FOR SECOND ORDER ACCURACY %%%%
%%%%%%’ EXACT SOLUTION U,V’%%%%%%%%

for n=1:M+1; for k=1:N+1; t=(k-1)*tau; x=(n-1)*h;

es(k,n)=exact(t,x); esu(k,n)=exactu(t,x); end; end;

%%%%%%%% EXACT P%%%%%

for n=1:M+1; x=(n-1)*h; esp(n)=exactp(x); end; pu=U;maxesu=max(max(esu));
maxappu=max(max(pu));maxerroru=max(max(abs(esu-pu)));
relativeerroru=max(max((abs(esu-pu))))/max(max(abs(pu))); maxerrorp=0;
for n=2:M; maxerrorp=maxerrorp+(esp(n)-p1(n))"2; end;
maxerrorp=maxerrorp”™(1/2)*h"(1/2); ps=V; fts=es-ps;

fmatl=abs(fts); fmat2=fmatl.*fmatl*h; fmat3=sum(fmat2,2);
fmat4=fmat3.7(1/2); maxerror=max(fmat4);

%%%%%Output FOR SECOND ORDER ACCURACY ;%%%%%
format(’shortG’);

cevapSecond Accuracy=[maxerroru,maxerrorp,maxerror];
cevap=[cevapFirstAccuracy,cevapSecondAccuracy,Grids]

%%%%GRAPH OF THE SOLUTION for Second order;

strl=strcat( *N=",num2str(N), ’,’,’M=",num2str(M),” icin 3 noktal problemin
mertebeden yaklasimr’);

figure; surf(ps); title(strl); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’); rotate3d,
strl=strcat( "N=",num2str(N),’,”,"M=",num2str(M),’ i¢in gercek ¢cdziim’);
figure; surf(es); title(strl); xlabel(’t axis’); ylabel(’x axis’); rotate3d;
%%%%%%%%%%% SUB FUNCTIONS %%%%%%%%%%%%%
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function estx=exact(t,x)
estx=(sin(pi*t)+t+1)*cos(pi*x);

function estxu=exactu(t,x)
estxu=(sin(pi*t)+t)*cos(pi*x);

function estxp=exactp(x)
estxp=pi*2*cos(2*pi*x)+ (2*pi*2+1)*cos(pi*x);
function ksi=ksii(t,x)
ksi=(sin(pi*t)+t+1)*cos(pi*x);

function rsftx=rsf(t,x)
rsftx=pi*2*sin(pi*t)*cos(pi*x)+(sin(pi*t)+t)*(pi*2*cos(2*pi*x)+(2*pi*2+1)*cos(pi*
X));
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