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1.GIRiS

Gliniimiizde halen ¢oziilememis problemlerin basinda yer alan Riemann hipotezi;
s=0+ite C olmak lizere Z:;ln"‘ serisinin yakinsaklik diizleminde tanimladigi

fonksiyonun analitik devami olan {'(s) Riemann zeta fonksiyonunun asikar olmayan

)

sifirlarimin ¢ =1/2 kritik dogrusu iizerinde yer aldigini1 iddia eder. :;ln

serisinin 6zel bir Dirichlet serisi olmasi bu serilerin 6nemini ortaya koyan baslica

gercektir.

f bir aritmetik fonksiyon ve s€ C olmak iizere F(s)= Z:=1 f(m)n™ seklindeki

seriye Dirichlet serisi denir. Bu tezde esas olarak Dirichlet serileri tamtilacaktir. ilk
olarak konumuz igin gerekli olan aritmetik fonksiyonlar ile ilgili temel tanim ve
teoremler Ozetlenecektir. s degiskenini, reel sayilara kisitlayarak Dirichlet serilerinin
elemanter ozellikleri incelenecek ve sonra s degiskeninin kompleks sayr olmasi
durumunda Dirichlet serilerinin zengin Ozellikleri kompleks analizin araglan

yardimiyla sunulacaktir. Son olarak Ramanujan tarafindan verilen

i (”)0 (n) _ §5){(s—a)g(s—b){(s—a—b)
{(2s—a—-b)

zarif 6zdeglik ve bu 6zdesligin Borwein ve Choi tarafindan sunulan genellestirilmesi

izerinde durulacaktir. Bu 6zdesliklerden esinlenerek
SPAW)
L,;(s)= Z_:, e

olmak iizere e R (yada C) i¢in

Z:: f(n)



serisini L, (s) cinsinden ifade edilmeye ¢aligilacaktir. Uzerinde ¢alisip, basarili ve

basarisiz oldugumuz kisimlar son boliimde tartisilacaktir.



2. ON BIiLGIiLER

2.1. Aritmetik Fonksiyon Kavram

2.1. Tanim

Pozitif tamsayilar kiimesinden reel sayilar veya kompleks sayilar kiimesine

tanimlanan fonksiyonlara aritmetik fonksiyon ya da teorik say: fonksiyonu denir [1].

2.2. Tanim

Dis Pas---» P, asal sayilar olmak tizere her n = p" p5* ... p/* pozitif tamsayis1 igin

1 , n=1
umn)=<(-0%, a=a,=...=a, =1
0 , aksihalde

biciminde tanimlanan fonksiyona Mdbius fonksiyonu denir.
Ornegin her p asaliicin u(p)=-1ve u(p>)=0 dir.

2.1. Teorem

Her ne Z" igin z,u(d)z{l}z{l =

dn n 0 .,n>1

dir [1].



Ispat

n=1 ise formiil agikca dogrudur. Varsayallm n>1ve n=p/" p;>...p;* olsun.

Z H1(d) toplaminda sadece d =1 oldugu ve n nin farkl asallarin ¢arpimi olarak

d‘n

yazilabildigi durumlarda g sifirdan farkli olacagindan;

Z,U(n) =u)+u(p)+...(p)+1(p,p,)+...+ U(p, . p)+...+ U(p,p,-..p;)

d‘n
=1+ k (-D+ k (=D +...+ k (-D*
S 2 Tk

=(1-D*
=0

elde edilir.

2.3. Tanim

ne 7" igin Euler @ fonksiyonu; n ile aralarinda asal ve n yi agmayan pozitif

tamsayilarin sayisidir.

Asagidaki tabloda ¢(n) in baz1 degerleri verilmistir.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
o(n) 1 1 2 2 4 2 6 4 6 4
2.2. Teorem

Her ne Z" i¢in Z(p(d):n

d‘n

dir [1].



Ispat

Tamsayilar kiimesini 1 den n ye kadar ayrik siniflara ayiralim. Ayrica n nin her d

boleni i¢in
Ald)={k : (k,n)=d,1 <k <n}

olsun. Eger ke A(d) ise bu durumda (S,gjzl olur. Yani A(d) simmfindaki

n . n .
tamsayilarin sayist, 7 yl gecmeyen ve 7 ile aralarinda asal olan sayilarin sayisi

kadardir. ¢ fonksiyonunun tanimindan, A(d) simfindaki tamsayilarin (o(gj adet

olduklar1 sdylenir. Her bir tamsay1 sadece bir sinifa dahil olacagindan ve n nin de bu

ayrik smiflardaki elemanlarin toplamina esit olacagindan n = 2 ﬁj esitligi elde

d‘n
edilir. Buradan da n = 2 (p(ﬁj = Z ¢(d) bulunur.

d‘n d‘n

Euler ¢ fonksiyonu ile M&bius fonksiyonu arasindaki iliski asagidaki teorem ile

gosterilebilir.

2.3. Teorem

Her ne Z* igin ¢(n) =) u(d)

n
d‘n d

dir [1].



Ispat

[
P(n) = Z‘Ln,k)}

seklinde yazilabilir. Teorem 2.1 kullanilarak;

n 1 n n
o(n) =ZLMJ=Z Doud)=>" u(d)

k=1 k=1 d|(n.k) k=1 d|n
dlk

elde edilir.

n nin belirli bir d boleni i¢in 1<k <n araligindaki d nin kati olan biitiin £ lan

toplayarak,

dlk ise k =qd VelskSn:>1SqS%dir.

n/d n/d
pm =33 u(d) =3 u(d) 31 =Y u(d)=

d‘n g=1 d‘n g=1 d‘n
elde edilir.

@(n) i¢in Teorem 2.3 deki toplam, n nin farkli asal bolenleri iizerinden alinan bir

carpim olarak ifade edilebilir.

2.4. Teorem

Her ne Z" i¢in @(n) = nn[l—lj dir [1].
p‘n p



Ispat

n =1 i¢in ¢carpimin 1 oldugu kabul edilir. Buradan ¢(1) =1 oldugu aciktir. n>1 ve

DysPss--., p, n ninayrik asal say1 bolenleri olsun. Bu durumda ¢arpim

H(l_lj: '[l_ijﬂ_iié: Loy b+ G
p‘n i=l

=t Pi =1 PiP; =1 PiP;jDy ppy--- P,
seklinde yazilabilir.

e o . N 1 . . . :
Esitligin sag tarafindaki Z— toplami, 1<i <---<i, <r olmak iizere n nin
=t Pi - D;

k

biitin olast farkli p,,...,p, asallann lizerinden alinmaktadir. Esitlik 2.1 in sag
tarafindaki her terim i% seklindedir ve burada d, n nin bir boleni olup, 1 ya da
ayrik asallarin carpimi seklindedir. Eger d, herhangi p, asalimn Kkaresi ile
e s _ N - . - ud) .
boliinebiliyorsa p(d) =0 dir. Boylece Esitlik 2.1 in sag tarafi Z— ye esit olur.

d‘n

Teorem 2.3 den

p(n) = Z,U(d) = nz%d) olup boylece ¢(n) = nH(l — lj dir.

n
d‘n d d‘n p‘n P

¢ nin bircok o6zelligi bu carpim formiiliinden yararlanilarak elde edilebilir.

Bunlardan bazilar1 asagidaki teoremde verilmistir.
2.5. Teorem

Euler ¢ fonksiyonu asagidaki ozelliklere sahiptir [1].



a) p asal ve a>1 icin @(p®)=p* - p*"

b) d = (m,n) olmak iizere @(mn) = @(m)p(n)(d/p(d))
Ispat

a) Teorem 2.4 de n = p” yazilarak bulunur.

b) Teorem 2.4 den

o) _ l_lj
(i1

dir. mn nin her asal boleni ya m yi ya n yi boler ve bu asallar hem m yi hem de n

yi bolityorlarsa (m,n) yi de boler. Buradan

1 1
I-=[1-=| ¢ e
(/’(m”):l—l(l_ljzlp—"[l( pJI;"[( pj_ m__ n
p‘mn

D 1 T 9d)
L o(d)
pl(;ln)( pj d

mn )4

olur ve

@(mn) = (m)p(n)(d/9(d))

elde edilir.



2.2. Aritmetik Fonksiyonlarin Dirichlet Carpimlari

pn) = z ,u(d)g oldugu daha 6nce Teorem 2.3 de gosterilmisti; bu esitligin sag

d‘n

tarafindaki toplam, sayilar teorisinde sik kargilasilan 6nemli bir yapidir.
2.4. Tanim

f ve g aritmetik fonksiyonlar olmak iizere,

(f *g)(n) = Zf(d)g(gj

d‘n

ile tamimlanan f *g aritmetik fonksiyonu; f veg fonksiyonlarinin Dirichlet

carpimi (Dirichlet konvolisyonu) adin1 alir [1].

2.5. Tanim

Her neZ" igin ¢ Rya da C olmak iizere N%(n)=n“ aritmetik fonksiyonuna

kuvvet fonksiyonu denir.

Bu fonksiyonla Teorem 2.3 ¢ = u* N seklinde de ifade edilebilir.
Asagidaki teorem Dirichlet ¢carpiminin cebirsel 6zelliklerini tanimlar.
2.6. Teorem

f,g ve k aritmetik fonksiyonlar icin

a) f*g=g*f (degisme)
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b) (f*g)*k=f*(g+*k) (birlesme)
ozellikleri saglanir [1].

Ispat

de=n

e=" yararak, (f * )=} f(d)g(gj [fadesini (f * g)(m) = 2, f (d)s(e)
d‘n

seklinde ifade edebiliriz.

a) Her f ve g aritmetik fonksiyonlari i¢in

(frem=3 fdge = g@fd) = gd)fle)=(g*n).

de=n ed=n de=n

b) Her f,g ve h aritmetik fonksiyonlar i¢in

(f =)=y = 3 (f * )(d)h(c)

dc=n

= Z(Zf(a)g(b)jh(c)
= f(@)g(b)h(c)

abc=n

ve benzer olarak

(f #(gxm)m)= Y f(a)(g *h)e)

ae=n

= Zf(a)(z g(b)h(c)j
= f(@)g(b)h(c)

abc=n
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2.6. Tanim

1

P 1, n=1
Her ne Z" icin I(n)=|—|=
n

0,n>1

seklinde tanimlanan / fonksiyonuna ozdeslik fonksiyonu denir.

2.7. Teorem

f aritmetik fonksiyonu ve I 6zdeslik fonksiyonuigin 7 * f = f*[ = f dir [1].

Ispat

d<n ise {i} =0 oldugundan
n

(f *D)(n) = Zf(d)l(gj => f(d)H = f(n)

d ‘n
elde edilir.
2.3. Aritmetik Fonksiyonlarin Dirichlet Tersi ve Mobius inversiyon Formiilii

2.8. Teorem

Bir f aritmetik fonksiyonu i¢in f(1)#0 ise f#*f ' = f ' * f =1 olacak sekilde

bir tek f~' aritmetik fonksiyonu vardir ve f ',

1
:1. . 711:_
n=ligin £ =—o
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n>1icin f~ (n)—m%:f( jfl( )

d<n

rekiirans bagmtilariyla verilir, burada f~', f in Dirichlet tersi olarak adlandirilir

[1].
Ispat

f aritmetik fonksiyonu icin (£ * f')(n) = I(n) esitliginin f ' (n) fonksiyon degeri
icin bir tek ¢oziimiiniin oldugunu gosterecegiz. n=1 igin (f* f HA)=1(1)

esitligini ¢ozersek f(1)f'(1)=1 dir. f(1)#0 oldugundan sadece bir tek ¢oziimii

1
d )=—— dir
vardir yani 7' (1) 0 1r.

Farz edelim ki f~'(k) fonksiyonunun her k <n icin bir tek belirli degeri olsun.

Buradan (f* f ')(n)=1(n) esitligini ya da Zf(gjf T(d)=0 esitligini

d‘n

¢6zmeliyiz, bu esitlik

FOf )+ Zf(gjf‘l (d)=0
d‘n

seklinde yazlabilir. Eger her d <n igin f~'(d) degeri biliniyorsa f~'(n) igin bir

tek belirli deger vardir. Yani

f(l)gf( jf @

d<n

dir. f(1) #0 oldugundan tiimevarim ile f~' in varlig1 ve tekligi bulunur.
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O halde f(1)#0 sartin1 saglayan aritmetik fonksiyonlarin kiimesi Dirichlet ¢carpimi

ile bir degismeli grup teskil eder.
2.9. Teorem

f ve g iki aritmetik fonksiyon olsun f(1) #0 ve g(1) # 0 olmak iizere

(fxg) ' =f"=xg"
dir [1].
2.7. Tanim

Her ne Z" i¢in u(n) =1 seklinde tanimlanan u fonksiyonuna birim fonksiyon denir.

Teorem 2.1 den Z,u(d)zl (n) dir. Dirichlet carpiminin ve u fonksiyonunun

d‘n

tanimindan

(1 1)(n) = Zmd)u(%j = ud)=1(n)
d‘n

d‘n

-1

yani u ="' ve y=u" dir.

Mobius fonksiyonunun bu basit 6zelligi ve Dirichlet ¢carpiminin birlesme 6zelligi,

asagidaki teoremi kolayca ispat etmemizi saglar.

2.10. Teorem (Mobius fnversiyon Formiilii)

f ve g aritmetik fonksiyonlar olmak iizere her ne Z" icin
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f(n)= Z g(d) olmasi i¢in gerek ve yeter sart g(n) = z f(d),u(gj olmasidir [1].

d‘n d‘n
jspat

Her ne Z" i¢in f(n)= z g(d) olsun. Bu f = g *u seklinde ifade edilebilir. Her iki

d‘n

taraf u ile carpilirsa

fru=@ru)ru=gxurp=g*l=g
yani g(n)= f(d),u(g) dir.
d‘n

Karsit olarak f * u = g esitliginin her iki tarafi u fonksiyonu ile ¢arpilirsa
(frm)yxu=fr(uru)=frl=f=g*u

yani f(n)= z g(d) elde edilir.

d‘n
2.8. Tamim
Her ne Z" igin

=p" >
Aln) = logp, n=p" m=1, pasal
0 , aksi halde

seklinde tanimlanan fonksiyona Mangoldt fonksiyonu denir.

Asagidaki teoremin ispati, bu fonksiyonun aritmetigin temel teoreminden dogal
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olarak nasil ¢iktigimi gosterir.

2.11. Teorem

Her ne Z* icin logn =) A(d) (2.2)

d‘n
dir [1].
jspat

n =1 i¢in ispat aciktir.

n>1icin n= H p;* olsun. Bu esitligin her iki tarafinin da logaritmasimi alirsak
k=1

logn = Zak log p, olur. Esitlik 2.2 nin sag tarafindaki toplam1 goz oniine alalim.
k=1

Toplamda p," formunun m=1,2,...,a, ve k=1,2,...,r i¢in d bolenlerinden sadece

sifir olmayan terimler geliyor. Boylece

S A =YY AP =YY log p, =Y a; log p, =logn
din k=1

k=1 m=1 k=1 m=1
elde edilir.

2.12. Teorem

Her ne Z" i¢in A(n) = z,u(d)logg = —Z,u(d)logd

d‘n d‘n

esitligi gecerlidir [1].
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Ispat

Esitlik 2.2 de M6bius inversiyon formiiliinii uygularsak

A(n) = Z,U(d)log%

d‘n

=logn_ pu(d)~) u(d)logd

d‘n d‘n

= I(n)logn—z,u(d)logd

d‘n
I(n)logn =0 oldugundan Her ne Z" i¢in ispat tamamlanur.

2.4. Carpimsal fonksiyonlar

f(@) #0 seklindeki biitiin f aritmetik fonksiyonlarmin kiimesi Dirichlet carpimi

altinda bir degismeli gruptur. Bu boéliimde bu grubun 6nemli bir alt grubu olan

carpimsal fonksiyonlar iizerinde duracagiz.
2.9. Tanim

Bir f aritmetik fonksiyonu sifira 6zdes degilse ve Vm,ne Z" olmak iizere (m,n) =1

iken f(mn)= f(m)f(n) ise f aritmetik fonksiyonuna carpimsal fonksiyon denir.

Eger f(mn)= f(m)f(n) esitligi Vm,ne Z® i¢in saglamiyorsa bu durumda f

aritmetik fonksiyonuna tam carpimsal fonksiyon denir.
Ornegin; N,u ve I tam carpimsaldir 4 ve ¢ carpimsaldir.

@ nin carpimsal oldugunu da su sekilde gosterebiliriz. Teorem 2.5 in (b) sikkindan
@(mn) = @(m)@(n)(d/@(d)) oldugunu biliyoruz, burada (m,n)=d =1 alirsak
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@(mn) = p(m)p(n)
olur, buradan Euler ¢ fonksiyonunun ¢arpimsal oldugu goriiliir.
2.1. Ornek
f ve g iki aritmetik fonksiyon ve (fg)(n)= f(n)g(n) ve g(n)#0 olmak iizere

(ij(n):% islemleri tamimlansin. Eger f ve g carpimsal fonksiyonlar ise
8 gn

(fe) ve {ﬁj fonksiyonlar da carpimsal, eger f ve g tam carpimsal fonksiyonlar

ise (fg) ve (ij fonksiyonlari1 da tam ¢arpimsaldir.
8

2.13. Teorem
f fonksiyonu carpimsal ise f(1) =1 dir [1].
Ispat

Her ne Z" i¢in (n,])=1 ve f carpimsal oldugundan f(n)= f(1)f(n) ve f sifira

0zdes olmadigindan f(1) =1 dir.

2.14. Teorem

f. f() =1 olan bir aritmetik fonksiyon olsun.
Bu durumda;

a) Biitiin p, asallar1 ve a, 21 tamsayilari i¢in
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fpl..pi)y=f(p")...f(pl) olmast icin gerek ve yeter sart f in carpimsal

olmasidir.

b) f carpimsal bir fonksiyon ise, biitiin p asallari ve a >1 tamsayilari i¢in

f(p*)=f(p)" olmasiigin gerek ve yeter sart f in tam ¢arpimsal olmasidir [1].
2.15. Teorem

f ve g fonksiyonlan carpimsal ise f * g de carpimsaldir [1].

Ispat

h= f+*g ve (m,n) =1 olmak lizere

h(mn) = Zﬂc)g[%j

L“ mn

mn nin her ¢ boleni ¢=ab formunda ifade edilebilir, burada ajm ve bln dir.

Ayrica (a,b) = 1,(ﬂ,%j =1 olup, buradan
a

hmn) =y f(ab)g(%j

alm
bin

m n

= ;:,f(a)f(b)g[;jg[;j
m n

=2 f(a)g(;j;n‘, f(b)g(;j

a
b

n

n b

= h(m)h(n)

n
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elde edilir.
2.1. Uyan

Iki tam carpimsal fonksiyonun Dirichlet ¢arpimlarmin tam carpimsal olmasi

gerekmez.

2.16. Teorem
g ve f * g fonksiyonlari ¢carpimsal ise bu durumda f de carpimsaldir [1].
Ispat

f fonksiyonu carpimsal olmadiginda f * ¢ nin de carpimsal olmadigim gosterirsek

ispat tamamlanmis olur.

h= f#*g olsun. f carpimsal olmadigindan (m,n)=1 olacak sekilde m,n pozitif

tamsayilan i¢in f (mn) # f(m) f (n) dir.

mn=1 1ise f(M)=fAOfA) olup f(H=#1 olur. A= fDHg)=fD=#1
oldugundan & fonksiyonu ¢arpimsal degildir.

mn>1 ise (a,b)=1 olacak sekilde a,b pozitif tamsayilar1 ve ab<mn igin

f(ab) = f(a)f(b) olur.

hmmy =Y f(ab)g(%)+f(mn)g(l)

alm
bin
ab<mn

=Y f(a)f(b)g(%jg(%j+f(mn)

a‘m
b‘n
ab<mn
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=me(%jzf(b)g(gj—ﬂm)f(nwf(mn)

a‘m b‘n

=h(m)h(n) = f (m) f (n) + f (mn)

f(mn)# f(m)f(n) oldugundan h(mn)# h(m)h(n) dir. Boylece h ¢arpimsal

degildir.

2.17. Teorem

g fonksiyonu carpimsal ise g nin Dirichlet tersi g~ de carpimsaldir [1].
Ispat

g*g ' =1 dir. I veg fonksiyonlari ¢carpimsal oldugundan Teorem 2.16 geregince

g~ de carpimsaldir.

Terem 2.15 ve Terem 2.17 gosteriyor ki ¢arpimsal fonksiyonlarin kiimesi f(1) #0

ile biitiin f aritmetik fonksiyonlar grubunun bir alt grubudur.

2.18. Teorem

f fonksiyonu ¢arpimsal olsun. f in tam ¢arpimsal olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Vne Z* icin f~'(n) = u(n) f(n) olmasidir [1].
Ispat

g(n)= u(n)f(n) olsun ve f tam carpimsal ise

(g% f)(n) = Zﬂw)f(d)f(gj = fFmY. u(d) = fF(m)I(n) = I(n)
d‘n d‘n
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n>1igin f(1)=1 ve I(n)=0 oldugundan g = f ' dir.

Karsit olarak f~'(n) = u(n)f(n) olsun. f in tam carpimsal oldugunu gostermek

icin f(p“)=f(p)* oldugunu gostermeliyiz.

£ (n) = u(n) f (n) esitligi her n >1 icin z,u(d)f(d)f( j =0 olmasimi gerektirir

n
d‘n d

boylece n = p“ alarak

HDFDf(p)+u(p) f(P)f(p)=0

elde ederiz. Buradan f(p“)= f(p)f(p“") dir. Bu da f(p“)= f(p)* olmasm

gerektirir. Boylece f tam carpimsaldir.
2.2. Ornek

Euler ¢ fonksiyonunun tersini bulalm; ¢ = g% N oldugundan ¢ ' ="' *N~'

yazilabili. N  tam c¢arpimsal oldugundan N '=uN  dir. Boylece

@' =p "% uN = u* uN buradan @' (n) = Zd,u(d) bulunur.

d‘n

Asagida verecegimiz teorem @' (n) = H(l — p) oldugunu gosterir.

p\n

2.19. Teorem

f carpimsal bir fonksiyon ise Z,u(d)f(d) = H(l — f(p)) dir [1].
d‘n

p‘n
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Ispat

g(n)=z 1(d)f(d) olsun. Bu durumda g carpimsaldir. g(n) yi belirlemek icin

d‘n

g(p“) y1 hesaplamaliyiz.

g(p") =Y ud) f(d)=pM) f ) +u(p)f(p)=1-f(p)

d‘p“

boylece g(n) =[[¢(p*) =[]~ f(p)) bulunur.
pln

p‘n
2.10. Tanim

DisDas---» P, asal sayilar olmak tizere her n = p," ... p,* pozitif tamsayisi igin

,n=1

/1(”)={
D n=pl

biciminde tanimlanan fonksiyona Liouville fonksiyonu denir. Liouville fonksiyonu,

tam carpimsal fonksiyonlarin énemli bir 6rnegidir.
m=n=1ise A(mn)=A(1)=A1)A1) = A(m)A(n)

m=pi...p% n=ph..p’ olsun. Bu durumda A(m)=(-D"""" ve

An) = (=D olup, A(mn) = (=1)“* 4 = A(m)A(n) elde edilir.
2.20. Teorem

Her ne Z" igin
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> Ad)=

d‘n

1 ,ntam kare
0 ,aksi halde

ve A7 (n) =|u(n)| dir [1].
fspat

g(n) = Z/l(d) olsun. Bu durumda g carpimsaldir, boylece g(n) i hesaplamak i¢in

d‘n

sadece g(p“) y1 hesaplamaliy1z.

g(p) =D Md)=1+Ap)+ AU p>) +...+ A(p*)
d|p*
=1-1+1-...+(-D*
0,a tek
1,acift

k k
buradan n:Hpi“" ise g(n):Hg(pl.“") olur. Eger a, lerin en az biri tek ise

i=1 i=1
g(p/)=0 ve g(n)=0 olur. Eger a, lerin hepsi ¢ift ise g(p;/")=1 ve g(n)=1
olur. Bu da gosterir ki n bir tam kare ifade ise g(n) =1, aksi halde g(n)=0 dir.

Ayrica A tam carpimsal fonksiyon oldugundan Teorem 2.18 den
A (n) = u(m)A(n) = p1* (n) = |u(n)| elde edilir.
2.11. Tamim

Her ne Z" ve reel ya da kompleks & igin

o,(m=>Yd"
d‘n
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seklinde tanimlanan fonksiyona bolen fonksiyon denir.

o, carpimsaldir ¢iinkii o, =u*N“ dir ve iki carpimsal fonksiyonun Dirichlet

carpimlar1 da carpimsal fonksiyondur. Ozel olarak;

o =0 iken d(n)=0,(n), n nin bdlenlerinin sayisini,

o =1 iken o(n)=0,(n), n nin bolenlerinin toplamini veren fonksiyondur.
2.3. Ornek

o, (p*) fonksiyonunun degerini hesaplayalim; p mn bolenleri 1, p, p°,..., p* dir.
Buradan
a(a+l) _

14

o,(p)=1"+p“+p** +..+p® = o % Oise

p* -1
=a+1 ,a=0ise

o, nin Dirichlet tersi n nin bolenlerinin «. kuvvetlerinin lineer kombinasyonu

olarak ifade edilebilir.

2.21. Teorem

Her ne Z* icin o' (n) = Zda,u(d),u(gj

d‘n

dir [1].
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Ispat

o,=u*N” ve N” tam ¢arpimsal oldugundan o' (n)=(uN*)*u™" =(uN“)*u

elde edilir.
2.5. Aritmetik Fonksiyonlarin Ortalamasi

2.12. Tanim

g(x)>0 iken her x>a i¢in f(x)/g(x) simrh ise yani |f(x)|SMg(x) olacak

sekilde M >0 varsa f(x) =0(g(x)) seklinde gosterilir [1].
2.22. Teorem (Euler toplam formiilii)

Eger f, 0< y < x olacak sekilde [y, x] araliginda f” siirekli tiirevi varsa

S ) =[ £+ [ @1 f (0t + £ @)[x1= 20~ £ ()T¥1- ) (2.3)
dir [1].
Ispat

m=[y], k =[x] olsun. n ven—1 tamsayilar1 i¢in [y, x] aralifinda

[0 @dr = [-1)f 0t = m-D{f 1) - f(r-D)}

n—1

={nf(n)=(n=Df(n-D}~-f(n)

dir.



n=m+?2 den n =k ya kadar toplayarak

[1e1f (e = kf (o) = (m+ D f m+D) = Y £ (m)

=kf (k) —mf (m+1) = 3 f(n)

y<n<x

bulunur. Boylece

> f)y=—[ [11f @)t +kf (k) —mf (m+1)

y<nsx m+l

== [[11f (O)dt + Kf () = mf ()
dir. Kismi integrasyon ile

[ £@dt = xf 0= yf (= [if @t
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(2.4)

bulunur. Yukarida elde ettigimiz esitligi Esitlik 2.4 ile birlestirildiginde Esitlik 2.3 i

elde ederiz.

2.4. Ornek

x =1 ise Z 1 =logx+C+ O( ! j oldugunu gosterelim.

n<x n X

Euler toplam formiiliinde f(¢) =1/t alirsak



Zl ji R [t] +1_x—[x]

n<xn 1 1 X
tr—[1] (1)
i X

[t] Tt [t]d 0( )
X

=logx—

elde ederiz.

oo

j(t —[tD)t*dt has olmayan integrali
1

Tr—[t] T1 1
OSJ.I—Zdl‘SJ.t—Zdl‘zz

X

dir. Boylece son esitlik su hali alir

dt+0(1j
X

f dt diyelim ve ornekte x — oo iken

Zl logx+1— _[

n<x n

buradan Czl—jt_[
1t
1

1132(21 ~log xj - ;2[’] dr

nsx N 1

buluruz. Béylece C, Euler sabitine esit olur.
2.5. Ornek

x21,5s>0 ve s#1 ise

27



28

Y= x__s +{(9)+0(x™)

n<x n 1

oldugunu gosterelim.

Bu esitligi gostermek i¢in s > 0,s #1 olmak iizere f(x)=x" ile aym argiimanlari

kullaniriz. Euler toplam formiiliinden

Zl jﬁ rt— [t] x—Ex]

n<x n 1 ts X
1-s
_ X _ 1 +1_ t [ ] ( —s)
I-s 1-s 1
bulunur

z_:

n<x

(2.5)

dir ve burada

dir. s>1 ise Esitlik 2.5 in sol tarafi x — o iken {(s) e yakinsar ve x'* ve x~°

terimlerinin ikisinde 0 a yakinsar. Boylece s>1 i¢in C(s)={(s) olur. x™* =0

iken 0 < s <1 ise Esitlik 2.5

llrg[ j =C(s)




olur ve buradan 0 < s <1 i¢in C(s) = {'(s) oldugundan

1-s

1 X —s
2= T 06T

n<x

elde edilir.

29
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3. DIRICHLET SERILERI

3.1. Dirichlet Serileri (Reel Degisken Durumu)

Riemann 1859 daki meshur caligmasinda Ziy Dirichlet serisinin analitik devami
n=1 n

olan {(s) fonksiyonunun asikar olmayan sifirlarinin kritik dogru iizerinde yer

aldigin1 iddia etmistir. Bugiin Riemann Hipotezi olarak bilinen bu iddia halen

ispatlanamamistir [2].

3.1. Tanim

f bir aritmetik fonksiyon ve s bir kompleks say1 olmak lizere F(s) = ZL?)

n=1

serisine Dirichlet serisi denir [3].

< u(n)

Gergekten f =u aritmetik fonksiyonu i¢in Z—Y serisi bir Dirichlet serisi olup bu

n=1
serinin tanimladigi F(s) fonksiyonunun analitik devami ¢(s) Riemann zeta

fonksiyonudur.

Bu kisimda s degiskenini reel sayilara kisitlayarak aritmetik fonksiyonlarin
ozellikleri yardimiyla Dirichlet serilerinin temel ve sik 6zelliklerini elde edecegiz. Bu

amagla ilk olarak ¢'(s)in yakinsaklig ile ilgilenelim:

s =1 1¢in §(1)=Zl=1+%+%+...

n=1 1

harmonik serisini elde ederiz. Onemli serilerden biri olan harmonik seri rraksaktir. —
n
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genel terimi yerine, s > 1 i¢in daha kii¢iik olan — terimi alinirsa

- 1 I 1
— =1+—+—+--- 3.1
¢(s) ;:1 " STRRY G.1)

Dirichlet serisi elde edilir. Literatiirde bu seri de {'(s) ile gosterilmektedir. s >1 igin

elde ettigimiz bu serinin terimlerini 1,2,4,8,... adet terim iceren bloklara
ayirdigimizda
J(s)=1+ ! +L + ! +L+L+ ! + i+---+ ! +
25 3S 4S SS 6S 7S 8S 15Y
elde edilir ve her blogu

1 < 1 +i:i_(21_5)2
4° 74 4° 4
i e 1 _i+...+i:£:(21_5)3
8’ 15° 8 g 8

seklinde karsilagtirirsak

- n—1
127 427 +27) +--=3 )

n=1

geometrik serisini elde ederiz Esitlik 3.1 de verilen {(s) serisini 2(21_5 )H

n=1

geometrik serisi ile mukayese edersek 0<2'™ <1 oldugundan s >1 icin Esitlik 3.1
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in yakinsak oldugunu goriiriiz. f(s) = 2( b= )" =

— dersek yukaridan
n=0 1-2 :

1<¢(s) < f(s) oldugunu goriiriiz. Gergekten lim f(s) =1 oldugundan s — o iken

2'" =0 dir. lim{(s) =1 dir.

Simdi Esitlik 3.1 in s <1 icin wraksak oldugunu gosterelim. s <0 ise n — o iken
— — 0 olmayacagindan 1raksak oldugu agiktir. Esitlik 3.1 de verilen serinin

n

terimlerini 1,1,2,4,... adet terim iceren bloklara ayirdigimizda

1 1 1 1 1
)=1+—+|—+— |+ —+ - +— [+
;() 25 (35 45) (55 8Sj

elde edilir ve

oldugu aciktir ve buradan elde edilen 1+ 1 + 1 +--- serisi 1raksaktir. Bu seriyi Esitlik

3.1 de verilen ¢'(s) serisi ile karsilastirirsak s <1 icin {(s) in rraksak oldugu

sonucuna variriz. Simdi {(s) in yakinsakligini asagidaki teoremle 6zetleyelim.
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3.1. Teorem

J(s)= Zis serisi her reel s >1 i¢in yakinsak ve her reel s <1 icin wraksaktir.

n=1
Zeta fonksiyonu, asal sayilarin baz1 6zelliklerini ortaya koymasi acisindan dnemlidir.
Bu 6nem, Riemann’ dan 120 yil 6nce Euler tarafindan bulunan zarif bir 6zdeslige
dayanir ve bu 6zdeslik asagidaki teoremde verilmistir [3].

3.2. Teorem

s >1 i¢in

{(s)= H(l_lsz (3.2)

P
olup carpim tiim p asallar1 izerinden alinmaktadir [4].
Ispat
Simdi bu esitligin dogrulugunu aritmetigin temel teoreminden faydalanarak

gosterelim. Egitlik 3.2 nin sag tarafindaki carpanlarin her biri, bir geometrik seriye

acilabilir. Gergekten

1 oo
— — 1+ p—s + p—2s Foee= p—as
I-p Zo

s

olup s >0 ic¢in ‘p's = p~' <1 oldugundan Zp’”‘
a=0

serisi yakinsaktir. Her p asali

icin ifadesinin acilimlarim1 ¢arparsak, carpimimizin genel terimi

1-p™
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p ... p™ olur. Burada p,,..., p, farkli asallar ve a, >0 dur.

Aritmetigin temel teoremi geregince her n>1 tamsayist n=p®...p% (a, >0)

—a;s

seklinde asal sayilarin carpimi olarak tek tiirlii yazilabildiginden p,“’...p, :i

s

olur ve buradan da

nER

p

elde edilir.
3.1. Ornek ( Asal Sayilara Uygulanmast)

Euler carpimi yardimi ile “sonsuz sayida asal sayr vardir” teoreminin farkli bir

ispatim verebiliriz. Sonlu sayida asal sayr oldugunu kabul edelim ve bunlar

Dis Pas---» P, Olsun. Her p = p, icin |— <1 oldugundan

bir yakinsak geometrik seridir. Mademki yalmzca p,,p,,...,p, asallart vardir,

bunlarin her biri i¢in 1+ 1 + Lz + LS +--- serilerini ¢arparak elde ettigimiz

b D P

R

-1
i=1 i=1 1 - pi

carpimui sonludur. Ayrica bu carpimda her terim pozitif oldugundan bu seri mutlak
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yakinsaktir. Esitlik 3.3 deki seriyi carpabiliriz ve carpimi degistirmeden terimleri

. N e g . 1 o . 1 o
yeniden diizenleyebiliriz. Eger 1. seriden —— terimini 2. seriden —— terimini vs.
12y Py

alirsak a, =0 olmak lizere

111 1 1

carpimu elde edilir ve bu ¢arpim, Esitlik 3.3 icindeki a¢ilimi verir. Aritmetigin temel

teoreminden her carpim sadece bir tane 1 terimini ifade eder. O halde Esitlik 3.3 iin
n

acilimi

k 1 1 |
H[l+;+?+--):2—

i=1 n=1 1

seklini alir, sag taraf harmonik seri oldugundan iraksaktir. Bununla beraber sol
tarafin sonlu oldugunu gormiistiik. Bu bir celiskidir ve bu celiski sonlu sayida asal
say1 oldugunu kabul etmemizden kaynaklanmaktadir. O halde sonsuz sayida asal say1

vardir.

s>1 i¢in {(s) in yakinsak oldugunu biliyoruz. Simdi, kuvvet serilerine benzer
olarak s >1 i¢in {(s) e bir fonksiyon olarak bakalim ve {(2) kagtir? sorusuna yanit

arayalim.

3.2. Ornek ( {(2) nin Hesaplanist)

4 (2):2‘L2 nin degeri ilk olarak 1735 te Euler tarafindan hesaplanmistir [5].
n

n=1
Ayrica literatiirde ¢(2) nin hesaplanmasi icin bir¢ok farkli yontem sunulmustur [6-

18]. Biz {(2) yi Fourier serilerini kullanarak hesaplayalim. Bunun icin [-1,1]
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araliginda  f(x)=x" fonksiyonuna karsilk gelen Fourier serisini bulalim.

Aradigimiz seri

l iz cos(niz:x)
3 o

olup, x=1 de buseri f(x)=x" fonksiyonuna yakinsar, kisaca

2 1 4 S (
=— 1T — cos(nxw
37:21 (nr)

2

yazilir. Buradan {(2) = % elde edilir.

Bugiin, {(2k) y1 hesaplamak igin genel bir yontem vardir ancak ¢ (2k +1) i
hesaplamak igin halen bir yontem bulunamamigtir. 1978 de Apéry ('(3) iin
irrasyonel oldugunu ispatlamasina ragmen s tek oldugunda {(s) hakkinda c¢ok az

sey biliniyor [19].
3.3. Ornek ( {(2k) min Hesaplanisi)

Simdi {'(2k) nin hesaplanigina bir goz atalim.

n#0

e

sonsuz carpimini  kullanarak her s=2k>2 ¢ift tamsayis1 igin {(s) i

hesaplayabiliriz ve bu ¢arpim agiliminin logaritmasini alirsak
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n=l1 nzw

© 2
lnsinz=lnz+21n(1— 2Z Zj

olur ve terim terime tiirevini alarak

-1
1 & 2 :
cotz=—_§,z—zz[l_%j

Z Sanr
elde ederiz.

2z
n272.2

2

2 -1
[1 - > ] ifadesini yazmak icin geometrik serileri kullanirsak
nmw

nmw Y/ Ar— k=1

27 2 -l 27 & 22 k o e oo
1 — = = 2 =

2.2 2.2 n2 2 Z n272.2 ; n2k+2 2k+2 z

ve sonra z nin kuvvetlerini toplayarak

cotz———2§i

2% 2k
k=l nmt BT

2k-1

i (3.4)

= T n

_1 Z ;(2k)z2’< !

elde ederiz, bu da cot z i¢in Laurent serisidir. Simdi bu seriyi cot z nin diger agilim

ile karsilastiracagiz.
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, P e —1 ot
e=l+t+—+—+-=
21 3 t 2! 3!

bu serinin ¢arpimsal tersi bir Taylor seri agilimina sahiptir ve

-1
t t = B
=[l+—+—+-| =) —2=" 3.5
e —1 ( 20 3 J 2 )

seklinde yazilabilir. Burada

B,,B,,... katsayilar1, Bernoulli sayilar: olarak bilinir.

t 1/2 —1/2 .
A +1—1 =L 624——6—2_1 =L cothi—l =L icotz—l
e'—1 2\e' -1 2\ e —e™ 2 2 2 2

Z .
- =zcotz——=zcotz+iz
e -1 i

it
7 = — yazarak
> y

elde ederiz. Son esitligin her iki tarafin1 z ye boliip Esitlik 3.5 i kullanarak

cotz =—i+liB—”:t"’ =—i+iﬁ(%j "

2 m=0 . m=0 m' l

elde ederiz. Simdi cot z nin a¢ilimim Esitlik 3.4 te verilen acilimla karsilastirirsak

sunu goriiriiz, m =2k > 2 ise

L8R _ B, (gj
2k .
z k)i

olup, buradan
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(_l)k—l 22/(—172.2]( BZk
(2k)!

{(2k) = (3.6)

elde edilir ve buradan da

7'B 27°B
2)=7"B,, 4)=- L, 6) = 8
{2 2 {4 3 £(6) 25
olur. Bernoulli sayilarinin
1 1 1 1
B():L BIZ—E, Bzzg, B3:0, B4:—%, BS_O, B6:E

degerlerini Esitlik 3.6 da kullanarak

2
£Q) = % = 1,64493406
4
£(4) = % =1,08232323
6
T
6) = =1,01734306
0 =0s5

elde edilir [3].

Bernoulli sayilarinin hepsi rasyoneldir. O halde Esitlik 3.6 dan £ (2k) , 7°* nm bir

rasyonel katidir ve buradan da {'(2k) nin irrasyonel oldugu anlagilir.

Bu noktaya kadar reel s ler i¢cin Dirichlet serilerinin yakinsakligini ele aldik, bazi
ozel Dirichlet serilerinin hesaplanisi iizerinde durduk, Dirichlet serilerini Euler
carpimlart cinsinden ifade ettik. Bu noktadan sonra da Tanim 2.4 te vermis
oldugumuz aritmetik fonksiyonlarin Dirichlet ¢arpimlarini kullanarak Dirichlet

serilerini iiretece8iz ve bu Dirichlet serilerini zeta fonksiyonu cinsinden yazacagiz.
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[Ik olarak aritmetik fonksiyonlarin Dirichlet carpimi ile Dirichlet serilerinin ¢arpimi

arasindaki iligkiyi gosteren asagidaki teoreme bir goz atalim

3.3. Teorem

=2 Gm=T Ty

e H(s)= Z— olsun. Burada h= f*g ve
n=l1 n=l1

n=1

her s icin F(s) ve G(s) mutlak yakinsak ise H(s)= F(s)G(s) dir ve H(s) de
yakinsaktir [3].

Ispat

F(s) ve G(s) mutlak yakinsak oldugundan bu serileri carpabiliriz ve bunlarin
terimlerini diizenlersek,

n=l1 n=1 m=1 n=1 (mn)

_ Z Z f(m)g(n)

k=1 mn=k

elde ederiz.

3.4. Ornek

Teorem 3.3de f =¢ ve g =u olsun. s >1 i¢in G(s) = {(s) mutlak yakinsaktir

Vne Z" i¢in 1< ¢(n) <n dir.
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Boylece s—1>1 i¢in

> > = 1
IR S e IO

n ~'n’ n’

ile karsilastirirsak s >2 igin F(s) = Zq)( n) mutlak yakinsak oldugunu goriiriiz.

n=l1

@*u =N olup,

Z:‘ (¢ *nus)(n) Z N(”) Z ?(”)z u(n) z_

n=l1 n=l N n=1 n

Z"’(”)g“( y=L(s-1)

pn) _{Gs-1D
; n’ {(s)

elde edilir.

3.5. Ornek

Teorem 33 de f=u ve g=u ise h=f*g=u*u=1 n>1 icin I(1)=1 ve
I(n)=0 d.

H(s):il(s =1 ve G(s) :iu(n) —z = (s) her iki seride s>1 igin

n=t N n=1 n=1

yakinsak oldugundan

Z:: (u *nlf)(n) _ i I(Cl) Z ,U(n)z u(n) _,

n=l N n=l1 N nln



elde edilir.

3.6. Ornek

Teorem3.3de f=N"ve g=u ise h=f *g=N" *u=0, dir. Burada

:Z 17 ={(s—k) s>1+k ve
n n‘

G(n) = zﬂf) ={(s) s>1 oldugundan s >max(k +1,1) icin

n=1

i i *M)(n) i i ( =Z:: (N )(H)ZM(H)

n=1 n=l1 - n n n=1 1

=% M) _ £(s-0¢(5)

elde edilir.

3.7. Ornek

Tanim 2.9 da degindigimiz Liouville fonksiyonunun A4, A(p;"---p*) =

42

(_1)a1+'-~+ak

seklinde tanimlandigimi hatirlayalim. Burada p,,---, p, farkli asallar ve A*u=g

dir. g(n) = z/l(d) dir ve

d‘n
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1, n=m’ise
n=>» Ad)y=4
8( ; ( {O, aksi halde

oldugunu biliyoruz. Buradan s >1 i¢in

=

Zg(”) z(ﬂ*u)(”) 1 :zﬂ(”)zu(”)

) n=l M = N

—Zﬂ(”)a )

n=1

Z //l(l’l)

= {(2s)=
Ay _ g"(zs)
j; w ()

n=1

1 (

i g LI Nl

elde edilir.

3.4. Teorem

(a) f carpimsal ve Z f(n) mutlak yakinsak ise

n=1

> fm)= H(1+f(p)+f(p )+e).

n=1

(b) f tam carpimsal ve z f(n) mutlak yakinsak ise

n=l1

> fm= H( 7 )j

n=1

Burada carpim, tim p asal sayilan iizerinden alinmaktadir [3].
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Ispat

k
(@) s>1 ve p,,---,p, ilk k asal say1 olsun ve P, :H(1+f(pi)+f(pi2)+.“)

i=1

sonlu carpimini goz Oniinde bulunduralim. P, nin ac¢iliminda genel terim, f
carptmsal ~ oldugundan  f(p")---f(p’*)=f(p - p) seklindedir  yani

P, = Zf(n) dir. Burada A, :{n:n =p"-plt.a, 20} dir. Her ne¢ A, igin

neA;

n > p, oldugundan

D fn)

ng A,

< fm|< D)

ng A, n>py

=3 fw)|=

Z| f(n)| yakinsaktir ve bdylece k — oo durumunda Z| f(n)|ﬁ0 dir. Buradan

n>P,

— 0 dir. kK — oo durumunda P, —>Z f(n) dir.

n=1

-3 f)

n=1

(b) f tam carpimsalsa her p“ asal kuvveti i¢in f(p“)= f(p)* dir. (a) sikkindan

S fn)= H(1+f<p>+f<p )+-)

n=1

H(1+f<p>+f(p) +o)

(1 f(p)j

=

dir.
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3.1. Sonug

Z f(:l) mutlak yakinsak olsun.
n=1 n

£ sarpimeatsa 7L H[ RGN j

n=l N P p

f tam carpimsalsa zf(n) =H[1 p Yj dir [3].

n=1

3.8. Ornek

Sonu¢ 3.1 de f yerine tam carpimsal olan u aritmetik fonksiyonunu alirsak,

Teorem 3.2 deki {'(s) fonksiyonunun Euler carpim gosterimi elde edilir.

£ =u(n) = g“(s>=i%=nl_lp

p

M(n) Mobius fonksiyonu ise ¢arpimsal bir fonksiyondur ve x(n) in tamimindan da

hatirlayacagimiz gibi u(p)=-1 ve Va =2 i¢in y(p*)=0 dir. Buradan

f(n) = /z(n):>m 2 () H(l+%{))+%+mjzg(l—pﬂ) s>1

elde edilir.

Benzer sekilde devam edersek asagidaki esitlikleri elde ederiz.



46

_ L6-1) e _ppl-p”
S =g ==, zn I o>2

fo=0,00= E0et-@ =3 P[] solva

_ {(2s) A(n) 1
TW=A0="2 Zn H _I:[<1+p‘5) >l

3.2. Dirichlet Serileri (Kompleks Degisken Durumu)

Onceki kisimda s reel degiskeni igin F(s)= Z& Dirichlet serilerinin
n=l1
ozelliklerini inceledik. Bir¢ok amag i¢in bu yeterlidir fakat bazi ileri uygulamalar

icin s degiskeninin kompleks olmasi1 gerekir. Gercekten “se C olmak iizere
¢'(s) =0 denkleminin kritik serit icindeki kokleri s = %+ it kritik dogrusu iizerinde

yer alir” hipotezi Riemann Hipotezi olarak bilinir ve halen ispatlanamamustir.

Bu kisimda o,te R olmak iizere s =0 +it kompleks sayisi i¢in ZL?) Dirichlet
o

n=1

serisi ile bu serinin tanimladig1 F(s) fonksiyonu ile ilgilenecegiz.

Bir s=a+ibe C noktasinda F(s) in mutlak yakinsak oldugunu kabul edelim.

o 2>a ise

olup karsilastirma testinden Z f( ~ mutlak yakinsaktir [3].

n=1
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3.5. Teorem

Z—f (S) Dirichlet serisini goz oniine alalim. Her se C sayilan icin bu seri ne
n=1 N

yakinsak olsun ne de iwraksak olsun. o >0, olmak iizere her s=o0+it icin
iM‘ f(n)
n=1 nS

nS
olacak sekilde bir o, € R vardir [20].

yakinsak ve o <o, olmak iizere her s=0+it icin z raksak

n=l1

Ispat

oo

o, y1 s=a+ib de zf(?)

a K
n

raksak olacak sekilde tim ae R sayilarinin

n=l1

supremumu olarak alalim bu o, sayis;; s=a+ib de z yakinsak olacak

n=1

M‘
nS
sekilde tiim ae€ R sayilarinin infumumu ile cakisir bu da istenendir.

3.2. Tanim

Her Dirichlet serisi i¢in Teorem 3.5 de varligi garanti edilen 0, € R U{*e} sayisina
F(s) in mutlak yakinsaklik apsisi denir ve {s=0c+ite C:0>0,} bolgesine de

F(s) in mutlak yakinsaklik yari-diizlemi denir.

Sunu soyleyelim ki Teorem 3.5 o =0, olmasi durumunda F(s) in davranisi
hakkinda bilgi vermez. Ayrica teoremde belirtilmeyen iki u¢ durumu da soyleyelim;

F(s), her se C i¢in mutlak yakinsak ise o, =—co ve her se C icin mutlak

yakinsak degilse o, = +oo yazariz.
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3.6. Teorem

Her bir Dirichlet serisi i¢in yakinsaklik apsisi denilen o, € R U{%oo} sayis1 vardir ki
bu Dirichlet serisi ¢ > o, yari-diizleminde yakinsak, o <o, yar-diizleminde

wraksaktir. Yakinsaklik yari-diizleminin kompakt (kapali ve sinirli) alt kiimelerinde

yakinsaklik diizgiindiir. Ustelik 0, —1< 0, < 0, esitsizligi saglamr [20].

Ispat

F(s)= Z f rf:l) her s icin raksak ise teoremin iddiast o, = i¢in gegerlidir. Bu
n=1

serinsin en az bir noktada yakinsak oldugunu varsayalim ve serinin yakinsak oldugu

se€ C lerin kiimesini D ile gosterelim. o, =inf{o:se D}e Ru{—w} olarak
tammmlayalim. ¢, nin tanimindan, F(s) o <o, kosulunu saglayan herhangi bir
s =0 +it noktasinda 1raksaktir. Diger yandan o,, o, ye keyfi yakinlikta olmak
lizere seri s, da yakinsak olacak sekilde bir s, = 0, + it, noktas1 vardir ve bu sekilde
verilen bir s, noktasi i¢in o > o0, olmak iizere her bir s = o +it noktasinda F(s) in

yakinsak oldugunu soyleyebiliriz.

o, nin tammmi geregi 0,, o, ye keyfi bicimde yakin segilebileceginden o > o, yari-
diizleminde F(s) in yakinsak oldugu elde edilir. Ayrica bu yakinsaklik, yari-

diizlemin kompakt alt kiimelerinde diizgiindiir.

Teoremin son iddiasin1 elde etmek icin Oncelikle sunu ifade edelim: mutlak

yakinsaklik yakisaklign gerektirdiginden o, <o, oldugu acikur. Ustelik

F(s)= ZL?) bir s=s,=0,+it, noktasinda yakinsak ise n—oc iken

n=l1

f(n)

——=—0 dir. Oyleyse ozel olarak n > n, lar igin
n 0

f(n)

So

<1 yazabiliriz. O halde
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n 2 n, ve herhangi bir sigin

Jm

5

n

fmn™

s

MH%‘S

Kt
0
n

S

n()

S

n(l

< n% 7 <p o

— — — So—$
= = = n

n So n

oo oo

Z n—(o—oo) — Z

n=1 n=1 1

serisi 0—0,>1 icin yakinsak oldugundan F(s) serisi

0—0

o >0, +1 icin mutlak yakinsaktir. o,, 0. ye keyfi bicimde yakin alinabildiginden

o, <0, +1 olmasim gerektirir.

»
>

Iraksak L Yakinsak

A
A

Sartl _ Mutlak
yakinsak " yakinsak

v
=

Sekil 3.1. Dirichlet serilerinin yakinsaklik ve mutlak yakinsaklik apsisi

3.9. Ornek

s reel sayilara kisitlandiginda ¢ (s)=Z:LY serisi s>1 i¢in (mutlak) yakinsak,
P

n=l1

s <1 icin raksak oldugunu gostermistik. s=oc+ite C oldugunda ¢(s)= Zi;

n=1
serisi 0, =0, =1 yakinsaklik apsisine sahiptir. Boylece bu seri her s=0+ite C

icin 0 >1 oldugunda mutlak yakinsak, o <1 oldugunda iraksaktir. Benzer olarak

Z (_ly) serisi i¢cin o, =1 ve o, =0 dir. Dolayisiyla bu seri 0<s <1 araliginda
n=1 n
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alinan her se C igin sartl yakinsaktir.
3.7. Teorem

F (s):thl) Dirichlet serisi o > o, yakinsaklik yari-diizleminde s in bir
n=l1 n

analitik fonksiyonunu tamimlar. Ustelik ayni yakinsaklik yari-diizleminde Dirichlet

serisi terim terime tiirevlenebilir ki

F’(S) — _i f(n)r:?g(n)

n=l1
olup bu seri bu yari-diizlemde yakinsaktir [20].

Ispat

N
F,(s)= &, F(s) serisinin kismi toplamlar dizisini gostersin. =
N nS nS e
n=l1

olarak yazilabilir. Burada e’ iistel fonksiyonu tam (C nin tamaminda analitik)

f ()

oldugundan —— fonksiyonu da tamdir. Teorem 3.6 dan N — « iken o > o, yari-
o

diizleminin her kompakt alt kiimesinde F, (s), F(s) e diizgiin yakinsar. Aritmetik
fonksiyonlarin diizgiin yakinsak dizileri i¢cin Weierstrass teoremi geregi, o > O,

yari-diizleminin her kompakt alt kiimesinde F(s) analitiktir ve bdylece bu yari-

diizlemde tamdir. Bu, teoremin ilk iddiasin ispatlar.

N
F,(s) terim terime tiirevlenebilir. Fy (s) = z f(m)(—logn)n™ olup yine
n=1

Weierstrass teoreminden Fy,(s) tiirevi o > o, yari-diizleminde F’(s) e yakinsar.
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3.3. Dirichlet Serileri ve Toplam Fonksiyonlari

Bir f aritmetik fonksiyonunun davranisini incelerken genellikle f in

M(f.x)=) f(n) 3.7)

n<x

toplam fonksiyonunun &zelliklerini incelemeyi yada f in

f(n)

L(f,x)=). (3.8)

n<x

“Logaritmik” toplam versiyonunun Ozelliklerini incelemeyi tercih ederiz [20].
Gercekten n — oo iken f(n) degerini tahmin etmek zordur ama M (f,x) ve L(f,x)
toplam fonksiyonlarinin degerlerini tahmin edilebiliriz. Ornegin; Mébius fonksiyonu

icin asagidaki grafikleri inceleyelim.

w(n)
A
11 ° [} )
- - - - - - - - - »n
o 1 2 4 5 ¢ 10
—11 . ° . °

Sekil 3.2. w(n) Mobius fonksiyonu
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M (u, x)
A
11 [}
- * - - - - g - g A\ » X
of 1 2 3 5 g 9 10
—1° . ° ° °
_21 [ [ ° °

Sekil 3.3. M (u,x) Toplam fonksiyonu

3.8. Teorem ( Dirichlet Serilerinin Mellin Doniisiim Gosterimi )

F (S):Z f(mn™, o, sonlu yakinsaklik apsisiyle bir Dirichlet serisi olsun.

n=1

M(f,x) ve L(f,x) swasiyla Esitlik 3.7 ve Esitlik 3.8 ile tanimlanan toplam

fonksiyonlar1 olmak iizere

F(s)= s]jM(f,x)x""ldx (o >max(0,0,)) 3.9)
F(s)=(s— 1)]2 L(f,x)xdx (o>max(l,0,)) (3.10)
dir. [20]

Ispat

flk once Esitlik 3.10 un Esitlik 3.9 dan bulunabilecegini gosterecegiz. s yerine

S fonksiyonunu ve F(s) yerine de F (s):if(n)nﬂ

n n=l1

S=s-1ile f(n)=
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yazarak, M (f,x) = L(f,x) 1elde ederiz ve bdylece f yerine f s yerine § =s5—1
yazarak Esitlik 3.10 un sag tarafi Esitlik 3.9 un sag tarafina esit olur. Ayrica
F(s)= F (s—1)= F (§) olur. Bu kosullar altinda esitliklerin sol taraflar1 esittir.
F(s)=F(s+1) oldugundan F in 6. yakinsaklik apsisi o, —1 e esittir. Boylece
Esitlik 3.9 daki & > max(0,5,) sarti, o0 —1>max(0,0, —1) e veya denk olarak

o > max(l,0,) ye doniisiir ve bu da Esitlik 3.10 un sartidir.

f ve F(s) teoremdeki gibi verilsin ve ¢ >min(0,0.)sart1 ile s sabit olsun.

Boylece F(s) Dirichlet serisi s de yakinsaktir.

0, n>x

1, X oo
¥(x,n) = { olmak iizere M (f,x) = 2 X(x,n) f(n) yazalim.

n=1

Her X >1 i¢in

sJ.M(f,x)xflfsdx = sj.i;{(x,n)f(n)x*“ldx

1 n=1

= s_[ z x(x,n) f(n)x"dx

1 n<X

= SZ f(n)j;{(x, n)x " dx

n<X 1

= SZ f(n)_[ x " dx

n<X n

(1 1
—SZf(”);[F— j

s
n<X X

O

X — o iken, F(s) in yakinsakligindan sag taraftaki ilk terim F(s) e yakinsar.

Ayrica Kronecker yardimci teoreminden hatirlanacagi gibi f bir aritmetik fonksiyon
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ve 0 >0 olmak iizere ZM yakinsak ise s =0 +it igin lim%Zf(n) =0 dir.
X—>00 x‘

5

n=1 n<x

Boylece
X

lim s [ M (f,x)x"dx = F(s)
1

olup, Esitlik 3.9 elde edilmis olur.

3.9. Teorem (Riemann Zeta Fonksiyonunun Integral Gosterimi ve Analitik Devami)

. | . . .
o>1icin {(s)= Z—Y serisi ile tanimlanan Riemann zeta fonksiyonu, ¢ >0 yari-

n=1
diizleminde tanimli ve s=1 de reziidiisii 1 olan basit kutup noktas1 hari¢ bu yari-

diizlemde analitik olan bir analitik devama sahiptir. Bu analitik devam

g“(s)=il—sj{x}x*“*ldx. (6>0) (3.11)
S 1

ile verilir [20].

Ispat

Oncelikle {(s) ve analitik devami igin iki agiklama yapalim: Esitlik 3.11 de

tanmimlanan {(s) in analitik devami i¢in f (s) gibi farkli bir sembol kullanmaliy1z
fakat kaba notasyonlardan kag¢inmak i¢in {(s) in analitik devamini yine ayni

notasyonla gosterecegiz.

~- . . - . o = 1
Ornegin; zeta fonksiyonunun Dirichlet seri gosterimi {(s) = Z—Y , 0<o0,=1yar-

n=1

diizleminin i¢indeki her noktada iraksaktir, hatta o =1 dogrusunun iizerindeki her
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noktada iraksaktir ve ¢ > 1 yari-diizleminin disinda iyi taniml bile degildir. Tersine
s T —s=1
J(s)y=—n-— sj{x}x dx
s—=1 4

gosterimi en genis ¢ >0 yari-diizleminde iyi tanimlidir ve burada bir analitik

fonksiyondur. Simdi Esitlik 3.11 in nasil elde edildigini gosterelim.

Teorem 3.8 de f =1 alirsak, F(s)={(s), o, =1 ve M(f,x)=[x] olur ve

J(s)= sT[x]x""ldx (c>1)

elde edilir. [x]=x—{x} dir ve {x}, x in ondalik kismidir. Buradan integral

oo

]ox’sdx - ]j{x}x""ldx = Ll - j{x}x""ldx
1 1

S= 1

seklini alir. Sonug olarak o > 1 yari-diizleminde Esitlik 3.11 i elde ederiz. £ >0 i¢in

Esitlik 3.11 deki integral sinirhidir. ¢ = € ile herhangi bir s i¢in

T{x}x_s_ldx

< _[x_a_ldx < _[x_g_ldx = 1
1 1 2

dur. Boylece bu integral ¢ > £ yari-diizleminde mutlak ve diizgiin yakinsaktir ve

o0 2 ¢ yari-diizleminde s in bir analitik fonksiyonunu gosterir. £ >0 istenildigi

kadar kiiciik alinabildiginden bu fonksiyon ¢ >0 yari-diizleminde analitiktir. Ll
§—

teriminden dolay1 Esitlik 3.11, s =1 basit kutup noktasi (ki reziidiisii 1 dir) hari¢ bu

yari-diizlemde analitik bir fonksiyondur. Bu, ¢(s) in ¢ >0 yan-diizlemindeki
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analitik devam iddiasin1 saglar.

Esitlik 3.11 deki gosterimin bir sonucu olarak s=1 civarinda ¢(s) icin bir tahmin

elde ederiz.

3.10. Teorem (s =1 civarinda {(s) in tahmini)

7, Euler sabiti ve s #1 olmak iizere |s - 1| < % icin

1
() =——+y+0(s-1)
s—1

dir [20].

Ispat

Teorem 3.9 geregi ¢(s)— % fonksiyonu |s N 1| <1 diskinde analitiktir ve bu diskin
§—

icinde bir kuvvet serisi agilimi1 vardir.

[ n
{(s)———=Da,(s—1)
s—1 n=0
|
|s - 1| < 5 diski i¢inde

g“(s)—L=a0 +0(s—1))
s—1

dir. Boylece a, sabitinin y ya esit oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir.
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Esitlik 3.11 den ¢ > 0 yan-diizleminde

oo

;(s)—ﬁ =1-s ! [x}x " dx

dir. s > 1 iken sag taraf

. LY Frs
a, —lslilll(;(s)—;j—l j {x}x2dx

X—>o0!
n<x

olur. Euler sabiti y= lim(zl—log xj ile tanimlanir ve 1-— _[ {x}x*dx e esittir. O
1

halde iddia edildigi gibi a, = y dir.
3.11. Teorem ( M (f,x) icin hata terimlerinin tahmini ve F(s) in analitikligi)
Bir 8 >0 icin M(f,x)=0(x’) ise F(s), o > 8 yari-diizleminde analitiktir [20].

Ispat

fm)y=M(f,n)—M(f,n—1) oldugundan, M (f,x) icin verilen tahmin
f(n)=0®’) olmasim gerektirir. Boylece F(s) Dirichlet serisi sonlu yakinsaklik

apsisine sahiptir ve Teorem 3.8 bu durumda uygulanabilir.
M(f,x)=0(x%) ise Esitlik 3.9 da verilen integrand M (f,x)x™" =0(x*°") dir.

Boylece her £>0 icin _[ M(f,x)x"'dx integrali o >6+¢& yan-diizleminde
1

diizgiin yakimsaktir. Oyleyse ¢ >6+¢ yan-diizleminde analitik bir fonksiyon
belirtir. O halde o > @ yari-diizleminde analitiktir. Sonu¢ olarak Esitlik 3.9 un sag

tarafindaki fonksiyon ve buradan da F(s), bu yari-diizlemde analitiktir.
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Bu boliimii Teorem 3.11 in bir uygulamasi ile tamamlayalim, Teorem 3.11 i M&bius

fonksiyonunun toplam fonksiyonu olan M (x,x) = Z M(n) i¢in yorumlayalim:

0 >0 i¢in
M(u,x)=0,(x%) (3.12)
olsun. Teorem 3.9,

N L
ZH =2

Dirichlet serisinin ¢ > @ yari-diizleminde analitik olmasini gerektirir. Bu da sirasi ile

¢'(s) in meromorfik olmasini ve
“{(s) in o > @ yari-diizleminde hig sifir1 yoktur” (3.13)
iddiasim gerektirir.

Buradan M (g, x) in tahmininin niteligi ve boylece asal say1 teoremindeki hata
teriminin niteligi Riemann zeta fonksiyonunun “sifirsiz bolge” sine baghdir ve
ozellikle @ degeri icin Iddia 3.13 saglamr. Ne yazik ki bu kabulde cok az sey

biliniyor. Bu konudaki giincel bilgileri asagidaki gibi 6zetleyebiliriz.

1) 6 >1 igin, {(s) = H[l ! — j Euler ¢arpim gosteriminden Iddia 3.13 saglanr.

» —_

2) s in reel kismui % olmak tizere, {'(s) in sonsuz sayida sifirinin oldugu biliniyor.
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Boylece Iddia 3.13 herhangi 8 < % degeri icin saglanmaz.

3) Iddia 3.13, 6 =% degeri icin sayilar teorisinin en iinlii problemi olan ‘“Riemann

Hipotezi” dir

4) % <0 <1 icgin Iddia 3.13 ii saglayan bir # nin var olup olmadig bilinmiyor.



60

4. RAMANUJAN’IN SONUCU VE GENELLESTIRILMESI

Ramanujan ¢ > max{l,a + 1,6 +1,a + b +1} sartin1 saglayan s=c +ire C icin

i (”)O'b(n) {(s)S(s—a){(s=b){(s—a—b)
- {(2s—a-D)

zarif 6zdesligini ortaya koymustu. Calismamizin ii¢lincii boliimiinde reel degiskenli
Dirichlet serileri ile ilgilenirken bunun gibi zarif Ozdeslikleri vermistik.
Ramanujan’in bu sonucunun bir genellemesi Borwein ve Choi [21] tarafindan

asagidaki teoremde verilmistir.

L.(s)= Z& Dirichlet serisinin yakinsaklik apsisi ¢,, f fonksiyonuna bagh

n=l1

olarak o(f) ve bu Dirichlet serisinin yakinsaklik araliginda tanimladigi analitik

fonksiyonu yine L, (s) ile gosterelim.
4.1. Teorem

fi» f»» & ve g, tam carpimsal aritmetik fonksiyonlar ve o 2 max{o(f;),o0(g,)}

sartint saglayan s =0 +ite C i¢in

i kg () (f, *g,)(n) Lflfz (S)Lg I (S)Lfg (S)Lglfz (s)

n=l n f1f281g (25')
dir [21].
jSpClt

(f, *g)(m)(f, * g,)(n) carpimsal oldugundan, sadece onlarin asal kuvvetler
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tizerindeki degerlerini g6z Oniinde bulundurmaliyiz. Herhangi p asal sayisi ve

herhangi />0 i¢in

1 LT g (™
i *8)(p)= i(d)g; p_jz l l
(f, *8)(p %;f( )g{d D)=z (7)

dir.
Her bir f,, f,, g,, g, tam carpimsaldur.
Eger f.(p) ve g,(p) sifirise

1, I=0 ise
0, [>1 ise

(fi*g)(P") ={
ve buradan sunu elde ederiz

ZP :i(fl *gl)(pl)(fz *gz)(pl)p_k

= (L) =g ()DL g ("™ )
=0 (fi(p)— & (p)(f2(p)—g,(p))

i{(flfz )™+ (f:‘>’1gz)(p)l+1 p - (flgz)(p)m p - (&, /> p'p™
) (7= 2, (PN () — 2, (p))

biitiin bu geometrik serileri toplarsak
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(fi./)(p) + (8:8)(p)  (figo)p)  (&.f)(p)
sy 1=UL)PpT 1=@i8)(pp ™ 1= (fig)p)p " 1-(8,/5)(p)p
! (fi(p)— & (P[> (P) =g, (P))

_ 1_(f1f2g1g2)(p)p_zs
A=A L)p)p)A=(g,8:)(P)p " )A=(fig)(P)p " )A=(g, L)p)p™")

ifadesini elde ederiz. Dirichlet serileri i¢in Euler carpim formundan

Is

i(fl g)M(f, * g,)(n) 1 {Z (f, *g)(p ;(fz *g,)(p )}

n=1 n P

— Lf1f2 (S)Lg 82 (S)Lflg (S)Lglfz (S)

flfzglg (2S)

olur, bu da bizim teoremimizi ispatlar.

Teorem 4.1 in basit bir uygulamasi Zak (mn™ ve Zaa (n)o,(n)n™" Dirichlet

n=1

serilerinin hesaplanmasidir.
fim=n", f,(n)=1(n) ve g,(n)=g,(n)=1ise

Lf1f2 (s)= Lglf2 (8)= Lf1f2glg2 (s)=1
Lf‘gz (5)=C(s k), Lglgz (5)=¢(s)
dir.

Lf1f2 (S)Lglgz (S)Lflg (S)Lg1fz (S)
(2s)

Yukanda elde -ettiklerimizi de yerine yazarsak

f1f 28182
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o>max{Lk+1} sarum saglayan s=o+ire C icin zak_(yn) =L (s){(s—k)
n=l1 n

Dirichlet serisini elde ederiz.
Benzer olarak, eger f,(n)=n",f,(n)=n" ve g, (n)=g,(n)=1 ise

Lflfz (S) = Lflfzgng (S) = ;(S a (Cl + b))’Lglgz (S) = g(S), Lflgz (S) = ;(S a Cl), Lf2181 (S) = g(s _b)

dir ve Teorem 4.1 bize Ramanujan’in sonucu olan

o>max{l,a+1,b+1,a+b+1} sartin1 saglayan s =c +ire C igin

i c,(n)o,(n) _ S()(s—a)l(s—b),(s—a—b)
n’ {(2s—a—b)

n=1

ozdesligini verir. Ozellikle herhangi reel A icin

i o, (n) _ L(s=2¢(s= DL (s)
o on’ C2(s—A)

y1 verir.

Calismamizda temel amacimiz o, =o0(f) yakinsaklik apsisine sahip

L,(s)= ZL?) Dirichlet serisinden yola ¢ikarak herhangi bir e R (ya da C)

n=1

icin Zf En) Dirichlet serisinin ozelliklerini incelemek ve bu seriyi L, (s)
n

n=1

cinsinden yazmakt1. Ornegin N aritmetik fonksiyonunu goz 6niine alalim.

ae R icin
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S Wl N s 3L ¢i-a

n=1 n n=1 n n=1 1 n=1 1

olup bu seri s>1+ ¢ icin yakinsak oldugu kolaylikla goriilir. Ancak N yerine
herhangi bir carpimsal fonksiyon alindiginda boyle genel bir sonu¢ bulmak olduk¢a

glictiir.

oo a
a e Z kisitlamasi ile Z’U—EH) Dirichlet serisini inceleyelim:
'

n=1

a tek sayi ise Z’u ) _ Z,u(n) =1 elde edilir.
n=1 nS n=1 nS ;(S)

oo o oo -1
a cift sayrise 32 nf”) = u n@' _4 nf”) - éf((zsj) elde edilir [22].
n=1 n=1

a < 7 kisitlamasi altinda bile z 4 En) , Z % En)’ Z A En) Dirichlet serileri i¢in

n=1 n n=l1 n n=l1

bir sonu¢ elde etmek oldukca giic goriiniiyor. ¢€ R olmasi durumunda ise bu

giicliigiin artacag: kesindir. Bu sebeple genel olarak ae R (ya da C) i¢in

) a
M, szfnfn) <M,
n=1

olacak sekilde a sayisina ve f fonksiyonuna baghh M, ve M, smirlar1 bulabilir

miyiz? Alternatif olarak Zf—gn) kismi toplami igin Zf En) =0(x?) olacak
‘ n

n<x n n<x

sekilde f fonksiyonuna ve & sayisima bagli bir 8 bulabilir miyiz? Sorular ile

ilgilendik. Ancak kayda deger bir sonuca ulasamadik.



65

Bunlarin yaninda 3. Boliim Ornek 3.2 de ¢(2) nin Fourier serileri yardimiyla
hesaplanigina iligkin bir yontem sunulmustur. Calismamizda Fourier serileri ya da
Chebyshev serileri gibi 6zel bir seri smifi kullanarak ¢(2k) ya da {2k +1)

sayilarim1 hesaplayabilir miyiz? Sorusuna da yamt aradik. Orijinal bir sonuca

varamadik.

ae C olmak iizere L, (s)= ZL?) fonksiyonu ile Zf () Dirichlet serisinin

s
n=l N n=1 n

tanimladig1 fonksiyonun hangi ortak analitik Ozellikleri tasimaktadir? Sorusuna da

yanit aradik ancak yine ¢arpici bir sonuca ulagamadik.
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7. SONUC

Bu calismada esas olarak Dirichlet serileri tamitilmis, bu serilerin reel degiskenli ya
da kompleks degiskenli olmasi durumlarinda tasidiklan temel 6zellikler sunulmustur.
Ikinci boliimde konuya hazirhik niteliginde olmak iizere aritmetik fonksiyonlar
tamtilmis ve temel oOzellikleri swralanmistir. Uciincii boliimde reel degiskenli
Dirichlet serileri incelenirken oncelikle yakinsaklik kavrami iizerinde durulmus,

{(s) Riemann zeta fonksiyonunun FEuler carpim gosterimi verilmis, cesitli
uygulamalar sunulmus ve Riemann zeta fonksiyonunun ¢{'(2k) degerinin hesaplanisi

icin bir yontem verilmistir. Bu boliimiin diger kisminda ise kompleks degiskenli
Dirichlet serileri incelenip daha ileri uygulamalara yer verilmistir. Kompleks
degisken durumunda Dirichlet serisinin yakinsaklik apsisi, mutlak yakinsaklik apsisi,
yakinsaklik yari-diizlemi ve mutlak yakinsaklik yari-diizlemi kavramlar tanitilmistir.
Kompleks degiskenli Dirichlet serisinin yakinsaklik yari-diizleminde tanimladigi
kompleks degiskenli fonksiyonun bu yari-diizlemde analitik olmasi gercegi
vurgulanmistir. Bu gercek kullanilarak Riemann hipotezi yeniden ifade edilmistir.
Dordiincii boliimde ise Ramanujan’ 1n sik sonucundan yola cikarak yapilan

genellemeler incelenmistir.

Bu calismaya baslarken amacimiz, Dirichlet serilerinin bilinen 6zelliklerini

oo

kullanarak reel ya da kompleks « sayisi icin Z( f(m)n

n=l1

—s

Dirichlet serisini

L, (S)=Z::1 f(n)n* cinsinden elde etmekti. Diger bir ifade ile bundan Onceki

boliimde ifade edilen Ramanujan’in sonucunun zayif bir genellestirilmesini ifade
etmekti. Bunun yaninda e R (ya da C) sayisina ve f aritmetik fonksiyonuna
Q)

R

n

bagh olarak z Dirichlet serisi i¢in alt ve iist sinirlar elde etmekti.
n=1

Bu problemlere ¢6ziim olabilecek orijinal veya dikkat ¢ekici sonuglar elde edememis
olmamiza ragmen calismamizin, bu konu ile ilgilenenlere farkli bir bakis acist

sunacag iimidini tasiyoruz.
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