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OZET

Bu tez dort bélimden olugsmaktadir.

Birinci b6limde metrik uzay tanimi hatirlatilmis ve ¢esitli metrik 6rnekleri verilmistir.
Ayrica dizi, sureklilik ve yakinsama kavramlari tanitiimistir. Cauchy dizisi ve tam metrik uzay
kavrami hatirlatilmig, gerekli teoremler ifade ve ispat edilmistir. Daha sonra sabit nokta ,
lipschitz kosulu, buzulme donusuma, buzilebilir donisim, genislemeyen donusim kavramlari
verilmis, teorem ve cesitli 6rneklerle desteklenmistir. Banach buzulme dénusiim prensibi ifade
ve ispat edilip, bir drnek verilmistir. Son olarak bizilme dénisim prensibinin lineer
denklemlere uygulamasi verilmistir.

ikinci bélimde dislocated metrik uzaylarin temel tanim ve teoremleri verilmistir.
Ardindan dislocated metrik uzaylarda bazi sabit nokta teoremleri incelenmistir ve 6rneklerle
teoremler desteklenmistir.

Uctincti bélimde dislocated topolojide yer alan komsuluk kavrami, € -agik yuvar, d-
Uyelik bagintisi, d-komsuluk sistemi, d-topolojik uzay, d-yakinsaklik, d-sureklilik, dislocation
fonksiyonu kavramlari tanitilmig, bazi teoremler ispatlanmis ve 6rnekler ¢6zilmustir.

Dérdinci bolimde dislocated quasi metrik uzaylarin temel tanimlari ve bazi sabit
nokta teoremleri verilmistir. Son olarak 6zgiin ¢alismamiz olan dislocated quasi metrik
uzaylarda sabit nokta teori calismalari ile genellestiriimis metrik uzaylardaki coupled sabit nokta
calismalar birlegtirilerek, dislocated quasi metrik uzaylar icin ilk defa coupled sabit nokta
teoremi ispatlanmis, ana teoremi destekleyen bir sonu¢ ve érnek sunulmustur.
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ABSTRACT

This thesis consists of four sections.

In the first section, basic concepts of metric spaces and various metric examples are
given. Also sequence, continuity, convergence are introduced. Concepts of Cauchy sequence
and complete metric space are recalled and some essential theorems are stated and proved.
Subsequently concepts of fixed point, lipschitz condition, contraction mapping, contractive
mapping, nonexpansive mapping are giving. Theorems and various examples are supported.
Banach contraction mapping principles are stated and proved. An example are giving. Lastly
application of linear equations of contraction mapping principles are given.

In the second section, some essential definitions and theorems of dislocated metric
spaces are giving. Also some fixed point theorems of dislocated metric spaces are examined
and supported by examples of theorems.

In the third section, concepts of neighborhoods, € -open ball, d-membership relation, d-
neighbourhood system, d-topological spaces, d-convergence, d-continuity, dislocation function
in dislocated topology are introduced and some theorems with examples are giving.

In the fourth section, some essential definitions and theorems of dislocated quasi metric
spaces are giving. Subsequently some fixed point theorems of dislocated quasi metric spaces
are examined. Finally we define the notion of a coupled fixed point and introduce coupled
coincidence fixed point theorem in dislocated quasi metric spaces. Also we give an example to
validate our main theorem and a corollary of the main result.
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1.0. GIRIS

“Sabit Nokta Teorisi” ¢calismalan 19. ylzyil baslarina dayanmaktadir. Matematikte sabit
nokta teoremleri diferansiyel denklemler ve integral denklemler gibi cesitli denklemlerin
¢ozumlerinin varligr ve tekliginin arastiriimasinda énemli bir ara¢ olarak kullanilmaktadir. Bunun
yaninda pratik sonuglarinin ve uygulamalarinin oldukga iyi bilinmesinden dolay, tip (tomografi,
yeniden goruntl olusturma), haberlesme (telekominikasyon, interpolasyon, ekstrapolasyon,
quantizer tasarlama, sinyal sentezleri, filtre sentezleri) ve ekonomi basta olmak tzere, daha bir
¢ok alanda yogun olarak uygulamalari ile kargilasilagiimaktadir. Sabit nokta teorisi, bu nedenle
non-lineer (lineer olmayan) fonksiyonel analiz, matematiksel analiz, operatdr teorisi ve genel

topoloji gibi bircok farkll matematik alanlari ile de ic icedir.

Tarihsel olarak sabit nokta teorisi calismalari iki ana dalda geligmistir: Birincisi, bir lineer
normlu uzayin bir kompakt ve konveks alt kiimesi Uizerine surekli operatorlerin sabit nokta teorisi
digeri ise tam metrik uzaylar Uzerine biizilme ve buzilme tipi operatdrlerin sabit nokta teorisidir.
Normlu lineer uzaylarda sabit nokta teori ¢calismalari, 1909-1913 yillarinda L. E. J. Brouwer ile

baslamistir.



viii

Analize giris derslerinden de ¢ok iyi bilinen en basit sabit nokta teoremi: “[a, b]i U
olmak tzere f :[a,b]® [a,b] surekli bir dénugim ise, f 'nin [a,b] araliginda bir sabit

noktas: vardr” seklindedir. 1912 yilinda, Brouwer bu teoremi, 1" uzerine su sekilde
genisletmistir : “B ,J "'de kapals bir yuvar olsun. Bu durumda f : B® B surekli déntsimii bir

sabit noktaya sahiptir”. Brouwer'in bu teoremi, ekonomi biliminde (iktisat) Nobel 6duli alan John
Nash’in makalelerinde temel bir matematiksel ara¢ olmustur. Yine ekonomistlere gére gelecekte

Brouwer’in bu teoremi, kesin bir ekonomik dengenin hesaplanmasi i¢in yardimci olabilecektir.

Metrik uzaylarda sabit nokta teorisinin baslangici, 6zel durumu icin Liouville, Picard
(1890) ve Goursat tarafindan daha once elde edilmis olan ve 1922 yilinda basilmis Banach
Bizulme Prensibi olmustur. Acgikga, bir sabit noktanin varhgi hakkindaki en basit sonug
“Banach Sabit Nokta Teoremi” dir. Bazi matematikciler bu teoremi, “Daralma (blzilme)
Donugum Prensibi veya Teoremi” olarak da adlandirmisgtir. “Buzilme ilkesi” olarak bilinen bu

teorem, ilk olarak 1920’ li yillarin baslarinda, S. Banach tarafindan: “(C,d) bir tam metrik uzay
ve T:C® C bir doniisim olsun. " x,yT C icin, d(T(x),T(y)) £kd(x,y), 0£ k<1 ise

T donustimi X ' de bir sabit noktaya sahiptir.” seklinde ortaya konulmustur. Bu teorem, S.
Banach’i doktora tezinin bir kisms olarak belirlenmis ve ispat/ yap/imistir. Bundan sonraki
asamalarda Banach’in sabit nokta teoremi, matematigin bircok dalindaki uygulamalarda varlk
problemlerinin ¢dzimiinde, kullanigsh ve kolaylik saglayan bir unsur olmustur. Tek ve cogul
degerli donusumler Uzerine sabit nokta teorisi son yuz yil boyunca cesitli problemlere
gelistirilmis ve uygulanmistir.

Banach Sabit Nokta Teoremi bizilme donusiimiinde yeni sonuclar kesfetmek ya da bu
konu uzerinde ¢alismak amaciyla bircok arastirmaciy etkilemistir. Bunun yani sira R. Kannan
[23], B. K. Dass ve S. Gupta [13] ile Lj. B. Ciric [11]' in metrik uzayda Banach bizllme
prensibine getirdikleri genellemede oldugu gibi sirekli olmayan yeni bir buziulme dénisumi
sekli ortaya ¢ikarmistir. Ayrica B. E. Rohades [30] blzlilme déntsimndn farkh tanmimlari igin
kismi bir siralama olusturmak icin basarilh bir girisimde bulunmustur. S. G. Matthews [26]
domain teorinin iceriginde metrik domains adi altinda dislocated metrikleri ¢alhsmistir. S.
Abramsky ve A. Jung [3]' un ¢alismasi “ Herhangi bir noktanin kendine olan uzakhgi bir metrik
icin sifira esit olmasi gerekir ” gorisuni ele alan ¢alismasi domain teorinin iceriginde metrik
domains adi altinda dislocated metrikler kavramina dikkat ¢cekmistir. P. Hitzler ve A. K. Seda
[18] dislocated metrik uzaylar kavramiyla bilinmistir, bdylece bu gibi uzaylar icin Banach
Buzulme Prensibini genigletmistir. F. M. Zeyada, G. H. Hassan ve M. A. Ahmed [35] dislocated
metrik uzaylarda P. Hitzler ve A. K. Seda [18]' nin ¢alismasini kullanmiglardir. Dahasi C. T.
Aage ve J. N. Salunke [1, 2], R. Kannan [23] velj. B. Ciric [3] tarafindan verilen donustumler



Uzerinde cahsmislar ve dislocated quasi metrik uzaylarda sabit nokta teoremi olusturmuslardir.
Son zamanlarda A. Isufati [19] dislocated bizilme dénlsiminde B. K. Dass ve S. Gupta [13]
ile B. E. Rhoades [30] tarafindan tanimlanan surekli buztlme dénlisima icin birka¢ sabit nokta
teoremi kanitlamistir.

Dislocated metrik uzaylar kavrami ilk olarak S. G. Matthews [26] tarafindan 1986 yilinda
“Metric Domains for Completeness” adli doktora teziyle literatlre girmistir. P. Hitzler [17]
tarafindan 2001 yilinda basiimis “Generalized Metrics and Topology in Logic Programming
Semantics” adli doktora tezine temel olusturan, P. Hitzler ve A. K. Seda [18] tarafindan 2000
yiinda basilmis “Dislocated Topologies” adli calismada dislocated metrik uzay kavrami
tanimlanmis, ardindan dislocated topoloji, dislocated yakinsaklik ve dislocated sureklilik
kavramlari Gzerinde durulmustur. Ayrica metrik uzaylar ve dislocated metrik uzaylar arasindaki
iliski teorem ve oOrneklerle aciklanmigtir. S. G. Matthews [26] calismalar temel alinarak
baslayan dislocated metrik uzaylar ve dislocated quasi metrik uzaylar Uzerine calismalar, P.
Hitzler ve A. K. Seda [18], P. S. Kumari [24], F. M. Zeyada, G. H. Hassan ve M. A. Ahmed [35],
C. T. Aage ve J. N. Salunke[1, 2], A. Isufati [19], K. Zoto, E. Hoxha [37], K. Jha, D. Panthi [21],
K. P. Rao, P. R. Swamy [29], R. Shrivastava, Z. K. Ansari, M. Sharma [32], D. Akcay ve C.

Alaca [5] calismalari ile devam etmisgtir.



. BOLUM

TEMEL KAVRAMLAR
1.1 Metrik Uzaylar Uzerine Bazi Temel Kavramlar

Bu boélime, metrik uzaylarda bazi temel kavramlari C. Yildiz [34] ve T. Baskan,

O. Bizim, i. N. Cangiil [9] kitaplari yardimiyla vererek baglayalim.

Metrik veya metrik uzay kavrami, klasik analizden modern analize gecis
saglayan ¢cok énemli bir kdpriadir. Bu kavram reel ve kompleks teorilerde bilinen bir ¢cok
onemli 6zelliklerin herhangi bir uzayda nasil yapilacagini gosterir. Ayrica topolojide
soyut olan bir takim kavramlar, metrik uzaylarda daha somut kavramlarla agiklama
imk&nini saglar. Bu nedenle metrik ve metrik uzay kavramini tanimlayarak, metrik

uzaylara ait bazi 6nemli 6zellikleri vermek yerinde olacaktir.

Tanim 1.1.1.: Bos olmayan bir X kimesi ile bir d: X"~ X ® [J tan/mlanan bir d
fonksiyonu asagidaki sartlars sagliyorsa, d ye X uzerinde bir metrik, (X,d) ikilisine
de metrik uzay denir:
"x Y,z X icin

my) d(x,y)* 0

m,) d(x,y)=0U x=y

msz) d(x y) =d(y,x)

ms) d(x,2) £d(x y)+d(y, 2



(X,d) metrik uzayr kisaca X metrik uzay/ olarak ifade edilir.
d fonksiyonu (m,),(ms) ve (m,) aksiyomlari ile birlikte (m,*) x=ybP d(x,y)=0
sartini sagliyorsa d ye metrikimsi (pseodometric), (X,d) ikilisine de metrikimsi uzay

denir.Metrik uzaylar icin verilecek birgok sonu¢ metrikimsi uzaylar icinde dogrudur.
Hemen belirtelim ki bu aksiyomlar birbirinden bagimsiz degildir. Ornegin (m2*),
(my) ve (m3) birlikte kullanilirsa
O£d(X,X)£d(xy)+d(y,x) =2d(x Y)
¢ikar ki bu (m1) aksiyomunu verir.
(X,d) bir metrik uzay ve x,yl X ise, negatif olmayan d(x,y) gercel sayisina

X ile y noktalari arasindaki uzaklik diyecegiz.
Simdi bazi metrik drneklerini asagidaki gibi verelim:

Ornek 1.1.2.: | | simgesi gercel eksende salt deger fonksiyonunu géstermek iizere
00" [I'den [ 'ye tanimlanan

mx,y) =[x- y| , xyT [

fonksiyonu bir metriktir. Adina gercel eksen tzerindeki salt deger metrigi(mutlak deger

metrigi) ya da kisaca salt metrik diyecegimiz bu metrik iki gercel sayi arasindaki

uzakligi vermektedir.Bu metrik diger bir ifadeyle [J 'nin aligilmis metrigidir.

Ornek 1.1.3.: | | simgesi karmasik dizlemde salt deger fonksiyonunu gostermek tzere
0" [’den [J 'ye tanimlanan
k(z.2)=|2- 2|, 2,21 C
fonksiyonu bir metriktir Adina karmagsik dizlem Uzerindeki salt deger metrigi ya da

kisaca salt metrik diyecedimiz bu metrik iki karmasik sayi arasindaki uzakhgi

vermektedir.



Ornek 1.1.4.: 0 © = %uzerinde, yani duzlemde

"X =06,%), Y= (YY) T 02 igin  d(x,Y) =/(y1 - X1)* +(y, - X;)*  seKlinde
tanimlanan d fonksiyonuna [J ? nin alisiimis metrigi veya Oklid metrigi denir.

Benzer sekilde O"=0 0L O olmak
tzere," X = (X, %, X5, %), Y = (Y1 Yo Yoo ) 1 O° igin

d(x,y) =(Q (X - y,)?)*? seklinde tanimlanan d fonksiyonu da [I" nin aligiimis

i=1

metrigidir.

Ornek 1.1.5.: Caddeleri birbirine dik ve paralel olan, diizenli bir plana sahip bir sehrin
farkli iki noktasinda bulunan bir kugla bir insan, bu noktalardan birinden digerine gitmek
icin kus Oklid metrigini kullanirken, taksi ile gitmek isteyen insan 6klid metriginden

baska bir metrik kullanmak zorundadir.

YA
) - c
92| | | ety

. —> ;

J - [ v
. —_— .

A 1,5' ! by N EVEA)

O X

Sekil 1. :Taxi-cab metrigi
Taksinin A dan C ye gitmesi icin |AB|+|BC| yolunu veya |AD|+|DC| yolunu

izlemesi gerekir. Bu durumda taksinin alacagi yolu uzaklik fonksiyonu cinsinden

yazacak olursak
h(xy) =|y,- %|+|y, - %]
seklinde olur. Kolayca gdsterilebilir ki h fonksiyonu metrik sartlarini saglar. Bu metrige

[] % de taksi-kab (taxi-cab) metrigi denir.



[1? de tanimlanan bu metrik [] " de séyle tanimlanir:

"X = (X X Xareees %) Y = (Vs Yoo Voo Yo T 07 G R(x, V) =3 [% - ] -
i=1

Ornek 1.1.6.:[1 * de bir bagka uzaklik fonksiyonu " x=(x,%,),y=(y,, ¥,)T 07 igin
g(x,y) = max{|x - yi[,[% - o[}

seklinde tanimlanabilir. Gosterilebilir ki g fonksiyonu metrik sartlarini saglar. [ Z de
tanimlanan bu g metrik, [ " de " X = (X, X, X500 %), Y = (V11 Yoo Yareon Y, ) T 0" igin
g(xy) =max{|)g - y|:1£i En}

seklinde tanimlanabilir. g fonksiyonu 0" de bir metrik olup, bu metrige maksimum

metrik denir.

Not 1.1.7.: 0" de tanimlanand , h ve g metrikleri n=1 olmasi halinde esit,
n3 2 halinde farkhdirlar. Gergekten x =(1,1), y =(0,0) icind(X,Y) =2, h(x,y)=2,
g(x,y) =1dir.

Onerme 1.1.8.:X=(X, %), X0, X, 1 ") Ve Y =(Y,, ¥y, Yareen Y, 1 ") (N3 1) olmak

tizere 0" [ den 0 ye tanimlanan r :(x,y)® r(x,y)=g |X,- y;| donustimi (1"
i=1

Uzerinde bir metriktir.

ispat: (m;) ve (m;) aksiyomlarinin saglandi§i aciktir. (m,) aksiyomu
d d
alx-vl=alx-2)+z-y)
i=1 i=1
J d
£alx-z[+alz- v
i=1 i=1
esitsizligi cikar. Son olarak, (my) aksiyomu

alx-v|=00 x=y, (@£i£n) U x=y bagintisindan gikar.
i=1



Onerme 1.1.9.:0 X=(X,%, X X, 1 0") Ve Y=(¥1, ¥y, Varees Y, 1 07) (N3 1) olmak
uzere 0" [" den U ye tanimlanan g:(x,y)® g(x,y)=max{|x - y|:1£i £n}
dontsumi [0 " Gzerinde bir metriktir.
ispat: (m)) ve (ms) aksiyomlarinin saglandigi aciktir. (m,) aksiyomu
max|x - yi|£max{|x - z|+|z- y[} @AEi£n)
£ max|x - z|+max|z -
esitsizliginden gikar. Son olarak, (m,) aksiyomu

g(x,y)=0 U max|x - y;|=0 (A£i £n)

U [x-y[=0
U x=y
U x=vy

ifadesinden elde edilir.

Ornek 1.1.10.: X ' /£ herhangi bir kimeve d : X~ X ® [ doniisimii

i0, X=
d(x,y) =1 ; Y ile bir metriktir.

L X=y
Bu sekilde tanimlanan d fonksiyonu X Uzerinde bir metriktir. Bu metrige ayrik

(diskret) metrik denir.

Ornek 1.1.11.: X! /& bir kime ve " x,yl X icin d(x,y)=0 ised, X uzerinde

metrik olmayip, bir metrikimsidir. Bu metrige asikar metrikimsi denir.

Analizde, [J den [J ye tanimlanan bir reel degiskenli, reel degerli bir f

fonksiyonun verilen bir xoi 0 noktasinda surekli olmasi soyle tanimlanmaktadir:

f, x, da sureki U "e>0 icin $d(€)>0 vardr |x- x| <d
b |f(x)- f(x)<e.

Burada [J nin alisilmig metrigi kullanilimistir.



Soyut metrik uzaylarda verilen bir fonksiyonun sirekliligi agagidaki gibi tanimlanir:

Tamim 1.1.12.: (X,d)ve (Y,d") metrik uzaylar, x,1 Xve f:X ® Y bir fonksiyon
olsun. Verilen "e>0 sayisina karsilik d(X, X,) <d oldugunda
d'(f(x), f(x)) <eolacak sekilde e a bagll pozitf bir d sayisi varsa, f
fonksiyonuna X, noktasmda sureklidir denir. Yani,
f, % da sirekli U "e>0 icin $d(e)>0 vardr ' d(xX)<d P
d'(f(x), f(x)) <e.

Eger f:X ® Y fonksiyonu " xI X noktasinda sirekliise, f fonksiyonuna X

uzaymda sureklidir denir.

Tanim 1.1.13.: (X,d)metrik uzay [I dogal say/ar kimesi olsun." nl O icin
f (n) = x, olacak sekilde [J den X’ e tanimlanan her fonksiyona, X metrik uzaymda
bir dizi denir ve (X,);, veya (x,) ile gosterilir. Diger bir deyimle X metrik uzaymnda

bir dizi, elemanlarr dogal sayilar tarafindan indislenmisg bir alt kimedir, yani
(x)={xT1 X:nl 0}.

Tanim 1.1.14.: (X,d)metrik uzay, (X )bu uzayda bir dizi ve xI Xolsun. " e>0
icin$n,(e) >0 vardr ' "n%n, icin d(x,,X)<e oluyorsa (X,)dizisine X

noktasma yakmsaktr denir ve n® ¥ iken x, ® x veya Ii®mxn = X ile gosterilir.
n® ¥

(X, d) metrik uzay, (X,) de bu uzayda tanimls bir dizi olsun.
"e>0 icin $n,(e)T 0 ' "nm3n, iken d(x,x)<e oluyorsa, (x)dizisine

Cauchy dizisi denir.

Eger (X,d)metrik uzayinda alnan her Cauchy dizisi yine bu uzaydaki bir

noktaya yakinsak ise, (X,d) metrik uzayma tam metrik uzay denir.



Ornek 1.1.15.: Bos olmayan herhangi bir kime asikar metrik ile birlikte tam metrik

1, xtyi
uzaydir. X Uzerindeki asikar metrik d(x,y) :i XTI
|

olduguna gore, eger

0, x=yise
X de herhangi bir Cauchy dizisi (x,) ise her €>0 icin n,m3 n,(e)

oldugunda, d(x,,x,)<e olacak sekilde e sayisina bagh bir n (e) dogal sayisi

, 1
vardir. Ozel olarak, e=§ pozitif sayisi igin de n,m3 ”o(%) oldugunda,

1
d(xn,xm)<§ olacak sekilde e ::—)) sayisina bagh bir no(é) dogal sayisi vardir.

11, x!yise
d(xy) ={ Y

] oldugundan dolayi, n,m3 no(i) oldugunda, d(xg,Xy,)=0
10 , x=yise 3

1
olacak sekilde ezé sayisina bagl bir ”o(%) dogal sayisi vardir.

Teorem 1.1.16.: (X,d) metrik uzay/nda yakmsak her (X,) dizisi bir Cauchy dizisidir.

ispat: (x), (X,d)’ de yakinsak bir dizi ve (x)® pl X olsun. O halde
verilen her € >0 sayisina karsilik her n,m3 n, igin d(xn,p)<% ve d(x,, p)<%

olacak bicimde bir n, dogal sayisi vardir. Dolayisiyla ayni n, dogal sayisi igin

d(x,,%,) £d(x,, p)+d(x,, p) <e olur. Boylece (X,) bir Cauchy dizisi olur.
Uyart 1.1.17.. Bu teoremin tersi dogru degildir. Yani her Cauchy dizisi yakinsak
degildir. Ornegin X =(0,1) kimesi tizerinde aligilmig metrigin oldugunu kabul edersek

9 dizisi X metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir, ancak bu dizi X metrik uzayinda

el
&ng

yakinsak degildir.



Teorem 1.1.18.: (X,d) bir metrik uzay, (X,)bir Cauchy dizisi ve (x,) bunun bir alt

dizisi olsun. Eger (xq) yakinsak ise (x,) dizisi de yakinsaktr.

ispat: (X,)® a olsun. O halde verilen herhangi bir € >0 sayisina karsilik
d(x,,a) <e olacak bicimde bir m, dogal sayisi ve ayrica (x,) bir Cauchy dizisi
oldugundan ayni e >0 sayisina karsilik her n,m?3 n, icin d(X,,X,) <e olacak bigcimde
bir n, dogal sayisi vardir. N =max{n,,m} olarak secilirse, her n3 N igin

d(x,,a) £d(x,,x,)+d(x,,a) <2e, yani (X,)® a olur.

Uyari 1.1.19.: Bu 0zelligin sadece Cauchy dizileri igcin gecerli, herhangi bir dizi igin

gecerli olmadigi aciktir. Ornegin (x,) =(-1)" dizisi icin (x,,)® 1 ve (X,,,,)® -1

olmasina karsilik (x) dizisi yakinsak degildir.

1.2 Sabit Nokta Teorisinde Bazi Temel Kavramlar

Simdi, metrik uzaylarda sabit nokta kavrami ve bu kavrami agiklayici 6rnekler
verecegiz. Daha sonra sabit nokta teorisinde kullanilan bizilme doénusuma,
genislemeyen donldstm, bizulebilir donlisim ve lipschitz sarti gibi temel kavramlari

tanitip drneklerle bu kavramlari agiklamaya calisacagiz.

Tanim 1.2.1.: C bos olmayan bir kime olmak tzere T:C ® C donusimui igin,

T(x) = x olacak sekilde bir xT C varsa, bu xI C noktasmna T donisimuinun bir

sabit noktasrs denir.



Verilen bir donistimin sabit noktasi olmayabilir, birden fazla olabilir, tek olabilir,

sonsuz sayida olabilir. Simdi bu durumlara birer 6rnek verelim:

Omek 1.2.2: C=[01] ve T:C® C,

+x+1,05x£1

T(X) ={ 1 2 1 seklinde tanimlanan doéndsimun verilen araliklar icin C’ de
1= Z<x£1
T3 2

sabit noktasi yoktur.

Ornek 1.2.3.:C:[O,1] ve T:C® C, T(X)=x* seklinde tanimlanan déniisiimiin

X, =0ve X, =1 olmak lUzere C’ de iki farkh sabit noktasi vardir.

Ornek 1.2.4. C:[O,l] ve T:C® C, T(x)=2x-1 seklinde tanimlanan donugimuin

X =1 olmak tizere C’ de bir tek sabit noktasi vardir.

Ornek 1.2.5.: C=[0,l] ve T:C® C,T(x)=x 06zdeslik donisiminun ise C’ de

sonsuz tane sabit noktasi vardir.

Tanim 1.2.6.. (C,d) bir metrik uzay ve T:C® C herhangi bir doénisim
olsun." x,yT C ve x! vy igin

d(T(x),T(y)) £ad(x,y)
kosulunu saglayan bir a 2 O reel sayisi varsa, T donusimine Lipschitz kosulunu

saglryor denir.

Eger a <1 ise T'ye bizilme (contraction) dontusimi, a =1 ise T'ye

genislemeyen (nonexpansive) dénidsim denir.

Eger " x,yI C icin, (X! y)
d(T(x), T(y)) <d(x,y)

kosulu saglaniyorsa T 'ye buzulebilir (contractive) déntusiim denir.
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Sekil 2.: T bizilme (contraction) donisimu

Not 1.2.7.: Bundan bdyle zaman zaman d(T(x),T(y)) yerine d(Tx,Ty) gosterimini

kullanacagiz.

Not 1.2.8.: Bu donusumler arasindaki iligki agagidaki gibidir:

Buzilme dontgimu P Bizilebilir déntisim P Geniglemeyen déntgim

3
Lipschitz kosulunu
saglryor.
R T
Lip=chiz
Eogulu
Gl
e
Dok

Burudehifer
Dronidglim

Buzikime
Dardgimia

Sekil 3.: Donugumler arasindaki baginti
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Simdi buzulme kavramini agiklayan bazi 6rnekler verelim:

Ornek 1.2.9.: (C,d) bir aligilmig metrik uzay, T:C ® C herhangi bir dontigtim olsun.
T(x)=x+a,(a! 0) Oteleme donusimi genislemeyen bir donusimdur. Fakat

buzulebilir ve buztlme dénisimu degildir.

Ornek 1.2.10.:(C,d) bir ahgiimig metrik uzay, C:[O,l] ve T:C® C, T(X):g

seklinde tanimh herhangi bir déntsiim olsun. T bir blztlme doénisumadir. Ayrica,

buzulebilir, genigslemeyen dénisiim oldugu ve Lipschitz kosulunu sagladidi aciktir.

) 1
Ornek 1.2.11.: (C,d) bir alisiimis metrik uzay, C =[L¥) ve T:C® C, T(X)=x+—
X

seklinde tanimlanan herhangi bir donisim olsun. T buzilebilir donisimdur. Ancak

blzulme donistimi degildir. Ayrica bu déntsimiin sabit noktasi yoktur.

. 1
Ornek 1.2.12.: [ 'nin aligilmig metrigine goére T:[0,§)® 0 donusumi T(X)=x*

esitligi ile veriliyor. T dénustimunin bir buzilme dénisiimi oldugunu gosterelim.

a zg olarak alirsak, 0<a <l olup, " x y1 [0%) icin,
d(T(¥, T(y) =d(2,¥2) =[x - 7| =[x+ ypfx- o

2
[+ yPd(xy) £2d(x y) =a>d(x.y)

olup T bir blizilme dénisimi olur.

Not 1.2.13.: Hicbir uzayda 6zdeslik dontisimu bir bizilme déntsima olamaz. Clunku
T(x) = x 6zdeslik donustimi icin, " a T (0,1) igin, d(T(x), T(y)) =d(x,y)* a xd(X,y).
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Teorem 1.2.14.: Her buzilme dénisiimi dizgin sureklidir.

ispat : T:(C,d)® (Y,d,) biizilme déniigimi verilsin. Buna gore,

d,(T(x), T(y)) £Ead(x y) £d(x,y)
olacak sekilde O0<a <1 sayisi vardir. d(X,y) < £ olarak alinirsa,
a

dy(T(x), T(y)) <e

olur. Sonucgta T donusimi duzgin sdreklidir.

Banach sabit nokta teoremi olarak bilinen tam metrik uzayda buzulme
doénusimi konusunda elde edilen ¢ok kabul goérmis sonucu 1922'de S. Banach
ispatlamigtir. Bu ispatlanan bulugs matematigin farklh alanlarinda ozellikle diferansiyel ve
integral denklemlerde, mantik programlamada, elektronik muhendisliginde ve bunlar
gibi matematik iceren diger alanlarda ¢ok faydali olmustur.Banach bizilme donisim
prensibi matematik ve onun muhendislikteki uygulamalarindan dogan problemlerin

¢O6zumuanan varlik ve tekligi icin en basit ve ayni zamanda en énemli testinden birisidir.

Banach buzilme dénlisim prensibini vermeden énce

T"x=T(T"*x),T°x=x,x] C
olarak verilen {T"x}?;0 dizisine iterasyon dizisi veya T donidsimine gore X

noktasmm yoringesi (orbit) denildigini belirtelim.

Banach bu teoremi 1922 yilinda orijinalinde bir tam normlu uzaylarda formile

etmistir. Asagida bu teoremin keyfi bir metrik uzay icin formile edilmis halini verecegiz.

Teorem 1.2.15.: (Banach Buzulme Dénugsum Prensibi veya Banach Sabit Nokta
Teoremi)

(C,d) bir tam metrik uzay ve T:C ® C bir buzulme donusumi olsun. Buna
gore, T donlsiml bir tek sabit noktaya sahiptir. (veya T(x)=x donisiminin

(denkleminin) bir tek ¢bzima vardr.
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ispat: C’ den keyfi ve sabit bir X, elemanini alalim. X, ve T dontsimua yardimi ile

(x,) dizisini sdyle tanimlayalm:

X =T(%), % =T(%), % =T(%),K,x, =T(x,,),K

(x,) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim.

d(X,,%) =d(T(x), T(%)) £ad(X, %) =d(T(x), %)
d(X;, %) =d(T(x,), T(x)) £ad(x,, %) £a*d(T(x), %)
M

d(X.1, %) £2"d(T(%)), %))

bulunur. Buradan m,n pozitif sayilarini m>n olarak alahm. Uggen esitsizliginden;

d(Xps %) £ d(X, X)) + A (X5, 1, %5 5) T+ d(X,00, %)
E@™ +a™+L+a")d(x,%)
=a"@™ "t +a™ "+ L +1)d(x, %)
ar
1-a

£

d(>, %)

O<a <1 oldugundan Ii®rga "=0.Yani, (x,) C kimesi tizerinde bir Cauchy dizisidir.

C uzayi tam metrik uzay oldugundan (X,) dizisi bu uzayda yakinsaktir. Yani
$x,1 Cvar' x, ® X,.
Simdi T(x,) = X, oldugunu gosterelim.

d(T(%): %) £d(T(%), X,) +d(X,, %)
=d(T(%), T(X,.1)) +d(X,, %)
£ad(x, X, 1) +d(X, %)
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ve buradan
d(%,, %) ® 0, d(%,%,,)® 0

oldugundan,

d(T(%), %) £ad(x X, 1) +d(X, %) ® 0.

Buradan;

d(T(%), %) =0.

Yani,

T(%) =%

bulunur.

Teklik:

x,” dan farkli bir bagka sabit nokta y,1 C olsun. Buna gore, T(y,) =Y,  dr.
Buradan,
d(%: Yo) = d(T(x). T(Yo)) £ad(Xy, ¥o)
O<a <1 oldugundan,
d(% o) =0,
Yani,
X = Yo-
Yani, T doénusumiinin sabit noktasi tektir. Sonug olarak, T(x) = x denkleminin bir tek

¢6zUmu vardir.
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R R 1
Ornek 1.2.16.: X =0, K=[0,1]1 X, T:K® K ve Tx=§ olsun. xozé olarak

secelim.
1
=Tx. ==
=T :T2 :i
X =1X X 1

1
=T :T2 :T3 =
X =1% X %o 4

X, =T =T?x, , =L =T"%

§_|§

seklinde bir dizi elde ederiz. N® ¥ icin Ii®rr;‘|xn =0 olur. T doénistmunin sabit noktasi
of [0,1] 'dir.
Bilinen sabit nokta tanimini bu ornege

X
uygularsak; Tx=x P §=x P x=2x b x=0 olur. Yani sabit nokta yine

o1 [0,1] olarak bulunur.

Simdi, Banach sabit nokta teoreminin bir takim uygulamalarini asagidaki gibi
verelim:

1.3. Biiziilme Dénisum Prensibinin Lineer Denklemlere Uygulanmasi

1 d(xy)=alx- y| 0" uzerinde bir metrik ve § ‘aﬂ‘f,a <1, j=12,.,n ise
i=1 i=1

X :é a;X; +*h, i=12,.,n denklem sisteminin bir tek ¢dzime sahip oldugunu
j=1

gormek icin
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X = (X, X500y X)) ve X = (X, Xppees X))
d,(Tx,TX)
=4 |8a0i-)£a alalx-x|=aalalx-x|=atilx- X\a\a,\g
i=1]j= i=1 j=1 j=1i=1 j=1 1
£ad(x,x)

d,(Tx,Tx) £ad,(x,x) (a <) esitsizligi saglanir. Buradan T dénisiimi bir buzilme

donudgimi olup verilen lineer denklem sisteminin bu uzayda bir tek ¢ozima vardir.

1
n 2 non 2
2. d,(xy)=|Q|x - y|| , 0" tizerinde bir metrik olmak tizere § & a”‘ fa’<lise
i=1 i=1 j=1
d
X=aax th , i=12..n denklem sisteminin bir tek ¢ézime sahip oldugunu
j=1

gosterebilmek icin T dondsiminin bir bizilme donisimi oldugunu gostermeliyiz.

X = (X, Xpyeems X,) VE X = (X, X500y X))

.2

£4 G [ay[x - x|+
i=1@j=1 a

@NHMH§Ewa

i=1|j=1

gy, 724 20
"Schwartz esitsizliginden” Eagalal alx- x|z
1 j=1 [}

i=1 @ j=

Boylece;

2

@mxwm£aathuX»

i=1 j=1

a*(d(x, %)) (a<)
d,(TX,TX)£ad,(x,x) (@<J

Verilen dontstim bir biizilme déntsimi olup verilen denklem sisteminin bu uzayda bir

tek ¢c6zUmu vardir.
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ll. BOLUM

DISLOCATED METRIK UZAYLAR

Bu boélimde, 2000 yilinda P.Hitzler ve A.K.Seda [18] tarafindan ortaya konmus
dislocated metrik uzay tanimini vererek baslayacagiz. Daha sonra, dislocated topoloji
kavrami tanitarak, metrik uzay ile dislocated metrik uzay arasindaki iligkiyi
aragtiracagiz.

2.1 Dislocated Metrik Uzaylar Uzerine Temel Kavramlar

Tanmim 2.1.1.: Bostan farkl/ bir X kimesi ile bir d: X~ X ® [ fonksiyonu verilmis
olsun." x,y,zI X icin;
mi)d(x,x) =0
mii) d(x,y)=0P x=vy.
miii) d(x,y) =d(y,X)
miv) d(x,y) £d(x,z)+d(z,Yy)
miv*) d(x,y) £ max{d(x,z),d(z,y)}

d fonksiyonu, yukaridaki aksiyomlarindan; (mi), (mii), (miii) ve (miv) sagliyorsa
d fonksiyonuna bir metrik, (mi),(miii)ve (miv) saglaniyorsa d fonksiyonuna bir pseudo

metrik (s6zde metrik), (mii), (miii) ve (miv) saglaniyorsa d fonksiyonuna bir

dislocated metrik denir.
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Eger pseudo metrik veya dislocated metrik (miv*) sartin/ sagliyorsa pseudo
ultra metrik veya dislocated ultra metrik diye adlandir/lir. Bundan sonra zaman

zaman dislocated metrik kisaca d-metrik olarak ifade edilecektir.

Tanim 2.1.2.: (X,d) d-metrik uzay, (x,) bu uzayda bir dizi ve xI X olsun.n® ¥

ikend(x,,X) ® 0 ise (x,) dizisinin limiti X’ dir denir ve X ® X ile gdsterilir.

Onerme 2.1.3.: Dislocated metrik uzayda alman (x.) dizisinin bir tek limiti vardr.
ispat: Kabul edelim ki (x,) dizisinin iki farkh limiti X ve y olsun. (mii) ve (miii)

ozelliklerinden
N® ¥ iken d(x,y)£d(x,x)+d(X,,Y)

esitsizliginde Ii®rgd(xn,x)=0 ve Ii®rgd(xn,y) =0 olmasindan dolay! d(x,y)£0 elde

edilir. Buradan, d(x, y) = 0. (mii) 6zelliginden x = y.

Tanm 2.1.4.: (X,d) d-metrik uzay, (X,) bu uzayda bir dizi olsun. "e>0 igin
$n,1 0 vardr ' " n,m3 n, iken d(x,,X.)<e oluyorsa, (X,) dizisine Cauchy dizisi

denir.

Onerme 2.1.5.: (X,d) d-metrik uzay olmak tizere bu uzayda alman yakinsak her (X,)
dizisi bir Cauchy dizisidir.

Ispat: (X,d)d-metrik uzayinda bir dizi (x,) ve x, ® xI Xolsun. O halde
verilen "e>0 icin " n,m3 n, iken d(xn,x)<% ve d(X.,,X) <% olacak sekilde bir
n,1 O vardir. Dolayisiyla ayni n, 1 O igin :

d(xn,xm)Ed(xn,x)+d(xm,x)<2><§=eo|ur. Bu ise (Xx,)dizisinin bir Cauchy dizisi

oldugunu gosterir.
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Tanim 2.1.6.: (X,d)d-metrik uzay/nda her Cauchy dizisi yine bu uzayda yakinsak ise

(X,d) d-metrik uzay/na tam d-metrik uzay denir.

Teorem 2.1.7.: (X,d)bir tam d-metrik uzay ve f:X ® X bir buzilme dénisimu

olsun. Bu durumda f doénisumi bir tek sabit noktaya sahiptir.

ispat: Keyfi bir XOT X elemanini alahm. Gosterelim ki (f”(xo)) . bir Cauchy

dizisidir.
a(17(%). 1 () £1 d(17(x). 1)

£12d(f7%(x), 7 (x))
!

£17d(x%, f (%))
Simdi herhangi bir rT 0 E {0} sayisi igin;

d( (), 7 (%)) 2 (7 (%), 17 (%)) +d (£ (%), £ (x0))
£d(£7(%), 17 (%)) +d (£ (%), 172 () +d (£72(x,), 17 (x,))
Ed(17(%), £ (%)) +d(F7 (%), f™2 (%)) +L+d (£ (%), £ (x,))
E(1 "+ "™+ +1 ™) d(x,, f(xo

n

£ (%1 (%)

0<l <1 oIduQundan;Ii@rQI "=0.

Yani ("(x,)) . dizisi bir Cauchy dizisid.

(X,d) bir tam d-metrik uzay, (f”(xo))nm bir Cauchy dizisi oldugundan bu uzaydaki

bir y noktasina yakinsaktir. Ayrica f blzilme donisimi oldugundan sdreklidir. O
NV H n — H n-1 —

halde; y =lim f (xo)—f(L|®an (xo))— f(y) .

Bu taktirde f (y)=y oldugundan y bir sabit noktadir.
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Teklik;

Kabul edelim ki f donugimundn iki farkli sabit noktasi y ve Z olsun. Buna
gore f (y) =y ve f (Z) = z'dir. Buradan;

d(y,2) =d(f(y), f(2)£1d(y,2)
- 1)d(y,2) £0 .

0<| <1 oldugundan; d(y,z) =0 olur. d(y,z)=0ise y = z'dir.

Sonug olarak, f donidsiminin sabit noktasi tektir.

2.2 Dislocated Metrik Uzaylarda Bazi Sabit Nokta Teoremleri

Asagida verilecek olan teorem 2008 yilinda C. T. Aage ve J. N. Salunke [1]
tarafindan ifade ve ispat edilmigtir.

Teorem 2.2.1.: (X,d)bir tam d-metrik uzay olsun. f,g: X ® X surekli dénigumleri
"x,yl X ve 0<h<1 igin; d(fx gy)£hmax{d(x y),d(x x),d(y, gy)} sartin
saglasm. Bu taktirde f ve g donisUmleri ortak sabit noktaya sahiptir.

ispat:xOT X keyfi bir nokta olsun.
X = (%), % =9(x), KX, =9(X,.1): % = F(X,),K olacak sekilde (x,) dizisi

tanimlansin. X yerine X,,, y yerine X, ,, yazilirsa;

A (X415 Xonsz) = (X, Phopas)

£ hmax{d(X;,, Xy1), d (X, %), A (Kopag ) Do)}
= hmax{d (X, Xons1)s A (Xons Xons1)s A (Kopaa s Xoea )}
=hd (%, %.1)

Dolayisiyla;

d(Xope1 Xons2) £ NA OG0 Xopia) -

Benzer sekilde;

d(Xops Xoner) £ DAOGr 1, %0) -
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Ve boylece;

d(X2n+11 X2n+2) £ hzd(XZn—l’ X2n) .
Bu yolla;

d(Xoe1s Xonsp) £ N?"d(%,, %) elde edili. h<1 oldugundan Nn® ¥ iken h*® 0 olur.
Bdylece (x,) dizisi X d-metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir. Bu yiuzden X ® u
olacak sekilde bir ul X noktasi vardir. Dolayisiyla (x,) dizisinin alt dizileri igin
(%,)® u ve (9%,.,)® u elde edilir. f ve g surekli dénusumler oldugundan

fu=u ve gu=u elde edilir.

Teklik ;
Uve V noktalar f ve g donusimlerinin iki farkli ortak sabit noktasi olsun.
d(u,v) =d(fu,gv)
£ limhmax{d(u,v),d(u, fu),d(v,gv)}
=hmax{d(u,v),d(u,u),d(v,v)}
v yerine U yazilirsa; d(u,u) £ hd(u,u) elde edilir. h<1 oldugundan d(u,u)=0

bulunur. Bu ydntemle d(v,v) =0 bulunur. Dolayisiyla; d(u,v) £ hd(u,v) olup h<1
oldugundan  d(u,v) =0 bulunur. X d-metrik uzay oldugundan u =V elde edilir.

Asagida verilecek olan teorem 2012 yilinda R. Shrivastava, Z. K. Ansari ve M.
Sharma [32] tarafindan ifade ve ispat edilmigtir.

Teorem 2.2.2.: (X,d)bir tam d-metrik uzay olsun.S,T: X ® X surekli dénlsumleri

"x,yl X veal gO,lgigin;
29

&

d(S,Ty) £a max{d(x,SX) +d(y,Ty),d(y,Ty) +d(x, y),d(x, )+ d(x,y)} () sartini
saglasin. Bu taktirde S ve T ortak sabit noktaya sahiptir.
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ispat: x, 1 X keyfi bir nokta

olsun. X, =S(X,), % =T(X), K %, =T (X.1), %nu = S(X,,), KK olacak sekilde (X,)
dizisi tanimlansin. (1) de X yerine X,,, y yerine X,.,, yazilirsa;

d(Xone1 Xonv2) = A(SKn: TXo0)

£a max{d (X, 96,) + A (X015 Tonin)s A (Kot Tona) + A (Xops o) A (%o, S5) + A (X5 Xop0)}
=a max{d (X, Xonu1) + A (Kot Xon42)s A Ko Xonea) + 8 (Ko X411 A Koy Xopan) + A (%0 X00)}
£a[d (% Xonia) +A(Xoni10 Xone2)]

Dolayisiyla;

d(x2n+l,x2n+2)£1id(x2n,x2n+l) ve K:li ve O0E£K <1 olarak tanimlanirsa
-a -a

d(X2n+11 X2n+2) £ Kd(XZn ! X2n+1) 'Benzer $ek|lde’ d(X2n1X2n+1) £ Kd(XZn-l’ XZn) ve bU
ylzden;

d(Xonegs Xonss) £ K?d(X%,, %) . O£ K <1 oldugundan n® ¥ iken K" ® 0 olur. Bdylece
(x,) dizisi X d-metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir. Bu yizden X ® u olacak
sekilde bir ul X noktasi vardir. Dolayisiyla (x,) dizisinin alt dizileri igin (SX,,) ® u ve
(TX,,.,) ® U elde edilir. S ve T sirekli dontstmler oldugundan Su=u ve Tu=u

elde edilir. Béylece U, S ve T donugsumlerinin ortak sabit noktasidir.
Teklik ;

Uve V noktalart S ve T doénusimlerinin iki farkli ortak sabit noktasi olsun.
Bu taktirde (1) esitsizliginden;

d(u,v) =d(Su,Tv)
£a max{d(u,u) +d(v,v),d(v,v) +d(u,v),d(u,u) +d(u,v)}

V yerine U yazilirsa; d(u,u) £2ad(u,u) elde edilir. 2a <1 oldugundan d(u,u)=0
bulunur. Bu yontemle d(v,v)=0 bulunur. Dolayisiyla; d(u,v)£ad(u,v) olup

Ofa <% oldugundan d(u,v) =0 bulunur. X d-metrik uzay oldugundan u=Vv elde

edilir. Boylece U, S ve T donisumlerinin bir tek ortak sabit noktasidir.
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Asagida verilecek olan teorem 2010 yilinda A. Isufati [19] tarafindan ifade ve
ispat edilmistir.

Teorem 2.2.3.: (X,d)bir tam d-metrik uzay olsun. f,g: X ® X strekli doniistimleri
"xyl X ve O<h<1 icin;

d(fx, gy) £ hmax{d(x, y),d(x, fx),d(y, gy), d(x, gy)JZrd(y, fx)}

taktirde f ve g donusumleri ortak sabit noktaya sahiptir.

sartini saglasin. Bu

ispat: x,T X keyfi bir nokta
olsun.x = (%), % =9(%), K, X, = 9(%0.1)  Xone = F(%,), KK olacak  sekilde  (x;)

dizisi tanimlansin. X yerine X, , y yerine X, ,, yazilirsa;

d (X2n+11 X2n+2) = d( fX2n ! gx2n+1)

d(XZn’ gx2n+1) + d(x2n+l’ fXZn)}
2

00 Xo2) + 3. X))
2

£ hmax{d (X, X041, A (Xons D), 0 127 Ploen),

=hmax{d(X,,, Xo041), A (X5 X11)s A (Koi1s Xone2)s
=hd (%, %n41)

Dolayisiyla;

d(X2n+11 X2n+2) £ hd(XZn ! X2n+l) .

Benzer sekilde;

d(Xops Xoner) £ DAOG 1, %0) -

Ve bdylece;

d(X2n+11 X2n+2) £ h2 )d(XZn-l’ X2n) "
Bu yolla;

d(Xya1s Xonsp) £ D?" (%, %) elde edilir. 0<h<1 oldugundan N® ¥ iken h*® 0
olur. Boylece (X,) dizisi X d-metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir. Bu yizden x, ® u
olacak sekilde bir ul X noktasi vardir. Dolayisiyla (x,) dizisinin alt dizileri igin
(f%,)® u ve (0%,,)® u elde edilir. f ve g surekli dénisumler oldugundan
fu=u ve gu=u elde edilir.
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Teklik ;

uve V noktalari f ve g donusimlerinin iki farkli ortak sabit noktasi olsun.

d(u,v) =d(fu,gv)
£ limhmax{d(u,v),d(u, fu), d(v, gv), 2 gv);d(v, fu),

d(u,v)+d(v,u)}
2

=hmax{d(u,v),d(u,u),d(v,v),

=hmax{d(u,v),d(u,u),d(v,v)}

V yerine U yazilrsa; d(u,u) £ hd(u,u) elde edilir. 0<h<1 oldugundan d(u,u)=0
bulunur. Bu ydntemle d(v,v) =0 bulunur. Dolayisiyla; d(u,v) £ hd(u,v) olup O0<h<1
oldugundan  d(u,v) =0 bulunur. X d-metrik uzay oldugundan u =V elde edilir.

A. Isufati [19] tarafindan verilmis yukaridaki teoreme 2011 yilinda K. P. Rao ve
P. R. Swamy [29] tarafindan drnek verilmigtir.

" 12 x+vdfti
Ornek 2.2.4. X={1,23 ve d(xy) ::, X+yd |.se
il , x+ytekise

olsun.S,T: X ® X
donustmleri S1=S2=S3=1 ve T1=T2=T3=2 olarak tanlmlansm.h:% ve

"Xyl X igin;

d(Sx,Ty) =%max{d(x, y),d(X, S(),d(y,Ty),%[d(x,Ty) +d(y,SX)]} elde edilir. Boylece
S dondsiminin bir sabit noktasi 1 ve T dondsiminin bir sabit noktasi 2 olur.
Dikkat edelim ki h :% icin Teorem 2.2.3 icin gecerli degildir. Clnki h :% icin S ve

T dontsimlerinin ortak sabit noktasi yoktur.
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Asagida verilecek olan teorem 2012 yilinda K. Zoto , E. Hoxha ve A. Isufati [38]
tarafindan ifade ve ispat edilmistir.

Teorem 2.2.5.: (X,d)bir tam d-metrik uzay olsun. S,T: X ® X sirekli donistmleri

"x,yl X ve O<h<% icin;

d(s<,Ty)£hmax{d(x,y),d(x,so,d(y,Ty),d(x,Ty),d(y&),d(x’fg)xds)y’m} @

sartini saglasin. Bu taktirde S ve T bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

ispat: x, 1 X keyfi bir nokta

olsun. X, = S()(O)’)(2 :T(Xl)’ K o :T(XZn-l)’X2n+l = S(XZn),K olacak sekilde (Xn)nTD
dizisi tanimlansin. (2) esitsizliginde X yerine X,,, y yerine X, ,, yazilirsa;

d (X2n+1' X2n+2) = d (S(Zn ’TX2n+1)
d 1 n d n+: 1T n+
£ (00 1. 00 360).0 i P T i ). S )y
n?’2n+l
d (X2n ! X2n+1)d (X2n+1 ’ X2n+2 )}
d(Xzn1 Xoner)
= hmax{d(XZn ' X2n+1)1d(X2n ’ X2n+1)!d (X2n+1’X2n+2 )vd (X2n ’X2n+2 )vd (X2n+1 !X2n+1 ),d (X2n+1 !X2n+2 )}
£ h{ d (X2n ! X2n+1) + d (X2n+1 ’ X2n+2 )}

= h maX{d (XZn ' X2n+1)1d (X2n ’ )%nﬂ)!d (X2n+1 ’ X2n+2 )vd (X2n ’X2n+2)1 d (X2n+1’ X2n+1)1

Dolayisiyla;

_h
“1-h
tanimianirsa d(Xyn,,, Xon.z) £ 1d (X, Xop,y) Benzer sekilde:  d(Xyn, Xop) £ 1 (%1, %)
ve bu ylzden;

A0 Xnz) E 0, ) Ve ve 0<r<i  olarak

d(Xgs Xonep) £ 12" (X, %) . 0<r <1 oldugundan n® ¥ iken r*® O olur. Boylece
(x,) dizisi X d-metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir. Bu yizden X ® u olacak
sekilde bir uT X noktasi vardir. Dolayisiyla (x,) dizisinin alt dizileri icin (SX,,) ® u ve
(TX,,,1) ® U elde edilir. S ve T surekli dontsumler oldugundan Su=u ve Tu=u

elde edilir. Béylece U, S ve T donugsumlerinin ortak sabit noktasidir.
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Teklik ;

Uve V noktalart S ve T dontsumlerinin iki farkli ortak sabit noktasi olsun. Bu
taktirde (2) esitsizliginden;

d(u,v) =d(Su,Tv)

d(u, u)d(v,Tv)
d(u,v) J
d(u,u)d(v,v)
d(u,v) J

£ hmax{d(u,v),d(u,u),d(v,Tv),d(u,Tv),d (v, u),

=hmax{d(u,v),d(u,u),d(v,v),d(u,v),d(v,u),

V yerine U yazilirsa; d(u,u) £ hd(u,u) elde edilir. O<h<% oldugundan d(u,u) =0

bulunur. Bu yontemle d(v,v) =0 bulunur. Dolayisiyla; d(u,v) £ hd(u,v) olup 0< h<%

oldugundan d(u,v) =0 olur. X d-metrik uzay oldugundan U=V elde edilir. Bdylece
u, S ve T donustumlerinin bir tek ortak sabit noktasidir.

. 12 , X+ycifti
Orek 2.26. X={123 ve dxy)={ Y GsnsTiXx® X

i1 , x+ytekise
dondsumleri SO =S(2)=SB)=1 ve T@)=T(2)=T(3)=2 olarak tanimlansin.
"x yl X icin;

d(x, S<)0|()/,T)/)}

d(S,Ty) =%max{d(x, y),d(x,$4),d(y, Ty),d(x,Ty),d(y, ), dxy)

elde edilir. Dikkat edelim ki h :% icin Teorem 2.2.5 icin gecerli degildir. CUnku h :%
icin 'S doénusimindn bir sabit noktasi 1 ve T dodnisiminin bir sabit noktasi 2 olur.

(. - :
h ZE icin S ve T dénusimlerinin ortak sabit noktasi yoktur.
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Asagida verilecek olan teorem 2011 yilinda K. P. Rao ve P. R. Swamy [29]
tarafindan ifade ve ispat edilmistir.

Teorem 2.2.7. (X,d)bir tam d-metrik uzay olsun.F,G,S,T:X ® X surekli
doénusumleri;

(D S(X)I G(X) ve T(X)I F(X)

(2) SF=FSve TG=GT
¥

(3)f :0"® [T monoton azalmayan bir donusim, "t>0 igin é_f "t)<¥ ve
n=1

"x yl Xicin;

d(Fx, S)d(Gy, Ty),

d(SeTy) £f max{d(Fx, Gy), d(Fx 9, d(Gy. Ty), =7 = ==

sartlarini saglasin. Bu taktirde;

(i) F ve Sveya G ve T cakisimsi noktaya sahiptir.

@ii) (F,S) ve (G,T) ciftleri bir ortak cakisimsi noktaya sahiptir.

Ispat: "t>0igin f (t) <t ve n® ¥ igin f "(t)® 0 olur.x,1 X keyfi bir nokta olsun.

y2n = S(Zn = GX2n+]_
y2n+1 :TX2n+1 = I:)(2n+2 ’ n= 0’11 21 3; K

olacak sekilde X' de (x,) ve (y,) dizileri tammlansin. $n igin Yy, =VY,.,, ise bu
taktirde GX,,,,, = TX,,,,- Boylece X, , G ve T donusumlerinin bir ¢akigimsi
noktasidir. $n i¢in Y, ., =V,.,, ise bu taktirde Fx, ., =SX,,,. Bdylece Xx,.,, , F ve

S donusumlerinin bir ¢akisimsi noktasidir. Kabul edelim ki " n icin y,, * Y,.,, olsun.

d (yZn ’ y2n+1) = d (S(Zn 7TX2r‘I+l)

d 'J2n d n!J2n+
£f max{d(yZn—l'y2n)1d(y2n-l1y2n)’d(y2n1y2n+1)i (y2n—l y2) (y2 y2 1)}

d(y2n—11 y2n)

:f maX{ d(y2n_1, y2n), d (y2n ! y2n+1)}
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d (yZn- 1! yZn) = d (S(Zn ’TXZn- 1)

£f max{d(yZn—l' y2n- 2)ad(y2n—1' y2n)sd(y2n—2'y2n—1)’

d(y2n—l’ y2n)d(y2n-2' y2n—1)}
d(y2n—11 y2n-2)
:f max{d(yZn-l’ y2n-2)’d(y2n-l’ yZn)}

max{d(yZn-l1 yZn)’ d(y2n! y2n+1)} = d(y2n’ y2n+1) ise bU taktirde
d(Yors Yore) EF (A(Vars Yorea)) <A(Vors Yorer) - Bu bir celiski oldugundan;
d(Yu Yorer) ET (AYo. 1, Yan)) 3 esitsizligi elde edilir. Buradan

Ao 1sYor) EF (Vs 5, Yan.1)) (4) elde edilir.

(3) ve (4) 'ten;

d (yn ' yn+1) £ f (d(yn 1 yn ))
ARCAPRAN)
M

£17(d(Yo,Y1))

©)

Simdi n,mi 0 ile n<m igin;

Ay Ym) £ Yis) F AV 010 Vi) T+ AV 10 Vi)
(5)'den £ "(d(Yo, Y1) +f "™ (Ao, Y1) + L+ " (d (V. V1))

EQT (Ao y2)

nm® ¥ iken d(y,,y,,)® O .Bodylece (y,) dizisi X d-metrik uzayinda bir Cauchy
dizisidir. Bu ytizden y, ® u olacak sekilde bir ul X noktasi vardir.

S =FS ve S ve F sirekli oldugundan; Su= Ii®r£l X, = Ii®rg F&,, =Fu.
TG=GT ve T ve G surekli oldugundan; Tu = Ii®rQTGx2n+l = Ii®rE‘1C-}T)<2n+l =Gu.

Boylece (F,S) ve (G,T) ciftleri bir ortak ¢akisimsi noktaya sabhiptir.



29

Ornek 2.2.8.: X :[0,1] ve d(X,y) =max{x,y} olsun. Bu taktirde (X,d) bir d-metrik

uzaydir.
=0, Tx:Z , FXxX=x ve zeg olarak tanimlansin. S,T,F ve G doénistmleri

stireklidir ve  teorem kosullarindan (1) ve (2) saglanir. " x,yT X ve f (t) 212 icin;

d(&,Ty) £f (d(Fx,Gy)) . Boylece (F,S) ve (G,T) ciftlerinin bir ortak ¢cakisimsi
noktasi O (sifir)'dr.

Asagida verilecek olan teorem 2012 yilinda K. Jha ve D. Panthi [21] tarafindan
ifade ve ispat edilmistir.

Tanim 2.2.9.: (X,d) metrik uzay, A S:X ® X donustumler olsun. $x1 X igin

AX=X olacak sekilde ASX=SAX oluyorsa yani A ve S donusumleri cakisimsi
noktalarinda degismeli iseler A ve S donusimleri zayif bagdasabilirdir.

Teorem 2.2.10.. (X,d)bir tam d-metrik uzay olsun.AB,ST: X ® X surekli
doénusumileri;

(i) T(X)T A(X) ve S(X)1 B(X)

(i) (S,A) ve (T,B) ciftleri zayif bagdasabilir
oy R 1
@iii) " x vyl X,a,b,g30,0£a+b+g<§ icin;

d(S,Ty) £ad(AxTy) + bd(By, ) +gd( Ax, By)

sartlarini saglasin. Bu taktirde A,B,S ve T dodnigsumlerinin bir tek ortak sabit noktasi
vardir.

ispat: (i) sarti kullanilarak;

y2n = BX2n+1 = S<2n
y2n+1 = AX2n+2 = TX2n+1 ’ n= 0,1, 2, K
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olacak sekilde X' de (x,) ve (y,) dizileri tanimlansin. $n icin Y,, =V, ise bu
taktirde BX,,, =TX,.,,. Boylece X,. , B ve T donusimlerinin bir c¢akisimsi

noktasidir. $n icin Y, ,; = Y,.., iS€ bu taktirde AX, ., =X, ,,.

Bdylece X,.,, , A ve S donusiumlerinin bir ¢akigimsi noktasidir. Kabul edelim ki " n

icin y,, ! Y,,,, olsun. Bu taktirde;

d(yZn’ y2n+1) = d (S(Zn 7TX2n+l)
£ad(Ax%,, TX,.,,) + bd(BX,,1, %) +9d (AX,,, BX,,,,)

£ ad(yZn—ll y2n) + bd(yZn ! y2n) +gd(y2n—11 y2n)
£ a[d(yZn-1! yZn) + d (er'I’ y2n+1)] + b [d (er'I-l’ yZn) + d (y2n ’ y2n+l)] + gd (y2n-1’ er‘I)
=@ +b +9)d(Yo1: Yon) (@ +D)d (Vs Yonia)

Bu ylzden;

a+b+
d(y2n’ y2n+1) ET_bgd(yZn—h yZn)

=hd(Y,,.1: Yan)

burada h:m<l )
1-a-b

delece d(yn’ yn+1) £ hd(yn—b yn) £ hzd(yn—Z’ yn—l) £ L £ hnd( y01 yl)

"'g>0 sayisiigin;

d(yn’ yn+q) £ d(yn’ yn+]_) + d(yn+17 yn+2) + I—+ d(yn+q-1’ yn+q)
£ L+ h+h2 +L+h*)d(Y,, )

£h
1- h

d(Yo. Y1)
O<h<1 oldugundan n® ¥ iken h"® 0. Buradan d(y,,Y,.,) ® 0. Boylece (Y,)
dizisi X tam d-metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir.

Bu yuzden y,® z olacak sekilde bir zl X noktasi vardir. Dolayisiyla alt diziler
Igln’ (S(Zn)® z 1 (Bx2n+1)® z 1 (Tx2n+1)® zZ Ve (Ax2n+2)® z.

T(X)I A(X) oldugundan z= Au olacak sekilde bir ul X noktasi vardir.
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d(Su,2) =d(Su, TX,,.)
£a d(Au!TX2n+1) + bd(BX2n+1’ SJ) +gd(AU, BX2n+l)
=a d(Z’TX2n+1) + bd(BX2n+1’ S'I) +gd(z’ BX2n+1)

N® ¥ icin limit alinirsa;

d(Su,z2) £ad(z,2)+bd(z,2u) +gd(z,2)
=(a +g)d(z,2) +bd(z, )

£2(a +g9)d(z,u) +bd(z,u)

=(2a +b +2g)d(z,u)

2a +b+2g9<1 oldugundan bu bir celigkidir. Bu yizden u=Au=2z olur.
S(X)1 B(X) oldugundan z=Bv olacak sekilde bir vi X noktasi vardir. iddia
ediyoruz ki z=Tv’ dir. Eger z* Tv ise bu taktirde;

d(z, Tv) =d(Su,Tv)

£ad(Au,Tv) +bd(Bv,Su) +gd(Au, Bv)
=ad(z,Tv)+bd(z,2)+gd(z2)
£ad(z,Tv)+2(b +9)d(z,Tv)

=(a +2b +29)d(z,Tv)

a +2b +2g <1 oldugundan bu bir ¢eliskidir. Bu yiizden z=Tv elde edilir. Boylece
U= Au=Tv=Bv=2z elde edilir.

(S,A) cifti zayif bagdasabilir oldugundan tanim geregince S =Az  olmasi

SAu = AU olmasini gerektirir. Simdi bu z noktasinin S donlsimunin bir sabit
noktasi oldugunu gOsterelim. Stz ise bu taktirde;
d(&,2) =d(Sz,Tv) £ad(Az,Tv) + bd(Bv, &) +gd (Az, Bv)

=(a +b +g)d(S,2)

elde edilir ki bu bir celigkidir. Boéylece Sz=2z bulunur. Yani Az=S2 =2z elde edilir.

(T,B) cifti zayif bagdasabilir oldugundan tanim geregince Tz =Bz olmasi TBv=BTv
olmasini gerektirir.

Simdi bu z noktasinin T ddnusimunin bir sabit noktasi oldugunu gosterelim. Tz1 z
ise bu taktirde;

d(z,T2) =d(S,Tz) £ad(Az,Tz) + bd(Bz,&) +gd (Az,S2)
=(@a+b +g)d(z,T2)
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elde edilir ki bu bir ¢eligkidir. Boylece z=Tz bulunur. Yani Az=Bz=S=Tz=2z elde
edilir. Bu gosterir ki z noktasi A,B,S ve T donusumlerinin bir ortak sabit noktasidir.

Teklik ;

uve V noktalant A/B,S ve T donustmlerinin iki farkh ortak sabit noktasi
olsun.

d(u,v) =d(Su,Tv)

£ad(Au,Tv) +bd(Bv,Su) +gd(Au, Bv)
=ad(u,v)+bd(v,u)+gd(u,v)

=(@ +b +g)d(u,v)

elde edilir ki bu bir celigkidir. Dolayisiyla d(u,v)=0 olur. X  d-metrik uzay
oldugundan u=v elde edilir.

Ornek 2.2.11.: X :[O,l] ve d bir alisilmis metrik olsun. A;B,S ve T donutstumleri

X=0, Ax=X ,szé ve Bx=x olarak tanimlansin. Bu taktirde

a =%,b =%,g =% ve AB,S ve T donusimleri Teorem 2.2.10’ un tim sartlarini

saghyorise X=0 noktasi A B,S ve T donlstumlerinin bir ortak sabit noktasidir.
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. BOLUM

DISLOCATED TOPOLOJi

Bu bodlimde, dislocated topolojilerde komsuluk, yakinsama ve sireklilik
kavramlarinin bazi 6zelliklerini verecegiz. Sabit diziler genelde d-metrik uzaylarda
yakinsak olmadigindan klasik olarak topolojik yaklagim yapilmamahdir. Bu yizden
burada komsuluk, yakinsama ve sureklilik kavramlarinda revizyon yapiimak

zorundadir.
3.1 Dislocated Topolojik Uzaylarda Komsuluk Kavrami

3.1.1. Tamim:(X,r) bir d-metrik uzay, xI X ve e>0 bir reel say/ olsun. Bu

durumda B_(x) ={yl X:r(xYy)<e} kimesine € -agik yuvar denir.

3.1.2. Uyarr: Bu tanima gore, d-metrik uzayinda alinan herhangi bir yuvar bos kiime
olabilir. Aslinda, yukarnda verdigimiz yuvar tanimi, yuvarin kendisi tarafindan igerilmis
yuvarin  merkezini ifade etmez. Yani, bu nokta yuvardan dislocated
(cikariimig=yerinden oynatilmis) olabilir. Bu yiizden, bu tezde “dislocated” terimini

kullanma ihtiyaci duyulmustur.
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3.1.3. Onerme: (X,r) bir d-metrik uzay olsun. Asagidaki g 6zellik birbirine denktir.
i) Her xI X icin r (x,x)=0.
i) r bir metriktir.

iii) Her xI X ve e>0igin B,(x)* 0.

ispat: (i) b (ii): d-metrik tanimindan agiktir.
(ii) P (iii): €-agik yuvar tanimindan agiktir.
(iiiy b (i): Her e >0 igin B,(X)* O oldugundan her e >0 icin en az bir yi X vardir
oyle ki r(x,y)<e olur. Her yT X igin (x=1y halinde) r (x,x)£r (x,y)+r (y,X),
buradan x=yalinirsa r (x,x) £ 2r (x,y) ve buradan da her €>0 igin r (x,x)<e

elde edilir. Bu taktirde r (x,x) =0 olasidir.

3.1.4. Not: X ={xI X:r(x,x) =0} olmak tizere Onerme 3.1.3 geregi (X,r) ikilisi

bir metrik uzaydir.

3.1.5. Tanim: X bir kilme olmak tizere her xI X ve ABI X icin;

“X]A ve Al B iken XI B”
ozelligini saglayan 0 | X~ P(X) kapsamasin/ saglayan ve sembolik olarak “[J ”
gosterilen bagintrya X zerinde d-uyelik bagimtisi denir.

Burada X! A olmasina “X, A nin altindadir” ile ifade edecegiz. “Altinda” olma

bagintisi kiime teorisinde Uyelik bagintisinin bir genellemesidir. Bu bagintidan,

komsuluk kavraminin uygun bir notasyonunu tanimlamak igin faydalanacagiz.

3.1.6. Tanim: X herhangi bir kime, [I , X Utzerinde bir d-tyelik bagintisi ve her

xI X icin X 'in alt kimelerinin bir ailesi U, * /A olsun. Agagidaki sartlar sagliyorsa,
(U,,0) ikilisine X icin bir d-komsuluk sistemi denir.

(N)UT U, ise x1U.

(N) UVI U, ikenUCVIU,.

(N)UT U, veUIT V ikenVI U,_.
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(N)) UT U, igin VI U olacak sekilde dyle bir VI U, vardr ki her yo V igin UT U,
dir.

Her bir UT U, kimesi X'’in d-komsulugu olarak adlandirilir. Sonug olarak, X bir
kime, [J , X' in d-tiyelik bagmtisi ve her bir xI X igin (U,,0) ikilisi X igin d-
komsuluk sistemi olsun. Bu durumda, U ={U: xI X} olmak tizere (X,U,0) (veya

sadece X)), bir d-topolojik uzay olarak adlandirilir.
Bu tanimda noktalardaki d-komsuluklar bos olabilir, eger “[1 * sembolt “I ”

tyelik bagintisi olursa Tanim 3.1.6, topolojik komsuluk sistemi tanimini tamamlar.

3.1.7. Onerme: (X,r) bir d-metrik uzay olsun. [l , d-tyelik bagmtismm tan/m/mndan

{(x,A):e>0i¢in B,(x) A} . Her bir xI X igin U _, XJA olacak gekilde X in

biitiin A alt kiimelerinin ailesi olsun. Bu durumda, her bir xT X igin (U ,0) ikilisi, X

icin d-komsuluk sistemidir.

ispat: [ , d-uyelik bagintisi oldugunu gérmek icin bu bagintimin (N;) , (Ny),
(N3) ve (Ny) Ozelliklerini sagladigini gosterelim.

(N) Tanimdan agiktir. Burada, tersine olarak XJU ise Ul U, ozelliginin de

saglandigina dikkat edelim.
(N) xJ U,V ise bu taktirde Al U ve Bi V olacak sekide X merkezli A B

yuvarlar vardir. Genelligi bozmaksizin A ve B yuvarlarinin kiicigd A olsun. Bu
taktirde A=ACBI UCV.

(N3) XJU [ V oldugundan X1V oldugu aciktir.

(N) UT U, yani xJU olsun. Buna gore, Bi U ve Bl U, olacak sekilde X
merkezli bir B yuvari vardir. Keyfiyl] B alalim. yi1 U oldudunu gostermeliyiz. y B

alinmasi YO B[ Bi U olacak sekilde y merkezli bir B’ yuvarinin varligini gerektirir.

Sonugta, y1 U olmasini elde ederiz.

3.1.8. Uyan : (X,r) bir metrik uzay oldugunda yukarida verdigimiz yapilarla bir

metrikle olusturulmus alisiimis topolojiyi verebilir. Ancak, d-metrikli yuvarlarin kimesi

genelde klasik topoloji vermez.
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Bu baglamda, bir dislocated metrik tanimlayan aksiyomlar [27, 28] de verilmis bir

kismi (partial) metrik tanimlayan aksiyomlardan asagidaki gibi farkli oldugu gortlebilir.

3.1.9. Tanim: X birkimeve p: X~ X ® [I; bir fonksiyon olsun. Bu durumda,
(P) " xyl Xiginx=y 0  p(xx) =p(xy)=py,y)

(Pi)) " x,yT X igin p(x,x) £ p(x,y)

(Pii)) " x,yT X igin p(x,y) = p(y,x)

(Piv) " x,y,zl X igin p(x,2) £ p(x,y) + p(y,2)- P(Y.y)

sartlars saglaniyorsa p fonksiyonu kismi (partial) metrik olarak adlandirilir.

Bu tanimdan her kismi metrigin bir d-metrik oldugu aciktir.

3.1.10. Onerme: Herhangi bir d-ultrametrik (Pii) ve (Piv) sartlarm/ saglar. Bunun

yaninda (Pi) sartini saglamak zorunda dedildir.

ispat: (X,r) bir d-ultrametrik ve keyfi x,y,z1 X elemanlari verilsin.
(Pii) Kuvvetli ticgen esitsizligi kullanilarak, r (x,x) £ max{r (x,y),r (y,x)} elde edilir.
Buradan da simetri 6zelligi kullanilarak istenen dzellik elde edilir.

(Piv) Kuvvetli G¢gen esitsizligi kullanilarak r (x,z) £ max{r (x,y),r (y,z)} elde edilir.
Genelligi bozmaksizin, kabul edelim ki r (x,y)3 r (y,z) olsun. (Pii) 6zelliginden
dolayr r (y,y)£r (y,z) ve buradan da r (x,2)£r (X, ¥)Er (X,¥)+r (y,2)- r (V,Y)

elde edilir.

X bir kime ve X~ X Uzerinde 1 esitligi ile r tanimlansin. Béylece, r , X (zerinde
bir d-ultra metriktir ve (Pi) sartini saglamaz.

3.2. Dislocated Topolojik Uzaylarda Yakinsaklik ve Sureklilik

Burada vermis oldugumuz d-komsuluk kavramini kullanarak d-topolojik uzaylara

yakinsaklik kavramini adapte ederek baglayalim.

3.2.1. Tanim: (X,U,0) bir d-topolojik uzay ve xI X olsun. Eger x noktasmim her U
d-komsgulugu icin x, sonunda U da ise, yani, her | >1 icin 6yle bir |, vardir ki

x, 1 U oluyorsa topolojik olarak (x ) agr xI X noktasma d-yakmsar denir.
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3.2.2. Uyarr: Dislocated topolojik uzaylarda komsuluk kavramindan, bazi xI X igin

f 1 U, oldugundan (x) sabit dizisi d-yakinsak degildir. Aslinda, f T U oldugunda

xT X noktasina yakinsayan X de bir a§ yoktur. Tanim 3.2.1' de verilmis olan

yakinsaklik kavrami bir d-metrige gore yakinsakligin dogdal bir genellestiriimesidir.

3.2.3. Onerme: (X,r) bir d-metrik uzay ve Onerme 3.1.7’ deki yap/ ile bu metrikten
elde edilmis olan d-topolojik uzay (X,U,0) olsun. (x,), X de bir dizi olmak Uzere
(x,) nin r da yakinsak olmass i¢in gerek ve yeter gartin (x,)nin (X,U,0) da d-
yakimnsak olmasidr.

ispat: (P ): (x) dizi r da xI X noktasina yakinsak olsun. Yakinsama
tanmindan n® ¥ icin r(x,X)® O olur. Keyfi xI X noktasinin bir U d-
komsulugunu alalim. Boylece, e >0 vardir dyle ki B,(x)i U olur. r(x,x)® 0
oldugundan her n>n, i¢in n, vardir yle ki x, T Bi U olur. Buda (x )nin (X,U,0)
da x1 X noktasina d-yakinsak olmasidir.

(U ): (x,), (X,U,0) da xI X noktasina d-yakinsak olsun.
Tanimdan, xT X noktasinin her U d-komsulugu icin n>n, icin n, vardir dyle ki
x,1 U olur. Her e >0 igin B,(x), x X noktasinin bir d-komsulugudur. Burada e >0

keyfi bir sekilde kuguk segilebileceginden n® ¥ igin r (x,,x) ® O elde edilir.

Simdi d-topolojik uzaylarda stireklilik kavramini tanimlayarak devam edelim.

3.2.4. Tanim: X ve Y d-topolojik uzaylar ve f: X ® Y bir fonksiyon olsun. Y de
f(X) m her V d-komsulugu icin X de X, m bir U d-komsulugu var oyle ki
f(U)I V oluyorsa f fonksiyonu XOT X noktasinda d-sireklidir denir. Eger f

fonksiyonu her XOT X noktasinda d-surekli ise f fonksiyonuna X (zerinde d-
sureklidir denir.



38

Asagidaki teorem ile aglar yardimi ile karakterize edilmis olan d-yakinsaklik
kavramini kullanarak d-surekliligin bir baska ifadesini verelim.

3.2.5. Teorem: X ve Y d-topolojik uzaylar ve f:X ® Y bir fonksiyon olsun. f
fonksiyonun d-surekli olmasr icin gerek ve yeter gart XOT X noktas/nda d-yakinsak
olan X de her (x ) agricin f(x,)1 Y noktasinda d-yakmsak olan Y de bir (f(x ))

agmin var olmasidr.

ispat: (P ): Kabul edelim ki, f fonksiyonu XOT X noktasinda d-surekli ve
x,1 X noktasinda d-yakinsak olan bir ag (x ) olsun. f(x,) noktasinin V d-
komsulugunu alalim. d-sureklilik tanimindan XOT X noktasinin U d-komsulugu var
oyle ki f(U)I V dir. x , sonunda U nun iginde oldugundan f(x ), sonunda V nin

icinde olur. Boylece f(x ), f(X,) noktasina d-yakinsar.

(U ): Tersine ispat icin, énermeler cebirindeki (pP q)° (q¢b p9
denkligini kullanacadiz. Kabul edelim ki, f fonksiyonu XOT X noktasinda d-sdrekili
olmasin. d-sireklilik tanimindan her U1 U, ve f(X) noktasinin bazi V d-
komsulugu iin f(U) i/ V olur. Boylece her UT U, icin f(x,)I V olacak bigimde
x,1 U vardrr. Buda x,1 X noktasinda d-yakinsak olan X de (x,) agiicin f(X,)

nun f(X,) noktasina d-yakinsak olmamasi anlamina gelir. Buda ispati tamamlar.

Asagidaki onerme ile d-metrik uzaylarda agik yuvarlar cinsinden d-sureklilik
ifadesini verelim.

3.2.6. Onerme: (X,r) ve (Y,rQ d-metrik uzaylar, f:X ® Y bir fonksiyon ve
(X,U,0)ile (Y,V,19 srasiyla (X,r) ve (Y,r @ tarafindan Onerme 3.1.7" deki
yapryla verilmis d-topolojik uzaylar olsun. Buna goére, f fonksiyonu XOT X noktas/inda

d-strekli olmass icin gerek ve yeter sart her € >0 icin bir d >0 var oyle ki
f (B, (%)) B,(f(x,)) olmasidr.

ispat: (P ): Kabul edelim ki, f fonksiyonu xOT X noktasinda d-surekli ve
keyfi @ >0 olsun. Boylece, B,(f(X,)) yuvari f(X,) noktasinin bir d-komsulugudur. d-

sureklilik tamimindan, x,1 X noktasinin f(U)i B,(f (%)) kapsamasini sa§layacak
bicimde bir U d-komsulugu vardir.
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Hipotezden, U, x,1 X noktasinin bir d-komsulugu oldugundan B, (x,) 1 U

yuvari vardir ve buradan da kapsamada her iki tarafin gorintisi alinirsa,
f(B,(%) [ fU)I B,(f(x,)) kapsamasi saglanir.

(U ): Kabul edelim ki, f fonksiyonu yardimiyla e-d sarth ve f(x,)

noktasinin V, d-komsulugu verilmis olsun. Hipotezden, e >0 vardir 0Oyle ki
B.(f(x) I V ve f(B,(x)) I B.(f(x))I V kapsamasini saglayan bir d >0 vardir.

Buradan B, (X,), XOT X noktasinin d-komsulugu oldugundan f fonksiyonun d-
surekliligi elde edilmis olur.

3.3. Klasik Metrik ile Dislocated Metrik Arsindaki iligki

Bu bélimde, klasik metrik ile dislocated metrik (d-metrik) arasindaki iligkiyi
vermeye caligsacagdiz. Eger f, X Uzerindeki d-metrikle beraber bir biizilme donugimi

ise her xI X igin r(f(x),f(X)Elr(x,x) olmalidir. Burada, her xI X igin
r (x,x) =0 esitliginin saglanmasini istiyorsak d-metrigini bir metrige donustirmeliyiz.
Bunun igcin u (X)=r (x,x) esitligi ile tammlanmis u, : X ® [J fonksiyonundan

faydalanacagiz. Simdi, bu fonksiyonla ilgili bazi 6zellikler verelim.

3.3.1. Tanim: (X,r) bir d-metrik uzay olsun. u, : X ® [I fonksiyonu u, (X) =r (X, X)

esitligi ile veriliyor. Bu egitlikle tanirmlanan u, fonksiyonuna r nun dislocation

fonksiyonu ads verilir.

3.3.2. Lemma: (X,r) bir d-metrik uzay olsun. Bu durumda u, : X ® [I fonksiyonu d-

sureklidir.

ispat: Burada ispat icin Tamim 3.2.1" in ifadesinden faydalanacagiz. Keyfi

xI X ve (X ), X'de X noktasina d-yakinsak bir ag olsun. d-yakinsaklik tanimindan,
her e>0 ve | >1, icin r (X ,X) <e olacak sekilde bir | , vardir. u, fonksiyonunun
tanimindan her | igin u (X )=r(X,X)£2r(x,X) oldugundan | artani igin

u, (X ) ® 0 elde edilir.
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Buradan u, (x) =0 oldugunu gostermek kalir ki bu u, (x) =r (x,X) £ 2r (X, X)

ifadesinde | artani icin ikinci tarafin 0 (sifira) yaklagsmasindan elde edilir.

Asagidaki o6nerme ile klasik metriklerden nasil d-metrikler elde edilebilir

sorusuna cevap vermeye c¢alisalim.

3.3.3. Onerme: (X,d) bir metrik uzay, u: X ® [J; bir fonksiyon, T:0" [I® |
tcgen esitsizligini saglayan bir simetrik operatdr olsun. Buna go6re, (X,r),
r(x,y)=d(x,y)+T(u(x),u(y)) esitligi ile birlikte bir d-metrik uzaydr ve u,
fonksiyonunun tanimindan her x1 X igin u, (X) =T(u(x),u(x)) esitligi vardr.
Ozellikle, her x1 0 icin T(x,X) =x ise u, ° u denkligi saglanir.

ispat: (mii) Eger r(x,y)=0 ise buradan d(x,y)+T(u(x),u(y))=0 olup
d(x,y) =0 ve x=y elde edilir.
(miii) d metrik fonksiyonu ve T Ucgen esitsizligini saglayan bir simetrik operator
olmasindan simetri 0zelligi saglanir.

(miv) d metrik fonksiyonu ve T Uggen esitsizligini saglayan bir simetrik operator

olmasindan ucgen esitsizligi saglanir.

Bazi sureklilik sartlari uygulanarak Onerme 3.3.3' de kullanilan notasyonlar

yardimi ile tamlik icin asagidaki 6nermeyi verebiliriz.

3.3.4. Onerme: (X,d) bir metrik uzay, u: X ® 0 surekli bir fonksiyon (alisiimis
topoloji ile verilen) ve T:00© [I® { her X igin T(x,x) = x ek sartin/ saglayan strekli
bir fonksiyon olsun. Buna gére, (X,d) bir tam metrik uzay ise (X,r) bir tam d-metrik
uzaydrr.

ispat: (x,), (X,r) d-metrik uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. Bdylece, her
e>0 ve mn3n, icin d(x,,x,)Ed(X,,X)+TU(x,)ulx))=r(x, X)<e olacak
sekilde n,T [ vardir. Bu yiizden (x ), (X,d) metrik uzayinda da bir Cauchy dizisidir

ve (X,d) birtek X limitine sahiptir.
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Daha acik yazarsak, (X,d) metrik uzayinda x, ® x ve ayrica u(x,)® u(Xx)
ve T(u(x,),u(x)) ® T(u(x),u(x))=u(x) limitleri vardir. ispati tamamlamak igin N® ¥
icin rx,,x)® 0 oldugunu gostermeliyiz. Her ni O icin
r(x,x) =d(x,x)+T(u(x,),u(x)) ® u(x) =u (X elde edilir. Geriye r(x,x)=0
oldugunu gostermek kalir. Buda, (X,) nin bir Cauchy dizisi olmasindan N® ¥ igin
u(x,)=u. (x,)=r(X,,X,) ® 0 olup u fonksiyonunun sirekliliginden u(x) =0 elde

edilir.
Asagidaki 6nerme ile Onerme 3.3.3’ iin kismen de olsa tersini elde edebiliriz.

3.3.5. Onerme: (X,r), (Piv) sartin/ saglayan bir d-metrik uzay ve T:[0 © 0® [, her
xI 0 igin T(x,x)=x ozelligini saglayan ve her x, y, zi [ icin
T(XY)3 T(X,2)+T(z,y)- T(z,2z) esitsizligini saglayan bir simetrik operator olsun.
Buna gore, (X,d) ikilisi d(x,y):=r (X, ¥)- T(u, (X),u, (y)) esitligi ile bir pseudo-metrik
uzaydrr.

ispat: (mi) Her xI X igin d(x,x) =r (x,X)- u, (X) =0 .
(miii) r ve T fonksiyonlarinin simetrik olmasindan aciktir.
(miv) Her x,yT X igin;
d(x,y) =r (xy)- T(u, (x),u (¥)

Er(x2+r(zy)-r(z2- gru, (¥,u (2) +T(u. (2, u (V) - u (9§

=r(x%2)- T, (x),u.(2) +1r(zy) - T(u.(2,u,(y))
=d(x,2)+d(zY).

3.3.6. Uyari: Buraya kadar verdigimiz Onerme 3.3.3, Onerme 3.3.4 ve Onerme 3.3.5’

in gereksinimlerini saglayan dogal bir T operatdriine bir 6rnek olarak
T:0° 0® , T(xy =%(x+y)

esitligini verebiliriz.
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. 1
3.3.7. Ornek: d, 0} uzerinde, d(X,y) :§|X- y| esitligi ile bir metrik, u:0 5 ® [} bir

1
6zdeslik fonksiyonu ve T(X,Y) ZE(X+ y) ile tanimlanmig olsun. Buna goére,
Onerme 3.3.3' de tanimlanmis r  bir d-metriktir ve burada her x, yT 07 igin

r(x,y) :%|x- y| +%(x+ y) =max{x, y} esitligi elde edilmis olur.

3.3.8. Ornek: |, [0 uzerindeki butin kapall araliklarin kiimesi olsun. Bu taktirde

d:1"1® 05, d([a,b],[c,d])=%(|a- c|+|b- d|) | Gzerinde bir metriktir.

u:l ® 0 *,u([a,b])=b-a esitligi ile tanimlanmis olsun. T(x, y):%(x+ y) olarak

tanimlansin. Buna goére her [a,b], [C,d]T I icin
r (a,b].[c,d]) =max{b,d} - min{a,c} olacak sekilde r bir

r ([ab].[e.d]) =d([ab] [e.d]) +5b- Sa+—d- ~c

(|b- d/+b+d+a- ¢- a- c)

NIFR NP

=2 (lb- d|+(b+d))+%(|a- d- (a+c))
= max{b,d} - min{a,c}

ifadeleri ile d-metriktir.

3.3.9. Ornek: r :(x,y) ® x+y ifadesiile birlikte ([ ;,r ) bir dislocated metrik uzaydir.
y y 0
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Asagidaki ©nerme bize ultrametriklerden, d-ultrametrikleri elde etmenin
alternatif bir yolunu verir. Simdi ultra metrikler ve d-ultrametrikler arasindaki arasindaki

iliskiyi agiklayacagiz.

3.3.10. Onerme: (X,d) bir ultrametrik uzay ve u: X ® [ bir fonksiyon olsun. Buna
gore, (X,r) ikilisi, r (x,y)=max{d(x,y),u(X),u(y)} esitligi ile bir d-ultrametriktir ve
her xI X igin r (x,x)=u(x)dir. U ,(X,d)de stirekli bir fonksiyon ise (X,d)’nin
tamligr, (X, r) ’nun tamligms gerektirir.

ispat: (mii) ve (miii) saglandigi aciktir.
(miv=) esitsizligi,
r(x,y) =max{d(x, y),u(x), u(y)}

£ max{d(x,2),d(z,y),u(x),u(y)}

£ max{d(x,2),u(x),u(2),d(z y), u(y)}
£max{r (x,2),r (z y)}

ifadelerinden saglandidi aciktir.

Tamligin ispati igin, (X,), (X,r )’ da bir Cauchy dizisi olsun. Buna goére, (x,), (X,d)’
de bir Cauchy dizisidir ve bir xI X noktasina yakinsar. N® ¥ iken
r (%, X) =max{d(x,,X),u(x,),u(x)} ® u(x) elde ederiz. Buradan Onerme 3.3.4’ in

ispati gibi u(x) = 0 elde edilir.
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IV. BOLUM

DISLOCATED QUASI METRIK UZAYLAR

4.1. Dislocated Quasi Metrik Uzaylar Uzerine Bazi Temel Kavramlar

Tanim 4.1.1.: Bostan farkl/ bir X kiimesi ile bir d: X"~ X ® (17 fonksiyonu verilmig
olsun." x,y,zI X igin;

mi)d(x,x) =0

mii) d(x,y) =d(y,x) =0ise x=y.

miii) d(x,y) =d(y,X)

miv) d(x,y) £d(x,z)+d(z,Yy)

aksiyomlarindan; (mi),(mii) ve (miv) Ozellikleri saglaniyorsa d fonksiyonuna quasi

metrik, (mii) ve (miv) 6zellikleri saglaniyorsa d fonksiyonuna dislocated quasi metrik

denir. Dislocated quasi metrik kisaca dg-metrik olarak ifade edilecektir.

Tanim  4.1.2.: (X,d) dg-metrik  uzay, (x.,) bu uzayda bir dizi
olsun." e>0icin $n,T 0 vardr " mn3 n,ikend(x,,x,)<eveyad(x,,x,)<e

ise (x,) bir Cauchy dizisidir. Tanimda d(x,,X,)<eveyad(x,,x,)<eyerine;
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max{d(x,,x.),d(x,,x )} <e alinrsa (X,d) dg-metrik uzaynda (x,) dizisi ‘bi’

Cauchy dizisi olarak adlandirilir.

Tanm 4.1.3.. (X,d) dg-metrik uzay, (x,) bu wuzayda bir dizi olsun.

Ii®rgd(xn,x)=li®rgd(x,xn)20 ise (x,) dizisi X noktasmna dqg-yakmsaktrr. Yani

X, (X,) dizisinin dg-limitidir.

Tanim 4.1.4.: (X,d) dg-metrik uzay/inda alinan her Cauchy dizisi yine bu uzayda dg-

yakinsak ise (X,d) dg-metrik uzay/ma tam dg-metrik uzay denir.

Tanim 4.1.5.: (X,d,) ve (Y,d,) dg-metrik uzay ve f:X ® Y bir fonksiyon olsun. Her
bir (x,) dizisi X' de X, noktasma dg-yakinsak ise (f(x,)) dizisi Y’ de f(x,)
noktas/na dg-yakimsaktir. Bu taktirde, f sdreklidir.

Lemma 4.1.6.: Bir X, noktas/na dg-yakinsak dizinin her alt dizisi X, noktas/ina dg-

yakimsaktir. Fakat tersi her zaman dogru olmayabilir.

Lemma 4.1.7.: (X,d) dg-metrik uzay olsun. f : X ® Y bir buzilme donusimu ise bu

taktirde her bir X, X igin (" (x,)) bir Cauchy dizisidir.

ispat: Herhangi bir x,1 X elemanini segelim.Gésterelim ki (f”(xo)) bir

Cauchy dizisidir. no
d(700). " () £1 (17 (). £ (%))

£12d(f7%(x), 7 (x))
!

£17d(x%, f (%))
Herhangi bir rT 0 E{0} sayis igin;
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£d(f”( f”*l ) ")) F L d (17 () £ (x0))

(
(fn+1 Xo))+d(fn+2( ) £ e (Xo))
(
(

d (% f (%))

o<l <1 oldugundan;Li@rQI " =0. Bu durumda Li@rgd(f”(xo), f (xo)) =0.

n

Benzer sekilde; d(f””(xo),f”(xo))ElI I d(f(x).%) elde edilir. Yine 0<I <1
oldugundan; liml " =0. Bu durumda Li@ngd(f””(xo),f“(xo)):O.Bo'erce (f”(xo))

bir Cauchy dizisidir.
Lemma 4.1.8.: Bir dg-metrik uzayda alinan dizinin dg-limiti tektir.

ispat: Kabul edelim ki (x,) dizisinin iki farkli dg-limiti X ve y olsun. (miv)
ozelliginden n® ¥ iken d(x,y) £d(x,,x)+d(x,,y) esitsizliginde
Li@rgd(xn,x) =0 ve Li@rgd(xn,y) =0 olmasindan dolayr d(x,y)£0 elde edilir.
Buradan, d(x,y) =0. Benzer sekilde n® ¥ iken
d(y,x) £d(y,x ) +d(x,,X) esitsizliginde Li@rgd(y,xn)zo ve Li@rgd(xn,x):o
olmasindan dolayr d(y,x)£0elde edilir. Buradan, d(y,x)=0. Bodylece
d(x,y)=d(y,x) =0 ise x=Yy elde edilir.

Uyari 4.1.9.: Quasi metrik uzaydan kendi igine surekli olmayan bir buztlme donidsimu
oldugu gibi dg-metrik uzaydan da kendi igine surekli olmayan bir buzilme donisumu

vardir.

Teorem 4.1.10.: (X,d)bir tam dg-metrik uzay ve f:X ® X surekli bir blzilme

dondgimi olsun. Bu durumda f donusumu bir tek sabit noktaya sahiptir.
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ispat: (X,d)dg-metrik uzay, f : X ® X buzilme dénisimi ve her bir XOT X
igin(fn(xo)) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu ispatlamistik.O halde; (X,d)tam

oldugundan (f” (xo)) dg-yakinsaktir. (f“ (xo)) dizisinin dg-limiti X olsun. f * nin
surekliliginden ve bir X noktasina dg-yakinsak her dizinin alt dizisinin de X noktasina
dg-yakinsak olmasindan dolayi; f(x)= L|®rg f(f"(%)) = L|®r9 f"(x,) = x.Béylece f

blzilme dénisiminin sabit noktasi vardir.

Teklik;

Kabul edelim ki f buzilme donisumunin iki farkli sabit noktasi X ve y olsun.
Bu taktirde;

d(x,y) =d(f(x), f(y) £1d(xy)
(- 1)d(x,y)£0 .

Benzer sekilde;

d(y,x) =d(f(y), f(x)) £1d(y,X)
(- 1)d(y,x) £0 .

(1- 1')>0 oldugundan; d(x,y) =d(y,x) =0isex=yelde edilir. Boylece ispat

tamamlanmis olur.

Uyari 4.1.11.: Bir dg-metrik uzay d-metrik uzay olmayabilir fakat her d-metrik uzay bir
dg-metrik uzaydir.
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4.2. Dislocated Quasi Metrik Uzaylarda Bazi Sabit Nokta Teoremleri

R. Kannan [23] tarafindan 1968 yilinda literatire katilmis Kannan déntstimi tanimi
asagidaki gibidir.

Tanim 4.2.1."x,yl X ve Ofa <% icin; d(Tx,Ty)£a{d(x,Tx)+d(y,Ty)} ise

T: X ® X dénigimi Kannan dontisimu olarak adlandirilir.

Tanim  4.2.2: "xyl Xicin;  sup{a+b+g+2d:xyl X} <1 ve
d(Tx, Ty) £ad(x, y) + bd(x, TX) +gd(y,Ty) +d [d(x,Ty) +d(y,Tx)] olacak sekilde

a,b,g ve d negatif olmayan sayilarr varsa T: X ® X dontusimi genellestirilmis

buzulme dontsimu olarak adlandirilir.

Asagidaki teorem C. T. Aage ve J. N. Salunke [1] tarafindan 2008 yilinda dg-

metrik uzaylarda Kannan tipi sabit nokta teoremine bir 6rnek olarak verilmistir.

- 1
Teorem 4.2.3.: (X,d)bir tam dg-metrik uzay olsun. " x,yl X ve Ofa <§ icin;

d(Tx,Ty)£a {d(X,TX) +d(y,Ty)} esitsizligini saglayan T: X ® X surekli donusimi

bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat: (%,) X’de  bir  dizi  olsun.x,l X ,
T(%) =%, T(x) =%,K,T(x,) =x.,,K olsun.

A%, Xp1) = (T, 1,TX,)
£a{d(x, ., Tx,,) +d(x, )}
£a{d(x, %) +d(%, %)}
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Dolayisiyla;

a
d(Xn’Xn+1)£Hd(Xn—l’xn)
=1 d(X,.1,%,)

Burada OE£| <1 ve | =—>
1-a

Benzer sekilde; d(x, ,,X)Eld(X ,,x ;) ve d(x,x.)El?*d(x, , X,,). Boylece;
d(x,,X,.;) ® 0. Benzer olarak gosterebiliriz ki d(X,,,X,)® 0.

n,ml 0, n<m igin;

d (X, %n) £ d(X,, Xpu) + A (X410 X 10) F Lo+ d (X4, %,)
£17d(x, %) +1 ™d(0x, %) +L+1 ™d (%, %)
E(0 "+ ™+ +1 ™Hd(x,,%)
£1 "+ +L+1 ™" Hd(%,, %)
|n

1-1

£ —d(%,%)

O£1 <1 oldugundan Ii®rQI”=0. Boylece d(x,,x,)® 0. Benzer sekilde

d(x,,X,) ® 0 oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla (x,) dizisi X dg-metrik uzayinda bir
Cauchy dizisidir.

Yani (x,), bir t,1 X noktasina dg-yakinsar. T sirekli oldugundan;
T(t,) = Ii®rQT(xn) :Ii®rg X.. =1, .BOylece T(t,) =t, elde edilir. Yani T bir sabit noktaya

sahiptir.
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Teklik;

T 'nin bir sabit noktasi X olsun. d(x,x) =d(Tx,Tx) £a {d(x, X),d(X, X)} yani;
d(x,x) £ 2ad(x,x).Buradan;0£ 2a <1 ve d(x,x)3 0 oldugundan; d(x,x) =0 elde
edilir.Yani T 'nin bir sabit noktasi X ise d(x,x) =0 olur.

T 'nin iki farkl sabit noktasi x,yl X olsun. Yani TX=X veTy=y
d(x, y) =d(Tx,Ty) £a{d(x,x) +d(y, y)}

=0

Cunkii  d(x,x)=0 oldugundan d(y,y)=0 olur. Bodylece d(x,y)EO0 ve
d(x,y)? Oesitsizliklerinden d(x,y) =0elde edilir. Benzer olarak d(y, x) =0 bulunur ve

x =y elde edilir. Sonug olarak T doénlsimuniln sabit noktasi tektir.

Teorem 4.24. (X,d)bir tam dg-metrik uzay olsun. T:X ® X bir surekli

genellestirilmis buzilme dénisiimu ise bu taktirde T 'nin bir tek sabit noktass vardir.

Ispat: (x) , X 'de bir dizi ve %1 X icin
T(%) =%, T(x) =%,K,T(X,) = X,,,,Kolsun.
d (X, Xy1) = d(TX, 1, TX,)
£ad(x,,, %) +bd(X,;, Tx ;) +gd(x,, Tx,) +d [d(X,,, TX,) +d(X,, T.,)]
=ad(X,;, %) +bd(x,, %) +gd(X,, X,..) +d [d(X, 1, X,,.) + d(X,, %,)]
£ad(x, ;%) +bd(x, ;,%)+gd(x,,x,,,)+dd(X, ;,X,) +dd(X,,X,.,)

Bundan dolayi;

a+b+d
d(x,x ., )E————d(X _,,
06 %) £ Ty 400 %)
=1d(X, 1, %)
Burada | :% . Benzer sekilde; d(x,,,x,)£1 d(X,_,,X ;) elde edilir.Bu yolla;

d(x,,%.) £l "d(x, %) .0£l <1 oldugundan N® ¥ iken |1"® 0 . Boylece

d(%,, %.4) ® 0.
Benzer olarak gosterebiliriz ki d(X.,;,X,)® 0.
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n,ml 0, n<m igin;

d (X, %n) £ d (X, Xyu) + A (X410 X 10) F Lo+ d (X4, %,)
£17d(x, %) +1 ™d (0, %) +L+1 ™ d (%, %)
E(0 "M+ ™+ +1 ™Hd(x,,%)
£1 "+ +L+1 ™™ Hd(%,, %)
|n

1-1

£

d(%, %)

O£1 <1 oldugundan Ii®rQI”=0. Boylece d(x,,x,)® 0. Benzer sekilde

d(x,,X,) ® 0 oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla (x,) dizisi X dg-metrik uzayinda bir
Cauchy dizisidir. Yani (x,), bir t,T X noktasina dg-yakinsar.T siirekli oldugundan;
T(t,) = Li@rQT(xn) = !1|®rg X.. =1, .BOylece T(t,) =t, elde edilir. Yani T bir sabit noktaya
sahiptir.
Teklik;
T dénlsuimindn bir sabit noktasi xI X ise
d(x,x) =d(Tx,Tx) £ (& +b +g + 2d)d(x, x) .Buradan;
Ofa+b+g+2d <1 ve d(x,x)2 0 oldugundan d(x,x)=0 elde edilir.Boylece T
dontistimiinin bir X1 X sabit noktasi igin d(x,x) =0 olur.
T 'nin iki farkh sabit noktasi x,yl X olsun.Yani Tx=X veTy=y
d(x,y) =d(Tx,Ty) £ad(x,y) +bd(x,Tx) +gd(y,Ty) +d [d(x, Ty) + d(y,TX)]
=ad(x,y)+bd(x,x)+gd(y,y)+d [d(x, y) + d(y, ¥)]
=ad(x y)+d[d(x,y) +d(y,x)]
Benzer sekilde;
d(y,x) £ad(y,x) +d[d(y,x) +d(x,y)]
|d(x,y)- d(y,¥)| £ald(x,y)- d(y,X)|
elde edilir.0O£a <1 oldugundan d(x,y)=d(y,x) .d(x,y)£ (a +2d)d(x,y) .Buradan;
Of£a +2d <1 oldugundan x=1y bulunur.Boylece T donusiiminin sabit noktasinin

tek oldugu ispatlanmis olur.

Sonug¢ 4.2.5.: Teorem 4.2.4." de a =d =0 ve b =g olarak alinirsa Teorem 4.2.3.

elde edilir.
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Teorem 4.2.6.: (X,d) bir tam dg-metrik uzay ve T:X ® X surekli bir dénigiim

olsun. T doénusimi " xyl X,a,b,g,d,m30 ve a+b+g+4m<1l icin

d(Tx Ty) £ad(x, ) +bd(xTX) +gd(y,Ty) +d T VAT,  d V(Y. ) g
d(x,y) d(xy)

sartini saglas/n. Bu taktirde T doénusimi bir tek sabit noktaya sahiptir.

ispat: (x), X de bir dizi ve x1 X keyfi bir nokta olsun.
TO6) =%, T(X) =%, K, T(X,) = X0, K

d(xn’xn+1) :d(TXn-l’Xn)
Ead(Xn_l,Xn)+bd(Xn_1,TXn_1)+gd(Xn,TXn)+d d(Xn-l’TXn-1)>d(Xn’TXn) +rr‘d(xn-1’TXn)>d(Xn'TXn-1)

d(X, 1. %,) ' d(X, 1, %,)
=ad (X, %)+ bA(X,.1,%,) +9d(X,, X)) +d d(xn-lé’(‘nxi *"')((nx;'xnﬂ) + md(xn.lé&l)x:n()xmxn)

£ (@ +b)d(X,1,%) *(g+d)d (X, X,.1) +2md(X, 1, X;.0)
£(a+b+2md(x, %) +(g+d+2md(x,, x,.,)

Boylece,

d(x,% ) £ 1fa(;fd+f;nr)n (X, %) =1 d0X,1,%). esitsizig elde edi

suraca 1 =20 021 <1 ise dlx, 1,1 d0g%) o, Berer
sekilde;

d(x,.,,x)ElLd(x_,,%x ) ve d(X,x.,)ElI?d(X_,, %) oldugu gosterilebilir. Bu
sekilde isleme devam edilerek d(x,x.) £l "d(X,%) genellemesine ulasiriz.

0£1 <1 oldugundan n® ¥ i¢in | "® Oyani d(X,,X,,,) ® 0. Benzer sekilde n® ¥
icin d(X.,,,%,) ® Obulunur.
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n,ml 0, n<m igin;

d (X, %n) £ d (X, Xyu) + A (X410 X 10) F Lo+ d (X4, %,)
£17d(x, %) +1 ™d (0, %) +L+1 ™ d (%, %)
E(0 "M+ ™+ +1 ™Hd(x,,%)
£1 "+ +L+1 ™™ Hd(%,, %)
|n

1-1

£

d(%, %)

O£1 <1 oldugundan Ii®rQI”=0. Boylece d(x,,x,)® 0. Benzer sekilde

d(x,,X,) ® 0 oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla (x,) dizisi X dg-metrik uzayinda bir
Cauchy dizisidir ve bir ki X noktasina dg-yakinsar.T surekli oldugundan
T(k)=T(Ii®rL1xn)=Ii®rQT(xn)=Ii®ern+l=k. Boylece T(k) =k elde edilir. Yani k, T

doénusiminin sabit noktasidir.

Teklik;

X ve Yy noktalann T donusimunin farkh iki sabit noktasi olsun. Yani Tx=Xx

ve Ty =Y. Bu taktirde (6) esitsizliginden;

d(x,y) = d(TxTy) £ad(x,y) +bd(x,x) +gd(y,y) +d d(x’dx();d ;)y’ Y) . md(x,dy();d y()y, X)
A0 o

d(x.y) )

=ad(x,y)+bd(x,x) +gd(y,y) +d

elde edilir. Simdi

d(x, X) >xd (X, X) N rrd(x’ x) >d (X, X)

d(x,x) =d(Tx,Tx) £ad(x,x) + bd(x,x) +gd(x,x) +d d(x, X) Cd(x,X)

=(a+b+g+d+myd(x,Xx)

yani Of£a +b+g+d+m<l ve d(x,x)3 0 oldugundan d(x,x) =0 olur. Buradan
X, T donusiminin sabit noktasi oldugunda d(x,x) =0 oldugu elde edilir. Benzer

sekilde y, T donusiminin sabit noktasi oldugunda d(y, y) =0 oldugu elde edilir.
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X ve Yy noktalart T  dénusuminin farkh iki sabit noktasi oldugundan;
d(x,y) £(@+md(xy) olur ki 0£a +m<1 ve d(x,y)3 0 oldugundan d(x,y)=0
elde edilir. Benzer sekilde d(y,x)=0 elde edilir. Sonu¢ olarak x=y vyani T

donustmundn bir tek sabit noktasi vardir.

B. K. Dass ve S. Gupta [13] ile B. E. Rhoades [30] tarafindan tanimlanan metrik
uzaylar Uzerinde sirekli bizilme donugumleri icin bazi sabit nokta teoremlerini A.

Isufati [19] 2010 yilhinda dislocated metrik uzaylar Gizerinde tanimlamistir.

Teorem 4.2.7.: (X,d)bir tam dg-metrik uzay olsun." x, yT X,a>0,b>0,a+b<1
icin;
d(y, Ty)[1+d(x,Tx)]

d(Tx,Ty) £a 1+d(xy)

+bd(x,y) sartini saglayan T:X ® X sirekli

doénusimi bir tek sabit noktaya sahiptir.

ispat: (%), X 'de bir dizi olsun. %1 X icin
T(%) =x,T(x) =%,K,T(x)) =X,,K olsun.
d (%, Tx) [1+ d (%1, T, ,)]

d(X,, %) =d(Tx,. ;,Tx) £a +bd(X,.1, %)

1+d(X,1,%,)
(% %) [1+d(X,.1, %)
£a +bd(x,1, %)
1+d (%, %, A
Dolayisiyla;
b
d(X,,X,,,) £E——d(X, ,,
(%, X12) £ 7—d(%,.0,%))
=1d(%,1,%,)
Burada | Z%,OE,I <l Benzer  sekilde; d(x,.., %) E1d(X,. 5, %X,.1)

ved(X,, X,,.) £1 2d(X,.,, X,.,) . Boylece; d(X,, %,..) £1 "d(x, %) -
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n,ml 0, n<m igin;

d (X, %n) £ d (X, Xyu) + A (X410 X 10) F Lo+ d (X4, %,)
£17d(x, %) +1 ™d (0, %) +L+1 ™ d (%, %)
E(0 "M+ ™+ +1 ™Hd(x,,%)
£1 "+ +L+1 ™™ Hd(%,, %)
|n

1-1

£ —d(%,%)

O£1 <1 oldugundan Ii®rQI”=0. Boylece d(x,,x,)® 0. Benzer sekilde

d(x,,X,) ® 0 oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla (Xx,) dizisi X dg-metrik uzayinda bir
Cauchy dizisidir.
Yani (x,), bir t,1 X noktasina dg-yakinsar.T sirekli oldugundan;

T(t,) = Ii®rQT(xn) = I|®rg X... =1, .Boylece T(t,)=t, elde edilir.Yani T bir sabit noktaya

sahiptir.
Teklik;
T donlisuimindn bir sabit noktasi xI X ise
d(x,x) =d(Tx,TxX) £ (@ + b)d(x,x). Buradan;
Ofa+b<1l ve d(x,x)30 oldugundan d(x,x)=0 elde edilir. Boylece T

dontstiminiin bir X1 X sabit noktasi igin d(x,x) =0 olur.

T doénusuminin iki farkli sabit noktasi x,yT X olsun. Yani TXx=X veTy=y.
d(x,y) =d(Tx,Ty) £Ebd(x,y) .0£b <1 ve d(x,y)3 0 oldugundan d(x,y)=0 elde
edilir. Benzer sekilde; d(y,x) =0ve buradan x=y bulunur. Boylece T donuglimuinun

sabit noktasi tektir.

Teorem 4.2.8.: (X,d) bir tam dg-metrik uzay olsun.
"x,yl X, a,b,g>0, sup{2a +2b +g:x,yl X} <1 igin;
d(Tx,Ty) £ad(x,Ty) +bd(y,TX)+gd(x,y) (7) sartini saglayan T:X ® X surekli

doénusimi bir tek sabit noktaya sahiptir.
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ispat: (%), X'de  bir dizi  olsun. x,T X icin
T(%) =%, T(x) =%,K,T(x,) =x.;,K olsun.

d(%, %) =d(Tx, 1, TX) £ad(X, 1, TX,) +bd(X,,TX, 1) +9d(X, 1,X,)
Ead(x, ,, %) +ad(x,, %,,) +bd(x, 1, %) +bd(x,, X.1) +9d(X, 1, %)

Dolayisiyla;

a+b+ b :
d(Xn’Xn+1)£T+bg)d(Xn-l’Xn):l d(x,,,X,) burada | :f_J(ra ++t?) . Benzer sekilde;
d(X,.1, %) £1d(X, 25 %,1) ved(X,, X,.,) £1%d(X, 5, %,..) - Boylece;

d(x,, %,,,) £1 "d(x, %,) elde edilir.

n,ml 0, n<m igin;

d(X,, X5) £ d(X;, X,0) + (X0, X00) T+ (X 10 X,)
£17d(x, %) +1 " (%, %) +L+1 ™d(%5, %)
E£(0"+1 ™ +L+1™d (%, %)

E£1"A+] +L+1 ™™ d(x,,%)
o

1-1

£

d(%,%)

O£1 <1 oldugundan Ii®rQI”=0. Boylece d(x,,x,)® 0. Benzer sekilde

d(x,,x,) ® 0 oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla (X,) dizisi X dg-metrik uzayinda bir
Cauchy dizisidir. Bu ytizden x, ® t, olacak sekilde bir t,T X noktasi vardir. T siirekli
oldugundan; T (t,) :Ii®rQT(xn) :Ii®rg X... =1, .Boylece T(t,) =t, elde edilir. Yani T bir

sabit noktaya sahiptir.
Teklik;
xI X noktasi T déntstimuniin bir sabit noktasi olsun. Bu taktirde
d(x,x) =d(Tx,Tx) £ (a + b +g)d(x,x) . Buradan;
Ofa+b+g<1l ve d(x,x)% 0 oldugundan d(x,x)=0 elde edilir. BOylece T

dontistimiinin bir X1 X sabit noktasi igin d(x,x) =0 olur.
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T 'nin iki farkll sabit noktasi x,yl X olsun. Yani Tx=X veTy=y. (7)
esitsizliginden;
d(x,y) =d(Tx,Ty) £ad(x,Ty) + bd(y,Tx) +gd(x,y)

=ad(xy)+bd(y,x)+gd(x,y)

=(a +g)d(x,y) +bd(y,x)

Benzer sekilde
d(y,x) £ (a +g)d(y,x) +bd(x,y)

elde edilir. [d(x,y)- d(y,x)| £ ga +g)- bgd(x,y)- d(y.x)| .
0£|(a +g)- b|<1 oldugundan d(x,y) =d(y,x) elde edilir. Yine (7) esitsizliginden;
d(x,y)E(@ +b +g)d(x,y) elde edilirOfa+b+g<1 oldugundan d(x,y)=0

bulunur. d(x,y) =d(y,x) =0 oldugundan x=yelde edilir. Bdylece T doénisiminin

sabit noktasi tektir.

D. S. Jaggi [20] tarafindan 1977 de verilen bazi sabit nokta teoremleri, R.
Shrivastava, Z. K. Ansari ve M. Sharma [32] tarafindan 2012 yilinda dislocated quasi

metrik uzaylardaki karsiligi verilmistir.

Teorem 4.2.9 :(X,d) bir tam dg-metrik uzay, T:X ® X surekli bir donisiim

olsun.T déniisimi" x,y1 X,a,b,g3 0vea+b+2g+2d <1 igin

d(x, TX)d(y,Ty)
d(x,y)

d(™x,Ty) £ad(x,y) +b +g[d(X,TX) +d(y, Ty)] +d[d(x, Ty) +d(y, TX)] (8)

sartini saglas/n. Bu taktirde, T doéntsimu bir tek sabit noktaya sahiptir.

ispat: (x), X de bir dizi ve x1 X keyfi bir nokta olsun.
T(x%) =%, T(x) =%,K,T(x)=x,,K

(8) esitsizliginde x=X,_, ve y=X, yerine konulursa
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d(x,,X,,) =d(Tx, ,, TX,)
bd(x, ,, Tx,,)d(X,, %)
d(x, 1, %,)
)+ 0001008, X,
d(x,,,%)
=ad(x,,, %) +bd(x,, %) +ad(,,,x) +gd(%. %) +d[d(X, ., %) +d(x, X)]
£ad(x,,,x)+bd(x,x.,) +gd(x ., X) +9d(X,, %,,,) +dd(x, ,, %) +dd(x, X ,,)

£(@+g+d)d(x,,,x)+(b+g+d)d(x,x,.,)
Dolayisiyla,

£ad(x,, )+ +g[d(x,,, T%,,) +d(x, T%)] +d[d(x,,, T) +d(x, T.,)]

=ad(x, , +g[d(x,,, %) +d(x, %) +d[d(X,. %..) +d(x, X)]

a+g+d

d(X,, X)) £
06 %) £ (b +g+d)

d(X,1:%,)

P d(x,, X.u) £1 d(X,1,%) (9)

a+g+d

Burada | =——= —
1- (b +g+d)

ve O£ <1.

Benzer sekilde d(x,_,,x,)£ld(x ,,X, ;) oldugunu da gosterebiliriz. (9)
esitsizliginden d(x ,x.,)£1°d(x_,,%_,) elde ederiz. Bu yolla devam ederek,

d(X,, %,..) £1 "d(X,, %) elde ederiz.

n,ml 0, n<m igin;

d(%,, %) £ A (%, %0) + A (Xg0 %) F Lo+ A (X, 4, %)
£17d(x%, %) +1 ", %) +L+1 ™d(%5, %)
E(0"+1 ™ +L+1™d (X, %)
£1 @+ +L+1 ™" Hd(%,, %)

o

1-1

£ —d(%,%)

O£l <1 oldugundan Ii®rQI”=O. Boylece d(x,x.)® 0. Benzer sekilde

d(x,,X,) ® 0 oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla (Xx,) dizisi X dg-metrik uzayinda bir
Cauchy dizisidir.
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Boylece (X,) dizisi X tam dg-metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir ve bir u noktasina
dg-yakinsar. T strekli oldugundan T(u) =T(Ii®n;1 X)) = Ii®rQT(xn) = Ii®n;1 X, =U

.Boylece T(u) =u elde edilir.Yani u, T ddnisiminin sabit noktasidir.

Teklik;

u, T doénlsiminin sabit noktasi olsun. Yani T(u)=u. Bu taktirde (8)
esitsizliginden;
d(u,u) =d(Tu,Tu)

£ad(u,u) +bd(u,u) +2gd(u,u) +2dd(u,u)
£(a +b +2g+2d)d(u,u)

Ofa+b+2g+2d <1 oldugundan d(u,u)=0 elde edilir. Buradan u, T
donisiminun sabit noktasi oldugunda d(u,u) =0 oldugu elde edilir. Benzer sekilde

eger v, T doénldsiminin bir sabit noktasi ise d(v,v) =0 elde edilir.

u ve v noktalart T doénlsimunin farkh iki sabit noktasi olsun. Yani Tu=u

ve Tv=v. Bu taktirde (8) esitsizliginden;

d(u,v) =d(Tu,Tv)

d(u,v) +d(v,v)
d(u,v)

=ad(u,v) +d[d(u,v) +d(v,u)]

£ad(u,v)+b +g[d(u,u) +d(v,v)] +d[d(u,v) +d(v,u)]

Benzer sekilde d(v,u) =ad(v,u) +d[d(v,u) +d(u,v)] Boylece
|d(u,v) - d(v,u)|£a]|d(u,v) - d(v,u)| elde edilir.0<a <1 oldugundan d(u,v) = d(v,u).
(8) esitsizliginden; d(u,v) £ (a +2d)d(u,v), O£a +2d <1 oldugundan d(u,v)=0.
Sonug olarak d(u,v) =d(v,u) =0 olmasindan u =v bulunur. Béylece T donusimi bir

tek sabit noktaya sahiptir.
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Sonug¢ 4.2.10.: Yukarida ifadesini ve ispat/ns verdigimiz teoremde;

(1) b =g =0 olarak alirsak A. Isufati [19] tarafindan verilen Teorem 4.2.8. elde edilir.

(2) b =0 olarak alirsak C. T. Aage ve J. Salunke [1] tarafindan verilen Teorem 4.2.6.

elde edilir.

C. T. Aage ve J. N. Salunke [1] tarafindan verilen Teorem 4.2.3 ve A.lsufati [19]
tarafindan verilen Teorem 4.2.7 teoremleri K. P. R. Rao ve P. R. Swamy [29]

tarafindan 2011 yilinda ispatlanan asagidaki teoremin bir sonucudur.
Teorem 4.2.11.: (X,d) bir tam dg-metrik uzay, T: X ® X surekli bir dénigim ,

¥
y:0*® [T, "t>0 igin §y"(t)<¥ monoton artmayan donisiim olsun.T

n=1

donustimi” x,yT X icin

d(TxTy) £y (max{d(x,y),d(x,Tx),d(y,Ty),d(x’-l;lx();d;)y’-ry)}) sartini saglasm. Bu

taktirde T dontsimi X dg-metrik uzayinda bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

ispat: "t>0 icin y (t)<t . %, X de keyfi bir nokta olsun. x . =Tx,
n=0,12,K dizisi tanimlansin. Eger herhangi bir n igin X, =X, ise bu taktirde

Tx =X, . Boylece x,, T donlisuminin bir sabit noktasidir. Kabul edelim ki " n igin

X, 1 X, olsun.

d(X,, Xq) =d(TX, 1, TX,)

d(%,.1,: %) >d(Xn,Xn+1)})

£y (max{d(x, ;,%,), d(X,.1, %), d(X;s X,.1)s dx_.x)

=y (max{d (X, 1, %,), d(X,, X.,1)})

Eger max{d (X, ;,X,),d(X,,X,.)} =d(X,,X..,) ise bu taktirde
d(X,,X..) £y (d(X,,X.,,)) <d(X,,X.,,) . Fakat bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla
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d(X,, Xu1) £Y (d(X,.1,%,))

£y 2(d(X, 51 %,.1))
M

£y "(d(%, %))

nml 0 ve n<m igin;

d(Xn’ Xm) £ d(Xn’ Xn+1) + d(xn+1' Xn+2) + I— +d(Xm—l’ Xm)
£y "(d(%, X)) +y "H(d 0, %)) +L+y THd 0, )

£Qy ' (d(%,x))

i=n

Buradan n,m® ¥ iken d(x,x,)® O . Dolayisiyla (X,) dizisi X tam dg-metrik
uzayinda bir Cauchy dizisidir ve bir u noktasina dg-yakinsar. T sirekli oldugundan
T(u)=T(Ii®rL1xn)=Ii®rQT(xn)=Ii®rgxn+l=u .Boylece T(u)=u elde edilir. Yani u, T
donustmundn sabit noktasidir.

Teklik;

Kabul edelim ki u ve v noktalari T doéntsuminidn farkl iki sabit noktasi

olsun.

d(u,v) =d(Tu,Tv)
d(u,u)d(v, v)}) (20

£y (max{d(u,v),d(u,u),d(v,v), du.v)

(10)' da v yerine u koyarsak d(u,u) £y (d(u,u)) <d(u,u) . Buradan d(u,u)=0 (12
elde edilir. Benzer sekilde d(v,v)=0 (12) olduguda gosterilebilir. Simdi (10)

esitsizliginden,
d(u,v) £y (d(u,v)) esitsizligi elde edilir ki bu d(u,v) =0 (13) olmasini gerekiirir.

d(v,u) =d(Tv,Tu)
d(v,v)d(u, u)})

£y (max{d(v,u),d(v,v),d(u,u) T
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(1) ve (12) esitsizlikleri kullanilarak;
d(v,u) £y (d(v,u)) esitsizligi elde edilir ki bu d(v,u) =0 (14) olmasini gerekiirir.

Sonug olarak (13) ve (14) esitsizliklerinden u=v elde edilir. Boylece u, T

donusimunin tek sabit noktasidir.

Rhoades [30] ve Dass ile Gupta [13] tarafindan tanimlanan sirekli bizilme
dondsumleri icin sabit nokta teoremlerini temel alan M. Sharma [31] dislocated quasi

metrik uzaylarda bazi sabit nokta teoremleri Uzerine ¢alismistir.

Teorem 4.2.12.: (X,d) bir tam dg-metrik uzay ve T:X ® X surekli bir doniisiim

olsun. T déniisimi" x,y1 X,a,b,g>0vea +b+g<1 icin

d(Tx,Ty) Ead(x, y) +bd(x Tx) +g d(y’Tl?[dl(’;dg ;ng; i}%’ D (15

sartini saglas/n. Bu taktirde T doénusimi bir tek sabit noktaya sahiptir.

ispat: (x), X de bir dizi ve x1 X keyfi bir nokta olsun.
T(%) =%, T(x%) =%, K, T(X,)=X,.,K
d(x,,T 1+d T d(x ,T 1
0, %.) =0T, T £ 05 %) b, T, )+ 0Pl A ) 2006 D1
d(%,, %) [1+d(X, 1, %) +d(X,,X,)]
1+d(X, 1, %,) +d (X, X,1)
d()gw’xn+1)[l+d()g1-11xn+1)]
1+d(X, 10 %,) +d (X5 X0)
d(X,, X, ) [1+d(x, 1, %) +d(X,,X,.,)]
1+d(X,.1, %) +d (X, X,,4)
=ad(X, 1, %) +bd(x, 1, %) +9d(X,,X,.,)

=ad(x,,,X,)+bd(x,;,X)+9

=ad(x,;,X,)+bd(x, ;,X)+9

£ad(x,,,x,)+bd(x,_,,x,)+g

elde edilir.
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(- 9)d(X,, X.u) £ (@ +Db)d(X, 1, %)

Boylece,
d(x, %) £ (?1 +§)) d(x ., %) esitsizligi elde edilir.

_(a+h) : .
Burada | = g 0£1 <1 ise d(x,,X,,) £l d(x, _,,X) olur. Benzer sekilde;

d(X, ., x)Eld(X_,,%x ) ve d(X,x,)El?d(X,, X,,) oldugu gosterilebilir. Bu

sekilde isleme devam edilerek d(x,,x .,) £1 "d(X,,X) genellemesine ulasiriz.
nml 0, n<m icin;

d (X, %n) £ d (X, Xpu) + A (X410 X 10) F Lo+ d (X4, %,)
£17d(x, %) +1 ™d(0x, %) +L+1 ™d (%, %)
E(0 "+ ™+ +1 ™Hd(x,,%)
£1 @+ +L+1 ™™ Hd(%,, %)
|n

1-1

£

d(%, %)

O£l <1 oldugundan Ii®rQI”=0. Boylece d(x,,x,)® 0. Benzer sekilde

d(x,,X,) ® 0 oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla (Xx,) dizisi X dg-metrik uzayinda bir
Cauchy dizisidir ve bir z noktasina dg-yakinsar. T surekli oldugundan

T(z)=T(Li®ern):Li®rQT(xn):Li®n;l X, =2z . Boylece T(z)=2z elde edilir. Yani z, T
doénusiminin sabit noktasidir.
Teklik;

X, T donusiminin sabit noktasl olsun. Yani T(x) =x. Bu taktirde (15)
egitsizliginden

d(x,x) =d(Tx,Tx) £ad(x,X) +bd(x,x) +g d(x’li),[;(erd)E)X;-X(; (erdi)X’ X)] yani
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d(x,x)£(@ +b+g)d(x,x) O£a+b+g<1 ve d(x,x)2 0 oldugundan d(x,x)=0
olur. Buradan x, T doénusiminun sabit noktasi oldugunda d(x,x) =0 oldugu elde

edilir.
X ve Yy noktalann T donusimunin farkh iki sabit noktasi olsun. Yani Tx=Xx

ve Ty =Y. Bu taktirde (15) esitsizliginden;

bu yizden d(x,y)=d(Tx,Ty) £ad(x,y) olurki 0£a <1 ve d(x,y)3 0 oldugundan
d(x,y) =0 elde edilir. Benzer sekilde d(y, Xx) =0 elde edilir. Sonug olarak x =y yani

T doénisiminin bir tek sabit noktasi vardir.
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4.3 Dislocated Quasi Metrik Uzaylarda Coupled Sabit Nokta Teoremi

Bu bélimde 2013 yilinda D. Akcay ve C. Alaca [5] tarafindan dislocated quasi
metrik uzaylarda coupled sabit nokta teoremi ispatlanmis, teoremi destekleyen bir

sonug ve o6rnek verilmistir.

Tanim 431.:F(x,y)=x ve F(y,x)=y ise bir (xy)I X X elemanmna

F: X" X® X donustiminin bir coupled sabit noktass denir.

Tanim 4.32:F(x,y)=gx ve F(y,x)=gy ise bir (xy)I X X elemanma
F: X" X® X ve g:X ® X donustmlerinin bir coupled ¢akisimsi noktass denir.

Tanim 4.3.3.: X bos olmayan bir kiime olsun. gF(x,y) = F(gx,gy)ise F: X~ X ® X
ve g:X ® X donusumleri degigsmelidir.

Lemma 4.3.4.: (X, d) bir dg-metrik uzay olsun. " x, y,u,vl X icin;
d(F(x,y),F(u,v)) £1 [d(gx,gu)+d(gy,gv)] (16) olacak sekilde F: X~ X® X ve

g: X ® X iki dontgum olsun. Kabul edelim ki; (x,y), F ve g doénusumlerinin bir

coupled ¢akisimsi noktass olsun.| 1 %o,%% ise bu taktirde F(x,y)=gx=gy=F(y,X).

ispat: (x,y), F ve g déntsumlerinin bir coupled ¢akisimsi noktasl
oldugundan; F(x,y)=gx ve F(y,x)=gy.Kabul edelim ki gx* gy olsun. Bu taktirde
(16)’ dan;
d(gx, gy) =d(F(x,y), F(y,x) £1 [d(gx gy) +d(gy,9¥)]
d(ay, 9x) =d(F(y,x),F(x,y)) £1 [d(gy,gx) +d(gx,gy)]
Dolayisiyla;
d(gx, gy) +d(ay, 9) £2 [d(gx,gy) +d(gy, g¥)]
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2l <1 oldugundan; d(gx,gy)+d(gy,gx)<d(gx,gy)+d(gy,gx) olur ki bu bir
celigkidir. Bu ylzden gx=gy ve F(x,y)=9gx=gy=F(y,x) elde edilir.

Teorem 4.3.5: (X,d) bir dg-metrik uzay olsun. " x, y,u,vl X igin;
d(F(x,y),F(u,v)) £1 [d(gx,gu)+d(gy,gv)] (17) olacak sekilde F: X~ X® X ve
g: X ® X iki surekli donusum olsun. Kabul edelim ki F ve g donugumleri asagidaki
sartlari saglasin;

OF (X" X)T g(X)

(i) g(X) bir tam dg-metrik uzaydr.

(iii) g, F ile degismelidir.

|1 (O,l) ise bu taktirde gx = F(x,X) = x olacak sekilde X 'de bir tek Xnoktas: vardir.

ispat:xo,yOT X olsun.(i) sartindan dolayr F(X~ X)I g(X) oldugundan;
ox =F(x,Y,) ve ay,=F(Y,X%) olacak sekide x,y,] X secebiliriz. Yine
F(X~ X)I g(X) oldugundan; gx,=F(x,Y,) ve @y, =F(y,,X) olacak sekilde
X,Y,I X secebiliiz. Bu isleme devam edilerek; gx., =F(X,y,) Ve
Y., = F(Y,,X,) olacak sekilde X 'de (x,) ve (y,) dizileri olusturabiliriz. " nT [J igin
(17) esitsizliginden dolayi ,

d(9%,, O%,a) =d(F (X, 1, Yo 1) F (X0, V0))

£1 [d(g¥, 1, 0%,) +d(aY, 1, OY,)]
elde ederiz. " nT O icin;

d(9%, 1, 9%,) =d(F (X2 Yo 2): F (X110 Y1)
£1 [d(9X, o 9%,.) +A(Yp 20 Y, )]

ve
d(9Yn 10 BYn) = A(F (Y 20 %02 F (Vi1 %000))

£1 [d(@Y,. . OY,1) (9%, 50 O%,1)]
oldugundan;
d(9%, 1, 9%,) +d(QY,.1, QY )E 2! [d(gX, 5, 0%,1) +d(QY, 2, OY,.1)]

elde ederiz.
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Boylece;

d(gx,, 9%,.) £1 [d(9%,.., 9%,) +d(QY,. . Y,)]

£21 *[d(9%,. 2 9%,.1) + (DY 20 Wi r)]
!

E%(z )" [d(g%, %) +d (Yo, oy,)]

Boylece " ni [ icin;

1. \n
d(gxmgml)EE(ZI )"'[d(9%, 9%) +d(gy,. 9y,)] (18)
elde ederiz. mni 0 ve mM>n olsun. Dg-metrik uzay tanimindaki (miv)

aksiyomundan;

d(gx,, 9%,) £d(9X,, 9X,.1) +d(9%,.1, OX,.,) +L+d(0X, 1, 0%;,) -
2l <1 ve (18) esitsizliginden dolays;

d(gx,. gxm)ﬁ—ga @) —[d(gxo g%) +d(ay,, ay,)]

2)"

202 )[d(gxo ,0%) +d(aY,, 9y,)]

elde ederiz.

m,n® ¥ iken Iigl¥ d(gx,,gx,) =0 olur. Boylece (gx,) , g(X)'de bir Cauchy dizisidir.

Benzer sekilde (Qgy,) , g(X)’'de bir Cauchy dizisidir. g(X) tam dg-metrik uzay
oldugundan (gx )ve (gy,)sirastyla xI X ve yi X noktalarina dg-yakinsar. F veg
surekli ve degismeli oldugundan;  goX., =9(F(x,,y,)) =F(gx,.ay,) Ve
99 = 9(F (Vs %)) = F (0, 0%,) -

Bu nedenle;

gx=g(limgx,) =lim g(F (x,.1, ¥,.1)) =liMF(gx, ., gy,..) =F(limgx, ,,limgy, ,) =F(x y)

Sonug olarak gx = F(x,y) elde edilir. Benzer sekilde gy = F(y, x) elde edilir.
Dolayisiyla (x,y), F ve g donugumlerinin bir coupled ¢akigimsi noktasidir.
Lemma 4.3.4' den, gx=F(x,y) = F(y,x) =gy.

(0X%..,)» (gx,)’in alt dizisi oldugundan (gx_,,) dizisi X noktasina dg-yakinsaktir.
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Boylece;

d(9%y.1, 9X) = (9,0, F (X, ¥)) = d(F (X, ), F (X, y)) £1 [d(9x,, 9x) + d(gy,. gy)]

N® ¥ iken d’nin sirekli olmasi kullanilarak, d(x,gx)£1[d(x,gx)+d(y,gy)] elde
edilir. Benzer gekilde; d(y,gy) £1 [d(x,gx) +d(y,gy)] gosterilebilir. Bundan dolayt;
d(x,gx)+d(y,gy) £ 2l [d(x,gx)+d(y,gy)] elde edilir.2l <1 oldugundan, son
esitsizlikte d(x,gx)=0 ve d(y,gy)=0 olur. Benzer sekilde;

d(gx, 9%,.;) = d(F (X, ), 9%,..) =d(F(x, ), F (.. ¥,)) £1 [d(gx, 9x,) + d(gy, gy,)]
N® ¥ iken d'nin surekli olmasi kullanilarak, d(gx,x) £1[d(gx,x)+d(gy,y)] elde
edilir. Benzer sekilde;
d(gy,y) £1 [d(gx,x)+d(gy,y)] gosterilebilir. Bundan dolayi;
d(gx,x)+d(gy,y) £ 2l [d(gx,x)+d(gy,y)] elde edilir.2l <1 oldugundan, son
esitsizlikte d(gx,x)=0 ve d(gy,y)=0 olur. Dg-metrik uzay tanimi (mii)
aksiyomundan; x=gxve y =gy elde edilir. BOylece; gx=F(X,X) =X .
Teklik;

z=9z=F(z,z) olacak sekilde zl X ve z! x olsun. Bu taktirde;
d(x,z) =d(F(x,x),F(z,2) £1 [d(gx,0z) +d(gx,gz)] = 2l d(gx,0z) .
2l <1 oldugundan, d(x,z) <d(x,z) elde edilir ki bu bir ¢eligkidir. Béylece F ve g bir

tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Sonug 4.3.6.: (X,d) bir tam dg-metrik uzay olsun." x, y,u,vi X igin;
d(F(x,y),F(u,v) £1 [d(x,u)+d(y,v)] olacak sekiide F:X X ® X surekli bir

donisim olsun. | 1 go,%S ise bu taktirde F(x,x)=x olacak sekilde X 'de bir tek
a

X noktas/s vardir.

ispat: g: X ® X, g(x)=x ile tanimlansin. Bu taktrde F ve g teoremin

butun hipotezlerini saglar. Dolayisiyla sonug elde edilir.
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Ornek 4.3.7.: X =[0,1] olsun. d: X~ X ® [O,¥), "x,yl X icin; d(Xx, y):|x- y|+|x|

ile tanimlansin. Bu taktirde (X,d) bir tam dg-metrik uzaydir. F: X" X® X,

A - 1 . "R .
X,yl X igin F(X,y)—gxy ile tanimlansin. Ayrica g:X ® X,"xI X igin

1. -
g(x) ZEX ile tanimlansin. " x,y,u,vl X;
|xy- u|£]x- u[+|y- V| ve |xy| £]X +|y| oldugundan;

1 1 1 1 1
d(F(xy),F(u,v)) =E|Xy- uv|+g|><y| £E[|X' ul+[y - V[ +E[|X| +|y[ £ld(gx.gu) +d(gy, ov)]
elde edilir. Dolayisiyla F ve g ’'nin teoremin bitin hipotezlerini sagladigi gorulir.

Boylece F ve g bir tek ortak sabit noktaya sahiptir. Bu nokta F(0,0) = g(0) =0’ dur.



70

SONUCLAR VE BULGULAR

Bu tez calismamizda, dislocated quasi-metrik uzaylarda yeni bir coupled sabit
nokta teoremi ispatlanmis ve bunun bazi sonuclari verilerek, ana teoremi destekleyen
bir 6rnek sunulmustur. Boéylece bu alanda yeni bir yaklasim ortaya koyulmustur. Bu
alanda ¢alismak isteyen arastirmacilar, bu uzayda yeni bir takim sabit nokta teoremleri
nasil verilebilir Gzerine caligabilir. Ayrica, Alaca, Turkoglu ve Yildiz [6], Efe, Alaca ve
Yildiz [14] ve Alaca [7, 8] makalelerinden faydalanarak dislocated metrik uzaylarin
sirasiyla sezgisel fuzzy metrik uzaylarda, fuzzy multi-(coklu) metrik uzaylarda ve fuzzy
Banach uzaylardaki kargiliklari arastirilarak yeni birtakim tanim ve sabit nokta

sonuglarina ulagilabilir.



71

REFERANSLAR

=

. C. T. Aage and J. N. Salunke. The results on fixed points in dislocated and
dislocated quasi-metric space. Appl. Math. Sci. , 2(59), (2008), 2941-2948.

2. C.T. Aage and J. N. Salunke, Some Results of Fixed Point Theorem
in Dislocated Quasi-Metric Spaces, Bull. Marathwada Math. Soc. ,
9(2),(2008),1-5.

3. S. Abramsky, A. Jung, Domain theory in Handbook of logic in Computer
Science, 3,(1994), New York Oxford Univ.

4. M. A. Ahmed, F. M. Zeyada, G. F. Hassan, Fixed point theorems in generalized
Types of dislocated metric spaces and its applications, Thai Journal of
Mathematics, 2012 In Press.

5. D. Akcay, C. Alaca, Coupled Fixed Point Theorems in Dislocated Quasi-metric
Spaces, Journal of Advanced Studies in Topology, 4(1), (2013), 66-72.

6. C. Alaca, D. Turkoglu, C. Yildiz, Fixed points in intuitionistic fuzzy metric
spaces, Chaos, Solitons & Fractals 29(5), (2006) 1073-1078.

7. C. Alaca, Banach contraction mapping principle for satisfying a general
contractive condition of integral type in dislocated fuzzy metric spaces, Bull.
Pure Appl. Math., 4 (2), (2010) 258-265.

8. C. Alaca, Fixed point results for mappings satisfying a general contractive
condition of operator type in dislocated fuzzy quasi-metric spaces, J. Comput.
Anal. Appl., 12 (1-b), (2010), 361-368.

9. T. Bagkan, O. Bizim, I. N. Cangul, Metrik Uzaylar ve Genel Toplojiye Girig,
Ankara, 2006, 2. Basim, ISBN : 9789944770033

10.B. S. Choudhury, A. Kundu, A coupled coincidence point result in partially
ordered metric spaces for compatible mappings, Nonlinear Analysis, 73(8),
(2010), 2524-2531.

11.L. B. Ciric , A generalization of Banach’s contraction principle, Amer. Math.
Soc., 45(2), (1974), 267-273.

12.R. D. Daheriya, R. Jain and M. Ughade, Some fixed point theorem for

expansive type mapping in dislocated metric space, International Scholarly

Research Network ISRN Mathematical Analysis 2012, Article ID 376832.



72

13.B. K. Dass and S. Gupta, “An extension of Banach contraction principle
through rational expression,” Indian Journal of Pure and Applied Mathematics,
6(12), (1975), 1455-1458.

14.H. Efe, C. Alaca and C. Yildiz, Fuzzy multi-metric spaces, J. Comput. Anal.
Appl. 10, (2008), 367-375.

15.R. George and M. S. Khan, Dislocated fuzzy metric spaces and associated
fuzzy topologies, Proceedings of the 8th Joint Conference on Information
Sciences, July 21-26, Salt Lake city, Utah, USA, (2005), 20-24.

16.R. George, Some fixed point results in dislocated fuzzy metric spaces, Journal
of Advanced Studies in Topology, 3(4), (2012), 41-52.

17.P. Hitzler, Generalized metrics topology in logic programming semantics, PhD.
dissertation, National University of Ireland, University College Cork, 2001.

18.P. Hitzler , A. K. Seda, Dislocated topologies, J. Electr. Engin. 51, (2000), 3-7.

19. A. Isufati. Fixed point theorems in dislocated quasi-metric space. Appl.
Math.Sci., 4(5),(2010), 217-223.

20.D. S. Jaggi, Some unique fixed point theorems, Indian J. Pure Appl. Math., 8(2),
(1977), 223-230.

21.K. Jha, D. Panthi, A common fixed point theorem in dislocated metric spaces,
Applied Mathematical Sciences, 6(91), (2012), 4497-4503.

22. G. Jungck and B. E. Rhoades, Fixed Points For Set Valued Functions without
Continuity, Indian J. Pure Appl. Math., 29(3), (1998), 227-238.

23.R. Kannan, Some Results on fixed points, Bull. Cal. Math. Soc., 60, (1965), 71-
76.

24.P.S. Kumari, On dislocated quasi-metrics, Journal of Advanced Studies in
Topology, 3(2), (2012) 66-74.

25.V. Lakshmikantham, L. Ciric, Coupled fixed point theorems for nonlinear
contractions in partially ordered metric spaces, Nonlinear Analysis, 70 (2009),
4341-4349.

26.S. G. Matthews, Metric domains for completeness, Ph.D. Thesis, Dept. Comput.
Sci., University of Warwick, UK, (1986), 1-127.

27. S. G. Matthews, The Topology of Partial Metric Spaces, Research Report 222,
Dept. of Computer Science, University of Warwick,UK, (1992), 1-19.

28.S. G. Matthews, The Cycle Contraction Mapping Theorem, Research Report
228, Dept. of Computer Science, University of Warwick,UK, (1992), 1-16.



73

29. K. P. R. Rao, P. R. Swamy, Common Fixed Point Theorem for Four Mappings
in Dislocated Quasi-metric Space, The Nepali Math. Sci. Report, 30 (1-2),
(2010), 70-75.

30.B. E. Rhoades, “A comparison of various definitions of contractive mappings,”
Transactions of the American Mathematical Society, vol. 226, (1977), 257—-290.

31.M. Sharma, Fixed Point Theorems in Dislocated Quasi Metric space, South
Asian Journal of Mathematics, 2(2), (2012), 162-166.

32.R. Shrivastava, Z. K. Ansari, M. Sharma, Some results on fixed points in
dislocated quasi—metric spaces, Journal of Advanced Studies in Topology,
3(1), (2012), 25-31.

33.S. K. Vats, Weakly Compatible Maps in Metric Spaces, J. Indian Math.Soc.,

69 (1-4), (2002), 139-143.

34. C. Yildiz, Genel Topoloji, Gazi Kitapevi, Ankara, 2005, 3. Basim,
ISBN : 9789758895809

35.F. M. Zeyada, G. H. Hassan, and M. A. Ahmed, A Generalization of a fixed
point theorem due to Hitzler and Seda in dislocated quasi-metric spaces, The
Arabian Journal for science and engineering, Vol. 31, (2005), 111-114.

36.F. M. Zeyada, M. R. Moubarak and A. H. Soliman, A generalization of
generalized Banach fixed-point theorem in a weak left small self-distance
space, Miskolc Mathematical Notes, 8, (2007) 99-105.

37.K. Zoto, E. Hoxha, Fixed point theorems in dislocated and dislocated quasi-
metric spaces, Journal of Advanced Studies in Topology, 3(4), (2012) 119-124.

38.K. Zoto, E. Hoxha, A. Isufati, Some New Results in Dislocated and Dislocated
Quasi Metric Spaces, 6, (2012), 3519-3526.



74

OZGECMIS
ADI SOYADI : Duygu AKCAY
UNVANI : Matematik Ogretmeni
DOGUM TARIHI : 01.01.1990
DOGUM YERI : Bursa

ilkégrenimini Bursa’ da Namazgah ihsan Dikmen ilkégretim Okulunda, lise 6grenimini
Ozel Melike Pinar Lisesinde tamamladi. 2010-2011 Ogretim yilinda Celal Bayar Universitesi
Fen-Edebiyat Fakiltesi Matematik Boliimiinden mezun oldu. 2011-2012 Ogretim yilinda Celal
Bayar Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisiinde Yiksek Lisansa bagladi. 2012-2013 Ogretim
yilinda istanbul’ un Catalca ilgesinde matematik égretmenligi gérevine basladi. Halen yilksek

lisans egitimine devam etmekte ve Matematik Ogretmeni olarak calismaktadir.



