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DOGRU EKSENLi CUBUKLARIN KARISIK SONLU ELEMANLAR
YONTEMI ILE BOYUNA TIiTRESIM ANALIZI

OZET

Bu calismada Gateaux tiirevi ve fonksiyonel analiz ile farkli sinir kosullarina sahip
elastik ¢ubuklara ait boyuna titresim hareketi incelenmistir. Burada degisik smir
kosullar1 ve degisik en kesitlere sahip dogru eksenli ¢ubuk sistemler ele alinmis ve
cubuk eksenine paralel dogrultudaki dogal frekanslar elde edilmistir. Gateaux
diferansiyel yontemi ile fonksiyoneller elde edilerek yer degistirmelerin yaninda
normal kuvvetlerin de bulundugu karisik sonlu elemanlar yontemi kullanilmistir.
Karigik sonlu eleman yontemi ile iki diigim noktali dogru eksenli ¢ubuk eleman
lizerinde eleman matrileri elde edilmis ve bulunan sonuglarin dogrulugunu kontrol
etmek i¢in de literatiirde konu ile ilgili yapilan calismalar incelenerek sonuglar
karsilastirilmistir.

Bu ¢aligma toplam 7 béliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde titresim hareketi hakkinda genel bilgiler verilmis ve ardindan
caligmanin amaci ve kapsamui lizerinde durulmustur. Ayrica literatiirde konu ile ilgili
yapilan ¢alismalarin bir kismi1 hakkinda bilgi verilmistir.

Ikinci béliimde ¢ubuk kavrami ve boyuna titresim hareketi hakkinda temel bilgiler
verilmis olup analiz sirasinda kullanilacak olan temel denklemler elde edilmistir.
Ayrica farklt sinir kosullarina sahip sistemlere ait titresim frekanslari elde edilmistir.

Ugiincii boliimde, ikinci boliimde elde edilen temel denklemler operatér formda
yazilarak potansiyellik kosulunu sagladig1 gosterilmistir. Daha sonra Gateaux tiirevi
yontemi ile ¢ubuklarin boyuna titresim hareketine ait ilgili fonksiyoneller elde
edilmistir.

Dérdiincii boliimde karisik sonlu elemanlar yontemi ile ilgili genel bilgilere deginilmis
ve probleme uygun dogrusal sekil fonksiyonlar1 secilmistir. Daha sonra bu sekil
fonksiyonlar1 mevcut fonksiyonellere uygulanarak her iki fonksiyonel i¢in de eleman
matrisleri ayr1 ayr1 elde edilmistir.

Besinci boliimde ise, ¢ubuklara ait boyuna titresimlerin dogal frekanslar1 ele
alimustir. Bu ¢alismada kullanilan Gateaux tiirevi yontemine bagli olarak gelistirilen
formiilasyonun dinamik problemler icin gecerliligi gosterilip problem 6z deger-6z
vektor problemine doniistiirilmiistiir.

Altinc1 boliimde elde edilen eleman matrisi ile farkli sinir kosullarina ve farkli kesit
Ozelliklerine sahip ¢ubuklar iizerinde sayisal olarak boyuna titresim frekanslar1 elde
edilmis ve literatiirde daha 6nce elde edilen sonuglarla karsilastirilmistir.

Yedinci ve son boliimde bu c¢alisma ile elde edilen sonuglara yer verilmistir.
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LONGITUDINAL VIBRATION ANALYSIS OF STRAIGHT BARS USING
MIXED FINITE ELEMENT METHOD

SUMMARY

In this study, the longitudinal vibration movements of elastic bars have been
investigated using the Gateaux differential method and the functional analysis method
with different boundary conditions. Bars with straight axis and variable cross-section
have been investigated and the natural frequencies have been obtained. By obtaining
the functionals by using Gateaux differential the mixed finite element method have
been used. In the mized finite element method beside replacements the normal forces
also have been used. By the mixed finite element method the element matrices have
been obtained on two-nodded straight axis bar and for the verifying the obtained
numeric results, the similar works in the literature were scanned and their results
compared.

This work includes 7 chapters.

In first chapter, some general information on the vibration movement and kinds of
vibration have been explained. Then the aim and the scope of the study have been
clarified. The method of obtaining the frequencies by using Gateaux derivative and
mixed finite element method have been mentioned. In addition to those the studies
have been told and some studies from 1881 to the present day have been analyzed and
the results have been compared. There are a lot of informations about vibrations in the
literature.

On 1881 the frequency equation of fixed-spring ended and fixed-mass ended straight
bar have been obtained.

In the study on 1989 the eigenvalue solution have been obtained of fixedviscous
damped straight bar.

Then on 1991, the longitudinal vibration frequency of bars with variable cross-
section.The results have been compared with the results that have been found by using
finite element method

In the year 1996, the longitudinal vibrations were investigated those caused by the
sudden tension forces applied to a prismatic bar which is one sidely fixed to a spring.

In the work realized in 1997, some exact solutions for the longitudinal vibrations of
non-uniform bars were obtained.

In the year 2000, some exact solutions for the free longitudinal vibrations of the
varying cross sectional bars were obtained.

The longitudinal vibration movement of bars with variable cross-section have been
studied on 2011. The frequency equations for different boundary conditions have been
obtained by using variational methods.
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In the study on 2012 the longitudinal vibration movement of viscous damped bars for
both ends have been studied.

On 2013 the longitudinal vibration movement of viscous damped bars for both ends
have been studied with Fourier series solution.

The second chapter contains essential information on bars and longitudinal vibration
movements. The basic equations to be used in the analysis have been obtained in this
chapter. By using the appropriate boundary conditions, the natural longitudinal
vibration frequencies of straight bars have been obtained. For this process the both
ends are fixed bar and one end is free-one end is fixed straight bars have been used.

In the third chapter the equations obtained in second chapter have been written in
operator form and it has been shown that they provide the necessary potentiality
condition. The equation has been expressed with Q operator. To be a potential operator
for the Q operator, the sum of all functions have been derivated from this function
must be equal to this function. Then the functionals of longitudinal vibration
movements of bars have been obtained with the Gateaux derivative method. In the
equation have been written for obtaining the functional, there are two unknowns,
normal force and displacements. I; functional have been with applying the partial
derivatives of normal force and I functional have been with applying the partial
derivatives of displacements.

In the fourth chapter, general information about mixed finite elements method and the
areas where the method is used have been told. The linear shape functions suitable for
the problem and for the method have been chosen. Then, these linear shape functions
have been transformed to the proper state by using sone derivation transactionsand
they have been applied to the existing functionals and elements matrixes have been
obtained for both functionals.

Fifth chapter explains the natural frequencies of the longtidunal vibrations of the bars.
It is shown that the formula obtained from the Gateaux derivation used in this work is
also valid for the dynamic problems. Then the problem was transformed into an eigen
value, eigen vector problem.

In the sixth chapter by using the elements matrix obtained, the longitudinal vibration
frequencies on the bars of different boundary conditions have been obtained and the
numerical results have been given.

In the first example, a fixed-free ended constant cross-section straight bar have been
divided by 1,2,5,10,25,50 pieces and then the natural longitudinal vibration have been
obrained. Then the results have been compared with the exact result and the literature.

In the second example, a fixed-fixed ended constant cross-section straight bar have
been divided by 1,2,5,10,25,50 pieces and then the natural longitudinal vibration have
been obrained. Then the results have been compared with literature and the exact
result.

In the third example, a fixed-free ended linearly variable cross-section straight bar
have been divided by 1,2,5,10,25,50 pieces and then the natural longitudinal vibration
have been obrained. Then the results have been compared with the exact result and the
literature.

XX



In the fourth example, a fixed-free ended parabolic variable cross-section straight bar
have been divided by 1,2,5,10,25,50 pieces and then the natural longitudinal vibration
have been obrained. Then the results have been compared with literature and the exact
result.

In the fifth example, a fixed-free end discontinuous variable cross-section straight bar
have been divided by 3 pieces and then the natural longitudinal vibration have been
obrained. Then the results have been compared with literature.

In the sixth example, a fixed-spring end constant cross-section straight bar have been
used. The bar has been divided into 10, 20, 40 pieces and different spring coefficients
have been used between 0 and infinite. Then the results have been compared with
literature.

On the seventh (and the last) chapter explains the results of this study.
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1. GIRIS

Kirigler, kolonlar gibi herhangi bir elastik sistem denge konumundayken sisteme
herhangi bir kuvvet etki ettirilmesi veya sistem bir kuvvet etkisindeyken bu kuvvetin
kaldirilmast durumunda, dengede olan elastik kuvvetler denge konumundan

uzaklagacak ve bunun sonucunda titresim hareketi meydana gelecektir [1].

Titresimler yaklasik bin yildir deprem, okyanus dalgalar1 vb... dogal olaylarin yapilar
tizerindeki etkilerinden dolay1 arastirilmaktadir. Ancak yalnizca bir yilizyillik kisa bir

zamandan beri matematiksel olarak incelenmektedir [2].

1930’lu yillarin baslarinda titresimler ile ilgili yapilan ilk c¢aligmalar binalarin

depremler esnasinda gosterdikleri davraniglarin gelistirilmesi tizerine yapilmistir [3].

Titresim hareketi, yapilar lizerinde siirekli veya siireksiz bir dinamik etki olusturur.
Yapilara etkiyen deprem yiikleri, trenlerin raylar iizerinde yaptig etki, tasitlarin yollar
tizerindeki etkisi dinamik yiiklere birer 6rnektir. Yapi lizerine etkiyen ayn1 siddetteki
bir dinamik yiik, statik ylikten daha fazla etkiye sahiptir. Dolayisi ile bir yapinin
projelendirilmesi sirasinda, dinamik yiiklerin de etkisinin arastirilip yapinin bu yiiklere

gore tasarlanmasi zorunludur.
Titresim hareketi genel olarak 3 grupta incelenmektedir:

l. Sisteme etkiyen dis yiikiin varligina gore: Zorlanmis Titresim ve Serbest
Titresim

2. Sistemde soniim olup olmamasina gore: Soniimlii Titresim ve Soniimsiiz
Titresim

3. Eleman davranislarina gore: Titresimin lineer veya nonlineer olmasi

Uzerinde titresim hareketinin incelendigi sistemler siirekli sistemler (sonsuz serbestlik

dereceli) ve ayrik sistemler (tek serbestlik dereceli ve cok serbestlik dereceli) olarak

ikiye ayrilabilirler.



Burada sistemin serbestlik derecesi ile anlatilmak istenen, sistemin tiim pargalarinin
konumlarinin belirli olabilmesi i¢in gereken, birbirinden bagimsiz en az koordinat

sayisidir.

Ayrica titresim hareketi, hareketin yoniine gore enine titresim, boyuna titresim ve

burulma olarak incelenmektedir [4].

1.1 Calismanmin Amaci Ve Kapsam

Bu caligmada dogru eksenli elastik ¢ubuklarin boyuna titresim analizi incelenmistir.
Oncelikle inceleme sirasinda cubuk kavrami ve cubuklara ait temel titresim
denklemleri ele alinmistir. Bu denklemlerden yola ¢ikilarak titresim frekansinin
hesaplanabilmesi icin kullanilacak olan denklemler elde edilmis ve potansiyellik
kosulu saglatilmistir. Ardindan bu denklemlere Gateaux tiirevi uygulanmis ve cubukta
meydana gelen boyuna titresim hareketine ait fonksiyoneller elde edilmistir.
Fonksiyoneller iizerinde bilinmeyenler yerine sonlu elemanlar yontemi ile dogrusal
sekil fonksiyonlarina bagli fonksiyonlar konulmus ve gerekli matematiksel islemler

sonucunda ilgili eleman matrisleri elde edilmistir.

Elde edilen eleman matrisleri kullanilarak farkli sinir kosullarima bagli titresim
frekanslar1 elde edilmistir. Yukarida bahsedilen iki farkli fonksiyonele ait frekanslar
elde edilerek karsilastirilmis ve her iki fonksiyonelden elde edilen frekanslarin ayn

oldugu goriilmiistiir.

Titresim frekanslarinin, nod sayisina bagli olarak satir ve siitun sayis1 artan eleman
matrisleri ile hesaplanmasi dolayis1 ile ¢ok sayida nod sayist bulunan sistemlerin
¢oOziilebilmesi esnasinda karsilasilan islem fazlalig1 ve islem hatasi ihtimalinin ortadan
kaldirilabilmesi i¢in Fortran isimli programlama dili kullanilarak bir program
yazilmistir. Hazirlanan program ile elde edilen sonuglarin karsilagtirilmasi igin

literatiirde yer alan 6rnekler kullanilmigtir.

1.2 Konu ile Ilgili Yapilan Calismalar

Cubuklarin boyuna titresimleri ile ilgili temel bilgileri literatiirde ve bir¢ok kitapta

bulmak miimkiindiir.
R.E.D. Bishop ve D.C. Johnson [5], S. Timoshenko [6], B. Rayleigh ve J. W. Strutt
[7] tarafindan yazilan kitaplarda boyuna titresim ile ilgili ayrintili bilgiler mevcuttur.
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Literatiirde tarafimizdan yapilan inceleme sonrasinda boyuna titresim {iizerine

asagidaki ¢alismalara ulagilmistir:

R. Kohoutek [8] tarafindan 1881 yilinda ucunda kiitle veya yay bulunan homojen

cubugun serbest boyuna frekans denklemi ¢ikarilmistir.

R. Singh, W. M. Lyons ve G. Prater [9] tarafindan 1989 yilinda bir ucu ankastre diger
ucu viskoz soniimlii ¢ubugun boyuna titresiminin karmasik 6zdeger ¢oziimii elde
edilmistir. Bunun icin bir 6zdeger ¢oziimi gelistirilmis, sonuglar smir séniim
degerlerindeki davranislar incelenerek ve stirekli sistemler ile ayrik sistemlerin modal
parametreleri genis bir sonlim araliginda karsilastirarak dogrulanmustir.

M. Eisenberger [10] tarafindan 1991 yilinda degisken kesitli ¢ubuklarda titresim
kullanilmistir. Degisken kesitli elemanlarin dogal frekanslar rijitlikleri sifira esit olan
elemanlarin rijitlikleri gibidir. Bulunan sonuglar sonlu elemanlar yontemi kullanilarak

elde edilen sonuglar ile karsilagtirmistir.

A.J. Hull [11] tarafindan 1994 yilinda tekil yiike maruz viskoz sinir kosullarina sahip
cubuklarin boyuna titresimlerinin kapali form ¢éziimleri elde edilmistir. Bu ¢aligmada
kirigin uzay-zaman modlarin1 ayirabilen yeni bir seri ¢dziimi formiile edilmistir ve

sonuclarsonlu elemanlar yontemi kullanilarak bulunan sonuglar ile karsilagtirilmistir.

C. A. Rossit, D. V. Bambill ve P. A. A. Laura [12] tarafindan 1996 yilinda bir ucu yay
ile baglh prizmatik ¢ubuga ani ¢ekme kuvveti uygulandiginda olusan boyuna
titresimler incelenmistir. Bu ¢alismada problemin analitik ¢oziimii bir boyutlu klasik

dalga yaklasimi kullanilarak verilmistir.

B. M. Kumar ve R. I. Sujith [13] tarafindan 1997°de yapilan calismada iiniform
olmayan ¢ubuklarin boyuna titresimleri i¢in kesin ¢oziimler elde edilmistir. Uygun
dontisiimler kullanilarak, degisken kesitli ¢ubugun eksenel titresimine ait hareket
denklemi, spesifik alan degisimlerine bagli olan ¢oziilebilir diferansiyel denklemlere
indirgenerek sonuglar elde edilmistir. Cesitli sinir kosullarina ait {iniform olmayan

cubuklarin dogal frekans denklemleri elde edilmistir.

B. Yardimoglu [14] 2010’da referans [ 13]’de bulunan iki ucu serbest cubugun frekans

denklemindeki hatay1 diizelterek dogru frekans denklemini elde etmistir.



Q. S. Li [15] tarafindan 2000 yilinda yapilan ¢alismada siirekli degisen kesite sahip
cubuklarin boyuna serbest titresimleri i¢in kesin ¢oziimleri elde edilmistir. Bu
calismada uygun fonksiyon doniisiimleri kullanilarak probleme ait karmasik
diferansiyel denklemler analitik olarak ¢oziilebilir diferansiyel denklemlere
donistiiriilmiistiir. Normalizasyon sartlarini saglayan temel ¢éziimler cubuklar icin
klasik ve klasik olmayan sinir kosullarinin frekans denklemlerini kurmak igin
tiiretilmis ve kullanilmistir. Sonuglar sonlu elemanlar metodu ile elde edilen sonuclarla
karsilagtirilmistir. Yine ayni sene Q. S. Li [16] tarafindan kesitleri ani degisen

cubuklarin pargali analitik ¢ozlimiine dayali serbest boyuna titresimleri incelenmistir.

Z. Girgin, E. Demir ve C. Kol [17] tarafindan 2004 yilinda genellestirilmis diferansiyel
quadrature metodu ile bir ucu ankastre diger ucu serbest cubugun boyuna titresim
frekansi elde edilmistir. Bulunan frekans denklemi ile ¢ubugu cesitli sayida parcaya

boliinerek elde edilen sonuglari karsilastirilmistir.

B. Yardimoglu ve L. Aydin [18] tarafindan 2011 yilinda degisken kesitli gubuklarin
boyuna titresim karakteristikleri ilizerine bir ¢alisma yapilmistir. Bu c¢alismada
degisken kesitli ¢ubuklarin dogal boyuna titresim frekanslar1 doniistim metodlarina
dayal1 diferansiyel hareket denklemlerinin kesin ¢6zliimiinden elde edilmistir. Cesitli
sinir kosullart i¢in frekans denklemleri bulunmus ve literatiirdeki g¢esitli en kesitlere

sahip ¢ubuklarin frekanslari ile karsilagtirilmistir.

F. E. Udwadia [19] tarafindan 2012°de yapilan ¢alismada her iki ucunda viskoz sontiim
bulunan c¢ubuklarin boyuna hareketi incelenmistir. Ayrica V. Jovanovic [20]
tarafindan 2013 yilinda her iki ucu viskoz smir kosullarina sahip ¢ubugun boyuna
titresimleri i¢in genellestirilmis Fourier serisi ¢oziimii ilizerine ¢aligma yapilmistir.
Elde edilen seri ¢ozlimii ¢esitli sinir kosullarina sahip ¢ubuklar iizerinde gosterilmis

ve ¢aligmada sayisal orneklere yer verilmistir.



2. CUBUK KAVRAMI VE BOYUNA TIiTRESIM

2.1 Cubuk Kavramm
Cubuklar, en ve yiikseklikleri boylarina gore ¢ok kiigiik olan, bir boyutlu cisimlerdir.
Yapilarda bulunan kolon, kiris gibi tasiyici elemanlar gubuk olarak kabul edilebilirler.

Cubuklarin belirli olabilmesi i¢in gubuga ait eksen ve dik kesit unsurlarinin bilinmesi
gereklidir. Eksen, cubugun boyunu temsil eden uzay egrisidir. Dik kesit ise kapal1 bir
egri ile cevrelenmis ve merkezinden gecen dogru eksene paralel olan diizlem

parcasidir [21].

Cubuklar kesitlerine gore sabit kesitli ve degisken kesitli, eksenlerine gore ise dogru

eksenli ve egri eksenli olarak siniflandirilirlar.

Bu calismada dogru eksenli ve degisken kesitli cubuklardaki boyuna titresim hareketi

incelenmistir.

2.2 Cubuklarda Boyuna Titresim

Cubuk ekseni

DIK KESIT

Sekil 2.1 : Cubuk elemanlarinin gdsterimi.

dz
——— < > )
le L -
M |
x(w)  y(v)

Sekil 2.2 : Dogru eksenli cubuk ve x, y, z koordinatlari.



Sekil 2.2°de verilen ¢ubuk iizerinde dz boyunda bir parca incelenecek olursa cisim

tizerinde olusan kuvvetler agagidaki sekilde gosterilir:

dz

do d
(T % lj'—{—E 7z

Sekil 2.3 : dz cubuk parcasi iizerine etkiyen kuvvetler.

Cisme z ekseninde N kuvveti uygulanirsa dik kesitte meydana gelen gerilme:

N
°Ta

2.1)

seklindedir. Ayrica elastik cisimlerin gerilme-sekil degistirmesi arasindaki iliski

Hooke yasasina gore:

denklemiyle ifade edilir.

2.2)

Denklem (2.2)’de gegen &, cisimde meydana gelen birim uzamandir ve matematiksel

olarak;

ou
0z

seklinde gosterilebilir.

Denklem (2.1), denklem (2.2) ve denklem (2.3)’den ¢ubuga uygulanan kuvvet;

N—EAaU
- oz

halini alir.

2.3)

2.4)

Dinamik problemlerde yer degistirmeler zamana bagli oldugundan kiitlesel atalet

kuvvetleri olugmaktadir. Bundan dolayr problemin kuvvet ve yer degistirme

parametreleri de zamana bagl olarak ortaya ¢ikar.



Sistemin hareket denklemleri elde edilirken Newton’un Hareket Yasalari’ndan 2.
yasaya gore m kiitleli bir cisme etkiyen F kuvveti, dogrusal momentumdaki degisime

esittir [22].
- d )
=—.(m. 2.5
F=qg-(mU) 2.5

Burada U sistemin hizi olup U yer degistirmesinin zamana gore birinci tlirevidir.

Sonug olarak;

- d*u
F=m— (2.6
elde edilir.
Sekil 2.3°deki sisteme etkiyen kuvvetler lizerinde denge yazilirsa;
(6+3—Z.dz).A—o.A+qz.A.dz=p.A.dz.ii 2.7)

elde edilir. Denklem (2.7)’de gegen A cismin eksenine dik ylizey alani ve p cismin

birim kiitlesini ifade etmektedir.
Denklem (2.7)’de gerekli sadelestirmeler yapilir ve hacim kuvvetleri ihmal edilirse

denklem;

do 0%U
do _ 2.8
oz Do (2.8)

olarak bulunur.

Denklem (2.8)’de ¢ yerine denklem (2.2) ve denklem (2.3)’den yararlanarak bir kere

tiirevi alindiktan sonra yerine konuldugunda

0%U
" 0t

ZU_

D

2.9)

0z2

o

olur.



E
Eger \/% = (; denilirse, denklem (2.9)

0°U 1 9%U

seklini alir.

2.3 Cubugun Titresim Frekansinin Elde Edilmesi

Elde edilen denklem (2.10) hem zamana hem yer degistirmeye baglidir. Degiskenlere

ayirmayi diisiinerek;
U(z,t) = 0(z)T() (2.11)
U(z,t) = 0(z).sin(wt + 6) 2.12)
seklinde bir ¢oziim Onerilirse denklem (2.12) denklem (2.10)’da yerine konuldugunda;
C20"(z) + w?(z) =0 (2.13)
elde edilir.
Buradan @(z) fonksiyonu;

@(z) = C,cos (Cﬁ z) + C,sin (Cﬁ z) (2.14)

0 0

olarak bulunur. Burada C; ve C; sabitleri sinir kosullarindan yararlanilarak bulunur.
2.3.1 Farkh sinir kosullarina sahip sisteme ait titresim frekanslar:

Denklem (2.14) kullanilarak farkli siir kosullarina sahip sistemin titresim

frekanslarini elde edelim:
1) Her iki ucu ankastre ¢ubuk:

Her iki ucu ankastre bagli olan L uzunlugundaki bir sistemde z dogrultusunda yer

degistirmeler 0 olacagindan;

?(0) =0(L) =0 (2.15)



Dolayisi ile denklem (2.14)
@(0) = C;cos0 + C,sin0 =0 (2.16)

olur. Buradan C; = 0 bulunur. Diger ucundaki sinir kosulu da 0’dur.

Buna gore;

sin (Cﬁo L) =0 2.17)

seklinde frekans denklemi elde edilir. Bu frekans denklemine ait sonsuz sayida frekans

vardir. Denklemin n. frekansi:

w. L
C_o =0T (2.18)
n. T
Wy =——-Co (2.19)
nmt [E
Wp = BT B (2.20)

olarak elde edilir.
2) Bir ucu ankastre diger ucu bos ¢ubuk:

Bir ucu ankastre bagli ve diger ucu serbest olan L uzunlugundaki sistemin ankastre
bagli ucunda z dogrultusunda yer degistirmeler sifir ve serbest ucunda normal kuvvet

sifir olacagindan sinir kosullari

?(0) =0 ve g'(L) =0 (2.21)
seklinde yazilabilir.
Dolaysi ile
@(0) = Cycos0 + C,sin0 =0 (2.22)

olur.



Buradan C; = 0 bulunur. Ayrica sistemin bos ucuna ait normal kuvvet sifir

olacagindan;
, _ w W
sistemin frekans denklemi:
w —
seklinde elde edilir.
Sistemin n. frekansi:
Cn-1) m
Wy = 5 Co (2.25)
(Z2n—-1) m [E
W, = — T E (2.26)

olarak elde edilir.

2.4 Temel Denklemlerin Elde Edilmesi

Denklem (2.8), alan iizerinde integre edildiginde normal kuvvet cinsinden asagidaki
sekilde ifade edilir:

ON 0%

Fri p-A-W (2.27)

(2.27) denklemi zaman ve yer degistirmeye bagli denklem oldugundan, ¢6ziim

kolaylig1 saglanabilmesi i¢in zamana bagli degiskenlerin denklemlerden yok edilmesi

gerekmektedir.
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Yer degistirme ve normal kuvvet
U(z,t) = u.el®t (2.28)

N(z t) = N.e'®t (2.29)

seklinde yazilabilirler.

(2.4) ve (2.27) denklemlerinde yerlerine yerlestirilirse denklemler asagidaki hale gelir:

ou . . N ..
——aZ.e“*’ +—E A.e“*’ =0 (2.30)
N it 2 iwt
aZ.e +p. A wue® =0 (2.31)

Her iki denklem e!®! parantezine alinir ise parantezin iginin sifira esit olmasi gerekir.

Boylece asagidaki temel denklemler elde edilmis olur:

5 ON
p.A.w .u+£=0 (2.32)
Jdu N
~ 3 + EA- 0 (2.33)

11
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3. FONKSIYONEL ANALIZ

Karmasik sinir kosullarina sahip diferansiyel deklemlerin ¢oziilmesi her zaman kolay
olmamaktadir. Bu tir zorluklarla karsilasildigi takdirde yaklasik ¢oziim
yontemlerinden yararlanilmaktadir. Bu ¢alismada yaklasik sayisal ¢oziim

yontemlerinden biri olan “Karigik Sonlu Elemanlar Yontemi” kullanilmistir.

3.1 Diferansiyel Denklemlerden Fonksiyonele Gegis

3.1.1 Potansiyellik kosulu

Alan denklemleri operator formda Q=Lu-f olarak gosterilmektedir. Burada L tiirev
operatoriinli, u bilinmeyenleri ve f dis yiikleri temsil etmektedir. Q operatoriiniin
potansiyel bir fonksiyon olabilmesi i¢in bu fonksiyondan tiiretilen tiim diger

fonksiyonlarin toplaminin yine bu fonksiyona esit olmasi1 gerekmektedir.

Yukaridaki ifadenin matematiksel olarak gosterimi;

(dQ(u, W), u*) = (dQ(u, u*), ) 3.1

seklindedir.

Bu gosterime gore Q operatoriiniin U yoniine gore tiirevinin u* yoniindeki tlirevi, o
operatdriin u* yoniine gore tiirevinin u yoniine gore tlirevine esittir. Bu denklemin
yazilabilmesi i¢in yOnsel toplami (i¢ carpim) ve yonsel tiirevi (Gateaux tiirevi)

tanimlamak gerekmektedir.
3.1.2 Yonsel toplam (i¢ ¢carpim)

Bir fonksiyon ile bir degiskenin ¢arpiminin belirli bir araliktaki integraline i¢ ¢carpim

denir. Yukarida <,> gosterimi i¢ carpimi ifade eder ve asagidaki sekilde hesaplanir:

b
[f, gl = f f.g.dz (3.2)

13



3.1.3 Yonsel tiirev (Gateaux tiirevi)

n bir skaler olmak iizere Gateaux tiirevinin matematiksel gosterimi asagidaki

sekildedir:

., _0Q(u+n)
dQ(u, @) = “om |1=0 (3.3)
Temel denklemler;
ON 5
E+pAw u=0 ou 3.4
ou + N 0N
92" EA 3-5)

seklinde olup bu temel denklemler sinir kosullarini da igerecek sekilde matris formda

yazilacak olursa:

_Aza

PA®T =2 0 0 |fu 0

a 1 o0 ol[N|_]O

~3, EA ul = =N 3.6)
0 0 o —1|IN 0

0 0 1 o0

Denklem (3.1)’e gore Q operatoriiniin U yoniindeki tiirevinin u* yoniindeki tiirevi

— N
(dQ(u, 1), u") = pAG2[T u’] + [V, u'] — [W,N°] + [==, N*l
EA
3.7
—[N,u"]s + [0, N*]¢
Q operatdriiniin u* yoniindeki tlirevinin U yoniindeki tiirevi
= _ _ = N* _
(dQ(u,u*),T) = pAw?[u*, ] + [N*, ] — [@,N] + [_ N]
EA 3.9)

_[N*' ﬁ]c + [ﬁ' N]s

seklinde elde edilir.
Gerekli sadelestirmeler yapilip denklem (3.7)’ye kismi tiirev uygulandiginda agagidaki

denklem elde edilir:

14



(dQ(u, ), u") = pAw?[T, u’] + [N, u"]o — [N, u™] = [0, N"] + [0, N"]

[— N*] [N, u]g + [4,N]; (3.9)

Denklem (3.9)’daki 0 indisi geometrik ve dinamik sinir kosullarinin toplamini, her iki
denklemde bulunan o indisi dinamik ve € indisi geometrik sinir kosullarini ifade eder.

Sinir kosullart agilarak yazilirsa:

[Nu]s + [N, u"]e = [0,N"]¢ — [0, N"]e = [N,u"]5 + [0, N"];

= [N, @], + [u", N], (3-10)

ifadesi elde edilir ve Q operatorii (3.1) kosulunu sagladigindan dolay1 Q, potansiyel

bir operatordiir.

3.2 Fonksiyonelin Elde Edilmesi

Boliim 3.1°de Q operatdriiniin potansiyel oldugu ispat edilmistir. Oden ve Reddy [23]

tarafindan verilen alan denklemlerine ait fonksiyonel:

1
I(u) = fo (QCsu, w), u)ds 311

13 ’?

ifadesi kullanilarak elde edilir. Bu denklemde skaler bir bliytikliiktiir.

Denklem (3.11), matris formunda yazilacak olunursa

_ A 2 d
1$ PART 32 0 0 [fsu 0 u
d 1 0 O0||sN 0 N
I(u) =f - —| ds
o || dz EA SI‘\‘I —-N | ; (3.12)
k 0 O 0 —1| a )
0 O 1 0

elde edilir.

Denklem (3.11) uygulandiginda fonksiyonel

EA  rds (3.13)

HspAw?uu + sN’ u—suN+—NN
I(w) =
0 —sNug + suN; + Nu, — N,

haline gelir.

15



Gerekli diizenlemeler yapildiginda

I —1 Aw? 1 N’ L "N 1 N,N
(u)—zp w [u,u]+§[ u]—z[u' ]+m[ ,N]
1 1 R (3.14)
__[N' u]()' + _[u' N]s + [N' u]c - [ﬁ' N]S

2 2

elde edilir.

Denklem (3.14)’de bulunan normal kuvvet (N) iizerinde kismi tiirev uygulandiginda

1 1 < "
L = Epsz[u, ul = [N, w'] + 5 [N, N] + [u, N + [N, u]o — [0, N]. (3.15)

elde edilir. Denklemdeki son {ic terim sinir kosullaridir.

Ayni sekilde denklem (3.14)’de boyuna uzama (u) iizerine kismi tiirev uygulanirsa
1 5 , 1 - R
IZ = EpAw [U, U] + [N , U] + m [N, N] - [u' N]o‘ + [N' u]o‘ - [u' N]E (3.16)

elde edilir. Denklem (3.15) ve (3.16)’daki son ii¢ terim sinir kosullaridir.
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4. SONLU ELEMAN FORMULASYONU

4.1 Sonlu Eleman Yontemi

Sonlu elemanlar yontemi basitce, ¢oziimii aranan biiylik bir elemani, geometrisi belli
daha kiiciik parcalara bolerek hesaplama yontemidir. Bu yontem bir, iki veya ii¢
boyutlu parcalara uygulanabilir. Sonlu elemanlar yontemi giiniimiizde hemen hemen
miithendisligin tiim alanlarinda kullanilmaktadir. Mekanik problemleri, akiskanlar

mekanigi, uzay ve ugak miihendisligi, otomotiv miihendisligi, insaat miihendisligi vb.

4.2 Karisik Sonlu Elemanlar Yontemi

Klasik sonlu elemanlar yonteminde bilinmeyenler yalnizca yer degistirmelerdir. Yer
degistirmeler bulunarak diger biiyiikliikkler bu yer degistirmeler yardimiyla elde
edilmektedir. Karisik sonlu elemanlar yonteminde ise tiim biiytikliikler bilinmeyen
olarak almir ve denklem takimlari tiim bilinmeyen degerleri icerecek sekilde

olusturulur [24,25].

Sonlu elemanlar yonteminde ¢oziim bdlgesi, sonlu sayida alt bolgelere ayrilir. Bu alt
bolgelere eleman adi verilir. Elemanlar nod (diigim) denilen sinir noktalar1 ile

birbirlerine birlesirler.

Nod
» ./_> i » »

Eleman

Sekil 4.1 : Sonlu eleman yonteminde eleman ve nodlar.
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Bolgenin alt bolgelere ayrilmasindan sonra bilinmeyen degiskeni karakterize eden
stirekli bir fonksiyon segcilir. Bu fonksiyona sekil fonksiyonu adi verilir. Sekil
fonksiyonu nodlardaki degeri cinsinden ifade edilir [26]. Dogrusal sekil fonksiyonlari

asagidaki gibi segilebilir.
P° = a;® +a,%z 4.1)

a, ve a, bulunmasi gereken sabitlerdir.

N N

N
i,
V.

T T2
| % Le L J Le J
71 7l < Ic

Sekil 4.2 : Dogrusal sekil fonksiyonlari.

Bu sabitlerin bulunabilmesi i¢in sekil fonksiyonunun i ve j noktasindaki degerleri

yazilir:
@i = a; + ayz; Z=1 4.2)
@; = a; + ayz; Z = 7 4.3)

L® eleman boyunu belirtmek tizere:

L"=2-z 4.4)
seklindedir. Bu iki denklemden;
_ Ziq)j - qu)i
a1 = 2z 4.5)
0 -9
az = 212, (4.6)

bulunur.
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a; ve a, yerine yerlestirilirse

Zj—Z Z — Zi
ge= (21— )0+ 0,
Zj_Zi Zj_Zi

elde edilir.

ile g()StCI‘ﬂiI‘SGI
_ (e) (e)

elde edilir. Burada denklemlerinin bir kez tiirevi alinirsa

, 1
\Pi_——L—e
, 1
\Pj:L—e

haline gelir.

.7

(4.8)

(4.9)

(4.10)

@.11)

Fonksiyonele ait tiim bilinmeyenler interpolasyon formunda yazilirsa ¢ubuk icinde

herhangi bir noktadaki degiskenler:
u= ui.‘}’i + u]‘{’

)

u' = ui.lPi'+u]-.‘Pj'

N’ = Ni.l'pi’ + N]LIJ],

seklinde yazilabilirler.
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4.2.1 I fonksiyoneli i¢in eleman matrisi

(3.15) Ii fonksiyonelinde denklem (4.12), (4.13) ve (4.14) yerine konulursa;

; p.A. w?
Ile = f 5 (ui.LPi + u]‘P])ZdZ

Zj

z zj 4.16)
- f(ui.tpi' +u. W) (N W + N]-.LPj)dZ+f ((Ni. W + N, W) dz

Zj Zj

2EA°

elde edilir ve gerekli islemler yapilirsa;

Zj

. p.Aw* 5 ,
11 = > . (Ui .l'pi.l'pi + ZquJLHLP] + u]- L[J]L[J]) - (ui. Ni.Lpi lpl)

NZ. W, ¥, 2Ni. N;. ¥, ¥ Nztptp
2EA( + + |- dz

(4.17) denklemini diizenleyebilmek i¢in gerekli olan sekil fonksiyonlar1 iizerinde

yapilan integral islemleri Ek A’da verildigi gibi kullanilarak diizenlenirse elemana ait

fonksiyonel;

. PAw? , L L L 1 1 1

i == ( 3+ 2w+ 3) (uiNi E) + (uiN" E) - (uiNi§>
( N 1) ! (NZ L + 2N;Nj. - L -+ N2 L) @
YN ToEa N3 6 3
ale ale
—=0 — =0 4.19)
aui au]
ale ale
— =0 —=0 (4.20)
aNi aN1

elde edilir. Eleman matrisini elde edebilmek i¢in fonksiyonelin nodlara gore birinci

tiirevlerinin sifir olmasi1 gerekmektedir.

olmalidir.
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Denklem (4.17) ve (4.18) ¢oziildiiglinde

o1° , L , L

a—Uizp_A_(,l) _§.ui+p.A.(1) .E.Uj+E.Ni+§-Nj=0 4.21)
ale _1 1 + L N + L N =0

o _ oL Al v -tn=o

a—uj—p. . .g.ui+p. o .§.uj—§- i~ N = 4.23)

elde edilir.

Elde edilen dogrusal sekil fonksiyonuna bagli denklem takimi matris formunda

yazilirsa:
A. w? 1 A w2 — 1 |
(p. A w*) 3 3 p.-A. w°. >
1 L 1 L uj 0
2 3E 2 6EA | |Ni| _ o
Ao 1 A o2 1 (%]~ |o 4.25)
(p-A w*).= —3 (p-A. w%).= —7| IN; 0
1 L 1 L
2 6E 2 3EA

elde edilir. Burada cesitli sinir kosullarina sahip ¢ubuklarda kullanilacak olan eleman

matrisi elde edilmistir.
4.2.2 1> fonksiyoneli i¢cin eleman matrisi

(3.16 )I> fonksiyonelinde kullanilacak olan sekil fonksiyonlar: denklem (4.12), (4.13)

ve (4.15) yerine yerlestirilirse:

Zj

p.A. w?
Ig = J 5 (ui.‘Pi +U.]lp])2dZ
zj
z . (4.26)
1
2EA

— f(Ni.qu’ + N ). (u W+ . W) dz + f ((Ni. Wi + N, W) dz

Zi Zj
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elde edilir. Gerekli islemler yapilirsa asagidaki denkleme ulasilir:

Zj
e J‘ [p.A w?
e =
2
zj

. (uf‘PI‘PI + 2u1uJ‘P1‘P] + U.lzlp]lp]) + (Ni.ui.lPi'.‘Pi)

NZ. W, ¥, 2Ni. N;. ¥, ¥, quﬂp .d
ZEA( + + ) Z

(4.27) denklemini diizenleyebilmek icin gerekli olan sekil fonksiyonlar1 iizerinde
yapilan integral islemleri Ek A’da verildigi gibi kullanilarak diizenlenirse elemana ait

fonksiyonel;

2

e_p.A.m <2L ) ( > ( 1)

I = > 3+2uu]6+u uN2

+( N1)+( Nl) - (N2L+2NN L+N2 L)
uNig )+ (wNig) T 7pa-\Niv3g 6 3

elde edilir. Elde edilen denklem {iizerinde nodlara gore tiirevi sifir yapan denklemler

(4.28)

yazilirsa;

o1e 5 L 5 L 1 1

a—Ui=p_A_(JL) _§_ui+p.A.u) .g.u]-—z.Ni‘l‘E-Nj = 4.29)
ol¢ _ 1 1 4 L N + L N =0
6Ni_ Z.ui 2.uj 3EA Nt epa N T 4.30)

ole 5 L 5 L 1 1

6_11]-: p.A .g.ui+p.A.oo 3y —5-Ni+3.Nj= 4.31)
o01¢ B 1 1 L N L N =0

22



Elde edilen dogrusal sekil fonksiyonlarina bagli denklem takimi matris formda

yazilirsa;

_(p.A. w?).= ! (p.A. wz).%

)
L—‘Nlr—xg|rl\>|r—\

3EA-

™

Uj 0
N o
u| =1 (4.33)

elde edilir. Burada ¢esitli sinir kosullarina sahip ¢ubuklarda kullanilacak olan 2.

eleman matrisi elde edilmistir.
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5. DINAMIK ANALIZ

Bu bolimde c¢ubuklara ait boyuna titresim hareketinin dogal frekanslarina
deginilmistir.
Cok serbestlik dereceli bir sisteme ait genel hareket denklemi:

[M]. [4] + [C]. [a] + [K].[u] = F(t) (5.1)

Burada [M] kiitle matrisini, [C] soniim katsayist matrisini, [K] rijitlik matrisini, [ii]
diigiim noktalarindaki ivme matrisini [u] diigiim noktalarindaki hiz matrisini, [u]
diigiim noktalarindaki yer degistirme matrisini ve F(t) yapiya etkiyen dig yiikleri

simgelemektedir.

Burada bahsi gecen sistemde soniim olmadigindan C=0 ve sistem serbest titresim

yaptigindan F(t) =0’dur.
Bu dinamik analizde [u] yer degistirme vektorii hesaplanacaktir.

Denklem (5.1)’de soniim ve dis yiikler ihmal edildiginde denklem:
[M]. [t] + [K].[u] =0 (5.2)
seklini alir. Bu denklemin ¢6zlimiinde yer degistirme vektorii:
u=@.el®t (5.3)
(5.3) ifadesi zamana gore iki kez tiiretildiginde
il = iPw?@elt (5.4

elde edilir.
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(5.3) ve (5.4) denklemleri (5.2) denkleminde yerine yazilirsa

[[K] — w?*[M]].{@} =0 (5.5)

elde edilir. (5.5) denklemi bir 6zdeger problemi oldugundan denklem takiminin bir

¢Oziimiiniin olabilmesi i¢in
det|[K] — w*[M]| = 0 (5.6)

olmalidir. Burada sistemin serbestlik derecesi kadar titresim frekansi (o) elde edilir.

Elde edilen sistem matrisi

S NEH
Kz1  Kazzllu 0 .7
seklini alir. Bu ifadede ilk denklem:

[K11].F + [K12].u =0

(5.8)
[K21].F + [K22].u = 0

seklinde olup buradan F ¢ekilirse ve denklem (5.7)’deki ikinci denklemde yerine

konulursa F yok edilmis olup u cinsinden

{—[Kz1]- [Ki1] 7 [Kiz] + [Kz2]}-{u} = 0 (5.9)

Elde edilir. Burada

[K*] = [Kz2] — [Ka1]- [Kyq] 7" [Ky2] (5.10)

ifadesi indirgenmis sistem matrisidir.

Denklem (5.5) agilarak yazilirsa:

(e -l D4

f={io &1

seklini alir.

(5.11) ifadesinden serbest titresim frekanslar1 elde edilmektedir. Elde edilen w’lar

yerine konularak yer degistirmeler bulunmaktadir.
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6. SAYISAL ORNEKLER

Bu boliimde, gelistirilen karigik sonlu eleman yontemi kullanilarak sayisal drnekler
¢cOzililmiistiir. Farkl kesit ve sinir kosullarina sahip sistemlerin titresim frekanslari elde
edilmis ve sonuglarin karsilagtirilabilmesi amaciyla literatiirde yer alan ¢alismalardan

faydalanilmistir.

6.1 Bir Ucu Ankastre Diger Ucu Serbest Sabit Kesitli Cubuk

Sabit kesitli bir ucu ankastre diger ucu serbest cubuga ait titresim frekansinin

hesaplanabilmesi amamylag = 1, L=1m, A=1m? degerleri kullanilmis ve sistem 1, 2,

5,10, 25, 50 esit parcaya boliinmiisiir. Sonuclar Eisenberger [27] ile karsilagtirilmastir.

Cizelge 6.1: Bir ucu ankastre diger ucu serbest sabit kesitli ¢cubuk i¢in titresim
frekansi.

Eleman Sayisi Bu Calisma  Eisenberger

1 1.5 1.73205
2 1.567223 1.61142
5 1.570708 1.57726
10 1.570798 1.57241
25 1.570788 1.57105
50 1.570788 1.57086
Kesin Sonug 1.57080

6.2 Her ki Ucu Ankastre Bagh Sabit Kesitli Cubuk

Sabit kesitli her iki ucu ankastre ¢ubuga ait titresim frekansinin hesaplanabilmesi
amamylag = 1, L=1m, A=1m? degerleri kullanilmis ve sistem 1, 2, 5, 10, 25, 50 esit

parcaya boliinmiisiir. Sonuglar kesin ¢oziim ile karsilagtirilmistir.
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Cizelge 6.2 : Her iki ucu ankastre bagl sabit kesitli gubuk icin titresim frekansi

Eleman Sayisi Bu Calisma
1 3
2 3
5 3.138740
10 3.141417
25 3141596
50 3.141588
Kesin Sonug 3.141592

6.3 Bir Ucu Ankastre Bagh Diger Ucu Serbest Lineer Degisken Kesitli Cubuk

Lineer degisken kesitli ¢ubuk i¢in titresim frekansini hesaplayabilmek amaciyla E =

1, L=1m, A;=2m? ve A>=1m? olarak belirlenmistir. Eisenberger [28]de yer alan alan
icin A=2-z bagintis1 kullanilmistir. Sistem 1, 2, 5, 10, 25, 50 esit parcaya boliinmiisiir.
Sonuglar Eisenberger [28] ile karsilastiriimistir.

An

Zh -

Sekil 6.1 : Bir ucu ankastre bagl diger ucu serbest lineer degisken kesitli cubuk
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Cizelge 6.3 : Bir ucu ankastre bagli diger ucu serbest lineer degisen kesitli gubuga ait
titresim frekansi.

Eleman Sayisi Bu Caligma Eisenberger
1 1.5 1.73205
2 1.70854 1.79334
5 1.77092 1.79473
10 1.78422 1.79422
25 1.79053 1.79405
50 1.79244 1.79402
Kesin Sonug 1.79401

6.4 Bir Ucu Ankastre Diger Ucu Serbest Parabolik Degisken Kesitli Cubuk

Parabolik degisen kesitli cubuk i¢in titresim frekansini hesaplayabilmek amaciyla,
E = 1, L=1m, Alan i¢in Eisenberger [29] de 6rneginde yer alan A=3-4z+2z> bagintisi

kullanilmistir. Sistem 1, 2, 5, 10, 25, 50 esit par¢aya boliinmiistir. Sonuglar Eisenberger
[29] ile karsilagtirilmistir

L

===

Sekil 6.2 : Bir ucu ankastre diger ucu serbest parabolik degisken kesitli cubuk

Cizelge 6.4 : Bir ucu ankastre diger ucu serbest parabolik degisen kesitli cubuga ait
titresim frekansi.

Eleman Sayisi Bu Calisma Eisenberger
1 1.5 1.73205
2 1.90078 1.95371
5 1.98845 1.96945
10 1.98651 1.97058
25 1.978799 1.97085
50 1.97498 1.97088
Kesin Sonug 1.97090
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6.5 Bir Ucu Ankastre Diger Ucu Serbest Ani Degisken Kesitli Cubuk

Ani degisken kesitli ¢ubuga ait titresim frekansinin hesaplanabilmesi amaciyla
sistemdeki ¢ubuga ait E = 1, toplam boy L=3m, olarak verilmis ve ¢ubuk A1=2A ve
L=Im, A>=A ve L=1m A3=A ve L=Im olacak sekilde birbirine esit 3 pargaya
boliinmiistiir. Sonuglarin karsilastirilabilmesi i¢in Bishop [30]’da yer alan 6rnege ait

sonuclardan faydalanilmistir ve sisteme ait frekans hesabi i¢in;

Al.taanLz+A2.taanL1
p P Az wL3 o
= o1 w‘iz = A—.COt £ bagntisi verilmistir.
Ai—-Aj tan—g—tan—g*= 3 —=
R ’

2h

L LYY
!
Yt

[

N

Sekil 6.3 : Bir ucu ankastre diger ucu serbest ani degisken kesitli cubuk

Cizelge 6.5 : Bir ucu ankastre diger ucu serbest ani degisen kesitli cubuga ait titresim

frekansi.
Eleman Sayisi Bu Calisma Bishop
3 0.61497 0.61548

6.6 Bir Ucu Ankastre Diger Ucunda Yay Bulunan Sabit Kesitli Cubuk

Bu o6rnekte bir ucu ankastre bagli diger ucunda yay bulunan sabit kesitli cubugun

boyuna titresim frekans: hesaplanmistir. L=1 m, A= 1 m? alinmistir.

k

A rvévvvw%

|
|

P

T
-

Sekil 6.4 : Bir ucu ankastre diger ucunda yay bulunan sabit kesitli gubuk
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Kiiciik sekil degistirmeler i¢in hareket denklemi:

azU+EA62U—0
gz T G2 =

Serbest titresim icin yer degistirme:
U = u.sinwt

denklem (6.1)’de yerine konuldugunda

2 +EA¥U—0
W R u A=

elde edilir.

Denklem (6.3)’iin genel ¢6ziimii:

c oo.z_l_c . W.Z
u = COS— SIn ——
1 L 2 L

Sistem i¢in sinir kosullar1 yerine yerlestirildiginde denklem:

k +oo —0
g a-Sinw + . cosw =

haline gelir.

(6.1)

(6.2)

(6.3)

(6.4)

(6.5)

Bu verilerden yararlanarak yazilan program ile sistem farkli sayida pargaya boliinerek

ve farkl % degerleri kullanilarak frekanslar hesaplanmistir.

Cizelge 6.6 : Bir ucu ankastre diger ucunda yay bulunan sabit kesitli ¢ubuga ait

titresim frekansi

k

EA 0.0 0.1 0.3 0.5 1.0 10 0
10 /2 1.631988 1.741391 1.836584 2.028739 2.8626 =
Eleman

20 /2 1.632016 1.741387 1.836586 2.028745 2.8627 =
Eleman

40 /2 1.632016 1.741387 1.836586 2.028735 2.8627 =
Eleman

31



32



7. SONUCLAR

Bu tezde Gateaux tiirevi yontemi kullanilarak dogru eksenli gubuklarin boyuna serbest
titresimine karsi gelen fonksiyonel elde edilmistir. Daha sonra sonlu elemanlar
yontemi ile dogrusal sekil fonksiyonlar1 kullanilarak iki farkli eleman matrisi elde
edilmistir. Eleman matrislerinde Yer Degistirme (u) ve Normal Kuvvet (N) olmak
tizere iki adet bilinmeyen mevcuttur. Elde edilen veriler, tarafimizdan hazirlanan
Fortran programlama dili kullanilarak, farkli sinir kosullarina sahip ¢ubuklara ait
boyuna titresim frekanslari elde edilmistir. Bu frekanslar literatiirde baska yontemler
ile elde edilmis olan frekanslar ile karsilastirilip sonuglar degerlendirilmistir. Sonug
olarak bu tezde bulunan sonuglar, literatiirdeki sonuglar ile uyumlu ¢ikmustir.
Sonuglarin uyumlu ¢ikmasi bu ¢alismada gelistirilen yontemin ve yazilan programin

giivenilir oldugunu gostermektedir.

Karigik sonlu elemanlar yontemi ile sadece yer degistirmeleri degisken olarak kullanan
Klasik Sonlu Eleman yonteminde karsilasilan tiirev ve yuvarlama hatalari en aza
indirilmektedir. Ayrica Gateaux tiirevi yontemi elaman matrisinin ¢ok daha hizli ve

kolay elde edilmesini saglamaktadir.

Sonug olarak Gateaux tiirevi ve Sonlu eleman yonteminin birlikte kullanilmasi ile elde
edilen sonuglar hem diger yontemler ile uyumlu, hem de diger yontemlerden daha hizli

ve kolay elde edilmektedir.
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EKLER

EK A: Sekil Fonksiyonlar1 ve Kullanilan Integral ifadeler
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