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Bu Yiksek lisans Tezi'nde dogrusal olmayan modellerde parametre
tahmini ve bu parametrelere iligkin giiven araliklari ve giiven bélgelerinin
olugturulmas: incelendi. Ayrica parametre tahmin tekniklerinden ii¢ tanesi
kargilagtirmali olarak incelendi.

Oncelikle dogrusal modellerde parametre tahminini bulmak igin
kullamlan Dogrusal En Kiigiik Kareler Metodu verildi. Daha sonra dogrusal
olmayan modellerde Dogrusallagtirma Metodu ile Gauss Metodu, parametre
tahminini ve bu parametrelere iligkin giiven araliklarinin, giiven bélgelerinin
olugturulmas: amaciyla kullanildi. Likelihood Metodu ise yalmzca giiven
araliklan ve giiven bélgelerini belirlemek igin kullanilda.

Yapilan galigma sonunda en ¢ok ve en kolay kullamilan metodun
Dogrusallagtirma Metodu oldugu goriildii. Yine uygulamada ¢ok kullanilan bir
diger tahmin metodu Gauss Metodu'nun oldukga kullamighi oldugu gériildii.
Ozellikle Gauss Metodu'nun yapisinda yer alan N matrisinin daima pozitif
tammli olmasimin faydasindan bahsedildi. Parametreler igin olugturulan giiven
araliklarinin ve giiven bélgelerinin her iki metod igin de aym 6zellikleri tagidig
anlagildi. Incelenen son metod olan Likelihood Metodu'yla olugturulan giiven
araliklan ve giiven bolgeleri en zor olugturulan; fakat, en giivenilir araliklar ve
bolgeler oldugu anlasﬂdl. Incelenen metotlarla bulunan parametre degerlerinin,
given araliklannmn ve giiven bélgelerinin  kiigiik farkliliklara ragmen
birbirlerine denk oldugu gériildii.
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ABSRACT

In this master thesis, parameter estimation of confidence intervals and
confidence regions related to these parametres have been analized. In addition,
three of the parameter estimation techniques have been analized comparatively.

First of all, the Linear Least Square Method,which is used for obtaining
parameter estimation in linear models, has been given. Then, Linearization
Method and Gauss Method in nonlinear models have been used with the aim of
formation of parameter estimation and, confidence intervals and confidence
regions connected with this parameter estimation. Likelihood Method has been
used for determining only confidence intervals and confidence regions.

At the and of the study, it has been observed that the Linearization
Method is the one that has been used most widely and easily. It has also been
observed that the Gauss Method, another estimation method, which has been
used frequently in applications, is quite pratical. Especially, it has been
emphasized that the presence of the positive definition of an N matrix in the
structure of Gauss Method is useful. It has been realized that the confidence
intervals and confidence region, formed for parameters, have the same
characteristics in both methods. And it has been seen that the confidence
intervals and confidence regions formed with Likelihood Method, which is the
last method analized, are the most difficult to be formed but the most confident
intervals and regions. It has been seen that the parameter values confidence
intervals and confidence regions obtained with the methods analized match

each other, but there are a few differences.



TESEKKUR

Insanlar bulunduklan cografya nedeniyle pekgok imkan ve bir o kadar da
zorluklarla yagamak durumundadir. Bizim bulundugumuz cografya da ise en
zor yapilan igin bilimsel aragtirmada bulunmak oldugu diigiincesindeyim. Zira
bu c¢aliyjma esnasinda elde edemedigim ya da yetersiz kaynaklar, veri
bulmaktaki zorluklar gibi giigliikler kargima ¢ikti. Fakat tiim giigliiklere ragmen
her zaman ¢aligma zevkimi taze tutan ve her an giivenini belirterek dzgiivenimi
artiran saym hocam Yrd.Dog.Dr.Celal AYDIN'a olan minnertarligimi belirtmek
isterim. Saym hocamin her an ayirdig1 vakti, engin diigiincesi ve sonsuz ufkuyla
verdigi bilgileri unutmam miimkiin degil.

Bu c¢aligma swrasinda en biyiik 6zveriyi, en biiyilk hoggorilyii, simir
tanimadan tiim imkanlarim benim igin seferber eden Ailemden gérdiim. Sevgili
Aileme tesekkiir ve minnet duygularim belirtmek igin satirlar yetersiz kaliyor.
Ama sunu sOylemek isterim ki, hi¢chir zaman sizin emeginizi bosa

¢ikarmayacagima ve daima size layik bir insan olacagima sdz veriyorum.

Beni tamiyanlar arkadaglanmla olan iletigimimi ¢ok iyi bilirler.
Desteklerini benden esirgemeyen sevgili arkadaglarima tegekkiirlerimi ayrica

sunuyorum.

Son olarak da bugiine kadar hayatimda ¢ok 6nemli yeri alan "Giizel
Kiz"a tesekkiirlerimi sunuyor; gosterecegi anlayis ve hosgoriiniin, gosterdigi

anlayis ve hoggoriiyii aratmamasini temenni ediyorum.
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BOLUM 1
GIRIS
Istatistiksel ~analizin konularindan birisi de "Regresyon" dur.

Regresyonda amag, bagimli degisken ile bagimsiz degigsken arasindaki iliskinin
ortaya ¢ikartilmasidir. Bu nedenle 6ncelikle model en genel haliyle asagidaki

gibi tanimlanir:

Y=1(£.6) + ¢ (1.1)

Bu model denkleminde;

Y : Bagimh degisken vektorii

& : k- boyutlu ve bagimsiz degiskenlerden olusan matris
(€, ©) :Yamt fonksiyonu
0 : p- boyutlu bilinmeyen parametre vektorii

€ : Deney ya da gézlemlemeden kaynaklanan hata vektorii

olarak yazilabilir. Eger model denklemi dogrusal bir yap: gosteriyorsa,

Y =0,X; +0,X;+..+0,X, +€

olacaktir. Ayrica yapilan ¢aligmada incelenen gozlemlerin sayist n oldugunda,
her bir gozlem igin model esitligi agik olarak yazilabilir. Oyleyse,



Yl = X”Gl +X1292 +...+X1p9p +81
YZ = X2191 +X2292 +...+X2p9p + 82

YIl = anel + anez +... +an9p + Sn

yazilabilir. Her bir model esitligini daha genel halde,

Y, = Xyb + X0, +... +X,, 0, + €, (u=12,...,n)

olacaktir. Burada €, hata terimleri, ortalamasi 0 ve varyansi o olan normal
dagihmna sahiptir. Oyleyse €~ N(0,0°I) olmak tizere hata terimlerinin
birbirinden bagimsiz oldugu diigiiniilecektir.

Regresyonda amacmn bagunli degisken ile bagmsiz degiskenlerin

arasmdaki iligkilerin ortaya gikartilmasi oldugu belirtildi. Bu konudaki ilk adim
bilinmeyen QT =[91,92...9p] parametre vektoriiniin tahmin edilmesi olacaktir.

Burada bulunacak parametre vektorii, Hata Kareler Toplamm minimum

yapacaktir. Oyleyse,

2
Hata Kareler Toplami = i‘[Yu - %eixiu]
u= i=1

oldugundan, bu ifadeyi minimum seviyede tutacak 0 parametre vektori

Dogrusal En Kiigiik Kareler Yontemiyle,
0 =(X"X)"X'Y

olarak elde edilir. Bu konudaki yani, Dogrusal En Kiigikk Kareler Metodu
hakkindaki tiim ayrintilar Béliim 2'de verildi. Ayrica model dogrusal oldugunda



tahmin uzay1 diizlemdir. Geometrik anlamda _Q* vektoriiniin, bagimli degisken
vektoriiniin tahmin uzayma dik izdiigiimii alinarak bulundugu aym boliimde
agiklandi. Yine 2. Bolimde Dogrusal En Kiigiikk Kareler tahmininin giiven
aralig1 ve giiven bolgesinin olugturulmas: verildi.

Eger (1.1) esitligindeki f(¢,0) dogrusal degilse bu durumda modele,
"Dogrusal Olmayan Model"dir denilir. Model dogrusal olmadiginda, tahmin
uzaymn yapisindan dolayr parametre tahmini kolayca yapilamaz. Ciinkii
tahmin uzay1 egrilerden, gukurlardan, tepeciklerden, ilmiklerden olugan bir
yiizeydir. Dogrusal En Kiigiik Kareler Metodunda tahmin uzay: bir diizlemdi.
Oysa aym varsayim dogrusal olmayan modellerin olusturdugu yiizey igin
gegerli olmamaktadir. Bu nedenle modelin dogrusal olmadigi durumlarda,
Dogrusal En Kiiciik Kareler Metodu'ndaki gibi bir formiilize ¢6ziim noktasi
elde edilemez. Dolayisiyla model dogrusal olmadiginda, parametre tahmini igin
"Iteratif Teknikler" kullanilmaktadir. Dogrusal olmayan modellerin yapisim ve
¢Oziimlerin iteratif tekniklerle yapilabileceginin ayrntih anlatimi, konunun
geometrik yorumuyla birlikte 3. Boliimde verildi.

4. Bolimde ise dogrusal olmayan modellerde parametre tahmini yapmak
i¢in kullamlan Dogrusallagtirma, Gauss ve Likelihood Metotlar: ayrmtili olarak
anlatildr. S6zkonusu metodlardan Likelihood Metodu yalmzca parametreye
iligkin giiven araliginin ve giiven bélgesinin olugturulmas: i¢in kullanilir. Diger
iki metot ise parametre igin nokta tahminin yapilmas: ve tahmine iligkin giiven
araliklan ile giiven bolgelerinin olugturulmasi amactyla kullanilir.

Bu béliimde Dogrusallagtirma Metodu i¢in parametre tahmini, varyans-
kovaryans matrisinin bulunmasi ve giiven araliklan ile giiven bdlgelerinin
olusturulmas1 verilirken; Likelihood Metodu, yontemin ozelliginden dolay:
gitven araliklan ve giiven bélgesinin olusturulmasi anlatildi. Uygulamalarda en



sik kullanilan yontemlerden biri olan Gauss Metodu'nda parametre tahmini,
tahmine iliskin giiven aralifi ve giiven bolgesinin olusturulmasi ile varyans-
kovaryans matrisinin bulunmas: ayrintili olarak anlatildi. Ayrica log-likelihood
fonksiyonundan  hareketle = varyans-kovaryans  matrisinin  miimkiin
durumlarindan igii irdelenerek, bu durumlara ilisgkin giiven bdlgeleri
olusturuldu.

Caligmanin 5. ve son boliimiinde ise uygulama problemi ve elde edilen
¢oziimler tiim ayrintilartyla birlikte verildi. Ayrica sonuglar itibartyla metotlarin
yorumlanmasi ve birbirleriyle kargilagtiriimas1 yapildi. Bu amagla parametre
¢iftleri igin olusturulan giiven bolgeleri her metot igin gizilerek EKLER
kisminda verildi.



BOLUM 2
DOGRUSAL MODELLERDE EN KUCUK KARELER TAHMINI

Bu galigmada incelenecek metodlar giiven bolgesi ve giiven araliklarinin
olusturulmas1 ile irtibatlandirilacaktir. Dogrusal olmayan modellerin
parametrelerinin tahmin edilmesi i¢in incelenecek olan, Dogrusallagtirma
(Linearization), Likelihood ve Gauss iteratif yontemi agiklanacaktir. Diger
yandan, dogrusal olmayan modellerde En Kiigitk Kareler yonteminin daha iyi
anlagilabilmesi igin 6ncelikle Dogrusal En Kiigiikk Kareler yontemi verilecektir.
Bu boliimdeki y6ntemlerin daha ayrintili incelenmesi igin Draper and Smith
(1966), Gallant (1975), Duncan (1978), Bard (1974), Watts and Bates (1988)
kaynaklarina bakilabilir.

2.1. Dogrusal En Kiigiik Kareler
Dogrusal modelin genel yapist agagidaki gibi tanimlanir.
Y=1(.0)+¢e @2.1)

Burada f(¢, 6); p parametreli ve dogrusal bir fonksiyon oldugunda,
yukaridaki model;

Y =0,X;+0,X,+..+0, X, +€ 2.2)

olur. Burada X, &nin bir fonksiyonudur. €, hatalanm igeren Y,
gozlemlendiginde, u=1,2,3,..,n igin X, Xp,...X,, degerlerini X; olarak
tanimladiktan sonra model denklemi vektorel formda yazilabilir:



Y=X0+g (2.3)

Bu modelde;
Y: n g6zlemden olugan bagimli degigken vektori,
X: nxp boyutlu bagimsiz degiskenler matrisi,
0 : p boyutlu parametre vektorii,
€ : n boyutlu hata vektorit

olarak agiklanir (1,3,4,5).

Bu degigkenleri ayrintili olarak inceleyelim:

Xll le nos Xpl

o
]

En Kiigiik Kareler Metodunda amag, Hata Kareler Toplammm en kiigitk
yapacak parametre tahmini elde etmektir. Hata Kareler Toplamy,



2
50) = 3. [Yu - ieixm] @.4)
u= i=1

seklindedir. Bu ise uygun vektorel yazilim ile,

$(8) = (Y-X8)".(Y-X8) (2.5)

seklinde yazilabilir (4, 5, 6, 7). Yalmzca 6'min fonksiyonu olan Hata Kareler

toplaminin minimumunu bulmak igin;

L 35(8) _

0
1) 2

5°S(9)

i) == >0

kosullar1 saglanmahidir. Gerek ve yeter sartlari, (2.5) esitlifi asagidaki formda

yazdiktan sonra uygulansin:

S@)=Y'Y-20'X"Y+0'X'X0 (2.6)
a—z(g—i) =2X'Y+2X'X0=0

olacagindan,
X"™xe=x"y 2.7

esitligi elde edilir.



X matrisi tam rankli ve X'X nonsingular varsayumlan altinda (2.7)
esitligi ¢oziildigiinde,

0 =xX"X)"'X'Y 2.8)
elde edilir (3, 4, 5, 6, 11).

Bulunan Q* vektoriiniin  hata kareler toplamimi minimum yapip

yapmayacag (ii) kosulu ile kontrol edilir:

’s(9)
20

=2X'X>0

i)

Her durumda X'X> 0 olacagindan (2.8) esitliginde verilen Q* vektérii hata

kareler toplamini minimum yapacaktir.

2.1.1. Dogrusal En Kiigiik Kareler Tahmin Edicisinin Istatistiksel
Ozellikleri

Elde edilen Q* degeri yardimiyla varyans analizi uygulayarak, sonuglar
irdelenebilir. Oyleyse

Toplam Kare Toplami =~ =Y'Y (2.9)
Regresyon Kare Toplam: = QTXTX (2.10)
Hata Kare Toplam = X_T Y- QTXT Y (2.11)

seklinde yazilabilir. Buradan (2.3) esitliginden "Hata Kare Toplami" nin S(B*)
degerine esit oldugu bilinmektedir. Ayrica S(8 *) , $(8)'nin en kiigik degeridir.



S(0*) degerini (2.6) esitliginde @ yerine, (2.8) esitligindeki 6* degerini
koyarak,

S(8)=Y Y-20"X"Y+87X X0’
S@)=Y'Y-8"X'Y-8T(X'Y~-X"X8")
$@)=Y'Y-0"X'Y-0"(X'Y~-X"X(X"X)"X"Y)

XTy-oTx'y-x"y)
X'y
elde edilir (4, 5). Boylece (2.11) esitligindeki S(8*) degeri elde edilir. Daha

sonraki béliimde giiven bélgesinin yarigapimin bulunmasinda degerlendirilecek

S(8)-8(8%) farks,

S(0)-S(8")=08"X"x0-20"X"Y+0 "X X0’ @12)
=(8-8")'X"X(6-8")

olarak olugturulabilir (3, 4).

€, hata terimleri birbirinden bagimsiz ve herbiri 0 ortalamayla ve o2
varyans: ile normal dagildigi durumda kisaca €~ N(6, o’1) iken asagidaki
ozellikler

) e*~NEXX)o%)

i) S@)~o’xh,

* 2.2

i)  S(8)-S(8 ) ~o"%p

iv)  S(8)-S(®) ve S(@) birbirinden bagimsiz oldugunda;
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so-sef, o
s@yn-p

seklinde siralanabilirler (4, 5).
2.1.2. Dogrusal En Kii¢iik Karelerin Geometrisi:

Bundan onceki séylenenler bir 6mmek uzaymmda geometrik olarak

gosterilebilir. Islemler n boyutlu 6rnek uzaymda yapilmaktadir.

incelenen vektorii (Y;, Yy,..., Y,) koordinatlan ile O orijininden Y noktasina
._)
bir OY vektorii olarak tanimlanir. X matrisi herbiri n elemanli, p tane

- -> -
vektorden olugur. Yani herbiri n elemanli 0X;,0X,,...,0X; vektorlerinden

olugmaktadir. Bu vektérler orijin noktasindan X; noktasmna uzanmaktadir.
o' = (64,8,,...,8,) vektoriiyle olusturulan X0, lineer formu, X'in tiim dogrusal

kombinasyonlarini olugturur.

- -
X0 lineer formunun bir noktast T olarak belirlensin. Bu durumda OY

vektoriiniin tizerindeki Y noktasimin, T noktasina olan uzakligi YT2 vektorel

bigimde su gekilde belirlenir:
YT? = (Y- X6)" (Y - X8) (2.13)

Son olarak elde edilen (2.13) esitligine dikkat edilirse YT? =5(0)
oldugu goriiliir. S(0)'mn minimum degeri 8* ile bulunacak ve 2 = XQ* olarak
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tammlanacaktir, Tahmin uzaymn bir P noktasi almsin ki, bu P noktast Y
noktasina yakimn olsun. O halde geometrik olarak X matrisinin tiim siitunlarina
ortogonal olan ve vektdriiniin bir ucu P noktasinda bulunan S?P vektorii
tanimlanir. Tahmin uzayma Y'den gizilen bir dik ile elde edilen S?P vekotiirii P
noktasimn, Y noktasina en yakin uzakhigmi gostermektedir. Ayrica burada

incelenen P noktasi, gergekte 6* degerinden bagka birgey degildir.

S(p)=sabit

Sekil 1. n=3 ve p=2 I¢in Omek Uzay1 (4).

n boyutlu 6rnek uzayindan bagka p boyutlu parametre uzayr ve n-p
boyutlu hata uzaylan tamimlanabilir. Bu ii¢ uzay su sekilde belirtilir.

+(Y-Y)
+€

Y

<> <

(2.14)

i



12

Goriildiigi gibi Y vektorii iki ortogonal bilesene ayrilmaktadir. Burada
¥, tahmin uzayinda, e =Y — ¥ artiklar vektorii hata uzayinda yatar. Daha dnce
belirtildigi gibi p boyutlu tahmin uzay1 tamimlandiktan sonra, n boyutlu 6rnek
uzaymdan arta kalan (n-p) boyutlu uzay hata uzayidir. Tahmin (parametre)
uzay1 ile hata uzayinin ortogonal olduklar kolayca soylenebilir. Kisaca,

¥ e=(x8")(Y-X8")

sonucu parametre uzayl ile hata uzaymn birbirine dik (ortogonal) olmasim
gerektirir.

Daha 6nce tammlanan tahmin uzaymn genel bir noktas: T ile tahmin
uzaymn Y vektSriine en yakin noktas: olan P noktas: dikkate alinarak agagidaki

esitlik yazilir:
YT? = YP? + PT? (2.15)
Son olarak elde edilen (2.15) esitligi yeniden diizenlenirse;

S(8) =S(8") +PT”

olur. Oyleyse;
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PT? =S(9)~S(@8") (2.16)

elde edilir (2.16) esitligi p boyutlu parametre uzayinda merkezi P noktas1 (yani
Q*) olmak iizere, giiven bolgesinin kenar ¢izgilerini (sinirlarini) olugturur (4).
Dogrusal En Kiigiik Kareler Yontemi igin giiven bolgesinin parametre
uzayindaki goriintiisiiniin kiire olacag: agiktir. Bu durumda kiirenin ya da bir
bagka deyisle giiven bolgesinin yarigapi [S(_B_)—S(Q*)]U2 olarak eide edilir

(3, 4, 5).

2.1.3. Dogrusal En Kii¢iik Kareler Tahmin Edicisi Icin Giiven

Bolgesi ve Giiven Araligi

Daha 6nce 2.1.2. Konusunda verilen sonuglardan (iv) agagidaki gibiydi.

[s@-s@"]/,
, L = 2.17
S(Q*)/n“‘p F(p,n—p,l—ot.) ( )

Ayrica (2.17) esitliginde gerekli iglemler yapildiinda;

S@)=s<9.">[1+;‘f;F<p,n-p,l-a>] @.18)

elde edilir.

(2.18) esitligine dikkat edilirse S(8), en kiigiik degeri olan S(8*)'dan
biraz daha biyiiktir. Ayrica buradan (2.16) esitlii ile belirtilen giiven
bolgesinin yarigapi;

. . iR . p 12
[s@-s@"] =[S<9_ ).;__—p-F@,n_p,l.a)] (2.19)
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olarak tanimlanabilir.

(2.17) esitligi incelendiginde;

5(8)~S(8) 5" p.Fipn piay (2.20)
sonucu bulunur (2.20) esitliginde,

(.21

=
i
o

olarak belirlenir. (2.20) esitliginde elde edilen sonuglar (2.12) esitliginde yerine
konuldugunda;

(0-0")X"X(©-08") <5".p.Fpapia (2.22)

elde edilir (3, 4, 5, 6, 7). (2.22) ifadesi diizenlendiginde tek tek parametrelerin
giiven aralif1 agsagidaki gibi tammlanabilir.

o-07 <[]ty pran (2.23)

(2.23) ifadesinden, herhangi bir O; deferi i¢in giiven smurlarm
olugturuldugunda;

0, -6/ < s.[(xTX);j‘ ]”2 tp o2 (2.24)

olarak bulunur. Burada (X"X)j', (X'X) matrisinin jinci kégegen elemamdir

(3,4, 6).
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BOLUM 3
DOGRUSAL OLMAYAN MODELLER VE EN KUCUK KARELER

3.1. Dogrusal Olmayan Modellerin Yapisi:

Eger model Y = XTQ genel formunda yazilabiliyorsa, model dogrusal,
aksi halde; yani model Y = XT_G_ genel formunda yazilamiyorsa model dogrusal

olmayan yapidadir (3).

Dogrusal olmayan modellere iligkin bir bagka tamm ise §oyledir: "Eger
modelin parametreye gore alinan birinci tiirevleri sonunda, birinci tiirevler 6
parametre degerlerine bagimli degilse model dogrusaldir. Aksi takdirde model,
dogrusal olmayandir” (9, 10).

Model dogrusal oldugunda konunun geometrisi 2. Boliimde verilmigti.
Modele ait karteziyen gizimleri daima dogrulardan olugmaktadir. Fakat model
dogrusal olmadiginda karteziyen gizimi egrilerden olugur. Ayrica burada
"Modelin asli egrilifi" ve "Parametre egrilik etkisi" ile kargilagilmaktadir.
Modelin asli egrilik 6lgiisiiniin ¢ok kiigiikk oldugu durumlarda, 8'mn en iyi
tahmin degeri §*m yakin komgulugunda teget diizlemin tahmin yiizeyini iyi
temsil ettifi varsayilabilir. Bu durumlarda, dogrusallik varsayimlarnt gegerli
olabilmektedir. Parametre etkisi egrilik olgiisii ise "yeniden parametreleme"”
yapmak sureti ile yahitilabilmektedir (8). Dogrusal olmayan modeller igin

konunun geometrisi ayrintili olarak 3.1.3. konusunda incelenmistir.
Incelenen modelin agagidaki gibi oldugu farzedilsin.

X=f(§l)3§k:el’62::e )+§. (31)
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Burada,

]
i

olmak Uzere (3.1) esitliginde yazilan model denklemi agagidaki gibi olur:
Y=1(.0)+e (3.2)

u=1, 2, 3,..., n olmak iizere u. deneme sonunda elde edilen sonuglar

yazildiginda,

Y, = £(E g EpniBrsennnBp) +€, 2 Y, = £(5,0) +E, (3.3)

elde edilir ve,

Y, :u. denemede bagimh degiskenin degeri,
&u :u. denemede k. bagimsiz degiskenin degeri,
€, :u denemedeki hatadir.

Daha 6nce (2.1.2) konusunda belirtildigi gibi €, ~ N(0,6%) ve
birbirinden bagimsiz oldugundan kisaca € ~ N(0, o21) olarak ifade edilebilir.
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3.2. Dogrusal Olmayan En Kiiciik Kareler

En Kiigiik Kareler metodunda amag¢ "Hata Kare Toplami1" m1 minimum
yapacak parametre tahminlerini elde etmektir. Bu nedenle once Hata Kareler
Toplam belirtilsin:

2

n
3©) = 2[Y, ~f(E,.0)] (34
u=
Bu esitlikte dikkat edilirse verilen data setinde Y, ve § degerleri

bellidir ve sabittir. Bu nedenle S(8), 8'min bir fonksiyonudur. 6'nin En Kiigiik
Kareler tahmini olan 6%, S(0)'y1 minimum yapacak degerdir. Ayrica Dogrusal
En Kiigitk Kareler i¢in gosterilebilecegi gibi, Dogrusal Olmayan En Kigik
Karelerin tahmini 0%, aym zamanda Maximum Likelihood tahminidir (3). Bu
su sekilde agiklanabilir:

L(0, o2), Likelihood fonksiyonu olmak iizere ve € ~ N(0, 0’21) varsayumi

altinda;
L@, 6°)= (ZRG)—E-GXP{"Z—IE(X ~f(£,0)" (Y- f (é,Q))} (3.5)
c

yazilabilir. Ayrica (3.4) esitligindeki S(8),
S(®) = (Y -£(2.0)" (Y- £(£,9)) (3.6)

degerine denktir. (3.6) egitligindeki S(8) degeri (3.5) esitlifinde yerine
koyuldugunda,
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L(0, 6%) = (2no) 2 exp{ 2( )} (3.7
c

o2nin bilindigi varsayimi altinda L(6, o2) fonksiyonunu maximum
yapacak 0% aragtmilir. Logaritma igleminin fonksiyonun 6zelliklerinde
farklilagma yapmamasindan yararlanarak ve L(0, o?)nin maximum ile
fnL(9, 6%)'nin maximumu aym oldugundan, (3.7) esitliginin logaritmas:
alinabilir.

/nlL(6, o )—-—Zn(2 )-@ (3.8)

(3.8) esitligindeki fonksiyonunun maximum degerinin bulunabilmesi

igin,

omL(®e,0%) _,
20 =

2
afnL(%,c ) <0
)

sartlar1 saglanmalidir. Buna gore:

2 2
) olnL(8,6") _ 0— 95(8)/ 2o

0 29
- o8(8) _
08
i) ﬂi——ﬂ(;e(?-g—)- oldugu agik¢a goriilmektedir. Ayrica bilinir

ki, S(8)'y1 minimum yapan parametre ile -S(8)'y1 maksimum yapan parametre
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aymdir. Dikkat edlilirse (i)de elde edilen ifade En kiiciik Kareler tahmin
edicisini vermektedir. Oyleyse hata terimleri normal dagilima sahip oldugunda,
Maximum Likelihood tahmin edicisiyle, En Kiigiik Kareler tahmin edicisi

birbirine esittir.
(3.4) esitligi gozoniinde tutulsun. Bu durumda 0 * elde edilebilinir,

85(0) E.0
50 —EI(Y ~iE, e))gl[ 20, L =0

Burada,

f(£.0)=X"0
olarak model dogrusal olsaydi;
(.9 _ 1
= X
o0

elde edilecek ve 6™mn degeri bulunabilecekti. Bir bagka deyisle hesaplanmasi

kolay olacakti. Fakat, model dogrusal olmadigindan, 6* kolayca bulunamiyor.
. of (Z:. 6)
Zira =

ifadesi 6'nin degerlerinide igeriyor. Yani —-—(a—%—‘—) ifadesi 0' ya

bagh kaliyor. Bu yiizden dogrusal olmayan model ig¢in parametre tahmini
sadece "iteratif" ozelliklerle elde edilebilinir (4,6,9,10,11). Yani iteratif
Teknikler ya da Iteratif Yaklagimlar yardimiyla En Kiigiikk Kareler Tahmini
bulunabilir.
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3.2.1. Dogrusal Olmayan En Kii¢iik Karelerin Geometrisi

Dogrusal olmayan modellerin geometrisi incelendiginde S(8), tahmin
uzaymnda yer alan nokta ile, (Y;, Y,,..., Y,) noktasi arasindaki uzakliklarin
karesini temsil ediyor. S(6)'nin minimumu, Y'ye en yakin tahmin uzaymnin
noktasi P'ye olan en kiigiik uzakliktir.

Model dogrusal olmadigindan tahmin uzay: ¢ok karmagik olabilir.
Tahmin uzay1 egrilerden ya da karmagik ¢izgilerden olustufundan parametre
tahmini yaparken kullanilan Taylor Serisi agitliminda kullanilan © noktasi
¢evresinin "dogrusal ya da diizlemsel” oldugu kabul edilir. Ancak bu sekilde
karmagik yiizeyin "dogrusal yada diizlemsel" olarak diisiiniilen boliimiine
"Dogrusal En Kiigiik Kareler" uygulanabilir. Tiim bunlar yapilirken dogrusal
olmayan Kkartezyen sistemi ve dogrusal olmayistan dolayr noktalar arasi
uzakhklar "esit biiyiiklitkkte" degildirler. Bu durumun yaratabilecegi sikintilara
dikkat edilmelidir. Bu durumda genellikle su yol izlenir: Tahmin uzaymna bir 8o
noktasnda teget ¢izilir. Daha sonra Y noktasindan teget diizleme gizilen dik
yardimiyla bir 0, noktast elde edilir. Teget diizlem, "dogrusal” oldufundan
tahmin yiizeyindeki uzakliklar egit uzunlukta olacaktir. Daha sonra O,
noktasinda teget diizlemi olusturulur ve Y noktasindan gizilen dik yardimiyla
bir 6, noktas: elde edilir. Bu iglemlere ardisik olarak devam edilir. Tiim bunlar
geometrik olarak gérebilme gansmna her zaman sahip olunamaz. Zira parametre
ve gozlem sayis1 arthfinda hem tahmin uzayr ve hem de &mek uzay:
geniglediginden durum oldukga karmagiklagir. Ayrica gizim ya gok zor olur ya

da ¢izim yapilamaz.

Modelin dogrusal olmast durumunda S(8) sabitinin konturlan parametre

uzaymnda elipsler olustururlar. Burada model dogrusal olmadigindan konturlar,
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diizgiin elipsler olusturmayip bazen muz bigimler, sik sikta birgok ilmikler
olustururlar (4).

3.3. Dogrusal Olmayan Modellerin Ozellikleri

Dogrusal olmayan modeller Fizik, Mithendislik ¢aligmalari, Biyoloji,
Kimya, Sosyal Bilimler, Eczaciikk ve daha birgok konuda karsgimiza
¢ikmaktadir. Dogrusal olmayan modellerin uygulanmasinda gegitli zorluklarla
kargilagilir.

Dogrusal olmayan modeller, olusturulmas: swasmdaki esnekligi
nedeniyle kolayliklar tasimaktadir. Zira dogrusal olmayan modeller, dogrusal
modellerden daha az parametre ile olugturulabilir. Fakat dogrusal olmayan
modeller igin deney diizenlemek, dogrusal modeller igin deney diizenlemekten

¢ok daha karmagiktir (6, 9).

Dogrusal olmayan modellerde karsilagilan en 6nemli zorluklardan biri
ise iteratif tekniklerin kullamlmasidir. Zira 6nce baglangic noktasimn segimi
oldukga zor bir segimdir. Daha sonra atilacak adumn bityiikliigii ve yonii gibi
sorunlara mevcut uygulanan yontemler ile cevap bulmaya gahgiimaktadir.
Ayrica hesaplamalar sonunda elde edilen parametre tahmini degerlerinin "tam
¢oziim" olmas: olduk¢a zordur. Ozellikle dogrusal olmayan model igin
parametre tahminleri yapilirken gézoniinde alinan varsayimlarin saglanmamasi

durumunda, tahminlerin sapmasiz olmasi beklenemez (8).
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BOLUM 4
DOGRUSAL OLMAYAN MODELLERDE PARAMETRE TAHMINIi

Dogrusal olmayan modellerin parametre tahmini i¢in Dogrusallastirma,
Likelihood ve Gauss Yontemleri incelenecektir. Her metodun anlatimi iginde
once parametre igin nokta tahmini teorisi verilecektir. Daha sonra her bir metod
i¢in ayr1 ayr1 "Giiven Bélgesi" ve "Giiven Aralif1" olusturulmas: ele almacaktir.
Bu konular hakkinda ayrmtili bilgi igin Goldfeld (1972), Bard (1974), Duncan
(1978), Nash ve Walker-Smith (1987) kaynaklan incelenebilir.

4.1. Dogrusallastirma (Linearization) Metodu

Dogrusallagtirma Metodu igin model denklemi (3.3) esitligindeki gibi
yazilabilir.

Y, =1(§,.0) +¢, (4.1)

Ayrica 8y, 85,...,.05 degerleri 0, 6,,...,6, parametrelerinin ik degerleri olarak
aluur. Belirtilen degerler iterasyonlarin baglangig degerleri olacagindan olduk¢a
onemlidir ve miimkiin oldugunca iyi segilmelidir. Zira "iyi segilen" baglangig
degerleri daha az sayida iterasyon ve minimum degere ulasmay: kolaylagtiracak

potansiyele sahip olacaktir (4, 6, 9).
Dogrusallastirma Metrodunda f(§ ) fonksiyonunun;

910
g, =| 920

B0
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noktas: etrafinda Taylor Serisi agilim kullanilir, Taylor Serisi agilimi "birinci

tirev" lerde kesilir. Séylenenler uygulandiginda,

af ag .
£(€,.8)=1(§ ,60)+ %[_@_u__)} {(8; =65) (4.2)
i=1 aei b=6,

yazilabilir. Burada;

f, =£(&_.8;)

B =0; -6y
of(€ ,0
ot - T2
%0y

olarak almip, (4.1) modeli yaklagik olarak;

p
Y, = f‘? + EB?B?u +€, yazilir. O halde;
i=1
p
Y, - fl(l) = Z}B?B?u +&y (4.3)
1=

olur. (4.3) esitligi yalmizca "birinci derece" tiirevleri igerdiginden 6, noktasi
etrafinda "dogrusal" oldugu kabul edilerek "Dogrusal En Kiigitkk Kareler"
yontemi uygulanabilir. Buna gore $'m EKK tahmini b, olarak alinirsa;

by = (BgB) ' By (Y- £") (4.4)

elde edilir. Burada:
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By
0
§0= B:2
0
By
b? |
. 0
Eoz_b_oz b32
0
bp_
0
Yl"‘flo
Yo=|BTh)=y -1
T f0
Yn_fnA
[0 0 0]
Bll B21 Bpl
0 0 0
B0= B.12 B.zz css sz =[Bﬁl]
: M nxp
LBln B2n Bpn_l

dir. (4.4.) esitliginde elde edilen b, vektoérii Hata Kareler Toplamim en
kiigitkleyecek degerdir. Yani b, vektorii;

2
n P
$(0) = zIYu —£(_.80) - ,>:1B?B§’u] (4.5)
u= 1=
degerini minimum yapan degerdir.
(4.2) esitliginden (4.3) esitligine gegerken i=1, 2, ..., p degerleri igin;

B) =0, ~0,, tammlanmist. Elde dilen b, vektorini diigiinerek bu

esitligi,
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b? =0;; -6
seklinde elde edilmistir. Oyleyse bilinen b) ve baslangic degeri olarak alman
0,, degerlerinden yeni 8 degeri elde edilebilir. Yani:

0, = by + Bio
bulunur.

Buraya kadar iterasyonun ilk adum anlatildi. Iterasyonun bundan sonraki
adimlarida aym diigiinceyle yiiriitiiliir. Ikinci adunda 0, iigiincii adimda
0i,-..., ve j. adimda O;;;_;, degerleri yakin komguluunda (ya da etrafinda)
Taylor Serisine agarak aym islemler tekrarlanir Soylenenler vektorel formda
genellestirerek tanimlanirsa;

FB{'
B, =| P

i
_BP

-
B =b;=| "2
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B%.I B%l Bgﬂ
_|B, B, .. B! i
By=|"12 2 2 -_-[Bgu]nxp
_B{n B .. Bim_
ve
:j
Qj_ 21
epj
olmak iizere;
0, =8, +b; (4.6)
yazilabilir Dolayisiyla;
T \-lnT '
0;,1 =0;+(B;B;) ' Bj (Y- ') 4.7)

olacag agiktir.

Dogrusallagtirma yontemiyle elde edilen iteratif noktalardan 8, deger,
0; degerinden daima daha iyi bir nokta olmalidir. Bu "daha 1yi" olma 8l¢iisii
ise (4.5) egitligiyle verilen S(8) degeriyle belirlenmektedir. Zira her zaman igin
S(0)'nin daha kigiik olmasi istenir. Oyleyse bulunan 9 degerleri igin
S(8;,1) <S(8;) olmalidir. Efer bu sart saglaniyorsa 8;,,,8;'den daha iyi bir
noktadir ve iterasyonlara devam edilir. Aksi takdirde yani, $(8;,;)>S(8;)
oluyorsa iterasyonlara son verilir ve 8; en iyi deger kabul edilir (2, 4, 5, 10).
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Uygulamalarda daha bagka durdurma kriterleride kullamilmaktadir. &
durdurma kriteri olarak tanimlanarak daha O©nceden "yeterince kiigiik"
belirlenebilir. Her iterasyon sonunda asagidaki esitlik kontrol edilerek karar

verilir. Eger;

By — 8y
0

<0

oluyorsa iterasyona son verilebilir. Aym diisiinceyle asagidaki esitsizlikte
durdurma kriteri olarak alinabilir. Buna gore;

NOMERICH]

- <d
S©) |

oldugundan iterasyonlara son verilebilir (8). Burada 6%, 6'nin tahmin edilen
degerdir. Aym sekilde S(6%), S(8)'nin tahmin degeridir ve (4.5) esitliginde ©
yerine 6 degerleri kullanilarak elde edilir.

4.1.1. Dogrusallagtirma Metodunda Giiven Bdlgesi ve Giiven

Arahgmn Olusturulmasi

Dogrusal olmayan model igin;

M)

7]
—~
[[«»)
_—

(4.8)

=]
|
=

ifadesi, hala c2nin yansiz tahmin edicisidir. Fakat dogrusal olmayan modeller
icin (X'X)'o? matrisi, artk varyans-kovaryans matrisi degildir. Bununla
beraber giiven bolgeleri hala agagidaki gibidir.
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S(8) = S(@*)[H;E—pF(p,n—p,l—a)] 4.9)

(4.9) esitligini dogrusallastirma altinda yazilabilir. Dogrusal durum igin, (4.9)
esitligi (1-o)lik giiven bolgesini gosteriyor. Fakat dogrusal olmayan durumda
giiven diizeyi (1-o) giiven diizeyindedir denilebilir (3,4).

Dogrusallagtirma Metodu igin tahmin yiizeyi diizlemsel ve tekdiize
olarak giiven arali1 ve giiven bélgelerini her tarafta dogrusal bolgelerle rtityor
farzedilmigtir. Kaldi ki ¢6ziim noktalari etrafinda Taylor Serisine agilmasi bunu
gosteriyor. Bundan sonra giiven aralif1 ve giiven bolgesi Dogrusal En Kiigik
Kareler Metodundaki gibi olugturulur. Buna gore (2.22) esitliginin bir adim
onceki hali yazilirsa;

©-8"V"'(8-8") <p.F(p,n-p,l-a) (4.10)

elde edilir. Burada V, varyans-kovaryans matrisini temsil etmektedir. Eger bu
esitlikte v yerine (XTX)“l . kullanilirsa (2.22) esitligine ulagilir. Yani,

(0-8")' X"X(8-0") <s*>.p.F(p,n—p,1-c)

bulunur. Fakat (XTX)'lsz’nin dogrusal olmayan modeller igin genellikle
varyans-kovaryans matrisi olmadifi belirtilmigti. Bu nedenle dncelikle,
dogrusal olmayan modellerde kullanilan varyans-kovaryans matrisi
bulunmahdir. Ayrica aym varyans-kovaryans matrisini 8;'nin giiven smn igin
olugturulan;

10;-05| < Vi toopioan | (4.11)
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esitsizlikte de kullamlacaktir (3). Burada:

\A/jj:{/'nin G, J). elemamdir (j =1, 2 ,..., p olmak iizere).
4.1.2. Varyans Kovaryans Matrisinin Tahmini

Literatiirde ii¢ farkh varyans-kovaryans matrisi sik sik kullamlir. Bunlar:

V=5[B@)BE)] (4.12)

V= sZ[H(Q*)]—l (4.13)

=<[H©)] [BEHTBE)[HE)] 4.19)
dir (3). Burada:

B(Q*): Q*' da f(&,0)'mn birinci tiirevlerinin olusturdugu matris.
H(0"):0™"da £(&,0)'nm ikinci tiirevlerinden olugan matris.
88"

Ayrica §° = —1;—5 oldugu (4.8) esitliginde belirtilmigtir.

Dogrullagtirma Metodunda (4.12) esitligi ile verilen varyans-kovaryans
matrisi kullanilir. Eger dikkat edilirse (4.2) esitlifiyle verilen Taylor
Ag¢illimi'nda vyalmizca birinci tiirevler kullamlmigtir. Dogrusallagtirma
Metodunda (4.12) esitligindeki varyans-kovaryans matrisinin kullaniimasindaki
dilgiince buradan kaynaklanmaktadir. Bu matris (4.10) esitlifinde yerine
konularak © parametresi igin giiven bolgesi ve (4.11) esitliginde yerine
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konularak 6 parametresi igin giiven aralifi olugturmaktadir. Ayrica giiven
bélgesinin (4.9) esitligi ile de olusturulabilinmesi miimkiindiir.

Bu arada (4.14) egitligindeki varyans-kovaryans matrisi duyarlilik
analizi (sensitivity analysis) yardimiyla elde edilir (3).

Dogrusallagtirma Metodu'nda giiven bolgeleri ve giiven araliklan kolay
ve ¢abuk kurulur. Bu yontemin avantajlan olarak kabul edilebilecek bu
unsurlarin  yaninda, oldukga fazla sayida iterasyona ragmen g¢ok yavag
yakmsamast ya da aniden ¢ok bilyiik bir sigrama yaparak ¢6ziim noktasindan

uzaklagmasi gibi dezavantajlara da sahiptir (3, 4).
4.2. Likelihood Metodu

Likelihood tahmin edicisi ile En Kiigiik Kareler tahmin edicisinin
birbirine denk oldugu 3.2. Konusunda belirtilmisti. Fakat dogrusal olmayan
modellerde Likelihood Metodu yalnizca parametreler igin giiven araliklari ve
giiven bolgeleri olugturmak amacryla kullanihr.

4.2.1 Likelihood Metodunda Giiven Bolgesi ve Giiven Aralifinin

Olusturulmas:

Dogrusal olmayan modeller igin yapilan tahminlerde ilgili noktamn
yakin komsulugunu, bir bagka deyisle etrafimn diizlemsel oldufu kabul
edilmistir (4,8). Bu nedenle § parametresi igin olusturulacak giiven bolgesinin
Dogrusal En Kiigitk Karelerdeki gibi olmasi beklenebilir. Buna gore:
Likelihood giiven bolgesi:

S(8)-S(8") =5".p-Epnpi) (4.15)
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olarak bulunur. Dikkat edilirse Dogrusal En Kiigiik Karelerdeki (2.20) esitligine
benzerdir. Ayrica (4.15) esitlifinden 6, parametreleri igin aralik siurlarini

olusturan noktalar,

S()~S8(8") =" Fyapiy (4.16)

olacaktir. Dikkatle incelendiginde (4.16) esitligi olusturulan giiven bolgesi,
Dogrusallagtirma Metodu ile elde edilen giiven bdlgesinin tahmin uzayindaki

goruntiisiidiir (3).

Likelihood giiven bélgeleri ve giiven araliklari, Dogrusallagtirma Metodu
giiven bolgeleri ve gitven araliklarindan daha fazla gekicidir. Ciinkii Likelihood
Metodu giiven bolgesi, (4.15) esitliginde S(0)-S(67) degeri yerine yazilip,
parametrelerden birinin sabit tutulmasi sonunda, diger parametrenin alabilecegi
degerler bulunarak ve kontur simrlart olarak isaretlenerek olusturulur. Bu
sekilde olusturulan giiven bélgesinin, Dogrusallagtirma Metodunda oldugu gibi
tam bir elips olamayip, bazen elipsten faklilagma olabilecegini ortaya
cikartacaktir. Zira elips bazen ige ilmik ya da gukur yapabilecegi gibi, tam tersi
bir harekette izleyebilir. Bulunan giiven bélgesi ise parametrelerin kargiikli
olarak alabilecekleri miimkiin degerler olacagindan, dogrusal olmayan

modellerdeki parametreler igin en gergekei giiven bolgesi olarak diisiiniilebilir.

Likelihood Metodu aym zamanda bazi zorluklara da sahiptir. Ozellikle
hesaplamada zorluklarla kargilagilmaktadir. Her nokta igin ayr1 ayn hesaplama
yapilmas1 ve bu noktalarla, kargihk gelen degerlerin koordinat diizleminde tek
tek isaretlenmesi oldukga zor ve zaman alict bir iglemdir. Ayrica Likelihood
Metodu yeterli sayida veri istemektedir. Dolayistyla veri toplamnm zorlugu

yasanabilir. Verilerin iginde kullamgh olmayan veriler de bulunabilir. Bu
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nedenle hatali giiven bolgesi ve giiven aralifinin hesaplanmasina engel
olabilmek i¢in kullanigh olmayan veriler ¢ikarilarak giiven bolgesi ve giiven
aralif yeniden kurulmalidir (3). Tiim bunlara ilave olarak parametre sayisinin
artmasi, kontur ¢izimini zorlagtiracaktir. Modelin asli egrili§i ve parametre
etkisi egrilik olgiisii de giiven bolgesinin dogru olusturulmasinda giiglitk
¢ikartabilir. Bu nedenle bu etkilerin giderme yoluna gidilmesi gereklidir.

4.3. Gauss Metodu

Gauss Metodu dogrusal olmayan modellerde parametre tahmini igin
kullanilan bir bagka yontemdir. Gauss yontemi herseyden once bir iteratif
tekniktir. Bu nedenle 6nce iteratif tekniklerin nasil bir yontem izledikleri

incelenmelidir.

®(Q) gibi bir fonksiyonu minimum (ya da maksimum) yapacak ©
noktasim ararken once 9, gibi bir baglangi¢ noktas: ile iterasyonlara baglanur.

Her iterasyon sonunda elde edilen noktann ®(8) fonksiyonunu bir dnceki

degerinden daha iyi bir degere tagimasi istenir. Yani:

Minimum problemi : D(6;) > D(6;,,) 4.17)
Maksimum problemi igin : D(09;) < P(6;,1) (4.18)

olmalidir. Boylece yapilacak iterasyonlar sonunda bir 9° noktasiun ©

parametre degerine yakinsamas: beklenir. Burada

®(0,) : 9, noktasinda ©(8) fonksiyonun degeri
0*  : ®(9) fonksiyonunu "en iyi" yapan parametre degeri.
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4.3.1. Newton Metodu

Gauss Metodunu iyi anlayabilmek igin 6ncelikle Newton Metodu

incelenmelidir.

Q(8); ©(8) fonksiyonun 8; noktasi etrafinda Taylor Serisine agilmig
haline denk olsun. Oyle ise:

Q(@)=@(9i>+q@i)T@—_@i)+—;-(9—9_i>TH(@i)<_e—@i) (4.19)

bulunur. Burada: q(8;), 6;de birinci tirevler vektérii (gradient vektorii) ve
H(8,), 8, ' de ikinci tiirevler matrisi (Hessein Matrisi) dir.

Yani:
_09(9)
q(8;) = 2 l@:gi (4.20)
RO
H(9,) =“56_,—§‘l|9=9i (4.21)

Taylor Serisi Ag¢ilimmnin teorisinden dolay1 Q(8)= ®(6) oldugu
bilinmektedir. Bu nedenle Q(0) iizerinde yapilacak tiim iglemlerin ©(0) iginde
kabul edilebilecegi agiktir. O halde bulunmak istenen noktayr yani, Q(8)
ifadesini minimum yapacak degeri bulunmalidir. Bunun igin (4.19) esitliginde
minimum aranmalidir. Bulunan noktanin minimum olabilmesi igin:

)20
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2
iy 20 %g@) >0

sartlannin her ikisinin saglanmas: gerekir. Buna gore:

O _ g, +11,0-0) «22)

Burada:

q. : 0; noktasinda q(0)'nin degerini goésteren vektor,

—1
H; : 0; noktasinda H(B) matrisinin degerlerini veren matristir.
(i) sartimin saglanabilmesi igin (4.22) esitligi 0'a esitlensin ve H; matrisinin
nonsingular oldugu varsayimi altinda esitlik ¢6ziildiigiinde;
g, +H;(8-8;) =0

(4.23)
-1
=0, =6;-H; .q,

elde edilir. 8;,,"in Q(8)'y1 minimum yapmas1 igin gereken (ii) sart1 aranmalidar.

Oyleyse:

&) _
o0’

olur. H matrisi pozitif tanimli oldugunda (ii) sarti her zaman saglanacaktir.
Oyleyse 9,,,'in Q(8)'y1 minimum yapacaktir. Fakat Q(8), ©(8) fonksiyonunu
iyi temsil etmiyorsa bir iterasyon sonunda minimuma ulagilamaz. Ozellikle
@(0) fonksiyonu karesel bir iterasyonda minimuma ulasacaktir. Bu minimumu

veren noktada 0;,; olacaktir. Ayrica H matrisi negatif tammli ya da tammsiz
iken metot uygulanamayacaktir (2).
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®(Q) fonksiyonu dogrusal olmadigmdan gekli, tepecikler ve
gukurlardan, 6zetle karmagik bir yapidan olusacaktir. Eger iterasyon uygun
adim biyiikliigii ile yuriitilmez ise minimumdan agir1 uzaklasabilecektir. Ciinkii
~H™ q adim minimum etrafinda iken bir anda yanlis bir noktaya gétiirebilir.
Bunu oOnleyebilmek amaciyla p, adim bilyiikligiiniin uygun biiyiklikte
olabilmesi igin kullamiltr ve 0<p<1 olarak tamumlanrr. p degerinin
belirlenebilmesi amactyla Extrapolasyon-Interpolasyon iglemleri tanimlanmigtir
2, 8).

Buraya kadar anlatilan Newton Yo6ntemi'nin, H matrisinin pozitif tanimh
olmadiginda islemeyecegi agiktir. Ayrica ikinci tiirevlerin olusturdugu H
matrisi hesaplanirken, amag fonksiyonu ¢ok karmagik oldugunda hesaplamalar
¢ok yavag ve zor olur. Bu nedenlerle H matrisinin yerini alan N matrisinin
daima pozitif tanimli oldugu ve hesaplamalan nispeten daha kolay olan Gauss
Metodu kullanilmahidir,

4.3.2. Gauss Tahmin Edicisinin Elde Edilmesi

f(¢, 0), dogrusal olmayan bir fonksiyondur. Bu fonksiyonun Dogrusal
Olmayan En Kiigitkk Kareler denkligi yazildiginda:

@) = 2y, ~ 1, 0 (4.24)

Burada; ®(0), Dogrusal Olmayan En Kiigiik Kareler; y,, bagiml degiskenin u.
degeri ve £(§ .0) ise u. bafimsiz degiskenlerin £(§ ,0) fonksiyonunda aldif1

degerleri gostermektedir. (4.24) egitligine dikkat edildifinde y,—f (§_u, 0)
degerinin e, degerine esitligi goriiliir. Zira e, ifadesi hata terimi degeridir.
Oyleyse (4.24) esitligi,
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() = ieﬁ (4.25)

u=1

halini alacaktir. (4.25) esitliginden gradyant vektorii ve Hessein Matrisi

agagidaki gibi elde edilir.
aD(®O) & n  Of(§ ,0)
= = =2 =-2 —t 4.26

qy P(0) fonksiyonunun o. parametreye gore birinci tiirevdir.

_P0® _ Lz, FIED o HE0)HE,0
P 00,00, um ¢ 90,80, = 6, 20,

] 4.27)
Hp:@(0) fonksiyonunun o. parametreye gore aliman tiirevden sonra
elde edilen q, gradyant vektoriiniin 8. parametreye gore tiirevinin alimmasryla

bulunan Hessien Matrisi degeridir. Burada o=1, 2, ..., p ve B=1, 2,..., p'dir.

Gauss Metodunda, (4.27) esitligiyle gosterilen Hessien Matrisinde yer

(.0
alan —Zieu.——(é——“_l
u=l 69(!89[3

ifadesi ihmal edilerek ortaya ¢ikan yeni matris N
olarak tanimlanir. Daha sonra ise H matrisinin yerine N matirisi kullanilarak
Newton Metodundaki gibi iglemler vyiiriitilebili. Burada N matrisi

tanmmlamrsa;

o (GF(E, ) (E_0)
Nﬂﬁ( 2, ]( 20, J (4-28)

bulunur (2). N matrisi yaklagik olarak H matrisine esittir. Zira ihmal edilen
ifade oldukea kiigiiktiir. Bu nedenle pek fazla sakinca yaratmayacaf gibi ¢ok
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onemli faydalar saglamaktadir. Cinkii N matrisi daima pozitif tammlidir.
Ayrica hesaplama gii¢liigii 6nemli 6lgiide azaltilmgtir,

Elde edilen N matrisinin (4.19) esitliginde yerine koyulmasiyla
Q(8) = ®(8,) +q; (8-8,)+(8-8,)"N;(8-6),) (4.29)

esitligi bulunur. Bulunan Q(8;), ©(8;) fonksiyonunun 6, komsulugunda ve N
matrisi etrafinda ikinci derece agilimidir. Bu nedenle ®(0) fonksiyonunun

minimumu ile Q(0)nm minimumu birbirine yakindir. Q(0)mn En Kiigiik

Kareler ¢dziimii, Newton Metodunda bulundugu gibi elde edilirse;

0:, =8, —Nj g, (4.30)

olur. Daha 6nce belirtilen adim biiyiikliigii hesaba alindiginda (4.30) esitligi

0 =8;—p.N; g, (4.31)

halini ar (2, 8),
4.3.3. Gauss Metodunun istatistiksel Ozellikleri

Bu boliimde, Gauss Metodunun Dogrusal Olmayan En Kiigiik Kareler
tahmin edicisini bulmak i¢in ni¢in kullamldifinin tizerinde durulacaktir. Bunun
icin iglemler moment fonksiyonunu igeren genel bir ¥ fonksiyonu ile
yiiriitillecektir. Islemlerde yer alan moment fonksiyonu Hata Kareler
Toplamidir. Yani:
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M(0) = Yeq.e, (4.32)

u=]

dur. Bu sekilde, moment fonksiyonu igeren En Kiigiik Kareler ve Maximum
Likelihood gibi tahmin ediciler bulunmugtu. bundan sonrasi igin iglmelerin
yiiriitiilecegi fonksiyon,

D(0) =F(M(9)) (4.33)

olarak tanimlansin. Genel ¢6ziim adimlarim uygulayabilmek igin gradyant

vektoriiniin ve Hessein matrisinin, dolayisiyla N matrisinin elde edilmesi

gereklidir.
e )
Burada:

(4.35) ifadesi simetrik oldugundan (4.34) esitligindeki gradyant

vektoriiniin yeniden diizenlenmesiyle

0¥ Y oey . Oew
= +eg.
Qe uEb(aMab)(e“a 8, aea]

oY ce
Qo = 2'2(6MabJe“a(59u_b) (4.36)

elde edilir. Buna ilave olarak Hessien matrisi ise
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o¥ \ ey, | e
H .=2 ug ub
P u,%b(aMab )( a0, )[ e )
2
+22( ¥ )eua ey
1,3,b cMab 60a89B

7Y de de
+4 —— b ) @437
u,%b%d( aMabaved |2\ 30, S 30, | 7

olarak bulunur.

Goriildugi gibi e, artik deBerleri ikinci tiirevlerde ¢ogaliyor. Ayrica

2
6M:b;PMcd ifadesi gok kiigiiktiir. Cok kiigiik oldugu diigiiniilen ifadeler (4.37)

esitliinden ¢ikartildiktan sonra N matrisi g6yle elde edilir.

o¥ Oe oe
N =2 ua ub 4.38
pr u,‘:‘,b(aMab)( 20, )( 26, ] (438)

Bu sekilde Gauss Metodunun o6zellii olan Hessien matrisi yerine

kullamlan N matrisi ve gradyant vektorii yeniden olusturulsun:

QT
q=-23B,Ie, (4.39)
u=l
3T
N=2 ZlBu I'.B, (4.40)
=
Burada;
of (€ ,8
B L = (é“ 9 (4.41)




40

oy
.=
8,0 oMab (4.42)

olarak tanimlanmustir (2).

Gauss Metodunda parametrenin 1. iterasyon degeri (4.30) esitliginde su
sekilde bulunmugtu:

-1
0,1 =6;-Nj .q.

-1

(4.43)

Bu ifadeden,

oldugu ortaya gikar. Son bulunan esitlikte (4.40) ve (4.39) esitligindeki N ve q

degerleri yazildiginda

<., A0 L
>B,I'B,.v= leu Te,
U=

u=]

olarak ifade edilebilecek bir regresyon probleminin normal denklemi

durumundadar.
Varyans-kovaryans matrisinin agagidaki gibi oldugu farzedilsin.

E(e, - B,v)(e, ~B,v) =8.T""

Buradan minimumu aranilan ve moment fonksiyonunu igeren denklik;



41
D, (v)= Zl(eu - Bu!)r(eu - Bu_‘f) (4-45)
u=
seklinde ifade edilebilir. Bulunan (4.45) esitligine dikkat edilirse bir dogrusal
regresyon problemine benzemektedir. Oyleyse Gauss ¢oziimleri ile bir dogrusal

regresyon probleminin ¢dziimlerine ulagabilmektedir. Zira Gauss Metodunun

her bir iterasyon ¢6ziimii bunu gostermektedir (2).

4.3.4. Gauss Metodunda Giiven Bolgesi ve Giiven Aralifimin

Olusturulmasi

Iterasyonlar sonunda ulagilan en iyi © noktasimin 8* oldugu farzedilsin.
0 igin @™dan yararlanarak giiven bolgesi ve giiven aralifim olusturmanmn
agsamalarina €- farksizlik bolgesi yaklagim ile baglansin.

®(0*), 6" noktasinda ®(0) fonksiyonunun degeri olmak iizere ve €
keyfi olarak alindiginda:

D) - D) <& (4.46)
olmasi 9* 'in tercih edilme nedenidir.
®(Q) siirekli ve 6%, ©(8)'nin tek serbest minimumu oldugunda, €'nun
yeterince kiigiik bir pozitif degeri igin e-farksizhik bolgesi, p boyutlu parametre
uzayinda 9 *'1 ¢evreleyen bir alandir.

0* noktasinm yakin komgulugunda (0 )'nin Taylor Serisi agilarak.

cb(@)z¢(@‘)+g“<@—@*)+§(@—@'>H‘(@—_@*) .47)
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seklinde yazilabilir.

Bu son esitlikte q*, 0" noktasinda gradyant vektori ve HY, 0°

noktasinda Hessein Matrisi degeridir.

0=0" oldugunda q "= 0 olacaktir. Bu nedenle (4.47) esitliginde gerekli

irdeleme yapildiginda,

() = ®(E")+(0 -0 H (@-¢) (4.48)

elde edilir. (4.48) esitlifinin sag tarafindaki ®(0*) diger tarafa alimir ve (4.46)
esitligi dikkate alinirsa:

(0-eHH (@-8")|<2¢ (4.49)

yazilabilir (2,8). Dikkat edilirse (4.49) esitligindeki denklik p serbestlik
derecesi ile y2 (ki-kare) dagilir. Oyleyse,

(@-8")H (@-8")<2¢e (4.50)
esitligi p boyutlu elipstir.
j=1,2,3,...,p olmak iizere (4.50) esitliginde 6; degeri igin giiven arali:

0; —(2e/H})"” <0, 6] +(2e/ H})"” (4.51)

olarak yazilabilir.
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e-farksizlik bolgesi yaklasgiminda yapilan islemlerde 8* parametresinin
H™! varyans-kovaryans matrisiyle normal dagildigt varsaymu oldugu
unutulmamalidir. Ancak bu sekilde daha 6nce belirtilen e-farksizlik bélgesi p
serbestlik derecesi %2 (ki-kare) dagilacaktrr.

0 * parametresi i¢in olusturulan giiven bélgesi ve giiven araliklari H
matrisinin pozitif tanimli olmas1 ile olusturulabilinecektir. Eger Gauss
Metodunda oldugu gibi H matrisi yerine N matrisi kullanihirsa pozitif tanimli
olma sart1 saglanacaktir. Oyleyse H* matrisi yerine N* matrisi kullanilarak 8*
parametresi igin giiven bélgesi ve giiven arahif (4.50) ve (4.51) esitliklerinden
olusturulur. Bu durumda 0" i¢in giiven bolgesi

(6-8)N'(8-8")<2.€ (4.52)

ve giiven aralifs;

0; - (28 /Ny <0; <6; +(28/Np)"”

olarak elde edilir. Burada j=1, 2,..., p ve N}j, N matrisinin (, j) elemandir. N

ise 0" noktasinda N matrisinin degeridir.

Buraya kadar g-farksizhik yaklagim: kullamldi. §imdi ise daha farkli bir
yaklagim kullanarak giiven bolgesinin olugturulmas: incelensin.

Vg, varyans-kovaryans matrisi olmak ve 4.3.5 konusunda ayrintil1 olarak

incelemek iizere 0;i¢in Gauss Giiven Aralif,

0, -3 < [Ve]"” ta- (4.53)
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ve ayrica
6-0) V' (0-6") < %00 (4.54)

olacag: agiktir. Bu tanimlamadan sonra "dogrusallagtirma" yaklagimi ile 6 igin
giiven bolgesi tanimlanabilmektedir.

Model denklemi f(€,0) olmak iizere u. denemeye iliskin bir deneyin
modeli f(§ , ) degerini bulunan 8* yakm komgulugunda Taylor Serisine

acilimi1 agagidaki gibi yazilir:

£(g,.0) ~ f(§,,0)+—2— % _)(9 -8")

Bu agilimda dikkat edilirse

of(§,.9) Y A
— B, oldugu goriiliir. Zira bu tammlama

(4.41) esitliginde yapilmisti. Bu esitlikte olugacak B matrisinin (nxp) boyutlu
oldugu agiktir. Burada 4.1 konusunda verilen (Linearization) Dogrusallagtirma
Metodundaki yaklagim gibi esitlifin saf tarafindaki f(€ ,9), esitligin diger
tarafinda atilarak iglemler yapilir. Sonunda (Q_-Q*) degerinin sahip oldugu
varyans-kovaryans matrisinin degerine gore giiven bolgesi olugturulacaktir. Bu
nedenle "bu &zel giiven bolgeleri" daha sonraki 6zel varyans-kovaryans matrisi
formlar1 tanimlandiktan sonra verilecektir. Fakat burada genel bir form
olusturulmalhidir.

O degerinin varyans-kovaryans matrisi Vy oldugu farzedilsin. Oyle ise
asagida tammlanan T, p serbestlik derecesi ile ¥2 (ki-kare) dagilacaktir. Bu
esitlik (4.54) esitligiyle aymdur.

1=(0-8)V;'(@-9") (4.55)
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Coklu Dogrusal Regresyonun tammindan agagidaki ¢ esitliginin n-p
serbestlik derecesi ve T'den bagimsiz olarak y2 dagilir.

e=[Y-f(£,6)1V ' [Y-£(£,87)] (4.56)

Bu tamimlardan sonra agagidaki egitlik yazilabilir:

@-p)t__ (-p)(@-8)V;'(8-8)

0 ply-f(z,e)] V[X-£.8) 7

] =~ Fpn-pi-a)

(2) Bundan sonra V' nin degisik durumlardaki formuna gore giiven bolgesi
(4.57) esitliginden hesaplanabilir. Fakat oncelikle Vy varyans-kovaryans

matrisinin elde edilmesi gerekir.
4.3.5. Varyans Kovaryans Matrisinin Tahmini

®(0) fonksiyonunun ©* noktasinda minimum oldugu biliniyor
CD(Q*),CD(Q) fonksiyonunun "en iyi" degeridir. Ayrica P(8) =D(8,W)
yazilabilir. Bu ise CD(Q*) = CD(Q*,W) olmasim gerektirir. Buradaki W degerleri
gozlenen degerlerine aym deneyin farkli denemelerinde bagimsiz
degisken(ler)in aym degerlerine karsihk bagimli degigken farkh degerler
alabilmektedir. Bunun sonucu olarak goézlem degerleri gergek degerlerinden
Sw kadar farklilik gosterecektir. Dolayistyla bu farklilik parametre degerlerinde
de yansiyacaktir. Bu durumda asagidaki sonuglar yazilabilir:
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Bu degerleri kullanarak @(0,W) fonksiyonunu, 0" yakin
komgulugunda irdelendiginde, yeni minimum biraz 6telenmis olarak Q* +8Q*

olacaktir. O halde:

OD(O, W) _ aD(6” +80 ,W +5W)
B) 80

=0 (4.58)

dir. Ciinkii ulagilan "en iyi" 8* noktasinda gradyant vektorii O (sifir) olur. Bu
ifade dikkate alinarak Taylor Serisinden faydalanarak agagidaki egitlik
tanimlanabilir:

5" D9, W)

i AL CAL) PO

36

(4.59)

DO, W)

o o =H" oldupu agiktir. Cinki H

(4.59) esitliginde

matrisinin ikinci derece tiirevlerin olugturdugu bir matris oldugu bilinmektedir.
Oyleyse (4.59) esitliginden,

50 =-H" (M}sw (4.60)
200W

bulunur (2, 8). Buradan 0'ya ait varyans-kovaryans matrisi;
Vo = E[SQ".SQ"T] (4.61)

olarak tammlamir. (4.60) esitligindeki degerler (4.61) esitlifinde yerine
koyuldugunda;
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2 T
V, =E A CAL i CALMT (4.62)
. 6OW 00OW
(O, W)

olacaktir. Burada H* ve degerleri 9=0*da hesaplandifindan

060W

sabittirler. Bu durumda:

2
10" D(6, W) E[SW.SWT]M-H*—l (4.63)

Vg = H
B00W

? B6OW

yazilabilir (2, 3, 8). Ayrica E[aw.sz] - V,, oldugundan:

2
v, =51 220 W) .Vw.azq’@’w) H™
8 800W 500w

(4.64)
bulunur. Burada Vw, W veri setinin varyans-kovaryans matrisidir. Her
denemede veriye iligkin varyans-kovaryans matrisinin degisiklik gostermemesi
halinde ve yapilan her denemenin digerlerinden bagimsiz olmas: halinde (4.64)
esitligi agsagidaki gibi tanimlanacaktir (2).

2
V,=H"" iazdb(Q,W).Vu.a COW) | - (4.65)
§ a1 B8OW 560W

4.3.6. Varyans-Kovaryans Matrisinin Irdelenmesi

d(8) amag fonksiyonu artiklarin moment matrisi M'e bagh oldugunda
ozel sonuglar bulunabilir. Gauss yaklagimina ait (4.23), (4.40), (4.41), (4.42)
esitlikleri dikkate almarak sirasiyla H, B, ve I' degerlerinin olugturacafi Vj
matrisini (4.65) esitlifinden yeniden agagidaki gibi diizenlenir.

n -1 -1
Y, z(zBﬁ.r.Bu] (iBE.r.Vu.r.Bu)(f:B};.r‘.B“) (4.66)

u=1 u=1 u=1
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(2). Buradan, asagida tanimlanan 6zel bir durum igin V, varyans-kovaryans

matrisi hesaplanir.

o (E 0
B;I; = bu = _____(éu —)’
o0
V, =067,
W(M@)=M(@) =T =—2 _=1  bulunur
- - oM(6) .

Tanimlanan esitlikler (4.66) esitliginde yerine koyuldugunda;

-1 7!
Vo = 02( ibubg) = O'Ii i(af@“’g) )[ 6f(§u,9_)j J elde edilir.

u=1 u=] a_e_ a_Q

Burada (4.28) esitlifinde tanimlanan N matrisi yerine koyuldugunda ise;

Vo ~20”N™ (4.67)

>, (0"
bulunur (2). Burada o2 bilinmediginde, o° =31 = -
n-p -

kullanilar.

Ug 6zel durum igin Vy'nin degerleri hesaplanmug ve bu durumlara iligkin

giiven bolgeleri belirlenmigtir.

Amag fonksiyonunu (4.33) esitligindeki gibi Moment matrisi M(0)'ya

bagh oldufunda 6zel durumlarn ortaya ¢iktifi belirtilmigtir. Bunlardan biri
olan ve olduk¢a sik kullamlan log-likelihood fonksiyonunun davramgi, Vj
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degeri ve giiven bolgesi incelenebilir. Bunun i¢in her zaman oldugu gibi €, hata

terimleri ortalamast 6 ve varyansi 62 olmak iizere herbirinin normal dagildig
varsayim1 burada da gegerlidir. Ayrica n tane x,; gbzleminin herbiri i¢in m farkli

deneme yapildigim diigiiniiliir. Oyleyse deney diizeni agagidaki gibi olur.

v =1(x11,0) + &4
¥a1 = £(%51,8) + €54

Y = f(xnl :.9_) + 8nl

yi2 = f(x12,0) + &,
¥ = £(%,8) +€x

Yo = 1(Xp2,0) +€pp

Yim = f(xlm: ..9_) +8in
Yom = f(XZm:Q) +€m

Yum = f(xnmag) +€im

Yukanidaki verilenler isigimda € ~N(0,V) oldugu farzedilsin. Bu
durumda (likelihood) olabilirlik fonksiyonu agagidaki gibi bulunur.

L(g,V) = I exp _LlgTylg
= e Ut

1 12 1¢,-1
= LE V)= ——nr—.exp{—— e,V su}
= u=



o T .
= L(Xa Y, V) = *é—-exp{_% Z_ZI[Yu - f(zu’ Q)] V—l [Yu - f(.&uﬁg)]}
@m) 2 [V? .
> LXY,V)=—— .exp -%trV"lM(Q)}

@2x) 2 [V™?

= mL(X,Y,V) = —%“-zn(zn) - %Zn]V] - %trV‘lM(Q)

1. Durum: (4.68) esitliginde V matrisi biliniyorsa:

stal _ 1

oM(@) 2

= r=Lly
2

bulunur. Bu deger (4.66) esitliginde yerine koyuldugunda

elde edilir. Buradan 6 i¢in giiven bolgesi:

©-08)'N"(6-8)
2 = Fpn-pl-a)
2
p.c

bir bagka deyisle,

(@-9)'B'BO-8) _.
P o> T H(po-pl-a)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

50
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olacaktir (2).

2. Durum: (4.68) esitliginde V=k.Q ise ve burada Q bir matris ve
biliniyor, k herhangi bir skaler olmak iizere (keR) fakat bilinmiyorsa:

L(X,Y, V) = —%En(Zn:) -2tk Q|- -;—tr(k.Q)“lM(Q)
¢nL(X,Y,kQ) = —%‘im(zn) - TR k-2 talQ) -—Z%HQ“M(Q)

k sabiti bilinmediginden 6ncelikle /nl. fonksiyonunu minimum yapacak
k degeri elde edilmelidir. Bu nedenle;

BnL(X,YkQ) _,
ok

kosulu saglanmalidir.. Oyleyse;

om(X,Y,kQ) nm 0
=- M(®
K " 2kztlrQ C))
-1
- {2 1Q M(®)
nm

olacaktir. Bu degeri /nL(X,Y,kQ) fonksiyonunda yerine koyarak I' degert
elde edilir;

r

1 ] Q'M(®)
nL(X, Y, kQ) =~ (2m) - [“an[(e)} Y™ (Q)--l-tr Y
Q MO

nm




b
2

-1
énL(xX,kQ)=—-“;—“fn(2n)—n;“en[“‘2 mlf@} Q- =

_, ML(X,Y,kQ) _ nm Q™ '/nm
oM(8) 2 rQ™'M(8)/nm
nm Q'1

T2 wQ M)

=T

bulunur. Goriildagi gibi I''nin degeri k skalerinden bagimsizdir.

Bulunan I" degeri (4.66) esitliginde yerine koyuldugunda;

n

-1
V,~ YB! VB 4.71)
T ou=l

elde edilir. Buradan 6 i¢in giiven bélgesi:

(n-p)(®-9)'B'Q'B(e-0")
* T *
p[Y-£(X.0")] QY- £(x.0))]

= Fpn-pl-a) (4.72)

olarak bulunur (2).
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3. Durum: (4.68) esitliginde V matrisi bilinmiyorsa, 6ncelikle V matrisi
tahmin edilmelidir. Bunun i¢in (4.68) esitlifinde V matrisine goére tiirev

alinarak 0'a esitlenir. Oyleyse:

HlX.XV) __ By, Lyt =0
oV 2 2 B
Lo MO
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elde edilir. Bulunan V degeri (4.68) esitliginde V matrisinin yerine
konuldugunda;

mL(X,Y,V) = ——“%“-en(zw - le-en

lmﬂmkiumw@rmuw
n 2

nm

n_ |1 n
=———/n(2n) ——¥In—M(0)| ——
2 n(2m) 2 nn © 2

Artik bulunan egitlikten I degeri tahmin edilebilir.

§uL(X,Y,V) n 1/n
MO 21y,
n

:r=§M@rl

bulunur. Elde edilen I''degeri (4.66) esitliginde yerine koyuldugunda;

n
A ZIB;quB‘",I (4.73)
u=

elde edilir. Buradan Q i¢in giiven bolgesi:

(n-p)©-8")'B'B(E-9)
* T *
p|Y-£(x.8)] [X-£(X.0")]

= F(p ,n-p,l -—(l) (4.74).

olacaktir (2).
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Bu ¢aligmada kullamilan veri seti A.R.GALLANT tarafindan ¢aligilmig
ve "Nonlinear Regression” ismiyle "The American Statistician"da 1975'te

yaymlanmigtir.

Yanita exponential etkili deneysel materyal yasi (x;) igin veriler iki

denemeli bir y6nlii diizene uygundur. x; ve x, diizen yapistyla belirlenen sabit

noktalar setini olugturur. x; ise deneysel materyalin yagidir ve [0, 10] araliginda
Uniform (Diizgiin) dagildify varsayilarak simule edilmigstir. Belirtilen veriler

Tablo 5.1'de verilmistir.

Tablo 5.1 Girdiler ve Gézlemlenen Degerler

u Yu X1 X2 Xu3
1 .98610 1 1 6.28
2 .95482 1 1 9.11
3 1.02324 1 1 8.11
4 96263 1 1 6.58
5 .98861 1 1 6.52
6 .98982 1 1 9.86
7 .66768 1 1 47

8 .96822 1 1 4.07
9 59759 1 1 17

10 1.01962 1 1 4.39
11 1.04255 1 1 4.73
12 .97526 1 1 8.90
13 .80219 1 1 77

14 95196 1 1 4.51
15 50811 1 1 .08
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u Yo . Xo -
16 1.03848 0 . S
17 1.04184 0 . s
18 90475 0 . o
19 1.05026 0 | o
20 1.03437 0 . o
21 1.01214 0 . .
22 55107 0 . o
23 98823 0 . rel
24 99418 0 . o
25 69163 0 . -
26 1.04343 0 | o
27 1.04969 0 . o
28 1.01046 0 . A
29 97658 0 . i
30 91840 0 . o

Bu verilerin kullanilacagi ve hesaplamalarin gésterilecegi yamt
fonksiyonu (model):

£(X,0) = 0,X, +6,X, +6,.¢°% (5.1)

seklindedir. Bu model her bir deneme igin yazildiginda,
¥, =6,X, +0,X,, +0,.e77°
elde edilir. Bu esitlikten sistem egitlikleri agagidaki gibi yazilabilir.

.98610=0,+0, + 94693(622)
.95482 = 91 + 62 +94ee3(9.1 1)

1.02324 = el + 92 + 94693(8.1 1))

97658 = 92 +94ee3(2.65)
91840 =0, +94693(6-11)
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(5.1) esitligiyle verilen modelde ©; parametresinin dogrusal olmadig
goriilmektedir. Bu nedenle (5.1) esitligtyle verilen modelin "dogrusal olmayan”
bir yapida oldugu agiktir.

5.2. Varsaymmlar

(5.1) esitliginde veirlen model kisaca,
Yo =£(X,,8) +e,

seklinde yazlabilir. Burada uw = 1, 2,.., n olmak tizere, f(X,,0) yamt
fonksiyonu ve 6 ise p-boyutlu parametre vektoriidiir. €, ise deneyden ya da

gozlemlemeden kaynaklanan hata terimini gostermektedir. Bu durumda ¢, hata

terimlerinin  birbirinden bagmsiz ve aym dagilima sahip olduklan
varsayillmigtir. Yani dabha agik ifade edildifinde e, hata terimlerinin sifir

ortalama ve o2 varyanslt normal dagilima sahip oldugu diigiiniilmiigtiir. Ayrica
0* parametre vektorii, S(8*) Hata Kareler Toplamini minimum yapan deger
olarak bulunur. Dolayisiyla ¢?nin tahmini olan s?de bu sayede minimum

olacaktir. Zira s2, 4.Bolimde (4.8) esitligiyle §¢ = 5@) olarak verilmistir.
n-p

Oyleyse 8%, (5.1) esitliginde verilen modelin parametrelerin "en iyi" tahmin

degerini temsil etmektedir.
5.3. Baslangi¢c Degeri

Dogrusal olmayan modeller igin yapilan parametre tahminlerinin
"iteratif Teknikler" yardimiyla yapilabilecegi 3.3. konusunda belirtilmigtir.
Yine aym sekilde ¢éziimiin "tam ¢oziim" olmasmn zorlufuna definildi. Bu
zorluklar1 agabilmek amactyla model ile belirlenen yiizey iizerinde farkl
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bolgelerden farkli noktalar alinarak parametre tahmini yapmak uygun olacaktir.
Ancak bu gekilde yiizey iizerinde Hata Kareler Toplamim1 minimum yapacak
parametre vektorii yiizlerce farkli kombinasyon arasindan bulunabilir. Ciinkii
yiizey lizerinde olabilecek tepecikler, g¢ukurlar, ilmikler ger¢ek ¢6ziim
noktasinm bulunmasim engelleyecektir. Dolayisiyla farkli bolgelerden alinan
baglangi¢ degerlerinin aym Hata Kareler Toplami degerine ulagmasi g¢ok
zordur. Bu nedenle en iyi ¢6ziime ulagtiran baglangi¢ degerinin segilmesi aym
sekilde zor ve 6nemlidir. Modelin olusturdugu yiizeyin farkli bolgelerinden
hareketle Hata Kareler Toplamumi minimum yapan ya da Hata Kareler
Toplamma yakinsayan ¢6ziim degerlerine ulagtiran baglangic degeri

belirlenmelidir.

Bu c¢aligmada belirtilen sakincalardan korunmak amaciyla degisik
baglangig¢ degeri kombinasyonlar1 denendi. Bunmlar arasinda &ncelikle
GALLANT tarafindan yapilan ¢aligma esnasinda kullamlan,

[—.04866 |
1.038
-1.176

| —.5292 |

<D
Il

parametre vektorii dikkate alindi. Ayrica onlarca farkli baglangig degerlerininde
incelenmesiyle elde edilen sonuglar sonunda, GALLANT tarafindan segilen
baslangig noktasinin "en iyi" ya da "en iyi" baslangig noktalarindan birisi
oldugu belirlendi. Fakat bu galigmada incelenen, Dogrusallagtirma Metodu ve
Gauss Metodu igin hazirlanan bilgisayar programlarinin iletilmesi sonunda,



[—1.0000]
—1.0000
—1.0000

aa}
i

~1.0000 |
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baslangic noktasimin segilmesiyle Hata Kareler Toplamu igin "daha iyi" bir

degere ulagildi. Her iki baglangi¢ degerleri sonunda elde edilen Hata Kareler

Toplamlar: arasindaki farkliligin ise "on milyonda bir" den daha az oldugu

goriildii. Bu galismada dolaystyla 8, =[-1,~1,~1,~1] noktas: baslangig degeri

olarak secildi.

5.4. Dogrusallastirma Metodu Coéziim ve Sonuglari

Dogrusallagtirma Metodu igin hazirlanan bilgisayar programi isletilerek
Tablo 5.2'deki sonuglar elde edildi.

Tablo 5.2. Dogrusallagtirma Metodu Coziimii

Iterasyon by by by by, 0y 835 035 045 S©p
No (})
1] - - -1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000 | 209.149006
1 97414 2.01520 -.05648 .49562 -.02568 1.01519 -1.05648 | -.50438 03088937
2 -.00014 .00034 -.05942 -.00049 | -.02583 1.01553 -1.11590 | -.50487 | .0304958862
3 -.0006 .00014 -.00021 -.00002 | -.02588 101567 -1.11568 | -.50490 | .0304955373
4 -.00000 ~.00000 -.00000 -.00000 | -.02588 1.01567 -1.11569 | -.50490 | .304955370

Tablo 5.2'de goriildiigii gibi Dogrusallashrma Metodu igin yapilan

¢Oziim sonunda tahmin vektérit,

—.02588
1.01567
-1.11569
—-.50490

0=

(5.2)
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olarak elde edildi.

Iterasyonlar1 durdurma kriteri olarak bilgisayar programinda
S(65)>S(8,) olmas: dikkate almdi. Ayrica,

S@)=8@9)| 5 6)x10®
5(8,)

bulunmustur.

Tablo 5.2'den S(8°) =.030495537 oldugu goriilmektedir. Buradan,

b S(@") 030495537
n—p 30-4

=.0011729052 (5.3)

olarak bulundu. Varyans-kovaryans matrisinin bulunmasinda kullamlan B'B

matrisi,
15 15 —4869 2.7895
Tm_ | 15 30  —.9895 4.6309 .
B'B=|_4369 .9895 .0967 -.3815 (5.4)
27895 4.6309 —3815 3.3471
seklinde elde edilirken,

1359 —.0671 —1510 —.0376
Tl | 0671 0842 5175 -.0016
(B'B)" =|_1510 5175 22.8032 2.0089| )
_0376 —.0016 2.0089 3.3471

bulunmugtur. (4.12) esitligi yardimiyla varyans-kovaryans matrisi,
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1594 —.0787 —1771 —.0441

o, 1.1 |-.0787 .0987 .6069 —.0018
V=s"(B'B) =\ 1771 6069 267459 2.3562 |
~0441 —.0018 2.3562 6582

107 (5.6)

olarak elde edildi.

5.4.1. Dogrusallastirma Metodu Giiven Araliklar ve Giiven

Bolgeleri

(4.11) esitligi ile verilen Dogrusallastirma Metodu giiven araliklari Tablo
5.3'deki gibi bulundu.

Tablo 5.3. Dogrusallagtirma Metodu Giiven Araliklari

i ej ij tn—p;alZ'lejl g Alt Smr Ust Sumir
1 -.02588 .1594x10-3 .02595 -.05183 .07127x10-3
2 1.01567 .0987x10-3 .02042 199524 1.03609

3 -1.11569 | 26.7459x10-3 33616 -1.4518S5 -.77952

4 --5.0490 .6582x10-3 .05273 -.55763 -.45216

Tablo 5.3'te yapilan hesaplamalarda o=.05 almmistir. Dolayisiyla
th6,025 = 2.0555 tablo degeri kullanildi.

Dogrusallagtirma Metodu giiven araliklan olusturulduktan sonra, (4.10)
formiilii yardimiyla parametrelere iligkin giiven bélgeleri olugturuldu. Giiven
bolgeleri ¢izimleri iki boyutlu yapildigindan parametre giftleri ig¢in

6 ! i
(2) =8 6 farkli giiven bélgesi olugturuldu. Bu amagla (4.10) esitligi

ve (4.12) esitliginden yararlanarak,
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(- 9 )B B(O ) )< S(O )-Epn-pi-ay (5.7)

esitligi elde edildi ve giiven bélgeleri olugturulurken kullanilda.

Caligmamizda parametre sayisi, p=4; deney sayisi, n=30'dur. Dolayisiyla
p=4, n-p=26 ve 1-0=95 i¢in F- tablo degeri 2.74 olarak alindi. Ayrica
S(Q*) =.030495537 oldugu agiktir. Tiim bunlarin 15181 altinda esitligin sag
tarafi,

4
L 80" Fpnpia = o (030495537)(2.74) =.012855041

n—-p
olarak elde edildi ve kullanildi.

8, ve 0, Icin Giiven Bolgesi:

[0,+.02588 92—1.01567][5 ;g][glzfl"gfssgg]5.012855041 (5.8)

0, ve 0, parametre ¢ifti i¢in giiven bolgesi (5.8) esitligindeki karesel
formu olugturan matrisin 6zdegerleri ve 6zvektérleri yardimiyla olusturuldu. Bu

amagla hesaplanan degerler Tablo 5.4."te verildi.

Tablo 5.4. (5.8) Esitliginden Bulunan Degerler

T
i Ozdegerler (Ai) Ozvektorler(¢; ) | i. Eksen Yar1 Uzunlugu |
1 5.7294 8506508 -.527311] 04736732
2 392705 527311 -.8506508] 01809271

Tablo 5.4'te verilen sonuglar 1giginda 6; ve 0, parametre ¢ifti igin
olusturulan Dogrusallagtirma Metodu giiven bolgesi Ek 1'de verilmigtir.
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0, ve 0; I¢in Giiven Bolgesi:

[0,+.02588 e3+1.11569][ N ‘-4869}[91““ 02588

_.4869 0967 93 —1.11569]3'012855041 (5.9)

0, ve 0, parametre ¢ifti i¢in giiven bolgesi (5.9) esitligindeki karesel
formu olusturan matrisin dzdegerleri ve 6zvektorleri yardimiyla olusturuldu. Bu

amagla hesaplanan degerler Tablo 5.5'te verildi.

Tablo 5.5. (5.9) Esitliginden Bulunan Degerler

T
i Ozdegerler (Ai) Ozvektorler(e; ) i. Eksen Yar1 Uzunlugu
1 0808096 [03261845 .9994679] 398846
2 15.01589 [.9994679 -.0326845] 02925912

Tablo 5.5.'te verilen sonuglar yardimiyla 6,ve 6; parametre gifti igin
olusuturulan Dogrusallagtirma Metodu giiven bolgesi Ek2'de verildi.

0,ve 0, icin Giiven Bolgesi:

0,+.02588
[6,+.02588 e4+.50490][2.;§95 2~71§95][91+50490]3.012855041 (5.10)
4 .

0,ve 0, parametreleri i¢in Dogrusallagnrma Metodu giiven bélgesini

olusturmak amaciyla kullamlan (5.10) esitligindeki matrisin dzdegerleri ve
Ozvektorleri Tablo 5.6.'da verilmigtir.

Tablo 5.6. (5.10) Esitliginden Bulunan Degerler



63

Tablo 5.6. (5.10) esitliginden Bulunan Degerler

i Ozdegerler (Ai) 0zvekt6rler(§;r) i. Eksen Yar1 Uzunlugu
1 2.713765 [,2214078 -.9751813] 06882571
2 15.63334 [.9751813 .2214076] 0286755

Tablo 5.6.'da verilen sonuglar yardimiyla olusturulan 6,ve 6,

parametreleri Dogrusallagtirma Metodu giiven bolgesi Ek3'te verilmigtir.

0, ve 0; icin Giiven Bolgesi:

30 —.9895] 62 —101567
0, —1.01567 85 +1.11569 <.01285504 (5.11
8, 3 ][~-9895 0967 }[63+l.11569 G-11)

0,ve 0; parametre ¢ifti igin Dogrusallasirma Metodu giiven bélgesi,
(5.11) esitligindeki karesel formu olugturan matrisin 6zdegerleri ve 6zvektérleri

yardimiyla olugturuldu. Bu amagla hesaplanan degerler Tablo 5.7.'dedir.

Tablo 5.7. (5.11) Esitlifinden Bulunan Degerler

i Ozdegerler (Ai) OZvektﬁrler(g;r) i. Eksen Yar1 Uzunlugu
1 06399346 [.0330358 .9994541] 14481971
2 30.03271 [.9994541 -.0330358] .020689

Tablo 5.7.'de verilen sonuglar isi§inda 6,ve ©; parametreleri igin

olusturulan Dogrusallagtirma Metodu giiven bolgesi Ek4'te verilmigtir.
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0, ve O, icin Giiven Bdlgesi:

0, —-1.01567
[92—1.01567 e4+'50490]|: 30 4.6309][: 2

4.6309 3.3471 0, + .50490:|S.012855041 (5.12)

0,ve 0, parametreleri igin Dogrusallasirma Metodu giiven bélgesini
olusturmak amaciyla kullamlan (5.12) esitliindeki matrisin &zdeger ve

ozvektorleri Tablo 5.8'de verilmigtir.

Tablo 5.8. (5.12) Esitliginden Bulunan Degerler

T
i Ozdegerler (Ai) Ozvektorler(e; ) | i, Eksen Yar1 Uzunlugu |
1 2.565415 (1664433  -.986051] 07078773
2 30.78169 [.986051 .1664433] 02043575

Tablo 5.8'de verilen degerler 15151nda olusturulan 6,ve 6, parametreleri

i¢in Dogrusallagtirma Metodu giiven bolgesi Ek5'te verilmistir.
0;ve 0, icin Giiven Bolgesi:

0967 —.3815]63+1.11569
[0; +1.11569 94+.so490][_'3815 3'3471][9“ 50490 <.012855041 (5.13)

Osve 0, parametreleri igin Dogrusallaghrma Metodu giiven bolgesi,
(5.13) esitligindeki karesel formu olugturan matrisinin Szdegerleri ve
ozvektorleri yardimiyla olusturuldu. Bu amagla hesaplanan degerler Tablo
5.9'da verildi.
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Tablo 5.9. (5.13) Esitliginden Bulunan Degerler

] N T |
i Ozdegerler (Ai) Ozvektdrler(€; ) | i. Eksen Yar1 Uzunlugu |
1 05252362 (9933622 .1150279] 49472
2 3.391276 1150279 -.9933622] 06156802

Tablo 5.9'da verilen sonuglar yardimiyla olusturulan 6;ve 6,
parametreleri i¢in Dogrusallagtirma Metodu giiven bolgesi Ek 6'da verilmigtir.

5.5. Likelihood Metodu Coziim ve Sonuglar:

Likelihood Metodu yalmzca parametrelere iligkin giiven bolgelerini ve
giiven araliklarin1 olugturmak amaciyla kullanilir. Bu nedenle Dogrusallagtirma
Metodu sonuglari yardimiyla Likelthood Metodu giiven araliklar1 ve giiven
bélgeleri olusturuldu. Buna gére Dogrusallastirma Metodu'nda elde edilerek
(5.2) esitligiyle verilen ve Likelihood Metodu'nda kullanilan tahmin vektori,

[—.02588 ]
. |1.01567

-1.11569
| —.50490 |

olarak hesaplanmigti.

5.5.1. Likelihood Metodu Giiven Araliklar: ve Giiven Bolgeleri

Likelihood Metodu giiven bolgesi ve giiven araliklarini olugturmak igin
(4.15) esitligi agagidaki gibi yazildi:
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$(8) ~S(8%) < ps"F( npi-ad)
30 2
z(yu—elxlu-eZXZU—94R°3"3u) —.030495537 < ﬁ.30495537)(2.74) (5.14)

u=1

(5.14) esitligi yardimiyla olusturulan giiven bélgelerine ait ¢6ziimler iki

e 6 ! o
boyutlu yapilabildiginden 5 =% =6 farkli parametre ¢ifti igin giiven

araliklan ve gitven bolgeleri olugturuldu.

Incelenen problemde parametre sayisi, p=4; deney sayisi, n=30'dur.
Dolayistyla p=4, n-p=26 ve 1-a=.95 igin F-tablo degeri 2.74 olarak alindi.
Ayrica Dogrusallagtirma Metodunda S(_Q*) =.030495537 olarak bulunmustur.
(5.14) esitliginin sag tarafi da .012855041 olarak hesaplanmugtir.

Likelihood giiven bélgelerini olusturmak amactyla, incelenen parametre
¢ifti i¢in (5.14) esitlidi yazildi. Bu esitlikte, incelenen parametreler disinda
kalan parametrelere optimum g¢éziim degerleri verildi. Elde edilen esitlikte
parametrelerin birisine belirlenen bir aralikta sabit degerler verildi. Bu sekilde,
ilk parametrenin degerlerine karsibk gelen ikinci parametre degerleri
kullanilarak giiven bélgeleri ¢izildi. Bu iglemleri yapmak ig¢in hazirlanan
bilgisayar programinda incelenen aralikta ilk parametre degerleri .001
artinlarak ikinci parametreye ait degerlerin bulunmas: yoluna gidilmigtir.
Ayrica bu iglemler 6, ve 6,,0, ve 0,,0, ve 0, parametre g¢iftleri igin
parametrelerin iglemdeki iglevleri degistirilerek yinelenmigtir. Yani, ikinci
parametreye sabit degerler verilmis ve bu gekilde islemler tekrarlanmgtir.
Bundan amag, islemlerin saflanmasim yapmaktadr. Her iki durum igin
olusturulan  giiven bolgeleri aym  sonucu  vermigtir.  Yalmizca
0, ve 0,,0, ve 05,6, ve 0, giiven bolgeleri olusturulurken islem zorluklan

nedeniyle tekrarlanamamgtir.
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Likelihood giiven araliklarim1 olugturmak igin de yine, incelenen
parametre ¢ifti i¢in (5.14) esitligi yazildi. Elde edilen esitlikte ilk olarak
parametrelerden biri sabit tutularak diger parametre incelendi. Daha sonra diger
parametre sabitlenerek, ilk parametrenin davramgsi incelendi. Burada
parametrelere verilen sabit deger, 6 vektorinde kendisine karsilik gelen deger
almmgtir. Bu gekilde 6,,06, ve 0, parametreleri igin giiven araliklan
bulunmugtur. Fakat 0, parametresine ait giiven aralig1 olusturulurken ayr1 bir
bilgisayar programi yardimiyla iteratif olarak (5.14) esitlifini 0 (sifir) yapan

degerler 9;,9; ve OZ noktasinda aranmugtir.
0, ve 0, icin Giiven Aralif: ve Giiven Bolgesi:
159% —24.0590, +300,0, + 309% ~60.164070, +27.18634 <0 (5.15)

0,ve 0, parametrelerine iligkin Likelihood Metodu giiven araliklar,
(5.15) esitliginde 8, = 0, alnarak 0, igin giiven aralig1,

—.055154533 < 0, <.00339398
olarak ve 8, = 0] almarak 8, igin giiven aralig,

.99497612 <6, <1.03637311
olarak elde edildi.

0, ve 0, parametreleri i¢in olugturulan Likelihood Metodu giiven bdlgesi
Ek1'de verilmigtir.
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0, ve 05 icin Giiven Aralig1 ve Giiven Bolgesi:

156 +6.(3.5933 — 1.0098 5" % 32 033y 30 By
= 150 +0,(3.5933 - 1.0098 ¥, e )+.25492 ¥ " 11,0098 Ty e
u=1 u=l1 u=1
30
3 Xy,e T +.92333617 <0

u=1

(5.16)

0,ve 0; parametrelerine iligkin Likelihood Metodu giiven araliklar;
(5.16) esitliginde 6, = 0 alinarak 6; igin giiven aralig,

—.055154533 <0, <.00339398
olarak ve 6, = 6, alinarak 6, icin giiven aralig,

~1.55309939 <0; <~ 81739956
olarak elde edildi.

0,ve 0; parametreleri i¢in olugturulan Likelihood Metodu giiven bdlgesi
Ek2'de verilmigtir.

0,ve 0, icin Giiven Aralig1 ve Giiven Bolgesi:

=1%? +3.593B, +5.5791049D,0, —3.347105083 +3.52420, +268105<0 (5.17)

8, ve 0, parametrelerine iligkin Likelihood Metodu giiven arahklari;
(5.17) esitliginde 8, = 6, almarak 6, igin giiven arali,

—.055154533 <9, <.00339398
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olarak ve 6; = 9; alinarak 6, giiven araligy,

—-.56687746 <0, <—.44291601
olarak elde edildi.

0, ve 0, parametreleri igin olusturulan Likelihood Metodu giiven bolgesi

Ek3'te verilmigtir.
0, ve 0; icin Giiven Arahi: ve Giiven Bolgesi:

2 30 04x 30 g.x 30 g
3092 —92(56.26422+1.0098 2 X9,€ 3734 )+.25492401% ¢ 3%3u 1+ 1.0098 2Y.€ 3%3u

u=1 u=1 u=1

30
+.02613362 3 x;,6 7 +.27.03870485 < 0 (5.18)
u=]

0,ve 0; parametrelerine iligkin Likelihood Metodu giiven araliklari,
(5.18) esitliginde 8, = 0 alinarak 8, icin giiven aralig,

99497612 £0, <1.03637311
olarak ve 8, =0, almarak 0 igin giiven arali,

—-1.55309939 <6, <—.81739956
olarak elde edild1.

8, ve 8; parametreleri igin olusturulan Likelihood Metodu giiven bolgesi
Ek4'te verilmigtir.

0, ve 0, i¢in Giiven Arahg: ve Giiven Bolgesi:

3002 —56.26422 0, +9.26174857 0,8, +3.34710503 0} —6.02699529 6,
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+27.03870461< 0 (5.19)

0, ve 0, parametrelerine iliskin Likelihood Metodu giiven araliklari;
(5.19) esitliginde 6, = 0, almarak 0, igin giiven aralig,

99497612 <0, £1.03637311
olarak ve 6, = 6, alinarak 6, iin giiven aralifs,

-.56687746 <0, < —.44291601
olarak elde edildi.

0, ve 0, parametrelerine i¢in olusturulan Likelihood Metodu giiven
bélgesi EkS'te verilmigtir.

0; ve 0, icin Giiven Arali§ ve Giiven Bolgesi:

30 30 30 30
02 3P _ 29, Sy ¥ 051760, T x,e +2.031340, 3 xp,e" T

u=1 u=1 u=l u=l

+.840388212 <0 (5.20)

8, ve O, parametrelerine iligkin Likelihood Metodu giiven araliklar;
(5.20) esitliginde 8, = 0, alnarak 05 igin giiven aralif,

~1.55309939 <0, <-.81739956
olarak ve 05 = 0; alinarak 8, i¢in giiven aralig,

-.56687746 <0, < —.44291601
olarak elde edildi.



71

05 ve 6, parametreleri igin olusturulan Likelihood Metodu giiven bolgesi
Ek6'da verilmigtir.

Biitiin parametreler igin elde edilen giiven araliklar: 6 farkli durumda da
kendilerine ait araliklara denk olmustur. Bulunan bu giiven araliklari Tablo

5.10'da 6zetlendi.

Tablo 5.10. Likelihood Metodu Giiven Araliklan

9; Alt Smir Ust Smur
-,02588 -.05515 .00339
1.01567 99497 1.03637

-1.11569 -1.55309 -.81739
-.50490 -.56687 -44291

5.6. Gaus Metodu Coziim ve Sonuglar:

Gauss Metodu igin hazirlanan bilgisayar programi igletilerek Tablo
5.11'deki sonuglar elde edildi. Yrd.Dog¢.Dr.Celal AYDIN tarafindan hazirlanan
bu programda, N matrisinin zayif kosullu olmasi durumunda Marquart adim:
atarak ilerlemesi ve normal denklem sisteminin ¢6ziimiinde yuvarlama
hatalartyla  kargilagilmamasi  igin  Gram-Schmit  ortogonallestirmesinin

kullanilmasi saglanmgtir.
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Tablo 5.11 Gauss Metodu Coziimii

Iterasyon 0i 094 034 044 S 3
No (i) —

0 -1.0000 -1.00000 -1.0000 -1.0000 209.14900

1 -.02568 1.01519 -1.05648 -.50438 .03088937

2 -.02583 1.01553 -1.11590 -.50487 03049589

3 -.02588 1.01568 -1.11569 -.50490 03049554

4 -.02588 1.01568 -1.11569 -.50490 .03049553

Tablo 5.11'den de goriildiigii gibi Gauss Metodu igin yapilan ¢oziim
sonucunda ulagilan tahmin vektorii,

[—.02588 |
e 1.01568 (5.21)
~1.11569
| —.50490 |
olarak elde edildi. iterasyonlar durdurmak amaciyla,
15(62)~884)| < 40001
$(8;)
esitsizligi kabul edildi ve kullamlds.
Tablo 5.11'den S(8") =.03049553 olarak bulundu. Buradan,
@ =350) 03099533 _ 51172005 (5.22)

n-p 30-4
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elde edildi.
Bu caligmada (4.33) esitsizligiyle verilen,
O(6) = ¥(M(8)) = M(8) (5.23)

oldugu agiktir. Dolayistyla incelenen problemde (4.42) esitsizligi,

[ OPME®) _

AM(®) (5.24)

olarak yazildi. (5.24) esitliginden yararlanarak ve (4.40) esitliginden,

30 30 —-.9738 5.5790

N = 30 60 -1.9790 9.2618
-.9738 -19790 .1934 -.7630
55790 9.2618 —-.7630 6.6942

yazilabilir. Burada yer alan BTB matrisinin (5.4) esitligindeki matrisle ayni
oldugu goriildii. Tahmine iligkin varyans-kovaryans matrisi (4.67) esitliginden
yazilabilir. Burada

1593 -.0787 -1771 -.0441

_Aa2n-l 2Tyl | —.0787 0987 —-.6069 —-.0018},,-3
Vo=20"N"=0"(B'B)” =| 9738 ‘6060 267459 23562 [0 (>-26)
55790 —0018 23562 .6582

olarak elde edildi. islemde kullamlan o2 degeri yerine (5.22) esitligindeki deger
kullamilda.
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5.6.1. Gauss Metodu Giiven Araliklar1 ve Giiven Bélgeleri
Gauss Metodu parametre tahminleri i¢in kurulan giiven araliklan (4.53)
esitlifinden yararlanilarak olusturulmustur. Olusturulan bu giiven araliklan

Tablo 5.12'de verilmistir.

Tablo 5.12. Gauss Metodu Giiven Araliklar

j 9} [Vg ]jj tn—p;a/z-[Vg]Zz Alt Smir | Ust Simir
1 -.02588 .1593x10-3 .02594 -.05182 .0633x10-3
2 1.01568 .0987x10-3 .02042 99525 1.03610
3 -1.11569 | 26.7459x10-3 33616 -1.45185 - 77952
4 -.50490 ..6582)(10'3 05273 -.55763 -.45216

Tablo 5.12'de yapilan hesaplamalarda o=.05 almmigtir. Dolayistyla

Parametrelere iligkin Gauss Metodu giiven bélgelerini olugturmak

6 !
amaciyla (4.74) esitligi asafrdaki gibi yeniden diizenlendi ve (2) =:1%T =
farkli parametre ¢ifti i¢in giiven bélgeleri ayr ayn olugturuldu.

_ * T..T _ * _L._ *
(Q Q ) B B(_e. Q )-<~ n—pS(Q )-F(p;n-p;l-a) (527)

Bu g¢alismada parametre sayisi, p = 4; deney sayisi, n=30'dur.
Dolayisiyla p = 4, n-p=26 ve 1-0=.95 igin F-tablo degeri 2.74 olarak alindi.
Ayrica S(Q*) =.03049553 oldugu agiktir. Verilen bu degerleri (5.27) esitliginin
sag tarafinda yerine koyuldugunda,
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. 4
P S0"). Fpnpitoy = o4 (03049553)(2.74) =.012855038

n-=p

olarak elde edildi ve kullanildi.
0, ve 0, icin Giiven Bolgesi:

15 15716, +.02588
[6,+.02588 92—1.01568][15 30] <.012855038 (5.28)
9, -1.01568

0, ve 0, parametreleri i¢in Gauss Metodu giiven bolgesi (5.28)
esitliginde yer alan matrisin 6zdegerleri ve 6zvektérleri yardimiyla olusturuldu.
Bu amagla hesaplanan degerler Tablo 5.13'te verildi.

Tablo 5.13. (5.28) Egitliginden Bulunan Degerler

. T |
i Ozdegerler (Ai) Ozvektorler(e; ) i. Eksen Yar1 Uzunlugu
1 5.729491 (8506509 -.5257311] 04736732
2 39,27051 [.5257311 .8506509] | 01809271

Tablo 5.13'te verilen sonuglar yardimiyla 6; ve 6, parametreleri igin
olugturulan Gauss Metodu giiven bolgesi Ek1'de verilmigtir.

0, ve 0; icin Giiven Bolgesi:

| 15 —48697 06 +.02588
[6,+.02588 93+l-11569][_.4869 0967 ][93 111569 | 5012855038 (5.29)

8, ve O, parametreleri igin Gauss Metodu giiven bolgesi (5.29)

esitlipindeki karesel formda bulunan matrisin ozdegerleri ve ozvektorleri
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yardimiyla olugturuldu. Bu amagla hesaplanan degerler Tablo 5.14'de
verilmigtir.

Tablo 5.14. (5.29) Esitliginden Bulunan Degerler

" T
i Ozdegerler (Ai) Ozvektorler(e; ) i. Eksen Yar1 Uzunlugu
1 080896 [.03261845 .9994679] 3988461
2 15.01589 (9994679 -.03261845] .02925912

Tablo 5.14'de verilen sonuglar 1513inda 6, ve O, parametrelert igin

olugturulan Gauss Metodu giiven bolgesi Ek2'de verildi.
0, ve 0, icin Giiven Bolgesi:

15 278957 61 +.02588
[6,+.02588 94+-50490][2.7895 3.3471}{94 AT <.012855038 (5.30)

0, ve 0, parametrelerine iligkin Gauss Metodu giiven bolgesini
olusturmak igin (5.30) esitliginde yer alan matrisin 6zdeger ve ozvektorleri
hesaplanarak Tablo 5.15'de verilmistir.

Tablo 5.15. (5.30) Esitliginden Bulunan Degerler

s . T '
i Ozdegerler (Ai) Ozvektirler(e; ) i. Eksen Yar1 Uzunlugu
1 2.778866 [1996052 -.9798763] 06801473
2 15.56823 [.9798261 .2225289] 02873539

Tablo 5.15'de verilen sonuglar yardimiyla 0, ve 6, parametreleri igin
olugturulan Gauss Metodu giiven bélgesi Ek3'te verilmistir.
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0, ve 03 icin Giiven Bolgesi:

[6, ~1.01568 65 +1.1 1569][

30 _'9895}[92 -1.01568
—-.9895 .0967 6; +111569

}5.012855038 (5.31)

0, ve O; parametreleri i¢in Gauss Metodu giiven bolgesini (5.31)
esitliginde yer alan matrisin 6zdegerleri ve ozvektorleri yardimiyla olugturuldu.

Bu amagla hesaplanan degerler Tablo 5.16'da verilmistir.

Tablo 5.16. (5.31) Esitliginden Bulunan Degerler

T
i Ozdegerler (Ai) Ozvektorler(e; ) i. Eksen Yar1 Uzunlugu
1 106399346 [.0330358 .9994542] 4481971
2 30.03271 [.9994542 -.0330358] 1020689

Tablo 5.16'da yer alan degerler yardimiyla 6, ve 6; parametreleri igin

olusturulan Gauss Metodu giiven bolgesi Ek4'te verildi.

0, ve 0, i¢in Giiven Bolgesi:

30 4.6309] 6, -1.01568
[6,-1.01568 e4+.5049o[ ][ <.012855038 (5.32)
]4.6309 3.3471)l9, +50490

8, ve 0, parametreleri igin Gauss Metodu giiven bolgesi (5.32)
esitligindeki karesel formda yer alan matrisin 6zdegerleri ve ozvektorleri
yardimiyla olugturuldu. Bu nedenle hesaplanan degerler Tablo 5.17'de

verilmigtir.
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Tablo 5.17. (5.32) Esitliginden Bulunan Degerler

i Ozdegerler (Ai) Ozvektorler(e;) | i Eksen Yar: Uzunlugu
1 2.565415 [1664433  -.986051] 07078773
2 30.78169 [.986051 .1664433] 02043575

Tablo 5.17'deki sonuglar yardimiyla 0, ve 6, parametreleri Gauss

Metodu giiven bolgesi EkS'te verilmistir.

0; ve O, icin Giiven Bolgesi:

0967 -3815]6; +111569
[65 +1.11569 94+-50490][_ ‘ }[ <.012855038 (5.33)

0; ve 0, parametreleri i¢in Gauss Metodu giiven bolgesi (5.33)
esitliginde yer alan matrisin 6zdegerleri ve 6zvektorleri yardumiyla olugturuldu.

Bu amagla hesaplanan degerler Tablo 5.18'de verilmistir.

Tablo 5.18. (5.33) Esitliginden Bulunan Degerler

i Ozdegerler (A Ozvektorler(e;) | i Eksen Yar: Uzunlugu
05252362 [9933622 .1150277] 49472
2 3.391276 [1150277 -.9933622] 06156802

Tablo 5.18'de yer alan sonuglar yardimiyla 6, ve 0, parametreleri igin
olugturulan Gauss Metodu giiven bolgesi Ek6'da verilmistir.

5.7. Tahminlere fliskin Sonuglarin Incelenmesi

Bu ¢aligma kapsam iginde incelenen Likelihood Metodu digindaki diger
iki metot yani, Dogrusallagtirma ve Gauss Metotlan ile parametre vektorii
tahmin edildi. Bulunan (5.2) ve (5.21) esitlikleri, aym1 baglangi¢ degerinden
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iterasyonlara baglayan her iki metot igin aym tahmin degerlerine ulagildigin
gosterdi. Bu galigmada tahmin vektori,

[—.02588 ]
. |101567

-1.11569
| —.50490 |

olarak elde edildi. Her iki metot sonuglan incelendiginde, yalnizca 6,
parametresinin tahmininde .00001 kadar bir farklilik géze ¢arpti. Bunun diginda
en Onemli kriter olan S(6*) degerleri her iki metot agisindan incelendiginde
7x10~° gibi bir fark olugtu. Fakat sozkonusu bu farkin kiigiikligityle,
Dogrusallastirma Metodu tahminlerinin Gauss Metodu tahminlerine denk
oldugu soylenebilir. Her iki metodun denkliginin en &nemli isareti olan Hata

Kareler Toplaminin,

S(97) =.03049553

oldugu kabul edilebilir

5.7.1. Tahminlere iliskin Giiven Araliklar1 ve Giiven Bélgelerinin

Incelenmesi

Tahminlere iligkin giiven araliklarin1 inceleyebilmek igin Tablo 5.3 ile
Tablo 5.12'ye bakildiginda tim parametreler igin Gauss Metodu ve
Dogrusallashirma Metoduyla olusturulan giiven araliklanimn aymi oldugu
goriildii. Yalmz 8, ve 6,'ye iligkin giiven araliklarnda s6zkonusu iki metot i¢in
.00001'ik bir farklilik vardir. Fakat farkin 6nemli olmadig: s6ylenebilir. Tablo
5.10 incelendiginde Likelihood Metodu giiven araliklarinin hem Gauss Metodu
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ve hem de Dogrusallagtirma Metodu giiven araliklarindan biraz farkli oldugu
gorildi. 6,, 6, ve 6, parametreleri i¢in Dogrusallagtirma Metodu ve Gauss
Metodu giiven araliklan simirlarindan .01'den daha az farklidir. Bunun yaninda
03 parametresi i¢in ii¢ metot i¢in olugturulan giiven smurlan arasindaki
farklilik .05 civarinda bulunmugtur. Biitiin metotlar dikkate alindiginda o = .05
igin 6, 6, , 65, 0, parametreleri i¢in giiven simnirlarinin, sirasiyla
0,7.026, 0,¥.020, 6,%.35 ve 0,F.055 bigiminde oldugu diginilebilir.
Ayrica o =.05 igin olugturulan Likelihood Metodu giiven simirlarina, Gauss
Metodu veya Dogrusallastima Metodu giiven smurlart olarak ulagilmak
istendiginde o'nin yaklagik olarak .04 alinmasi gereklidir.

Incelenen metotlarla, parametrelere iligkin olugturulan giiven bélgeleri 6
farkli parametre ¢ifti igin ayrni ayri yorumlandi. Ayrica, EKLER béliimiinde
verilen gekillerden daha ayrintili inceleyebilmek amaciyla Ek1, Ek3 ve Ek 5'in
digerlerine oranla 10 kat bityiik 6l¢ekle ¢izildigine dikkat edilmelidir.

0, ve 0, i¢in Olusturulan Giiven Bolgesi

0, ve 0, parametreleri giiven bolgesini olugturmak igin hazirlanan Tablo
5.4. ve Tablo 5.13 incelendiginde, 6, ve 8, parametreleri i¢in Dogrusallagtirma
Metodu ve Gauss Metodu giiven bolgelerinin birbirilerine denk oldugu goriildii.
Ayrica Ek1'de verilen her iki metot giiven bolgeleride bu diisiinceyi destekledi.
Aym EK'te verilen Likelihood Metodu giiven bdlgesinin de diger iki metot igin
olusturulan giiven bolgelerine denk oldugu goriildii.

0, ve 6, igin olusturulan giiven elipsinin uzun ekseninin boyu kisa
ekseninin boyunun yaklagik 2.26 katidir. Ayrica Tablo 5.4 ve Tablo 5.13'te yer
alan ve birbirlerine esit olan dzvektorlerin koordinat eksenleriyle, yaklagik 35
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derecelik bir ag1 yaptig1 saptandi. 8, ve 6, parametreleri arasinda negatif yonde

bir etkilesim varlif1 ve bu etkilegimin kuvvetli oldugu goriildii.

0, ve 05 i¢in Olusturulan Giiven Bolgesi

0, ve 6; parametreleri giiven bolgesi olusturmak igin hazrirlanan Tablo
5.5. ve Tablo 5.14 incelendiginde 6, ve 0; parametreleri i¢in Dogrusallagtirma
Metodu giiven bolgesi ve Gauss Metodu giiven bolgesinin birbirlerine denk
oldugu ortaya ¢ikti. Bu sézkonusu tablolardaki sonuglar yardimiyla olusturulan
ve Ek2'de verilen giiven bolgelerinde de iki metodun giiven bolgeleriyle

Likelihood Metodu giiven bolgesi benzer 6zellikleri gosterdi.

0; ve 0; parametreleri i¢in olugturulan giiven ekseninin uzun ekseninin
boyu, kisa ekseninin boyunun yaklagik 13.63 katidir. Giiven elipsinin
olugturulmasinda kullanilan 6zvektérlerin, koordinat eksenleriyle yaklasik 2
derecelik bir a¢1 yaptigi goriildii. Buradan 6; ve ©; parametreleri arasinda
negatif yonlii, kiigiik bir etkilesimin oldugu ve hatta bu etkilesimin ihmal
edilebilecek kadar kiigiik oldugu saptandi.

0, ve 0, icin Olusturulan Giiven Bolgesi

0, ve 0, parametreleri i¢in Dogrusallagtirma metodu ve Gauss Metodu
giiven bolgelerinin olugturulmasinda kullanilan Tablo 5.6 ile Tablo 5.15'in aym
oldugu gorilldii. Ayrnica g¢izilen giiven bélgelerinin Ek3'teki gorimtiisiinden,
sozkonusu iki metot giiven bolgelerinin denklifi desteklendi. Yine Ek3'te
verilen Likelihood Metodu giiven bolgesi Dogrusallagtirma Metodu ve Gauss
Metodu giiven bélgelerinden gok az bir farklilik gosterdi. Cizim yapilirken
alinan 6lgek biiyiikligiinde dikkate alinarak, olugan farkliligin biiyiik olmadig:
diigiiniildii.
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Olusturulan giiven bolgeleri ayrntili incelendiginde, giiven elipsinin
uzun eksen uzunlugunun kisa eksen uzunluguna olan oramimn 2.36 oldugu
ortaya ¢ikti. Ayrica dzvektorlerin, koordinat eksenleriyle yaklagik 13 derecelik
bir ag1 yaptif goriildi. Incelemeler sonunda 8, ve 6, parametreleri arasinda

zayifta olsa negatif yonlii bir etkilesimin varhg saptand.
0, ve 05 icin Olusturulan Giiven Bolgesi

Dogrusallastirma Metodu ve Gauss Metodu giiven bélgeleri igin
hazirlanan Tablo 5.7 ve Tablo 5.16 ile birlikte Ek4' incelendiginde, 6, ve 0,
parametreleri i¢in olugturulan s6zkonusu metodlara iligkin giiven bélgelerinin
denk oldugu gorildi. Likelihood Metodu giiven bolgesi diger iki metod
yardimiyla olusturulan giiven bélgelerine benzerdir. 65 parametresinin dogrusal
olmayisindan kaynaklanan farklilifa ragmen ii¢ metot giiven bolgelerinin aymi
oldugu s6ylenebilir.

0, ve 05 parametresi giiven bolgesini olugturan elips incelendiginde ise
uzun eksen uzunlugunun, kisa eksen uzunlugunda 21.66 kat daha biiyiik oldugu
saptand1. elipsi olugturulan 6zvektorlerin ise koordinat eksenleriyle yaklagik 2
derecelik ag1 yaptif1 goriildii. S6zkonusu parametreler arasinda pozitif yénde ve
thmal edilebilecek kadar kiigiik bir etkilegimin oldugu ortaya gikt1.

0, ve 0, icin Olusturulan Giiven Bolgesi

0, ve 0, parametreleri igin Dogrusallagtirma Metodu ve Gauss Metodu
giiven bolgelerini olusturmak amactyla diizenlenen Tablo 5.8 ile Tablo 5.17 ve
Ek 5'te verilen giiven bélgesi ¢izimlerinden incelenen ii¢ metot giiven
bélgelerinin aym oldugu goriildii. Fakat Ek5'te verilen ¢izimlerde Likelihood
Metodu giiven bolgesinin, diger iki metot giiven bolgelerinden bir miktar farkl:
oldugu saptandi. S6zkonusu bu farkhilif incelenen metot giiven bolgelerinin

aym olmadig1 sonucunu doguracak kadar énemli olmadi: diisiiniildii.
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6, ve 0, parametreleri giiven elipsinin uzun ekseninin boyu, kisa eksen
_ boyunun yaklagik 3.46 katidir. Giiven elipsini olugturan 6zvektérlerin koordinat
eksenleriyle arasinda olusan agimin 11 derece civarinda oldugu goriildii. Ayrica
0, ve 0, parametreleri arasinda negatif yonde fakat, oldukga zayif bir etkilesim

saptandi.

05 ve 0, icin Olusturulan Giiven Bolgesi

Tablo 5.9 ile Tablo 5.18 ve Ek 6, 6; ve 6, parametrelerine iligkin
olusturulan Dogrusallagtirma Metodu, Likelihood Metodu ve Gauss Metodu
giiven bolgelerinin benzer oldugunu ortaya ¢ikardi. Fk 6'da gizilen ii¢ metoda
ait giiven bolgeleri incelendiginde Likelihood Metodu giiven bolgesinin
digerleirnden biraz farkli olmasina ragmen, olusturulan ggven bélgelerinin
hepsinin aym 6zellikleri gosterdigi anlagild.

0; ve 0, parametreleri igin olusturulan giiven elipsinin uzun ekseninin
boyu, kisa ekseninin boyunun yaklagik 8 katidir. Ayrica bu iki parametreye
iligkin giiven bolgesinin olugturulmasinda kullanilan 6zvektérler ile koordinat
ckseni arasinda yaklagik 7 derecelik bir ag1 gozlendi. 6; ve 0, parametreleri

arasida pozitif yonde ve kuvvetli bir etkilegimin varlig: saptandi.
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BOLUM 6
SONUC

Bu ¢aligmada dogrusal olmayan modele sahip bir problemde parametre
tahminin yapilmasi, bulunan tahminlere iligkin giiven araliklarinin ve giiven
bolgelerinin  olusturulmasi  ayrmntili  olarak incelendi. Bu amagla
Dogrusallagtirma Metodu, Likelihood Metodu ve Gauss Metodu kullamld:.
Once Dogrusallastirma Metodu ve Gauss Metodu ile parametre tahmini yapild:.
Her iki metodun uygulanmasi sonunda parametre vektorii olarak aym degerlere
ulagildi. Aym1 baglangig noktasindan hareket eden metotlarin her ikiside 4.
iterasyon sonunda optimum ¢oziime ulasti. Bu c¢aliymada incelenen problem
i¢gin iki metodun aym yakinsama hizina sahip oldugu soylenebilir. Burada
dogrusal olmayan modeller ig¢in yapilan parametre tahmininde iteratif
tekniklerin kullanilmasinin zorluguna, 6ncelikle baglangi¢ noktasinin segimine
dikkat edilmelidir. Zira dogrusal olmayan modele karsilik gelen yiizey
tepeciklere, gukurlara ve i¢ ige gegmis ilmekler gibi karmagik sekillere sahip
olabilir. Bu durum ise degisik noktalardan iterasyona baglandiginda farkli
sonuglarin ortaya ¢ikmasma neden olabilir. Ayrica her iterasyonda atilan
adimm yo6nii ve bityiikliigiiniin, optimum noktamin kagirilmamasi agisindan
uygun olmas:1 6nemlidir. Ciinkii yanlis yénde ya da fazla atilacak bir adim
biiyiikliigii ile ¢oziim noktas1 atlanabilir. Ozellikle baglangic noktasini
belirlerken yasanacak sikintilari agabilmek igin yiizeyin degisik noktalarindan
farkli baslangic degerleri belirleyerek islemleri tekrarlamak ve bu gekilde
¢oziim noktasina ulagmak en iyi yoldur. Bu galigmada incelenen problemde de
farkli baslangic noktalarindan hareket edilmis ve bu sekilde en iyi gézﬁme
ulagtiran baglangic noktasi tespit edilmigtir. Bu yapilan iglemler sonunda
problemimiz i¢in Dogrusallasirma Metodu ve Gauss Metodu ayni sonucu

vermiglerdir.
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Tahminlere iligkin giiven araliklan ve giiven bolgeleri olusturulurken,
Dogrusallagtirma Metodu ve Gauss Metodunun yaminda bir de Likelihood
Metodu kullamildi. Yapilan iglemler sonunda Dogrusallastirma Metodu ve
Gauss Metodu giiven araliklani ve giiven bolgeleri birbirine denk sonuglar
vermigtir. Likelithood Metodu sonuglart bu iki metot sonuglarindan kiigik
farkliliklar gostermesine ragmen, aymi ¢oziimlere ulagildigi soylenebilir. Ayni
sonuglara ulagilan ii¢ metot i¢inde en zor ¢izimi yapilan giiven bdlgesinin
Likelihood Metodu giiven bolgesi oldugu saptandi. Zira diger iki metot giiven
bolgeleri, giiven bolgesini olugturan egitliklerin iginde yer alan matrisin ozdeger
ve dzvektorleri yardimyla olugturulurken; Likelihood Metodu giiven bélgesi,
parametrelerden birine sabit degerler vererek bulunan diger parametre
degerlerinin tek tek koordinat sisteminde mnoktalanarak dig konturun
olusturulmasiyla elde edilmektedir. Fakat Likelihood Metodu giiven
bolgelerinin digerlerine oranla daha giivenli oldugu diisiiniilebilir. Ciinkii Gauss
Metodu ve Dogrusallagtrma Metodu giiven bolgeleri olusturulurken, giiven
bolgesinin tam bir elips oldugu varsayilip, giiven bolgesi bu varsayima gore
olugturulurken; Likelihood Metodu giiven bolgeleri, konturlarin elipsten

olabilecek farkli davramiglarimi daha net gostermektedir.

Genel itibariyle incelenen iig metot iginde en kolay uygulanan metodun
Dogrusallagtirma Metodu oldugu belirlendi. Gerek tahmin vektorii bulunurken
ve gerekse giiven araliklan ile giiven bolgeleri olusturulurken bu kolaylik
goriildii. Incelenen diger metotlardan biri olan Gauss Metodu uygulamalarda en
¢ok tercih edilen tahmin yontemlerindendir. Her iterasyonda atilan adim
biyiikliigiiniin kontrol edilebilmesi ve metod wuygulanirken kullanilan N
matrisinin negatif tamimhi (ya da zayif kogullu) olmamas: bu metodu gekici
kilmaktadir. Ciinkii bu gekilde tahminlerde kullamilan N matrisinin tersinin
alinmas1 daima miimkiin olmaktadir.
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Bu ¢aligmada kullanilan metotlarin herbir iterasyonu sirasinda iglem
yapilan nokta (ya da ¢6ziim noktas1) etrafinda yiizeyin diizlemsel oldugu
varsayllmaktadir. Metotlar ancak bu varsayim dogru oldugunda sapmasiz
sonuglar verecektir. Aksi takdirde yani, dogrusal olmayan modelde iterasyon
noktas1 (ya da ¢oziim noktasi) etrafinda yiizey diizlemsel degilse tahmin edilen
degerler ¢ok bityiik bir ihtimalle sapmal1 olacaktir.

Dogrusal olmayan modelin egrilik etkisi ve egrilik 6lgiisii bu ¢aligmanin
icerigine dahil edilmemis ve incelenmemistir. Modelin egrilik etkisi ve
parametre etkisi egrilik parametre tahmininde, giiven araliklari ve giiven
bolgelerinin olugturulmasinda ortaya ¢ikaracag: farkliliklar gozard: edilmis ve
incelenmek tizere brrakimistir. Zira, egrilik 6lgiisiiniin  hesaplanmasi ve
etkisinin belirlenmesi kugkusuz, problemin yorumlarinda ve hesaplamalarinda

problem hakkinda daha net fikirler edinilmesini saglayacaktir.
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