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İkinci bölümde çözümlerin patlaması ile ilgili günümüze kadar yapılan çalışmalar 
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verilmiştir. 
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damping ve kaynak terim içeren Timoshenko denkleminin çözümlerinin lokal varlığı; 
ikinci bölümde denklemin negatif başlangıç enerjisi için çözümlerinin patlaması; üçüncü 
bölümde ise tezin esas kısmını oluşturan pozitif başlangıç enerjisi için çözümlerinin 
patlaması çalışılmıştır. 
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In the first chapter of this thesis, the abbreviations and notations that will be used 
throughout this thesis are provided.  

In the second chapter, the historical developments of the blow up of solutions are 
investigated.  

In the third chapter, the basic definitions, theorems, and inequalities that will be 
used in this thesis are provided. 

The fourth chapter is composed of three sub-sections. In the first sub-section, the 
local existence of solutions of Timoshenko equations that contain nonlinear damping and 
source terms are examined. In the second sub-section, the blow up of solutions for the 
equation with the initial negative energy is investigated. In the final sub-section, which 
also forms the main part of this thesis, the blow up of solutions for positive initial energy 
is studied. 
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Nazl¬IRKIL

1. G·IR·IŞ

1.1. KISALTMALAR VE NOTASYONLAR

Bu bölümde tezde kullan¬lan simgeler ve baz¬k¬saltmalar tan¬t¬lacakt¬r.

1.1.1. Simgeler

� : alfa

� : beta


 : gamma

� : eta

� : sigma

� : delta

" : epsilon

	 : psi

r : nabla operat�or�u(gradiyent)
� : laplasyon

1.1.2. Notasyonlar

Rn, n boyutlu Öklit uzay¬d¬r.

x = (x1; x2; :::; xn) ; R
n de bir noktad¬r.


; Rn de s¬n¬rl¬bir bölgedir.

@
; 
 bölgesinin yeterli düzgün s¬n¬r¬d¬r.

ut; utt; ux notasyonlar¬ @u@t ;
@2u
@t2
; @u
@x
türevleridir.

�u notasyonu ux1x1 + ux2x2 + :::+ uxnxn d¬r.

�2u notasyonu ux1x1x1x1 + ux2x2x2x2 + :::+ uxnxnxnxn d¬r.

r2u = �u

1
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2. ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR

Günlük hayatta kaŗs¬laşt¬¼g¬m¬z birçok problemin adi veya k¬smi diferansiyel den-

klemlerle modellenebilmesi mümkündür. Bu problemler �zikten kimyaya, biyoloji-

den t¬p bilimine, makine mühendisli¼ginden inşaat mühendisli¼gine, ekonomiden futbola

kadar birçok alanla ilgili olabilmektedir. Ancak modellenen her problemin tam olarak

aç¬k çözümünün bulunmas¬ço¼gu zaman mümkün olmamaktad¬r. Hatta çözümü aç¬k

ve tam olarak bilinen problemlerin, çözümü tam olarak bilinmeyen problemlere k¬yasla

çok daha az oldu¼gu söylenebilir.

Ele al¬nan do¼grusal olmayan diferansiyel denklemlerin do¼grusal denklemlere oranla

gerçek dünya olaylar¬yla daha ba¼glant¬l¬oldu¼gu söylenebilir. Çünkü do¼grusal diferan-

siyel denklemler gerçek dünya ile ilgili birçok özelli¼gi ifade etmekte yetersiz kalm¬̧st¬r.

Ama do¼grusal olmayan diferansiyel denklemler bu özelliklerin birço¼gunu içinde bar¬nd¬ra-

bildi¼gi ve matematiksel dünyan¬n birçok yeni temel sorular¬na dikkat çekti¼gi için matem-

atikçileri cezbeden ve matematiksel araşt¬rmalar¬n aktif olarak yap¬ld¬¼g¬bir alan ol-

muştur.

Bu problemler için yaklaş¬k bir çözüm bulmak veya en az¬ndan çözümün davran¬̧s¬yla

ilgili bir �kre sahip olmak için denklemin baz¬ şartlar ile s¬n¬rland¬r¬lmas¬gereklili¼gi

ortaya ç¬km¬̧st¬r. Bu nedenle problemlere genellikle başlang¬ç ve s¬n¬r koşullar¬ ek-

lenerek iyi tan¬ml¬çözüm bulmak amaçlanm¬̧st¬r. ·Iyi tan¬ml¬bir çözüm bulmak için ilk

aşama çözümün varl¬¼g¬n¬, çözüm varsa şayet çözümün tekli¼gini ve başlang¬ç verilerine

ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n¬araşt¬rmakt¬r. Çözümünün varl¬¼g¬ve tek oldu¼gu kan¬tlanm¬̧s denklemin

asimptotik davran¬̧s¬yani çözümünün sonlu veya sonsuz bir zamanda davran¬̧s¬her ne

kadar çözüm tam olarak bilinmese de çözüme yönelik bir �kre sahip olmam¬z¬sa¼glar.

Bütün bu araşt¬rmalar¬n gerçek hayatta kaŗs¬laş¬lan problemlere faydas¬n¬bir bölgede

bulunan s¬tma vakalar¬n¬n belli koşullar alt¬nda sonlu veya uzun zaman davran¬̧s¬be-

lirleyebilme olarak örneklendirebiliriz. Veya kimyasal bir deney sonucu ortaya ç¬kan

ve çözümü bilinen yöntemlerle belirlenemeyen bir denklemin çözümünün asimptotik

davran¬̧s¬yard¬m¬yla deneyin sonuçlar¬hakk¬nda tahminlerde bulunabiliriz. Bu örnek-

lerden de anlaş¬laca¼g¬üzere bu kadar büyük öneme sahip bu alanla ilgili çal¬̧smalar son

derece önemli ve gereklidir.

Do¼grusal olmayan problemlerde singularitenin en basit formu, zaman¬n baz¬sonlu

T > 0 limitine yaklaşt¬¼g¬ zaman, de¼gi̧sken veya de¼gi̧skenlerin sonsuza gitmesidir.

De¼gi̧skenlerin sonsuz büyümesinden dolay¬da çözümler global olarak yok olur. Bu

olaya blow up (çözümün patlamas¬) veya global çözümlerin yoklu¼gu denilmek-
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2. ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR

tedir. Blow up latin dilinde patlama anlam¬n¬ taş¬r ve matematik problemlerinin

birço¼gunda patlamay¬betimler. Singularite do¼grusal diferansiyel denklemlerde kat-

say¬, veri veya problemlerdeki sabit singulariteler için oluşurken do¼grusal olmayan

diferansiyel denklemlerde ise daha çok zaman¬ndan, konumundan kaynakl¬olabilir.

Blow up adi diferansiyel denklemlerde oldukça temel ama temsili bir düzeyde

gerçekleşmektedir. Basit bir örnekle ifade edecek olursak reel de¼gi̧skenli

u = u (t)

için 8<: u0 = u2; t > 0

u (0) = a

başlang¬ç de¼ger problemidir. a > 0 için tek çözüm

0 < t < T =
1

a

zaman aral¬¼g¬nda mevcuttur.

u (t) =
1

T � t

formülü ile verilebildi¼ginden

t < T

için düzgün çözüm ve t ! T� için u (t) ! 1 olur. Bu durumda t = T için çözüm

blow up denir.

Do¼grusal olmayan

utt = �u+ up; p > 1

tipindeki denklemlerin blow up çal¬̧smalar¬parabolik denklemlerden daha eski olup

1957 y¬l¬na kadar dayanmaktad¬r.

1960 l¬y¬llardan beri hiperbolik tipten diferansiyel denklemlerin çözümlerinin pat-

lamas¬konusu matematikçilerin ilgi alan¬na girmi̧stir.

Sattinger 1968 y¬l¬nda yay¬nlad¬¼g¬çal¬̧smas¬nda enerji integrallerine ba¼gl¬"potan-

siyel çukur metodu" olarak adland¬r¬lan metodu elde ederek

utt ��u+ f (x; u) = 0

denklemin global zay¬f çözümünü f (x; u) fonksiyonunu baz¬ koşullarla s¬n¬rlayarak

4
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ifade etti.

Levine 1974 y¬l¬nda yapt¬¼g¬çal¬̧smayla

Putt = �A (t)u+ F (u)

denkleminin global çözümlerinin yoklu¼gunu "konkavl¬k metodunu" geli̧stirerek gös-

terdi. Konkavl¬k metodunda amaç problemin lokal varl¬¼g¬n¬n çözümüyle tan¬mlanm¬̧s

s¬n¬r koşullar¬na uygun � (t) > 0 fonksiyonunu oluşturmak ve � > 0 için t zaman¬na

ba¼gl¬konkav ��� (t) fonksiyonunun varl¬¼g¬n¬göstermektir. Burada � (t) fonksiyonu iki

kez türevlenebilen ve

�
00
(t)� (t)� (�+ 1) (�0 (t))2 � 0

eşitsizli¼gini sa¼glayan bir fonksiyondur. Blow up zaman¬ise F (0) > 0 ve F
0
(0) > 0 için

T <
F (0)

�F 0 (c)

şeklinde ifade edilir.

Kalantarov ve Ladyzhenskaya 1978 y¬l¬nda yay¬nlanan çal¬̧smalar¬nda Levine çal¬̧s-

malar¬n¬temel alarak parabolik ve hiperbolik denklemlerinde blow up için "genelleştir-

ilmi̧s konkavl¬k metodunu" geli̧stirdiler.

1990 y¬llar¬nda ise yap¬lan çal¬̧smalarda

M (s) = m1 +m2s



şeklinde tan¬mlanm¬̧s bir fonksiyon olmak üzere

utt �M (s)�u+ f (ut) = g (u)

tipindeki denklemler en çok dikkat çeken ve çal¬̧smalar¬n yo¼gunlaşt¬¼g¬denklemler ol-

muştur [Meyvac¬2005].

Georgiev ve Todorova 1994 y¬l¬nda

utt ��u+ aut jutjm�1 = b jujup�1

do¼grusal olmayan damping ve do¼grusal olmayan kaynak terim aras¬ndaki etkileşimi

inceleyerek çözümlerin lokal varl¬¼g¬n¬ve global çözümlerinin yoklu¼gunu yeni bir metod

geli̧stirerek gösterdiler.

5



2. ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR

Ono 1997 y¬l¬nda

utt �M

�


A 1
2u



2�Au+ �ut = juj� u;

utt �M

�


A 1
2u



2�Au+ jutj� ut = f (u) ;

utt �M



A 1

2u



2
 Au+ Aut = juj� u

denklemleri için blow up çal¬̧st¬.

Georgiev ve Todorova n¬n çal¬̧smalar¬nda başlang¬ç enerjisinin negatif (E (0) < 0)

al¬nmas¬na kaŗs¬n 1999 y¬l¬nda Vitilaro bu metodu biraz daha geli̧stirerek (E (0) < E1)

için blow up çal¬̧st¬.

Messaoudi 2001 y¬l¬nda

utt ��u+ g (ut) = f (u)

denkleminin blow up çal¬̧smas¬n¬ yapt¬. 2009 y¬l¬nda Galerkin metodunu kullanan

Runzhang ve Jihong uygun başlang¬ç ve s¬n¬r koşullar¬ile denklemin çözümünün global

varl¬¼g¬n¬çal¬̧st¬lar. 2009 y¬l¬nda Yu, 2013 y¬l¬nda ise Chen ve Liu g (ut) yerine

G (ut;�ut) = ��ut + ut jutjp�1

ve

f (u) = u jujq�1

alarak denklemin çözümünün varl¬¼g¬, enerji azalmas¬ve çözümün patlamas¬n¬çal¬̧st¬lar.

1950 y¬l¬nda Woinosky-Kreiger taraf¬ndan matematiksel modellemesi yap¬lan

@2u

@t2
+
@4u

@x4
�

0@�+ �

LZ
0

����@u@t
���� d�
1A @2u

@x2
+ g

�
@u

@t

�
= 0

denklemi daha sonra geli̧stirilerek

utt +42u�M
�
kruk2

�
4 u+ jutjp�1 ut = jujq�1 u

denkleminde oldu¼gu gibi M
�
kruk2

�
4 u ifadesini içeren ve genel olarak lineer ol-

mayan Timoshenko denklemleri olarak isimlendirilip çeşitli şekillerde gösterimleri de

mevcut olan denklem olarak ifade edildi. Bu denklemler dalgalar¬n lineer olmayan

6
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sal¬n¬m hareketlerini ifade etmekte kullan¬l¬rlar. Denklem eksenel bir kuvvet taraf¬n-

dan s¬k¬̧st¬r¬lan veya gerilen bir sal¬n¬m dalgas¬n¬n dinamik bükülme hareketlerinin

araşt¬r¬ld¬¼g¬bir çal¬̧sma sonucu ortaya konmuştur. Antman [Antman 2005] taraf¬ndan

yap¬lan çal¬̧smalar sonucunda ise denklemin esneme teorisinin genel yap¬s¬oluşturul-

muştur. Sonras¬nda bu denklemin farkl¬özelliklerini inceleyen birçok çal¬̧sma yap¬ld¬.

1970 y¬l¬nda Dickey, 1974 y¬l¬nda Timoshenko, Young ve Weaver, 1979 y¬l¬nda

Medeiros, 1994 y¬l¬nda Astaburuaga, Fernandez ve Perla Menzala taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

1997 y¬l¬nda Bainov ve Minchev baz¬özel şartlar alt¬nda çözümün yoklu¼gunu negatif

başlang¬ç enerjisi için çal¬̧st¬lar. Taşkesen ve Polat 2015 y¬l¬nda yüksek başlang¬ç en-

erjisi için çözümün global varl¬¼g¬n¬çal¬̧st¬lar.

2010 ve 2013 y¬l¬nda Esquivel-Avila Timoshenko denkleminin çözümünün varl¬¼g¬n¬,

patlamas¬n¬ve atraktörü üzerine çal¬̧smalar yapt¬lar.

Pi̧skin 2015 y¬l¬nda üstteki denklemin Banach büzülme dönüşümünden faydala-

narak lokal varl¬¼g¬n¬, negatif başlang¬ç enerjisi için blow up ve enerji azalmas¬n¬gös-

terdi.

Bu tez çal¬̧smas¬n¬n son k¬sm¬nda Timoshenko denkleminin çözümünün pozitif

başlang¬ç enerjisi için global çözümlerinin yoklu¼gu (blow up) çal¬̧s¬ld¬[Pi̧skin ve Irk¬l].

7
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3. MATERYAL VE METOT

Bu bölümde, sonraki bölümlerde gerekli olabilecek baz¬tan¬mlar, çal¬̧s¬lan uzaylar

eşitsizlikler ve baz¬lar¬n¬n ispat¬yer almaktad¬r [Kesevan 1989, Evans 1998, Adams ve

Fournier 2003, Brezis 2011, Polat 2005, Pi̧skin 2013]

3.1. Normlu Uzay, ·Iç Çarp¬m ve Hilbert Uzay¬

Tan¬m 3.1.1. Boş olmayan bir X kümesi ve X � X den R ye tan¬mlanan bir d

fonksiyonu

(x; y)! d (x; y)

verilsin. d fonksiyonu aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼gl¬yorsa d ye X üzerinde bir metrik, (X; d)

ikilisine de metrik uzay denir.

8x; y; z 2 X için

(i) d (x; y) � 0

(ii) d (x; y) = 0, x = y

(iii) d (x; y) = d (y; x)

(iv) d (x; y) � d (x; z) + d (z; y)

Burada (iv) ye üçgen eşitsizli¼gi denir. (iv) şart¬tekrar tekrar uygulan¬rsa 8x; y; z1; :::; zn
için

d (x; y) � d (x; z) + d (z; y)

� d (x; z1) + d (z2; z3) + d (z3; y)

:::

� d (x; z1) + d (z2; z3) + :::+ d (zn; y)

şeklindeki ifadeye genelleştirilmi̧s üçgen eşitsizli¼gi denir.

Tan¬m 3.1.2. X bir K cismi üzerinde bir vektör uzay¬olsun.

k:k : X ! R+; x! kxk dönüşümü 8x; y 2 X ve 8a 2 K için

(N1) kxk � 0; kxk = 0, x = 0;

(N2) kaxk = jaj kxk ;

(N3) kx+ yk � kxk+ kyk (üçgen eşitsizli¼gi)

9



3. MATERYAL VE METOT

X uzay¬N1; N2; N3 özelliklerini sa¼gl¬yorsa X üzerinde norm ad¬n¬al¬r ve bu du-

rumda (X; k:k) ikilisine bir normlu uzay ad¬verilir, kxk say¬s¬da x 2 X eleman¬n¬n

normu olarak adland¬r¬l¬r.

Her kxk normu, d : X �X �! R+ olmak üzere,

d (x; y) = kx� yk

şeklinde tan¬mlanm¬̧s bir uzakl¬k fonksiyonu oldu¼gundan her normlu uzay ayn¬ za-

manda bir metrik uzay olur. Bunun tersi ise her zaman sa¼glanmayabilir yani; bir

metrik uzay¬n normlu uzay olmas¬gerekmez. Bir normlu uzay, üzerinde tan¬mlanm¬̧s

oldu¼gu norm alt¬nda vektör uzay¬belirtir.

Tan¬m 3.1.3. (xn) ; (X; k:k) normlu uzay¬na ait bir dizi olmak üzere, her " > 0

için n;m � N oldu¼gunda kxn � xmk < " olacak şekilde bir N do¼gal say¬s¬varsa (xn)

dizisine Cauchy dizisi denir.

Tan¬m 3.1.4. (xn) ; (X; k:k) normlu uzay¬nda bir dizi olsun.

lim
n!1

kxn � xk = 0

olacak şekilde bir x 2 X varsa (xn) dizisine yak¬nsakt¬r denir ve xn ! x ile gösterilir.

Tan¬m 3.1.5. Bir X normlu uzay¬nda her Cauchy dizisi X uzay¬n¬n bir eleman¬na

yak¬ns¬yor ise bu uzaya tam uzay denir. (X; k:k) uzay¬tam ise bu uzaya Banach uzay¬
denir.

Tan¬m 3.1.6. X vektör uzay¬üzerinde tan¬ml¬iki norm, k:k1 ve k:k2 olsun. A > 0;

B > 0 sabitleri için

A kxk1 � kxk2 � B kxk1

eşitsizli¼gi X uzay¬ndaki her x noktas¬ için geçerli ise, k:k1 ve k:k2 normlar¬na denk
normlar denir.

Sonlu boyutlu normlu (veya vektör) uzaylarda tan¬mlanan tüm normlar denktir.

Dolay¬s¬yla sonlu boyutlu normlu uzaylarda tan¬mlanan tüm normlar o uzay üzerinde

ayn¬ topolojiyi tan¬mlarlar; örne¼gin X normlu uzay¬ndaki bir (xn) dizisi k:k1(k:k2)
normuna göre yak¬nsak, s¬n¬rl¬ veya Cauchy dizisi ise, k:k2(k:k1) normuna göre de
yak¬nsak, s¬n¬rl¬veya Cauchy dizisidir.

10
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Tan¬m 3.1.7. K cismi üzerinde bir X vektör uzay¬verildi¼ginde, X � X uzay¬

üzerinde tan¬ml¬K de¼gerli

(:; :) : X �X ! K

bir fonksiyonun her x; y 2 X ve a; b 2 C için aşa¼g¬daki özellikleri varsa, bu fonksiyona
iç çarp¬m denir.

(i) (x; x) � 0; (x; x) = 0() x = 0;

(ii) (x; y) = (y; x) (burada c; c 2 C nin karmaş¬k eşleni¼gini belirtir),

(iii) (ax+ by; z) = a (x; z) + b (y; z) :

K = R halinde (x; y) = (y; x) oldu¼gu hemen görülür.

Bir iç çarp¬m ile

kxk = (x; x)
1
2

tan¬mlanan k:k : X ! R fonksiyonunun norm oldu¼gunu görmek oldukça kolayd¬r.

Normu yukar¬da oldu¼gu gibi bir iç çarp¬m taraf¬ndan tan¬mlanan uzaya iç çarp¬m

uzay¬denir.

Tan¬m 3.1.8. Normlu bir uzay olan bir iç çarp¬m uzay¬bir Banach uzay¬ise bu

uzaya Hilbert uzay¬ denir. Başka bir ifadeyle, bir iç çarp¬m uzay¬ndaki her Cauchy

dizisinin bu uzay¬n bir ö¼gesine yak¬nsak olmas¬halinde bu uzaya Hilbert uzay¬denir.

Tan¬m 3.1.9. n�boyutlu Rn ve gerçel Öklit uzay¬nda bir nokta x = (x1; :::; xn)
ve bu noktan¬n normu jxj =

�Pn
i=1 x

2
j

� 1
2 ile tan¬mlan¬r. x ve y nin iç çarp¬m¬x � y =Pn

i=1 xiyi şeklindedir.

Tan¬m 3.1.10. X bir normlu uzay olsun. X üzerindeki tüm s¬n¬rl¬lineer fonksiy-

onellerin kümesi X uzay¬n¬n dual uzay¬n¬ oluşturur. X 0 veya X� ile gösterilen bu

uzay

kfkX0 = sup
x2X;x 6=0

jf (x)j
kxkX

<1

normuyla bir Banach uzay¬d¬r. X 0 uzay¬n¬n duali (X 0)0 = X 00 şeklindeki lineer vektör

uzay¬d¬r ve ikinci dual olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 3.1.11.(xn) ; X normlu uzay¬na ait bir dizi olsun.

lim
n!1

kxn � xkX = 0

11
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olacak şekilde bir x 2 X varsa (xn) dizisine güçlü yak¬nsak dizi denir ve bu yak¬nsama

xn ! x olarak gösterilir.

Tan¬m 3.1.12. X normlu uzay¬nda bir dizi (xn) olsun. Her f 2 X 0 için

lim
n!1

f (xn)! f (x)

olacak şekilde bir x 2 X varsa (xn) dizisine zay¬f yak¬nsak dizi denir. Bu yak¬nsama

xn * x veya xn
z! x ile gösterilir.

Tan¬m 3.1.13. (fn); X normlu uzay¬üzerinde s¬n¬rl¬ lineer fonksiyonellerin bir

dizisi olsun. Bu durumda

(a)

kfn � fk ! 0

olacak şekilde bir f 2 X 0 varsa (fn) dizisine güçlü yak¬nsakt¬r denir. fn ! f

şeklinde yaz¬l¬r.

(b) her x 2 X için

fn(x)! f (x)

olacak şekilde bir f 2 X 0 varsa (fn) dizisine zay¬f* yak¬nsakt¬r denir. fn
z��! f

şeklinde yaz¬l¬r.

Tan¬m 3.1.14. � = (�1; :::; �n) negatif olmayan �j lerin n-bileşenlisi ise � ya

çoklu-indis denir ve x�; j�j =
Pn

j=1 �j mertebeye sahip olan x
�1
1 :::x

�n
n tek terimlisi,

yani x� = x�11 :::x
�n
n ile tan¬mlan¬r. Benzer şekilde 1 � j � n için Dj = @=@xj ise, o

zaman

D� = D�1
1 :::D

�n
n

j�j : mertebeden bir diferansiyel operatör belirtir. D(0;:::;0)u = u olur.

Tan¬m 3.1.15. E¼ger G � Rn ise Rn de G nin kapan¬̧s¬G ile belirtilir. G � 
 ve
G; Rn in kompakt (kapal¬ve s¬n¬rl¬) altkümesi ise G �� 
 şeklinde gösterilir. u;G de
tan¬ml¬bir fonksiyon ise, u fonksiyonun deste¼gi

supp u = fx 2 G : u (x) 6= 0g

12
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şeklinde tan¬mlan¬r. supp u �� 
 ise u fonksiyonu 
 da kompakt deste¼ge sahiptir

denir.

Tan¬m 3.1.16. 
; Rn de bir bölge olsun. Negatif olmayan her m tamsay¬s¬için


 bölgesinde sürekli bütün � fonksiyonlar¬ve j�j � m mertebesine kadar bütün D��

k¬smi türevleri sürekli olan vektör uzay¬Cm (
) ile gösterilir. C0 (
) � C (
) ve

C1 (
) =
T1
m=0C

m (
) olur. C (
) ve C1 (
) uzaylar¬na ait ve kompakt deste¼ge

sahip olan fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu uzaylar s¬ras¬yla C0 (
) ve C10 (
) ile gösterilir.

Tan¬m 3.1.17. 
 aç¬k bir bölge oldu¼gundan, Cm (
) deki fonksiyonlar¬n 
 böl-

gesinde s¬n¬rl¬olmas¬gerekmeyebilir. CmB (
) ile 0 � j�j � m için 
 bölgesinde D��

lerin s¬n¬rl¬oldu¼gu � 2 Cm (
) fonksiyonlar¬belirtilir. CmB (
) uzay¬

k�kCmB (
) = max
0�j�j�m

sup
x2


jD�� (x)j

normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

3.2. Lebesque Uzay¬(Lp (
))

Tan¬m 3.2.1. 
; Rn de bir bölge ve p pozitif gerçel say¬ olsun. 
 bölgesinde

tan¬ml¬bütün ölçülebilir u fonksiyonlar s¬n¬f¬na aşa¼g¬daki koşul alt¬nda

R


ju (x)jp dx <1

Lp (
) uzay¬denir. Bu uzay bir vektör uzay¬d¬r. 1 � p <1 olmak üzere bu uzay

kukLp(
) =
�R


ju (x)jp dx

�1=p
normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

Tan¬m 3.2.2. 
 bölgesinde ölçülebilir bir u fonksiyonu için hemen hemen her

yerde ju (x)j � K olacak şekilde bir K sabiti varsa u fonksiyonuna hemen hemen

s¬n¬rl¬d¬r denir. Böyle K lar¬n en büyük alt s¬n¬r¬na da juj n¬n 
 bölgesindeki esas
(essential) supremumu denir ve ess sup

x2

ile gösterilir. 
 bölgesinde hemen hemen s¬n¬rl¬

u fonksiyonlar¬yla tan¬mlanan uzaya L1 (
) uzay¬denir. L1 (
) uzay¬

kukL1(
) = ess sup
x2


ju (x)j

normu ile bir Banach uzay¬d¬r.
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Tan¬m 3.2.3. 
, Rn de bir bölge ve 1 � p � 1 olmak üzere 
 bölgesinin her

bir kompakt altkümesinde p: kuvveti integrallenebilen bütün ölçülebilir fonksiyonlar

uzay¬na Lploc (
) uzay¬denir.

Tan¬m 3.2.4. X ve Y normlu uzaylar olsun. E¼ger

(i) X; Y nin bir alt uzay¬,

(ii) Her x 2 X için X den Y ye Ix = x ile tan¬mlanan I birim operatörü sürekli ise,

X uzay¬Y uzay¬na gömülür denir ve X ,! Y ile gösterilir.

I birim operatörü do¼grusal oldu¼gundan (ii) koşulu

kIxkY �M kxkX ; x 2 X

olacak şekilde bir M > 0 sabitinin varl¬¼g¬na denktir.

Tan¬m 3.2.5. vol (
) =
R


1dx ve 1 � p � q � 1 olsun. E¼ger u 2 Lq (
) ise o

zaman u 2 Lp (
) d¬r ve

kukp � (vol (
))
(1=p)�(1=q) kukq

olur. Bu nedenle

Lq (
) ,! Lp (
)

gömülmesi geçerlidir.

Tan¬m 3.2.6. L2 (
) uzay¬

(u; v) =
R


u (x) v (x)dx

iç çarp¬m¬na göre bir Hilbert uzay¬d¬r.

Tan¬m 3.2.7. �1 � a < b � 1 olsun. ku (:)kX 2 Lp (a; b) koşulunu sa¼glayan

(a; b) aral¬¼g¬ndanX uzay¬na tan¬mlanm¬̧s ölçülebilir u fonksiyonlar¬uzay¬na Lp (a; b;X)

uzay¬denir. Lp (a; b;X) uzay¬

kukLp(a;b;X) =

8><>:
�R b

a
ku (t)kpX dt

�1=p
; 1 � p <1

ess sup
t2(a;b)

ku (t)kX ; p =1

14
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normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

Benzer şekilde a < c < d < b olmak üzere her bir c; d için u 2 Lp (c; d;X) ise, o

zaman u 2 Lp (a; b;X) yaz¬l¬r ve p = 1 için u lokal integrallenebilirdir denir.

Tan¬m 3.2.8. Her t 2 [0; T ] için [0; T ] den X uzay¬na tan¬mlanm¬̧s vem. mertebe-

den türevleri sürekli olan u fonksiyonlar¬uzay¬naCm ([0; T ] ;X) uzay¬denir. Cm ([0; T ] ;X)

uzay¬

kukCm([0;T ];X) = max
0�j�j�m

sup
t2[0;T ]

kD�u (t)kX

normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

3.3. Sobolev Uzay¬(Wm;p (
))

Tan¬m 3.3.1. u 2 L1loc (
) olsun. Bir � çoklu-indisi verilsin. Her ' 2 C10 (
) için

R


'vdx = (�1)j�j

R


uD�'dx

eşitli¼gi sa¼glan¬rsa, v 2 L1loc (
) fonksiyonuna u fonksiyonunun �: zay¬f türevi denir. v
fonksiyonu, u fonksiyonunun genelleştirilmi̧s türevi olarak da adland¬r¬l¬r ve v = D�u

şeklinde yaz¬l¬r.

E¼ger u fonksiyonu, klasik anlamda D�u sürekli k¬smi türevlere sahip olacak şek-

ilde yeterince düzgün ise, o zaman D�u ayn¬zamanda u fonksiyonunun zay¬f k¬smi

türevidir. Elbette D�u klasik anlamda olmaks¬z¬n zay¬f anlamda mevcut olabilir.

Tan¬m 3.3.2. 
, Rn de bir bölge, m herhangi bir pozitif tamsay¬ve 1 � p � 1
olmak üzere,

Wm;p (
) = fu 2 Lp (
) : D�u 2 Lp (
) ; 0 � j�j � mg

şeklinde tan¬mlanan uzaya Sobolev uzay¬denir. Wm;p (
) uzay¬

kukWm;p(
) =

 P
0�j�j�m

kD�ukpLp(
)

!1=p
; 1 � p <1;

kukWm;1(
) = max
0�j�j�m

kD�ukL1(
) ; p =1

tan¬mlanan bu normlar ile bir Banach uzay¬d¬r.

Wm;p (
) uzay¬nda C10 (
) uzay¬n¬n kapan¬̧s¬W
m;p
0 (
) ile gösterilir.
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Aşikâr olarak W 0;p (
) = Lp (
) d¬r ve 1 � p < 1 olmak üzere C10 (
) uzay¬

Lp (
) uzay¬nda yo¼gun oldu¼gundan W 0;p
0 (
) = Lp (
) d¬r. Herhangi bir m pozitif

tamsay¬s¬için

Wm;p
0 (
) ,! Wm;p (
) ,! Lp (
)

gömülmeleri geçerlidir.

Tan¬m 3.3.3. E¼ger p = 2 ise Wm;2 (
) = Hm (
), Wm;2
0 (
) = Hm

0 (
) olur ve

Hm (
) uzay¬nda norm

kukHm(
) =

 P
0�j�j�m

kD�uk2L2(
)

!1=2

ile verilir.

Tan¬m 3.3.4. Hm (
) uzay¬

(u; v)Hm(
) =
P

0�j�j�m
(D�u;D�v)

iç çarp¬m¬ile bir Hilbert uzay¬d¬r, burada (u; v) =
R


u (x) v (x)dx olup L2 (
) uzay¬n-

daki iç çarp¬md¬r.

H1
0 (
) uzay¬için iç çarp¬m

(u; v)H1
0 (
)

=
R


rurvdx

şeklinde tan¬mlan¬r ve bu uzayda norm

kukH1
0 (
)

=
�R


jruj2 dx

�1=2
olur.

Şimdi Sobolev Gömülme Teoremini ifade edelim.

Tan¬m 3.3.5. Sobolev Gömülme Teoremi. 
, Rn de koni özeli¼gine sahip aç¬k

bir bölge, m � 1 ve j � 0 şeklindeki tamsay¬lar ve 1 � p <1 olmak üzere;

(i) mp > n ise

W j+m;p (
) ,! CjB (
)

gömülmesi elde edilir.
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(ii) mp = n ise

W j+m;p (
) ,! W j;q (
) ; p � q <1

ya da

Wm;p (
) ,! Lq (
) ; p � q <1

gömülmesi elde edilir. Ayr¬ca p = 1 olarak al¬n¬rsa

W j+m;1 (
) ,! CjB (
)

elde edilir.

(iii) mp < n ise

W j+m;p (
) ,! W j;q (
) ; p � q � p�

ya da

Wm;p (
) ,! Lq (
) ; p � q � p�

gömülmesi elde edilir.

Burada

p� =

8<: np
n�mp ; n > mp

+1; n � mp

şeklindedir.

Yukar¬daki gömülmelerde W yerine W0 uzay¬al¬n¬rsa, 
 bölgesi üzerinde herhangi

bir k¬s¬tlama yap¬lmaks¬z¬n yukar¬daki gömülmeler yine geçerli olur.

Teorem 3.3.6. E¼ger Wm;p (
) ,! Lq (
) gömülmesi baz¬ p � q de¼gerleri için

kompakt ise, o zaman j
j <1 dur.

Teorem 3.3.7. E¼ger Wm;p (
) ,! Lq (
) gömülmesi 1 � q < p özelli¼gini sa¼glayan

baz¬p ve q de¼gerleri için mevcut ise, o zaman j
j <1 dur.

3.4. Operatörler

Tan¬m 3.4.1. X ve Y ayn¬K cismi üzerinde iki vektör uzay¬olsun. A : DA �
X ! Y dönüşümü X deki bir x eleman¬n¬Y de bir tek elemana götürüyorsa A ya

operatör, DA ya da A operatörünün tan¬m kümesi denir.

17
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Tan¬m 3.4.2. DA � X; X in bir alt uzay¬ olmak üzere A : DA � X ! Y

operatörüne her x; y 2 DA ve her �; � 2 K için

A (�x+ �y) = �A (x) + �A (y)

koşuluyla birlikte do¼grusal operatör denir.

Tan¬m 3.4.3. Bir H Hilbert uzay¬nda tan¬ml¬A operatörüne her x; y 2 DA için

(Ax; y) = (x;Ay)

eşitli¼gi ile birlikte simetrik operatör denir.

Tan¬m 3.4.4. A : DA � X ! Y operatörüne belli birM � 0 say¬s¬ve her x 2 DA

için

kAxk �M kxk

eşitsizli¼gi ile birlikte s¬n¬rl¬operatör denir.

Tan¬m 3.4.5. H Hilbert uzay¬nda tan¬ml¬do¼grusal, simetrik bir A operatörüne

her x 2 DA � H

(Ax; x) � 0

eşitsizli¼gi ile birlikte negatif olmayan operatör denir. Negatif olmayan A operatörü

için

(Ax; x) > 0) x = 0

ile pozitif operatör denir.

Tan¬m 3.4.6. X ve Y iki Hilbert uzay¬ve (:; :) X uzay¬n¬n, [:; :] de Y uzay¬n¬n

iç çarp¬m¬ve A : X ! Y do¼grusal, s¬n¬rl¬operatörü tüm X Hilbert uzay¬nda tan¬ml¬

olsun. Her x 2 X ve her y 2 Y için

[Ax; y] = (x;A�y)

koşulunu sa¼glayan A� : Y ! X operatörüne, A operatörünün eş operatörü denir. E¼ger

A = A� ise böyle bir operatöre öz-eşlenik (self-adjoint) operatör denir.

Tan¬m 3.4.7. H Hilbert uzay¬nda tan¬ml¬do¼grusal ve öz-eşlenik bir A operatörüne

her x 2 H için

(Ax; x) � C kxk2H ; C > 0

18
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ile birlikte pozitif belirli bir operatör denir.

3.5. Eşitlikler ve Eşitsizlikler

Lemma 3.5.1 (Cauchy Eşitsizli¼gi). E¼ger " > 0 ve a; b 2 R ise, o zaman

jabj � "

2
jaj2 + 1

2"
jbj2

eşitsizli¼gi geçerlidir.

Lemma 3.5.2 (Young Eşitsizli¼gi). E¼ger " > 0; a; b 2 R, p > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 ise,

o zaman

jabj � jajp

p
+
jbjq

q

eşitsizli¼gi veya

jabj � "ap + C (") bq

eşitsizli¼gi geçerlidir. Burada C (") = ("p)�
q
p q�1 d¬r.

E¼ger

a = �X

ve

b =
Y

�

olarak al¬n¬r ve

jabj � jajp

p
+
jbjq

q

eşitsizli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa �����X Y

�

���� � j�Xjp

p
+

��Y
�

��q
q
;

jX Y j � �p jXjp

p
+
��q jY jq

q

format¬nda da ifade edilir.

Lemma 3.5.3 (Hölder Eşitsizli¼gi). u 2 Lp (
) ; v 2 Lq (
) ; p � 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1

ise, o zaman uv 2 L1 (
) olup

kuvkL1(
) � kukLp(
) kvkLq(
)
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eşitsizli¼gi geçerlidir. p = 1 durumunda, q =1 ve kvkLq(
) = ess sup



jvj al¬r¬z.
p = q = 2 iken bu eşitsizli¼ge Cauchy-Schwarz-Bunyakowski eşitsizli¼gi denir.

·Ispat.

a =
juj
kukp

ve b =
jvj
kvkq

olarak alal¬m. Young eşitsizli¼ginden

juj jvj
kukp kvkq

� jujp

p kukpp
+

jvjq

q kvkqq

her taraf¬n 
 bölgesi üzerinde integrali al¬n¬rsaR



juj jvj dx

kukp kvkq
�

R



jujp dx

p kukpp
+

R



jvjq dx

q kvkqq

kukpp =
Z



jujp dx ve kvkqq =
Z



jvjq dx

oldu¼gundan

R



juj jvj dx

kukp kvkq
�

R



jujp dx

p kukpp
+

R



jvjq dx

q kvkqq

=
1

p
+
1

q

= 1

olur. Böylece ispat tamamlan¬r.

Lemma 3.5.4 ( ·Interpolasyon Eşitsizli¼gi). 1 � p � q � r ve 0 < � < 1 için
1
q
= �

p
+ 1��

r
olsun. E¼ger u 2 Lp (
) \ Lr (
) ise u 2 Lq (
) olur ve

kukLq(
) � kuk
�
Lp(
) kuk

1��
Lr(
)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir.

Lemma 3.5.5 (Minkowski Eşitsizli¼gi). u; v 2 Lp (
) ve p � 1 olmak üzere

ku+ vkLp(
) � kukLp(
) + kvkLp(
)

eşitsizli¼gi geçerlidir.
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Lemma 3.5.6 (Sobolev Eşitsizli¼gi). n > 1 olmak üzere 
 � Rn aç¬k olsun.

n > p � 1 ve u 2 W 1;p
0 (
) ise, o zaman

kukLnp=(n�p) (
) � C kDukLp(
)

olacak şekilde C = C (n; p) sabiti vard¬r.

p > n ve 
 s¬n¬rl¬ise, o zaman u 2 C
�


�
ve

sup


juj � C j
j1=n�1=p kDukLp(
)

olur.

Lemma 3.5.7 ( K¬smi ·Integral Alma Formülleri). 
 � Rn ( @
 2 C1 s¬n¬r¬na
sahip) bölgesinde tan¬ml¬A (x) = (A1 (x) ; :::; An (x)) vektörü i = 1; :::; n olmak üzere

Ai (x) 2 C
�


�
\ C1 (
) bileşenleri ile verilsin. divA (x) = @A1

@x1
+ :::+ @An

@xn
fonksiyonu


 (Rn uzay¬nda s¬n¬rl¬bölge) bölgesinde sürekli veya 
 bölgesinde integrallenebilir ise,

R


divA (x) dx =

R
@

A (x)n (x) dS

olup, burada n (x) ; 
 bölgesine göre d¬̧sa yönlendirilmi̧s @
 s¬n¬r¬için birim normal

vektördür. Bu formül, Ostrogradsky formülü olarak bilinmektedir.

u (x) 2 C2 (
)\C1
�


�
; v (x) 2 C1

�


�
ve �u = div (ru) fonksiyonu 
 bölgesinde

integrallenebilir olsun. v�u = v � div (ru) = div (vru) � rurv; rurv = ux1vx1 +

:::+ uxnvxn oldu¼gundan Ostrogradsky formülüne göre

R


v�udx =

R
@

v
@u

@n
dS �

R


rurvdx

elde edilir. Burada ru � nj@
 = @u
@n

��
@

olup bu formül Green formülü olarak bilinmek-

tedir.

Lemma 3.5.8. Gronwall Eşitsizli¼gi (Diferansiyel Form).

� (t) negatif olmayan, [0; T ] aral¬¼g¬nda mutlak sürekli bir fonksiyon, � (t) ve  (t)

negatif olmayan [0; T ] üzerinde toplanabilir fonksiyonlar olmak üzere,

�0 (t) � � (t) � (t) +  (t)
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eşitizli¼gi sa¼glan¬yorsa bu durumda tüm 0 � t � T için

� (t) � e
R t
0 �(s)ds

�
� (0) +

Z t

0

 (s) ds

�
olur.

Lemma 3.5.9. Gronwall Eşitsizli¼gi (·Integral Form).

(i) � (t) ; hemen hemen her t ve C1; C2 � 0 sabitleri için

� (t) � C1
R t
0
� (s) ds+ C2

integral eşitsizli¼gini sa¼glayan negatif olmayan, [0; T ] üzerinde toplanabilir fonksiyon

olsun. O zaman hemen hemen her 0 � t � T için

� (t) � C2
�
1 + C1te

C1t
�

olur.

(ii) Özel olarak, e¼ger hemen hemen her 0 � t � T için

� (t) � C1
R t
0
� (s) ds

ise, o zaman her yerde � (t) = 0 d¬r.

3.6. Daralma Dönüşüm Prensibi

Tan¬m 3.6.1. X banach uzay¬ndan D kümesinde tan¬mlanan bir dönüşüm

A : D ! X

olsun. 8x; y 2 D olmak üzere

kAx� Ayk � k kx� yk

0 � k < 1 koşulunu sa¼glayan k say¬s¬ varsa A dönüşümüne daralma (büzülme)

dönüşümü denir. k say¬s¬na da daralma katsay¬s¬ denir. Ayn¬ zamanda bu ifade

"Lipschitz koşulu" olarakta adland¬r¬l¬r.
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Teorem 3.6.2. D kapal¬bir küme olmak üzere

A : D ! D

daralma operatörü D yi D ye çevirir. Bu durumda A operatörünün D de sabit bir tek

noktas¬x� olsun. Yani;

x� = Ax�

denkleminin tek bir x� 2 D çözümü vard¬r ve bu çözüm

xn = Axn�1; n = 1; 2; :::

formülü ile tan¬mlanm¬̧s (xn) dizisinin limiti gibi bulunabilir. x0; D kümesinin herhangi

bir vektörü olmak üzere (xn) dizisinin x� yaklaşma h¬z¬na

kxn � x�k � �n

1� �
kx1 � x0k

eşitsizli¼giyle ulaş¬labilir.
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.
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI

4.1. LOKAL VARLIK

Bu bölümde8>><>>:
utt +42u�M

�
kruk2

�
4 u+ jutjp�1 ut = jujq�1 u; (x; t) 2 
� (0; T ) ;

u (x; 0) = u0 (x) ; ut (x; 0) = u1 (x) ; x 2 
;
u (x; t) = @

@�
u (x; t) = 0; x 2 @
;

(4.1.1)

probleminin çözümlerinin lokal varl¬¼g¬n¬elde etmeye çal¬̧saca¼g¬z [Pi̧skin, 2015].

(H1) M (s) = m1 +m2s

 pozitif lokal Lipschitz fonksiyonu ve L Lipschitz sabiti

olsun. Ayr¬ca s � 0 için
M(s) � m0 > 0

d¬r.

(H2) p ve q 8<: 1 < p <1; n � 2
1 < p � n+2

n�2 ; n > 28<: 1 < q <1; n � 2
1 < q � n

n�2 ; n > 2

şartlar¬sa¼glans¬n.

Şimdi (4:1:1:) denkleminin lokal varl¬¼g¬n¬gösterelim.

Teorem 4.1.1. (H1) ve (H2) sa¼glans¬n. Ayr¬ca

(u0; u1) 2 H2
0 (
)� L2 (
)

olsun. Bu durumda (4:1:1) denkleminin

u 2 C
�
[0; T ) ;H2

0 (
)
�
;

ut 2 C
�
[0; T ) ;L2 (
) \ Lp+1 (
� (0; T ))

�
uzay¬nda bir tek çözümü vard¬r.

Ayr¬ca aşa¼g¬daki ifadelerden en az biri do¼grudur.

(i) T =1 (Global Varl¬k),

25



4. ARAŞTIRMA BULGULARI

(ii) t! T� için kutk2 + k�uk2 !1 (Blow up).

·Ispat.

T > 0

ve

R0 > 0

olmak üzere; iki parametreye ba¼gl¬uzay¬aşag¬daki gibi tan¬mlayal¬m;

XT;R0 =

�
v 2 C ([0; T ) ;H2

0 (
)) ; vt 2 C ([0; T ) ;L2 (
) \ Lp+1 (
� (0; T )))
e (v (t)) � R20; t 2 [0; T ] ; v (0) = u0; vt (0) = u1

�
burada

e (v (t)) = kvtk2 + k�vk2 (4.1.2)

d¬r.

Bu durumda XT;R0 uzay¬

d (u; v) = sup
0�t�T

e (u (t)� v (t))

uzakl¬¼g¬ile tam metrik uzayd¬r.

Şimdi do¼grusal olmayan

v 2 XT;R0 ; u = Sv

dönüşümünü tan¬mlayal¬m. Burada,

u = Sv

fonksiyonu8>><>>:
utt +42u�M

�
krvk2

�
4 u+ jutjp�1 ut = jvjq�1 v; (x; t) 2 
� (0; T ) ;

u (x; 0) = u0 (x) ; ut (x; 0) = u1 (x) ; x 2 
;
u (x; t) = @

@�
u (x; t) = 0; x 2 @
;

(4.1.3)

denkleminin tek çözümü olsun.

Şimdi

T > 0
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ve

R0 > 0

olmak üzere şu ifadeleri göstermeye çal¬̧saca¼g¬z;

(i) S : XT;R0 ! XT;R0 ; (S, XT;R0 uzay¬ndan XT;R0 uzay¬na içine bir dönüşümdür).

(ii) S, XT;R0 uzay¬nda d (:; :) metri¼gi ile büzülme (daralma) dönüşümüdür.

·Ilk olarak (i) önermesinin do¼grulu¼gunu gösterelim. Bunun için

utt +42u�M
�
krvk2

�
4 u+ jutjp�1 ut = jvjq�1 v

denklemini 2ut ile çarparsak

2ututt + 2ut42 u�M
�
krvk2

�
2ut4 u+ 2ut jutjp�1 ut

= 2ut jvjq�1 v

denklemini elde etmi̧s oluruz.

Şimdi bu denklemin 
� (0; t) üzerinde integralini al¬rsak

Z



2ututtdx+

Z



2ut42 udx+

Z



2ut jutjp�1 utdx�
Z
�M

�
krvk2

�
2ut4 u

=

Z



2ut jvjq�1 vdx

olur. Buradan

d

dt

�
kutk2 + k�uk2 +M

�
krvk2

�
kruk2

�
+ 2 kutkp+1p+1

=

�
d

dt
M
�
krvk2

��
kruk2 +

Z



2ut jvjq�1 vdx

olarak elde edilir. Elde etti¼gimiz denklemi

d

dt
e1 (u (t)) + 2 kutkp+1p+1

=

�
d

dt
M
�
krvk2

��
kruk2 +

Z



2ut jvjq�1 vdx

= I1 + I2 (4.1.4)
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şeklinde ifade edersek (4:1:4) denkleminde

e1 (u (t)) = kutk2 + k�uk2 +M
�
krvk2

�
kruk2 (4.1.5)

olarak al¬nm¬̧st¬r.

Şimdi I1 ve I2 için kestirim yapabilmek için L Lipschitz katsay¬s¬olmak üzere;

I1 = 2M 0 �krvk2� Z



rvrvtdx kruk2

� 2L krvk kvtk kruk2

� LR20e1 (u (t)) (4.1.6)

I2 için Hölder ve Sobolev-Poincare eşitsizliklerin kullan¬lmas¬yla

I2 � 2 kvkq2q kutk

� 2Cq� k�vk
q kutk

� 2Cq�R
q
0 [e1 (u (t))]

1
2 (4.1.7)

şeklinde yaz¬labilir.

Elde edilen (4:1:6) ve (4:1:7) ifadeleri (4:1:4) te yerine yaz¬l¬rsa

d

dt
e1 (u (t)) + 2 kutkp+1p+1 = I1 + I2

� LR20e1 (u (t)) + 2C
q
�R

q
0 [e1 (u (t))]

1
2 (4.1.8)

elde edilir.

Yukar¬da elde edilen bu eşitsizli¼gin [0; T ] aral¬¼g¬nda integrali al¬n¬r ve Gronwall

eşitsizli¼gi uygulan¬rsa

TZ
0

�
d

dt
e1 (u (t)) + 2 kutkp+1p+1

�
dt �

TZ
0

�
LR20e1 (u (t)) + 2C

q
�R

q
0 [e1 (u (t))]

1
2

�
dt

olur. Buradan Gronwall eşitsizli¼gi uygulan¬rsa

e1 (u (t)) + 2

TZ
0

kutkp+1p+1 dt �
�
e1 (u0)

1
2 + 2Cq�R

q
0T
�
eLR

2
0T

= C (u0; u1; R0; T ) e
LR20T (4.1.9)
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elde edilir. (4:1:2) ve (4:1:5) ifadelerinden

e (u (t)) � e1 (u (t))

oldu¼gundan dolay¬(4:1:9) dan

e (u (t)) + 2

TZ
0

kutkp+1p+1 dt � C (u0; u1; R0; T ) e
LR20T (4.1.10)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir.

Bu eşitsizlikte e (u (t)) de¼geri yerine yaz¬l¬rsa

kutk2 + k�uk2 + 2
TZ
0

kutkp+1p+1 dt � C (u0; u1; R0; T ) e
LR20T

olur. Böylece

u 2 L1
�
[0; T ) ;H2

0 (
)
�
;

ut 2 C
�
[0; T ) ;L1 (
) \ Lp+1 (
� (0; T ))

�
d¬r. Buradan da

u 2 C
�
[0; T ) ;H2

0 (
)
�

sonucuna ulaş¬l¬r.

Ayr¬ca S dönüşümünün (i) özelli¼gini sa¼glayabilmesi için T ve R0 parametrelerinin

C (u0; u1; R0; T ) e
LR20T � R20 (4.1.11)

eşitsizli¼gine uygun olarak seçilmesi yeterlidir.

Bu aşamada

ut 2 C
�
[0; T ) ;L2 (
)

�
oldu¼gunu gösterece¼giz.

·Ilk olarak 8t0 2 [0; T ]

w (t) = u (t)� u (t0)

= S (v (t))� S (v (t0))
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şeklinde bir tan¬mlama yapal¬m. Bu durumda w8>>>>>>>><>>>>>>>>:

wtt +42w �M
�
krv (t)k2

�
4 w + jut (t)jp�1 ut (t)� jut (t0)jp�1 ut (t0)

=
�
M
�
krv (t)k2

�
�M

�
krv (t0)k2

��
4 t0

+
�
jv (t)jq�1 v (t)� jv (t0)jq�1 v (t0)

�
; (x; t) 2 
� (0; T )

u (x; 0) = 0; ut (x; 0) = 0; x 2 
;
u (x; t) = @

@�
u (x; t) = 0; x 2 @
;

(4.1.12)

denklemini sa¼glar.

Bu denklemin her iki taraf¬n¬2wt ile çarp¬p 
� (0; t) üzerinde integralini al¬rsak

d

dt
e2 (w (t)) + 2

Z



�
jut (t)jp�1 ut (t)� jut (t0)jp�1 ut (t0)

�
(ut (t)� ut (t0)) dx

= 2
�
M
�
krv (t)k2

�
�M

�
krv (t0)k2

�� Z



4u (t0)wtdx

+

�
d

dt
M
�
krv (t)k2

��
krwk2 + 2

Z



�
jv (t)jq�1 v (t)� jv (t0)jq�1 v (t0)

�
wtdx

= I3 + I4 + I5 (4.1.13)

şeklinde ifade edilir.

Burada

e2 (w (t)) =
�
kwtk2 + k�wk2 +M

�
krv (t)k2

�
krwk2

�
;

I3 = 2
�
M
�
krv (t)k2

�
�M

�
krv (t0)k2

�� Z



4u (t0)wtdx;

I4 =

�
d

dt
M
�
krv (t)k2

��
krwk2 ;

I5 = 2

Z �
jv (t)jq�1 v (t)� jv (t0)jq�1 v (t0)

�
wtdx (4.1.14)

olarak al¬nm¬̧st¬r.

(4:1:13) ün [t0; t] aral¬¼g¬nda integrali al¬n¬r ve

e2 (w (t0)) = 0
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oldu¼gu göz önünde bulundurulursa

e2 (w (t)) + 2

tZ
t0

Z



�
jut (t)jp�1 ut (t)� jut (t0)jp�1 ut (t0)

�
(ut (t)� ut (t0)) dxdt

=

tZ
t0

(I3 + I4 + I5) dt

olur. (4:1:11) dikkate al¬narak

I3 � 4L k�vk k�vtk k�wk2

� 4LR40; (4.1.15)

I4 � 4LR40 (4.1.16)

ve

I5 � 2


�jv (t)jq�1 v (t)� jv (t0)jq�1 v (t0)�

 kwtk

� 2
�
kvkq2q + kv (t0)k

q
2q

�
kwtk

� 2 (krvkq + krv (t0)kq) kwtk

� 4Rq+10 (4.1.17)

olur. Bu eşitsizliklere ba¼gl¬olarak

I3 + I4 + I5 � 8LR40 + 4R
q+1
0 = C (R) (4.1.18)

yaz¬labilir. t > t0 için

ju (t)jp�1 u (t)

monoton oldu¼gundan

t! t+0 iken e2 (w (t)) � C (R) (t� t0)! 0

d¬r.
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Di¼ger taraftan t < t0 ve ut 2 Lp+1 ((0; T )� 
) oldu¼gundan

t! t�0

için

e2 (w (t)) � C (R) (t� t0) + 2

tZ
t0

Z



�
jut (t)jp�1 ut (t)� jut (t0)jp�1 ut (t0)

(ut (t)� ut (t0)) dxdt) ! 0

olur.

Böylece

t! t0

için

e (w (t)) � Ce2 (w (t))! 0

Sonuç olarak

ut 2 C
�
[0; T ) ;L2 (
)

�
olur. Buradan

u (t) 2 XT;R0

oldu¼gu aç¬kça görülmektedir.

Şimdi (ii) önermesinin do¼grulu¼gunu, yani S dönüşümünün d (:; :) metri¼gine göre

büzülme dönüşümü oldu¼gunu gösterelim. Bunun için

v1; v2 2 XT;R0

ayr¬ca

u1 = Sv1 ve u2 = Sv2

olarak alal¬m.

Şimdi

d (Sv1; Sv2) = d (u1; u2) � Cd (v1; v2) ;

eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬göstermeye çal¬̧saca¼g¬z. (4:1:11) sa¼gland¬¼g¬nda

u1; u2 2 XT;R0
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oldu¼gu görülür. Daha sonra

w = u1 � u2

olarak al¬n¬rsa8>>>>><>>>>>:
wtt +42w �M

�
krv1k2

�
4 w + ju1tjp�1 u1t � ju2tjp�1 u2t

=
�
M
�
krv1k2

�
�M

�
krv2k2

��
4 u2 +

�
jv1jq�1 v1 � jv2jq�1 v2

�
; (x; t) 2 
� (0; T )

u (x; 0) = 0; ut (x; 0) = 0; x 2 
;
u (x; t) = @

@�
u (x; t) = 0; x 2 @
;

(4.1.19)

olur.

(4:1:19) denklemini 2wt ile çarp¬p, 
� (0; t) aral¬¼g¬nda integral al¬rsak

d

dt

�
kw (t)k2 + k�wk2 +M

�
krv1k2

�
k�wk2

�
+2

Z



�
ju1tjp�1 u1t � ju2tjp�1 u2t

�
(u1t � u2t) dx

= 2
�
M
�
krv1k2

�
�M

�
krv2k2

�� Z



4u2w (t) dx

+

�
d

dt
M
�
krv1k2

��
krwk2 + 2

Z



�
jv1jq�1 v1 � jv2jq�1 v2

�
wtdx

= I6 + I7 + I8 (4.1.20)

olur.

I6; I7 ve I8 için baz¬kestirimler yapal¬m:

I6 = 2
�
M
�
krv1k2

�
�M

�
krv2k2

�� Z



4u2w (t) dx

� 2L
�
krv1k2 + krv2k2

�
krv1 �rv2k kwtk

� 4LC0R
2
0 [e (v1 � v2)]

1
2 [e (wt)]

1
2 ; (4.1.21)

I7 =

�
d

dt
M
�
krv1k2

��
krwk2

� 2L krv1k krv1tk krwk2

� LR20e (w (t)) (4.1.22)
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ve

I8 = 2

Z



�
jv1jq�1 v1 � jv2jq�1 v2

�
wtdx

� 2q

Z



(jv1jq + jv2jq) jv1 � v2jwtdx

� 2q kjv1j+ jv2jkq�1n(q�1) kv1 � v2k 2n
n�2
kwtk

� 2qC�

�
kjv1jkq�1n(q�1) + kjv2jk

q�1
n(q�1)

�
kr (v1 � v2)kq�1n(q�1)

� 2qC�R
q�1
0 [e (v1 � v2)]

1
2 [e (wt)]

1
2 (4.1.23)

şeklinde yaz¬labilir.

Elde etti¼gimiz bu eşitsizlikleri (4:1:20) de yerine yazarsak

d

dt

�
kw (t)k2 + k�wk2 +M

�
krv1k2

�
k�wk2

�
+2

Z �
ju1tjp�1 u1t � ju2tjp�1 u2t

�
(u1t � u2t) dx

= I6 + I7 + I8

= 4LC0R
2
0 [e (v1 � v2)]

1
2 [e (wt)]

1
2 + LR20e (w (t))

+2qC�R
q�1
0 [e (v1 � v2)]

1
2 [e (wt)]

1
2

elde edilir.

(0; t) aral¬¼g¬nda integral al¬r ve başlang¬ç koşullar¬n¬kullan¬rsak

e (w (t)) �
�
4LC0R

2
0 + 2qC�R

q�1
0

�2
T 2eLR

2
0T sup

0�t�T
e (v1 � v2)

olur.

d (u; v) tan¬m¬ndan

d (u1; u2) � C (T;R0) d (v1; v2)

elde edilir. Burada

C (T;R0) = C2
h�
4LC0R

2
0 + 2qC�R

q�1
0

�2
T 2eLR

2
0T
i

d¬r.

E¼ger

C (T;R0) < 1
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al¬m¬rsa S büzülme dönüşümü olur.

Sonuç olarak T ve R0 yeterince küçük seçilirse (i) ve (ii) sa¼glan¬r. Böylece Banach

büzülme dönüşümü teoreminden lokal çözüm elde edilir.
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.
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4.2. NEGAT·IF BAŞLANGIÇ ENERJ·IS·I ·IÇ·IN ÇÖZÜMÜN PATLA-

MASI

Bu k¬s¬mda8>><>>:
utt +42u�M

�
kruk2

�
4 u+ jutjp�1 ut = jujq�1 u; (x; t) 2 
� (0; T ) ;

u (x; 0) = u0 (x) ; ut (x; 0) = u1 (x) ; x 2 
;
u (x; t) = @

@�
u (x; t) = 0; x 2 @
;

(4.2.1)

probleminin çözümünün patlamas¬n¬başlang¬ç enerjisi negatif iken elde edece¼giz [Pi̧skin

2015]. Burada p; q � 1 ve 
; Rn de @
 düzgün s¬n¬r¬na sahip s¬n¬rl¬bir bölge ayr¬ca

m1;m2 � 0; 
 � 1

olmak üzere;

M (s) = m1 +m2s



tan¬mlanm¬̧s bir fonksiyondur. Burada m1 = m2 = 1 olsun.

Lemma 4.2.1. 2 � s � p ise

kuksp � C
�
kruk2 + kukpp

�
d¬r (Messaoudi 2001).

·Ispat. E¼ger

kukp � 1

ise

kuksp � kuk
2
p

olur. Sobolev gömme teoreminden dolay¬

kuksp � kuk
2
p � C kruk2

olarak bulunur. E¼ger

kukp � 1

ise, bu durumda

kuksp � kuk
p
p

olur. Elde edilen eşitsizlikler birlikte al¬n¬rsa ispat tamamlanm¬̧s olur.
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Lemma 4.2.2. E (t) enerji fonksiyoneli t � 0 için artmayand¬r. Yani;

E 0 (t) = �kutkp+1p+1 � 0

d¬r.

·Ispat. (4:2:1) denklemini ut ile çarpal¬m.

uttut +42uut �M
�
kruk2

�
4 uut + jutjp�1 utut = jujq�1 uut

elde edilir.

Şimdi bu denklemin 
 bölgesi üzerinde integralini al¬p, Green özdeşli¼gi kullan¬l¬rsaZ



�
uttut +42uut �M

�
kruk2

�
4 uut + jutjp�1 ututdx

�
=

Z



jujq�1 uutdx;

d

dt

��
1

2
kutk2 +

1

2

�
kruk2 + k�uk2

�
+

1

2 (
 + 1)
kruk2(
+1) � 1

q + 1
kukq+1q+1

��
= �kutkp+1p+1 ;

d

dt
(E (t)) = �kutkp+1p+1 ;

E 0 (t) = �kutkp+1p+1 (4.2.2)

oldu¼gu görülür.

Burada enerji fonksiyoneli

E (t) =
1

2
kutk2 +

1

2

�
kruk2 + k�uk2

�
+

1

2 (
 + 1)
kruk2(
+1) � 1

q + 1
kukq+1q+1 (4.2.3)

şeklindedir.

Lemma 4.2.3. 1 � p <1 ve X; Y � 0 olmak üzere

(X + Y )p � 2p�1 (Xp + Y p)

d¬r (Adams and Fournier 2003).

·Ispat. p = 1 için

(X + Y ) = (X + Y )

oldu¼gundan eşitsizli¼gin do¼grulu¼gu aç¬kt¬r.
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p > 1 için [0;1) aral¬¼g¬nda tp fonksiyonu konveks oldu¼gundan gra�k (X;Xp) ve

(Y; Y p) noktalar¬n¬n kesi̧sti¼gi kiri̧s noktalar¬na uzan¬r. Böylece,

�
X + Y

2

�p
� Xp + Y p

2

d¬r. Böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.2.4. Kabul edelim ki (H1) ve (H2) sa¼glans¬n. Ayr¬ca

q > max f2
 + 1; pg

ve

E (0) < 0

olsun. Bu durumda denklemin çözümü sonlu bir T � zamanda patlar. Burada

T � � 1� �

�� 
�

1�� (0)

d¬r.

·Ispat. Çözümün bütün zamanlar için var oldu¼gunu kabul edip buradan çeli̧ski

elde edece¼giz.

Bu amaçla

H (t) = �E (t) (4.2.4)

olarak tan¬mlayal¬m. Lemma 4.2.2, (4:2:4) ve E (0) < 0 kabulünden

0 < H (0) � H (t) = �
�
1

2
kutk2 +

1

2

�
kruk2 + k�uk2

�
+

1

2 (
 + 1)
kruk2(
+1) � 1

q + 1
kukq+1q+1

�
= �1

2
kutk2 �

1

2

�
kruk2 + k�uk2

�
� 1

2 (
 + 1)
kruk2(
+1) + 1

q + 1
kukq+1q+1 (4.2.5)

olur. Böylece

H (t) � 1

q + 1
kukq+1q+1

oldu¼gu görülür.
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI

" daha sonra belirlenecek yeterince küçük bir say¬olmak üzere

 (t) = H(1��) (t) + "

Z



uutdx (4.2.6)

ve

0 < � < min

�
q � p

p (q + 1)
;
q � 1
2 (q + 1)

�
(4.2.7)

şeklinde tan¬mlans¬n.

Amac¬m¬z

 0 (t) � � � (t) ; � > 1 (4.2.8)

oldu¼gunu göstermektir.

Böylece çözümün sonlu bir zamanda patlayaca¼g¬sonucuna ulaşabiliriz. (4:2:6) n¬n

türevini al¬r ve (4:2:1) denklemini kullan¬rsak

 0 (t) =

24H(1��) (t) + "

Z



uutdx

350

= (1� �)H�� (t)H 0 (t) + "

0@Z



uutt + u2tdx

1A
= (1� �)H�� (t)H 0 (t)

+"

0@Z



u2tdx+

Z



u
�
��2u+M

�
kruk2

�
�u� jutjp�1 ut + jujq�1 u

�
dx

1A
= (1� �)H�� (t)H 0 (t) + " kutk2 � " k�uk2 � " kruk2

�" kruk2(
+1) + " kukq+1q+1 � "

Z



uut jutjp�1 dx (4.2.9)

elde edilir. H (t) nin tan¬m¬ndan

H (t) = �
�
1

2
kutk2 +

1

2

�
kruk2 + k�uk2

�
+

1

2 (
 + 1)
kruk2(
+1) � 1

q + 1
kukq+1q+1

�
;

� 1

2 (
 + 1)
kruk2(
+1) = H (t) +

1

2
kutk2 +

1

2

�
kruk2 + k�uk2

�
� 1

q + 1
kukq+1q+1 ;

�kruk2(
+1) = 2 (
 + 1)H (t) + (
 + 1)
�
kruk2 + k�uk2 + kutk2

�
� 2 (
 + 1)

q + 1
kukq+1q+1

(4.2.10)

olur. Bu ifadeyi (4:2:9) da yerine yazarsak
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 0 (t) = (1� �)H�� (t)H 0 (t) + " kutk2 � " k�uk2

�" kruk2 + " kukq+1q+1 � "

Z
uut jutjp�1 dx

+"

�
2 (
 + 1)H (t) + (
 + 1)

�
kruk2 + k�uk2 + kutk2

�
� 2 (
 + 1)

q + 1
kukq+1q+1

�
= (1� �)H�� (t)H 0 (t) + " (
 + 2) kutk2

+"

�
k�uk2 + kruk2

�
+ 2" (
 + 1)H (t)

+"

�
1� 2 (
 + 1)

q + 1

�
kukq+1q+1 � "

Z



uut jutjp�1 dx (4.2.11)

ifadesi elde edilir. (4:2:11) in son terimiyle ilgili bir kestirim yapabilmek için

X; Y � 0; � > 0

k; l 2 R+ ve 1
k
+
1

l
= 1

olmak üzere

XY � �kXk

k
+

��lX l

l

şeklinde ifade edilen Young eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa

Z



uut jutjp�1 dx �
�p+1

p+ 1
kukp+1p+1 +

p ��
p+1
p

p+ 1
kutkp+1p+1 (4.2.12)

yaz¬labilir. H (t) tan¬m¬ndan

H 0 (t) = �E 0 (t) = kutkp+1p+1

olur. Bu (4:2:12) de yerine yaz¬l¬rsa,

Z



uut jutjp�1 dx � �p+1

p+ 1
kukp+1p+1 +

p ��
p+1
p

p+ 1
kutkp+1p+1

=
�p+1

p+ 1
kukp+1p+1 +

p ��
p+1
p

p+ 1
H 0 (t) (4.2.13)

bulunur.

� daha sonra belirlenecek t ye ba¼gl¬sabitlerdir. Bunu (4:2:11) denkleminde yerine
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yazarsak

 0 (t) = (1� �)H�� (t)H 0 (t) + " (
 + 2) kutk2

+"

�
k�uk2 + kruk2

�
+ 2" (
 + 1)H (t)

+"

�
1� 2 (
 + 1)

q + 1

�
kukq+1q+1

�"
 
�p+1

p+ 1
kukp+1p+1 +

p ��
p+1
p

p+ 1
H 0 (t)

!
(4.2.14)

ifadesine dönüşür.

k > 0 daha sonra belirlenecek bir sabit olmak üzere

��
p+1
p = kH�� (t) (4.2.15)

olsun. Böylece,

�p+1 = k�pH�p (t) (4.2.16)

olarak yaz¬labilir.

Elde edilen ifadeler (4:2:14) te yerine yaz¬l¬rsa

 0 (t) =

�
(1� �)� "

pk

p+ 1

�
H�� (t)H 0 (t) + " (
 + 2) kutk2

+"

�
k�uk2 + kruk2

�
+ 2" (
 + 1)H (t)

+"

�
1� 2 (
 + 1)

q + 1

�
kukq+1q+1 � "

�
k�pH�p

p+ 1
kukp+1p+1

�
(4.2.17)

elde edilir.

Teoremdeki kabülümüzden

q > p

oldu¼gundan

H (t) � 1

q + 1
kukq+1q+1

eşitsizli¼ginin �p: kuvvetini al¬r kukp+1p+1 ile çarparsak ve L
q+1 (
) ,! Lp+1 (
) gömülmesi

uygularsak

H�p (t) kukp+1p+1 � C
0
�

1

q + 1

��p
kuk(q+1)�p+p+1q+1 (4.2.18)

şeklinde ifade edilir.
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(4:2:18) ifadesi (4:2:17) de yerine yaz¬l¬rsa

 0 (t) �
�
(1� �)� "

pk

p+ 1

�
H�� (t)H 0 (t) + " (
 + 2) kutk2

+"

�
k�uk2 + kruk2

�
+ 2" (
 + 1)H (t)

+"

�
1� 2 (
 + 1)

q + 1

�
kukq+1q+1

�"
�
k�p

p+ 1
C

0
�

1

q + 1

��p
kuk(q+1)�p+p+1q+1

�
(4.2.19)

olur. (4:2:7) den dolay¬

(q + 1)�p+ p+ 1 � (q + 1)
q � p

p (q + 1)
p+ p+ 1

� q + 1

ve

p � 1;

p+ 1 � 2;

(q + 1)�p+ p+ 1 � 2

olur. Bu eşitsizliklerin birlikte ele al¬nmas¬yla

2 � (q + 1)�p+ p+ 1 � q + 1

olur.

Böylece kuk(q+1)�p+p+1q+1 terimine Lemma 4.2.1 uygulan¬r ve elde edilen ifadeye k�uk2

terimi eklenirse

kuk(q+1)�p+p+1q+1 � C
�
kruk2 + kukq+1q+1

�
� C

�
k�uk2 + kruk2 + kukq+1q+1

�
olur.

Bu ifade (4:2:19) da yerine yaz¬l¬rsa

 0 (t) �
�
(1� �)� "

pk

p+ 1

�
H�� (t)H 0 (t)

+�
�
kutk2 + k�uk2 + kruk2 +H (t) + kukq+1q+1

�
(4.2.20)
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şeklinde bir ifade elde edilir.

Burada � > 0

� = min

�
" (
 + 2) ; 2" (
 + 1) ; "

�

 � k�p

p+ 1
CC

0
�

1

q + 1

��p�
;

"

�
q � 2
 � 1
q + 1

� k�p

p+ 1
CC

0
�

1

q + 1

��p��
olarak al¬nm¬̧st¬r.

" yeterince küçük al¬n¬rsa

(1� �)� "
pk

p+ 1
� 0 (4.2.21)

yaz¬labilir. Böylece (4:2:20) ifadesinin 
 s¬n¬rl¬ bölgesi üzerinde integrali al¬n¬rsa

8t � 0 için
 (t) �  (0) = H(1��) (0) + "

Z



u0u1dx > 0 ; (4.2.22)

yaz¬l¬r.

Şimdi  
1

1�� (t) yi elde etmek için
R



uutdx terimine Hölder eşitsizli¼gini ve Lq+1 (
) ,!

L2 (
) gömülmesi uygularsak

������
Z



uutdx

������
1

1��

� kuk
1

1�� kutk
1

1��

� C

�
kuk

1
1��
q+1 kutk

1
1��

�
(4.2.23)

olur.
1

�
+
1

�
= 1

olacak şekilde (4:2:23) terimine Young eşitsizli¼gi uygulan¬rsa

������
Z



uutdx

������
1

1��

� C

�
kuk

1
1��
q+1 kutk

1
1��

�
� C

�
kuk

�
1��
q+1 + kutk

�
1��

�
(4.2.24)

olur. Burada

� = 2 (1� �)
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olarak al¬n¬rsa

1

�
+
1

�
= 1

1

�
= 1� 1

2 (1� �)

� =
2 (1� �)

(1� 2�)

olarak yaz¬l¬r.

Elde edilen ifadeler (4:2:24) de yerine yaz¬l¬rsa

������
Z



uutdx

������
1

1��

� C
�
kuk

�
1��
q+1 + kutk

�
1��

�

= C

0@kuk 2(1��)
(1�2�)
1��

q+1 + kutk
2(1��)
1��

1A
= C

�
kuk

2
1�2�
q+1 + kutk

2

�
(4.2.25)

olur.

(4:2:25) ifadesinin kuk
2

1�2�
q+1 terimine Lemma 4.2.1 uygulan¬rsa

������
Z



uutdx

������
1

1��

� C
�
kukq+1q+1 + kruk

2 + kutk2
�

(4.2.26)

şeklinde yaz¬l¬r.

(4:2:6) ya

(X + Y )p � 2p�1 (Xp + Y p)
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eşitsizli¼gi uygulan¬r ve (4:2:26) da elde edilen eşitsizlik kullan¬l¬rsa

 
1

1�� (t) =

24H(1��) (t) + "

Z



uutdx

35 1
1��

� 2
�

1��

0B@H (t) + "
1

1��

������
Z



uutdx

������
1

1��
1CA

� C
�
H (t) + kukq+1q+1 + kruk

2 + kutk2
�

� C
�
H (t) + kukq+1q+1 + kruk

2 + kutk2 + k�uk2
�

(4.2.27)

ifadesine dönüşür.

(4:2:20) ve (4:2:27) ten elde edilenlerin birlikte ele al¬nmas¬yla

 0 (t) � � 
1

1�� (t) (4.2.28)

olur.

Burada � > 0 şeklindeki bir sabittir. (4:2:28) in (0; t) aral¬¼g¬nda integrali al¬n¬rsa

d 

dt
� � 

1
1�� (t) ;

tZ
0

d 

 
1

1�� (t)
�

tZ
0

�dt;

 �
1

1��+1

� 1
1�� + 1

�����
t

0

� �t jt0 ;

 �
�

1�� (t)�  �
�

1�� (0) � � �

1� �
�t;

 �
�

1�� (t) �  �
�

1�� (0) +� �

1� �
�t;

 
�

1�� (t) � 1

 �
�

1�� (0)� ��t
1��

bulunur.

Buradan çözüm sonlu bir T � zaman¬nda patlar ve

T � � 1� �

�� 
�

1�� (0)

d¬r. Böylece ispat¬m¬z tamamlanm¬̧st¬r.
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4.3. POZ·IT·IF BAŞLANGIÇ ENERJ·IS·I ·IÇ·IN ÇÖZÜMÜN PATLA-

MASI

Bu k¬s¬mda8>><>>:
utt +42u�M

�
kruk2

�
4 u+ jutjp�1 ut = jujq�1 u; (x; t) 2 
� (0; T ) ;

u (x; 0) = u0 (x) ; ut (x; 0) = u1 (x) ; x 2 
;
u (x; t) = @

@�
u (x; t) = 0; x 2 @
;

(4.3.1)

probleminin çözümünün patlamas¬n¬başlang¬ç enerjisi pozitif iken elde edece¼giz [Pi̧skin

ve Irk¬l]. Burada p; q � 1; 
; Rn de @
 düzgün s¬n¬r¬na sahip s¬n¬rl¬bir bölge

M (s) = m1 +m2s

;

m1;m2 � 0; 
 � 1

şeklinde tan¬mlanm¬̧s bir fonksiyondur.

·Ispatlar¬m¬zda genelli¼gi bozmadan

m1 = m2 = 1

olarak alabiliriz. Ayr¬ca

B = �
1

q+1 ; �1 = B� q+1
q�1 ; E1 =

�
1

2
� 1

q + 1

�
�21 (4.3.2)

olarak tan¬mlayaca¼g¬z. Burada �;

kukq+1q+1 � � krukq+1 (4.3.3)

eşitsizli¼gini sa¼glayan en iyi sabittir.

Lemma 4.3.1. 2 � s � p iken

kuksp � C
�
kruk2 + kukpp

�
d¬r. Öyle ki C eşitsizli¼gi sa¼glayan bir sabittir.

Lemma 4.3.2. Kabul edelim ki (H1) ve (H2) sa¼glans¬n. Ve u; (4:3:1) denkleminin

bir çözümü olsun. Ayr¬ca

E (0) < E1
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ve �
kru0k2 + k�u0k2 +

1


 + 1
kru0k2(
+1)

� 1
2

� �1 (4.3.4)

olsun.

Bu durumda

�2 > �1

olacak şekilde �2 sabiti vard¬r.

8t 2 [0; T ) için

�
kruk2 + k�uk2 + 1


 + 1
kruk2(
+1)

� 1
2

� �2; (4.3.5)

�
kukq+1q+1

� 1
q+1 � B�2 (4.3.6)

eşitsizlikleri sa¼glan¬r.

·Ispat. Enerji denklemi

E (t) =
1

2
kutk2 +

1

2

�
kruk2 + k�uk2

�
+

1

2 (
 + 1)
kruk2(
+1) � 1

q + 1
kukq+1q+1 (4.3.7)

şeklindedir.

E (t) ; (4:3:3) ve B nin tan¬m¬ndan

E (t) � 1

2

�
kruk2 + k�uk2

�
+

1

2 (
 + 1)
kruk2(
+1) � 1

q + 1
kukq+1q+1

� 1

2

�
kruk2 + k�uk2

�
+

1

2 (
 + 1)
kruk2(
+1) � 1

q + 1
�
�
krukq+1

�
=

1

2

�
kruk2 + k�uk2

�
+

1

2 (
 + 1)
kruk2(
+1) � �

q + 1

�
kruk2

� q+1
2

� 1

2

�
kruk2 + k�uk2

�
+

1

2 (
 + 1)
kruk2(
+1)

�B
q+1

q + 1

�
kruk2 + k�uk2 + 1

(
 + 1)
kruk2(
+1)

� q+1
2

=
1

2

�
kruk2 + k�uk2 + 1

(
 + 1)
kruk2(
+1)

�
�B

q+1

q + 1

�
kruk2 + k�uk2 + 1

(
 + 1)
kruk2(
+1)

� q+1
2

=
1

2
�2 � Bq+1

q + 1
�q+1

= G (�) (4.3.8)
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olur. Burada

� =

�
kruk2 + k�uk2 + 1


 + 1
kruk2(
+1)

� 1
2

(4.3.9)

olarak al¬n¬r. G (�) = 1
2
�2 � Bq+1

q+1
�q+1 fonksiyonunun birinci türevi al¬n¬r ve kökleri

incelenirse G nin 0 < � < �1 aral¬¼g¬nda artan ve � > �1 aral¬¼g¬nda azalan oldu¼gu

görülür. Yani

G (�1) > G (�) ; 0 < � < �1

G (�) < G (�1) ; � > �1

olmal¬d¬r.

Ayr¬ca �!1 için G (�)! �1 ve

G (�1) =
1

2
�21 �

Bq+1

q + 1
�q+11 = E1 (4.3.10)

dir.

E (0) < E1

oldu¼gundan

G (�2) = E (0)

olacak şekilde

�2 > �1

sabiti vard¬r. �
kru0k2 + k�u0k2 +

1


 + 1
kru0k2(
+1)

� 1
2

= �0

ve

E (t) � G (�)

oldu¼gundan

G (�0) � E (0) = G (�2)

yaz¬labilir. Bu da �0 � �2 olmas¬n¬gerektirir.

Ayr¬ca kabul edelim ki (4:3:5) do¼gru olmas¬n yani baz¬t0 > 0 için

�
kru0k2 + k�u0k2 +

1


 + 1
kru0k2(
+1)

� 1
2

< �2
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olsun. �
kruk2 + k�uk2 + 1


 + 1
kruk2(
+1)

� 1
2

ifadesinin süreklili¼ginden

�
kru0k2 + k�u0k2 +

1


 + 1
kru0k2(
+1)

� 1
2

> �1

olacak şekilde t0 say¬s¬seçebiliriz.

Tekrar (4:3:8) i kullan¬rsak

E (t0) � G

�
kru0k2 + k�u0k2 +

1


 + 1
kru0k2(
+1)

�
> G (�2)

= E (0)

olur.

Bu da 8t 2 [0; T ) için
E (t) � E (0)

oldu¼gundan mümkün de¼gildir. Böylece,

�
kruk2 + k�uk2 + 1


 + 1
kruk2(
+1)

� 1
2

� �2

sa¼glan¬r.

Şimdi
�
kukq+1q+1

� 1
q+1 � B�2 oldu¼gunu göstermek için (4:3:7) den dolay¬

1

2

�
kruk2 + k�uk2 + 1


 + 1
kruk2(
+1)

�
� E (t) +

1

q + 1
kukq+1q+1

şeklinde yaz¬labilir.

E (t) � E (0)

oldu¼gundan

1

2

�
kruk2 + k�uk2 + 1


 + 1
kruk2(
+1)

�
� E (0) +

1

q + 1
kukq+1q+1

yaz¬labilir.
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Buna göre

1

q + 1
kukq+1q+1 � 1

2

�
kruk2 + k�uk2 + 1


 + 1
kruk2(
+1)

�
� E (0)

� 1

2
�22 � E (0)

� 1

2
�22 �G (�2)

=
1

2
�22 �

�
1

2
�22 �

Bq+1

q + 1
�q+12

�
=

Bq+1

q + 1
�q+12

ifadesine dönüşür.

Sonuç olarak

1

q + 1
kukq+1q+1 � Bq+1

q + 1
�q+12

kukq+1q+1 � (B�2)
q+1�

kukq+1q+1

� 1
q+1 � B�2

bulunur.

Teorem 4.3.1. Kabul edelim ki (H1) ve (H2) sa¼glans¬n. Ayr¬ca

q > max f2
 + 1; pg

�
kru0k2 + k�u0k2 +

1


 + 1
kru0k2(
+1)

� 1
2

� �1

ve

E (0) < E1

olsun.

Bu durumda denklemin çözümü sonlu bir zamanda patlar. Burada �1 ve E1 (4:3:2)

de tan¬mlanm¬̧st¬r.

·Ispat. Çözümün bütün zamanlar için var oldu¼gunu kabul edip buradan çeli̧ski

elde edece¼giz.

Bu amaçla

H (t) = E1 � E (t) (4.3.11)

olarak tan¬mlayal¬m.
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(4:3:7) ve (4:3:11) in ve

E (0) < E1

kullan¬lmas¬yla

0 < H (0) � H (t) = E1 �
�
1

2
kutk2 +

1

2

�
kruk2 + k�uk2

�
+

1

2 (
 + 1)
kruk2(
+1) � 1

q + 1
kukq+1q+1

�
(4.3.12)

olur.

�2 > �1 olarak verildi¼ginden

H (t) � E1 �
1

2

�
kruk2 + k�uk2 + 1

(
 + 1)
kruk2(
+1)

�
+

1

q + 1
kukq+1q+1

� E1 �
1

2
�22 +

1

q + 1
kukq+1q+1

� 1

2
�21 �

1

q + 1
�21 �

1

2
�21 +

1

q + 1
kukq+1q+1

= � 1

q + 1
�21 +

1

q + 1
kukq+1q+1

� 1

q + 1
kukq+1q+1 (4.3.13)

olur.

(4:3:12) ve (4:3:13) ten dolay¬

0 < H (0) � H (t) � 1

q + 1
kukq+1q+1 (4.3.14)

şeklinde yaz¬labilir.

" sonradan belirlenecek yeterince küçük bir say¬olmak üzere

 (t) = H(1��) (t) + "

Z



uutdx (4.3.15)

ve

0 < � < min

�
q � p

p (q + 1)
;
q � 1
2 (q + 1)

�
(4.3.16)

şeklinde tan¬mlans¬n. Amac¬m¬z

 0 (t) � � � (t) ; � > 1 (4.3.17)

oldu¼gunu göstermektir. Böylece çözümün sonlu bir zamanda patlayaca¼g¬ sonucuna
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ulaşabiliriz.

(4:3:15) in türevini al¬r ve (4:3:1) denklemini kullan¬rsak

 0 (t) =

24H(1��) (t) + "

0@Z



uutdx

1A350

= (1� �)H�� (t)H 0 (t) + "

0@Z



uutt + (ut)
2 dx

1A
= (1� �)H�� (t)H 0 (t) + "

0@Z



(ut)
2 dx

1A
+"

0@+Z



u
�
��2u+M

�
kruk2

�
�u� jutjp�1 ut + jujq�1 u

�
dx

1A
= (1� �)H�� (t)H 0 (t) + " kutk2 � " k�uk2 � " kruk2

�" kruk2(
+1) + " kukq+1q+1 � "

Z



uut jutjp�1 dx (4.3.18)

H (t) nin tan¬m¬ndan

H (t) = E1�
�
1

2
kutk2 +

1

2

�
kruk2 + k�uk2

�
+

1

2 (
 + 1)
kruk2(
+1) � 1

q + 1
kukq+1q+1

�
;

� 1

2 (
 + 1)
kruk2(
+1)

= H (t)� E1 +
1

2
kutk2

+
1

2

�
kruk2 + k�uk2

�
� 1

q + 1
kukq+1q+1 ;

�kruk2(
+1) = 2 (
 + 1)H (t)� 2 (
 + 1)E1

+(
 + 1)
�
kruk2 + k�uk2 + kutk2

�
�2 (
 + 1)

q + 1
kukq+1q+1 (4.3.19)

olur.
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Bu ifadeyi (4:3:18) de yerine yazarsak

 0 (t) = (1� �)H�� (t)H 0 (t) + " kutk2 � " k�uk2

�" kruk2 + " kukq+1q+1 � "

Z
uut jutjp�1 dx

+" (2 (
 + 1)H (t)� 2 (
 + 1)E1

+(
 + 1)
�
kruk2 + k�uk2 + kutk2

�
� 2 (
 + 1)

q + 1
kukq+1q+1

�
= (1� �)H�� (t)H 0 (t) + " (
 + 2) kutk2

+"

�
k�uk2 + kruk2

�
+ 2" (
 + 1)H (t)

+"

 
1� 2 (
 + 1)

q + 1
� 2 (
 + 1)

kukq+1q+1

E1

!
kukq+1q+1 � "

Z



uut jutjp�1 dx (4.3.20)

ifadesi elde edilir.

Daha sonra (4:3:6) dan

 0 (t) � (1� �)H�� (t)H 0 (t) + " (
 + 2) kutk2

+"

�
k�uk2 + kruk2

�
+ 2" (
 + 1)H (t)

+"C 0 kukq+1q+1 � "

Z



uut jutjp�1 dx (4.3.21)

olur.

Burada

C 0 =

�
1� 2 (
 + 1)

q + 1
� 2 (
 + 1)E1 (B�2)�(q+1)

�
olarak al¬nm¬̧st¬r.

�2 > �1 = B� q+1
q�1

oldu¼gundan

C 0 > 0

oldu¼gu aç¬kt¬r. (4:3:21) in son terimi için bir kestirimde bulunabilmek için

X; Y � 0; � > 0

k; l 2 R+ ve 1
k
+
1

l
= 1

olmak üzere

XY � �kXk

k
+

��lX l

l
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şeklinde ifade edilen Young eşitsizli¼gi son terime uygulan¬rsa

Z



uut jutjp�1 dx �
�p+1

p+ 1
kukp+1p+1 +

p ��
p+1
p

p+ 1
kutkp+1p+1 (4.3.22)

olarak ifade edilir. H (t) tan¬m¬ndan

H 0 (t) = E 01 � E 0 (t) = E 01 + kutk
p+1
p+1

olarak yaz¬labilr. Bu ifade (4:3:22) eşitsizli¼ginde kutkp+1p+1 teriminin yerine yaz¬l¬rsa

Z



uut jutjp�1 dx � �p+1

p+ 1
kukp+1p+1 +

p ��
p+1
p

p+ 1
kutkp+1p+1

� �p+1

p+ 1
kukp+1p+1 +

p ��
p+1
p

p+ 1
H 0 (t) (4.3.23)

bulunur.

� daha sonra belirlenecek t ye ba¼gl¬sabitlerdir. (4:3:23) ifadesini (4:3:21) eşitsi-

zli¼ginde yerine yazarsak

 0 (t) � (1� �)H�� (t)H 0 (t) + " (
 + 2) kutk2

+"

�
k�uk2 + kruk2

�
+ 2" (
 + 1)H (t)

+"C 0 kukq+1q+1 � "

 
�p+1

p+ 1
kukp+1p+1 +

p ��
p+1
p

p+ 1
H 0 (t)

!
(4.3.24)

ifadesine dönüşür.

k > 0 daha sonra belirlenecek bir sabit olmak üzere

��
p+1
p = kH�� (4.3.25)

olsun. Böylece,

�p+1 = k�pH�p (4.3.26)

olur.
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(4:3:25) ve (4:3:26) ifadeleri (4:3:24) te yerine yaz¬l¬rsa

 0 (t) �
�
(1� �)� "

pk

p+ 1

�
H�� (t)H 0 (t) + " (
 + 2) kutk2

+"

�
k�uk2 + kruk2

�
+ 2" (
 + 1)H (t)

+"C 0 kukq+1q+1 � "

�
k�pH�p

p+ 1
kukp+1p+1

�
(4.3.27)

yaz¬l¬r.

Teoremdeki kabülümüzden

q > p

oldu¼gundan ve

H (t) � 1

q + 1
kukq+1q+1

olarak elde edildi¼ginden eşitsizli¼gin (�p) : kuvvetini al¬r, kukp+1p+1 ile çarparsak ve L
q+1 (
) ,!

Lp+1 (
) gömülmesi uygularsak

H�p kukp+1p+1 � C1

�
1

q + 1

��p
kuk(q+1)�p+p+1q+1 (4.3.28)

şeklinde ifade edilebilir. (4:3:28) ifadesi (4:3:27) de yerine yaz¬l¬rsa

 0 (t) �
�
(1� �)� "

pk

p+ 1

�
H�� (t)H 0 (t) + " (
 + 2) kutk2

+"

�
k�uk2 + kruk2

�
+ 2" (
 + 1)H (t)

+"C 0 kukq+1q+1 � "

�
k�p

p+ 1
C1

�
1

q + 1

��p
kuk(q+1)�p+p+1q+1

�
(4.3.29)

olur. (4:3:29) eşitsizli¼ginin son terimi için bir kestirim bulal¬m. (4:3:16) dan

(q + 1)�p+ p+ 1 � (q + 1)
q � p

p (q + 1)
p+ p+ 1

� q + 1

d¬r. Ve p � 1 oldu¼gundan

p+ 1 � 2;

(q + 1)�p+ p+ 1 � 2

olur. Böylece

2 � (q + 1)�p+ p+ 1 � q + 1
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yaz¬labilir. kuk(q+1)�p+p+1q+1 ifadesine Lemma 4.3.1 uygular ve k�uk2 terimini eklersek

kuk(q+1)�p+p+1q+1 � C
�
kruk2 + kukq+1q+1

�
� C

�
k�uk2 + kruk2 + kukq+1q+1

�
eşitsizli¼gi elde edilir. Bu ifade (4:3:29) da yerine yaz¬l¬rsa

 0 (t) �
�
(1� �)� "

pk

p+ 1

�
H�� (t)H 0 (t)

+�
�
kutk2 + k�uk2 + kruk2 +H (t) + kukq+1q+1

�
(4.3.30)

olarak yaz¬l¬r.

Burada

� = min

�
" (
 + 2) ; 2" (
 + 1) ; "

�

 � Ck�p

�
1

q + 1

��p�
; " (C 0 � C)

�
> 0;

d¬r. " yeterince küçük seçilirse

(1� �)� "
pk

p+ 1
� 0

olur. (4:3:30) ifadesinin integrali al¬n¬rsa

 (t) �  (0) = H(1��) (0) + "

Z



u0u1dx > 0 ;8t � 0

elde edilir.

Şimdi  
1

1�� (t) yi elde etmek için
R



uutdx terimine Hölder eşitsizli¼gini ve Lq+1 (
) ,!

L2 (
) gömülmesi uygularsak

������
Z



uutdx

������
1

1��

� kuk
1

1�� kutk
1

1��

� C

�
kuk

1
1��
q+1 kutk

1
1��

�
(4.3.31)

yaz¬l¬r.
1

�
+
1

�
= 1
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olacak şekilde Young eşitsizli¼gi uygulan¬rsa

������
Z



uutdx

������
1

1��

� C

�
kuk

1
1��
q+1 + kutk

1
1��

�
� C

�
kuk

�
1��
q+1 + kutk

�
1��

�
(4.3.32)

olur. Burada

� = 2 (1� �)

olarak al¬n¬rsa

1

�
+
1

�
= 1

1

�
= 1� 1

2 (1� �)

� =
2 (1� �)

(1� 2�)

olarak ifade edilir.

Elde edilen ifadeler (4:3:32) de yerine yaz¬l¬rsa

������
Z



uutdx

������
1

1��

� C
�
kuk

�
1��
q+1 + kutk

�
1��

�

= C

0@kuk 2(1��)
(1�2�)
1��

q+1 + kutk
2(1��)
1��

1A
= C

�
kuk

2
1�2�
q+1 + kutk

2

�
(4.3.33)

d¬r. kuk
2

1�2�
q+1 terimine Lemma 4.3.1 uygulan¬rsa

������
Z



uutdx

������
1

1��

� C
�
kukq+1q+1 + kruk

2 + kutk2
�

(4.3.34)

olur. (4:3:15) ifadesine

(X + Y )p � 2p�1 (Xp + Y p)
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eşitsizli¼gi uygulan¬r ve (4:3:34) eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa

 
1

1�� (t) =

24H(1��) (t) + "

Z



uutdx

35 1
1��

� 2
�

1��

0B@H (t) + "
1

1��

������
Z



uutdx

������
1

1��
1CA

� C
�
H (t) + kukq+1q+1 + kruk

2 + kutk2
�

� C
�
H (t) + kukq+1q+1 + kruk

2 + kutk2 + k�uk2
�

(4.3.35)

olur. (4:3:30) ve (4:3:35) ten elde edilenlerin birlikte ele al¬nmas¬yla

 0 (t) � � 
1

1�� (t) (4.3.36)

ifadesi elde edilir. Burada � > 0 şeklindeki bir sabittir.

(4:3:36) n¬n (0; t) aral¬¼g¬nda integrali al¬n¬rsa

d 

dt
� � 

1
1�� (t) ;

tZ
0

d 

 
1

1�� (t)
�

tZ
0

�dt;

 �
1

1��+1

� 1
1�� + 1

�����
t

0

� �t jt0 ;

 �
�

1�� (t)�  �
�

1�� (0)

� �
1��

� �t;

 �
�

1�� (t)�  �
�

1�� (0) � � �

1� �
�t;

 �
�

1�� (t) �  �
�

1�� (0) +� �

1� �
�t;

 
�

1�� (t) � 1

 �
�

1�� (0)� ��t
1��

bulunur. Buradan çözüm sonlu bir T � zaman¬nda patlar ve

T � � 1� �

�� 
�

1�� (0)

d¬r. Böylece ispat¬m¬z tamamlanm¬̧st¬r.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Tez çal¬̧smam¬n esas k¬sm¬n¬oluşturan bölüm pozitif başlang¬ca sahip iken prob-

lemin global çözümünün yoklu¼gudur.

Ele al¬nan denklemin patlamas¬ farkl¬metotlarla çal¬̧s¬labilir. Ayr¬ca problemin

farkl¬matematiksel davran¬̧slar¬ ele al¬nabilir. Problemin baz¬de¼gi̧skenleri için özel

de¼gerler seçilerek nümerik çal¬̧smalar yap¬labilir. S¬n¬rl¬bölgede çal¬̧st¬¼g¬m¬z problem

s¬n¬rs¬z bir bölgeyede geni̧sletilebilir.
.
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