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OZET

DOGRUSAL OLMAYAN TIMOSHENKO DENKLEMIiNIN
COZUMLERININ MATEMATIKSEL DAVRANISI

YUKSEK LiSANS TEZIi
Nazh IRKIL

DICLE UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

2016

Bu tezin ilk boliimiinde tezde kullanilacak olan kisaltma ve bazi notasyonlar
verilmisgtir.

Ikinci boliimde ¢dziimlerin patlamast ile ilgili giiniimiize kadar yapilan ¢alismalar
tarihi gelisimiyle ele alinmistir.

Ucgiincii boliimde tez boyunca gerekli olan temel tanim, teorem, esitsizlikler
verilmistir.

Dérdiincii boliim ise ii¢ alt boliimden olusmustur. Ilk boliimde dogrusal olmayan
damping ve kaynak terim i¢eren Timoshenko denkleminin ¢éziimlerinin lokal varligi;
ikinci bolimde denklemin negatif baslangi¢ enerjisi igin ¢oziimlerinin patlamasi; ligiincii
boliimde ise tezin esas kismini olusturan pozitif baslangic enerjisi icin ¢dziimlerinin
patlamasi galigilmustir.

Anahtar Kelimeler: Patlama, Lokal varlik, Dogrusal olmayan Timoshenko denklemi.



ABSTRACT

MATHEMATICAL BEHAVIOR OF SOLUTION OF
NONLINEAR TIMOSHENKO EQUATION

MASTER THESIS

Nazh IRKIL

UNIVERSITY OF DICLE
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

2016

In the first chapter of this thesis, the abbreviations and notations that will be used
throughout this thesis are provided.

In the second chapter, the historical developments of the blow up of solutions are
investigated.

In the third chapter, the basic definitions, theorems, and inequalities that will be
used in this thesis are provided.

The fourth chapter is composed of three sub-sections. In the first sub-section, the
local existence of solutions of Timoshenko equations that contain nonlinear damping and
source terms are examined. In the second sub-section, the blow up of solutions for the
equation with the initial negative energy is investigated. In the final sub-section, which
also forms the main part of this thesis, the blow up of solutions for positive initial energy
is studied.

Keywords: Blow up, Local existence, Nonlinear Timoshenko equation.
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1. GIRIS

1.1. KISALTMALAR VE NOTASYONLAR

Bu boliimde tezde kullanilan simgeler ve bazi kisaltmalar tanmitilacaktir.

1.1.1. Simgeler
calfa

: beta

: gamma

s eta

: s1gma

: delta

> 9 S 2 ™ 2

€ : epsilon

U pst

V : nabla operatori(gradiyent)
A : laplasyon

1.1.2. Notasyonlar

R", n boyutlu OKklit uzayidir.
x = (11,22, ..., T,) , R™ de bir noktadir.
Q, R™ de sinirli bir bolgedir.

092, Q) bolgesinin yeterli diizgiin siniridir.

2 .s * 1
Uy, Ugg, Uy NOtasyonlar %—7;, ?973, % tiirevleridir.

Au notasyonu Uy, z; + Ugyzy + - + Uz, z, dir.
2
Ay notasyonu Uy, zyzyz; + Uzswswszs + - + Uzpapana, AIT.

Vu = Au
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2. ONCEKI CALISMALAR

Giinliik hayatta karsilagtigimiz birgok problemin adi veya kismi diferansiyel den-
klemlerle modellenebilmesi miimkiindiir. Bu problemler fizikten kimyaya, biyoloji-
den tip bilimine, makine miihendisliginden ingaat miihendisligine, ekonomiden futbola
kadar bir¢ok alanla ilgili olabilmektedir. Ancak modellenen her problemin tam olarak
acik ¢oziimiiniin bulunmasi ¢cogu zaman miimkiin olmamaktadir. Hatta ¢oziimii agik
ve tam olarak bilinen problemlerin, ¢oziimii tam olarak bilinmeyen problemlere kiyasla
¢cok daha az oldugu soylenebilir.

Ele alinan dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerin dogrusal denklemlere oranla
gercek diinya olaylariyla daha baglantili oldugu soylenebilir. Ciinkii dogrusal diferan-
siyel denklemler gercek diinya ile ilgili bir¢ok 6zelligi ifade etmekte yetersiz kalmistir.
Ama dogrusal olmayan diferansiyel denklemler bu 6zelliklerin bir¢gogunu i¢inde barindira-
bildigi ve matematiksel diinyanin bir¢ok yeni temel sorularina dikkat ¢ektigi i¢in matem-
atikcileri cezbeden ve matematiksel arastirmalarin aktif olarak yapildigi bir alan ol-
mustur.

Bu problemler i¢in yaklagik bir ¢6ziim bulmak veya en azindan ¢oziimiin davranigiyla
ilgili bir fikre sahip olmak i¢in denklemin bazi sartlar ile simirlandirilmas: gerekliligi
ortaya cikmistir. Bu nedenle problemlere genellikle baglangic ve simir kosullari ek-
lenerek iyi tanimh ¢oziim bulmak amaclanmstir. Iyi tanimh bir ¢oziim bulmak icin ilk
asama ¢oziimiin varligini, ¢oziim varsa sayet coziimiin tekligini ve baglangi¢ verilerine
bagimliligini arastirmaktir. Coziimiiniin varligi ve tek oldugu kanmitlanmis denklemin
asimptotik davranigi yani ¢éziimiiniin sonlu veya sonsuz bir zamanda davranisi her ne
kadar ¢oziim tam olarak bilinmese de ¢oziime yonelik bir fikre sahip olmamiz saglar.
Biitiin bu aragtirmalarin gergek hayatta karsilagilan problemlere faydasini bir bolgede
bulunan sitma vakalarinin belli kogullar altinda sonlu veya uzun zaman davranisi be-
lirleyebilme olarak orneklendirebiliriz. Veya kimyasal bir deney sonucu ortaya c¢ikan
ve ¢Ozlimii bilinen yontemlerle belirlenemeyen bir denklemin ¢oziimiiniin asimptotik
davranig1 yardimiyla deneyin sonuclar1 hakkinda tahminlerde bulunabiliriz. Bu ¢rnek-
lerden de anlasilacag: iizere bu kadar biiyiik 6neme sahip bu alanla ilgili caligmalar son
derece 6nemli ve gereklidir.

Dogrusal olmayan problemlerde singularitenin en basit formu, zamanin bazi sonlu
T > 0 limitine yaklagtigi zaman, degisken veya degiskenlerin sonsuza gitmesidir.
Degigkenlerin sonsuz biiyiimesinden dolay1 da ¢oziimler global olarak yok olur. Bu

olaya blow up (¢6ziimiin patlamasi) veya global ¢éziimlerin yoklugu denilmek-
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tedir. Blow up latin dilinde patlama anlamini tagir ve matematik problemlerinin
birgogunda patlamayi betimler. Singularite dogrusal diferansiyel denklemlerde kat-
say1, veri veya problemlerdeki sabit singulariteler icin olusurken dogrusal olmayan
diferansiyel denklemlerde ise daha ¢ok zamanindan, konumundan kaynakli olabilir.
Blow up adi diferansiyel denklemlerde olduk¢a temel ama temsili bir diizeyde

gerceklesmektedir. Basit bir 6rnekle ifade edecek olursak reel degiskenli

u=u(t)

icin

W =u%t>0
u(0) =a

baslangic deger problemidir. a > 0 igin tek ¢oziim

1
0<t<T = -
a
zaman araliginda mevcuttur.
1
)= ——
ult) =73
formiilii ile verilebildiginden
t<T

i¢in diizgiin ¢oziim ve t — T~ i¢in u (¢) — oo olur. Bu durumda ¢ = T igin ¢dziim
blow up denir.
Dogrusal olmayan

Utt:AU+Up, p>1

tipindeki denklemlerin blow up caligmalar1 parabolik denklemlerden daha eski olup
1957 yilina kadar dayanmaktadir.

1960 1 yillardan beri hiperbolik tipten diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin pat-
lamasi konusu matematikgilerin ilgi alanina girmistir.

Sattinger 1968 yilinda yayinladigi ¢alismasinda enerji integrallerine bagh "potan-

siyel ¢cukur metodu" olarak adlandirilan metodu elde ederek

uy — Au+ f(z,u) =0

denklemin global zayif ¢oziimiinii f (z,u) fonksiyonunu bazi kogullarla simirlayarak
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ifade etti.
Levine 1974 yilinda yaptigi calismayla

Puy = —A(t)u+ F (u)

denkleminin global ¢oziimlerinin yoklugunu "konkavlik metodunu" gelistirerek gos-
terdi. Konkavlik metodunda amag problemin lokal varliginin ¢oziimiiyle tanimlanmis
smur kogullarina uygun ¢ () > 0 fonksiyonunu olugturmak ve a > 0 i¢in ¢ zamanina
baglh konkav ¢~ (¢) fonksiyonunun varhigin gostermektir. Burada ¢ (¢) fonksiyonu iki

kez tiirevlenebilen ve
" 2

¢ () (t) = (a+1)(¢' ()" =0

esitsizligini saglayan bir fonksiyondur. Blow up zamam ise F (0) > 0 ve F' (0) > 0 icin

seklinde ifade edilir.

Kalantarov ve Ladyzhenskaya 1978 yilinda yayimnlanan ¢alismalarinda Levine calis-
malarini temel alarak parabolik ve hiperbolik denklemlerinde blow up icin "genellestir-
ilmis konkavlik metodunu" gelistirdiler.

1990 yillarinda ise yapilan caligmalarda
M (s) = my + mgs”
seklinde tanimlanmig bir fonksiyon olmak iizere
u — M (s) Au+ f (ug) = g (u)

tipindeki denklemler en ¢ok dikkat ceken ve galismalarin yogunlagtigi denklemler ol-
mugtur [Meyvac1 2005].
Georgiev ve Todorova 1994 yilinda

Uy — A+ aug [ug|™ " = blu|uP?

dogrusal olmayan damping ve dogrusal olmayan kaynak terim arasindaki etkilesimi
inceleyerek coziimlerin lokal varligin1 ve global ¢oziimlerinin yoklugunu yeni bir metod

geligtirerek gosterdiler.
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Ono 1997 yilinda

‘ >Au+5ut: lu|™ u

1 2
Ut — M (HAQU
1 2
Ut — M (HA2U

) Aut = 7 )

2y
Uy — M HA%UH Au+ Auy = |u|*u

denklemleri i¢in blow up c¢aligt1.

Georgiev ve Todorova nin galigmalarinda baglangic enerjisinin negatif (£ (0) < 0)
alinmasina kargin 1999 yilinda Vitilaro bu metodu biraz daha gelistirerek (£ (0) < )
icin blow up caligti.

Messaoudi 2001 yilinda

uy — Au+ g (u) = f(u)

denkleminin blow up c¢alismasimi yapti. 2009 yilinda Galerkin metodunu kullanan
Runzhang ve Jihong uygun baslangi¢ ve sinir kogullar ile denklemin ¢oziimiiniin global

varligini galigtilar. 2009 yilinda Yu, 2013 yilinda ise Chen ve Liu g (u;) yerine
G (Ut, Aut) = —A'U/t + Ut ]ut\p_l

ve

f () =ulu”"

alarak denklemin ¢6ziimiiniin varligi, enerji azalmasi ve ¢oziimiin patlamasini ¢alistilar.

1950 yilinda Woinosky-Kreiger tarafindan matematiksel modellemesi yapilan

0*u +y ou _0
I | 52 ot

4

82
o2

denklemi daha sonra gelistirilerek

Uy + N*u— M (HVUH ARSI Y = |u|

denkleminde oldugu gibi M (HVUHQ) A v ifadesini igeren ve genel olarak lineer ol-
mayan Timoshenko denklemleri olarak isimlendirilip cesitli sekillerde gosterimleri de

mevcut olan denklem olarak ifade edildi. Bu denklemler dalgalarin lineer olmayan
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salimim hareketlerini ifade etmekte kullanilirlar. Denklem eksenel bir kuvvet tarafin-
dan sikistirilan veya gerilen bir salimm dalgasinin dinamik biikiilme hareketlerinin
aragtirildigi bir ¢aligma sonucu ortaya konmugtur. Antman [Antman 2005] tarafindan
yapilan ¢aligmalar sonucunda ise denklemin esneme teorisinin genel yapisi olusturul-
mustur. Sonrasinda bu denklemin farkl 6zelliklerini inceleyen birgok calisma yapildi.

1970 yilinda Dickey, 1974 yilinda Timoshenko, Young ve Weaver, 1979 yilinda
Medeiros, 1994 yilinda Astaburuaga, Fernandez ve Perla Menzala tarafindan ¢aligilmistir.

1997 yilinda Bainov ve Minchev baz1 6zel sartlar altinda ¢oziimiin yoklugunu negatif
baslangic enerjisi icin caligtilar. Tagkesen ve Polat 2015 yilinda yiiksek baglangic en-
erjisi i¢in ¢oziimiin global varligim ¢aligtilar.

2010 ve 2013 yilinda Esquivel-Avila Timoshenko denkleminin ¢oziimiiniin varhigini,
patlamasini ve atraktorii tizerine ¢alismalar yaptilar.

Pigkin 2015 yilinda {istteki denklemin Banach biiziilme doniigiimiinden faydala-
narak lokal varligini, negatif basglangic enerjisi i¢in blow up ve enerji azalmasini gos-
terdi.

Bu tez calismasinin son kisminda Timoshenko denkleminin ¢oziimiiniin pozitif

baglangig enerjisi i¢in global ¢oziimlerinin yoklugu (blow up) ¢alisildi [Pigkin ve Irkil].



2. ONCEKI CALISMALAR




Nazh IRKIL

3. MATERYAL VE METOT

Bu boéliimde, sonraki boliimlerde gerekli olabilecek bazi tanimlar, calisilan uzaylar
esitsizlikler ve bazilarimin ispat1 yer almaktadir [Kesevan 1989, Evans 1998, Adams ve

Fournier 2003, Brezis 2011, Polat 2005, Pigkin 2013]
3.1. Normlu Uzay, I¢ Carpim ve Hilbert Uzay:

Tanim 3.1.1. Bog olmayan bir X kiimesi ve X x X den R ye tanimlanan bir d

fonksiyonu

(z,y) — d(x,y)

verilsin. d fonksiyonu agagidaki sartlari sagliyorsa d ye X iizerinde bir metrik, (X, d)
ikilisine de metrik uzay denir.

Vz,y,z € X icin
(i) d(z,y) 20
(i) d(z,y) =0 2=y
(iii) d(z,y) = d(y,z)
(iv) d(z,y) <d(z,2) +d(zy)
Burada (iv) ye tiggen esitsizligi denir. (iv) sart1 tekrar tekrar uygulanirsa Va, y, 21, ...

icin

d(z,y)

IN

d(z,z)+d(z,y)
< d(m,2z1) +d(z9,23) + d(z3,9)

IN

d(z,z1) +d(29,23) + ... +d(zn,7)

seklindeki ifadeye genellestirilmis tiggen esitsizligi denir.
Tanim 3.1.2. X bir K cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun.

Il : X = R, 2 — ||z|| doniisiimii Va,y € X ve Va € K igin
(M) [lzfl = 05 [lz]| = 0 <z = 0;
(N2) [laz| = [al l];
(Na) [z +yll < [lell + llyll (iggen esitsizligi)

9
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X uzayr Ny, Ny, N3 ozelliklerini sagliyorsa X iizerinde norm adim alir ve bu du-
rumda (X, ||.||) ikilisine bir normlu uzay adi verilir, ||z|| sayisida © € X elemaninin
normu olarak adlandirilir.

Her ||z| normu, d : X x X — R olmak iizere,

d(z,y) = ||z -y

seklinde tanimlanmig bir uzaklik fonksiyonu oldugundan her normlu uzay ayni za-
manda bir metrik uzay olur. Bunun tersi ise her zaman saglanmayabilir yani; bir
metrik uzayimn normlu uzay olmasi gerekmez. Bir normlu uzay, iizerinde tanimlanmis

oldugu norm altinda vektor uzay1 belirtir.

Tanim 3.1.3. (z,), (X, ||.||) normlu uzaymna ait bir dizi olmak {tizere, her ¢ > 0
icin n,m > N oldugunda ||z,, — z,,|| < € olacak gekilde bir N dogal sayis1 varsa (z,)

dizisine Cauchy dizisi denir.

Tanim 3.1.4. (x,), (X, ].||) normlu uzaymda bir dizi olsun.
lim ||z, —z|| =0
olacak gekilde bir z € X varsa (z,) dizisine yakinsaktir denir ve x,, — x ile gosterilir.

Tanim 3.1.5. Bir X normlu uzayinda her Cauchy dizisi X uzayimin bir elemanina
yakinsiyor ise bu uzaya tam uzay denir. (X, |.||) uzay: tam ise bu uzaya Banach uzay

denir.

Tanim 3.1.6. X vektor uzay: tizerinde tanimli iki norm, |[|.||; ve ||.||, olsun. A > 0,
B > 0 sabitleri icin
Allzlly < flzfly < Bl

esitsizligi X uzayndaki her x noktasi icin gegerli ise, ||.||; ve [.||, normlarina denk
normlar denir.

Sonlu boyutlu normlu (veya vektor) uzaylarda tamimlanan tiim normlar denktir.
Dolayisiyla sonlu boyutlu normlu uzaylarda tanimlanan tiim normlar o uzay iizerinde
ayni topolojiyi tamimlarlar; érnegin X normlu uzaymndaki bir (z,) dizisi ||.[|;(||.],)
normuna gore yakinsak, siirh veya Cauchy dizisi ise, [|.||5(]|.]|;) normuna gore de

yakinsak, sinirhi veya Cauchy dizisidir.

10
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Tanim 3.1.7. K cismi {izerinde bir X vektor uzay:r verildiginde, X x X uzay1
tizerinde tanimhi K degerli

(L ): XxX—>K

bir fonksiyonun her x,y € X ve a,b € C' icin agagidaki ozellikleri varsa, bu fonksiyona

1¢ ¢carprm denir.

(i) (z,2) >0; (z,2) =0<= 2z =0,

(i) (z,y) = (y,z) (burada ¢, ¢ € C nin karmagik eslenigini belirtir),
(i) (az + by, 2) = a (2,2) + b (3, 2).

K =R halinde (z,y) = (y, z) oldugu hemen goriiliir.
Bir i¢ carpim ile

1
2] = (2, 2)2

tanimlanan |[|.|| : X — R fonksiyonunun norm oldugunu gérmek oldukga kolaydir.
Normu yukarida oldugu gibi bir i¢ ¢arpim tarafindan tamimlanan uzaya i¢ ¢carpim

uzayr denir.

Tanim 3.1.8. Normlu bir uzay olan bir i¢ carpim uzay1 bir Banach uzay1 ise bu
uzaya Hilbert uzay: denir. Baska bir ifadeyle, bir i¢ ¢arpim uzayindaki her Cauchy

dizisinin bu uzaymn bir 6gesine yakinsak olmasi halinde bu uzaya Hilbert uzay: denir.

Tanim 3.1.9. n—boyutlu R” ve gercel Oklit uzayinda bir nokta x = (z1, ..., 7,)
1
ve bu noktanin normu |z| = (Zn :c2) 2 ile tanimlanir. = ve y nin i¢ carpimi -y =

i=1"j
S xy; seklindedir.

Tanim 3.1.10. X bir normlu uzay olsun. X {izerindeki tiim sinirh lineer fonksiy-
onellerin kiimesi X uzaymin dual uzayine olusturur. X' veya X* ile gosterilen bu
uzay

|/ ()]

Ifllx = sup ——= < oo
rexaz0 [|%llx

normuyla bir Banach uzayidir. X’ uzaymm duali (X’) = X" seklindeki lineer vektor

uzayidir ve tkinci dual olarak adlandirilir.

Tanim 3.1.11.(z,), X normlu uzayma ait bir dizi olsun.
lim ||z, — 2|y =0

11
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olacak sekilde bir € X varsa (z,,) dizisine gii¢li yakinsak dizi denir ve bu yakinsama

r, — x olarak gosterilir.

Tanim 3.1.12. X normlu uzayinda bir dizi (z,) olsun. Her f € X’ i¢in

n—oo

olacak gekilde bir z € X varsa (x,) dizisine zayif yakinsak dizi denir. Bu yakinsama

z . " o1
T, — x veya x, — x ile gosterilir.

Tanim 3.1.13. (f,), X normlu uzay: iizerinde smurh lineer fonksiyonellerin bir

dizisi olsun. Bu durumda

()
[fn = fIl =0

olacak gekilde bir f € X' varsa (f,) dizisine gii¢li yakinsaktir denir. f, — f
seklinde yazilir.

(b) her z € X i¢in
fulx) = [ (x)

olacak sekilde bir f € X' varsa (f,) dizisine zayif* yakinsaktir denir. f, =, f
seklinde yazilir.

Tanim 3.1.14. o = (o, ..., ;) negatif olmayan «; lerin n-bilegenlisi ise o ya
goklu-indis denir ve z%, |a| = 22:1 a; mertebeye sahip olan z7"...z%" tek terimlisi,

yani % = z{'...2%" ile tanimlanir. Benzer sekilde 1 < j < n i¢in D; = 0/0x; ise, o
zaman

D* = D§ .. Do

|| . mertebeden bir diferansiyel operator belirtir. D0y = 4 olur.

Tanim 3.1.15. Eger G C R" ise R” de G nin kapanisi G ile belirtilir. G C § ve
G, R" in kompakt (kapal ve smirh) altkiimesi ise G CC Q seklinde gosterilir. u, G de

tanimli bir fonksiyon ise, u fonksiyonun destegi

suppu={r € G:u(zx)#0}

12
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seklinde tanimlanir. supp u CC ) ise u fonksiyonu €2 da kompakt destege sahiptir

denir.

Tanim 3.1.16. Q, R™ de bir bolge olsun. Negatif olmayan her m tamsayis: igin
Q) bolgesinde siirekli biitiin ¢ fonksiyonlar1 ve |a| < m mertebesine kadar biitiin D¢
kismi tiirevleri siirekli olan vektor uzayr C™ (2) ile gosterilir. C°(Q) = C(Q) ve
C*(Q) = N_, C™(Q) olur. C () ve C™ () uzaylarma ait ve kompakt destege

sahip olan fonksiyonlarin olusturdugu uzaylar sirasiyla Cy (£2) ve C§° () ile gosterilir.

Tamim 3.1.17. Q agik bir bolge oldugundan, C™ (2) deki fonksiyonlarin 2 bol-
gesinde siurh olmasi gerekmeyebilir. C7 (©2) ile 0 < |a| < m icin Q bolgesinde D¢
lerin sinirh oldugu ¢ € C™ (Q) fonksiyonlar1 belirtilir. C% (2) uzay

1]

J— (6%
cp = o4, 1R 1076 7)

normu ile bir Banach uzayidir.
3.2. Lebesque Uzay1 (L* (1))

Tanim 3.2.1. 2, R"” de bir bolge ve p pozitif gercel say1 olsun. 2 bolgesinde

tanimlh biitiin olgiilebilir u fonksiyonlar sinifina agagidaki kosul altinda
Jo lu (@)]P do < oo
LP () uzayr denir. Bu uzay bir vektor uzayidir. 1 < p < oo olmak iizere bu uzay

1/
ull 1oy = (Jo [u (@) d) ™
normu ile bir Banach uzayidir.

Tanim 3.2.2. ) bolgesinde olgiilebilir bir u fonksiyonu i¢in hemen hemen her
yerde |u(z)| < K olacak gekilde bir K sabiti varsa u fonksiyonuna hemen hemen
sinirhidir denir. Boyle K larin en biiyiik alt smirina da |u| nin Q bolgesindeki esas
(essential) supremumu denir ve ess sup ile gosterilir. {2 bolgesinde hemen hemen sinirh

e
u fonksiyonlariyla tanimlanan uzaya L* (2) uzay: denir. L*° (£2) uzay1

[l ooy = €55 5up |u ()|
e

normu ile bir Banach uzayidir.

13
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Tanim 3.2.3. €, R" de bir bolge ve 1 < p < oo olmak iizere §2 bolgesinin her

bir kompakt altkiimesinde p. kuvveti integrallenebilen biitiin 6lciilebilir fonksiyonlar

p
loc

uzayima L . (£2) uzay1 denir.
Tanim 3.2.4. X ve Y normlu uzaylar olsun. Eger

(i) X,Y nin bir alt uzayn,

(ii) Her x € X igin X den Y ye Iz = z ile tanimlanan I birim operatorii siirekli ise,

X uzay1 Y uzayina gomiiliir denir ve X — Y ile gosterilir.

I birim operatorii dogrusal oldugundan (ii) kosulu
[fzlly < M|lz]ly, =zeX

olacak gekilde bir M > 0 sabitinin varligina denktir.

Tamm 3.2.5. vol () = [,1dz ve 1 < p < g < oo olsun. Eger u € L1(9) ise o

zaman u € LP () dir ve
luall, < (vol ()P~ |fu],

olur. Bu nedenle

L1 () — LP(Q)
gomiilmesi gecerlidir.

Tanim 3.2.6. L?(Q) uzay

(u,v) = [qu(z)v(z)dx
i¢ carpimina gore bir Hilbert uzayidir.

Tanim 3.2.7. —o0 < a < b < oo olsun. ||u(.)||y € LP(a,b) kogulunu saglayan
(a,b) araligindan X uzayma tanimlanmug 6lgiilebilir u fonksiyonlar1 uzayma L? (a, b; X)

uzayr denir. LP (a, b; X) uzay1

1/
([ a) ™, 1<p<o

esssupllu(®ly, p=oo
te(a,b)

||U||Lp(a,b;X)

14
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normu ile bir Banach uzayidir.
Benzer sekilde a < ¢ < d < b olmak iizere her bir ¢,d i¢in u € LP (¢,d; X) ise, o

zaman u € LP (a,b; X) yazilir ve p = 1 i¢in u lokal integrallenebilirdir denir.

Tanim 3.2.8. Her t € [0,7] i¢in [0, 7] den X uzaymna tanimlannmig ve m. mertebe-
den tiirevleri siirekli olan u fonksiyonlar1 uzayina C™ ([0, 7] ; X ) uzay: denir. C™ ([0,7]; X)
uzay1

| vy = max sup |[[D%u(t
e o = s, sup 1D D)l

normu ile bir Banach uzayidir.

3.3. Sobolev Uzay:1 (W™P (Q))

Tanim 3.3.1. u € L, () olsun. Bir a ¢oklu-indisi verilsin. Her ¢ € C§° (Q) i¢in

loc
Jopvdz = (=1)! JouD%pdz

esitligi saglamirsa, v € L, (Q) fonksiyonuna u fonksiyonunun «. zayif tirevi denir. v
fonksiyonu, u fonksiyonunun genellestirilmis tiirevi olarak da adlandirilir ve v = D%
seklinde yazilir.

Eger u fonksiyonu, klasik anlamda D%u siirekli kismi tiirevlere sahip olacak gek-
ilde yeterince diizgiin ise, o zaman D%u ayni zamanda u fonksiyonunun zayif kismi

tiirevidir. Elbette D*u klasik anlamda olmaksizin zayif anlamda mevcut olabilir.

Tanim 3.3.2. 2, R" de bir bolge, m herhangi bir pozitif tamsay1 ve 1 < p < oo

olmak tizere,
WmP(Q)={ue L () : D e LP(Q),0 < |a| <m}

seklinde tanimlanan uzaya Sobolev uzayr denir. WP () uzay1

0<]al<m

1/p
HUHWWP(Q):< > HDQUHZ,(Q)) , 1<p<oo,

HUHW’"W(Q) = Oéﬁﬁgm ||Dau||L<x,(Q) y D=0

tanimlanan bu normlar ile bir Banach uzayidir.

WP (Q) uzaymmda C§° () uzaymn kapamg1 Wy (Q2) ile gosterilir.

15



3. MATERYAL VE METOT

Agikar olarak WO (Q) = LP(Q) dir ve 1 < p < oo olmak iizere C5° () uzay
L? (Q) uzaymnda yogun oldugundan Wy* (Q) = L? (Q) dir. Herhangi bir m pozitif
tamsayisi i¢in

Wo™? () = WP (Q) — L” ()
gomiilmeleri gecerlidir.

Tamm 3.3.3. Eger p = 2 ise W™2(Q) = H™(Q), W7 (Q) = Hy* (Q) olur ve

H™ () uzayinda norm

1/2
||U||Hm(sz):( > ||D“u||iz(9))

0<|a|<m
ile verilir.

Tamim 3.3.4. H™ () uzay:

(ua U)H'"L(Q) = Z (Dauv Dav)

0<]al<m

i¢ carpimu ile bir Hilbert uzayidir, burada (u,v) fQ dac olup L? () uzayn-
daki i¢ ¢arpimdir.
H} () uzay igin i¢ garpim

(u,0) g1 () = JoVuVodz

seklinde tanimlanir ve bu uzayda norm

1/2
HUHHI(Q (fg ’VU’ dx )

olur.

Simdi Sobolev Goémiilme Teoremini ifade edelim.

Tanim 3.3.5. Sobolev Gomiilme Teoremi. €2, R"” de koni ¢zeligine sahip agik

bir bolge, m > 1 ve 57 > 0 seklindeki tamsayilar ve 1 < p < oo olmak {izere;

(i) mp > n ise
Wt () < ¢ (@)

gomiilmesi elde edilir.

16
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(ii) mp =n ise

WS (@) < W), p<g<oc

ya da
WP (Q) — L1(Q), p<q<oo

gomiilmesi elde edilir. Ayrica p = 1 olarak alinirsa
WL (Q) < € ()
elde edilir.

(iii) mp < n ise

WP (Q) — W (Q), p<q<p*

ya da
WP (Q) — L1 (Q), p<q<p
gomiilmesi elde edilir.
Burada
np
R T n >mp
+o00, n<mp
seklindedir.

Yukaridaki gomiilmelerde W yerine Wy uzay: alinirsa, ) bolgesi iizerinde herhangi

bir kisitlama yapilmaksizin yukaridaki gomiilmeler yine gegerli olur.

Teorem 3.3.6. Eger WP (Q) — L9(Q) gomiilmesi baz1 p < ¢ degerleri i¢gin

kompakt ise, o zaman |§2| < oo dur.

Teorem 3.3.7. Eger W™ (Q) — L9(Q) gomiilmesi 1 < ¢ < p 6zelligini saglayan

baz1 p ve q degerleri igin mevcut ise, o zaman [€)| < oo dur.

3.4. Operatorler

Tanim 3.4.1. X ve Y aymi K cismi iizerinde iki vektor uzay: olsun. A : Dy C

X — Y doniisiimii X deki bir x elemanim1 Y de bir tek elemana gotiiriiyorsa A ya

operator, D4 ya da A operatoriiniin tanem kiimes: denir.

17
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Tanim 3.4.2. D,y C X, X in bir alt uzay1 olmak tizere A : Dy C X — Y

operatoriine her x,y € D4 ve her «, f € K icin
A(az + By) = aA(x) + BA(y)

kosuluyla birlikte dogrusal operatér denir.

Tanim 3.4.3. Bir H Hilbert uzayinda tanimli A operatoriine her z,y € D, icin

(Az,y) = (z, Ay)

esitligi ile birlikte simetrik operator denir.
Tanim 3.4.4. A: Dy C X — Y operatoriine belli bir M > 0 sayis1 ve her x € D4
icin

[Az]| < M |||
esitsizligi ile birlikte sinirle operator denir.

Tanim 3.4.5. H Hilbert uzayinda tanimh dogrusal, simetrik bir A operatoriine
herz e Dy C H
(Az,z) > 0

esitsizligi ile birlikte negatif olmayan operator denir. Negatif olmayan A operatorii
icin

(Az,2) >0=2=0
ile pozitif operator denir.

Tanim 3.4.6. X ve Y iki Hilbert uzay: ve (.,.) X uzaymn, [.,.] de Y uzaymn
i¢ carpimi ve A : X — Y dogrusal, sinirhi operatorii tiim X Hilbert uzayinda tanimli

olsun. Her z € X ve her y € Y icin
[Az,y] = (z, Ay)
kosulunu saglayan A* : Y — X operatoriine, A operatoriiniin eg operatéri denir. Eger

A = A* ise boyle bir operatére dz-eslenik (self-adjoint) operatér denir.

Tanim 3.4.7. H Hilbert uzayimda tanimlh dogrusal ve 6z-eglenik bir A operatériine
her x € H icin
2
(Az,z) > C||z||, C>0

18
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ile birlikte pozitif belirli bir operator denir.

3.5. Esitlikler ve Esitsizlikler

Lemma 3.5.1 (Cauchy Esitsizligi). Eger ¢ > 0 ve a,b € R ise, o zaman
€2, 1 e
bl < = — b
jabl < Jal* + 5 I
esitsizligi gecerlidir.

Lemma 3.5.2 (Young Esitsizligi). Eger ¢ >0, a,b € R, p > 1 ve % + é =1 ise,
0 zaman
p b q
g U
p q
esitsizligi veya
labl < ea? + C (g) b

_il}

esitsizligi gegerlidir. Burada C'(¢) = (ep) » ¢! dur.
Eger
a=0X

ve

Y
b= —
)
olarak alinir ve

P q
]ab|§ﬂ+ﬂ
p q

esitsizliginde yerine yazilirsa

oxr 151
p q '

Y
<
‘5)(5‘_

5;0 ’)(‘P N 6*q ‘Y‘q

X Y| <
p q

formatinda da ifade edilir.

Lemma 3.5.3 (Holder Esitsizligi). u € LP(Q), v e L1(2),p > 1 ve % + % =1

ise, 0 zaman uv € L' (Q) olup

lwoll iy < Null Loy 101l 2oy
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esitsizligi gecerlidir. p =1 durumunda, g = oo ve ||v||4(q) = esssup [v] alriz.
Q

p = q = 2 iken bu esitsizlige Cauchy-Schwarz-Bunyakowski egitsizligi denir.

ispat.
a= _|u| ve b= —|U‘
[ull, lvll,
olarak alalim. Young esitsizliginden
Jul v Jul” o]

lull, lloll, = plluly  qllvlg
her tarafin () bolgesi tizerinde integrali alinirsa

[lulfolde  [luPdze [ |o]"de
Q Q Q

lll, loll, = pllul; — allvlg

P __ P q __ q
= / juf? dz ve [[o]? = / jo]? dz
Q Q

oldugundan

[lulleldz — [lufde [z

Q Q +Q
lull, oll, = plluly — allvllg
11
Poq

=1

olur. Boylece ispat tamamlanir.

Lemma 3.5.4 ( Interpolasyon Esitsizligi). 1 < p <¢<rve0 <\ < 1icin

% = % + =2 olsun. Eger u € LP () N L" (Q) ise u € L7 (1) olur ve

A 1-2
[l Loy < Nullzoqy 1l ooy
esitsizligi yazilabilir.
Lemma 3.5.5 (Minkowski Esitsizligi). u,v € L? (Q2) ve p > 1 olmak {izere
lv+ 0l o) < Ml oy + 101l Lo

esitsizligi gecerlidir.

20



Nazh IRKIL

Lemma 3.5.6 (Sobolev Esitsizligi). n > 1 olmak iizere Q@ C R" agk olsun.

n>p>1veucW,?(Q) ise, o zaman

||U||an/<nfp>(n) <C ||Du||LP(Q)

olacak sekilde C' = C' (n, p) sabiti vardur.

p > n ve € siirh ise, o zaman u € C' (ﬁ) ve
1/n—1
Slép lu| < C'[Q fnot/p ||Du||LP(Q)

olur.

Lemma 3.5.7 ( Kismi Integral Alma Formiilleri). Q C R" ( 9Q € C" smirina
sahip) bolgesinde tammh A (z) = (4 (z), ..., A, (x)) vektorii ¢ = 1,...,n olmak tizere
A; (z) € C (Q) NC* (Q) bilesenleri ile verilsin. div A (z) = g—‘;‘ll + ... + 222 fonksiyonu

n

) (R™ uzaymda siirli bolge) bolgesinde siirekli veya (2 bolgesinde integrallenebilir ise,
JodivA(z)de = [,oA(z)n (z)dS

olup, burada n (z); Q bolgesine gore diga yonlendirilmig 92 sinir1 i¢in birim normal
vektordiir. Bu formiil, Ostrogradsky formiilii olarak bilinmektedir.

u(z) € C2(Q)NC (), v (z) € C* (Q) ve Au = div (Vu) fonksiyonu © bolgesinde
integrallenebilir olsun. vAu = v - div (Vu) = div (vVu) — VuVu, VuVo = vz v, +

... + Uy, vy, oldugundan Ostrogradsky formiiliine gore

vaAudm = fmvg—st - fQVquda:

elde edilir. Burada Vu - nl,, = olup bu formiil Green formiilii olarak bilinmek-

o
on 1o
tedir.

Lemma 3.5.8. Gronwall Esitsizligi (Diferansiyel Form).
n (t) negatif olmayan, [0,7] araliginda mutlak siirekli bir fonksiyon, ¢ (t) ve v (t)

negatif olmayan [0, T iizerinde toplanabilir fonksiyonlar olmak {izere,

(1) < ¢ )n(t) +1 ()
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esitizligi saglaniyorsa bu durumda tiim 0 < ¢ < 7T igin

00 < o0 (g 0+ [v(s)as)

olur.
Lemma 3.5.9. Gronwall Esitsizligi (Integral Form).

(i) £(t), hemen hemen her t ve C,Cy > 0 sabitleri igin
() < C1fy€(s)ds + Cs

integral egitsizligini saglayan negatif olmayan, [0, T'] iizerinde toplanabilir fonksiyon

olsun. O zaman hemen hemen her 0 < ¢ < T i¢in
E(t) < Oy (14 Cite™t)

olur.

(ii) Ozel olarak, eger hemen hemen her 0 <t < T igin

E(t) < CL[)€ (s)ds

ise, o zaman her yerde & (t) = 0 dur.

3.6. Daralma Doniisiim Prensibi

Tanim 3.6.1. X banach uzayindan D kiimesinde tanimlanan bir doniisiim
A:D— X
olsun. Vz,y € D olmak iizere
[Az — Ayl <k lz -y

0 < k < 1 kosulunu saglayan k sayis1 varsa A doniigiimiine daralma (biiziilme)
doniigiimii denir. £ sayisina da daralma katsayisi denir. Aym zamanda bu ifade

"Lipschitz kogulu" olarakta adlandirilir.
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Teorem 3.6.2. D kapali bir kiime olmak iizere

A:D—D

daralma operatorii D yi D ye cevirir. Bu durumda A operatoriiniin D de sabit bir tek

noktasi z* olsun. Yani;

x* = Ax”
denkleminin tek bir z* € D ¢oztimii vardir ve bu ¢oziim

Tp=Ar,_1,n=12, ..

formiilii ile tammlanmus (z,,) dizisinin limiti gibi bulunabilir. xy, D kiimesinin herhangi

bir vektorii olmak iizere (z,,) dizisinin z* yaklagma hizina

n

a
lzn = 27| < 7 llz1 = o

—

esitsizligiyle ulagilabilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI
4.1. LOKAL VARLIK
Bu béliimde

Uy + N2 — M (||Vu||2) AuA e’ up = [u) () € Q% (0,T),

U($,0)2u0($),ut(x,O):ul(x), 5U€Q>
u(z,t) = Zu(z,t) =0, x € 09,

(4.1.1)

probleminin ¢oziimlerinin lokal varhgini elde etmeye galisacagiz [Pigkin, 2015].

(H1) M (s) = mq + mas” pozitif lokal Lipschitz fonksiyonu ve L Lipschitz sabiti
olsun. Ayrica s > 0 i¢in

M(s) > my >0

dir.
(H2) p ve q
l<p<oo, n<2

l<p< ™2 n>2

n—2"

l<g<oo, n<2

1l<g< 25, n>2

n—2"

sartlar1 saglansin.

Simdi (4.1.1.) denkleminin lokal varligini gosterelim.

Teorem 4.1.1. (H1) ve (H2) saglansin. Ayrica
(uo,ur) € Hg (Q) x L* (Q)
olsun. Bu durumda (4.1.1) denkleminin
ueC([0,T);Hi (),

w € C([0.7): 7 (@) N L (2 x (0,7)))

uzayinda bir tek c¢oziimii vardir.

Ayrica agagidaki ifadelerden en az biri dogrudur.

(i) T = oo (Global Varlik),

25
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(ii) t — T~ icin ||ue]|* 4 ||Aul|* — oo (Blow up).

ispat .
T7>0

ve

Ry >0
olmak tizere; iki parametreye bagh uzay1 asagidaki gibi tanimlayalim;

g = (P EC@D@) 1 £COD) L2 @) 27 @ 0.T))
o e(v(t)) <R3 te[0,T], v(0) =ugy, v;(0) =1uy

burada

e (v (1) = [lvell” + | A (4.1.2)
dir.

Bu durumda X7 g, uzay:

d(u,v) = sup e(u(t) —v(t))

0<t<T

uzakligr ile tam metrik uzaydir.
Simdi dogrusal olmayan

v € X7 Ry, U = SV

doniigiimiinii tanmimlayalim. Burada,
u=.Sv

fonksiyonu

Uy + D% — M (Vo) A+ JugP e = o) o, (2,8) € 2% (0,T),

u (2,0) = ug (x) . wr (2,0) = us (x) req,
u(m,t):%u(m,t):(), x € 092,

(4.1.3)
denkleminin tek ¢oziimii olsun.
Simdi
T >0
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ve

Ry >0
olmak iizere su ifadeleri gostermeye ¢alisacagiz;
(i) S: Xrr, = X1y (5, X1.g, uzaymdan Xr g, uzayma icine bir doniistimdiir).
(i) S, Xr g, uzayinda d(.,.) metrigi ile biiziilme (daralma) doniigiimiidiir.
Ik olarak (i) onermesinin dogrulugunu gosterelim. Bunun icin
Uy + Nu— M (||Vv||2) AuA+ |ul  uy = v
denklemini 2u; ile ¢arparsak

Qg + 2uy A% u— M (||Vv||2) Qup A u+ 2uy JugP g

= 2u || M

denklemini elde etmis oluruz.

Simdi bu denklemin © x (0,t) tizerinde integralini alirsak

/2ututtdx + /Zut A% udx + /Zut ]ut|p_1 udr — / -M (HVUHZ) 2u; A u

0 0 0
- /2ut ] vda
0

olur. Buradan

d
77 (llal® + Al + M ([VolP) [[Vul*) + 2 [l 53

p+1
d _
_ (EM(HVUHQ)) ||Vu||2+/2ut|v|q Loda
Q

olarak elde edilir. Elde ettigimiz denklemi

d
—e (u (1)) + 2lu[y

dt p+1
d )
_ (EM(||VU||2)) IVul + [ 200l vda
Q
- L+5 (4.1.4)

27



4. ARASTIRMA BULGULARI

seklinde ifade edersek (4.1.4) denkleminde
er (u (1)) = Juel® + | Aul® + M (| Vo]]*) [Vull® (4.1.5)

olarak alinmigtir.

Simdi [; ve Iy i¢in kestirim yapabilmek icin L Lipschitz katsayisi olmak iizere;

Lo- 2M’(||Vv||2)/VvVvtdx 1Vl
Q
< 2LVl ol | Vul®

< LR3e; (u(t)) (4.1.6)

I, i¢in Holder ve Sobolev-Poincare esitsizliklerin kullanilmasiyla

I < 2|vligg llul
< 207 [| A flud
< 2C1RY[ey (u(2)))? (4.1.7)
seklinde yazilabilir.
Elde edilen (4.1.6) ve (4.1.7) ifadeleri (4.1.4) te yerine yazilirsa
d p+l
e w®) + 2wl = L+l
< LR2% (u(t)) +2C°R% [er (u ()] (4.1.8)

elde edilir.
Yukarida elde edilen bu esitsizligin [0, 7] araliginda integrali alinir ve Gronwall

esitsizligi uygulanirsa

T

/ (%eﬂ <t))+2||ut|!§ﬂ) dt < /T LRZe; (u(t)) + 2CRY [e1 (u (t))]%)dt

0

olur. Buradan Gronwall esitsizligi uygulanirsa

o) +2 [l < (e (w)} + 20037 2537

= C (up,u1, Ro,T) 1T (4.1.9)
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elde edilir. (4.1.2) ve (4.1.5) ifadelerinden

e(u(t)) < e (u(t))

oldugundan dolay1 (4.1.9) dan
T
() +2 [ Junlpt}de < C (un,us, Bo, ) M7
0

esitsizligi yazilabilir.

Bu egitsizlikte e (u (t)) degeri yerine yazilirsa

T
ol + Nl +2 [ sl e < € Cunr, B T) %0
0

olur. Boylece

ue L™ ([0,T); Hy (Q)),
u € C ([0,T); L= () N L (2 % (0,T)))

dir. Buradan da
uwe C([0,7T); Hy ()

sonucuna ulagilir.

(4.1.10)

Ayrica S doniigiimiiniin (¢) ozelligini saglayabilmesi i¢in 7" ve R, parametrelerinin

C (UO, Uy, Ro, T) eLRgT S Rg

esitsizligine uygun olarak secilmesi yeterlidir.
Bu asamada

u € C([0,7); L% (Q))

oldugunu gosterecegiz.

Ik olarak Vt, € [0, T]

w(t) = u(t)—u(ty)

= S(v(t) =S (v(t))

29
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seklinde bir tanimlama yapalim. Bu durumda w

[ wu+ 520 — M (Vo )Aw+|ut( )" g () = [ue (o)™ e (o)
= [M (HVU 1) = M (1Yo (t0)[I%)] & to
+ (O o) = o)l v (te),  (2,1) €2x(0,T) (4.1.12)
u(r,0) =0, u; (z,0) =0, x €,
\ u(z,t) = Zu(z,t) =0, x € 08,

denklemini saglar.

Bu denklemin her iki tarafim1 2w, ile carpip Q x (0,¢) iizerinde integralini alirsak
Gea @)+ 2 [ (u (OF () = o ()P e 1)) 11 1) = e (1) o
Q

= 2 [M (Vo ®)?) = M IV (to)|?) /Au bo) wyd

M
+ (;Zt |VU ) |Vw|| —1—2 (|v (t)|q_1v(t) - |v(t0)|q_lv(t0)) wdx
= L+ I+ s (4.1.13)

seklinde ifade edilir.

Burada

ex(w(®) = (il + 2wl + M (1 @) [Vw]?).
2 [0 (V0 (1) = M (190 ()l)] | 2 (t0)
Q

&
Il

o= (G 9o @) ) Ivul®
Is = 2/(]v(t)]q1v(t)—\v(to)|qlv(to)) wydx (4.1.14)

olarak alinmigtir.

(4.1.13) iin [to, t] araliginda integrali alinir ve

€9 (U) (to)) =0
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oldugu goz oniinde bulundurulursa

@m@»+g//umuwlm@y4maﬂp%Mm»mga—m@m¢Mt

t

= /(I3+[4+I5)dt

to

olur. (4.1.11) dikkate aliarak

I; < AL|Av|[|Av] [|Aw]®

< 4LRg, (4.1.15)

I, < 4LRj (4.1.16)

ve

&
IN

2 (lo ()17 0 (6) = o ()1~ v (1)) | el

2 (Ilellg, + 1o (to)lg, )l

2(I[90]1 + 170 (to) ) llewe]

4RI (4.1.17)

ININA

IN

olur. Bu esitsizliklere bagh olarak
I3+ I3+ I; < 8LRj + 4R = C'(R) (4.1.18)

yazilabilir. ¢ > ¢y igin
Ju ()P u (1)

monoton oldugundan
t —tg iken ey (w (t)) < C(R) (t —tg) — 0

duir.
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Diger taraftan ¢ < to ve u; € LP™ ((0,T) x Q) oldugundan
t—ty

icin

t

ea(w(t) < C(R)(t—to) +2// (| (O g (8) — g (t0) [P~ e (20)

to Q
(ug (t) — uy (o)) dzdt) — 0
olur.
Boylece
t— t()
icin

e(w(t)) <Ce(w(t)) —0

Sonugc olarak

u € C ([0,7); L ()

olur. Buradan

u (t) < XT,RO

oldugu acikca goriilmektedir.
Simdi (ii) 6nermesinin dogrulugunu, yani S déniigtimiiniin d (.,.) metrigine gore

biiziilme doniisiimii oldugunu gosterelim. Bunun i¢in
v1,v2 € X1 R,

ayrica

u; = Sv; ve ug = Svy

olarak alalim.
Simdi
d (SUl, SUQ) = d (ul, Ug) S Cd (Ul, UQ) s

esitsizliginin saglandigini gostermeye calisacagiz. (4.1.11) saglandiginda

u, Uz € X7R,

32



Nazh IRKIL

oldugu goriiliir. Daha sonra

W = Uy — U2

olarak alimirsa

(

wy + AN2w — M (||Vvl||2) Aw+ |ug P gy — [uge” g
= [M (|Vul®) = M (|Voa|®)] Dug + (Jou]* For = v "), (2,) € 2 x (0,7)

u(z,0) =0, u (z,0) =0, x € €,
\ u(z,t) = Zu(z,t) =0, x € 09,
(4.1.19)

olur.

(4.1.19) denklemini 2wy ile carpip, Q2 x (0,t¢) araliginda integral alirsak

d

¥, [lw @I + [|Aw]* + M (|Vor]*) (| Awl]|]

+2/ (|U1t|p_1 U1y — |U2t|p_1 U2t) (w1 — ugt) do
Q

= 2[M (|Vu|®) = M (|Vva|?)] /Auzw (t) dz

d 3 -
+ <EM (HVU1||2)) ||VU)||2 + 2/ (|U1|q 17}1 - |U2|q 1U2) wtdx
Q

olur.

Ig, I7 ve Ig igin bazi kestirimler yapalim:
L - 2M4meW)—M(MMﬁﬂL/Amw@ﬁm
Q

< 2L ([Vorl® + Vool *) Vo1 — V| e
< ALCoR2[e (v — v)]? [e (wy)]? (4.1.21)

o= (FM09ulP)) Ivalf

dt
< 2L ||V | | Vou|l |V
< LR (w(t) (4.1.22)
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ve

Iy =

IN

ININ

IN

seklinde yazilabilir.

2/ (|U1|q_1 vy — |vg]?! v2) wydz
Q

2q/ (lor]? + |v2|?) [v1 — vo| widex
Q

-1
2q | or] + feal 5y o = vl 2 ]
-1 -1 -1
20C. (lenll8sy + Noallispy) ) 19 (00 = vl

2qC,RY [e (v — v)]? [e (w,)]2

Elde ettigimiz bu esitsizlikleri (4.1.20) de yerine yazarsak

elde edilir.

d
L O + 1Aw])* + M (Vo |*) [|Aw]*]
+2/ (Jre" ™ g — JuseP™  ug) (uae — uay) dz

= Ig+1I; + I
— ALCoRZ[e (v1 — 12)]? [e (wy)]

N|=

+ LR2e (w (1))
e (wy)]?

N

+2qC'*Rg_1 le (v] — vg)]

(0,t) araliginda integral alir ve baglangig kogullarimi kullanirsak

e(w(t)) < [ALCoR% + 2qC,RE™Y)* T2M87 sup e (vy — vy)

olur.

0<t<T

d (u,v) tanimindan

elde edilir. Burada

d (Ul, Uz) S C (T, Ro) d (Ul, UQ)

C (T, Ro) = C? [[4LCOR§ +2qC, RS TzeLRaT]

dir.
Eger

O(T, R()) <1

34
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alimirsa S biiziilme doniigiimii olur.
Sonug olarak T' ve Ry yeterince kiigiik segilirse (i) ve (ii) saglanmir. Boylece Banach

biiziilme doniisiimii teoreminden lokal ¢oziim elde edilir.
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4.2. NEGATIF BASLANGIC ENERJISI iCIN COZUMUN PATLA-
MASI

Bu kisimda

wy + D% — M (|[Vul]?) Du+ [uP ™ ue = u) u, (2,8) € Q% (0,T),

u(z,0) =wug (), u(z,0)=u (), x € €,
u(z,t) = Zu(z,t) =0, x € 09,

(4.2.1)
probleminin ¢6ziimiiniin patlamasini baglangig enerjisi negatif iken elde edecegiz [Pigkin
2015]. Burada p,q > 1 ve Q, R" de 09 diizgiin simirina sahip siirh bir bolge ayrica

my, Moy > O, Y > 1

olmak iizere;

M (s) = my + mas”
tamimlanmig bir fonksiyondur. Burada m; = my = 1 olsun.

Lemma 4.2.1. 2 < s < pise
s 2 D
lully < € (IVul® + 1wl

dir (Messaoudi 2001).
Ispat. Eger

lull, <1

ise

2
lull, < lull,

olur. Sobolev gomme teoreminden dolay1
2 2
Jull, < [lull, < C[Vull

olarak bulunur. Eger

lull, =1

ise, bu durumda

lull, < lull;

olur. Elde edilen esitsizlikler birlikte alinirsa ispat tamamlanmaig olur.

37



4. ARASTIRMA BULGULARI

Lemma 4.2.2. E (t) enerji fonksiyoneli ¢ > 0 i¢in artmayandir. Yani;

E'(t) = —|lulj; <0

dir.
Ispat. (4.2.1) denklemini u, ile carpalim.
Uy U + AQuut - M (||Vu||2) A uuy + |Ut|p71 gty = |u|q—]_ s

elde edilir.

Simdi bu denklemin €2 bolgesi iizerinde integralini alip, Green 6zdegligi kullanilirsa

/ [uttut + A%yuy — M (HVuH2) A uuy + |ut]p_1 ututda;} = / ]u\q_l uuyda,
Q

Q
d /1 1 1 il
| (Gl + 5 (9l 4+ §al?) + 5 IVl = )| = = g
d
5B W) = =l
E'(t) = — |lusllyiy (4.2.2)
oldugu goriiliir.
Burada enerji fonksiyoneli
E 1 2 1 Vull? Aull? A\ kitas 1 o+l (493
(t) = B e T3 (IVull® + (| A )+m” ul - q+—1““”q+1 (4.2.3)

seklindedir.

Lemma 4.2.3. 1 <p < oo ve X,Y > 0 olmak iizere
(X +Y)P S 21071 (XP+YP)

dir (Adams and Fournier 2003).
ispat. p =1 igin

(X+Y)=(X+Y)

oldugundan esitsizligin dogrulugu agiktr.
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p > 1 igin [0, 00) araliginda t* fonksiyonu konveks oldugundan grafik (X, X?) ve

(Y, YP) noktalarinin kesigtigi kirig noktalarina uzanr. Boylece,

X+Y p<XP+YP
2 - 2

dir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.4. Kabul edelim ki (H1) ve (H2) saglansin. Ayrica
q > max {2y + 1,p}

ve

E(0) <0

olsun. Bu durumda denklemin ¢6ziimii sonlu bir 7* zamanda patlar. Burada

TP LT
§ap1=7 (0)
dur.

Ispat. Coziimiin biitiin zamanlar icin var oldugunu kabul edip buradan celigki
elde edecegiz.

Bu amacla
H(t)=—FE(t) (4.2.4)

olarak tanimlayalim. Lemma 4.2.2; (4.2.4) ve E (0) < 0 kabuliinden

1 1
0 < H(O)<H()=- 3 e + 3 (IVul® + [ Aul?)
1 2(7+1) 1 +1
- v v - q
+2(7+ 1 [Vull | lullga
1 1
= -3 e — 3 (IVul® + [ Aull?)
1 1
ICES V]P0 + o) [ s (4.2.5)

olur. Boylece

1
q+1
(1) < — ulyis

oldugu goriiliir.
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¢ daha sonra belirlenecek yeterince kiigiik bir say1 olmak iizere

P (t) = HY (1) + g/uutdx (4.2.6)
) a-pr q-1
0<0<mm{p(q—|—1)’2(q+1)} (4.2.7)

seklinde tanimlansin.

Amacimiz

W) = (1), ¢>1 (4.2.8)

oldugunu gostermektir.
Boylece ¢oziimiin sonlu bir zamanda patlayacagi sonucuna ulagabiliriz. (4.2.6) nin

tiirevini alir ve (4.2.1) denklemini kullanirsak

/

W) = [HEO () e / wyds

Q

= (1—o)H°(t)H (t)+¢ /uutt+ut2da:

Q
= (1-o)H 7 (t)H' (1)
/ufdx —I—/ A%+ M (|| Vul®) Au = Jug" g + Ju]” " u) do
= ( —U)H (t )H'( t)+eflul® — e | Aull* — & || Vul®
e IVl 4 e ufttt — / ity |ua? d (4.2.9)
Q
elde edilir. H (¢) nin tammmindan
1 y+1) +1
H = — | = A - - v q
(t) HUtH +3 (HVUH + | Aul®) + 1) [Vl q+1 lullgia | »
1 2(7+1)
EICES] [Vl 77 = H (t) + HUtH +3 (HVUH +12u)®) = ——=Jlullgis,

2(’Y+ 1) +1
—— [lulli

(4.2.10)

— Va0 = 2 (3 + 1) H (8) + (v + 1) ([IVul® + | Aa]* + [|ue]*) -

olur. Bu ifadeyi (4.2.9) da yerine yazarsak
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(1—o0)H™"

+1
—e[[Vull® +ellullyi; ~

/uut |ut\p71 dx

+e (2 (v+ 1) H (@) + (v + 1) (IVal® + [[Aull” + [fu]*) ~

= (L—o) H(t)H' () +< (v +2) Jue’

ey ([Aull® + [[Vull®) +2¢ (v + 1) H (1)

(8) H' (1) + ¢ [ludl|* — & | Aull”

2(7—1—1)

q+1
u ||q+1)

2(y+1) _
te (1 = > Juf7tt - /uut g P e (4.2.11)
Q
ifadesi elde edilir. (4.2.11) in son terimiyle ilgili bir kestirim yapabilmek i¢in
X, Y>0,6>0
1 1
klle Rfve —+>=1
NS ve 2 + ;i
olmak tizere w -
X X
XY < o N 4]
k l
seklinde ifade edilen Young esitsizligi kullanilirsa
(57&
p
/ P 2zt (4212)
Q
yazilabilir. H (¢) tanimimdan
H'(t) = —E'(t) = llullj iy
olur. Bu (4.2.12) de yerine yazilirsa,
_ptl
[ ey L
Q
_ptl
_ ully o+ P H 0 (4.2.13)

bulunur.

d daha sonra belirlenecek ¢ ye bagl sabitlerdir. Bunu (4.2.11) denkleminde yerine
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yazarsak

W) = (L—o)H () H () +e(v+2) ul’
+ey (| Al + | Vull?) + 2 (v + 1) H (¢)

2(y+1)
+a(1— - >|| ot

P P
ijl|| |p+1+ ] H' (t) (4.2.14)

ifadesine doniisiir.

k > 0 daha sonra belirlenecek bir sabit olmak iizere

p+1

5% = kH ™ (t) (4.2.15)

olsun. Boylece,

P = ETPHOP (t) (4.2.16)

olarak yazilabilir.

Elde edilen ifadeler (4.2.14) te yerine yazilhirsa

() = ((1—o>—e Pk )H‘”(t)H’(t)Jra(wr?) e

p+1
ey (| Aul® + [[Vull*) +2¢ (v +1) H (¢)

2(y+1) k~ H"
re (1= 20 D - (S ) aza)

qg+1

elde edilir.

Teoremdeki kabiiliimiizden

q>p

oldugundan

H{(t) <

1
el

q+1 q+1

esitsizliginin op. kuvvetini alir Hu||§j:1 ile carparsak ve L7 () — LPTL (Q) gomiilmesi

uygularsak

/ 1
o 1 Do 1
@ ol <0 () (1215)

seklinde ifade edilir.
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(4.2.18) ifadesi (4.2.17) de yerine yazilirsa

v 2 (0=t

+ey (|Aul]? + |Vul|?) + 2 (v + 1) H ()

2(’7—’_ 1) q+1
+€ <]_ — q—}——]_) ||U| q+1

= (E50 ()l
p+1 g+1

olur. (4.2.7) den dolay:

(q+VDop+p+1 < (¢+1)———p+p+1
p(g+1)
< q+1
ve
p = 1,
p+1 > 2,
(g+op+p+1 > 2

olur. Bu egitsizliklerin birlikte ele alinmasiyla

2<(q+1)op+p+1<q+1

olur.

(¢+1)op+p+1 t

Boylece HquH

terimi eklenirse

(g+1)op+p+1

[l

IA

¢ (Iulf + s}

< (laul+ I vul® + Julst)

q+1

olur.

Bu ifade (4.2.19) da yerine yazilirsa

S > 01—@—spk)ﬂﬁuﬂfw

p+1
2 2 2
) (el + 1Al + [ Full® + H (2) + |lu

43
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seklinde bir ifade elde edilir.

Burada n > 0
k=P oc 1 \7
= minqe(y+2), 26(y+1), e(v— — ,
. feora 2040, (4= oo (1))
—2v—1 k=P / 1 \7
(S e () )
qg+1 p+1 qg+1
olarak alinmigtar.
¢ yeterince kiiciik alinirsa
k
u—ayﬁ:ilzo (4.2.21)
p

yazilabilir. Boylece (4.2.20) ifadesinin © siirh bolgesi iizerinde integrali alinirsa

V¢ > 0 icin

() > 1 (0) = HO= (0) 4 / uourdz > 0 | (4.2.92)
Q
yazilir.
Simdi wﬁ (t) yielde etmek i¢in [ wudz terimine Holder egitsizligini ve L4t () —
Q
L? () gomiilmesi uygularsak
=
Juwds| <l g
Q
— 1
< ¢ (1T ™) (1.2:23)
olur.
R
poo0

olacak gekilde (4.2.23) terimine Young esitsizligi uygulamrsa

1—0o

1 1
Juwte| < € (||u||;:; ||ut||w)

Q
I
1—

T _0
< C@WW?HMWﬂ) (4.2.24)

olur. Burada

0=2(1-o0)
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olarak alinirsa

14_1 = 1
w0
1 1
- 1-
L 2(1—o0)
_ 2(1—-o)
F= 120

olarak yazilir.

Elde edilen ifadeler (4.2.24) de yerine yazilirsa

1—0o
s 0
Juwds| <€ (g + ul )
Q
2(1-0)
(1-20) 2(1-0)

= O\ Nullger”™ + [l =

2
e (nuu;ﬁ“ T ||ut||2) (42.25)

olur.
2

(4.2.25) ifadesinin [|ul|,;3" terimine Lemma 4.2.1 uygulanirsa

1
1—0o

[Junds| <0l + IVl + ) (1.226)
Q

seklinde yazilir.
(4.2.6) ya

(X +Y)P <2071 (XP 4 YP)
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esitsizligi uygulanir ve (4.2.26) da elde edilen esitsizlik kullanilirsa

wﬁ (t) = H1-9) () + s/uutd:c
Q
_1
l1—0o
< 275 H(t)—l—éﬁ /uutda:
Q

< C(H@+ Il + 1Vul® + )

< C(H @+l + 1ValP + el + 1Aul?)  (42:27)

ifadesine doniisiir.

(4.2.20) ve (4.2.27) ten elde edilenlerin birlikte ele alinmasiyla

W () > &Y (1) (4.2.28)

olur.

Burada ¢ > 0 seklindeki bir sabittir. (4.2.28) in (0,¢) araliginda integrali alinirsa

d 1
d—f > YT (1),
t d¢ t
— > &dt,
0/ ¥ (1) /
il
> &ty
—=+1 o
_ _ g
G (1) T (0) < gt
WIEE () < YT (0) + gt
1
i< () > -
yreot) 2 Y (0) — £

bulunur.

Buradan ¢oziim sonlu bir 7 zamaninda patlar ve

e 127
§op1=7 (0)

dir. Boylece ispatimiz tamamlanmistir.
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4.3. POZITIF BASLANGIC ENERJIiSi ICIN COZUMUN PATLA-
MASI

Bu kisimda

Uy + N0 — M (||Vu||2) AuA Py = u| () € Q% (0,T),

u(xao):u0($)7ut($a0>:u1(x>> 55697
u(z,t) = Zu(z,t) =0, x € 09,

(4.3.1)
probleminin ¢6ziimiiniin patlamasini baglangig enerjisi pozitif iken elde edecegiz [Pigkin

ve Irkil]. Burada p,q > 1, Q, R" de 0 diizgiin simrina sahip siirh bir bolge
M (s) = my + mas?,

may, mso 20772 1

seklinde tanimlanmig bir fonksiyondur.

Ispatlarmmizda genelligi bozmadan
my=mo =1
olarak alabiliriz. Ayrica
B=g#1, oy =Bi1, B = (1 - L) a? (4.3.2)
olarak tamimlayacagiz. Burada [,

[ull @] < B Vul|* (4.3.3)

q+1
esitsizligini saglayan en iyi sabittir.

Lemma 4.3.1. 2 < s <p iken
s 2 p
el < € (Il + lul?)

dir. Oyle ki C esitsizligi saglayan bir sabittir.

Lemma 4.3.2. Kabul edelim ki (H1) ve (H2) saglansim. Ve u, (4.3.1) denkleminin
bir ¢oziimii olsun. Ayrica

E(O) < F;
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ve
1

1 2
(17l + 18wl + = V0l ) 2 o

olsun.
Bu durumda

Qo > O
olacak sekilde ay sabiti vardir.
Vt € [0,T) igin

1

1 2
(17l + sl + 5 19) >

i
(Ilalzi) ™ = Ba

q+1

esitsizlikleri saglanir.

ispat. Enerji denklemi

1

1 2 1 2 2 2(v+1)
E(t) =~ - A & T
seklindedir.
E(t), (4.3.3) ve B nin tanimindan
B(t) > = (IVul + | Aul?) + - [Tul?0+) -
- 2 2(v+1) g+1
1 2 2 1 2(y+1) 1
> — ([IVul|l” + |Au]|”) + —— ||Vu||™ — ——
> 5 (IVull” + [[Au]) 2(7+1)” | |
1 2 2 1 2(v+1) s
= ~(|Vv A S — v (LA
5 (IVel” + i u||)+2(7+1)|| ull |
1 2 2 1 2(y+1)
> — (IVul|® + ||Au|]?) + —— || Vu||?Y
> 5 (IVull® + 1Aa]f) 20D [Vl
g+l
Bq+1 2 2 2 1 oz
- Vaul]? + ||Aul)* + V|20
o (19l + 18l + s 19
- 1<||w||2+ Auf? + — ||w|\2‘”“’)
2 (v+1)
q+1
Bq+1 2 2 2 1 %
— Vul|l” + ||Aul||” + V|20t )>
e (vl + 180l + s 19
_ 1042 . Bt q+1
2 q+1
= G(a)
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(4.3.4)

(4.3.5)

(4.3.6)

1
Jul| 5] (4.3.7)

q+1

g+1

gy

B (| Vul| ™)

(4.3.8)



Nazh IRKIL

olur. Burada

1 3
o= (||Vu||2 + | Au|® + — Hvuw“)) (4.3.9)
v+1
olarak almir. G (o) = 1a? — %aq“ fonksiyonunun birinci tiirevi alinir ve kokleri

incelenirse G nin 0 < a < g araliginda artan ve o > «; araliginda azalan oldugu

goriiliir. Yani

G(a) >G(a), 0<a<a

G(O{)<G(Oll), a > o

olmalidir.

Ayrica a — oo i¢gin G (o) = —o0 ve

1 Bqul

G (Oél) = 50&% —= ma(F_I = E1 (4310)
dir.
FE (0) < Fy
oldugundan
G (a2) = E(0)
olacak sekilde
Qo > (1

sabiti vardir.

[un

2

1
(17l + 1wl + — 1¥0l**) " =

ve

E(t) =z G(a)

oldugundan

G (ag) < E(0) = G (as)

yazilabilir. Bu da ap > a2 olmasimi gerektirir.

Ayrica kabul edelim ki (4.3.5) dogru olmasin yani bazi to > 0 igin

1
1 2
(17l + 1wl + — V6l ) <y
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olsun. 1

2

1
(19l + sl 4 — 19l )

ifadesinin siirekliliginden

[

1 2
(17l + 18wl + — V0l ) > a

olacak sekilde ¢y sayisi1 segebiliriz.

Tekrar (4.3.8) i kullanirsak

1
> 2 2 2(y+1)
Bt 2 6 (IVul + Jaul® + — 1Vl
> G(Oég)
- 50)

olur.
Buda VvVt € [0,T) icin
E(t) < E(0)

oldugundan miimkiin degildir. Boylece,

1
2

1
(19l + Bl + 5 197ul) 2

saglanir.

_1
Simdi (||u||gﬁ> " > Bay oldugunu gostermek icin (4.3.7) den dolay:

1 2 2 1 2(y+1) 1 q+1
3 (HVUH + [|Aul]” + | [Vl < E(t)+ i1 [Jullgis
seklinde yazilabilir.

E(t) < E(0)

oldugundan

1 2 2 1 2(vy+1) 1 +1
—( IV A — ||V K < FE(0 — a
5 (Il + 18uP + 190 ) < B0+l

yazilabilir.

20
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Buna gore
izt > 3 (Il + AulP + o [VulPY) — E(0)
q+1 ¢+l = 9 v+1
1
> 5043—]5(0)
1
> iag—G(ag)
5% 272 1™
_ Bat+1 i1
+1°7?
ifadesine doniigiir.
Sonug olarak
1 ) Bt
—— ullit, = ———a3"
q+1 qg+1
w2} > (Bag)™

AV

1
1\ e+t
(llz)™ = Bas

bulunur.

Teorem 4.3.1. Kabul edelim ki (H1) ve (H2) saglansin. Ayrica

q > max {2y + 1,p}
1

1 2
(170l + ol + 5 190l*7) 2 a

ve

E(O) < Fq

olsun.
Bu durumda denklemin ¢oziimii sonlu bir zamanda patlar. Burada o, ve E; (4.3.2)

de tanmimlanmigtir.

Ispat. Coziimiin biitiin zamanlar icin var oldugunu kabul edip buradan celigki
elde edecegiz.

Bu amacla

H(t)=FE, — E(t) (4.3.11)
olarak tamimlayalim.
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(4.3.7) ve (4.3.11) in ve

E(O) < Fq
kullanilmasiyla
0 < HO<H®)=F—|glul®+ 5 (IVul?+ | 2ul?)
vt - et 43a2)
2(’7—’_1) u q+1 Uq+1 O,
olur.

as > p olarak verildiginden

H(t) < El—l(uwu T lAu)? + (71 5 IVl >) + g )
< El—%a§+m||U||Zﬁ
< o= —at - gt + ]
- —qul gl
< 5l (4.3.13)

olur.

(4.3.12) ve (4.3.13) ten dolay1

0<H(0)<H(t) < ——WHW (4.3.14)

q+1

seklinde yazilabilir.

¢ sonradan belirlenecek yeterince kiigiik bir say1 olmak {izere

Y (t) = H (1) + E/uutd:v (4.3.15)
0
ve
) a-p g-1
0<0<mm{p(q—l—1)’2(q+l)} (4.3.16)

seklinde tanimlansin. Amacimiz

W) 2 €00 (1), ¢ > 1 (4.3.17)

oldugunu gostermektir. Boylece c¢oziimiin sonlu bir zamanda patlayacagl sonucuna
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ulagabiliriz.

(4.3.15) in tiirevini alir ve (4.3.1) denklemini kullanirsak
() = |[H (¢ /uutd:c
0

= (1—0)H 7 (t)H (t) +¢ /uutt—l—(ut)zdx

= (1—-o)H °@t)H (t)+¢ /(ut)2dx

Q

+e +/u (=A% + M (|Vull®) Au — [P ug + [u]* ) do

Q
= (L—o)H (t)H (t) + ¢ |uw? — e |Au||* — ¢ | Vu|®
—e||Vu 20T + ¢ HuHZE — 6/uut Jug P~ de (4.3.18)
Q
H (t) nin tanimindan
H (1) = B~ | 5 P + 5 (190l +180lP) + 5 [ Va7 — L futt]
2(y+1) ol
1 2(v+1)
L AL
e [Vul

1
)—Eit+ 35 ||uze||2

2
H(t
1
5 g+1>

1
(17l + 1 2) = 5l

—|VulPT = 2+ DH ) - 2(v+ 1) By
+ (7 + 1) (Il + 1 Au]® + flus]*)

204D
L (4319

olur.
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Bu ifadeyi (4.3.18) de yerine yazarsak

W) = QA—o)H @) H () +e|w|? -] Aul
—e IVl + € Jlul)? - /uut g da
+eRQ(y+1D)H(@)—2(v+1) Ey

2 7—1—1
1) IVl + Al + ) - ( 204Dy, H"“)

= (L—o) H(t) H' (1) + < (7 +2) Jue
ey ([Aull® + [[Vull®) +2¢ (v + 1) H (1)

2(y+1 2(y+1 _
pe (120D 208D 5 ) gt [ (1320
e S /

ifadesi elde edilir.

Daha sonra (4.3.6) dan

W) 2 (L=o) H () H (1) +e(y +2) ful
ey (1 8ul? + [ Val®) + 2 (v +1) H (1)

e flullF / wtg [P~ da (4.3.21)
Q

olur.
Burada

I 2 (7 + 1) —(g+1)

olarak alinmigtir.
1
oy > = B qtl
oldugundan

C'">0

oldugu agiktir. (4.3.21) in son terimi i¢in bir kestirimde bulunabilmek i¢gin

X,Y>0,6>0

1 1
k),lER+VeE+7:1

olmak {izere - .
0" X 60X
AY < k + l
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seklinde ifade edilen Young esitsizligi son terime uygulanirsa

/uut \ut]p_l

Q

1
||wy\§j1 (4.3.22)

olarak ifade edilir. H (t) tanimindan

H' (t) = By — E' (t) = B} + [|u]l}1

p+1

olarak yazilabilr. Bu ifade (4.3.22) esitsizliginde ||u||”*] teriminin yerine yazilirsa

p+1
5,&1
-1 1 1
| ey B
Q
5,&1
P
< —|| 125+ 7 T (4.3.23)

bulunur.
0 daha sonra belirlenecek ¢ ye bagh sabitlerdir. (4.3.23) ifadesini (4.3.21) esitsi-

zliginde yerine yazarsak

W) > (L—o)H () H (t)+(v+2) ul’
+ey (|Au)? + ||VU||2) +2e(v+1)H(t)

ptl
5_7
+1

+eC" ||ullgy — ( ity 2 .l H' (t)) (4.3.24)

ifadesine doniisiir.

k > 0 daha sonra belirlenecek bir sabit olmak tizere
5 = kHC (4.3.25)
olsun. Boylece,

T = kP HoP (4.3.26)

olur.
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(4.3.25) ve (4.3.26) ifadeleri (4.3.24) te yerine yazilirsa

WD) > ((1—a>—e Pk )H“’(t)H’(t)+6(v+2) lal?

p+1
+ey (|Au)]? + |Vul|?) + 26 (v + 1) H ()
k~PH°P
veC gt - e (55 g ) (43.2)

yazilir.

Teoremdeki kabiiliimiizden

q>p
oldugundan ve
1
q+1
H(t) < 1 Jullg

olarak elde edildiginden esitsizligin (op) . kuvvetini alr, ||u|/2" A ' ile carparsak ve LI (Q) —

LPT1(Q) gomiilmesi uygularsak

(o} 1 (o}
HP ||ul[p?y < Cy (ﬁ) ]| D4R (4.3.28)

seklinde ifade edilebilir. (4.3.28) ifadesi (4.3.27) de yerine yazilirsa

40 = (a0l ) B 01 040+ 2) fulf

+ey (1Aull® + | Vull?) + 26 (v + 1) H (t)

kP 1
! g+l (q+1)op+p+1
+eC’ |Jullli) — <p+101 (q+ 1) [ S ) (4.3.29)

olur. (4.3.29) egitsizliginin son terimi i¢in bir kestirim bulalim. (4.3.16) dan

qa—D

g+1l)op+p+1 < (¢g+1)———=p+p+1
(g+1) ( )p(q+1)
< qg+1
dir. Ve p > 1 oldugundan
p+1 = 2,

(g+op+p+1 > 2

olur. Boylece

2<(g+Dop+p+1<qg+1
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yazilabilir. ||uH((;f:r11)Up P jfadesine Lemma 4.3.1 uygular ve || Aul|® terimini eklersek

1)o 1 2 .
ul| @ PPttt < o (||VuH + HUHEL)

q+1
2 2 +1
¢ (J1aul? + [ 7ul® + o] 2})

IN

esitsizligi elde edilir. Bu ifade (4.3.29) da yerine yazilirsa

v = (1= =B He oo
o (Il 180l IVl + 8 () + Jull2) (4330)

olarak yazilir.

Burada
1 4
n:min{5(7+2),25(7+1),5 (v—C’k_p (CH-—l) ) ,e(C’—C)} > 0,

dir. ¢ yeterince kiigiik segilirse

>0

pk
1—0)—
(1-0)— el

olur. (4.3.30) ifadesinin integrali alinirsa

Y (t) > (0) = HE9) (O)+s/u0u1dx >0,Vt>0
Q

elde edilir.
Simdi 1#& (t) yielde etmek i¢in [ wuyda terimine Holder esitsizligini ve LI+ () —
9)
L? () gomiilmesi uygularsak

1—0o

Juwda] <l
Q
e 1
< c(nungrf |ut||1—a) (43.31)
yazilir.
S
w0
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olacak sekilde Young esitsizligi uygulanirsa

1—0o
Juts| < € (Il + ul)
Q
6
< C(Jull5 + el ™) (4.3.32)
olur. Burada
0=2(1-o0)
olarak alinirsa
1 1
4+ =1
It T
1
1 2(1—o0)
2(1—0¢
L 20=0)
(1 —20)

olarak ifade edilir.

Elde edilen ifadeler (4.3.32) de yerine yazlirsa

1—0o

_0
/Uutdf < C<||U||q+1 + ||Ut||1"’>

Q

2(1—0)
(1-20)

2(1—0)
= O\ llullgin™ A+ lluell ==

e (uur | ) (4.333)

dir. ||u||; ﬁ" terimine Lemma 4.3.1 uygulanirsa

1
1—0o

Juwds| <0 (ullz + IVl + ) (1331
Q

olur. (4.3.15) ifadesine
(X +Y)P <2071 (XP +YP)
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esitsizligi uygulanir ve (4.3.34) esitsizligi kullanilirsa

1-0o

pe (8 = | HO (1) +g/uutd:c

Q
1

1-0o

< 2155 H(iﬁ)—i—&:ﬁ /uutdx
0

< C(H @+l + 1Vul® + el

< C(H @+ el + 1Val? + el + 1 Aul)  (43.35)

olur. (4.3.30) ve (4.3.35) ten elde edilenlerin birlikte ele alinmasiyla
U (t) = YT (1) (4.3.36)

ifadesi elde edilir. Burada & > 0 seklindeki bir sabittir.
(4.3.36) nn (0, t) arahiginda integrali alinirsa

i o
t t
&y
— > £dt,
0/ v (1) /
_i_i_l t .
% > &t |0>
o 0
VOV
l1-0o
VTR~ 0T (0) < e,
U () < 9T (0)+ — ¢t
o 1
R

bulunur. Buradan ¢oziim sonlu bir 7 zamaninda patlar ve

e 129
§op1=2 (0)

dir. Boylece ispatimiz tamamlanmigtar.
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5. TARTISMA VE SONUQC

Tez caligmamin esas kismini olusturan boliim pozitif baglangica sahip iken prob-
lemin global ¢oziimiiniin yoklugudur.

Ele alinan denklemin patlamasi farkli metotlarla ¢ahsilabilir. Ayrica problemin
farkli matematiksel davraniglar1 ele alinabilir. Problemin bazi degiskenleri icin 6zel
degerler secilerek niimerik ¢aligmalar yapilabilir. Sinirh bolgede galigtigimiz problem

sinirsiz bir bolgeyede genisletilebilir.
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