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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilan baglica simgeler ve kisaltmalar aciklamalar ile birlikkte

asagida verilmistir.

Simge Aciklama

E" E’nin pozitif kismi

E- E’nin negatif kismi

XVy X Ve y’nin supremumu

XAY X ve y’nin infumumu

x" x ve 0’1n (vektdr uzayimnin sifirt) supremumu

X -x ve 0’1n supremumu

Ix1 X ve —X’nin supremumu

xly |x| ve | y| ’nin infumumu sifirdir

[x,y] Siral1 aralik

L(E,F) E’den F’ye tiim operatdrlerin uzay1

Lv (E,F) Sira sinirli operatorlerin uzayi

Lr(E,F) Regiiler operatorlerin uzay1

X, lx {xa} asag1 yonlendirilmis olup infumumu x dir.
X, Ix {xa} yukar1 yonlendirilmis olup supremumu x dir.
maj(T) T’nin biitlin majorantlari

m(X,Y) X’den Y’ye domine edilebilen tiim operatdrler
Orth(X,Y) X’den Y’ye tiim ortomorfizmalar

A A kiimesinin dik tiimleyenlerin kiimesi

B, x’in urettigi band

P(X) X tizerindeki projeksiyonlarin kiimesi



1. GIRIS

E ve F Riesz uzaylar1i olmak tlizere E’den F’ye sira smirli doniisimlerin kiimesi
y y

L(EF)

S<T < VxeE" iginS(x)<T(x)

siralamast ile bir sirali vektor uzayidir.

S ve T oldugundan yukarda da sdylendigi gibi siralama tanimlanirken karsilastirmay1

E" ’nin noktalarinda yapmak yeterlidir. Fakat S ve T dogrusal olmadiginda verilen

bagint1 siralama bagintisi olmayabilir.

X bir vektér uzayr ve E bir Riesz uzayr olmak iizere X’den E’ye bir norm

tanimlanabilir ve boylece (X,E) bir normlu uzay olur. Gergel sayilar bir Riesz uzay1

oldugunda E yerine 6zel olarak gergel sayilar alininca (X )i )de bir normlu uzay
olur. | Ayrisim uzay: sartlarin1 da sagladigindan (X )i ) bir Ayrisim uzay olur.

Daha 6nce (X )i ) ’de Hahn Banach Teoreminin varlig1 iyi bilinmektedir.

Ucgiincii boliimde smirlanmis déniisiimiin smir déniisiimlerinin varlig icin gerekli
kosullarin ne olduklar1 incelenmis, ayrica verilen bir doniisiimiin sinir doniisiimiine

esiti olan denklemlere yer verilmistir.

Dordiinci bolimde simirlanmis  doniistimler iizerinde E-simirlilik tanimlanarak

buradan Hahn Banach teoreminin (X,E) uzayinda da saglandig1 gosterilmis. Hatta

(X yi ) uzayinda saglanan Hahn Banach teoremin (X,E)’de bulunan Hahn Banach

teoreminin bir 6zel hali oldugu da sonug olarak verilmistir.



2. GENEL TANIM VE ONERMELER

Bu tezde tanitilan Dominated Doniistimleri verebilmek i¢in bazi temel kavramlarin
tanitilmast gerekmektedir. Bu nedenle bu bolimde Pozitif Doniisiimler, Riesz
Uzaylar1, Dedekind Tam Riesz Uzaylar1 ve Vektér Normlu Uzaylar ile ilgili gerekli

tanim ve teoremler verilecektir.
2.1. Tanim

E, lizerinde “<” siralama bagintis1 olan bir gercel vektor uzayi olsun. Eger her

x,y € E i¢in;

(1) x<y ikenherbir ze E i¢in x+z< y+z

(i1) x <y iken herbir 0<aelR i¢in ax<a.y

sartlar1 saglanirsa, E uzayina sirali vektor uzay1 denir. E sirali vektér uzaymnim 0 <x

bagintisini saglayan elemanlarina pozitif elemanlar denir ve E” ile gosterilir. E ve F

iki swralt vektdr uzayr olmak iizere bir 7:E — F  dogrusal doniisiimii kisaca

doniistim olarak adlandirilacaktir. Ayrica her bir xe E* igin 0<T (x) oluyorsa T

dontisiimiine pozitif doniisiim denilecek ve 0 <7 seklinde gosterilecektir [1].
2.2. Tanim

E bir sirali kiime ve E’nin bostan farkli bir alt kiimesi A olsun. Eger her a € 4 igin
a <x olacak sekilde xe £ varsa A’ya listen smirli, eger her ae 4 i¢in x<a
olacak sekilde x € E varsa A’ya alttan sinirlt kiime denir. A kiimesi hem alttan hem

de tisten sinirli ise A’ya sira sinirlt kiime denir [1].

2.3. Tanmim



E bir sirali vektor uzayi, A da bu uzayin herhangi bir alt uzay olsun.
(1) Her xe 4 i¢in x<z
(i)  Her x e 4 i¢in x < y olacak sekildeki her y e E i¢in z<y

kosullarin1 saglayacak sekilde bir z € E varsa buna A kiimesinin supremumu denir

ve sup(A)=z bigiminde gosterili. Ozel olarak A={x,y}cE ise

z=sup{x,y} =xv y seklinde gosterilir [2].

2.4. Tanim

E bir sirali vektor uzayi, A da bu uzayin herhangi bir alt uzay olsun.
(1) Her xe 4 i¢in z<x

(i)  Her xe€ 4 i¢in y < x olacak sekildeki her y e E i¢in y<z

kosullarini saglayacak sekilde bir z € E varsa buna A kiimesinin infumumu denir ve
inf(A)=z biciminde gosterilir. Ozel olarak 4= {x, y} cE ise z=inf {x, y} =XAY

seklinde gosterilir [2].
2.5. Tanim
E sirali bir kiime olsun. Eger iizerindeki siralamaya gore her x, y elemanin

supremumu ve infumumu da E’ye ait ise E uzayina bir 6rgii (6rgii) denir. E vektor

uzayi ise E’ye vektor orglisii veya Riesz uzayi adi verilir.

E bir Riesz uzayr ve xeE olsun.x"=xv0, x =(-x)v0 ve |x|=(-x)vx

elemanlarma siras1 ile x€ £ elemaninin pozitif kismi, negatif kismi ve modiilii



( mutlak degeri ) denir. Eger x,y € E i¢in |x| /\| y| =0 ise x ile y elemanlar1 birbirine
diktir denir ve x L y ile gosterilir. A, E’nin bostan farkli bir alt kiimesi olmak iizere,
{x €E:her yed igin x L y} kiimesine A kiimesinin dik tiimleyeni denir ve A4? ile

gosterilir [2].
2.6. Onerme

E bir Riesz uzay1 ve x, y,z € E olsun. O zaman asagidaki onermeler dogrudur.
0 xvy=-[(=x)a(3)] ve xay=-[(-¥)v(-y)]

(i1) X+Y=XVY+XAY

(i)  x+(yvz)=(x+y)v(x+z) ve x+(yaz)=(x+y)r(x+2)

(iv) Her 0<aej i¢in a(xvy)=axvay ve a(xry)=axnay

(V) x=x"-x ,

x|=x++x_ ve x'Ax =0
. 1 1
(vi) xvy:E(x+y+|x—y|) ve xvy:E(x+y—|x—y|)
. 1 1
vit) vy =2 (perotele-yl) ve [ alyl= ey

(viii) [x]-|y| <|x+y[<|x|+]y|  (licgen esitsizligi)

(ix) |xvz—yvz|$|x—y| ve |x/\z—y/\Z|S|x—y|



(x)  Eger x,y,zeE" ise xA(y+z)=(xny)+(xAaz) [1].

2.7. Tanim

E sirali vektor uzayi, 4 < E olsun.

(1) Her x,ye 4 i¢in x<z ve y <z olacak sekilde bir z € A varsa A’ya yukari

yonlendirilmis kiime denir ve 4T bigiminde gosterilir. A yukar1 yonlendirilmis

kiime ve E i¢inde sup(A)=a varsabu 4 T a bigiminde gosterilir.

(1)  Her x,ye 4 i¢in z<x ve z<y olacak sekilde bir ze€ 4 varsa A’ya asag1
yonlendirilmis kiime denir ve 4 bigiminde gosterilir. A asag1 yonlendirilmis kiime

ve E icinde inf(A)=a varsa bu 4 a bi¢iminde gosterilir.

A yerine herhangi bir (x,) neti alindiginda benzer sekilde x, T,ox,Ta, x,{ ve

x, 4 b tamimlar verilebilir [1].

2.8. Tamim

E Riesz uzayinda her x € E* i¢in n € ¥ " olmak iizere n™'.x 4 0 ise E’ye Arsimedyan

Riesz uzayi denir [1].

2.9. Tanim

(E,<) orgii a<b ve a,beE olmak iizere {xe E: a<x<b } kiimesine sirali aralik
denilir ve [a,b] ile gosterilir.(E,<) 6rgii ve 4c E olsun. Eger 4 <[a,b] olacak

sekilde a,b € E varsa A’ya sira sinirli kiime denir [2].

2.10. Tanim



E bir Riesz uzayr olsun. E’nin bostan farkli ve iisten smirli her alt kiimesinin
(sayilabilir altkiimesinin) supremumu ya da altan sinirli her altkiimesinin (sayilabilir
altklimesinin) infumumu varsa E Riesz uzaymma Dedekind tam (o -Dedekind tam)

Riesz uzayi denir.

Her dizi ayn1 zamanda bir ag oldugundan E uzay1 Dedekind tam ise o -Dedekind
tamdir. E Riesz uzaymnin Dedekind tam olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul 0<x, )

ve iisten siirli olacak sekilde her agin E i¢ginde supremumunun var olmasidir [1].

2.11. Teorem

E ve F Riesz uzaylari ve F Dedekind tam olsun. Bu durumda L, (E,F) sirali vektor

uzay1, bir Dedekind tam Riesz uzay1 olur. Her xe E* ve her bir S,T €L, (E,F)

i¢in,
(S\/T)(x)=sup{S(y)+T(z):y,zeE+,y+z=x}
(S/\T)(x):inf{S(y)+T(z):y,zeE+,y+Z:x}

|T|(x)=sup{T(y):OSny}

esitlikleri gerceklesir [1].

2.12. Tanim



E, gercel vektor uzay1 ve 4 E olsun. 0 <A <1 kosulunu saglayan her 1€ ve
her x,ye 4 i¢in A.x+ (1 - /1) y € A4 oluyorsa A kiimesine konveks (digbiikey) kiime

denir.

2.13. Teorem

E ve F Riesz uzaylar1 ve F Dedekind tam Riesz uzay1 olsun. @ # AcC L, (E v ) ve

A verildiginde;

Inf(A), L, (E,F ) icinde vardir < Her xe E” igin {T (x):T eA} alttan sinirlidir

[1].

2.14. Teorem (Riesz Ayrisim Teoremi)

E Riesz uzayr x,y,, »,,...», €E olsun. Eger |x|$|y1+ Voot y, ise

X=x+ x,+..+x, veher i=12,...,ni¢in |xi| < |yi| olacak sekilde x,, x,,...,x, € E

vardir [1].
2.15. Tanim

E bir Riesz uzay1 ve 4 < E olsun.

(1) Her ye E ve xe€ 4 igin | y| < |x| iken y € 4 ise A’ya solid kiime denir. Solid

altuzaya ideal denir.

(il) A, E’nin ideali olmak {izere A’nin E de supremumu olan her alt kiimesinin A

da supremumu varsa A’ya band denir. Bagka bir deyisle,

Aband & (x,)c4,0<x, T|x| iken xe 4 [1].



2.16. Tanim

E Riesz uzay1 ve 4 c E altvektor uzayr her x,ye 4 i¢in xv ye 4 ise A’ya E’nin

Riesz altuzayidir denir.

2.17. Tanim

E vektér uzayr p:E— E dogrusal doniisiimii olsun. Eger p°=p ise p’ye

projeksiyon denir.

B, E’nin bir band1 olmak {izere; eger E = B@® B’ (x € E olsun. x=y+z i¢in y € B ve

ze B? dir.) oluyorsa B’ye projeksiyon band denir. Eger E de her band, projeksiyon

band ise E’ye projeksiyon 6zelligine sahip Riesz uzay1 denir.

2.18. Teorem

E Dedekind tam Riesz uzay1 ise her B band1 i¢in £ = B® B? olur [1].
2.19. Onerme

E ve F sirali vektor uzaylart x,ye £ ve T:E—F donisimi i¢in asagidaki

Onerme saglanir.

T pozitif < x<y i¢in T(x)<T(y)

Kanit : T pozitif olsun.
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Simdi x <y iken T(x) < T(y) olsun.
OSx:T(O)ST(x):OST(x)
oldugundan T pozitiftir.

2.20. Teorem (Riesz Kantorovich Teoremi)

E bir Riesz uzayi, F bir Arsimedyan Riesz uzay1 ve T:E" — F* toplamsal (Her

x,yeE" igin T(x+y) = T(x)+T(y)) olsun. O zaman T, E’den F’nin i¢ine bir tek

pozitif doniisiime genisler. Bu genislemeyi ile gosterirsek;

TE—>F
x—)%x)=79/éx+)—%x’)

seklindedir.

Bir E Riesz uzayindan F Riesz uzayima tanimli doniistimlerin vektor uzay1 L(E,F)

olsun. Her bir S,7 € L(E, F) igin;
S<T<0<T-S (her xe E" igin S(x)ST(x))

siralamasi ile siral1 bir vektor uzayidir.



10

E ve F Riesz uzaylari ve 7:E — F bir doniisiim olsun. Eger L(E,F) siral1 vektor

uzayinda her 7' € L(E F ) icin {-T,T} kiimesinin supremumu varsa T doniisiimiiniin

modiilii var denir ve |T | =Tv (—T ) ile gosterilir [1].

2.21. Tanim
E ve F Riesz uzaylar1 ve 7: E — F bir doniisiim olsun. Eger T doniisiimii E Riesz

uzaymin sira sinirli kiimelerini F’nin sira sinirli kiimelerine doniistiiriiyor ise T

doniigiimiine sira sinirli dontistim denir. E’den F’ye tiim sira siirli doniisiimlerin

uzay1 L, (E F ) ile gosterilir [1].

2.22. Tanim
iki pozitif doniisiimiin farki seklinde yazilabilen doniisiime regiiler doniisiim denir.

Bir E Riesz uzayindan bir F Riesz uzayr ic¢ine tanimlanan biitiin regiiler

dontisiimlerin uzayimn L, (E F ) ile gosteririz.
Agik olarak;

L(E,F)cL,(E,F)c L(E,F)

kapsamalar1 saglanir [1].

2.23. Tanim

E bir Riesz uzay1 7:E — E bir donlisim olsun. E’nin her bir B bandi icin

T (B) c Boluyorsa T’ye band koruyan doniisiim denir. Ayni zamanda x | y iken

T (x) 1T ( y) oluyorsa T’ye dikligi koruyan doniigiim denir [1].
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2.24. Teorem
E bir Riesz uzay1 7 : E — E bir doniisiim olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(1) T band koruyan
(i1) x L y iken T(x) Ly
(iii) Her xeE igin T(x)e B, ={xeE:3(x,) < B" i¢in0<x, T|x|} [1].

2.25. Teorem

E ve F birer Riesz uzayi1 ve T :E — F sira sinirl ve dikligi koruyan doniisiim olmak

iizere her x € E i¢in T°nin modiilii var ve
[71(1]) = [ (1) = [ ()

saglanir [1].

2.26. Tanim

Sira sinirlt band koruyan doniisiimlere ortomorfizma denir ve bunlarin kiimesi Ort(E)

ile gosterilir. E bir Riesz uzay1 7': E — E bir doniisiim olsun.
T ortomorfizmadir < x L y iken T(x) Ly 1]

2.27. Tanim

E Riesz uzay1, B de E’nin bir projeksiyon band1 (E =B® B‘ ) olsun. xe E, ye B

ve ze B’ icin x = y+z olmak iizere;
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Py E—>F
x> py(x)=y

seklinde tanimlanan projeksiyona band projeksiyonu denir [1].

2.28. Tanim

E bir Riesz uzay olsun. ee E* olmak iizere x/\(e—x) =0 olacak sekilde xe E*

varsa x’e ¢’in bileseni denir.

E bir Riesz uzay1 ve F Dedekind tam Riesz uzay1 olsun. P, E iizerinde bir sira
projeksiyon(sira koruyan projeksiyon) ve Q da F iizerinde bir sira projeksiyon olarak
alirsak 7': E — F pozitif doniisiimii icin QTP bir bilesendir. [1].

2.29. Teorem

E bir Riesz uzayi, F Dedekind tam Riesz uzay1 ve S,7:E — F pozitif doniislimler

olsun. Eger 0 < S <T sart1 saglanirsa, her ¢ >0 icin;

olacak sekilde «,,q,,...,a,>0 gergel sayilart ve T’in C,,C,,...,C, componentleri

vardir [1].
2.30. Tanim

E gergel vektor uzayi, F Riesz uzayi ve T': E — F bir fonksiyon olsun.

(1) x,y € E i¢in, T(x+y)£T(x)+T(y)
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(2) Viej ", xeFE igin T(/I.x):/l.T(x)

saglanirsa T’ye alt dogrusal doniisiim denir.
2.31. Tanim

X vektdr uzayt, E vektor drgii olsun.

I 'l|: X > E* déniisiimii igin;

1) VxeX igin ||x||=0<x=0

2 veeX i <Al
SRS I  E N

kosullar1 saglanirsa, bu doniisiime vektdor normu ve (X,E)’ye de vektdr normlu

uzaylar denir. Bunlarla birlikte eger;

4) Here,e,cE" ve xeX igin H|x|”=el+e2 ise x=x+x, ve H|xl|H:e1

b

x2|H =e, olacak sekilde x,,x, € X vardur.

kosullar1 saglanirsa verilen doniisiime Kantorovich ( Ayrisim) normu denir [3].
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2.32. Tanim

(X,E) vektor normlu uzay ve 4 X olsun. Eger her x€ 4 icin H|x|” <e olacak

sekilde bir e e E" varsa, yani H|A , E icinde sira smurl ise A’ya X de norm sira

sinirlidir denir [3].
2.33. Tanim

(X,E) ve (Y,F) iki vektor normlu uzaylar ve 7: X — Y bir doniisiim olsun. Eger T
dontisiimii X’deki norm sira sinirlt doniigiimleri Y’deki norm sira sinirli doniigiimlere

gotiiriiyorsa T donlistimiine norm sira sinirlt doniisiim [3].

2.34. Tanim

X bir normlu uzay, x € X ve (x,) < X net olsun. E’deki her (e, ) ¥ 0 olacak sekilde
e, neti igin ve her y e 7 i¢in o, <« iken H|xa - xm <e,olacak sekilde a, varsa x,

neti x’e bo-yakinsaktir denir. Eger X uzay1 bu yakinsamaya gore kapali olursa X

uzayina da bo-kapal1 uzay denir [3].
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3. DOMINATED DONUSUMLER

Bu boliimde kullanilan bilgiler, Kusraev, A.G’ nin , “Dominated Operators” adli

kitabinin 44-62 ve 142-156 sayfalar1 arasindaki ¢alismadan alinmistir.
3.1. Tanim

(X,E) ve (Y,F) iki vektor normlu uzay olsunlar. 7: X — Y dogrusal donilisiimiinii

alalim. Her x e X i¢in H|T (x)m <S (H|x|”) olacak sekilde S:E — F pozitif-dogrusal

donligiimii varsa; S, T’yi domine (sinirlar) veya majore eder ve S, T igin
dominant(sinir donilislim) veya majoranttir denir. Ayni zamanda T ye domine
edilmig(sinirlanmisg) donilisim denir. T’nin tim smir doniisiimlarinin  kiimesini
maj(T) ve X’den Y’ye tiim sinirlanabilinen déniisiimlerin kiimesini m(X,Y) ile

gosterilir.

Her pozitif dontisiim sira sinirli oldugundan maj(T) c L, (E F ) dir. Boylece maj(T),

L, (E JF ) iginde konvekstir. Gergekten;
Herae; 0<a<l ve S,Remaj(T) icin;

SR emai(T) = v xeX isin [[7(0) <5 (l) ve |l (0 < Rl
= ve Xigin af|r (x) < @S ((J+l]) ve (1-a)|l7 (0] < (1= & 1]
= a|[r (f+(=a)r (o) < sl + (1) R )
= (< s () + (1= ) R ([l

Boylece aS+(1-a)R €maj(T) bulunur.
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Eger L, (E F ) deki siralamaya gore maj(T)’ nin en kiigiik eleman1 varsa; buna T nin
en kiicik (exact) smir doniisimii denir. Bu da H|T m ile gosterilir. Ayrica

H|T |H :E — F bir pozitif donligiimdiir.
Dabhast;
H|T|H = inf maj(T) € maj(T) olmak {izere; x € X igin; H‘T(x)m < H|T|H(H|xm)

3.2. Teorem

(X,E) ayrisim uzayi, (Y,F) vektoér normlu uzay ve F Dedekind tam Riesz uzayi olsun.

T:X — Y smirlanmis her doniisiimiin en kii¢iik sinir donilisiimii H|T m vardir.

Kamit: Once  maj(T)’nin alttan yart orgii yani her S,,S,emaj(T) igin
S, AS,emaj(T) oldugunu gdsterelim. xe X ve e,e, €E", H|x|” =e +e, olsun.

Dolayisiyla x = x, +x, ve H|XI|H =e , H|x2|H =e, olacak sekilde x,,x, € X vardir.

Il -l T <D Il <5, 0l . (el <S5

= |7 Gl < inf 4, (bl + 2 (a1 Wl e =Dt s < 27}
= (8,,)([l)

=S, S, emaj(T)

bulunur. Boylece S,,S8,emaj(T) i¢in S AS,emaj(T) olur. Buradanda
S.,S,emaj(T) den S, AS,<S, ve S AS,<S, olurki; maj(T) { dir. Simdi

AZ{H(x):H € maj(T)} icin;
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S:E">F"
x—)S(x):inf(A)

olarak S doniisiimiinii tanimlayalim. Her xe€ E* i¢in 0<H (x) oldugundan A

kiimesi alttan sinirhidir. F Dedekind tam Riesz uzay1 oldugundan S anlamlidir.
Her x,y € E¥ igin;

S(x+y)=inf{H(x+y) :He maj(T)}
=inf{H(x):H € maj(T)} +inf{H(y) ‘H e maj(T)} (2.13. Teorem)

=S(x)+S(»)

dolayisiyla S toplamsaldir. Béylece S’nin bir S°E>F genislemesi vardir ve

A%F =S (2.20 Teorem.).

{H (x):H e maj(T )} altan sinirh ve maj(T)4 oldugundan inf(maj(T)) vardir

(2.13 Teorem.).
Simdi &% inf maj(T) oldugunu gosterelim.

(1) Her H emaj(T) veher xe E* igin;

L%x)zS(x):inf{R(x):R emaj(T)} SH(x)
(2) Her He maj(T ) ve Re maj(T ) icin R<H iken R< g olacagini gosterelim.

Her xeE" i¢gin  R(x)<H(x) oldugundan H emaj(T) iizerinden infimum

almirsa R (x) < S (x) < %x) bulunur. (1) ve (2)’den 8 inf maj(T) olur.
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Hemaj(T) ve xeX igin;

Ireoll= sl = e Gl <ot {rr (il 2 < mai (1)} = Sl

= S maj(T) ve §e H|T|H

3.3. Ornekler

Ozel durumlar icin asagidaki drnekleri irdeleyelim.

3.3.1. Ornek

E = F= | olarak alinirsa;

[ ]: % = [ :7 >
x = x = [

klasik normlar olsunlar. Dolayistyla (X,E) ve (Y,F) vektér normlu uzaylar igin

asagidakiler saglanir.

(a) L(X,)Y), X’den Y’ye tiim norm simirli doniisiimlerin kiimesi olmak {izere

m(X,Y)=L(X)Y) .
(b) T em(X,Y) igin en kiigiik sinir dénﬁsﬁmme = sup {HT(x)H : ||x|| < 1}
Coziim (a) : T eL(X,Y)olsun.

Te L(X Y ) = T dogrusal ve norm sinirhdir.

= VxeX igin HT(x)H <m||x| olacak sekilde me; * vardur.

Simdi;
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S >
ﬂ—)S(ﬂ):mﬁ,

olarak tanimlanirsa, S pozitif ve T’yi simirlayan dogrusal bir dontigiimdiir.

Dolayisiyla 7'e m (X Y ) olur.

Simdi; T em(X,Y) olsun.
Tem(X,Y) = Tyismlayan S:; — dogrusal ve pozitif
doniisiimii vardir ve her x € X igin |7 (x)|< S (|lx])
(L(i i )={f:1 =i :f dogrusal } = { f(x)=ax :aej})
= 3me;j " var > S(x)=mx

= VxeX icin HT(x)H < S(”x”) = m||x|

= TeL(X,Y)

Coziim (b) - || ||:X —; alinirsa (X,] ) bir ayrisim uzay1 olur. Dolayisiylaj ’nin

Dedekind tam Riesz uzayi olmasmdan T°nin en kiigiik sinr doniisimii vardir.
|7||=inf maj (T) . Gergekten;

maj(T) = {m > 0:|T(x)| < m|x} oldugunu gésterelim.

maj(T) = {S|S: IR —> IR dogrusal-pozitif, Vxe X ,igin [T (x)]<sS(|x])!

_{m:]R—)IR

- : Vxe X igin HT(x)HSm”x” } (=A)

Her iki tarafin infumumu alinirsa;
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infmaj(T) = inf(A) = ||7]|=inf{m>0:vxeXx icin |T(x)|<m|x}

= |7l =sup{|7 (x)]: |l <1 }
3.3.2. Ornek

X=E ve Y=F alinirsa;

| ;X >E | Y >F

x> || x = ||

modiil normlar1 olsunlar. (X,E) ve (Y,F) birer vektdor normlu uzaylardir. Ayni
zamanda Riesz Ayrisim Teoremi Ozelliginden (X,E) ayrisim 6zelligini saglar.

Dolayisiyla asagidaki 6zellikler saglanir.
(a) m(X,Y)= L (E,F)

(b) F Dedekind tam Riesz uzayi ise T € m(X Y ) doniistimiiniin en kiicik sinir

dontistimii |T | olur.
Coziim (a) : T em(X,Y) olsun.

Tem(X,Y) = 3 SeL(EF)var > |T(x)<5(]x])
= xeE" igin |T(x)|<5(|x)
= T(x)< ‘T(x)‘ < S(|x|)
= T'<S
Dolayisiyla 7= S —(S -T ) yazarsak T eL (E,F ) bulunur.
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Simdi TeL (E,F) olarak alalim.

TelL (E,F) ise T dogrusal ve S,R:E— F seklinde iki pozitif doniisiim i¢in

T=S-R olarak yazilabilir.

Her xe E* igin

dolayisiyla her xe E* igin  T(x)vT(—x) :‘T(x)‘ <(S+T)(x) olur

7 (")
I7(x)) < ‘T(x+)

S(S+R)(x*) ve ‘T(x*)‘S(S+R)(x*) oldugundan

+‘T(x‘)‘S(S+R)(|x|) ve boylece T em(X,Y) bulunur.

Coziim (b) :  F Dedekind tam Riesz uzay1 oldugundan |T | vardir. T em(X Y )

doniisiimil i¢in inf maj (T ) = |T | olacagini gosterelim.
Her xe X igin ‘T(x)‘ < |T|(|x|) oldugundan |T|emaj(T) olur.
Simdi S e maj(T ) icin |T | < S olacagmi gosterelim.

= |T|£S:>|T|:infmaj(T)

dolayisiyla istenen elde edilmis olur.

3.3.3. Ornek
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(X,E) ve (Y,F) vektor normlu uzaylar ve E=; , Y=F olsun.

| |: X — IR | |:Y > F
NN ve NN

normlarini alalim. (X,E) ve (Y,F) vektor normlu uzaylar1 i¢in asagidakiler saglanir.

(@ Tem(X)Y) < {T(x):xeX,

x|| < 1} kiimesi F i¢inde sira smirlidir.

(b) Eger F Dedekind tam Riesz uzay ise T in en kiiciik sinir dontisiimii
[171] = sup {7 (x): [ <15

Coziim (a) :  Tem(X,Y) olsun. Dolayisiyla S:{ — F  pozitif doniisiimii vardir

vexe X icin ‘T(x)‘ <S (||x||) sartin1 saglar.

A={T(x):xe X |x|<1} olarak alahm. |x|<1 oldugundan S(|x[)<S(1)=meF

( S pozitif) olur. Boylece;

‘T(x)‘ < S(||x||) <m = ‘T(x)‘ <m
=>-m< T(x) <m
= T(x) € [—m,m]

= A sira smirlidir.

x||£1}, F de sira sinirh olsun. Keyfi x€ X igin y=i

|~

Tersine {T(x) xe X,

alirsak || y|| <1 olur. Boylece;
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{T(y):yeX, y||£1} sirasimrll = JzeFvar > T(y)<:z
= T(LJSZ
]
= T(x)Sz.”x”
S:IR—>F
4> S(2)=Az

pozitif ve dogrusal doniistimdiir. 4= ||x|| alinirsa S(”x”) = ||x||z dir. T(x) < S(”x”)
ve T(-x)<S(|x|) oldugundan ‘T(x)‘s S(|xl) olur. Béylece T em(X,Y)

bulunur.

Coziim (b) : A= {T(x):xeX,

x|| < 1} kiimesi F de sira sinirlt ve F Dedekind tam

Riesz uzay1 oldugundan sup(A) vardir. Sup(A) = u olsun.

S:IR—>F
/1—>S(/1)=/1.u

olarak tanimlayalim. x = 0 i¢in T(0) = 0 oldugundan 0Oe A olur. Bdylece
sup(A)>0 yani >0 olur. Buradan da A >0 i¢in u.4>0 yani S pozitiftir. Ayn

zamanda dogrusaldir. T(-x),T(x) € A oldugundan bir dnceki Kanitta z yerine u

alirsak S, T’yi smurlar.

Hemaj(T)alahm.  Her xeX  igin ‘T (x)‘ <H(|x])  oldugundan

sup‘T(x)‘ < supH(”x”) olur.

[+t I+t

Dolayisiyla ||x|| <1 i¢in;
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(1)) <=l sup {7 () x € ve [o] <1} <[] sup (]

Ixlst

Boylece ||x| <1 igin  S(|x|)<H(|x]) olur. Simdiher 220 i¢in S(A)<H(A)

olacaginm gosterelim.

A =0 ig¢in agik
A#0icin A€ (0,1] icin IxeX: ||x|| =4 olacagini gérelim

0=yelX, 2= ve x=Az almirsa ||x||:||/1.x||: A2 =41 oldugundan
[ [
S(2)=S(|d) < H () = # (2).
on ()] = 2s(3)e2all)
Keyfi A>1 i¢gin S| — |[<H|—| = A°.S|—=|<AH|—
A A A A

= S(A)<H(A)
= V120 igin S(1)<H(A)

= S<H
Boylece S, T’nin en kii¢lik sinir dontistimiidiir.
3.3.4. Ornek

X=Eve F=; alalim.
|} X>E | [:Y > IR

NN ve SN

normlarint alalim. (X,E) ve (Y,F) birer vektéor normlu uzay olurlar. 7: X —> Y
doniisiimiiniin sinirlanmasimin anlami E {izerinde dyle bir pozitif e doniisiimii vardir

ki;

T(e)H <e"(|e|) . T’nin en kiigiik sinr doniigiimii;
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H|T|H(e)=sup{iHT(ek )H:el,ez,...,en eE+,Zn:ek =e VGI’ZE]N} (eeE*).
k=1 k=1

Coziim:

S:E"—> IR

e—)S(e)=sup{iHT(ek)H:el,ez,...,en eEﬂiek =even EIN}
k=1 k=1

S anlamli ve pozitif bir doniistimdiir.

S’nin toplamsal oldugunu gdsterelim.

e=e+e+..te , f=f+fH+.+f ., €,€55e0s€ 5 fr1s frseen [, €ET igin

e+f=zn:ek+zm:j”k=nz+':nzk [Zk:ek 1<k<n j
k=1 k=1 k=1

z,=f n<k<m+n

S-S el Sl ,;)Hssup{;ur(z)pl,zz,...,zw e 3n e f}

= S(etf)

Boylece S(e)+S(f) < S(e+f) (3.1)
e+ f= Z x, olarak alinirsa Riesz Ayrisim Teoremi’den
k=1

n
eSZxk:e=e1+ez+...+en : e, <ux, olacak sekilde e,e,,...,e, € E* vardir.
k=1

<Y x. = f=f+fi+.+f, © [f.<x, olacak sekilde f,,f,,...f, €E"
k=1

vardir. Dolayisiyla;
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Sl Xl el X ()] 5(e)+5(1)

Boylece S(e+f)<S(e)+S(f) (3.2)

(3.1) ve (3.2)’den S toplamsaldir. Dolayisiyla Riesz Kantorovich teoreminden S’nin

.9)& . =S genislemesi vardir.

ecE" icin L%e) , {iHT(ek)H:el,ez,...,en eE*,Zn:ek =e,n e]N} icin bir iist
=1 k=1

siirdir. H baska bir iist sinir olsun (H € maj(T)).

H emaj(T) = HT(e)HSH(e)

= HT(el)"'T(ez)"'"'""T(en)HSH(e)

= %e)é]—](e)

supremum alirsak. L%e) = sup{zn:HT(ek )H 1e,€,,...,e, € E+,Zn:ek =e,ne IN} olur.
k=l

k=1

S, T’yi smirladigindan S H|T|H bulunur.

3.3.5: Ornek
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E=F ve Acort(E) bir alt halka ve alt orgii olsun. Eger her xeX igin

H‘T (x)méﬁ(me) sartin1 saglayan 0<7me A olacak sekilde ortomorfizm varsa

T:X—>Y donisimi A ile siirlanmis doniisim denir. A ile smirlanmig

doniisiimlerin kiimesi L, (X,Y) ile gosterilir.
xeX ve yeY igin H|x|” A H|y|” =0 ise x ile y diktir denir ve x L y ile gosterilir.
xeX ve yeY i¢in x Ly iken T(x)L y ise T band koruyandir denir.

Ac X norm sira sinirlt iken T (A) C Y norm sira sinirlt ise T’ye norm sira sinirlt

doniisiim denir.

Bir T doniisiimii band koruyan ve sira sinirli ise T’ye ortomorfizm denir ve bunlarin

kiimesi (X,Y) ile gosterilir.

(D) X den Y’ye tiim ortomorfizmlerin kiimesi ort(X,Y) olarak gosterelim. Eger E
Dedekind Tam Riesz Uzayi ise ort (X ,Y ) cm (X ,Y ) olur.

(2) L, (X, Y)=ort(X,Y) ve ec E* igin;

H|T|H(e) = sup {H‘T(x)m xeX,

xm < e}

Coziim (1) T eort(X ,Y ) olsun. T band koruyan ve norm sira smirhdir.

T em(X,Y) olacagini gosterelim (3.9. Teorem).

Ule)= {i%ﬁk (x)gxe X,§("S €, 7, 7Ty, ... T, € P(X),mom, =0(k #t),

k=1
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kiimesinin E i¢inde sira sinirhi oldugunu gosterelim. Her k i¢in 7, eP(X )dlr.

)

Boylece her k icin 7, EP(EO = §X'°dd) vardir ve x € X i¢in mﬂk (x)m :72,;(

olur.

Sl (] = 2 xIH)=[§ﬂ;](u|xm)=u|xmSe olur ki

<[+l <e

(En )

A= {Zﬂk(x):xeX,

X|HS€,7Z'1,7Z'2,...,7Z'n e P(X),ror, =0(k;ét),zn:72k =1 }

X
k=1

kiimesi X i¢inde sira sinirlidir. Boylece yukaridaki esitsizlikten norm sira sinirhidir.

Dolayisiyla T(A) , Y i¢inde norm sira sinirlt olacaktir. Yani;

T(4)

, E icinde

norm sira siirlidir.

n

T(gnk (x)] =37 (x,(x)) oldugundan

k=1

= iH‘Tﬂk (x)m <z olacak
k=1

sekilde z e E"vardir. Dolayisiyla U (e) sira sinirhdir. Boylece T e m(X Y )

bulunur. Sonug olarak ort(X Y ) c m(X Y ) olur.
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Coziim (2) : TeL,(X,Y) olsun. TeL, (X,Y) ise her xeX igin

H‘T(x)m < 7z(H|x|H) olacak sekilde 0 <z € ort(E) vardur.
Simdi x L y iken T (x) 1 y oldugunu gosterelim.

Il Absll=0 = #(laf) Al 0 (= oromorfizm )

= osllr(albll< () Abfl=o

= T (x) Ly
dolayistyla T band koruyandir.

Ac X norm sira smirli bir kiime olsun. 7 (A)’mn norm sira smirl oldugunu

gosterelim.

H|A|H , Ei¢inde norm sira simirlh = Jee E' : Vxe X igin H|x|” <e

= ()< (o
= VxeX igin H‘T(x)m < 7Z'(H|X|H) <7z(e)

= T(A) norm sira siirhdir.

Dolayistyla T norm sira smirli kiimeleri norm sira siirl kiimelere gotiiriir. Boylece

T eort(X,Y) bulunur.
Simdi Teort(X, Y) olsun. Boylece H|T|H:E—>F pozitif dogrusal ve xe X icin

H‘T(x)m < H|T|H(H|x|”) olacak sekilde H|T|H doniistimii vardir.

H|T |H € ort(EO+ ) oldugunu gosterelim.
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(1) H|T |H eL, (EO+ JF ) oldugundan H|T m sira sinirhdir.
(i1) e, f € E, olmakiizere e L f iken H|T m(e) 1 f olacagmi gosterelim.
H|T|H(H|x|”) = sup{;mTﬁk (x)m ‘X€E X,H|x|” Se T, Ty, T, € P(X),zrkozz, = O(k # t),

Zﬂ'k =1 ,n eIN}
k=1

icindeki her bir 6genin f'ye dik olacagini gosterelim. Her k i¢in 7, eP(X )
oldugundan her k i¢in 7, € P(Eg) var ve her xe X i¢in H‘ﬂ'k (x)m =7, (H|x|”) olur.

Boylece;
H‘ﬂ'k (x)m =7 (H|x|”) < H|x|” <e= H‘ﬂk (x)m Af=0.

feEl = zelX varve H|Z|H:f
= [l ol Allll=0
= T band koruyan déniisiim oldugundan H‘T;zk ( x)m A H| Zm —0

= [ll(e) L 1
buradan H|T|H € ort(EJ).

Simdi; B,, E; ’nin iirettigi band olsun. Keyfi e B, i¢in 0<e, c E; var e, Te.

H‘ﬁ‘ﬁB > ve P:E— B,
e—> H‘f’m sup H|T|H
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T

band projeksiyonu vardir ve £— B, — E olur.

Her x e X igin [T (o)< (|14 ) (bl = Pl (=l

Boylece; her e, f € E ve e L f aldigimizda

P(e)eB, = 3 0<e,cE; var 3 ¢, Te
= Vaicn e, Lf
= le,||/]=0
= |7ll(e.) L7
= sup|[7|(e,) L f
= ML

= H‘f’m band koruyandir.

Dolayisiyla H‘ﬁmeort(E) ve her xeX igin H‘T(x)mémﬁm(mxm oldugundan

TeL, (X,Y) bulunur.

3.4. Teorem

(X,E) ve (Y,F) vektor normlu uzaylar, X Ayrisim ve F Dedekind tam Riesz uzaylari

olsunlar. H|X m = {mxm xe X } kiimesinin “ Conich Hull”u

E, = {gmxk m X, Xy, X, € X,neIN } olmak iizere asagidakiler saglanir.
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(a) E;, E* iginde solidtir.
(b)  E projeksiyon 6zelligine sahip ise £, = H|X |H olur.

Kamit (a):  Her eec E* ve x,Xx,,...,x, € X i¢in e£H|x1|H+H|x2|H+...+

.
x, || € E,

olsun. e € E; olacagini gosterelim.

Riesz Ayrisim Teoremi’den e=e¢e +e,+..+e, ve 0<g, < H|ka olacak sekilde
e,e,,....e, € E" vardir. $imdi X’in ayrisim olmasindan dolay1 y,,»,,...,y, € X var

vek=1,2,...,n icin H| ykm = e, olarak yazilabilir. Dolayisiyla ee E; olur.
Kanit (b) : x € H|X|H icin n=1 almirsa x € E; olur. Béylece H|X|H cE, (3.3)

E; gH|X m olacagini gosterelim.

n
+ _ .
ecE; ise neIN varve e= E H|ka DX XX, €X
k=1

n=2 igin;
e= H|x1|H+H|X2 ,  X,Xx,€X  vardmr. H|xl|H =e, H|x2|H =e, olarak alalim.
e=¢+e,<eVve,+eve, =2(¢Vve,) oldugundan eve, e H|X|H gostermek

yeterlidir.

E'de B=(e—e¢ ne,)” bandm alalm. 7z,:E—B band projeksiyonu (E

projeksiyon 6zelligine sahip oldugundan) vardir.
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Simdi e, ve, = m e + wye, esitlifinin oldugunu gosterelim
1 2 B™1 B*2 .
e =eVe,+e ne,—e, Ve e =eVe,+e Ne,—e yazabiliriz (2.6. Onerme (i1)).

I 1
e + e, —7zB(e1ve2+e1 A€2—€2)+7Z'B (elve2+e1/\ez—el)

=my(eqve)+my(egnre,—e)rry(eve)+n ,(ere—¢)

=7rB(el v.e2)+7rl3(el ve2)= e Ve,
Boylece;

_ 1L _ 1
oV e, = 1y + g0, = [ |+ 2 ]|

=l Gl )|

7wy (%) + 7y (x, )‘ eX

boylece e e H|X m olur.

Keyfi n igine= H|xl|H + H|x2|H +...+

xl’l

zi“|xk|“+“|xn|“ olarak yazilirak yukaridaki
k=1

yolun aynisi takip edilirse e e H|X |H bulunur. Dolayisiyla E; < H|X |H 3.4)

Es.(3.3) ve Es. (3.4)’den E, :H|X|H bulunur.
3.5. Teorem

Keyfi bir T e m(X Y ) doniisiimiiniin en kiiclik sinir doniisiimii asagidaki formiiller

ile verilebilir.
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I7ll(e)= sup{gmf(xk)m Horys, € X3 |- eme m} (eck:)
H|T|H(e) = sup{me(e0 ):ie, <e,e € Eg} (e € E*)

I7llCe)=lIrli(e” )=l (<) (ecE)

Kamt : 11k esitligin sag tarafindaki esitligi S(e) ile gdsterelim.

S:E, > F

e—>S(e)= supH|T|H(e) = sup{kzn;mT(xk )m DX Xy X, € X,kznl:mka =ene IN}

n
X, X5, X, € X elemanlari igin e = mekm olarak alalim.
k=1

S all= S ) =1 Sl -l

Boylece {imT(xk )m:xl,xz,...,xn € X,Zn:H|xk|H =e,ne IN} usten smirhh ve F
k=1 =1
Dedekind tam Riesz uzay1 oldugundan S anlamlidir.
Eger u,,u,,...,u, , v,v,,..,v, €X ve e= imukm , f= im"km
k=1 k=1

zo=u, 1<k<n j

z,=v, n<k<m+n

n m m+n
= err=Shall Shl-Elll
k=1 k=1 k=1

= SlrCol=Zlr el Zlrel
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Ssup{’:ijmT(zk)m:zl,zz,...,zmw eX,’:in|zk|H=e+f}=S(e+f)

= S(e)+S(f)<S(e+f) (3.5)
e+ = Zn:H|xk|H olarak alinirsa Riesz Ayrisim Teoreminden
k=1
eﬁixk:e=e1+ez+...+en: e, <x, olacak sekilde e,e,....e,c E" ve
k=1

fSZxk = f=f+f,+.+f, [ <x olacaksekilde f,f,,..., [, € E* vardur.
k=1

Boylece;

n
et+f=e+e,+..te +fi+f,+.+f = zmzkm olacaktr.
k=1

eggwm = 3u eX icinjuf|=¢,  (|x]]s0tia)

n
= e=2 lu]
k=1

fﬁkimka = J v, =x,-u X iin H|vk|H:fk (H|X|H,solid)
=1

n
= /=2
k=1

T(x) =7 (e )= |7 Gl < 7 o)+ ()]
= el < Xl )l Zlreal<se)+s0)
= S(e+f)<S(e)+S(f) (3.6)
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Es.(3.5) ve Es.(3.6)’den S toplamsaldir. Béylece Kantorovich Teoreminden S’nin

genislemesi vardir.

SEt S F

e 3fe)=sup{S(e,):¢,<e.e, e E; | ve (B={S(e):e,<ee,€ky})

olarak alalim. S(0)eB oldugundan B=J. S(e,) H|T|H (e) H|T |H(e)oldugundan

sup(B) vardir. Boylece 8 anlamhdur.

Sbe+ 1) :sup{S(zo):ZOSe+f,zerg}
=sup{S(e0+f0):0SeOSe,OSfOSf,eO,ferg}

=sup{S(e,):0<¢,<e,e €k, }+sup{S(f0):O$f0 <f,f eEJ}
Kantorovich Teoreminden H:E — F pozitif genislemesi vardir. Ayn1 zamanda
H|E+ =9 ve H(e)= %e*)—%e’) olur.

Simdi H SH|T |H olacagini gosterelim.

Her ec E* igin H L%e H|T|H . Her xe X i¢in H|x|”ze olsun. Boylece

ecE, olur. H‘T(x)m € {Z:‘H‘T(xk )m Xy Xy yern X, € X,gmxk |H =ene IN}

ougandan [ ()] <5(&)= (| =S8 =1 1l) e <2

Boylece H|T|H =H

3.6. Teorem
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T:X —Y doniisiimi i¢in;
Tem(X,Y)<:>U(e):{zn:mT(xk)m:x],xz,...,xn eX,Zn:mkaSe,nelN}
k=1 =

stra sinirlidir. Bu durumda H|T|H(e) = supU(e).

Kanit :Eger T smirlanmigdoniisim ise S:E — F pozitif doniisiimii vardir ki;

her x € X igin H‘T(x)m < S(Nxm) olur. Dolayisiyla

{i”‘T(xk )m SX, Xy X, € X,Zn:mka <ene IN} , S(e) ile sinirhdir.
k=1 k=1

kabul edelim her bir e E* igin U(e) sira smirli olsun. u(e) = sup U(e) olarak

alalim.

S:E"—>F"
e—)S(e)=sup{S(eo):eoSe,eerg}

doniistimii Teorem 3.5.°deki gibi tanimlanirsa U(e)’in sira sinirli olmasindan her

ee E” i¢in S(e)<u(e) olarak yazilabilir. Ciinkii {S(eo):e0 <e,e, € EO*} < U(e).
X3 Xyseres X,y Vs Vaseos ¥V, EX Ve e€ E" igin;

[Fll s -+ el <l + ol -+ Ll =

oldugunu kabul edelim. Her k = 12...m icin f, <|»[  kosuluyla
f=e=||x[|~[le]l--=|xl]  clemamm f=f+f,+..+f, olarak alalm. X
ayrisim uzayi oldugundan; z,z,,..,z, € X vardir ve her k = 1,2,..,m igin

£, =|lz]| dir. Boylece; Ute) iginde u =||T (x| +[|7 (x, )|+ -+ || (x,)]| icin;
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u<u+ H‘T(z1 )m - H‘T (z, )‘H +ot H‘T(Z” )m <S(e).

ueU(e) se¢imi keyfi oldugundan her bir e E; i¢in u(e)<S(e). Ayni zamanda

E" tizerinde u(e) = sup U(e) oldugundan S =u olur.

Her xeX icin H|x|”£”|x|”ve S’in tanlmlndaan(x)mSu(mxm) olur. Yani

T em(X,Y) olur.
3.7. Teorem
E, Dedekind tam olmak iizere S: E" — F donilisiimiiigin;

(a) S, pozitif homojen; A€IR , ec E* igin S(Ae)=AS(e)

(b) S, alt toplamsal ; e, f € E* igin S(e+f)£S(e)+S(f)

(c) S, ortogonal toplamsal ; e, f e E" ve el f igin S(e+f):S(e)+S(e)

(d) S, dogrusal bir U:E— F simir doniisima sahiptir ki; e€ E igin
S(e)<U(e) olur.

sartlart saglanirsa S toplamsal olur.

Kanit : Keyfi e, f € E* ve c=etfalalim.

F(c)={iﬂ,k7zk (c):e.feE c=e+ f, A, ,.., A, €IR 7, 7,,....7, € P(E),
k=1

7ox, =O(k¢t),zn:7rk =IE}
=l
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m=1,,A=0 alirsak 0 F(c) olur. Yani F(c)#J.

Simdi e'=zn:ﬂ,;7rk (c), "= n A, (c) €F(c) alahm. Acaba e'<e" iken her

k=1 k=1

k=1,2,...,ni¢in A'< A" olacagim gosterelim.
x>0 olmak iizere A.x>0 i¢in A >0 olacagin gosterelim.

20, x Lx, (i;tj), Ax +Ax,+..+A4x, 20

pE—>B_
= ‘ ve pl.(xj)zO : i#j band projeksiyonu
xl.—>pl.(xl.)=x. ‘

icin; p, (Ax, +A4x, +...+2,x,)=0
= ﬂ’ipi (xi) = ﬂ’ixi 20

= 120

boylece, €'<e" = 0< y (A"=A")r, (c)
k=1

= A"-120

=> A"z

A'<A" iken S(e')<S(e") olacagim gosterelim.

k=12,...n i¢in; 7, Lz, =7 (c) L7, (c)

= A7 (c) L A7, (c)

n

S(¢') = S(Zn: M, (c)j => S(4 7, (c)) ((¢)’den A7, (c) ikiser sekilde dik)

k=1



= ﬂ,éS(ﬁk (c)) (a)’dan

=
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Dolayisiyla e'<e" iken S(e')<S(e") olur. YaniS, F(c) de sira koruyan olur. Her

>0 igin e'<e<e" , e—e'<ecc ve e'—e<ec olacak sekilde €',e" € F(c)

vardir (2.29. Teorem). Simdi;

S(e)=S(e—e'+e)<S(e-€)+5(¢) (b)’den

Boylece S(e)—S(e')<S(e—e')*
bulunur. Bunu kullanarak asagidaki esitsizligi yazabiliriz.

S(e)—S(e')SS(e—e')SU(e—e’)SU(s.c)zeU(c)

Benzer sekilde S(e")—S(e)<eU(c) de bulunur.

Es.(3.7) ve Es.(3.8)’den ‘S(e)—S(e’)

[S(e)=S(e")

<eU(c) bulunur.

<¢&U(c) de bulunur.

Benzer

(3.7)

(3.8)

sekilde
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Ty TCyyeees T,

no

ikiser sekilde dik ve Zﬁk =1, olan projeksiyonlar ve

s Agsenn Ay 0, @y, € F iging €' = y A (c) f’=Zn:a)k7rk(c) eF(c)
k=1

k=1

elemanlarin1 agagidaki sartlar1 saglayacak sekilde se¢elim.

e€<e, e—e'<ec ve f'<f , f-[f'<e&c vardir(2.29. Teorem).

Simdi;

[S(e+f)=S(e'+ 1) <|S((e+ £)=(e'+ 1)) (*)’dan
=[s((e=e)+(r-1))
<[S(e-e)+S(f-1") (b)’den

<[S(e=e)+|S(f - 1)

<2.eU(c)

Diger taraftan (a) ve (c) Ozelliklerinden;

S(e'+f’)=S( (/lk+a)k)7zk(c)J: S((4+o,)7 (c)) (7 (c) ikiser dik)

k=1

= (ﬂ’k +a’k)S(”k (C)) (a)’dan

Buradan da;

[S(e+/)=5(e)=S(f)|=[S(e+ 1)+ 5(e)+5(f)=S(¢)=S(/")=S(e)=5 (/)
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<|S (&)= S () +|S (1) =S (S +|S(e+ 1) =S (e + 1)

<4.5U(c)
¢ keyfi oldugundan S(e+ f)=S(e)+S(/f) bulunur.

3.8. Teorem

E, Frudenthal 6zelligine sahip bir vektor orgiisii, X ayrisim uzayi ve F Dedekind tam

Riesz uzay1 olsun. Her bir 7 € m(X,Y) i¢in asagidaki esitlik saglanir. e € E; icin;

xm =e,7T,/Tyy..., 7T, € P(X),ﬂkwrt = O(k #* t),

I7ll(e)= SuP{ZH‘Tﬂk (x)m xe X,

iﬂ'k :]x,neIN}

k=1

Kamt: xe X n,,rx,,...,7,, ikiser sekilde dik ve e € E; igin;

s

S ()= (=100 =x = §7-e | Sm )| < S 0]

Teoremde verilen esitligin sagindaki kiimeyi A ile gdosterelim.

S:E;, > F
e— S(e)=sup(4)

doniislimiinii tanimlayalim.

S’nin fonksiyon oldugunu gdsterelim.
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E/, E’ iginde solid ve E ’in Frudenthal dzelliginden projeksiyon &zelligine de
sahiptir. Bdylece E, =||X]| olur. Bdylece her ec E, igin e= x| olacak sekilde
xeX vardir. Tem(X,Y) oldugundan T’yi sira sl ve pozitif doniisim ile
sinirlayabiliriz. Béylece herxe X  icin H\T(x)\HSH(me) olacak  sekilde

HelL, (E,F) vardir.

Her xeX igin H‘T(x)m < H(mxm) iser, (x)e X oldugundan
H‘Tﬂ'k (x)m SH(‘H@ (x)m) olur. Her k=1,2,...n i¢in 7, € P(X) olacagindan dolay1

her x € X i¢in mﬂ'k (x)m =7, (H|x|”) olacak sekilde bir 7, € P(E,) vardir. Bdylece;

Sl =S )= ) =Dl =

bulunur. Dolayistyla H(e), A’y1 iisten sinirlar ve F Dedekind tam Riesz uzayi

oldugundan S anlamlidir.

S’nin 1yi tanimlilig1 agiktir.

Simdi S’nin (a),(b),(c) ve (d) sartlarin1 sagladigini1 gosterelim.
(a) S’nin pozitif homojenligi vardir. Gergekten;

A =0 i¢in agik
A #0i¢in

S(Ae)= sup{imTﬂk (x)m xe X,H|x|” = e, 7, 70y,.... 7, € P(X),mom, =0(k #1),
k=1

Zn‘/zk =1.,n eIN}

k=1
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xe X, H|x|” =€,7,, Tyy..., T, eP(X),ﬁkmrt :0(k;tt)

= sup{ii

k=1

T”k(ij

Zﬂ'k =1 ,n eIN}
k=1

= Asup Tﬂk(i) xe X, X
e A A

T, =Ix,nelN}
k=1

= lS(e)

=e,7,,7Ty,.... 7T, € P(X), 7o, :0(k¢t)

(d) S’nin tanimindan her e € E; igin S (e) < g‘ "(e) olur. Gergekten;

I <. o) = Sl ol = Sl )
Il S ol =D

(b) e,f€E, ve xeX igin H|x|” =e+ f olsun. X’nin Ayrisim uzay1 olmasindan

xX=y+z ve H|y|” =e, H|Z|H = f olacak sekilde y,ze X vardr. ikiser sekilde dik ve

Z 7, =1, projeksiyonlar i¢in;

Slre ol Zlrm o+ Klirm )l s(+5(7)
= S(e+f)<S(e)+S(f) (3.9)

(©) Bu esitsizligin diger tarafini e ve f dik iken saglandigin1 gosterelim.
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m(e)=e , 77 (f)=f ve p=n" olacak sekilde bir 7 projeksiyonunu alalim. Eger

DisDysees D, € P(X ) projeksiyonlart ikiser sekilde dik ve Z p. =1, ise n'm, ve

k=1

r'p, (k =L2,...,n t:1,2,...,m) ikiser sekilde dik ve toplamlar1 birimi verirler.

Ayni zamanda 7'(x)=y ve p'(x)=zolur. Gergekten;

H|x|”=e+fve el f icin x=y+z ve H|y|”ze, H|z|”zfolacak sekilde

v,ze€ X vardir. e L f oldugundan x L yolur.

7w:E— B, p=7:E->B, h:P(E,)—> P(X)
e>r(e)=e ve e—>p(e)=0 icin my > h(7y) =7,
f—x(f)=0 f=p(f)=/ o

disiiniildiginde 7'eP(X) ve p'eP(X) vardir ve 7z':X —>h(B,),

piX—>h (Ble) = [h (B, )]L olurlar. Buradan da;

Ip|=ecB =yen(B)=a'(y)=y
lzl|=reB'.=zen(B")=7'(z)=0

ﬁ'(x):ﬂ'(y+z):7r’(y)+7r’(z)

= 7'(x)=y
Benzer sekilde p'(x)=z bulunur.
Simdi;

gmm(y)\uémrpt@)m: mrﬂkﬂ'(x)mémrptpr(x)m

=53l ol

t=1

7,0’ (+)])
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SS(e+f)
boylece S(e)+S(f)§S(e+f) (3.10)

Sonug olarak Es.(3.9) ve Es.(3.10)’den S toplamsaldir. S’yi 3.5. Teorem’deki gibi

tim E {izerine genisletebiliriz. S pozitif bir donilisim ve S SH|T |H bulunur. S’nin
tanimindan her xe€ X igin ‘HT (x)méS (H|x|”) En kiiciik smir donlislimii tanimi

geregi H|T|H <S.
Sonug olarak H|T |H =S olur.

3.9. Teorem

(X,E) ve (Y,F) teoremdeki 6zellikleri saglasm.7 : X — Y doniigiimii i¢in;

Tem(X,Y)<:>U(e)z{ZnZH‘Tﬂk(x)m:xeX,

xmﬁe,frpﬂz,...,ﬂn eP(X),

z.om, =0(k¢l‘),i72’k =Ix,ne]N} (eeE*)

k=1

kiimesi F ic¢inde sira smirlidir. Ayrica T’nin en kiigiik smir donilistimii

3.8. Teorem’deki gibi verilebilir.

Kanmit : T em(X,Y) olsun. Dolayisiyla her xe X icin H‘T(X)H‘SS(NXM) olacak

sekilde Sel, (E,F) doniisiimii vardir. Her k=1,2,...,n i¢in 7, € P(X) oldugundan

her x € X igin m”k (x)m =7 (

xm) olacak sekilde 7, € P(E,) vardir. Buradan da;
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Sl =S ) ={ S =Dl <
= Sl ol ss( el <566

olur ki her ee E* igin U(e), S(e) ile sinirhdir.

Her e e E” igin U(e) sinirlt olsun.

S:E">F
e—)S(e):sup{U(e)}

S, anlamli ve iyi tanimlhidir.
S’nin 3.7. Teorem’in (a),(b),(c) ve (d) sartlarin1 sagladigin1 gosterelim.
(a) S ’nin pozitif homojenligi vardir. Gergekten;

A =0 igin acik

A #0 i¢in inceleyelim.

S(Ae)= sup{imTﬂk (x)m xe X,H|x|” <de, 7, 7ty,....w, € P(X),mom, =0(k #1)
k=1

Zn:ﬁk :Ix,neIN}

k=1
X
Tz, | —
k(lj

Y m.=1.n e]N}
k=1

=sup{i/l :xeX,MSe,ﬂl,ﬂz,...,ﬂn e P(X),mom, =0(k #t)

k=1
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<em, 7y T, € P(X),m0m, = 0(k #1)

(d) Her e€E icin u=sup U(e") olarak alinirsa u, S’yi sinirlayan alt dogrusal ve

sira koruyan bir doniisiimdiir. Gergekten;

u(etf) = sup{U(e++f+)} Ssup{U(e+)}+sup{U(f+)} = u(e)t u(f) ise u alt

dogrusal.
e<f= UE)cU(f") = ule)<u(f)

Yani u sira koruyandir. Her e € E” igin S(e) = u(e) = S(e) < u(e) olur.

(b) S(e+f):sup{imT7rk (x)m:xeX, x|”$e+f,7rl,7r2,...,7zn eP(X),
k=1

mor,=0(k#t) , iﬁk =1 ,n eIN}
k=1

(‘me <e+ f = Riesz A.T’denmxm =e +tevee <e e, <foyseeckE" Vardlr}

x| =€ +e, = x=y+zve|y]=e.

zm =e, 0.§ y,z€ X vardir.

< sup{g‘mTﬂk (y)m yeX,

y|HS€,7Z’1,7Z2,...,7Z'n eP(X),

7T, 0T, :O(kit),iﬂk :]x,neIN}

k=1
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Z|HS€,7Z'1,7Z'2,...,7Z'n eP(X),

+sup{kzn;mTﬂ'k (z)m ze X,

T, 0T, :O(kit),iﬂk :]x,neIN}

k=1

<S(e)+S(f)
= S(e+f)<S(e)+S(f) (3.11)

(©) Bu esitsizligin diger tarafini e ve f dik iken saglanacagini gosterelim.

z(e)=e , 7" (f)=/f ve p=n" olacak sekilde bir 7 projeksiyonu alalim. Eger
Pi>Py»es D, € P(X) projeksiyonlari ikiser sekilde dik ve D" p, =1, ise 7’7, , p'p,
k=1

(k:l,Z,...,n tzl,Z,...,m) ikiser sekilde dik ve toplamlar1 birimi verirler. Ayni

zamanda 7'(x)=y, p'(x)=z. (3.8. Teorem (c)’deki gibi gosterilebilir)

gmm(y)H\+:"ZIH\Tp,(y)\H=ZH\TW’(X)\HémTP,pr(y)m

=33 (fra )+ ()
< S(e+f)
= S(e)+S(f)<S(e+f) (3.12)

Dolayisiyla S toplamsaldir.

S’yi 3.5. Teorem’deki gibi tim E’ye genisletebiliriz. S pozitif bir doniisiim

VGSSH|T|H. S’nin tanimindan her xe X icin H‘T(X)H‘SS(NXM) En kiiciik smir

dontistimii sinir doniisiim tanimi geregi H|T m <S.
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Sonug olarak H|T|H =S ve S, T’yi simirladigindan 7 e m(X,Y).

3.10. Tanim

p:E— F donisimii alt dogrusal ve sira koruyan olsun. Eger her xe X i¢in

H‘T(x)mép(me) saglanirsa p’ye T’nin alt siir1 denir. Eger her ee€ Eigin

ple)=p (e*) ise p’ye normal smir doniisiim denir.

3.11. Teorem

X ayrisim uzayr ve F Dedekind tam Riesz uzayr ise her alt smirlannmis T

doniistimiiniin en kiigiik normal alt sinir1 [T ] vardir. Asagidaki esitlik saglanir.

[T](e) = sup{mT(x)HHme < e*} (ecE).

Kanait:

S:E—>F
e— S(e)=sup {H‘T(x)m : H|x|” < e+}

P, T’yi alt sinirlayan bir doniisiim olsun. P sira koruyan ve alt dogrusaldir. Ayrica her
xeX igin H‘T(x)m < p(mxm)ﬁ p(e). Boylece {H‘T(x)HHme < e*} sinirli yani S

anlamlidir.

S, sira koruyan ve alt dogrusaldir.

S’nin T’yi sinirlayacagini gosterelim.

el =lill lll=e> = fir Colle llr oot <
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= (ol = Sl =sup {lir - ol < 1)
=[Gl = s ()

boylece S, T’yi smirlar eder. T’nin bagka bir normal alt sinir1 U olsun. Her x e X

i¢in ‘HT (x)m <U (H|x|”) . Her iki tarafin H|x|” < e’ igin supremumu alinirsa;

sup {Jr (o}l <" < sup ([l (o)l <} =v e = U

Dolayisiyla S<U ve boylece [T ] =3. Buradanda

S(e)=sup {H‘T(x)m : H|x|” < e*} = S(e*) .

Sonug olarak; ayni varsayimlar altinda her ee E* i¢in, {H‘T (x)mmxm < e*}kﬁmesi

siirli ise T alt sinirlandirilmis doniisiim oldugu elde edilmistir.
3.12. Teorem

X ayrnisim uzayi, F Dedekind tam Riesz uzayr ve 7:X —Y doniisiim olsun.

Asagidakilerin biri saglansin.

() Y=F

(2) T dikligi koruyan ve E projeksiyon 6zelligine sahiptir.

T alt sinirlanmis ise T sinirlandirilmistir ve her e € E* igin H|T|H(e) =[T](e)-

Kanit : (1)’nin saglanmasi durumu

[T](e)= sup{T(x) ; H|x|” < e} ( ee E* ) oldugu bilinmekte.
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Eger H|x1|H <e,

xzmﬁe2 Ve X=X, +x,, e=¢ +e, = H|X|HSH|X1|H+H|XZ|HS81 te,=e

= T(x1)+T(x2):T(x)S[T](e)
Her iki tarafin supremumu alinirsa

[T](e)+[T](e.) <[T](e) (3.13)

Diger taraftan;
[T](e)=[T](e +e)<[T](e)+[T](e,) (3.14)

Es.(3.13) ve Es.(3.14)’den [T](e)=[T](¢ +e,)=[T](¢)+[T](e,) elde edilir. Yani
[T] toplamsaldir. Dolayisiyla [T'] ‘nin E iizerine genislemesi vardir ve bu da T i¢in

bir sinir doniistimdiir.
(2)’nin saglanmas1 durumu
3.9. Teorem’de T e m(X,Y)olmasi i¢cin gerek ve yeteri sart U(e)’nin sira sinirh

olmasiydi. Dolayisiyla T’nin domine edildigini gostermek icin U(e)’nin sira sinirh

oldugunu gostermek yeterlidir.

[T](e) = sup{H‘T(x)m : H|x|” < e*} (ecE)

2l (=27

)l = Sl ()]- |

<[7] [ o) -1 <L)

= U(e) iisten sinirh

T(Z;z (x)]
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= Tem(X,)Y).
Simdi ||| =[T] esitligine bakalim.

H‘T(x)m € U(e) ve H|T|H(e) = sup{U(e)} olmaktadir. Ayn1 zamanda her H|x|” <e’ i¢in

H‘T(x)m < sup{U(e)} = H|T|H(e) olur. Buradan da supremum almirsa

[7](e) <7 Ce) (3.15)

bulunur. Benzer sekilde iH‘TﬂK (x)m = :H‘T(x)m 3.9. Teorem’dan
k=1

(3o

asagidaki esitsizligi yazabiliriz.

H|T|H(e) = sup{ngﬁk (x)m ‘xe X,H|x|” <e+ f,m, )., T, € P(X),

z,om, :O(kit),iﬂk =1_,n e]N}

k=1

<sup{TT (x)& §<ef =[T](e) (3.16)

Es.(3.15) ve Es. (3.16) ‘den esitlik ¢ikar.

3.13. Teorem

I l|:m(X.E)— E, =L (E.; )
[ ||zt {S e Ly (E.i ):vxe X igin |f(x)|< S(H|x|H)}
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doniigtimii bir normdur.

Kanit : 0§ ve | Dedekind tam Riesz uzay1 oldugundan anlamh ve ayni

zamanda iyi tanimli bir fonksiyondur.

Teoremdeki esitligin sagin1 A olarak alalim ve norm olma sartlarim1 saglayacagini

gosterelim.

NI pozitiftir.

f=0= §=0e4 = 0<inf(4)<0 = ||f]|=0

inf (A4) =0 olsun. Her xe X igin;

|7 (o) <int (A)(JJld]) = 0]l (x)] <int (4)(]J]) =0

= VxeX ig¢in f(x)=0

N,) Aej i¢in H|x1f|”=|ﬂ|”|f|” olacagini gosterelim.

l27]|=inf{S € L; (E.IR): vx € X igin (A1) (x)]| < S(H|x|”)}

= inf{S €L, (E,IR):Vxe X igin |ﬂ,|||f|| < S(Nxm)}
. S N . S
= inf {WW :SeL;(E,IR),Vxe X icin | f]< W(NXM)}

~|A).inf ﬁ S eL;(E.IR).Yxe X icin |f] S%(HMH)}

=7

N,) f,ge€ m(X,E) i¢in H|f + gm < H|f|”+”|g|” olacagini gosterelim.
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f.gem(X,E) = f+gem(X,E) = H|f+g|” vardur.

f.gem(X,E) = H|f|” ve H|g|” vardir.
|7+ &)=l +llI+1) (3.17)

|7+ )Gl <L ol e < AN + el A < A+ Re M llAl) - -18)

Es.(3.17) ve Es.(3.18) g6z oniine alindiginda en kii¢iik sinir doniigiimii sinir doniisiim

tanimindan

17+l <711+ lel-
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4. HAHN BANACH TEOREMIi VE SONUCLARI

4.1. Teorem (Hahn Banach Teoremi)

(X,

||) normlu uzay Y c X alt uzay olsun. Her f:Y —; siirekli dogrusal

fonksiyonun her xe€Y i¢in f(x):F(x) ve ||f||:||F|| olacak sekilde bir

F:X — dogrusal ve siirekli genislemesi vardir.
4.2. Teorem ( Pozitif Doniisiimlerde Hahn Banach Teoremi)

E gercel vektdr uzayi, F Dedekind tam Riesz uzay1 ve T:E — F alt dogrusal

doniisim olsun. Y < E alt uzayl, f:Y — F bir doniisim ve her xeY icin

f(x)<T(x) ise

(1) Y iizerinde f=S

(2)  Her xeE igin S(x)<T(x)
olacak sekilde S: E — F déniisiimii vardir.

4.3. Zorn Lema

A kismi sirali bir kiime olsun. A’nin tam siralt her alt kiimesinin bir Ust sinir1 varsa

A’nin maksimal elemani vardir.

4.4. Tanim
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X vektor uzay, E Riesz uzay1 ve F: X — E dogrusal bir doniistim olsun. Eger
xeX icin ‘F (x)‘ < S(§c) olacak sekilde S:E — E pozitif-dogrusal doniisiimii

varsa F’ye E-sinirlidir denir.

4.5. Teorem ( Hahn Banach Teoremi)

(X,E) vektor uzay, E Dedekind tam Riesz uzayr ve Y < X alt uzay olsun. Her
f:Y > E E-smirh fonksiyonlarm her x€Y i¢in F(x)=f(x) ve H|f|H=H|F|H

olacak sekilde F': X — E bir genislemesi vardir.
Kanit: f=0ise F = 0 alinir veya X =Y ise F =f alinirsa kanit agiktir.

Yc X oldugunda x, € X elemani vardirki x, ¢ Y dir.

lesp{Y,xO}z{er/”LxO:xeY,/”te; | ve S:H|f|H olarak alalm. x,,x, €Y i¢in;

f(x+x,)< ‘f(x1 +x, )‘ < S(le +x2|H) = S(le + X, — X, +x2|H)
< ([l —xlf) 5 (e +-5])
= /() =S (s =l < Sl +xll) - ()

= sup{f(xl)—S(mx1 —xom):x1 € Y} <u Sinf{S(mx2 +x0|H)—f(x2):x2 eY}

olacak sekilde wueFE wvardir. Ciinki E Dedekind tam Riesz uzay ve
{f(xl)—S(mx1 —xOHD X, € Y} ile {S(H|x2 +x0|H)—f(x2) X, € Y} kiimesi birbirini

sinirlar.

fi:>E
x+ A%y = fi(x+Ax,) = f(x)+Au



58

f, anlamly, iyi taniml1 ve dogrusal bir fonksiyondur.

A>0 igin;

Li()= 1 (x+ Ax,) = £ (x) + Au =i{f(%j+u}
(ol t2)

R

Dolayisiyla A>0 ve vey, icin  f, ( y) <S (N ym) . Aynm1 zamanda

A=) =S (A= 5(Ibll) - oldugundan |1 ()< S([l]) otur.

A<0 i¢in 6 =—A>0 alalim;

H(y)=1f(x+2x)=f;(x=6x,)=f(x)—S6u=65 f(i}ru

Dolayisiyla  A<0 ve yeY i¢in  f(y)<S (H| ym) . Ayn1 zamanda

A ()= A=) =S ([oAl) = 5(l]) otdugundan |, (») <5 ([J]]) otur
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A =0 igin;

() <\f<x =)
()= 1 ()27 ()= s ()

= A <s(IA)

olur. Sonu¢ olarak her A gergel sayr degeri igin ‘ 1 (y)‘SS(‘Hy”D esitsizligi
saglandigindan f, E-smurli ve S, f, i¢in bir smir dontisimtir. En kiigiik simir

dontigiimii sinir doniisiim tanimindan H| 1 m < H| f |H 4.1)

I/]|=inf{S e Z; (E):Vxe¥ igin | £ (x)|< S(H|x|”)} L
I4]| =inf {S € L; (E): Vx e, igin | £, (x)[ < S(H|x|”)}
icin f'(x) = f,(x) saglanr.
Ycvt = {S €L, (E) :Vx el igin Hfl (x)H < S(H|x|”)}
= {S €L, (E):VxeY igin Hf(x)” < S(H|x|”)}
= inf{SeL;(E):vxeY igin |£(x)|<s(])}
< inf{S €L, (E):VxeY, i¢in Hf1 (x)” < S(NXHD}
= A=Al (4.2)

Es.(4.1) ve Es.(4.2) > den H|f|H:H|f1|H bulunur.

* X \Y dogrusal bagimsiz eleman sayis1 sonlu tane ise yukaridaki yol ile istenen

elde edilir.

*¥* X \'Y sonsuz tane elemana sahip olacagi durumu inceleyelim.
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A={(Z,g):Z<;X,‘v’xeY icin f(x)=g(x),

Al=lell

g:Z — E dogrusal ve E-siurli}

kiimesini alalim. A=@ ¢inkii (Y, /)e4d. (Z,.g)c(Z,.8,) © Z cZ, ve

VxeZ icin g, (x) =g, (x)

Bu bir siralama bagintisidir. B, A’nin tam sirali bir alt kiimesi olsun. H = Z

U
(Z,g)eB

ailesi X’in bir alt uzayidir. Gergekten;

x,yeH ise (Z,,g).(Z,.8,)eB : xeZ ve yeZ,

B, tam sirali oldugundan (Z,g,) =(Z,,g,) veya (Z,,8,) =(Z,,g,) olur.

Zlg22 Zzgzl
x+yeZ, ya da x+yeZ,
x+yeH x+yeH

xeH igin(Z, g)var ve xeZ dir. Boylece A€ i¢in AxeZ. Dolaysiyla

Ax e H olur.

G.:H—>FE

x—)G(x):g(x) (er:>3(Z,g) eB: g:Z>F)

doniigiimiinii tanimlayalim. xe H i¢in g (x) € E ise G anlamlidir.

G’nin 1yi taniml1 oldugunu gdsterelim.
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x,yeG ise (Z,g), (Z,.g,)€B vardr ki; xeZ ve yeZ,. B tam siral

oldugundan (Zl,gl)g(Zz,gz) veya (Zz,gz)g(Zl,gl).

x=yise x,yeZ ve x,yeZ,.Boylece Z cZ, veya Z, c Z,. Her iki durumda

da g, (x) =g, (y) bulunur. Boylece G(x) = G(y) olur.

G dogrusal ve sinirhidir.

(H,G ), B’nin bir iist sinir1 oldugunu gosterelim.

Her (Z,g)eB i¢in Zc H ve G(x)=g(x) ( xeZ) oldugundan (Z,g)<(H,G).

O zaman ( H,G ), B’nin bir tist siir1 oldugundan A’nin maksimal elemani vardir

(4.3. Zorn Lema) ve bu maksimal eleman ( L,F ) olsun. Maksimal eleman kiimeye
diiseceginden x €V i¢in F(x) = f(x), H|f|H:H|F|H ve FF:L—>E dogrusal ve E-

siirlidir.

L = X olacagin1 gdsterelim.

X, € X\Y olsun. L, =sp{L,x,} Kamtin ilk kismundan (L, F,) vardir ve (L,,F,)e 4

olur ki bu da (L,F)’nin maksimal eleman olmasi ile ¢elisir. O halde X = L olmalidir.
4.6. Ornek

Eger E = ; alinirsa klasik Hahn Banach Teoremini elde etmis oluruz.

4.7. Ornek

X =E alinirsa;
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-2~ £

x = || =]

vektor normudur. G < E alt uzay ve f:G — E E-smirh bir fonksiyon (her xe G

icin ‘ f (x)‘SS (|x|) olacak sekilde SelL,(E) vardir) olsun. Bu durumda

F:E—>E,F | c=f ve |F | = | f | olacak sekilde dogrusal F fonksiyonu vardir.

4.8. Sonu¢:  Hahn-Banach Teoremi sartlar1 altinda her 0 #x, € X i¢in F': X > E

var F(x,)=|lx|| ve [F[|<1.

Kamit: ¥ =sp{x,} ={Ax,: 1€ } olsun.

fY>E
Ax, - f(/lxo):imxom

dogrusal bir fonksiyondur.

F’nin sinirl oldugunu gosterelim.

sl =[Rllslll=Alllsall =2l = 7 (125 = - 1r1=1

dolayistyla f sinirlidir. Bdylece fninF: X — E genislemesi vardir (4.5. Hahn

Banach Teoremi) ve yeY icin;

S =F ). [IFI=A ve F(x)=8, " olur

et o (2|l ) <1l Bovece §<1
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4.9. Sonug:  (X,E) vektor orgii, ¥ < X bo-kapali ve x, ¢Y olan bir nokta olsun.
F(Y)=0ve F(x,)=u ,u> 0 olacak sekilde F:X — E E-smrli doniisiimii ve

u e E vardir.

Kanit : lesp{xo,Y}z{er/”on:xeY,/ie; }ve u=inf{”|x0+y|H:er}ZOOIarak

tamimlayalim. Once u # 0 oldugunu gosterelim.

u=0 oldugunu varsayalim.

A= {mxo - ym cyeY } icin A’nin asag1 yonlendirilmis bir kiime oldugunu gosterelim.
Bunun i¢in alman her a,a,€A4 i¢in a Aa,e A oldugunu gostermek yeterli

olacaktir. E’de B =(a,—q,va, )dd bandim alalim. 7z, :E — B band projeksiyonu

vardir.

al:(a]vaz)+(al/\az)—a2 , azz(alva2)+(a1/\a2)—al ve 7y € p(E)

oldugundan 7, € p(X) varve xe X i¢in 7, (H|x|”) = H‘?Z’Z; (x)m . Dolayisiyla;

my(a)+7'y(a,)=ny(a,va,+a nay—a,))+ 7’y (a,va, +a ~na,—a,)
=my(ana))+my(ava,—a, )+ 7'y (a, nay)+ 7y (a, v a,—a)

TBd TB

(alvaz—al)/\(alvaz—az) (alva2 a) A(a, - alvaz) (al—alvazzalvaz—az)

[0 (a,—a,) ] [al (-a,va,) ] ( a,na,=—(—a,v—a,) )

= (a,— al) A0V a —a,)

= (“2 al) [ V- (az—a )]
((l2 al) (az_al)

=0

=my(a, na)+ 7'y (a ~a,)
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=a, Nna,

a,a,€ A oldugundan a, =[x,—»] ve a,=[x,—y,] olacak sekilde y,y,eY

vardir. Buradan da;

a,na, :”B(al)""”;(%)
=4l 31l + i (=)
-

rL

CACEEY) I EACN|

‘7[;3 (xo _y1)+7[:3l(x0 ), )‘

elde edilir. 7y (y,)+7%(y,)€Y oldugundan a, Aa, €A olur. Boylece a;,a, € 4

Xo T (”1'9 (yl ) + 7[;;()’2 ))

icin a, na, € A var ve a, Ana,<a, ve a, Aa, <a, dir. Yani A asag1 yonlendirilmis

bir kiimedir. Bodylece A’yt E i¢inde bir net olarak diisiinebiliriz.

| Y, —xom = H|xO - yam L0 olacagindan y, —>x, olur. Her band, bo-kapal

oldugundan x, €Y ¢ikar ki bu ¢eligkidir.

[y >F
ytAx, = f(y+Ax,)=Au

f dogrusal, E-sinirly, f(y) =0 ve f (xo) =u olan bir fonksiyondur. Hahn Banach

Teoreminden F: X — E genislemesi var ki; F(Y)=0ve F (xo) =u olur.
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SONUC

(X,E) vektdr normlu uzaylarinda Hahn Banach Teoreminin saglandigi verildi.
Bunun gergel sayilardaki Hahn Banach Teoremini de kapsandigi verildi.
Ugrastigimiz bir konu da (X,E) vektor normlu uzaymnin ikinci dualini tanimlayip
Hahn-Banach Teoreminin uygulamalarmi elde etmekti. Ornegin (X,E) uzay: ile
ikinci duali arasindaki iliskiyi ¢ikarmakti. Ancak henliz O6nemli diyecegimiz

sonuglar1 elde edemedik.
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