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DONUOLCERLER VE DONUOLCERLI DENGELEYICILER
Tarik AYABAKAN

Kontrol ve Otomasyon Miihendisligi Anabilim Dali

Yiiksek Lisans Tezi
Tez Danismant: Yrd. Dog.Dr. ilker USTOGLU

Donuolcerler giniimizde bircok sistemde kullanilmaktadir. 200 yillik gegcmisi ile stirekli
olarak gelisim gosteren doniolcerler dncelikle denizcilikte daha sonra havacilikta
yaygin olarak kullanilmaya baslanmistir. Donidlgerler 20.yy baslarindan itibaren
gemilerin yalpa (roll) hareketini dengeleme (stabilizer) maksadi ile kullaniimaya
baslanmistir. GliniimUizde de ticari ve askeri gemilerde kullanilmaya devam etmektedir.

Kullanimi her gecen giin artan donlodlcgerlerin kontrol teorisi ile olan uygulamalari da
son yillarda artmaktadir. Calismada dengeleyici sistemlerde kullanilan déntdlcerlerin
calisma prensibi ve dinamik yapisi incelenmistir. Sonrasinda doérdiinci dereceden
serbestlikli doniodlcerin lineer olmayan yapisi lineerlestirilerek lineer doniodlcer
modeline tam mertebeden gozleyici tasarlanmistir. Kestirilmis durumlar ile sistem
durumlari karsilastirilmistir.

Kontrol teorisinde dnemli yer tutan kutup atama problemi yine dénidlcer kullanim
alanlarindan birisi olan helikopter modelinde incelenmistir. Kutup atama probleminde
genel olarak kullanilan Ackerman, Bass-Gura metotlarindan farkli olarak bes adet 5
(bes) farkli algoritma CH—47 Helikopter modelinde uygulanarak elde edilen sonuglar
karsilastirilmistir. Ayrica kullanilan tim algoritmalari kapsayan genel bir algoritma
yapisina da yer verilmistir. CH-47 modelinde kullanilan algoritmalardan elde edilen
sonuclar karsilastiriimis ve bize en iyi durumu veren algoritma ortaya koyulmustur.
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Gozleyici tasariminda MATLAB programi, kutup atama metotlarinin uygulanmasinda
Mathematica programi kullaniimistir.

Anahtar Kelimeler: Doniiodlger, dengeleyici, gozleyici tasarimi, kutup atama
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ABSTRACT

GYROSCOPES AND GYROSTABILIZERS

Tarik AYABAKAN

Department of Control and Automation Engineering

MSc. Thesis

Adviser: Asst. Prof. Dr. ilker USTOGLU

Gyroscopes with their 200 years development are used in many systems. They are
begun to used in navigation at first then at aviation. From the beginning of 20t century
they are used to stabilize roll movement of ships. Today they are still used both in navy
and merchant ships.

Applications of control theory on gyroscopes rise in recent years. In this thesis working
principle and dynamic structure of gyro-stabilizers are studied. Then non-linear model
of four degree freedom gyro is linearized. After that full-order observer is designed for
the linearized gyro model. Estimated state gains and system state are compared.

In this thesis we also studied on, one of the most important problem of control theory,
pole assignment problem for a helicopter model. In pole assignment problem we
studied on five algorithms different from well-known Ackerman and Bass-Gura
formula. We used five different algorithms for CH-47 Helicopter model and compared
the solutions we had. We also give a template of numerical algorithms for eigenvalue
assignment problem. Results we had from the algorithms for CH-47 Helicopter model
are compared. After comparison the most efficient algorithm is proposed.
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In observer design MATLAB program and for application of pole assighment methods
Mathematica program is used.

Keywords: Gyroscope, stabilizer, observer design, pole assignment
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BOLUM 1

GIiRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Doniolgerler 18.yydan itibaren bilim dinyasinin her zaman ilgi odagi olmustur. Yapilan
cahismalar giiniimize neredeyse araliksiz olarak devam ederek gelmistir. 200 yila askin
bir siiredir devam eden calismalar dontoélcerin kullanim alanini yayginlastirmistir [1].
Leon Foucault’nun yapmis oldugu calismalar sonraki calismalar icin donim noktasi

olmustur[2].

20.yy baslarinda Anschiitz ve Sperry’nin yapmis oldugu calismalar doénidlcerlerin
uygulamadaki givenilirligini artirmistir. Kontrol teorilerinin dontolcerle ilgili bircok
uygulamasi bulunmaktadir. Doniiolcer dogrusal olmayan yapiya sahiptir. Gecmiste hem
dogrusal olmayan hem de dogrusallastiriimis modeller Gzerinde calismalar oldugu
gorilmektedir. [3,4] nolu calismalarda lineer olmayan modeli ve basit PID geri
beslemeli kontrol yapisi incelenmistir. Lei, Xu ve Zheng tarafindan [5] iki lineer olmayan
yapidaki déniidlcerin senkronizasyonu lzerine calisiimistir. Ozellikle son 30 yilda
karmasik yapisina ragmen donlodlcerin lineer olmayan modeli (zerine yapilan
calismalarda artis olmustur[6]. Diger taraftan lineerlestirilmis model lzerine yapilan
cahismalar da popiilerligini korumaktadir. Ashok ve Patil uzay araclarinda kullanilan
kontrol momentli déniodlgerler icin dayanikli LQR kontrolor tasarlamislardir[7]. G.N.
Roberts tarafindan gemilerin olmazsa olmaz pargasi donudlcerlerin denizcilikteki
kullanim alanlari anlatilmistir[8]. Glnimuizde savas gemilerinde geminin yalpa
hareketini dengelemek icin PID kontrolorli klasik kontrol teorisini kullanan fin
sistemleri kullaniimaktadir. [9] nolu ¢alismada fin dengeleme(FRS) sistemlerinde farkh

kontrol stratejilerinin saglayacagi potansiyel iyilesmeler ele alinmistir.
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1.2 Tezin Amaci
Calismada ginlik yasantimizda neredeyse tamamen yer almis olan dontodlgerlerin
tarihsel gelisimi, calisma prensibinin yalin bir dille anlatimi, dinamik yapisinin analizi ve

kontrol teorisinin iki 6nemli probleminin uygulamasinin gosterimi amaclanmistir.

Uygulamas! yapilan kontrol teorisi problemleri gozleyici tasarimi ve kutup atama
problemidir. Sistem kararlihgl ve performansi tizerine dnemli etkileri olan problemlerle
ilgili olarak algoritmalar verilerek modeller (izerindeki sonuclari gosteriimeye

calisilmistir.

1.3 Hipotez

Donilolcerler 20.yy baslarindan itibaren 6zellikle denizcilikte ve havacilikta yaygin
olarak kullanilmaktadir. Denizcilikte yén bulma ve gemi dengeleme, havacilikta oto
pilot sistemlerinde vazgecilmez unsurlardir. Ginimizde ise kullanim alani her gegcen
gln artmaktadir. Tez ¢calismasinda kontrol teorisinin iki dnemli problemi dénidlcer
modellerinde incelenmistir. ilk olarak dérdiincii dereceden serbestlikli déniélcer
modelinde Sylvester denklemi ile tam mertebeden gozleyici tasarlanmis ve tasarlanan
gozleyici sayesinde elde edilen kestirilmis durumlar ile sistem durumlari
karsilastirilmistir. Daha sonra donudlcerlerin yaygin olarak kullanildigi helikopter
modelinde durum geribesleme ile 6zdeger atama problemi 5 (bes) adet farkl
algoritmalar uygulanarak incelenmistir. Boylelikle 6zdeger atama probleminde
kullanish ve glivenilir alternatif algoritmalar sunulmustur. Yapilan karsilastiriimalar

sonunda modelimize en uygun algoritma belirlenmistir.
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BOLUM 2

DONUOLCERLERIN TARIHCESI

Doniodlger (gyroscope) 18.yy dan itibaren, bugiinki kullanim alanlarindan farkli olarak
once eski bir denizcilik aleti olan sekstanti gelistirme amaciyla sonrasinda ise diinyanin
donis hareketini gostermeye yonelik calismalar sonunda icat edilmistir. Doniolcerin
ortaya cikmasini saglayan bilim adamlarindan Bohnenberger Astronomi ile ilgili
calismalari sonunda “makine”sini (Bohnenberger’s machine) icat ederken, Leon
Foucault ise diinyanin donils hareketini gostermek icin kullandigi alete “cayroskop”

adini vermistir ve bu isim giniimize kadar siiregelmistir.

Doniolcgerli sistemlerin temelini olusturan doéniodlcer (gyroscope) diinyanin donis
hareketini gostermeye yonelik calismalar sonucunda icat edilmistir. Her ne kadar
doniolcer kavrami diinyanin doénis hareketini gdosterme calismalari ile ortaya ¢ikmis
olsa da bu konudaki ilk ¢ahsmalar ginimizdeki en yaygin kullanim alani olan
denizcilikte, seyriiseferde yon bulmada yasanan zorluklarin Ustesinden gelmek icin
yapilmistir. Bahsettigimiz ilk calismalardan “Serson Speculum”u dénuoélcer ile ilgili ilk
ciddi calisma olarak kabul edilir. Serson 1754 yilinda “Gentlemen’s Magazine” adli
dergide tasariminin detaylarini da anlatmistir[2]. Serson'un icadi denizcilikte yon
bulmada kullanilan sekstantin sisli ve goris sartlarinin elverisli olmadigi durumlardaki
dezavantajlarini gidermek maksadiyla yapmis oldugu calismalar sonucu ortaya
cikmistir.  Serson’un tasarimi gorls sartlarinin  zorlastigl durumlarda sekstantin
kullanilabilmesi icin ufuk hattini aydinlatma gorevi gormekteydi. Ne yazik ki Serson’un
Olimi test calismalari sirasinda gemisinin batmasi sonucu olmustur ve calismalari

yarim kalmistir[2].
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1817 yilinda Bohnenberger ilk doniolceri icat etmis ama adina "makine" koymustur.
Temel olarak bir kiirenin dénmesi ile sistem olusturulmustur. 19.yy boyunca Uretimi
yapilan ve okullarda fizik ve astronomi derslerinde egitim maksatl kullanilan makineye
uzun yillar erisilememistir. Bohnenbergerin yasadigi kent Tlibingen’de bir okuldaki stok
sayimi sirasinda makine yeniden ortaya cikar ve béylece Bohnenbergerin yayinlarindaki
makineyi uygulamali olarak inceleme firsati dogar. Bohnenberger vyayinlarinda
tasariminin ayrintilarindan ve kullanimindan bahsetmistir. Ayrica 1813 yilinda Poisson
tarafindan ilk kez ortaya atilan devinim kavrami da ayrintili olarak Bohnenberger’in
yayinlarinda yer almistir. Bohnenberger’in tasarimi ve ¢alismalari Foucault'nun
cahsmalarinin  temelini olusturmasi acisindan 6nemlidir. Almanya’da dogan
donidlcerin Fransa’da incelenmeye baslamasi ise Fransiz matematik¢i Pierre-Simon
Laplace'in donuélceri dinyanin donis ekseninin devinim(presesyon) 6zelligini

Fransa’daki okullarda 6gretilmesi maksadiyla getirilmesini tavsiye etmesiyle olur [2].

Sekil 2. 1 Bohnenberger Makinesi [2]

1832 yilinda Walter Johson’un calismasinda kiirenin yerini disk almistir. icat ettigi aleti
"Rotascope” olarak adlandirmistir. Her ne kadar doniiolcer benzeri calismalar 18.yy
baslarindan itibaren yapilmis olsa da bu sistemi uygulamaya koyan ve "cayroskop"
ismini veren John Bernard Leon Foucaulttur. Foucault'nun teorisi dontdlcerli pusulanin

calisma prensibine temel olusturur.

"Her serbest donen cisim diger donen bir cisim tarafindan etkiye maruz kalirsa,
eksenini en kisa yoldan yeni donme rotasina paralel olacak sekilde degistirme

egilimindedir. Boylelikle her iki ddonme ayni dogrultuda olur." [11]

19



Serson's Speculum Johnson’s Rotascope

T 1817 T 1852

1743 l 1831 l

Bohnenberger’s Machine Leon Foucault’s Gyroscope

Sekil 2. 2 Donldlgerin gelisimi

Foucault’nun birinci kanununa gore Uclinci dereceden serbestlikli yani lic diizlemde de
serbestce hareket edebilen ve yercekimi kuvvetinden etkilenmeyen bir donidlcer

diinyanin dénistini gostermelidir.

Foucault’nun ikinci kanuna gore ise ikinci dereceden serbestlikli dontidlceri dikkate alir.
Kutuplar hari¢ diinyanin herhangi yerinde iki kiitlenin nispi hareketinden dolayi diinya
ekseninde kendi donlis eksenini koruma egilimindedir. Diinyanin doénisl ile birlikte
doniolcer donerken kendi doniis dizlemini koruma egilimindedir. Sonug¢ olarak
doniolcere etki eden yercekimi kuvveti devinim hareketine neden olacaktir ve donis
dizlemi diinyaninki ile eslenik olmaya yakin olacaktir. Béylece diinyanin déniolcerin

altinda dénme egilimini sinirlayacaktir.

Bu kanunlar déniidlgerin pusula olarak kullaniimasina isaret eder. Ugiincii dereceden
serbestlikli bir dontolger uzaydaki kerterizlerle kiyaslanacak hatlarin sabitlenmesi veya
bilinen rotada kalinmasinda kullanilir. ikinci dereceden serbestlikli dénudlger kendi
ekseni ile kuzey — giliney hattini gostererek dinya donis diizleminde yer alir.
Foucault’nun calismalari sadece diinyanin dénis hareketini gostermekle kalmamis ayni
zamanda donolcerli pusula, dontodlcerli dengeleyiciler gibi bircok icadin 6nini

acmistir[11].

Doniolgerin gelisiminde 19.yy kesfedilme dénemidir. Bu donemde yapilan calismalar
sonraki yy.da yapilacak calismalara isik tutmustur. Teknolojik gelismelerle sistemler
kendini yenilese de temel calisma prensipleri genelde ayni kalmistir. 20 yy.da ise
yasanan |. ve Il. Diinya savaslari nedeniyle Ulkelerin savunma sanayisinde yaptiklari
harcamalarin ve yatirimlarin artmasi ile donidlcerler savas sistemlerinin, cihazlarin
vazgecilmez parcasi olmustur. Gemi insasinda metalin kullaniminin yayginlasmasi ile

yon gostermede manyetik etkilerden etkilenmeyen aracglarin 6nemi anlasiimaya
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baslamistir. Bu konudaki calismalar bazi arastirmacilar tarafindan iki ve l¢ dizlemde
serbest cayrostatlar ile manyetik pusulanin yerini alacak bir cihazi Gretmek Gmidiyle

baslamistir.

Dr. Anschiitz 1900 yilinda Foucault’nun belirledigi hususlar ile l¢ dizlemde serbest
cayrostat Uzerinden deneylere baslamistir. Yaptigi calismalari sonuglandirmasi fazla
uzun sdrmemistir. DonGolcerli pusulanin gelisimi ile ilgili donim noktasi 1906
ilkbaharinda gerceklesmistir. Anschiitz ilk defa lc¢ dizlemde serbest donidlgere iki
dizlemde serbest doniidlcer uyguladiginda sistemi Foucault’nun calismasinda da
belirtildigi gibi meridyen hattina yonlendirme etkisinin oldugunu gordd. Yillardir devam
eden calismalar sonunda iki dizlemde serbest dontolcerin kullanimi yeterli oldugu

gorilmus oldu [11].

Devinim (presesyon) donme eksenine harici kuvvet etki ettiginde ortaya ¢ikan spin
yapan govdenin hareketine denir. Devinim hareketinin kokii Newton birinci kanununa
yani “eylemsizlik prensibi” ne dayanir. Newton birinci kanununa gore “Bir cisim Uzerine
dengelenmemis bir dis kuvvet etkimedikge, cisim hareket durumunu (duraganlik veya

sabit hizli hareket) korur.”

Devinim doniolcerli dengeleyicinin icadinin temelini olusturur. Amerikan Sperry ilk
once bu bulusunu otomobilleri sonrasinda da gemileri dengelemede kullanmistir.
Yaptigi calismalar sonunda siki sikiya montelenmis tekerler otomobilleri ve siki sikiya
montelenmis tirbinlerin de gemilerin yalpa hareketini azaltmadigini ifade etmistir.
Sperry’e gore tekerler ve tiirbinlerin siki montelenmesi dis kuvvetlere karsi hareket

etmelerine engel olmaktadir ve bozucu dis kuvvetlerin enerjisini absorbe etmektedir.

Sperry calismalarinda sirekli olarak “devinim” konseptini tanimlamistir ve en yalin

tanimi asagidaki gibidir.

“Eger donlodlgerin ekseninin bir ucuna kuvvet uygularsam bu kuvvete direng
uygulayacaktir. Fakat uygulanan kuvvet yonine dik a¢l yapacak yonde donmeye devam
edecektir. Uygulanan kuvvete 90 derecelik bu harekete devinim denir. Pratikte su
durum gozlenecektir ki donlidlcer dogrusal hareket tarafindan uygulanan kuvvetlere

karsi direng gostermez sadece acisal hareketler devinime neden olur ve doéntolcer
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sadece acisal hareketlere diren¢ gosterir. Acisal hareketin nereye uygulandigi énemli

degildir fakat yapilan hareket acgisal olmalidir.”[12]

Alman Herman Anschitz Kaempfe ve Amerikan Elmer Ambrose-Sperry’nin yapmis
oldugu calismalar 20.yy baslarindan itibaren aktif olarak kullanilmaya baslamistir.
Sperry icat etmis oldugu donudlceri Alman Donanmasina satma tesebbisiinde
bulundugunda iki bilim adami arasinda patent davasi acilmistir. Dava dosyasinin
bilirkisiligini Albert Einstein yapmistir. Einstein vyaptigl incelemeler sonunda
Ancshitz’iin hakli oldugunu daha 6zgiin bir calisma yaptigini ve Sperry’nin yaptig
calismalarda Anshitz’'in yaptigi calhsmalari kullandigini tespit etmistir. Mahkeme
Sperry’i 300.000 Mark para cezasina carptirmistir. Ancak ayni donemde baslayan
I.Dlinya Savasl nedeniyle bu ceza yerine getirilmemistir. Nitekim savas sonunda

muttefikler Alman patentlerine el koymustur[10].

1909 yilinda doénuolcer Sperry tarafindan yon bulmadan farkl olarak ilk kez otopilot
sistemlerinde kullanilmaya baslanmistir. 1916 yilinda ise Sperry tarafindan ucaklarda
yapay ufuk cizgisi (artifical horizon) olusturmada ve ayni yil Anschitz tarafindan
gemilerde otopilot sistemlerinde kullanilmaya baslanmistir. 1914 yilinda gemiler icin
doniolcerli dengeleyici olarak kullanilmaya baslanmistir. Ginlimizde konum bilgisine

ihtiyac duyan hemen hemen tiim sistem cihazlarda doniolcerler kullaniimaktadir.
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BOLUM 3

DONUOLCERIN TANIMI VE CALISMA PRENSIBI

Donuodlcerler genel kullanimda cayro (gyro) olarak adlandirilir. Esasinda diinyanin
donis hareketi de donuolcerin karakteristik 6zelligini tasir. Dinyanin kendi eksenindeki

donisit dengeleyici etki olusturur ve kutup yildizini gosterir sekilde donmesini saglar.

Sekil 3.1 Dinyanin doniis hareketi[13]

Hizli sekilde donen pervane, kiire, top vs. temelde doniidlgerdir. Donldlcer yapi olarak
serbest donise sahip rotor(disk) ve birbirine bagli ve serbestce donebilen

mafsallardan(¢cemberler) olusur.
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Sekil 3.2 Donidlgerin elemanlari[14]

Donlolcer tarihgce kisminda da anlatildigi Gzere yaklasik 100 yillik ¢alisma sdresi
sonrasinda bulunmus doniodlger ismini ise bulunduktan daha sonra baska bir bilim
adami tarafindan almistir. Donidlger (gyroscope) kelimesi Fransizca kokenlidir ve

”

Yunanca iki kelimenin birlesiminden olusur ”gyros” dairesel donis ve “skopein”
gorintilemek anlaminda, cevirisi ile dinyanin “dairesel donisii gorintilemek”
anlamindadir. Fransizca kokenli olmasindaki neden Leon Foucault tarafindan diinyanin

donis hareketini gostermek maksadiyla kullanmasi ve diinyaya duyurmasidir[15].

Donlolcer genel tanimi ile asal momentum korunumu prensibine dayanan bir
aparattir. Halka cerceve icerisinde eksen Uzerine yerlestirilmis, rahathkla dénebilen ve
sirtinmesi azaltilmis olan bir diskten olusur. Donldlgerin diski belirli bir hizla
donduruldiginde, aparat bir asal momentum kazanir. Yer c¢ekimi kuvveti kendine
dogru donidlcere bir yon vermeye ¢alissa da donudlger, bu kuvvete dik bir agiyla

hareketine devam eder.

Doniolcerin eylemleri Newton’un hareket kanunlarina dayanmaktadir. Doniolcerin
pratikteki uygulamalari iki temel karakteristik Gzerine kuruludur; Rijitlik (Rigidity) ve

Devinim(Presesyon). Kisaca tanimlayacak olursak bu iki kanuna gore;

. Rijitlik : Serbest donen bir donudlcer eksen yoninl, dis

kuvvetler uygulanmadik¢a, muhafaza etmeye calisir.

. Devinim hareketi : Serbest donen bir doniidlgerin eksenine herhangi bir

kuvvet uyguladigimizda donidlcer ekseni bu kuvvete dik bir yon alir.
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Topa¢ bu hareketi anlatmak icin glizel bir 6rnektir. Topag¢ hizli dondigu siirece
yikilmadan donmeye devam eder. Bu sirada topaca etkiyen yercekimi kuvveti bozucu
etki ile eksen yonini degistirmeye calisir. Ancak topacin hizli donmesinin olusturdugu
donlodlcer (gyro action) etkisi bu egilime karsi koyar. Bu konuda baska bir 6rnek de
bisiklettir. Bisikleti ylksek hizlarda iken dengelemek daha kolaydir. Clink{i yiksek hizda
bisiklet tekerleri dontodlcer gibi calisir ve donme eksenlerini yere paralel olarak
korumaya calisirlar. D6nildlcer rotorunu hizli bir sekilde déndirdigiimizde ve zemine
koydugumuzda tzerindeki hizin olusturdugu etki ile dik olarak kendi eksenini koruyarak

donmeye devam edecektir. Bu 6zelligi rijitliktir (rigidity).

Sekil 3. 3 D6niodlcer[15]

Eger dontolceri durdurup yatay konuma getirirsek ve bu konumunda rotoru
dondirmeye baslarsak doniodlcer dismeyecektir. Yer cekimi kuvvetinin yonini

degistirmesine karsi koyarak yatay eksende hareketine devam edecektir.

/|

" yER
CEKIMI

Sekil 3. 4 Yatay eksenli don(idlger[15]
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Dontolcer yercekimi kuvvetine karsi koyarak hareketine devam ederken yercekimi
kuvvetine dik aciyla yoluna devam eder. Doniidlgerin uygulanan kuvvete 90°lik agi ile

eksen hareketine devam etmesi devinim(precession) hareketidir.
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Sekil 3. 5 Doniolcerin devinim hareketi[15]

Sekil 3.5'te donlolgerin uzakta kalan kismi pivot noktasidir. Yercekimi kuvveti
doniolceri asaglya cekmeye calismaktadir. Eger doniidlger rotoru ok yoniinde dénerse,
doniolcer sola dogru hareket eder. Eger rotor sekilde goriinenin aksi yonde doénerse,
doniodlcer saga dogru hareket eder. Her iki durumda da hareket yoni uygulanan
yercekimi kuvvetine diktir. Eksen yatay konumunu korumaktadir ve donidlcer

yercekimi kuvvetine pivot noktasindan donls yaparak cevap vermektedir.

3.1 Rijitlik

Rijitlik icin dontodlgerin donilstine uygulanan harici kuvvete karsi direnme giici de
diyebiliriz. Clnkid bu gilic sayesinde donldlcer kendi eksenini muhafaza eder.
Donlolcerin rijitligini etkileyen g etken vardir; rotor agirligl, rotor agirliginin bozulmasi

ve rotor hizl.

Dontolcer kapali bir mekanik sistem olarak duslinilebilir. Sistem enerjisi uygulanan
enerjiye esittir. Bu nedenle doniodlcer rotorunu déndirmek icin gerekli olan ener;ji
rotorda acisal moment olarak bulunur. Agisal momentum rotor agirligi ve rotor donts
hizi ile olusur. DonldIcerin rotor agirligi arttikca dondirmek icin gerekli tork daha fazla

olacaktir ve rotorun agisal momentumu da daha buiylk olacaktir. Ayni sekle sahip, farkli
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agirlikta ve ayni hizla dénen iki rotoru ele alacak olursak daha agir olan rotor daha

blyik acisal momentuma sahip olacagi icin donis ekseninde daha rijit davranacaktir.

3.2 Devinim(Presesyon)
Elde edilen bilginin saglikhi olmasi agisindan donidlgerin doniis ekseni bazi referanslara
bagh olmalidir. Genellikle referans olarak yerylzi alinir. Bu islem devinim ile saglanir
ve donlidlger istenen ekseni gosterene kadar devinim yapar.

" ¥

GYRQ WHEEL / GV ROCASE
(INNER GIMBAL)

Sekil 3. 6 Donlidlcer hareketi[15]

Devinim hareketini gostermek icin oncellikle yukaridaki sekilde gosterilen dontodlger
parcalarini tanitalim. DonUdlcer rotoru montelidir ve ic cemberde(inner gimbal) déner.
ic cember dis ¢cember(outer gimbal) ile baglantihdir ve dénuélcer Z ekseninde
sallanabilir. Dis cember ise destek(fork) noktalarindan donebilir. Destek biriminin nasil
monte edildigi dikkate alinmadiginda donidlcer rotoru her hangi dizlemde serbestce

hareket edebilir. Bu nedenle bu yapidaki donidlcerlere serbest doniidlcerler denir.

X
FORCE ()

APPLIED

Sekil 3. 7 Devinimin DOnuolger tzerindeki etkisi[15]
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Devinimin etkisini gostermek icin sekil 3-6’da dis cemberi A noktasinda Z ekseninde
ittirelim. Cemberin Y ekseninde dénmesini bekleyebilirsiniz. Buna karsilik i¢c cember

sekil 3-7’de goriildugi gibi Z ekseninde donecektir.

Boylelikle daha 6nce bahsettigimiz tanimi tim dontodlgerler icin genellestirebiliriz.
Rotor uygulanan kuvvete dik aciyla hareket eder. Eger sekil 3-6’da A noktasina
ittirmeye devam edersek, i¢ cember rotor dénme ekseni yatay konuma gelene kadar
donmeye devam edecektir. Bu andan sonra devinim olmayacaktir ve rotor uygulanan

kuvvet ile ayni yonde donecektir.

Devinimi etkileyen faktorler; agirlik, sekil ve rotor hizidir. Bu faktorler rijitlige etkiyen
faktorler ile aynidir. Dolayisiyla rijitlik ile etkiyen kuvvetin olusturacagi devinim hizi
arasinda iliski vardir. Donuolcerdeki yiksek rijitlik, devinim olusmasini zorlastirir ve

etkiyen kuvvet sonunda daha az devinim olur.

Donuolcer hareketi tic temel nicelik ile analiz edilebilir:

e SPIN (déniidlger rotorunun agisal hizi)

e TORK (rotor ekseninin yonini degistirmek icin uygulanan déner hareket)

e DEVINIM (tork uygulandiginda spin ekseninde olusan asisal degisim)

SPIN
YVECTOR

Sekil 3. 8 Spin vektor yonl tespiti icin sag el kural[15]

Doniodlgerin hareketini tanimlayan nicelikler vektére baglidir. Boylelikle nispi olarak

yonlerini belirlemek kolaydir. Spin vektorl rotorun spin eksenini belirten yondedir.
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Tork vektori uygulanan kuvvetin hissedildigi yoni gosterir. Devinim vektori devinimin
olustugu yonu gosterir. Yukaridaki sekilde gosterildigi gibi spin vektorli yonl tespit
edilebilir. Eger iki vektorin yoni biliniyorsa sag el kurali ile lglinci vektdr yoni
asagidaki gibi bulunabilir.

PRECESSION
SPIN VECTOR / VECTOR
AND AXIS AND AXIS

TORQUE VECTOR
AND AXIS

Sekil 3. 9 Devinim yoniini tespit etmek icin sag el kurali[15]
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BOLUM 4

DONUOLGERIN DINAMIK YAPISI

4.1 Momentumun ilkesi

Bir F kuvvetinin etkisinde bulunan bir m maddesel noktasi géz ontne alalim. “Bir
maddesel noktaya etkiyen bileske kuvvet sifir degilse, maddesel nokta, bileske kuvvetin
siddeti ile orantili ve bu bileske kuvvetin dogrultusunda bir ivme kazanir.” olarak
tanimladigimiz ve F = ma olarak bildigimiz Newton’un ikinci kanununda a yerine

a = dv/dt koyarsak[16]
F=mdv/dt (4.1)

yazar veya m kitlesi sabit oldugundan
d
F=— (mv) (4.2)

elde ederiz. Buradaki mv vektoriine maddesel noktanin dogrusal momentumu veya
sadece momentumu denir. Bu maddesel noktanin hizi ile ayni dogrultudadir ve siddeti

kgsan ile 6lgilur;

_ 2
—kg—san m _ kg — san (4.3)

m san

mv

denklemi maddesel noktaya etkiyen F kuvvetinin maddesel noktanin momentumundaki

degisim hizina esit oldugunu ifade etmektedir.
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4.1.1 Bir maddesel noktanin agisal momentumu

Bir Oxyz Newton karsilastirma takimina goére harekette bulunan m kitleli bir
P maddesel noktasi gbéz online alalim. Yukarida da bahsettigimiz lGzere maddesel
noktanin herhangi bir andaki momentumu noktanin v hizi ile m kiitlesinin ¢arpimindan
elde edilen mv vektéri olarak tanimlanmaktadir. mv vektoérinin O ya gore
momentine maddesel noktanin o anda O’ya gére momentumunun momenti veya agisal

momentumu adi verilir ve h,, ile gosterilir.

P nin yer vektorini r ile gbstererek
h, =rXmv (4.4)

Yazariz ve h, vektoriiniin r ile mv nin bulundugu dizleme dik oldugunu goriiriiz;

siddeti ise r ile mv arasindaki a¢l ¢ olmak lizere
h, =rmvsind (4.5)

olur.

4.1.2 Agisal Momentumun Korunumu

Bir maddesel noktanin bir O noktasina gore agisal momentumunun degisim hizi,
maddesel noktaya etkiyen F kuvvetinin O ya gbére M, momentine esittir. t nin her
degeri igcin M, sifirise

dho

M, =
o dt

=0 (4.6)

Verir ve t ‘ye gore integre edilerek

h,—sabit (4.7)

elde edilir. O halde bir maddesel noktaya etkiyen F kuvvetinin O ya gére momenti t nin

her degeri icin sifir ise maddesel noktanin O ya gére agisal momentumu korunur.

Bir maddesel noktaya etkiyen kuvvetlerin bileskesi sifir olursa o maddesel noktanin
sabit bir O noktasina gore acisal momentumu korudugu aciktir. Fakat dengede

olmayan bir F kuvvetinin etkisi altinda bulunan bir maddesel noktanin acisal
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momentumu, F kuvvetinin tesir ¢izgisi sabit bir O noktasindan gecen bir merkezsel

kuvvet olmasi halinde de korunur.

h, agisal momentumunu tanimindan merkezsel bir kuvvetin etkisinde hareket eden bir

maddesel nokta icin sunu yazabiliriz
h, =r X mv = sabit (4.8)

Bu bagintidan su sonug ¢ikar; maddesel noktanin r yer vektori, sabit h, vektorine dik
olmak zorundadir. O halde merkezsel bir kuvvet etkisinde olan bir maddesel nokta
h,ya dik olan sabit bir dizlemde hareket eder. h, vektori ile bu sabit dizlem
maddesel noktanin baslangigtaki r, yer vektori ve baslangigtaki vy hizi yardimiyla
tanimlanir. Kolayhgi saglamak icin asagidaki c¢oziimlemede sekil dizleminin sabit

hareket dizlemi ile cakistigini farz edecegiz.

Yaricap vektori ile maddesel noktanin yoringesinin tegeti arasindaki aciyr ¢ ile

gostererek h, agisal momentumunun siddetinin sabit oldugunu yazalim:
h, = r (mvsind) = sabit (4.9)

v sin ¢nin, hizin radyale dik vy bilesenini gosterdigine ve onun dard6/dt ye esit

olduguna dikkat ederek
h, = mr? Z—? = sabit (4.10)

yazabiliriz.

4.2 Rijit Sistemlerin U¢ Boyutlu Kinetigi

Bir maddesel noktalar sisteminin kiitle merkezinin sistemin bitiin kitlesi bu noktada
toplanmis ve tim dis kuvvetler bu noktaya etkiyormus gibi hareket etmektedir. Kiitlesi
m olan ve kitlesi Am olan ¢ok sayida maddesel noktadan olustugu rijit bir cismin G

kutle merkezinin a ivmesi
YF =ma (4.112)

ifadesiyle tanimlanir; burada ). F rijit cisim Uzerine etkiyen kuvvetlerin toplamini

gosterir, a ise OXYZ Newton karsilastirma takimina gore ol¢ilir.
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Diger taraftan dis kuvvetlerin momentleri ile maddesel noktalar sisteminin acisal
momentumunun degisim hizi arasindaki baginti,

dhg

— (4.12)

XM, =

seklindedir; burada M, rijit sistem Uzerine etkiyen kuvvetlerin O vya gore
momentlerinin toplamini, hy ise cismin hareketi OXYZ Newton karsilastirma
takimindan goézlendiginde cismin O ya gore agisal momentumunu goéstermektedir.
Cisme etkiyen kuvvetlerin G kitle merkezine gére momentlerinin toplami ), M;; ile ve

hareketli GX'Y’Z’ takimina gore gozlendiginden cismin G’ye gbre agisal momentumu

Sekil 4. 10 Rijit cisme etkiyen kuvvetler[16]

h¢' ile gosterilirse asagidaki esitlik de yazilabilir:

dh
IMg=—F (4.13)

(4.11) ve (4.12) — veya (4.11) ve (4.13)- bagintilariyla tanimlanan alti skaler denklem,
verilen kuvvetlerin v mesnet reaksiyonlarinin etkisi altinda kalan rijit bir cismin
hareketini belirlemek icin kullanilir. Ornegin, bir O noktasi sabit olan rijit bir cisim goz
oniine alahm. Cismin herhangi bir andaki konumunu tanimlamak icin U¢ acinin
verilmesi gereklidir. Bu acilar (4.12) ile tanimlanan (¢ diferansiyel denklemin
integrasyonu ile belirlenebilir; O daki reaksiyonun Gg bileseni ise (4.11) e karsi gelen (g
skaler denklemin ¢6ziimi ile elde edilebilir. Verilen kuvvetlerin etkisi altinda uzayda
serbestce hareket eden rijit bir sistem icin 4.11 ve 4.13 bagintilarini kullanmak daha

uygundur. (4.11) e karsi gelen Uc¢ skaler denklem cismin G kiitle merkezinin hareketini
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tanimlarken (4.13) e karsi gelen Ug¢ skaler denklem cismin G noktasi etrafindaki

hareketini tanimlar.

4.3 Rijit bir cismin li¢ boyuttaki agisal momentumu

Daha o6nce elde edilen (4.12) ve (4.13) denklemlerini daha etkili kullanabilmek igin, rijit
bir sistemin verilen bir andaki acisal momentumunu belirleme hususunda daha

kullanish bir ydontem belirlenmelidir.

Sekil 4. 11 O noktasi sabit olan rijit cisim[16]

Bir O noktasi sabit olan rijit bir cisim goz 6niline alalim (Sek 4.2). Cismin O noktasina

gore agisal momentumu
h, =Y[r X (Am)v] (4.14)

dir; burada r ve v sirasiyla kitlesi Am olan P maddesel noktasinin yer vektorini ve
hizini gosterir. Fakat v = w X r olup burada v cismin o andaki acisal hizidir. Bu deger

(4.14) de yerine konursa
hy =%[rX (wXr)Am] (4.15)
elde edilir. Daha sonra acisal momentumun x bileseni icin asagidaki ifade bulunur:
hy = Yly(wXr), — z(wXr), ]Am
= Z[y(wxy - Wyx) —z(wyx —w,z) ]Am (4.16)
=w, Y (y2+z%)Am — (w,XxyAm) — (w,YxzAm)
Bu ifadedeki toplamlar, integrallerle degistirilir ve
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hewy [ (P2 +22)dm — (wy, [ xydm) — w, [ xzdm
hy- —wyf yxdm + (wy [ (z2 + x¥)dm) — w,[ yzd (4.17)

h,= — wy [ zxdm — (w, [ zydm) — w,[ (x* + y?)dm

elde edilir. Karesel terimleri kapsayan integraller cismin sirasiyla x,y ve z eksenlerine

gore kiitlesel atalet momentini gosterir:

L, = [(y*+2z%)dm

I, = [(z%+x*)dm (4.18)
I, = f(x2 +y?)dm

Koordinatlari carpimini kapsayan integraller icin ise asagidaki kiitlesel ¢carpim atalet
momenti tanimlamasi yapilir:
ny:fxy dm PyZ:fyz dm P=[ zx dm (4.19)

Pyx:fyx dm By= [ zydm P.,= [ xzdm

Burada Pyy=Px , P,;=P,, ve P,y = P, oldugu agiktir. Bu (4.18) ve (4.19) tanimlamalari

(4.17)de yerlerine konulacak olursa, cismin O noktasina gore h, agisal momentumunun
bilesenleri asagidaki gibi elde edilir:

hy = Liwy = Poywy — P,W,

hy, =— Pywy + Lw, — B,,w, (4.20)
h, = =Ppuwy — Pywy, + Lw,

Cismin kutle merkezine gore h; agisal momentumunun bilesenleri igin, agirlik

merkezinden gecen eksenlere gore atalet momentlerini kapsayan benzer bagintilar

elde edilir.
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(4.20) bagintilari w vektérini h, vektoriine donistlren islemin, atalet momentlerinin

meydana getirdigi asagidaki baginti ile tanimlandigini gésterir:

Ix _ny - sz
— Byx L —h; (4.21)
_sz - sz Iz

(4.21) matrisi cismin O noktasina gore atalet tansori adini alir. Farkl bir eksen takimi
kullanilacak olursa yeni bir atalet ve ¢carpim atalet momentleri matrisi bulunur. Bununla
birlikte bu yeni matris ile tanimlanan doénisim ayni kalmahdir. Clinki verilen bir
w acisal hizina karsi gelen h, agisal momentumu, koordinat eksenlerin segiminden
bagimsizdir. Asal atalet eksenleri adi verilen ve cismin bunlara gére carpim atalet
momentlerinin sifir olmasini saglayan bir Ox'y’z’ eksen takimi bulmak her zaman

mimkindir. Bu durumda (4.21) matrisi kdsegen bir sekle gelir:

L, 0 0
0 I, O (4.22)
0 0 I,

Burada I, , I, , I, cismin asal atalet momentlerini gosterir ve (4.20) bagintilari su

sekle girer:
hy, = Lowy, hy, = 1,wy, h,, =1,,w,, (4.23)

Suna isaret edelim ki Iy, ,I,s, I, asal atalet momentleri esitse, O noktasina gore
acisal momentumunun h,, , hy, , h,,  Dbilesenleri, agisal hizin w,, s Wy, Wy
bilesenleri ile orantili olur ve h, vektorl ile w vektori ayni dogru lzerine diser.
Bununla birlikte w’nin koordinat eksenlerinden biri dogrultusunda olmasi hali disinda
genellikle, asal atalet momentleri farkh oldugundan h,ile w da farkli dodrultuda
olacaktir. Buna gore rijit bir cismin h, agisal momentumu ile w agisal hizi ancak ve
ancak w nin asal atalet eksenlerinden birine paralel olmasi halinde ayni dogrultuda
olurlar. I, =1, =1, 0zel halinde O dan gecen her dogru asal atalet ekseni olarak
gbz online alinabilir ve h, ile w vektorleri her zaman bir dogru lizerinde bulunur. Bu
sart, karsilastirma diizlemine gore simetrik bir cismin dlizlemsel hareket yapmasi

halinde gerceklendiginden bdyle bir cismin h, agisal momentumu [, vektorl
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gosterilebilmistir. Bununla birlikte bu sonucun karsilastirma dizlemine gore simetrik
olmayan bir cismin dizlemsel hareketine veya rijit bir cismin l¢ boyutlu hareketine
uygulanamayacagi hususu goézden uzak tutulmalidir. w nin asal atalet eksenlerinden bir
dogrultusunda olmasi halinin disinda , rijit bir cismin agisal momentumu ile agisal hizi
farkli dogrultulardadir ve h, in w dan belirtilmesi icin (4.20) veya (4.23) bagintisi

bulunmalidir.

4.4 Atalet Elipsoidi

w nin h, ya dondslimini saglayan (4.21) atalet tansoriniin &zelliklerini daha iyi
kavrayabilmek amaciyla sekil 4.2deki cismin OL eksenine gore I,; atalet momentini
tanimlayalim. OL dogrultusundaki birim vektor A ve cismin P maddesel noktasinin yer

vektord rile gosterilsin (Sek.4.3).

Sekil 4. 12 Rijit cisim[16]

P den OL ye indirilen dikmenin p boyu, A X r vektorel g¢arpiminin rsin® siddetine

esittir. Maddesel noktanin kitlesi Am ile gosterilirse
Iop =Yp?Am =3 (AXr)?Am (4.24)

yazilir. Vektorel carpimin karesini, dik bilesenleri cinsinden yazarak toplam isareti
integral ile degistirilirse

Iop= [ [ (Ay — 2, x)z +(Ayz—2, y)z + (A, x — A4 Z)Z] dm = 22 [(y? + z%)dm +
25 [(Z22+xDdm + 2% [(x* + y*)dm — 22, A, [xy dm =24, 2, [yz dm —

22, Ay [zx dm (4.25)
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veya (4.18) ve (4.19) bagintilari g6z 6ninde tutularak asagidaki esitlik bulunur:
Io, = LA2 + Iy/lf, + 1,12 — 2Py Ax Ay — 2P A0 A, — 2P A, Ay (4.26)

Simdi cismin atalet momentinin sabit O noktasindan gecen ¢ok sayida OL eksenlerine
gore belirlendigini kabul edelm ve her OL ekseni Uzerinde O dan 0Q = I/\/E
uzakliginda olgilen bir Q noktasi isaret edelim. Bu Q noktalarinin geometrik yeri bir
ylizey tanimlar (Sekil. 8.5) Bu yiizeyin denklemi (4.26) de I, yerine 1/(0Q)? koyarak
ve esitligin her iki tarafini (0Q)? ile carparak elde edilir. Q noktasinin dik koordinatlar

&,n,Cile gosterilirse,

(0Q)A, = ¢ (0Q)4y, =n (0Q)A, =¢

oldugu disinilerek,

LE® +In* + 13" - 2Py 0 - 2Py,nT- 2P, (€= 1 (4.27)

yazilir. Bu denklem ikinci mertebeden bir yiizey denklemidir. Her OL ekseni icin
hesaplanan I, atalet momenti sifirdan farkli oldugundan O dan uzakligi sonsuz olan
bir Q@ noktasi bulunmaz. Buna gore bu ylizey bir elipsoit gosterir. Cismin O dan gegen
her eksene gore atalet momentini belirleyen bu elipsoide cismin O daki atalet elipsoidi

adi verilir.

(L

{

/Q [‘ﬁ,nz)\-
Ii [~1/+Iot /

Sekil 4. 13 Atalet elipsoidi[16]

(4.27) denklemi ile (4.21) matrisi karsilastirilirsa, verilen bir cismin O noktasindaki
atalet elipsoidi ile atalet tansoriiniin ayni katsayilarla tanimlandigi goruliir. Buna gore,

bir vektori gostermek icin nasil bir ok kullanilirsa, atalet tansérini ve w nin hy ya
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donisimiini gostermek icin de atalet elipsoidi kullanilabilir. Suna isaret edelim ki, sekil
4.4 de eksenler donecek olursa; bilesenleri donlslirken vektorii gosteren okun sabit
kalmasi gibi elipsoidi tanimlayan denklemin katsayilari degisir, fakat elipsoidin kendisi
degismeden kalir. Atalet elipsoidinin asal eksenleri ile ¢akisan bir x', y’, z' eksen takimi

secilirse elipsoit denklemi
Lg% +1,m? +1,0 =1 (4.28)

olur ve bu denklemde artik carpim atalet momentleri bulunmaz. Boylece sunu
gostermis oluyoruz ki, cismin sekli ve géz 6nline alinan O noktasi asil olursa olsun
cismin carpim atalet momentlerinin sifir oldugu eksen takimi bulmak her zaman
mimkin olur. Bu durumda atalet tansori (4.22) matrisi ile belirlenir ve wyi hpa

donlstiren bagintilar (4.23) formunu alir.

Sekil 4. 14 Atalet elipsoidinin asal eksenleri ile cakisma durumu[16]

x',y', z' eksenleri cismin O daki asal atalet eksenleri ve I, L1, 1,1 ise cismin O daki

asal atalet momentleri olurlar. Atalet elipsoidinin cizilisi hatirlanirsa, li¢ asal atalet
momentinin, cismin O dan gecen herhangi bir eksene gbre hesaplanan atalet

momentleri icerisinde en blyik ve en kiicik atalet momentleri oldugu gorular.
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Sekil 4. 15 Eliptik tabanli homojen koni[16]

Keyfi formda olan bir cismin asal atalet eksenlerinin belirlenmesi, lgiinci dereceden
bir denklemin ¢ozimini gerektirdigi halde, bu eksenlerin hemen gérilebilecegi bircok
haller vardir. Ornegin sekil 4.6 da gorildigu gibi eliptik tabanli homojen bir koni ele
alalim. Bu konide OAA' ve OBB’ gibi birbirine dik iki simetri duzlemi bulunur. (4.19)
tanimlamasindan gergeklenebilecegi gibi x" y’ ve y' z' dluzlemleri, bu iki simetri
dizlemiyle cakisacak sekilde secilirse biitiin carpim atalet momentleri sifir olur. Bu
sebeple boyle alinan x’, y’, z' eksenleri, cismin O noktasindan gecen asal atalet
eksenleri olur ve agisal hizi biliniyorsa, (4.23) bagintilari kullanilarak koninin O ya gore
acisal momentumu bulunur. Sekil 4.7 de gorildugi gibi homojen ve diizgiin bir OABC
dort yizllish s6z konusu olursa O tepesini karsisindaki yliziin D merkezine birlestiren
dogru ile O dan gecen ve bu OD dogrusuna O da dik olan her eksen, O daki asal atalet
eksenleri olur. Eger, O etrafinda 120 derecelik bir ddnme sonunda dért yizlinin sekli
ve kiitle dagihminin degismedigi diisindlirse bu 6zellik anlasilir. Bunun sonucu olarak
O daki atalet elipsoidi de bu donme sonunda degismeden kalir. Bu nedenle elipsoit 0D
etrafinda doneldir. OD dogrusu ile buna O da dik olan her dogru elipsoidin bir asal

ekseni olmak zorundadir.

Sekil 4. 16 OABC Doért yiizlGsi[16]
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4.5 Rijit bir cismin li¢ boyuttaki kinetik enerjisi

O noktasi sabit olan rijit bir cisim goz 6niine alalim (sek 4.8). Verilen bir anda cismin
acisal hizint w ve kitlesi Am olan bir P maddesel noktasinin yer vektorini r ile
gosterelim. P noktasinin v hizinin, v = w X r wvektorliniin siddetine esit oldugu
bilinmektedir. Buna goére, cismin bu andaki kinetik enerjisi asagidaki ifade ile belirlenir:

T = >¥ (dm)v? = -% (wX 1) 2Am (4.29)

# Sek. 8.9

Sekil 4. 17 Rijit cisim[16]

Bir 6nceki kisimda , (4.26) ifadesinin (4.24) den ¢ikarilmasinda yapilmis olanlara benzer

islemler sonunda su temel baginti elde edilir:
r :% (IxWJ? + IJ/WJE +IZWZZ - ZnyWx Wy - 2PyZWy w; — 2szWz Wy ) (4-30)

Eger cismin x', y’, z' asal atalet eksenleri, koordinat eksenleri olarak segilirse

yukardaki baginti asagidaki sekli alir:
T = %(Ix,wﬁ, + LywZ +1,w) (4.31)

Rijit bir cismin genel bir hareketi s6z konusu olursa, cismin agirlik merkezinden gecen
bir karsilastirma takimina gore kinetik enerjisini belirlemek icin (4.30) veya (4.31)
bagintisi kullanilabilir. Cismin genel bir hareketindeki kinetik enerji asagidaki sekilde

ifade edilir:
T = %mﬁz + % (Towl + I_erJZ// + 1wk (4.32)

Burada

v = kitle merkezinin hiz
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w = agisal hiz

m = rijit cismin kitlesi

I, Iy, I = agirhk merkezine gére asal atalet momentleridir.

4.6 Rijit Bir Cismin Kendi Kiitle Merkezi Etrafindaki Hareket Denklemleri

(4.3) temel denklemlerine donecek olursak orada rijit cismin hareketinin ve dolayisiyla
w agisal hizinin, bir Newton veya sabit karsilastirma takimina gore tanimlanmasi
gerektigi goriliir. Buna gore hy | tanimlayan (4.20) bagintilarini yazarken w nin sabit
x,y ve z eksenleri dogrultusundaki bilesenlerini kullanmak dogal gériinmektedir. Fakat
cisim dondiginden, tim atalet momentleri sirekli olarak degisir ve bunlarin
degerlerini zamanin bir fonksiyonu olarak belirlemek gereklidir. Bu nedenle x,y ve z
eksenlerini cisme baglamak ve bdylece tiim atalet momentlerinin degerlerinin hareket
slresince, sabit kalmasini saglamak daha uygun olur (Sek. 4.9). Daha once gosterildigi
gibi, w nin hy dontsimi koordinat eksenlerinin segiminden bagimsiz oldugundan
bunu yapmakta sakinca yoktur. Ancak w agisal hiz vektoril, yine sabit bir OXYZ
takimina gore tanimlanmalidir; ondan sonra w vektéri, dénen x,y ve z eksenleri
dogrultusunda bilesenlerine ayrilabilir. (4.20) bagintisi uygulayarak, h, vektériiniin
ddnen eksenler dogrultusundaki bilesenleri bulunur. h, vektorii ayni zamanda cismin

sabit OXYZ takimina gore yaptigl harekette, O ya gore acisal momentumunu gosterir.

Sekil 4. 18 Rijit cisim[16]
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Acisal momentumun (4.20) deki bilesenlerini t ye gore tlretirsek h, vektoriinin,

. . _6h o .
dénen Oxyz takimina gére S_to degisim hizini tanimlamis oluruz:

Sho _ She; | Shy o on
5t — sttt &k (4.33)

Burada i, j, k lar, donen eksenler dogrultusundaki birim vektorlerdir. hy vektoriinin
sabit 0XYZ takimina gore degisme h|2|‘%0 ye Q X hy vektorel carpimini eklemekle

bulunur; burada Q doénen takimin acisal hizini gosterir. (4.12) yi su sekilde tekrar

yazalim

S Mo =22 +QX ho (4.34)

Burada

Y. M,, = rijit cisme etkiyen kuvvetlerin O ya gére momentlerinin toplami

hy = cismin, sabit OXYZ takimina gore agisal momentumu

% = hy In, donen Oxyz takimina gore , (4.20) ve (4.33) den hesaplanan degisme hizi

Q = donen takimin agisal hizi

Daha onceki incelemelerde kabul edildigi gibi, dénen Oxyz takimi cisme baglanmissa,
bunun Q acisal hizi cismin w acgisal hizina 6zdes olarak esittir. Bununla birlikte,
genellikle, cisme baglh olmayan ancak cismin tim atalet momentleri sabit kalacak
sekilde doénen bir karsilastirma takimini kullanmanin daha elverisli oldugu cesitli
uygulamalar mevcuttur. Bu gibi hallerde dénen takimin £ agisal hizi ile cismin w agisal

hizi birbirlerinden farkli olur.

(4.34) bagintisi U¢ skaler denkleme esdeger olup bunlar, bir noktasi sabit bir cismin
hareketini veya verilen bir hareketi olusturmak icin cisme etkisi gerekli kuvvetleri

belirlemek icin kullanilir. (4.4) den baslayip benzer bir yol izleyerek

Y M, = % +QXH, (4.35)
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bagintisi cikarilir; bu baginti rijit bir cismin kendi agirlik merkezi etrafindaki hareketini

belirlemekte kullanilir.

Eger x,y ve z eksenleri, cismi asal atalet eksenleriyle cakisacak sekilde secilirse,
hgo agisal momentumunun bilesenlerini belirtmekte, basitlestirilmis olan (4.23)

bagintilari kullanilir. indislerdeki tisler atilacak olursa
ho =Lwy i+ Lw, j+ 1w, k (4.36)

yazilir. Burada Iy, I, I, cismin asal atalet momentlerini gosterir. (4.36) deki h, degeri

(4.34) de yerine konulur ve Q= w alinirsa, lg skaler denklem elde edilir:

> My = Lw, - (Iy — 1) Wy W,
XM, = Lwy, - (I, — L) w,wy (4.37)

> M, = I,w, - (I, — Iy) Wy Wy,

isvicreli Matematikci Leonhard Euler (1707-1783) e izafeten Euler hareket denklemleri
adini alan bu denklemler, rijit bir cismin sabit bir nokta etrafindaki hareketini
¢o6zlimlemekte kullanilir. Cismin kendi kiitle merkezi etrafindaki hareketi icin benzer
denklemler cikarilabilir. Bununla birlikte, ileriki kisimlarda (4.37) denklemleri yerine,
daha genel, toplu ve vektorel bir formda olmasi ve daha kolay hatirlanmasi

bakimindan, (4.34) denkleminin kullanilmasi tercih edilecektir.

4.7 Bir Doniidlgerin Hareketi Euler Agilari

Bir donlolcer aslinda, geometrik ekseni etrafinda serbestce dénen bir rotordan olusur.
Kardan tirl bir aski diizeni kurulursa (sekil 4.10) bir doniolcer her dogrultuyu alabilir,
fakat kutle merkezi uzayda sabit kalir. Verilen bir anda doénidlgerin konumunu
tanimlamak i¢in sabit bir OXYZ karsilastirma takimi sececegiz; takimin Z ekseni dis
cemberin A ve A’ yataklarinin belirledigi dogrultu olarak alinacaktir. Donidlger igin
karsilastirma konumu olarak da iki ¢cember ile rotor (zerindeki bir DD’ ¢apinin
belirledigi sabit bir YZ diizlemini gbz o6nlne alacagiz (Sekil 4.10a). Donudlcer bu
karsilastirma konumundan, keyfi her konuma (Sekil 4.10b) asagidaki adimlarla

getirilebilir
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1)Dis gember AA’ ekseni etrafinda ¢ kadar doner,
2)ic cember BB’ etrafinda © kadar doner
3)Rotor CC’ etrafinda ¥ kadar doner.

&, 0 ve Y Euler acilari adi verilir; bunlar bir dontdlgerin verilen her andaki konumunu
tam olarak tanimlar. Bunlarin ¢, O ve llJ tlrevleri dontidlgerin s6z konusu anda sirasiyla,

devinim (presesyon) hizi, niitasyon hizi ve spin (d6nme) hizi adini alir.

Donuolgerin acisal hizinin ve agisal momentumunun bilesenlerini hesaplamak icin, y
ekseni BB’ ve z ekseni CC’ dogrultusunda olan ve i¢ cembere bagh olarak dénen bir
Oxyz eksen takimini kullanacagiz. Bu eksenler doéniidlgerin asal atalet eksenleridir.
Fakat donuolgerin devinim ve niitasyon hareketlerini izledikleri halde spin yapamazlar.
Bu nedenle, donilodlcere bagh bir eksen takimi yerine, bunlari kullanmak daha
elveriglidir. Simdi donidlgerin sabit OXYZ karsilastirma takimina gére w acisal hizini,
sirasiyla dontdlcerin devinim, niitasyon ve dénmesini gosteren l¢ kismi agisal hizin

toplami olarak ifade edecegiz.

Sekil 4. 19 Donuolcer ve Euler acilari[16]
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Donen eksenler dogrultusundaki birim vektorleri i,j,k ve sabit Z ekseni

dogrultusundaki birim vektori K ile gosterirsek
w =K +6j + ik (4.38)

yazilir. wicin elde edilmis olan vektor bilesenleri ortogonal olmadiklarindan K birim

vektorini x ve z eksenleri dogrultusunda bilesenlere ayiracagiz

K = —sin 6i + cos 6k (4.39)
K’'nin bu degerini yukarida yerine koyarsak

w = —sin Bi + 6 + (J + pcosO)k (4.40)
buluruz. Koordinat eksenleri asal atalet eksenleri oldugundan h, agcisal
momentumunun bilesenleri, w nin bilesenlerinin sirasiyla rotorun x, y ve z eksenlerine
gore atalet momentleri ile carparak elde edilebilir. Rotorun donme eksenine gore
atalet momenti I ve O dan gegen enine bir eksene gore atalet momenti I’ ile gosterilir
ve cemberlerin kitlesi ihmal edilirse asagidaki esitlik bulunur:

hy = —1I' sin®i + I'%j + 1(4) + bcosO)k (4.41)
Hareketli eksenlerin i¢ ¢cembere baglandiklari ve bu nedenle spin yapmadiklari
hatirlanirsa, bunlarin agisal hizlari

Q=¢K+6) (4.42)
Toplami ile veya K nin yukarida belirttigimiz degerini kullanarak

Q = —¢sinBi + 6j + pcosdk (4.43)
Seklinde yazilabilir. h, ve Q nin buldugumuz degerleri

She
st

XMy = +Q Xh, (4.34)

Temel denkleminde yerine konularak asagidaki ti¢ diferansiyel denklem elde edilir:
Y M, = —I'(Psin® + 20¢cosO) + I6(P + dcosO)

XM, = —I'(6 — $?sin® + cosO) + 10sinO( + cosO) (4.44)

M, = I%(IIJ + dpcosO)
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Denklemleri verilen bir kuvvetler sisteminin etkisi altinda bulunan ve ¢emberlerinin
kitlesi ihmal edilen bir dontidlgerin hareketini tanimlar. Bunlar ayni zamanda eksenel
simetrik bir cismin(veya donel cisim)simetri ekseni lzerinde tespit edilen bir nokta
etrafindaki hareketini veya eksenel simetrik cismin kitle merkezi etrafindaki hareketini
tanimlamakta da kullanilir.  Yukarda Euler acilarini  anlamakta doénddlcer
cemberlerinden yararlanmissak da bu acilarin, herhangi bir rijit cismin konumunu,
mesnetleme seklinden bagimsiz olarak, cismin bir noktasina bagh bir koordinat

takimina gore tanimlamakta kullanilabilecegi agiktir.

(4.44) denklemleri lineer olmadiklarindan ¢, © ve y Euler agilarini t zamaninin analitik
fonksiyonlari olarak ifade etmek genellikle miimkiin olmaz ve sayisal ¢c6ziim yontemleri

kullanilmasi gerekir.

4.8 Bir Donuiolgerin Devamli Devinimi

Bu kisimda © agisinin , ¢ devinim hizinin vel/)dtinme hizinin sabit kaldigi, 6zel bir
doniolcer hareketini ele alacagiz. Bir dontolcerin devamli devinimi adi verilen bu
hareketin degismemesini saglamak icin donlidlcere uygulanmasi gereken kuvvetleri

belirlemeye calisacagiz.

z

Sekil 4. 20 Doénlolcer ve donen karsilastirma takimi[16]

Uclii denklemleri kullanacak yerde déniédlgerin g6z éniine alinmis olan bu 6zel haldeki
acisal momentumunun degisim hizini hesaplayarak gerekli kuvvetlerin momentlerinin

toplamini belirleyecegiz. Once suna isaret edelim ki, déntélgerin w acisal hizi, h, agisal
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momentumu ve dénen karsilastirma takiminin (Sek 4.11) Q acisal hizi sirasiyla asagidaki

ifadelere indirgenir:

w=—¢ sin@i+ w,k (4.45)
h, = —I'psinOi+Iw,k (4.46)
Q=—psin®i+dcosOk (4.47)

Burada WZ=1/)+d)cose donlolgerin  toplam agisal hizinin, spin  ekseni

dogrultusundaki bilesenleri ©,¢ ve 1 sabit olduklarindan, h, vektsriinin dénen

Sh
karsilastirma takimina gore siddeti ve dogrultusu sabittir ve bunun bu takima gére —>

8t
degisim hizi sifir olur. Bu durumda temel denklemi su sekle iner:
Y2My=Q Xh, (4.48)
Ve My , h, esitliklerden
YMy=(Iw,— I'dcosO) psin O j (4.49)

Donldlcerin kutle merkezi uzayda sabit oldugundan, (4.11) yardimiyla ). F =0
bulunur; boylece, dénidlcerin deviniminin devamliligini saglamak i¢in ona uygulanmasi
zorunlu olan kuvvetler, yukaridaki denklemin sag tarafina esit olan bir kuvvet ciftine
indirgenmis olur. Suna isaret etmeliyiz ki, bu kuvvet ¢ifti, doniolcerin devinim eksenine

ve spin eksenine dik bir eksen etrafinda uygulanmalidir (Sek 4.12).

Sekil 4. 21Do6niolger devinim ekseni [16]
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Devinim ekseni ile donme ekseninin birbirine dik oldugu 6zel halde, 0=90" olur ve

yukaridaki denklem

Y M, =Ipdj (4.50)

seklini alir. Buna gore eger dontidlcere, bunun donen eksenine dik bir eksen etrafinda
etkiyen bir M, kuvvet cifti uygularsak doniiélger, donme ekseni ile kuvvet cifti eksenine
dik bir eksen etrafinda devinim hareketi yapar. Bu hareketin yonl, dénmeyi, kuvvet
ciftini ve devinimi gosteren vektorler bir sag takimi teskil edecek sekilde belirlenir (Sekil

4.13)

Donuolcerlerin eksenlerinin dogrultularini degistirebilmek icin oldukca buylk kuvvet
ciftleri gerektiginden, bunlar torpil ve gemilerin dengelenmesinde kullanilir. Dénen
mermiler ve gilleler bu déniolgerlerin etkisi nedeniyle yoriingelerine teget kalir. Bir
bisiklette yiksek hizlarda dengeyi korumak donen tekerleklerin dengeleme etkisinden

dolayi daha kolaydir.

Presesyon chseni

Kuvvet gifti ckseni

Sekil 4. 22 Devinim ve spin etkisi[16]

Bununla birlikte doéniodlcer etkisi her zaman iyi karsilanmaz ve zorlanmis devinime
maruz kalan donel saftlarin mesnet ve yataklarinin tertibinde g6z 6niine alinmasi
zorunludur. Ucgus dogrultusunu degistirmekte olan bir ucaga, pervanelerinden gelen

reaksiyonlar da g6z oniinde tutulmali ve bunlar mimkin mertebede dengelenmelidir.
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4.9 Doniodlgerin Kuzey Yoniinii Bulmasi

Doniodlgerin en bilindik 6zelligi olan Kuzey-Giiney hattini géstermesidir. Bu kisimda bu

ozelligini gosterecegiz.

Sekil 4. 23 Donidlgerli pusulanin esas yapisi[16]

Bir dontidlcerli pusulanin esas yapisi sekil 4.14‘de gorilmektedir. Rotoru tek cembere
bagli bir eksen etrafinda i hizi ile donerken cember de diisey AB ekseni etrafinda
serbestce donmektedir. Rotor ekseninin boylam dizlemi ile yaptigl aci © ve yer kiresi
Uzerindeki konumunun enlem acisi A ile gosteriliyor. OC dogrultusunun dinya
eksenine paralel oldugu ve diinyanin kendi ekseni etrafindaki agisal hizinin w, oldugu
biliniyor

(a) Oncelikle bu déniidlgerli pusulanin hareket denklemlerinin

I'6 + 1 w,w, cosAsin® — I'w,%cos?1 sin® cos® =0 (4.51)
Iw, =0 (4.52)
oldugunu gosterecegiz. Burada w, toplam agisal hizin rotor ekseni dogrultusundaki
bilesenini, I ve I' ise sirasiyla rotorun kendi simetri eksenine ve O dan gecen enine bir

eksene gore atalet momentlerini, gostermektedir.

(b) Dahasonra w literimleri ihmal ederek, © nin kiigiik degerleri igin
6+ el =0 (4.53)
olacagini ve dontolcerli-pusulanin ekseninin, kuzey-gliney dogrultusunda bir salinim

yapacagini gosterecegiz.
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Cembere baglanmis bir Oxyz karsilastirma cergevesi secgelim. y ekseni OA duseyi
Uzerinde, z ekseni rotor ekseni lizerinde olsun. Bu ¢cercevenin bir Newton karsilastirma

cercevesine gore acisal hizi
Q= w,K+ 6j (4.54)
dir;

K dinya ekseni boyunca birim vektordiir. K’y1 xyz eksenleri boyunca bilesenlere

ayiralim,

K =— cosAdsinBi+sind j+ cosd cosO k (4.55)

Sekil 4. 24 Donolcerli pusulanin esas yapisi[16]

yerine koyarak
Q= —w, cosAsin®i+ (6 +w, sind)j+w, cosd cosO k (4.56)

Rotorun agisal hizi, Qya 1 k spinini ekleyerek elde edilir.

w, = +w, cosl cosO (4.57)
koyarak

W= —w, cosA sin@i+ (6+w, sind)j+ w, k (4.58)
(a) Rotorun agisal momentumu

ho = Lwyi + Lwyj+ Lw,k (4.59)

51



dir; burada I, = I, = I' ve I, = I dir (asal atalet moment)

(4.58) vyi kullanarak

ho= —I'w, cosA sin®i+1'(6+w, sind)j+I1w,k (4.60)
Simdi
My =224 0 x hy (4.61)

Yazalim. (4.56) ve (4.60)’U (4.61)'de yerine koyarak

YM, =—I'w, cosA cos®6i +1'8j+ Iw,k + [-w, cosA sin®i+ (6 +w,
sinA)j +w, cosA cos® k] x [~I'w, cosA sin®i+I'(6+w, sind)j+Iw,k ]
XM, = [—I'We cosA cos®O + (O +w, sind)(Iw, —I' w,cos A cose)]i +

[1'6 + I w, w, cosA cos® -I'wZ (cos 1)? sin© cos O]j + [ w, — w, cosAsin® I'(6 +

w, sind) + (6 + w, sina)I’ cos 1sin O]k (4.63)

Gorullyor ki rotor z ekseni etrafinda serbestce donebilmektedir (spin) ; keza y ekseni
etrafinda donisli de serbesttir. (Tek sinirlama, x etrafindaki kuvvet ciftinden

gelmektedir.) O halde }; M, nuny ve z bilesenleri sifir olmalidir.

I'6+1w,w, cosA cos® -I'wZ (cos 1)?sinB cos O = 0 (4.51)
I, =0 (4.52)
(b) ikinci denklemden w, = sabit cikar. ilk denklemi sdyle yazalim:

I'6+ (Iw, —I'w, cosAcos®)w, cosAsin® = 0 (4.64)

w, >> w, oldugu aciktir, o halde parantez icindeki ikinci terimi ihmal edebiliriz:

I'6+ Iw,w, cosAsin® = 0 (4.65)
6+ e lsing = 0 (4.66)

Bu denklem gosterir ki rotor kuzey-giiney (N-S) dogrultusunda ( bu dogrultuda 6 =
0 dir) bir basit sarkac¢ gibi salinim yapar ve bu bize N-S dogrultusunu bulma olanagi

saglar. © nin kii¢lik degerleri icin

Iwzwg cosA

0+ - 0=0 (4.53)

olur; bu basit harmonik harekettir. Salinim periyodu
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T=2=2n1 |— — (4.67)

P I wzwg cosAd
dir ve A = +90° olunca periyod o olur. O halde doénidlcerli pusula, kutup

bolgelerinde N-S dogrultusunu bulmakta kullanilamaz.
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BOLUM 5

DORDUNCU DERECEDEN SERBESTLIKLi DONUOLCER

Axis #V
Body C / Axis 2
Motor #1, Stipring
Encoder #1 - Axis 3 Inertial
out ot
Y (out of view)
Axis 2 Inertial
Encoder #3 Rotor Switch
. (out of view)
Axis #3 _ Axi
Axis 3
\_ Slipring
Axis 3 Brake
Body B
Motor #2,
Encoder #2,
Y Gearhead Axis 4 Inertia
&7 (BodyR)
/
I
V / i Axis #4
Axis #4
Encoder, Slipring, Brake
(not Shown)

Sekil 5. 25 Dort serbestlikli doniidlger modeli [17]

5.1 Degiskenlerin Tanimlanmasi

Sekil 5.1’de gorilen doniolger 4 (dort) adet dénen kitleden olusmaktadir. 4 kitlenin

de donen ¢ember eksenlerine nispi olarak © kadar agisal konumlari vardir. Dinamik
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modeli olusturulurken dontolcerin simetrik oldugu ve merkezlerinin D’nin merkezinde
oldugu varsayillmistir. Sonug¢ olarak sadece doner dinamikler dikkat alinmalidir.

Asagidaki cizelgede dénidlceri olusturan yapinin genel gorinimu verilmistir.[18]

Cizelge 5. 1 Donldlcer elemanlari[18]

Donen Kiitle | Tanim Acisal Konum | Atalet
A Dis cember 0, 4
B ic cember 0, 1B
C Rotor silindiri 0, ¢
D Rotor 0, P

Donuolcerde bulunan iki adet motor sistem girislerini olusturur. Birinci motor rotorda,
ikinci motor rotor silindirinde tork olusturur. Sistem cikislari ise dort adet

encoderlardan yapilan él¢ctimlerdir. Bu dl¢limler hiz veya konum olabilir.
u = T; =govdelere uygulanan tork (girisler)
y = 0;, w; =encoderlardan élgilen agisal konumlar ve agisal hizlar (gikislar)

Bizim sistemimizin g¢ikislari birinci eksenin agisal hizi, 2.3.4. eksenlerin agisal konumlari

olacaktir.

T —— o —> 0,
DONUOLCER
T, - — * 6

Sekil 5. 26 Sistem giris-cikislari[18]

5.2 Agisal Konumlarin Genel Degerlendirilmesi

e Rotorun(D) ©; agisal konumu dikkate alinmayacak olup sadece w; = 0 1acisal hizi
hesaplamalarda kullanilacaktir.

e Rotor silindiri (C) i¢ gember’e (B) dik oldugu durumlarda rotor silindirinin (C) acisal

konumu 6, =0 olur.
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® i¢c cember(B) dis cember’e (A) dik oldugu durumlarda rotor silindirinin (C) agisal
konumu 65 =0 olur.
® Dis cember (A) serbestce donebilir ve dontdlcerin simetrik oldugu kabul edilmistir.

Bu nedenle dis gemberin herhangi agisal konumunda 6, =0 olur.

Her c¢ember 3 boyutta doénebilecegi icin x;x,x3 eksenleri boyunca I,/,K

eylemsizlikleri olusur. I? eylemsizligib = A, B, C, D olmak iizere ,

I, 0 0
= [0 J, 0
0 0 K,

(5.1)

ve I, ,N; eksenindeki eylemsizlik , J, , N, eksenindeki eylemsizlik, K}, , N3 eksenindeki

eylemsizligi tanimlar.

WA

Gimbal Axis 3
=
..I..

3

1

I | Gimbal Axis 4

Sekil 5. 27 Donlidlgcerin sematik gosterimi[17]
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5.3 Doniidlgerin Lineer Olmayan Dinamikleri
Cemberlerin agisal konumlari Ty, T, ic torklari ile degistirilebilir. i¢ torklar uygulandikca

diger cemberlere etkiyen karsi toklar olusur.

e 0O, ve 05 acisal konumlarina bagh olarak, T; rotora uygulandiginda i¢ gemberin (B)
donlistine neden olan T; ve/veya dis gemberin (A) donmesine neden olan T, karsi
torkuna neden olur.

e 0,'nin agisal konumu T;, rotor silindirine uygulandiginda degistirilebilir. ©5 agisal
konumuna bagli olarak, T, rotor silindirine uygulandiginda dis gemberin déniisiine

neden olan T, karsi torkuna neden olur.

Temel gozlemden sonra Ty, T, i¢c torklar ile ©; agisal konumlari ve w; = 6,
i = 1,2,3,4 denklemleri doniolcerin hareket denklemlerini formule eder. Hareket
denklemleri Lagrange denklemleri veya Kane metodu ile cikarilabilir ve sonuc olarak

lineer-olmayan fark denklemleri asagidaki formda olur.

Ty = f1(82, 03, wy, w3, Wy, Wy, W3, Wy)

Ty = f2(82, 83, Wy, w3, Wy, Wy, W)

0 = f3(0,03,wy, wy, Wz, Wy, Wy, W3, Wy) (5.2)
0 = f4(02, 03, Wy, Wy, Wz, Wy, Wy, Wy, W3, Wy)

Ty, T, i¢ torklar giris sinyalleri olarak dikkate alinmistir. Yukaridaki denklemlerden de

goruldigi tzere B4 ve 8,’Gn donldlgerin dinamik davranigi Gizerinde etkisi yoktur.

5.4 Doniidlgerin Lineerlestirilmis Dinamikleri

Sadece rotorun acisal hiziw; = 6, etrafindaki kiigiik bozulmalari dikkate alarak, rotor
silindirin agisal konumu 0, ve i¢ ¢gemberin agisal konumu 65 lineer olmayan hareket

denklemlerinin sadelestirilmesine izin verir.

W1 - Q
0,=6, (5.3)
O; = e_3
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(5.2) deki denklemler sadelestirilecek olursa
Jowi=Ti = Jp C059—2W3 —Jp 5ine—2C059_3W4
e+ Ip)wy =T, — JpQsin 0, ws + JpQ cos 0, cos 05 wy + (I + Ip) sin 65 w,
Us +Jo +Jc — Uc +Jp — Ip — Kc)sin?0,)ws =
—Jp c0s O, Wy + JpQ5sin O, w, — [pQsin O, sinO; w, — sin O, cos B, cos O3 (5.4)
(ID + KA + KB + KC + (]C +]D - ID - Kc)sinze_z
+ (IC + IB - KB - KC - (]C +]D - ID - Kc)Sinze_z)Sinze_g)W4
= Jp sin©, cos O3 Wy — JpQ cos 0, cos B; w, + (I + Ip) sin O3 w,

+]DQsin6_25in8_3 ws — e+ Jp—Ip —K¢) sine_zcose_zcose_3w3

(5.4) deki denklemler karmasik goriinse de toplam tork eylemsizlik ile agisal ivmenin

carpimina esittir ve Newton’un 2.kanunu yansitan asagidaki denklem olarak yazilabilir.

10;=3%T (5.5)

5.5 Doniidlgerin dogrusal dinamikleri

Matris gosteriminde Ty, T, torklari ile yazacak olursak

Jw(t) = Dw(t) + Q(¢t) (5.6)
wy (1)

w(t)= ngg (5.7)
w, (1)

ve

T(t) = [%Eg (5.8)

Doniolgerin dinamik modelini sadelestirmek icin bazi 6zel durumlari kabul edecegiz.

W1:Q
0,=06,=0 (5.9)
B0;=0;=0

Sirasi ile rotor hizi sabit, rotor silindiri ile i¢ ¢ember, ic ¢cember ile dis ¢cember
birbirlerine dik konumdadir (Sekil 5.25 deki goriiniim).
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(5.9) daki denklemler dikkate alindiginda hareket denklemleri asagidaki gibi

sadelestirilebilir.

Jowy = Ty — Jpws

(e +Ip)wy, = Ty + Jp0Qw, (5.10)
Ug +Jp +Jc)ws = —Jpwy

(Ip + K4 + Kg + Kc)w, = —JpQ w,

ve Jw(t) = Dw(t) + Q(t) matris gosterimi

Ib 0 Ip 0
0 (Uc+1p) 0 0
= 5.11
J Ip 0 Us+Jp+Jc) 0 ( )
0 0 0 (Ip + K4 + Kg + K¢)
0 0 0 0
o 0 0 o
D=l o o b (5.12)
0 —Jp0 0 0
1 0
o 1
=y o (5.13)
0 0

olur ve durum vektorleri ile birinci dereceden fark denklemini acisal hizlar ve bazi acisal

konumlarla olarak yazacak olursak

x(t) = [02(8) 63() 04(1) wi(®) wa(t)  ws(®) wa(O)] (5.14)
u®) = [i(®) T (5.15)

olur.

Durum uzay modeli ise

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (5.16)
y(t) = Cx(t) (5.17)
ve
1 0 0 00 0 O
c=lprou o n
0 0 01 0 0O

59



olursa

03x3 U3X4
ao oo U s
O4x3
O3x3
B=|" 5.20
] IQ ( )
01 0 0
0 0 1
ve
0 0 0 O 1 0 0
0 0 0O 0 1 0
0 0 0O 0 0 1
A= 0 0 0 O 0 0 0 (5.22)
“lo 0o 0o 0 0 o @ '
Ic+Ip
0 0 0O 0 0 0
0000 —22 __ o o
| Ip+Kao+Kp+Kc i
0 0 1
0 0
0 0
Jet/ptic 0
B = |/pUB+Jo) (5.23)
1
0
Ic+Ip
-1
IJet]c
0 0

Sonug¢ 7.dereceden durum uzay modelidir. A matrisinin 6zdegerlerini hesapladigimizda

kutuplarin konumu soyledir:

e T, torkunun rotoru déndiirme ¢alismasindan olusan karsi tork T3 {in sonucu olarak
ic cember (B3)in serbest donlsiinden kaynaklanan donUdlgerin hareketinden
dolayi 2 kutup O (orjinde)dadir.

e Kinematik fark denklemlerinden dolayi 3 ek kutup orjindedir.

e 2 kompleks kutup salinimh hareketi modeller. Rezonans frekansi w,, kompleks

kutuplarin +jw,, konumlarindan bulunur ve dénudlgerin nutasyon frekansi olarak

tanimlanir. Birimi rad/s’dir.

60



Laplas donlisimi ile durum uzay modeli yerine (5.10) daki denklemlerden agisal

konum ile uygulanan torklar arasindaki iliskinin transfer fonksiyonu yazilabilir.

02(5) = G22(s)T2(s) (5.24)
Gaa(s) = (1C+1D)(II;:1§::;::15CC)52+92]E, (5.25)
B3(s) = G31(s)T1(s) (5.26)
G31(s) = — m (5.27)
04(s) = G4z ()T, (s) (5.28)
Gaz(s) = /o2 (5.29)

(Ic+Ip)(Up+Ka+Kp+Kc)s3+02]3s

4. ve 2. Eksen sabit kabul edildigi durumda O3, 3.eksen sabit kabul edildigi durumda
0,, 3.eksen sabit kabul edildigi durumda 6,agisal konumlarinin transfer fonsiyonu elde

edilebilir. Karmasik goriinen transfer fonksiyonlarinin formunu temel olarak asagidaki

gibi yazabiliriz.

G31(s) = — (]B+1]c)52 = Szf;os (5.30)
G2 (s) = (IC+ID)(II;:I:(;:I£<::I:(CC)SZ+9.2]5 - 52+212'14‘::2;+w,21 (5.31)
Gz (s) = —Jn8 = Kawi (5.32)

(Ic+Ip)(Ip+Ka+Kp+Kc)s3+02j3s — s2+2Bwys+w2

5.6 Doniidlgerin Farkli Eksenlerinin Kontrolii

ic cember agisal konumu 03’l 6lgcmek icin w, = w, = 0 kabul edilir. (5.10) ve (5.9) daki

denklemler ile
Jowi = Ty = JpWs3

Uc+Ihw, = T, (5.33)
Us +Jp +Jc)ws = —Jpwy

olarak sadelestirilebilir. Denklemleri transfer fonksiyonu olarak tekrar yazacak olursak

01(s) = G11(s)T1(s) (5.34)
_ JetJctip
G1a(s) = IpUp+Jc)s? (5.35)
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0,(s) = G22(s)T2(s) (5.36)

1

Gz (s) = Tt (5.37)
03(s) = G31(s)Ty(s) (5.38)
G31(s) = — W (5.39)

Esitliklerini elde ederiz. Yukaridaki denklemleri genel formda yazacak olursak i = 1,2,3 icin

0:(s) = G1(s)T1(s) (5.40)
Ko
Gu(s) = o x (5.41)

K, kazang ve 3, ek sénlimlenmeyi ifade eder. Eger agisal hizi dlgmek istersek genel

denklem formunun 1.dereceden sisteme indirgenebilecegini goririz. i = 1,2,3 icin

wi(t) = 20;(t) (5.42)
w;(s) = s5Gy (s)T1(s) (5.43)
G (s) = - f(’ﬁo (5.44)

Rotor silindirinin agisal konumu 6,’yi 6lgmek igin 8; = w; = Q > 0 kabul edilir.

w, = w, = 0 olup (5.10) ve (5.9) daki denklemler ile

Jowi =Ty

(Ic+Ip)wy, = Ty + JpQw, (5.45)
(Ip + Ky + Kg + Kc)wy = —JpQw,

incelendiginde (5.23) ve (5.10)deki son iki denklemin de ayni oldugu gériliir. Transfer

fonksiyonlari ise

0:1(s) = G11(s)T.(s) (5.46)
Gii(s) = ]Dlsz (5.47)
02(5) = G22(s)T>(s) (5.48)

Goo(s) = Ip+Ka+Kp+Kg (5.49)

(Ic+Hp)Up+Ka+Kp+Kc)s2+02 3

04(s) = G42(s)T2(5) (5.50)
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_ —/pQ
Gy (5) = (Uc+Ip)(Ip+K g+Kp+K()s3+Q2J3s (5.51)

ilk denklem diger iki denklemden bagimsizdir. Sonug olarak w; (s) = s0,(s) rotor hizi

T,(s) ile kontrol edilebilir. 8, (t) = w;(t) = Q > 0ile G,,(s) transfer fonksiyonu

02(5) = G22(s)T>(s) (5.52)
2
Gp2(s) = K m (5.53)

Kikazanci, Byise donlolgerdeki sonimlenmeyi ifade eder. T,(t) ile w,(t) arasindaki
iliski basit bir ikinci dereceden sistemdir. Bu ikinci dereceden sistemde iki adet
kompleks konjuge kutup vardir. Sonimlenmemis nutasyon frekansi teorik olarak
asagidaki gibidir.

_ Yp
\/(IC+1D)(1D+KA+KB+KC)

(5.54)

Wn

G4, (s) transfer fonksiyonu T, (s) torku ile dis ¢cember agisal konumu 6,(s)tanimlar.

(5.32) deki gibi iki adet kompleks konjuge kutbu vardir ve ek olarak orjinde bir kutbu

daha vardir.
K, Wi 1

Goa () =Kz * 7 3 (5.55)
K, kazanci, 3, ise donidlgerdeki sénimlenmeyi ifade eder. Agisal hizi

d
w,(t) = — 04(8) (5.56)
olarak tanimlarsak asagidaki ikinci dereceden sistemi elde ederiz.

wn?

Wa(s) = 5+ Gia()T2(s), 5+ Gaa(s) = Ky ey (5.57)

5.7 4. Dereceden Serbestlikli Doniidlger igin Tam Mertebeden Gozleyici Tasarimi

5.7.1 Giris

Lyapunov denklemleri kararhlik ve dayanikli kararlilik analizlerinde, kontrol edilebilirlik
ve gozlenebilirlik gramyanlari belirlemede, H, normunu hesaplamada kullanilir.
Lyapunov denklem ¢o6ziimlerine Cebirsel Riccati denklemlerin ¢éziimlerinde Newton

metodu gibi bazi iteratif metotlarin gerceklenmesinde ihtiya¢ vardir. Lyapunov
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denklemlerinin bu pratik uygulamalarda 6nemli roli ¢oziimlerde sayisal givenilir

teknikleri garanti eder.[20]

Sirekli zaman Lyapunov denklemi

XA+ ATX =C (5.58)
Sylvester denklemi olarak bilinen klasik matris denkleminin 6zel durumudur
XA+BX=C (5.59)
Benzer olarak ayrik zaman Lyapunov denklemi:

ATXA-X=C (5.60)
Ayrik zaman Sylvester denkleminin 6zel durumudur:

BXA-X=C (5.61)

Sylvester denklemleri ayrica Sylvester-gozleyici denkleminde gozleyici tasariminda ve

O0zdeger-belirleme veya kutup-yerlestirme problemlerinde kullanilir.

5.7.2 Sylvester Denklemi

A, B, C matrislerinin nxn, mxm ve mxn boyutlarinda oldugunu varsayalim.

Teorem 5.1: Sylvester Denklem ¢6zimdiinin bir tane olmasl. 14, ...,4,, A matrisinin
Ozdegerleri ve uq,..., Uy B matrisinin 6zdegerleri olsun. XA + BX = C Sylvester
denkleminin tek X ¢6zimi vardir ancak ve ancak ;+ u; #0 i=1,..,n ve
j=1,..,m.Baska bir ifade ile ancak ve ancak A ve - B matrisleri ortak 6zdegerleri

olmadiginda Sylvester denkleminin tekil ¢c6zimu vardir.

Ispat: Slyvester denklemi XA + BX = C nm X nm lineer sisteme esittir

Px=c (5.62)
P=(I,®@B)+(A" ® I,) (5.63)
x=vec(X)= (X11, - - »Xm1,X12:%22 5 « - »Xm2r+ « o X1 Xomoe - + > Xn) | (5.64)
c=vec(C)=0(c11, - Cm1,C12,C22+ + - »Cmzr~ - +»CinsComre + « »Crn) | (5.65)

Boylece Sylvester denkleminin, P ancak ve ancak tekil olmadiginda, tek ¢6ziimi vardir.
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Burada W Q Z , W ve Znin Kronecker carpimidir. W = (w;;) ve Z = (z;;) pxp ve

r x r boyutlarinda iki matris ve W & Z Kronecker ¢arpimi

/Wllz lez A WlpZ\

WoiZ Wyl o+ Wy, Z

W ® Z — 2:1 2:2 . 2:1) (566)
Wp1Z WpaZ - WppZ

Boylece Sylvester Denklemi (5.59), sistemin (5.62) P matrisi ancak ve ancak tekil

olmadiginda tek ¢6zimu vardir.

P matrisinin 6zdegerleri i=1,..,nvej=1,.. ,m iken 4; + u; dir (Horn ve
Johnson 1991). Bir matrisin determinanti 6zdegerlerinin ¢arpimina esit oldugundan P

ancakveancaki =1,..,nvej=1,.. ,m iken 4; + uj#0 oldugunda tekil degildir.

5.7.3 Lyapunov Denklemi

Lyapunov denklemi (5.58) Sylvester denklemi (5.59) nin 6zel durumudur.

Dogal sonug 5.1 Lyapunov Denklemi Cozimiinln tekligi. A1, 1,, ..., 4, A’'nin 6zdegerleri
olsun. Lyapunov denkleminin ancak ve ancak i=1,..,nvej=1,.. ,m iken

Ai + uj # 0 oldugunda tek X ¢6zimd vardir.

5.7.4 Sylvester Denklemi ile Durum Kestirimi

Durum kestirimi yaklasiminda A, B, C, u(t) ve y(t) bilinmekte iken sistem
z(t) = Fz(t) + Gy(t) + Pu(t) (5.67)

ve FnXxn,GnXrveP nXmboyutludur. n X n boyutlu tekil olmayan X matrisi igin,
herhangi x(0),z(0) ve her u(t) baslangic kosullari ile hata vektéri e(t) = z(t) —
Xx(t) - 0olur. z(t) daha sonra Xx(t)’in kestirilmisi olacaktir. (5.67) sistemi (5.16) ve
(5.17) sisteminin durum gozleyicisi olur. Bu fikir D.Luenberger (1964) tarafindan

Uretildigi icin kontrol teorisinde Luenberger gozleyicisi olarak gecer.

(5.67) durum gozleyicisi icin X, F, G ve P belli kosullari saglamalidir.
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Teorem 5.2: Gozleyici Teoremi. (5.67) sistemi (5.16) ve (5.17) sisteminin durum
gozleyicisidir. z(t) Xx(t)’in kestirilmisidir. Herhangi x(0), z(0) ve her u(t) baslangi¢
kosullariicin hata e(t) = z(t) — Xx(t) - 0,t — oo eger

(i) XA—-FX =GC, (5.68)
(i) P=XB, (5.69)

(iii) F kararli ise

Ispat Eger (i)-(iii) kosullari saglaniyorsa e(t) = 0, t > 0

e(t) = z(t) — Xx(t) (5.70)
e(t) =z(t) — Xx(t) (5.71)
= Fz(t) + Gy(t) + Pu(t) — X(Ax(t) + Bu(t)) (5.72)

y(t) = Cx(t)yi yerine yazip FXx(t) ekleyip ¢ikardigimizda

e(t) =Fe(t)+ (FX — XA+ GC)x(t) + (P — XB)u(t) (5.73)
elde ederiz. Eger (i)ve (ii) kosullari saglanirsa

e(t) = Fe(t) (5.74)
elde ederiz.

Ek olarak kosul (iii) saglandiginda x(0), z(0) ve her u(t) igin, e(t) —» 0,t = o olur.

Bundan dolayi z(t), Xx(t)’nin kestirilmisidir.

5.7.5 Sylvester-Gozleyici Denklemi

Tanim 5.1 Matris denklemi
XA—FX =GC (5.75)

A ve C verilmis ve X, F ve G bulunmasi gereken matrislerdir ve yukaridaki denklem

Sylvester-Gozleyici denklemi olarak adlandirilir.
Bu denklem klasik Sylvester denkleminin varyasyonundan uretilmistir
XA+TX =R (5.76)

A, T ve R verilmistir ve X bilinmeyen tek matristir.
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Algoritma 5.1 Sylvester-gozleyici denklemi ile tam mertebeden gozleyici tasarimi
Girisgler A,B,C sistem matrisleri sirasiylan X n,n X m ve r X n boyutlarindadir.

Cikis x(t) durum vektorinin kestirilmisi X(t)

Varsayim (4, C) gozlenebilir.

Basamak 1 Tekil olmayan X matrisini verecek olan G matrisi ve kararli bir F matrisi seg.

(F, G) ciftinin kontrol edilebilirligini goérdikten sonra denklem (5.75) MATLAB lyap

komutunda ¢ozdlirmek icin yeniden diizenlenecek olursa ;
—FX 4+ XA — GC = 0 dlzenlemesinden sonra
Basamak 2 Teorem 5.3 deki adimlari yerine getirerek tekil olmayan X'i bul.

Bunun igin dncelikle A matrisinin karakteristik polinomunu bul. a(1) = A" + a; A"t +
-+ + a, A'nin karakteristik polinomu olmak uzere, a4, ..., a,_1 katsayilarini asagidaki

esitlikte yerine koyarak S matrisini hesapla
S=F" 1+ F" 2+ 4+ an_ DR+ (F" 2 +a;F" 3 + -+ a,_,I)
XRA+ -+ (F+a;)RA" % + RA™? (5.77)

F daha 6nce tanimladigimiz matris ve R = —G - C dir. S matrisini yukaridaki tanimdan
hesapladiktan sonra S matrisinin tekil olmadigini gor. S tekil ise birinci adima dénerek
yeni F ve G matrisi tanimla. Yeni F, G matrisleri ile basamak 2 yi tekrarla. Son olarak X
‘in tekil ¢6zimiini bulmak icin karakteristik polinom denkleminde A yerine

F’i koyarak yeniden hesapla. Buldugun sonucun tersini alarak S ile carparak X'i hesapla
X = (a(F))71s (5.78)
(X’in ¢6zimunin tek olmasi a(F) ‘in tekil olmadigini ifade eder.)

Basamak 3 MATLAB X = lyap(—F, A, —G * C) komutu bize X matrisini verir. Burada
buldugun X ile bir 6nceki adimda buldugun X’i karsilastir. Basamak 2 ve 3’0 kullanarak

buldugun X’lerin ayni oldugunu gor.
Basamak 4 P = XB hesapla
Basamak 5 Gozleyici z(t)yi asagidaki denklemi ¢ozerek tasarla

z(t) = Fz(t) + Gy(t) + Pu(t) (5.67)
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2(0) = z, (5.79)
Basamak 6 x(t) durum vektoriiniin kestirilmisi X (t)yi bul:

() =X"1z(¢) (5.80)

5.7.6 Sylvester Denkleminin Tekil Olmayan Coziimlerinin Karakterizasyonu
Suana kadar Sylvester-gozleyici tasariminda tam mertebeden tasarimi icin tekil
olmayan ¢o6zimlli X (Algoritma 5.1) veya indirgenmis mertebeden tasarim igin tam

rank ¢6zimli X’e gerek oldugunu gordiik.

Bu bolimde tek ¢ozimliu Sylvester denklemi icin gerekli kosullari tanimlayacagiz.

Uygun kosulu saglamak icin sadece tam mertebeden durumlari dikkate alacagiz.

Teorem 5.2: Sylvester Denkleminin tekil olmayan ¢6zimi icin gerekli kosullar. A, F, G
veC n Xnn XnnXrver Xnboyutlarindadir. X Sylester-gozleyici denkleminin tek

¢6zimd olsun
XA - FX =GC (5.81)

X'in tekil olmamasi icin gerekli kosullar; (4, C) gézlenebilir ve (F, G) kontroledilebilir

olmalidir.

ispat (5.81) deki denklemden A° = I, ve F° = I,,,,, matrisler olmak lizere

XA° — FOx = 0 (5.82)
XA—FX =GC (5.81)
XA? — F2X = GCA + FGC (5.83)
XA™ — F"X = GCA™ ! + FGCA™ 2 + .-+ F*1GC (5.84)

a(d) = A" + a; A" + -+ + a,, A’nin karakteristik polinomu ve (F, G) matris takiminin
kontrol edilebilirlik matrisi Cz; ve (4, C) matris takiminin gozlenebilir matrisi Oy¢

olsun.

Oncelikle X’in tekligi a(F) matrisinin tekil olmadigini ifade eder. Teorem 5.1de X
(5.81)'un tekil ¢ozlimudir ancak ve ancak A ve F ortak 6zdegere sahip olmadiginda.
Ancak ve ancak a(F) matrisi tekil olmadiginda A ve F ortak 6zdegere sahip degildir.

Gunkl a(F) ozdegerleri n sayidadir. H?=1 (ui—24), i=1,..,n; A;'ler A’nin
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6zdegerleri ve y;ler F'nin 6zdegerleridir. Boylece, ancak ve ancak X (5.81)'in ¢6zimi

tek ise a(F) tekil degildir.

Yukaridaki denklemleri sirasiyla a,,a,_1,...,1 ile c¢arptigimizda Cayley-Hamilton

teoremini kullanarak bazi cebirsel dizenlemeler sonucunda

X = —[a(F)] 'CrgROAc (5.85)
An_l ap_I - ayl 1
an_zl an_3I I 0

R=| : : N (5.86)
a1 1 -0 0
[ I 0 0 ()J

(5.85)’den X'in tekil olmamasi igin Cp; ve 0, dikdoértgen matrisleri tam ranka sahip

olmalidir. Baska bir deyisle (F, G) kontroledilebilir ve (4, C) gozlenebilir olmaldir.

Dogal sonug¢ 5.2 Eger G n X 1ve C 1 X nise (5.81)'un tek ¢6zimi X’in tekil olmamasi

icin gerek ve yeter kosullar (F, G) kontroledilebilir ve (4, C) goézlenebilir olmasidir.
ispat Bu durumda Cr¢ ve O4c kare matrislerdir. Oyleyse (5.85)de ancak ve ancak
(F, G) kontroledilebilir ve (4, C) gbzlenebilir oldugunda X tekil degildir.

Teorem 5.2 Datta (1997) tarafindan X’in tekil olmamasi durum igin, yeterli ve gerek

kosullar verilerek, genellestirilmistir.
Teorem 5.3 Sylvester denklem ¢6ziim{inlin tekil olmamasinin karakterizasyonu.

A, F ve Rnxn matrisler olsun. a(1) = A" + a; A" 1 + -+ a,, A'nin karakteristik

polinomu olmak lizere
S=F" 1+ F" 2+ 4+ an_ DR+ (F" 2 +a;F" 3 + -+ a,_,I)

XRA+ -+ (F+a;)RA" % + RA™? (5.87)
Olarak tanimladigimizda Slyvester denkleminin tek X ¢6zimi
FX—XA=R (5.88)
ancak ve ancak S tekil olmadiginda tekil degildir. Buna ek olarak X ‘in tekil ¢c6zimi
X = (a(F))71s (5.78)

(X’in ¢6zimunin tek olmasi a(F) ‘in tekil olmadigini ifade eder.)
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Donuolcerimizin tiim ¢cemberleri serbest konumda iken durum uzay modelimizde;

0 0 0 O 1 0 0
0 0 0O 0 1 0
0 0 0O 0 0 1
A= 0 0 0O 0 0 0 (5.22)
o o 0 o0 0 0 -2 '
Ic+Ip
0 0 0O 0 0 0
0000 —222 __ o o
L Ip+Kao+Kp+Kc
0 0
0 0
0 0
JetJctip O
B = |/pUs+Jo) (5.23)
1
0
Ic+Ip
IJBtJc
0 0
(1 0 0 0 0 0 O
|01 0 0 0 0 O
¢= 0 01 0 0 0O (5.18)
0 0 01 0 0 O
olmak tizere Tanim 5.1 de verilen Sylvester-Gozleyici denklemi;
XA—-FX =GC (5.81)

ile Algoritma 5.1 Sylvester-gozleyici denklemini kullanarak tam mertebeden gozleyici

tasarimiicin asagidaki adimlari yerine getirmemiz gerekir.
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ilgili adimlara gegcmeden 6énce durum-uzay modelimizde asagidaki tabloda yer alan

degerleri yerine koyalim.

Cizelge 5. 2 Dénuodlger eleman degerleri[17]

Dénen Kitle | Atalet Elemani | Deger (kg-m?)
A Ka 0.067
B 0.012
B JB 0.018
KB 0.030
Ic 0.0092
c Jc 0.023
Kc 0.022
D Ip 0.015
JD 0.027

ve O =47.3 rad/sn olmak Uizere A, B, C sistem matrislerimizin yeni hali asagidaki gibi olur.

0 0 0 O 1 0 0
0 0 0 O 0 1 0
0 0 0 O 0 0 1
A=10 0 0 O 0 0 0 (5.82)
0 0 0 O 0 0 52.76
0 0 0 O 0 0 0
0 0 0 0 =953 O 0
0 0
0 0
0 0
B =161.427 0 (5.83)
0 41.32
—24.3 0
0 0

Girisler A, B, C sistem matrisleri sirasiylan X n,n X m ve r X n boyutlarindadir.
Cikis x(t) durum vektoriunin kestirilmisi X(t)

Varsayim (4, C) gozlenebilirligi Mathematicada kontrol ettigimizde
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>MatrixRank[ObservabilityMatrix[ss]]
7
7 durumun da gozlenebildigini gérmis oluruz.

Basamak 1 Tekil olmayan X matrisini verecek olan G matrisi ve kararli bir F matrisi sec.

—5 0 0 0 0 0 0
0 -6 0 0 0 0 0
0 0 -7 0 0 0 0
F=lo 0 0 -8 0 0 0 (5.84)
0 0 0 0 -9 0 0
0 0 0 O 0 -10 O
Lo 0o o 0o o0 o0 -—11d
1 0 0 0
010 0
00 1 0
G=[1 0 0 1 (5.85)
010 0
00 1 0
0 0 0 1
ve

>> Co=ctrb(F,G); % F,G ciftinin kontrol edilebilirligini test et
>> unco=length(F)-rank(Co)
unco= 0

(F, G) ciftinin kontrol edilebilirligini gordikten sonra denklem (5.81) MATLAB lyap

komutunda ¢6zdirmek icin yeniden diizenlenecek olursa ;
—FX 4+ XA — GC = 0 dlzenlemesinden sonra
Basamak 2 Teorem 5.3 deki adimlari yerine getirerek tekil olmayan X'i bul.

Bunun igin dncelikle A matrisinin karakteristik polinomunu bul. a(1) = A" + q; A"t +
-+ + a, A'nin karakteristik polinomu olmak uzere, a4, ..., a,_1 katsayilarini asagidaki

esitlikte yerine koyarak S matrisini hesapla
S=F" 1+ F" 2+ 4+ an_ DR+ (F" 2 +a,F" 3+ -+ a,_,I)
XRA+ -+ (F+ a;)RA™ 2 + RA™ 1 (5.87)

F daha once tanimladigimiz matris ve R = —G - C dir.
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A matrisinin karakteristik polinomu;

A(Q) = A7 +502.803 - 2° (5.89)
ve
—329877 0 0 0 3125 0 —32975
[ 0 —698288 0 0 0 116381 0 ]
| 0 0 —1.325x10°¢ 0 22881.5 0 16807 |
S =[-2.321x10° 0 0 —2.322x10% 32768 0 —216105
0 —3.830x10° 0 0 0 425592 0
0 0 —6.028x10° 0 95300 0 10°
l 0 0 0 —9.133x10° 0 0 0 J

S matrisini hesapladiktan sonra S matrisinin tekil olmadigini gor.
det(S) = 2.338x1038 (5.90)

S tekil ise X ‘in tekil ¢c6zimiini karakteristik polinom denkleminde A yerine F i koyarak

yeniden hesapla.
A(F) = F7 +502.803 - F° (5.91)

Buldugun sonucun tersini alarak S ile carparak X’i hesapla

X = (a(F))71s (5.78)
- 0.2 0 0 0 —0.0019 0 0.02
0 0.1667 0 0 0 —0.0278 0
0 0 0.1429 0 —0.0025 0 —0.0018
X =10.125 0 0 0.125 —0.0018 0 0.0116 (5.92)
0 0.1111 0 0 0 —0.0123 0
0 0 0.1 0 —0.0016 0 —0.0017
0 0 0 0.0909 0 0 0

(X’in ¢cdzimunin tek olmasi a(F) ‘in tekil olmadigini ifade eder.)
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Basamak 3 >> X = lyap(—F,A,—G * C) komutu bize X matrisini verir. Burada

buldugun X ile bir dnceki adimda buldugun X’i karsilastir.

0.2 0 0 0 —0.0019 0 0.02
0 0.1667 0 0 0 —0.0278 0
0 0 0.1429 0 —0.0025 0 —0.0018
X =10.125 0 0 0.125 —0.0018 0 0.0116 (5.92)
0 0.1111 0 0 0 —0.0123 0
0 0 0.1 0 —0.0016 0 —0.0017
0 0 0 0.0909 0 0 0
Sonug ayni oldugu icin bir sonraki adima gec.
Basamak 4 P = XB hesapla
0 —0.07837
0.675 0
0 —0.1019
P =17.6784 —0.0729 (5.93)
0.3 0
0 —0.0653
15.5843 0

Basamak 5 Gozleyici z(t)yi asagidaki denklemi ¢ozerek tasarla
z(t) = Fz(t) + Gy(t) + Pu(t) (5.67)
z(0) =0 (5.79)

ve x(0) =[60;180;90;45;0;0;0] baslangic kosullari ile asagidaki sonuclar elde

edilmistir.
Basamak 6 x (t) durum vektoriiniin kestirilmisi X (t)yi bul:

() = X 1z(t)
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kestirilmis durum

durum

zaman (sn)

3.5

kestirilmis durum

25

15

0.5

3.5

2.5

1.5

0.5

zaman (sn)

Sekil 5. 28 Durum ve Kestirilmis Durumlarin karsilastirmasi
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kestirilmis durum

2—10- " K 5 K ——durum
~
X 20 - - e F------ qmmmm - F------ q--mmm -1 * kestirilmis durum |-
. | | | | | T T
A R R R -
U-‘ | | | | | | |
_40 | | L L | | L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4
zaman(sn)

Sekil 5. 29 Durum ve Kestirilmis Durumlarin karsilastirmasi

Sistemimizin tim durumlarn ve kestirilmis durumlari yukaridaki sekildeki gibidir.

Kestirilmis durumlarin sistemin durumlarini takip ettigi gériilmektedir.
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BOLUM 6

CH-47 HELIKOPTER MODELINDE KUTUP ATAMA iSLEMINDE GESITLI
ALGORITMALARIN UYGULANMASI VE ELDE EDILEN SONUGLARIN
KARSILASTIRILMASI

6.1 Giris
Bu bolimde dontodlgerlerin kullanilmakta oldugu alanlardan biri olan helikopter
modelinde kontrol teorisinin 6nemli problemlerinden biri olan kutup atama problemini

inceleyecegiz. Kutup atama islemleri durum geri beslemesi ile yapilacaktir. Lineer

sistemimiz
x = Ax(t) + Bu(t) (6.1)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (6.2)

ve x(t) durum vektoruni bilinmekte iken

u(t) = v(t) — Kx(t) (6.3)
olmak tizere K sabit matris ve v(t) referans giris vektéridir.

Giris vektord u(t) sisteme tekrar beslendiginde, elde ettigimiz yeni sistem:

x = (A— BK)x(t) + Bu(t) (6.4)
y(t) = (C — DK)x(t) + Dv(t) (6.5)

Elde ettigimiz yeni sistemde bulacagimiz K matrisi yeni sistemimizi kararh kilacak olan
matristir. Dolayisi ile durum geri besleme ile kararh kilma problemimiz, verilen (4, B)
matrisleri ile A — BK yi kararli kilan K matrisini bulmak olarak tanimlanabilir. Grafiksel

olarak asagidaki gibi tanimlanabilir.

77



Vv + u y
—>@—> % = Ax + Bu S
y=Cx+Du
Y
X
A
-K

Sekil 6. 30 Durum geri besleme yapisi[20]

Ozdegerlerin kompleks diizlemde olmasi istenilen yerlere atanmasi (6.3) kontrol
kanunu ile atanmasi durumu geribesleme ile 6zdeger atama olarak adlandirilir. Kontrol

teorisi literatliriindeki genel kullanimi ise kutup-yerlestirme problemidir[20].
Problemimiz matematiksel olarak asagidaki gibi tanimlanabilir:

A € R*™™" B € R**™(m <n) ve A kompleks konjuge altinda kapal olarak
A={A4, .., 4} iken Q(A — BK) = A ssitliginde K € R™*™ matrisini bulunuz.
Burada Q(R), R’nin spektrumudur.

K matrisi durum geri besleme matrisidir. Teorem 6.1 K matrisinin varhgi ve tekligini

saglayan kosullari verir.
Teorem 6.1: Durum geribesleme ile 6zdeger atama teoremi

Ozdeger atama probleminin ancak ve ancak (4, B) kontroledilebilir ise her A icin
¢O6zimiU vardir. Cozim ancak ve ancak tek girisli sistem icin tektir. Cok girisli

sistemlerde, problemin ¢6zimi mimkin ise, bircok ¢6ziimi vardir.

Ozdeger atama probleminin ¢dziimii icin bircok yéntem bulunmaktadir. Ancak bazi
yontemler (Ackermann formull, Bass-Gura formuli vs.) teorik olarak dogru olsalar da
hesaplamaya dayali metotlara dayanmazlar. Bu durumun oncelikli nedeni bu
yontemlerin kontrol edilebilir (4, B) giftinin kontrolér-dogal forma dénusimine dayali
olmasidir. Ayrica donistirilen matris yiksek kosul sayihdir. Bizim kullanacagimiz
yontemler hesaba dayali metotlar kullanan yéntemlerdir. Kullanacagimiz yontemler
(4, B) cifti kontrolér-Hessenberg formuna doénisimine veya A matrisinin Schur

formuna dénlsiimine dayanir.

78



Algoritma 6.1: Ozdeger atama problemi icin genellestirilmis algoritma

Bu yontemlerde kullanilan algoritmalari genellestirmek mimkiindiir. Clinkl yapi olarak
benzerdirler. Kullanish sayisal olarak etkili bir algoritma kontrol edilebilir (A,B) ¢iftinin
kanonik forma indirgenmesinde iyi kosul sayilara sahip donisimi kullanarak

yapilmasina dayali olmalidir. Kontrolér-Hessenber formu bunun icin uygundur.

Basamak 1 Kontrol edilebilir (A,B) cifti ilk olarak Hessenberg ciftine (H,B)

donistiridlmelidir. Bunun icin ortogonal P matrisi olusturulur.
PAPT=H (6.6)

indirgenmemis blok (ist Hessenberg matrisi,
_5_(B1
pB=5="}) (6.7)

B, st tUggendir.

Not: Tek girisli durumlarda, kontrolor-Hessenberg cifti (H,B) dir. Burada H ,

indirgenmemis blok tst Hessenberg matirisive b = Pb = Be;, 8 # 0.

Basamak 2 Ozdeger atama problemi (H, B) cifti icin H ve B 6zel formlari kullanilarak

¢Ozllmustilr. Bu basamakta asagidaki esitlikteki F matrisi bulunur.
Q(H —BF) = {4, .., 4} (6.8)

Not: Tek girisli durumlarda, bu basamakta satir vektori  fT

bulunur. Q(H — Be fT) = {A4, .., 1,,}

Basamak 3 Asil problemimizdeki geri besleme K matrisi, donistlriilen Hessenberg
problemindeki geri besleme matrisi F ile (A,B) ciftini (H,E) ciftine donlstiren P

ortogonal matris carpimi ile yeniden elde edilir :
K =FP (6.9)
Not: Q(H — BF) = Q(PAPT — PBFPPT) = Q(P(A — BK)PT) = Q(A — BK)

Basamak 1 de bahsettigimiz kontrol edilebilir (A,B) ciftinden Hessenberg ciftine (H, B)

yapilacak donisliim icin asagida yer alan Staircase algoritmasi kullaniimalidir.
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Algoritma 6.2 Staircase Algoritmasi. A n Xn ve BnXxXm (m <n).

Basamak 1l B matrisini QR faktorizasyonu kullanarak {ggenlestir. Ortogonal P;

matrisi ve permutasyon matrisi E;elde et
P,BE, = (E;l) (6.10)
B; ny X m st Gggen matrisi ve n; = rank (B) = rank (B,).

Basamak 2 A ve B'yi tekrar diizenle

@® €Y
H H
P,AP] = H = < o 15)) (6.11)
H21 HZZ
B=prB=%)E"=(") (6.12)
hesapla, n; < n.
Hl(i) ny X ny ve HZ(? (n—ny) Xny (6.13)

Eger HZ(? = 0 ise dur.

Basamak 3H2(1) matrisini QR faktorizasyonu kullanarak Uggenlestir. Ortogonal P,

matrisi ve permutasyon matrisi E,elde et

—_ 0

PHE = (") (6.14)
Hz(? n, X nq boyutluve n, = rank(HZ(i)) = rank(Hz(?) ven, <mn,.

Egern, + n, = nise dur.

— I 0
P, = diag(ly, P;) = ( n A) (6.15)
0 P,
L,y matrisi birim matrisin ilk n, satir ve siitunlarindan olugsmaktadir.
€Y ) )
Hyy" Hy  Hy
H, =P,H,P] = | HY HZ HY (6.16)

(2) (2)
0 H32 H33
matrisini hesapla.

Hz(? n, X n, boyutlu ve H:g)(n —n, —n,) X n, boyutludur ve Hz(? — Hz(?EzT-
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P =P,P; (6.17)
yeniden hesapla.
Eger H3(;) = 0 ise dur.( B matrisi degismeden kalacaktir.)

Basamak 4

Hg) matrisinin rankini elde etmek icin lcgenlestir. 1/3; ve E5’U bul.

— (2)
PHG E; = (M52 (6.18)

ng = rank(Hg)); nz < n, ve egerny + n, + n; = nise dur. Degilse P;, H;U hesapla
ve P yi yukaridaki gibi yeniden diizenle.( B matrisi degismeden kalacaktir.)

Basamak 5 Sireci k < nigin devam ettir, algoritma asagidaki Hessenberg ciftinin

(H,B) elemanlarini verecektir.

Hy; Hy, Hys Hyj
H21 HZZ H23 o HZk
H=| o =~ - ; (6.19)
0 - 0 Hgr_1 Hg
_ (B,
B=( . ) (6.20)

6.2 Tek Girisli Ozdeger Atama Problemi i¢in Sayisal Metodlar

6.2.1 Tek Girisli Ozdeger Atama Problemi i¢in Ozyineli (Recursive) RQ Uygulama
Metodu

QR stratejinin uygulanmasi zordur. Cuinkd R; in biriktirilmesi gerekmektedir: sureg

pahali ve kararsizdir.

QR faktorizasyonu yerine RQ faktorizasyonunun kullanilmasi sayisal olarak kullanishdir.

Yapacagimiz gosterimler bunun lzerine olacaktir.

H =H (6.21)
ve

i =1,2,..,nicin RQ'yi hesapla

R;Q; = H; — 441 (6.22)
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Hipq = QiR + 41 (6.23)

O(H) = RiRy - RpQnQn-1 - Q4 (6.24)
ve

Q=0n0n-10 (6.25)
R =R,R, R, (6.26)

dizenlemesinden sonra

T =ael®(H) (6.27)
esitligini
fT = aefRQ = ape)Q (6.28)

olarak yazabiliriz.

Burada p = H?zlr,f,? ve rn(,? R;nin (n, n) girisidir. Ozyineli RQ uygulama metodunun
acik algoritmasi asagidaki gibidir.

Algoritma 6.3 Ozyineli RQ algoritmasi

Girigler H indirgenmemis Ust Hessenberg matrisi ve

S — {A4, ..., Ay} sayitakimi ve kompleks konjuge altinda kapali.
Gikis f geribesleme vektoriive Q(H — e, fT) =S
Basamak1l H, = H (6.29)

Basamak 2 i =1,2,...,nicin

RiQi = Hi - /11] (630)

Hiy1 = QiR + A1 (6.31)
—_1m .0 ®

Basamak 3 p = [[[_; 1;,,; ve 13, (6.32)

icin

f =ape;QnQn-1-0: (6.33)

hesapla.
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6.2.2 Tek Girisli Ozdeger Atama Problemi i¢in Dolayli RQ Algoritma

Algoritma 6.4

Girig: H indirgenmemis n X n Hessenberg matrisi, 8 # 0ve Q = {144, ..., 1,,}
Cikig: k 6yle ki A(H — Bek?) = Q

Basamak1 H, = H,f;, = 5,0 =Ivek=0

i=12,..,n—1igin

et (H; — 4;DP} = ael

ve P;’yi hesapla

U;P;H; P} U} (st Hessenberg matrisi ve H;'yi hesapla

_[vi

i = 5| = UiP;
¢ Qi]

ve

T=ef(H; — Qe /B;
hesapla

Bi+1 = qgll)ﬁi

hesapla

QiH.Q; = [8 H* ]

[+1
ve Hi, ;hesapla
k =k +1Qty}
hesapla
Q=00
hesapla

Basamak 2t = (H,, — 4,))/Bn
hesapla
k =k +1Qt

hesapla
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6.3 Cok Girisli Ozdeger Atama Problemi i¢in Sayisal Metotlar

6.3.1 Ozyineli Cok Girisli Ozdeger Atama Algoritmasi

Kontrolor-Hessenberg cifti (H, E) dénlsimu yapilmis ve S = {1, ..., A, } takimi verilmis
olsun. Algoritma, F geri besleme matrisinin kolayca hesaplanabilecegi, tekil olmayan L
matrisini olusturur. Cok girisli yapida H matrisinin blok Hessenberg matris yapisinda
olmasi bir avantajdir. Boylelikle L matrisi bloklar icerisinde hesaplanabilir.

Buradaki gosterimde blok satir-satir hesaplamasi ile L matrisi bulunacaktir.

(n )
A= Az AZZ . 0 (6.43)

0 | Ak,l.c—l Akk/
yapisinda 6zdegerler {14, ..., 4,,} A matrisinin késegen bloklarinda yer almaktadir.
LH — AL = L(§)F (6.44)
esitliginde L ve R matrislerinin F matrisini bilmeden bulunabildigi kolaylkla
gorilmektedir. L matrisi

Ly

Ly

L= (6.45)

L.k
olarak hesaplanabilir. Eger Ly, Ly = (0,0, ...,Ink) olarak secilirse , L tekil olmayacaktir.
Blok satirlari asagidaki gibi esitlersek
LH —AH = L(})F (6.46)
vei=k—-1k-2,..21
Air1iLi = LigaH = Ajyyi1Livn = L (6.47)

yapisindan A;4q; ve L; matrisleri QR faktorizasyon ile bulunabilir. L ve R bulunduktan

sonra, F matrisi yukaridaki denklemden blok lineer sistem ¢oziilerek elde edilebilir.
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Algoritma 6.5 Cok girisli 6zdeger atama problemi igin Ozyineli Algoritma
Girisler

A — nxn durum matrisi

B — nxm girig matrisi (m < n)

S — {A4, ..., A} sayi takimi ve kompleks konjuge altinda kapali

Kabuller (4, B) kontrol edilebilir

Cikis K geribesleme matrisi, Q(A — BK) = {14, ..., A,}

Basamak 1 Staircase algoritmasi ile (4, B) cifti kontrolér-Hessenberg (H,ﬁ) ciftine
indirgenir. Bunun icin P ortogonal matrisi olusturulur. P A PT = H, k késegen bloklu

indirgenmemis blok st Hessenberg matirisi ve
~ R
PB =8B = (0) (6.48)

R Ust ticgendir ve tam ranklidir.

Basamak 2 S aynstinhr S=UQ(A;) , Ay n; X n; kosegen matristir.

(H= (Hl-j); H;jeR™ > " icindeki bloklarin boyutlari n;leri tanimlar)
Basamak 3 L) = (0, ...,0, I, ) olarak tanimla

Basamak4i =k —1,..,1icin

1.1L; = LigtH — ApyiaLisa (6.49)
hesapla
1.2 I IT = QR (6.50)

ayrisimini hesapla
1.3 L; = QT olarak tanimla. Q;, Q = (Q4, Q,) matrisinin n; siitunlaridir.

Basamak 5 L;; L;in ilk n; situnu olmak dzere (L;1R)F = L{H — A1;1L; lineer

sistemden F’i bul.

Basamak 6 Asil problemin geri besleme matrisi K’y1 hesapla: K = FP
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6.3.2 Cok Girisli Ozdeger Atama Problemi igin Dogrudan QR Algoritma
Cok girisli QR algoritma Miminis ve Paige (1988) tarafindan yayinlanmistir. Yukarida
bahsettigimiz genellestirilmis algoritma adimlarini takip etmektedir. U¢ ana adimda

sonuca gidilebilir.
Algoritma 6.6

Basamak 1 Kontrol edilebilir (A, B) cifti kontrolér-Hessenberg ciftine (H,ﬁ)

dondsturdlir:

Hy, - H;;
pApT = | 1 . ' Y (6.51)
0 Hk,k—l Hkk/
ve
pBU =5 = (1) (6.52)

B;; matrisi ve H icindeki alt kdsegen bloklar (R, 0) formundadir ve R tekil olmayan st

Ucgen bir matristir.

Basamak 2 Ortogonal matris Q ve geribesleme matrisi F olusturulur. Oyle ki
QQT(H=BF)Q) = {4, ..., 4n} (6.53)

Basamak 3 Asil problemimizin geribesleme matrisi K ikinci basamaktaki Hessenberg

probleminde bulunan F geri besleme matrisinden asagidaki gibi elde edilir :

K = UFP (6.54)
6.3.3 Cok Girisli Ozdeger Atama Problemi igin Schur Metodu

Bu metotta diger algoritmalarda kullandigimiz  genellestirilmis  algoritmayi

kullanmayacagiz. Clnki Schur metodunda c¢ok girisli O6zdeger atama problemi

sistemimizin A matrisinin gercek Schur formuna-RSF’ye indirgenmesi ile bulunur.

A A3> (6.55)

R:QAQT:(O A,

A matrisinin RSF si ve B = QB donustirilmis kontrol matrisi.
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PN B

olarak yazarsak (4, B) kontroledilebilir oldugu icin (A,, B,) de kontroledilebilirdir.

A matrisinin RSF’si R su sekilde derecelendirilmistir; A;"iyi” 6zdegerleri tasir,A, “kotu”
dzdegerleri tasir.lyi 6zdegerler kalmasini istedigimiz, kotlii dzdegerler ise yeniden

atamak istedigimiz 6zdegerlerdir.

Buradaki dnemli soru A;’in degismemesi ve A,’nin de yeniden istedigimiz yerlere

atanmasini saglayacak geribesleme matrisi F’in nasil belirlenecegidir.
Eger geri besleme matrisi F, F = (0, F,) formunda belirlenirse geribesleme matrisi

(R, B) uygulandiktan sonra

(6.57)

R—EF:(AI A3_Ble>

elde edilir. Burada R — BF 6zdegerleri A; ve A, — B,F, birlesimidir. Problemimiz
A, — B,F, yapisinda istenen spektrumu saglayacak F,’yi bulmaya indirgenmistir. 4,
kosegen bloklari skaler 1 X 1 veya 2 X 2 matris oldugu icin yapmamiz gereken asagidaki

prosedirile p = 1 veya 2 olmak Gzere p X p matrisine 6zdeger atamaktir.
Algoritma 6.7 (p = 1 veya 2) 6zdegerlerini atama algoritmasi
Girisler

M — p boyutlu durum matrisi

G - (p X m) boyutlu kontrol matrisi

[}, — kompleks konjuge altinda kapali p kompleks sayilari

r — G’nin ranki

Cikis

Fp — Spektrumu I, olan geri besleme matrisi (M — GFp)

Varsayim (M, G) kontroledilebilir.

Basamak 1 G’nin tekil deger ayrisimini yap. U ve V'yi bul. G r X r boyutlu matris ve

G =U(G, 0T (6.58)
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Basamak 2
M:M =UTMU (6.59)
Basamak 3 Egerr = p ise

—~ ~N—1 ~

E,=(G) M- (6.60)
hesapla. / p X p boyutlu ve 6zdegerleri I,. Basamak 6’ya git.

Basamak 4T, = {1;,1,} ve

A= ) oo
¢ =% (6.62)
Basamak 5

B = (Fp1, F2) (6.63)
hesapla:

F/'p\l = My + My, — A1 — 43)/B (6.64)
Fpp = (Z_Z)F‘p\l — (My1Myy — MypMyy — A142) /(M1 ) (6.65)
Basamak 6

E,=V [’2’] ur (6.66)
hesapla

Algoritma 6.7 A, nin tim ézdegerlerini atamak icin kullanilabilir. Ozdegerlerden 1 veya
2 tanesini bir seferde degistirerek bu islem yapilir. Siire¢ A,’nin son p X p blogu ile
baslar ve daha sonra yukaridaki algoritma kullanilarak bu blok ile yapilan atama islemi
tamamlanir. Yeni bir p X p kdsegen blok ortogonal benzerlik kullanilarak hareket

ettirilir ve atama prosediri yeni blok icin tekrarlanir.
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istenen geribesleme matrisi yukarida elde ettigimiz geribesleme matrislerinin bilesimi

ile elde edilir. Genel prosediir ise asagidaki gibidir:

Algoritma 6.8 Cok girisli 6zdeger atama problemi igin Schur algoritmasi

Girigler

A —n X ndurum matrisi

B — n X m giris matrisi

S —sayi takimi ve kompleks konjuge altinda kapall

Cikis K —geribesleme matrisi. I' takimi altindaki sayilar A — BK nin spektrumudur.
Varsayim (4, B) kontrol edilebilir.

Basamak 1 A matrisini RSF ye donustr.

A=QAQ" = [‘%1 ji (6.67)
Airxr , A, (n—r) X (n—r) boyutlarinda olup; A; iyi 6zdegerlere ve A, kotl
Ozdegerlere sahiptir.

B = QB olarak yeniden diizenlenir ve 0 = Q olur.

Basamak2 K =0vei=r+1

Basamak 3 i > nise dur.

Basamak 4 M’yi A’nin igindeki son blokta p. dereceye esitle (p = 1 veya 2). G’yi B’nin

son p satirlarina esitle.

Basamak 5 Algoritma 6.7’yi P 6zdegerlerini S‘den kaydirmak icin kullanarak F,yi

hesapla.

Basamak 6 K ve A’yi yeniden hesapla:

K=K-(0,F)Q (6.68)
A=A-B(0,E) (6.69)
Basamak 7 A’nin son blogunu Q icindeki donlsimleri toplayarak (i, i) konumuna getir.

Basamak 8 i = i + p ve Basamak 3’e geri don.
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6.4 CH-47 Helikopter Modeli
Ozdeger atama problemi ve problem ¢éziimiinde kullanacagimiz algoritmalar hakkinda
Onbilgi verdikten sonra verdigimiz bilgilerin uygulama safhasina gecebiliriz. Bunun icin

ornek olarak CH-47 helikopteri modeli kullanilacaktir[19].

—0.02 0.005 2.4 —32
_|-014 044 -13 -30
A= 0 0018 -16 12 (6.70)
0 0 1 0
[0.14 —0.12
_lo36 -86
B= 0.35 0.009 (6.71)
[ 0 0
010 0
“=lo 0 o 57.3] (6.72)

yukaridaki modele sahip CH-47 helikopterinin asagida verilen kutuplarina bakacak

olursak;
{—2.22787,0.491325 + 0.415314i,0.491325 — 0.415314i,0.0652236}

sisteme ait U¢ kutbun eksenin sag tarafinda oldugunu goririz. Kutup atama islemi ile
olmasini istedigimiz yeni kutuplar{—3.8,—2.7,—1.6,—1.5}olsun. Sirasiyla yukarida
bahsettigimiz algoritmalari kutup atama problemimize uyguladigimizda elde ettigimiz
kazan¢ matrisleri soyledir. (Uygulamalar Mathematica Advanced Numerical Methods-

Pole Assignment Methos toolbox ile yapilacaktir.)

Ozyineli RQ algoritmasi ile elde ettigimizde durum kazang matrisimiz

( 0 0 0 0
kl'(4.77002 ~1.19238 —140.227 —378.945) (6.73)

Dolayli RQ algoritmasi ile elde ettigimiz kazan¢ matrisimiz

_ 0 0 0 0
kz'(4.77002 ~1.19238 —140.227 —378.945) (6.74)
Ozyineli algoritmasi ile elde ettigimiz kazang matrisimiz:

_(—2.09659 0.0995402 17.7769 82.0133
k3_( 81.642 —1.8538 —409.991 —2535.45) (6.75)
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Dogrudan QR algoritmasi ile elde ettigimiz durum kazanc¢ matrisimiz

k4:(0.953249 0.0471906  24.8759 60.6292 ) (6.76)
32.0943 —0.867521 —449.597 —1442.29 |
Schur algoritmasi ile elde ettigimiz kazan¢ matrisimiz asagidaki gibi olur.

_(—1.42439 0.085929 19.0178 66.0814
k5_(0.0363694 —0.2236 1.51843 5.24235) (6.77)

Elde ettigimiz kazan¢ matrislerine baktigimizda tek girisli sistemlerde ¢6zim tek iken
cok girisli sistemlerde ¢6ziim tek degildir. Her algoritmada farkli sonug elde edilir. Bu
nedenle Matlab cond(k) komutu ile kosul sayilarini elde ederek algoritmalarin

performansina gbére hangisini  kullanmamiz  gerektigine karar verecegiz.

O Recursive algoritma igin kosul sayisi
*  Dogrudan QR algoritma icin kosul sayisi
X Schur metodu igin kosul sayisi

0.6 -

02— -

200 250 300 350 400 450 500 550 600
Sekil 6. 31 Kazang¢ matrislerinin kosul sayilari

Kosul sayilari Ozyineli algoritma icin 572.5077, Dogrudan QR algoritma igin 245.499,
Tek girisli 6zdeger atama icin Ozyineli RQ algoritma ve Dolayli RQ algoritma icin sonsuz

(o0), Schur Metodu igin ise 251.8903"tur.
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Recursive RQ algoritmast i¢in durumlar

Dolayli RQ algoritmast i¢in durumlar

40

40

N
o

-
o

o

L
[=}

1 2 3 4 5 6
zaman (sn)

Sekil 6. 32 Tek girisli 5zdeger atama icin Ozyineli RQ algoritmasi

zaman(sn)

Sekil 6. 33 Tek girisli 6zdeger atama i¢in Dolayli (Implicit) RQ algoritmasi
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1

Recursive algoritmasi i¢in durumlar

Dogrudan QR algoritmasi i¢in durumlar
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Sekil 6. 34 Ozyineli cok girisli 5zdeger atama algoritmasi
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Sekil 6. 35 Dogrudan(Explicit) QR cok girisli 6zdeger atama algoritmasi
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Schur metodu i¢in durumlar
N
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Sekil 6. 36 Schur Metodu
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Kazang¢ matrisleri ve kosul sayilarindan anlasilacagi izere Dogrudan QR algoritmasi ile
elde edilen kosul sayisi en kiiclik olanidir. Her ne kadar istedigimiz 6zdegerlere farkli
algoritmalarla atama saglanmis olsa da kicik kosul degerli algoritma tercih edilir.
Cunkl ylksek geribesleme kazanci veya ylksek kosul sayisi kapali cevrim
O0zdegerlerinde yiksek hassasiyete neden olur. Kii¢lik kosul degeri ayni zamanda daha

iyi gecici(transient) hal cevabi saglar [21,22].

Gegici hal cevaplarina baktigimizda ise en ¢ok asimi Dogrudan (Explicit) QR, en ¢abuk
oturma tek girisli sistem algoritmalari, en az asim ve en cabuk oturma schur metodu

saglamaktadir.

Her ne kadar en kiicik kosul sayisi Dogrudan QR algoritmasi ile elde ediliyor olsa da
Schur Metodu Dogrudan QR algoritmasina yakin kosul sayisi, en az asim ve en cabuk
oturma avantajlari ile en kullanish algoritma olarak degerlendirilmektedir. Ancak bu

metod (Datta) tarafindan en pahali metod olarak tanimlanmaktadir[20].
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BOLUM 7

SONUC VE ONERILER

18.yy baslarindan itibaren olusum icine giren donuodlcerler 19.yy sonunda icat
edilmistir. 20.yy basindan itibaren kullanilmaya baslanmis ve kullanim alani her gecen
gln artmistir. Dinamik yapisi incelendiginde doniolgerlerin karmasik yapisi vardir ve
lineer degildir. Bu nedenle yapinin lineerlestiriimesi gerekmektedir.

Bu calismada donuodlgerin lineerlestirilmis yapisi incelenerek kontrol teorisinde énemli
yere sahip Sylvester denklemi yardimiyla belli baslangi¢c kosulu ile lineer modele tam
mertebeden gozleyici tasarimi yapilmistir. Calisma sirasinda bulunan X matrisinin
dogrulugunu kesinlestirmek maksadiyla Sylvester goézleyici denklemi icin algoritma
olusturulurken (Algoritma 5.1), Datta’nin olusturdugu algoritmadan [20] farkh olarak,
Sylvester denklem ¢6ziiminin tekil olmamasinin karakterizasyonu teoremi (Teorem
5.3) de algoritma adimlarina dahil edilmistir. Bdylece bulunan X matrisinin
saglamasinin algoritma adimlari uygulanirken vyapilmasi saglanmistir. Tasarlanan
gozleyici ile elde edilen kestirilmis durumlar ile sistemin durumlari karsilastirilmistir.
Sistem durumlar ile kestirilmis durumlarin kisa slrede birbirini takip ettigi
goralmastir.

Donuolcerlerin kullanildigi alanlardan biri de helikopterlerdir. Calismada 6zdeger
atama probleminde cesitli algoritmalar CH-47 modeli Gizerinde uygulanmistir. Durum
geri besleme ile yapilan 6zdeger atama islemi sonunda istedigimiz 6zdegerlerin tim
algoritmalar ile atanabildigi gorilmistir. Durum geri besleme ile 6zdeger atamada bes
farkli algoritma kullanilmistir. Kullanilan 5 (bes) farklh algoritmalardan elde edilen
sonuglara goére tek girisli sistemler icin uygulanan algoritmalardan ayni kazang
matrisleri elde edilmistir. Yani tek girisli sistemler icin ¢6ziim tektir. Ancak c¢ok girisli
sistemler icin uygulanan algoritmalar sonucunda kazan¢ matrisi ¢6ziminiin her
algoritma icin farkh oldugu gorilmistiir. Bu nedenle kullanilmasi gereken en uygun
algoritmayi belirlemek icin elde edilen kazan¢ matrisleri, kosul sayilari ve 6zdeger
atama sonrasi gegici hal cevaplari karsilastiriimistir. Karsilastirmalar sonucunda Schur
metodunun c¢ok girisli sistemlerde en uygun yontem oldugu gértlmustar.
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