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OZET

Anahtar kelimeler: BLUE, BLUP, doniistiiriilmiis genel lineer karma model, genel
lineer karma model, rank.

Bir genel lineer karma model hem sabit hem rasgele etkileri iceren modeldir. Baz1
durumlarda bu modeller {izerinde farkli doniisiimleri ele almak gerekebilir. En basit
ve dolaysiz doniisiimlerden biri, verilen modelin lineer doniisiimii denilen, modelde
esitligin her iki tarafinin da uygun bir matrisle soldan g¢arpilmasiyla elde edilen
doniistimdiir. Calismada, rasgele etkiler iizerinde ve modellerdeki matrislerin ranklar1
ile 1ilgili herhangi bir kisitlama olmaksizin iki genel lineer doniistiiriilmiis karma
model ele alinmistir. Bu modelleri elde etmek i¢in kullanilan uygun boyutlu matrisler
tam siitun rankli olmadiklar: siirece, bu her iki doniistiiriilmiis model denk olmak
zorunda degildir. Dolayisiyla bu iki doniistiiriilmiis model altindaki bilinmeyen
parametrelerin 6n tahmin/tahmin edicileri ayn1 olmak zorunda degildir. Bu tahmin
ediciler farkli cebirsel ifadelere ve dolayisi ile farkli 6zelliklere sahip olmalarina
ragmen bazi kosullar altinda benzer 6zellikler gosterebilirler. Bu ¢alismada, iki lineer
dontistiiriilmiis genel lineer karma model altinda ortak olan bilinmeyen
parametrelerin en 1iyi lineer yansiz 6n tahmin edicilerinin (best linear unbiased
predictors-BLUPs) karsilagtirilmas: problemine genel bir yaklagim sunularak,
BLUP’larmn aralarindaki iliskiler incelenmistir. Ozellikle, sonuglar elde edilirken
karsilasilan matris denklemleri, matrislerin Moore-Penrose genellestirilmis terslerini
icermekte ve oldukca karmasik bir yapiyla karsimiza cikmaktadir. Bu nedenle,
matrislerin stitun uzaylar1 ve ranklar1 ile ilgili baz1 6zellikler kullanilarak elde edilen
denklemler ve ifadeler daha sade bir forma getirilerek sonuglar elde edilmistir. Ele
alinan lineer doniistiiriilmiis karma modeller altinda ortak bilinmeyen parametrelerin
On tahmin/tahmin edicileri ile ilgili baz1 6zel durumlarin da sonuglar1 verilmistir.

[k boliimde, genel lineer karma model ve onun doniistiiriilmiis modeli tanitilmis ve
bu modeller altinda parametre tahmini ile ilgili kisa bir literatiir taramas1 yapilmigtir.
Bazi temel kavram ve teoremler ikinci boliimde verilmistir. Ugiincii béliimde, genel
lineer karma model ve doOnistiiriilmiis genel lineer karma modellerde ©n
tahmin/tahmin edilebilme, BLUP ve en iyi lineer yansiz tahmin edicileri (best linear
unbiased estimator-BLUE) ile ilgili matris denklemleri, 6n tahmin/tahmin edicilerin
analitik ifadeleri ve 6zellikleri ele alinmistir. Drdiincii boliimde, ele alinan doniisiim
modelleri altinda ortak bilinmeyen parametre vektorlerinin BLUP’larmin esitlikleri
incelenmistir. Sonuglar bazi matris rank ve siitun uzay1 6zellikleri kullanilarak elde
edilmistir. Besinci boliim ise, sonu¢ ve onerilerden olugmaktadir.

vi



RELATIONSHIPS OF BLUP UNDER TRANSFORMED
GENERAL LINEAR MIXED MODELS

SUMMARY

Keywords: BLUE, BLUP, general linear mixed model, transformed general linear
mixed model, rank.

A general linear mixed model includes both fixed and random effects. In some cases,
we need to take various transformations over these models. One of the most simple
and direct transformations is to pre-multiply a certain matrix to both sides of given
the model, which is called a linear transformation of the model. In this study, two
transformed general linear mixed models are considered without making any
restrictions regarding random effects and matrix ranks in models.These two
transformed models are not have to be equal unless proper dimensional matrices,
which are used to obtain these models, are in full column rank. Therefore,
predictors/estimators of unkonwn parameters under these two transformed models do
not have to be similar. Although these estimators have different algebraic
expressions and different properties, they might show similar features in some
circumstances. In this study, the relations among best linear unbiased predictors
(BLUPs) of joint unknown parameters have been analyzed by presenting an overall
approach to the problem of comparing BLUPs under two transformed general linear
mixed models. Matrix equations encountered while the results are obtained
particularly include Moore-Penrose generalized inverse of matrices and come up
with a very complex structure. Consequently, equations and expressions obtanied
from column spaces and ranks of matrixes have been simplified to reach solutions.
The results of some special conditions regarding predictors/estimators of joint
unknown parameters under transformed linear mixed models have been given.

In the first chapter, general linear mixed model and its transformed model have been
been given. Some basic concepts and theorems are mentioned in the second chapter.
In the third chapter, predictability/estimatability in general linear mixed models and
transformed general linear mixed models, matrix equations concerning BLUP and
best linear unbiased estimator (BLUE), analytic expressions and properties of
predictors/estimators have been reviewed. In the fourth chapter, equality of BLUPs
of vectors of joint unknown parameter under transformed general linear mixed
models have been examined. The results are obtained by using some matrix ranks
and column space properties. The fifth chapter consists of conclusion and
recommendations.
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BOLUM 1. GIRIS

Gergek hayatta karsilagilan karmagik problemleri anlamak, ¢cozmek ve anlatmak i¢in
baz1 varsayimlar altinda basitlestirici somut temsillere ihtiya¢ vardir ve bu temsillere
model denir. Modellerin kullanildig1r baslica bilimler matematik ve istatistiktir.
Istatistigin konusunu ozellikle stokastik (olasiliga dayali) yani rasgelelik igeren

modeller olusturur. Bu tip modeller i¢in en ¢ok kullanilan1 lineer modellerdir.

Genel olarak bir lineer model
y=Xp+¢ (1.1)

ile gosterilir. Bu modelde, y gozlemler vektorii, X bilinenler matrisi, f sabit

etkilerin vektorii olarak da adlandirilan bilinmeyen parametreler vektorii ve ¢
gbzlenemeyen rasgele hatalarm vektdriinii gostermektedir. Ornegin, belirli bir tiir
elmadaki meyve suyu miktari sadece elmanin agirligina bagl degildir, ama agirlik ile
meyve suyu arasinda bir bagint1 vardir. Bu bagint1 bir lineer model ile ifade edilebilir
ve bu model araciligr ile agirliga baghh meyve suyu miktar1 tahmin edilebilir. Bu

durumda, ¢ hata terimi X bilinenler matrisinin belli bir degeri i¢in y vektoriindeki

rasgeleligi ve ayrica model belirlenmesindeki hatay1 da icermektedir.

Bazi durumlarda (1.1) lineer modelindeki sabit etkilerle birlikte rasgele etkilerinde
bulundugu modelleri ele almak gerekebilir. Bu genellikle gézlemlerin birbirleriyle
iliskili oldugu durumlarda ortaya c¢ikar. Hem sabit hem de rasgele etkilerin

bulundugu ve

v=Xp+Zu+¢ (1.2)



olarak ifade edilen bu tip modeller genel lineer karma modeller olarak adlandirilir.
(1.2) modeli, (1.1) lineer modeline u rasgele etkilerinin eklenmesiyle elde edilmistir.

Bu modelde, y gozlemler vektorii, X ve Z bilinen matrisler, f bilinmeyen sabit

etkiler vektorii, u rasgele etki vektorii ve & rasgele hata vektoriidiir. Bazi
calismalarda gozlemler ayni birimler {izerinden elde edilebilir. Ornegin,
hayvancilikta ineklerin siit verimi iist soylari ile iligkilendirilebilir veya bir egitim
arastirmasinda bir 6grencinin smav sonuglarinin birbirleri ile baglantili oldugu agiktir

(Jiang., 2007). Boyle durumlarda genel lineer karma modellerin kullanim1 uygundur.

Genel lineer karma modeller ile ilgili literatiir incelendiginde, bu modellerin
tanimlamalarmin ilk olarak Eisenhart (1947) tarafindan yapildigi goriilmektedir.
Ancak genel lineer karma modellerle ilgili hesaplamalar 6ncelikle insanlara karmagik
gelmis, daha sonra teknolojinin gelismesi ile birlikte 6zellikle 1970’11 yillardan sonra
bu modellerle ilgili ¢alismalar daha fazla yapilmistir. Hatta 6zellikle hayvancilikta
damuzlik, siit sigir1 yetistiriciligi ve sonrasinda ¢iftlik hayvanlarinin geneli ile yapilan

calismalarda siklikla bu modeller kullanilmustir.

Istatistiksel sonu¢ ¢ikarmak icin kullanilan genel lineer karma modellerde matris ve
vektorlerin ¢esitli doniisiimleri ile karsilagilabilir. Bu durumda bilinmeyen
parametrelerle ilgili tahminleri yapabilmek i¢in uygun bir doniisiim gerceklestirilerek
model yeniden diizenlenir. En basit ve dolaysiz doniisiimlerden biri, genellikle
verilen modelin lineer doniigiimii olarak ifade edilen, modelde esitligin her iki
tarafinin da belirli ve uygun olan bir matrisle soldan carpilmasiyla elde edilen
doniigiimdiir. Buna uygun olarak (1.2) ile verilen genel lineer karma modelin her iki

tarafi keyfi rankli ve uygun boyutlu bir 7 matrisi ile soldan ¢arpilarak

Ty=TXB+TZu+Te (1.3)

modeli elde edilir ve bu model (1.2) genel lineer karma modelinin doniistiiriilmiis
modeli olarak adlandirilir. Doniistiiriilmiis lineer modelleri kullanmak uygulamalarda
siklikla karsilasilan bir durumdur. Ornegin, g¢evresel arastirmalarda, gozlenen

verilerin niteliginden dolayr logaritmik doniistimler kullanilabilir. Doniisiimiin



secimi, genellikle Onceki deneyimlere ya da farkli doniistiiriilmiis modellerin
karsilastirilmasina dayanarak yapilir. Panel veri modelleri i¢in normallik elde etmede
en sik bagvurulan yontem, yine doniistimlerdir. Dodd ve arkadaslar1 (2006) ile Tooze
ve arkadaglar1 (2006) tarafindan ele alinan 24 saatlik yiyecek alimi hatirlamalarindan
gida aliminin dogru bir sekilde Olciilmesi ile ilgili yapilan arastirma, normallik elde
etme yontemlerinin kullanildig1 bir 6rnek olarak verilebilir. Bagimsiz ve 6zdes
dagilmis hata terimlerinin oldugu varsayimi altinda lineer modellerde gdzlenebilir
rasgele degiskenlerin doniisiimii i¢in Box-Cox yontemi olarak bilinen yontem, Box
ve Cox (1964) tarafindan ortaya atilmis ve gelistirilmistir. Box-Cox doniisiimiiniin
genel lineer karma model iizerinde genisletilmesi i¢in genel bir yaklasim Gurka ve
arkadaslar1 (2006, 2007) elde etmislerdir. Ozellikle Gurka ve arkadaslar1 (2006)
calismasinda, genel lineer karma modeldeki iki rasgele etkinin bagimsiz oldugu
varsayiminda, tek bir doniisiim parametresinin ayni anda hem rasgele etkiler hem de
hata i¢in normalligin saglandig1 gdsterilmistir. Diger bir deyisle, Box-Cox yontemi,
genel lineer karma modeldeki rasgele etkilerin normalligini saglamanin da basit bir

yoludur.

Doniistiiriilmiis model, orijinal modele esit olmak zorunda degildir. Ancak orijinal
modelden elde edilen sonuglarla dontisiim modellerinden elde edilen sonuglarin bazi

kosullar altinda denk olmas1 beklenebilir. Ciinkii orijinal modeldeki y gdzlenebilir
rasgele vektoriiniin 7y lineer doniisiimiinde, parametre uzayinin tahmin edicileri ile

ilgili gerekli bilgilerin korundugu durumlar olabilir. Boylece orijinal model ve onun
doniistiiriilmiis modeli arasinda iliskilerin belirlenmesi ve incelenmesini arastirmak

dogaldir. Bununla ilgili olarak asagidaki problemler ele alinabilir:

a) y=Xp+Zu+e& modelinin tim bilgilerini 7 lineer doniisimii ile elde

edilen doniistiiriilmiis model ne zaman igerir?

b) v=Xp+Zu+e ve Ty=TX[+TZu+Tes modelleri altinda parametrelerin

tahminleri ne zaman esit olur?

Bu tiir problemlere literatiirde rastlamak miimkiindiir. Orijinal modeller ve onlarin

lineer doniistimleri altinda tahmin edicilerin arasindaki iliskilerini belirmek ile iligili



problemler, lineer yeterlilik problemleri olarak adlandirilir. Lineer yeterlilik
problemleri ile ilgili tanimlamalar ilk olarak Barnard (1963), Baksalary ve Kala
(1981) ve Drygas (1983) calismalarinda yapilmistir. Konu ile ilgili ayrica Baksalary
ve Kala (1986), Miiller (1987), Gross (1988) ve Isotalo ve Puntanen (2006)

calismalar1 6rnek olarak verilebilir.

Genel lincer karma modellerden istatistiksel sonu¢ ¢ikarmanin temel
problemlerinden biri, bu modeller altinda bilinmeyen parametrelerin tahminlerini
elde etmektir. Genel olarak kullanilan tahmin ediciler, yansizlik ve diger tahmin
ediciler arasinda en kiiclik kovaryansa sahip olma Ozelliklerini birlikte saglayan en
1yi lineer yansiz 6n tahmin edici (best linear unbiased predictor-BLUP) olarak bilinen
tahmin edicilerdir. Bu tip tahmin ediciler matematiksel olarak uygun islemlere
sahiptir. Karma modeller altinda BLUP hesaplamalari ilk olarak Henderson’mn karma
model denklemleri olarak bilinen denklemler vasitasiyla yapilmistir. Bu denklemler
Henderson (1950, 1963)’m calismalarinda model matrisinin tam rankli oldugu
durumda karma modellerden elde edilen kuadratik formun sabit etki ve sabit kabul
edilen rasgele etkiye gore minimumlastirilmasiyla elde edilmistir. Handerson’in elde
ettigi sonuglar Harville (1976, 1979) tarafindan farkl bir yaklasim kullanilarak tekrar
ele alinmistir. Ayrica bu sonuglar herhangi bir rank kisitlamasi olmadan rasgele
etkilerin iligskisiz oldugu durumda Haslett ve Puntanen (2010a, b) tarafindan
genellestirilmistir. BLUP’larn karma modeldeki c¢esitli ozellikleri i¢in ayrica
Robinson (1991), Searle (1997) ve Rao ve arkadaslarmin (2008) calismalarina
bakilabilir. Tian (2015) calismasinda ise, genel lineer karma modeller altinda
bilinmeyen parametreler vektoriiniin genel lineer kombinasyonu i¢in sonuclarin en
genel hali elde edilmistir. Doniisim modelleri altinda BLUP denklemi ile bu
denklemin 6zellikleri ve orijinal model ile doniistiiriilmiis model karsilastirmalari
Tian (2017¢) tarafindan detayli incelenmistir. Doniistiiriilmiis modellerle ilgili olarak
ayrica Henderson (1975), Drygas (1985), Baksalary ve Mathew (1986), Oktaba ve
arkadaslarinin (1988), Heilingers ve Markiewicz (1996), Liski ve arkadaglarinin
(1997), Morell ve arkadaslarinin (1997), Kornacki (1995, 1997, 2007), Gross (1998),
Markiewicz (1998), Ip ve arkadaslarinin (2005), Isotalo ve Puntanen (20064, b), Kala
ve Pordzik (2009), Markiewicz ve Puntanen (2009), Tian ve Puntanen (2009), Dong



ve arkadaslarinin (2014), Arendacka ve Puntanen (2015), Haslett ve arkadaslarinin
(2015), Shao ve Zhang (2015), Kala ve arkadaslarinin (2017), Kapusuz ve Giiler

(2019) calismalar1 6rnek olarak verilebilir.

Calismada rasgele etkiler lizerinde ve modellerdeki matrislerin ranklar1 ile ilgili
herhangi bir kisitlama olmaksizin iki doniistiiriilmiis genel lineer karma model ele
almmigtir. Bu donistiiriilmiis modelleri elde etmek i¢in kullanilan uygun boyutlu
matrisler tam siitun rankli olmadiklar: siirece, bu her iki doniistiiriilmiis model denk
olmak zorunda degildir. Dolayisiyla bu iki doniistiiriilmiis model altindaki
bilinmeyen parametrelerin tahmin edicileri ayn1 olmak zorunda degildir. Bu tahmin
ediciler farkli cebirsel ifadelere ve dolayis1 ile farkli 6zelliklere sahip olmalarina
ragmen bazi kosullar altinda benzer 6zellikler gosterebilirler. Bu nedenle, calismada
iki dontistliriilmiis genel lineer karma model altinda ortak olan bilinmeyen
parametrelerin  BLUP’larmnin  karsilastirilmas:t problemine genel bir yaklagim
sunularak, BLUP’larin aralarindaki iliskiler incelenmistir. Elde edilen ifadeler ve
matris denklemleri matrislerin Moore-Penrose genellestirilmis terslerini igermekte ve
oldukca karmasik bir yapiyla karsimiza cikmaktadir. Bu karmasik denklemleri
basitlestirmek ve bazi Ozelliklerini karakterize etmek zor bir istir. Bu nedenle,
matrislerin stitun uzaylar1 ve ranklari ile ilgili baz1 6zellikler kullanilarak elde edilen
denklemler ve ifadeler daha sade bir forma getirilerek sonuglar elde edilmistir. Ele
alman doniistiiriilmiis genel lineer karma modeller altinda ortak bilinmeyen

parametrelerin tahmin edicileri ile ilgili baz1 6zel durumlarin da sonuglar1 verilmistir.



BOLUM 2. GENEL BILGILER

2.1. Lineer Denklem Sistemleri

Bir lineer denklem sistemi genel olarak

a, x, +a,x,+...+a, x, =b

Ay X, +ay,x, +...+a, x, =b,

2.1)

a,x +a,x,+...+a, x =b

seklinde yazilir. Bu sistemin 7. denklemi a,x, +a,x, +...+a,x, =b, dir. (2.1)deki

a, ve b,b,....b

ij m

degerleri bilinen sabitlerdir, i=1,2,....m, j=12,...,n.
(2.1)’deki her bir denklemi saglayan x,, x,,..., x, degerlerini bulabilmek i¢in (2.1)
lineer denklem sisteminde x, yerine s, x, yerine s, , ..., Xx, yerine s,

yazildiginda, sistemdeki tiim denklemler saglanwsa s,,s,,...,s, sayt dizisine

sistemin ¢Ozimiidiir denir. (2.1)’deki lineer sistem ¢oziime sahip degilse sistem

tutarsiz, sahipse tutarlidir denir. Eger (2.1) denklem sisteminin sagindaki b,
sabitlerinin hepsi sifir ise bu denklem sistemine homojen denklem sistemi adi verilir,
i=12,....m. x,=x,=...=x,=0 daima homojen denklem sistemi i¢in bir

¢cozlimdiir. Bu ¢oziime asikar ¢ozliim denir. x,,x,,...,x, degerlerinin hepsi birden

sifir degilse bu ¢ozlime de asikar olmayan ¢6ziim denir (Akin, 2016).



2.2. Lineer Bagimhhk

n
nxl . o e .
Tanmm 2.2.1. x,x,,...,x, e R™ vektorleri i¢in Za}.xj =a,x,+a,x,+...+a,x, =0
Jj=1

olacak sekilde tamamu sifira esit olmayan bazi a,, a,,..., a, sabitleri bulunabiliyorsa

n

bu vektorlere lineer bagimhdir denir. Bunun yani sira; x, x,,..., x, vektorleri igin

a,=a, =...=a, =0 oluyorsa bu vektorlere lineer bagimsizdir denir (Akin, 2016).

2.3. Satir /Siitun Uzay1 ve Rank

Tamm 2.3.1. 4 matrisi mxn boyutlu ve a,a,,...,a, situnlarma sahip olan bir
matris olsun. Bilesenleri x;, x,,..., x, olan x vektorii i¢in Ax =x,q, +x,a, +...+Xx,a,

ifadesi 4 matrisinin siitunlarmin bir lineer kombinasyonunu gosterir. 4 matrisinin

siitunlarinin lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilen tiim vektorlerin kiimesine
A matrisinin siitun uzayi denir ve R(A4) ile gosterilir. ’R(A) , A matrisinin
siitunlar1 tarafindan gerilen bir vektdr uzayidir. 4 matrisinin satir uzayi da ’R(A')

olarak tanimlanir (Sengupta ve Jammalamadaka, 2003).

Tanmm 2.3.2. mxn tipindeki bir A4 matrisinin satir (slitun) uzaymin boyutuna

matrisinin satir (siitun) ranki denir (Akin, 2016).

Teorem 2.3.3. mxn tipindeki bir 4 matrisinin satir ve siitun ranki esittir. Bu deger

ayni zamanda A matrisinin rankidir (Akin, 2016) ve r(A) ile gosterilir.

Tamim 2.3.4. A ve B mxn tipinde iki matris olsun. Eger B, A ’ya sonlu sayida
elementer satir (siitun) islemlerinin uygulanmasi ile elde edilen bir matris ise, B

matrisi 4 matrisine satirca (siitunca) denktir denir (Akin, 2016).

Teorem 2.3.5. Sifirdan farkli mxn tipindeki her 4 matrisi, satir (siitun) indirgenmis

eselon bigimindeki matrisine satirca (siitunca) denktir (Akin, 2016).



Tamm 2.3.6. Bir 4 matrisinin satir indirgenmis eselon bi¢imindeki sifirdan farkli

satirlarinin sayisina 4 matrisinin rankini verir (Venit ve Bishop, 1985).

2.4. Matris Tersi

Tanmm 2.4.1. Eger AB=BA=1, olacak sekilde nxn tipinde bir B matrisi mevcut

ise, nxn tipindeki 4 matrisine terslenebilir (singiiler olmayan) matris denir. Boyle

bir B matrisine ise 4 matrisinin tersi denir. Aksi takdirde, A4 ’ya singiilerdir denir

(Akin, 2016).

Tanim 2.4.2. mxn tipindeki bir 4 matrisi igin 4GA= A denklemini saglayan nxm

boyutlu G matrisine A nin genellestirilmis tersi denir ve G = 4~ ile gosterilir. Her

matris en az bir genellestirilmis terse sahiptir (Sengupta ve Jammalamadaka, 2003).

Tanim 2.4.3. mxn tipindeki bir 4 matrisi i¢in asagidaki 6zellikleri saglayan nxm

boyutlu G matrisine 4 matrisinin Moore-Penrose genellestirilmis tersi denir ve

G = A" ile gosterilir:

AGA=A
GAG=G

AG=(4G)

!

GA=(GA)

Her matrisin bir tek Moore-Penrose genellestirilmis tersi vardwr. A4 tersinir ise

G = A" = A" dir (Sengupta ve Jammalamadaka, 2003).

Teorem 2.4.4. (A')+ = <A+ )' *dir (Harville, 1997).

Tamm 2.4.5. 4, nxn tipinde bir matris ve 4 = A ise, A matrisine idempotent

matris denir (Kolman ve Hill, 2007).



2.5. Dik izdiisiim Matrisi

Bir § vektor uzayi, herhangi a ve b reel sayilart i¢in u,ve S olmak iizere,
au+bv e S olacak sekildeki vektorlerin bostan farkli bir kiimesidir. Bir u vektori
eger u'v=0 esitligini sagliyorsa bu vektére v vektoriiniin dikidir denir. Eger bir
vektor § vektor uzayma ait tiim vektorlere dikse bu vektor S vektor uzayna diktir.
S, ve S, vektor uzaylar1 olmak iizere eger S, ’deki her vektor S, ’ye dik (ortogonal)
ise 0 zaman bu iki vektor uzayi birbirine diktir denir. S, ve §, birbirine dikse
toplamlar1 S, ® S, ile gosterilir. Eger S, @8, =R" saglaniyorsa S, ve S§,’ye

birbirinin dik tiimleyeni denir. Bu durumda S,=S5," ve S,=S," olarak yazilr.

Agikga bir S vektor uzayi i¢in (S * )L =8 ’dir.

nxl boyutlu vektdrleri iceren herhangi S vektdr uzay: igin S @® S* =R” *dir. Bundan
dolayr nx1 boyutlu her v vektdrii v, €S ve v, € S* olmak iizere v=v, +v, olarak

yazilabilir. Bu iki parga birbirinin dikidir (Sengupta ve Jammalamadaka, 2003).

Tanim 2.5.1. Her ve S ve PveS i¢in Pv=v ise P matrisine S vektor uzayi i¢in
izdlisiim matrisi denir. Bu durumda Py tiim v vektorleri icin S {izerine izdiisimdiir.
Herhangi bir v vektorii igin PPv= Py oldugundan P matrisi, P* =P &zelligini
saglar. Yani her izdlisim matrisi idempotenttir. Eger P idempotent ise /—P de

idempotenttir. /—P, S* vektdr uzaymin bir izdiisiim matrisi olacak sekilde, S
vektor uzaymin izdiisim matrisi P, S vektor uzay1 icin dik izdlisiim matrisi olarak

tanimlanir (Sengupta ve Jammalamadaka, 2003).

Herhangi bir A matrisi i¢in P, = 44" matrisi R(A) icin bir dik izdiisim matrisidir.
E,=A*=1,-P,=1,—A4" ve F,=1,—A"A matrisleride srasiyla R(4) ve
R(A’)l tizerine dik izdlgim matrisleridir (Tian 2010). Ayrica E, =F, ve

E

. =F, oldugu aciktr. Dik izdiisiim matrislerinin ranklartyla ilgili

r(E,)=m—r(A) ve r(F,)=n—r(A) esitlikleri de mevcuttur (Tian 2017c).
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2.6. Matris Denklemleri

Teorem 2.6.1. AcR™, BeR"™ ve CeR™ bilinen matrisler olmak {izere

AXB=C matris denklem sisteminin tutarli olmasmin gerek ve yeter sarti

e IR(C') QIR(B’) olmasidir (Graybill, 1969).

Teorem 2.6.2. AXB =C matris denklem sistemi tutarli ise uygun boyutlu keyfi U
ve V matrisleri i¢in X = A"CB" +(1 —AA*)U +V([ —BB*) ile verilen X matrisi

bu denklem sisteminin genel ¢oziimiidiir (Graybill, 1969).

AXB = C matris denkleminde 6zel olarak B yerine / birim matrisi alimirsa 4AX =C

lineer denklem sistemi elde edilir ve asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 2.6.3. AX =C matris denkleminin tutarli olmasmin gerek ve yeter kosulu

r[A C] = r(A) ya da denk olarak 44°C =C olmasidir. Bu durumda keyfi bir U
matrisi i¢in X =A4"C +(I —A+A)U , bu denklemin genel ¢oziimiidiir (Penrose,

1955).

2.7. Kuadratik Form

Tamm 2.7.1. nxl boyutlu bir v vektorii ve mxn tipindeki bir 4 matrisi igin

n n
4 —
viAy = Z Z a;viv;

i=1 j=I

skalerine v vektoriiniin bir kuadratik formu, 4 matrisine de bu kuadratik formun

.. . 1 .
matrisi denir. v'AVZV'(E(A+A')jv olarak yazilir. Dolayisiyla kuadratik formun

degerini degistirmeksizin simetrik olmayan bir A matrisi, bu matrisin simetrik

. 1 N e C )
versiyonu olan 5(A+A) ile yer degistirebilir. Bu nedenle, 4 matrisini simetrik
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kabul etmek genelligi bozmaz. V'4v kuadratik formu simetrik bir A4 matrisi

vasitastyla asagida verildigi gibi karakterize edilir:

a) VvV v#0 igin eger VAv >0 ise A pozitif tamimhdir.
b) VvV v#0 igin eger VAv <0 ise A negatif tammlidir.
c) vV v igineger vV/Av >0 ise 4 nonnegatif tanimlidir.
d) YV v igin VAv>0 ve bazi v#0 igin VAv=0 ise 4 pozitif yar: tanimhidir

(Sengupta ve Jammalamadaka, 2003).

Tanmm 2.7.2. 4 ve B simetrik matrisleri i¢cin 4 <, B ifadesinde “<, ” ile gosterilen

kismi siralama Lowner kismi siralamasi olarak tanimlanir (Bhatia, 2007).

Tamim 2.7.3. 4 ve B nonnegatif tanimli matrisleri i¢in B— A farki da nonnegatif
tanimli ise Lowner kismi siralamasma gore A, B’den daha kiigliktiir denir ve

A<, B veya B =, A ile gosterilir (Sengupta ve Jammalamadaka, 2003).

2.8. Matrisler, Siitun Uzaylar1 ve Ranklar ile ilgili Baz1 Ozellikler

Buraya kadar verilmis olan genel bilgilere gore calismada kullanilan bazi 6zellikler

asagida verilmistir.

Lemma 2.8.1. 4eR™, BeR™ ve CeR"™ olsun. Bu durumda asagidakiler

saglanir:
a) r[A B]:r(A)+r(EAB):r(B)+r(EBA).
b) r_ﬂ:r(A)+r(cpA):r(c)+r(CFC).

0 r_g ﬂ:r(A)H(B)H(EBAFC).
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4
d) r[c}r(/l) & R(C)SR(A) & CAA=C < CF,=0"dr

(Marsaglia ve Styan, 1974).

Lemma 2.8.2. Uygun boyutlu 4, A4,, 4,, B, ve B, matrisleri i¢in kapsama

iliskisi

. B 4,
r(AlBlA2)=rLli 0}4(31), (2.2)
0 B, 4,
r(AB A,B;A)=r|B 4, 0 |-r(B)-r(B,) (2.3)
4 0 0

dir (Tian 2004).

Lemma 2.8.3. 4, B, C, M ve N uygun boyutlu matrisler olsun. Bu durumda

9 R(4B)cR(A).

b) R(C)cR(4)< Uygun boyutlu herhangi bir B matrisi igin C matrisi
AB bigimindedir. Eger B singiiler degilse R (C)=2R(4) drr.

¢) R(A4A4")=R(A) ve sonug olarak r(A4")=r(A)dir.

d) R(A)c=R(B) ve r(4)=r(B) ise R(A)=R(B)"dir.

( cR
e) R(A)c=R(B) ise R(E,)cR(E,) olur.
f) R(M)cR(A4) ve R(N)cR(B) ifadeleri saglantyorsa

R[M N]cR[4 B]olr
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2) AAB=B<R(B)cR(A) ve BA"A=B < R(B')cR(4') dr

(Sengupta ve Jammalamadaka, 2003; Akdeniz ve Oztiirk, 1996).

Sonu¢ 2.8.4. A4 uygun boyutlu bir matris ve W pozitif yar1 tanimli matrisi igin

R(AWA")=R (AW ) dir (Seber, 2008).

2.9. Baz Istatistiksel ifadeler

Rasgele vektor, elemanlar1 rasgele degiskenler olan vektor ve rasgele matris ise,
elemanlari rasgele degiskenler olan matristir. Rasgele vektor ve matrislerle ilgili bazi
tanimlar ve teoremler asagida verilmektedir. Bu tanim ve teoremler ile ilgili detayli

bilgi i¢in Seber ve Lee (2012) ve Seber (2008) kaynaklarina bakilabilir.

Tanmm 2.9.1. 4= (aif) mxn boyutlu rasgele bir matris olmak iizere, 4 matrisinin

beklenen degeri £ (4)= E[ (a, )| dir.

Teorem 2.9.2. A4 rasgele bir matris, B,C ve D uygun boyutlu bilinen matrisler

olmak tizere, E(BAC + D)= BE(A)C + D ’dir.

Sonu¢ 2.9.3. 4 ve B uygun boyutlu bilinen matrisler, X ve Y uygun boyutlu
rasgele matrisler olmak lizere E(AX + BY)= AE(X)+ BE(Y) dir.

Tamm 2.9.4. x rasgele vektoriiniin varyansi, Var (x)=o, = E(x— ,u)2 dir. Burada,

= E(x) dir.

Tanim 2.9.5. x ve y rasgele vektorleri arasindaki kovaryans,

Cov(x, y)=0,=E ((x—,u)(y—v)’)
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dir. Burada p = E(x), v=E(y) ’dir.

Teorem 2.9.6. 4 ve B uygun boyutlu bilinen matrisler, X ve Y rasgele matrisler

olsun. Bu durumda

Cov(AX,BY)=ACov(X,Y)B' (2.4)

dir. Ayrica D(X)= Cov(X,X) ve Cov(Y,X)=Cov(X, Y)l seklinde ifade edilir.

Matrisler farkinin kovaryansi ise,
D(X-Y)=D(X)+D(Y)-Cov(X,Y)—Cov(Y,X) (2.5)

dir.



BOLUM 3. DONUSTURULMUS GENEL LINEER KARMA
MODELLERIN BLUP/BLUE DENKLEMLERI

3.1. Genel Lineer Karma Model ve Bu Modelin Doniistiiriilmiis Modelleri

Hem sabit hem rasgele etkilerin bulundugu modellere genel lineer karma modeller

denir ve bu modeller genel olarak

M:y=Xp+Zu+¢ (3.1

seklinde ifade edilir. (3.1) modelinde, yeR™ godzlemler vektorii, X eR™ ve
Z e R™ bilinen matrisler, B eR”" bilinmeyen sabit etkiler (parametreler) vektorii,

ueR™ rasgele etki vektorii ve &£ e R™ gozlenemeyen rasgele hata vektoriidiir. Bu
model i¢in rasgele vektorlerin beklenen deger ve dagilim matrisi ile ilgili asagidaki

varsayimlar kabul edilecektir:

Troedel)E B o

Burada >, eR™, X =2 eR™, > eR"™ bilinen matrislerdir ve

> e R4 keyfi rankli pozitif yar1 tammli bilinen bir matristir. Boylece

[Z 1,]:=Z olmak iizere

D(y)=cov(Zu+e,Zu+e)=[Z ln]cov@ﬂ,KD[z L]=232=v  (33)

olarak yazilabilir.
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Bazi durumlarda, (3.1) modeli iizerinde farkli doniisiimleri ele almak gerekebilir. En
basit ve dolaysiz doniisiimlerden biri, verilen modelin lineer doniisiimii denilen,
modelde esitligin her iki tarafinin da uygun bir matrisle soldan ¢arpilmasiyla elde

edilen doniistimdiir. Buna uygun (3.1) modelinin her iki tarafin1 da keyfi rankh

AeR™ ve BeR™" matrisleri ile ayr1 ayr1 soldan ¢arparak

A :Ay=AX [+ AZu+ As ve B:By=BX[+BZu+ B¢ 34

doniistiirilmiis modelleri elde edilir. (3.4) modelleri ele alindiginda goézlem

vektorlerinin beklenen degerleri ve dagilim matrisleri

E(Ay)=AXp, E(By)=BXp (3.5

D(4y) =SQdZ 547 45 - | 12 A]COV(H’EDMZ l (3.6)

=A[z 1)2(4[Z 1)) =AZEZA = AVA
D(By)=cov(BZu+ Be, BZu+ Be)=[BZ B]covqu},{uD[BZ B]
€l Le (3.7
=B[z 1,]%(B[z 1)]) =BZXZB'=BVB

olarak elde edilir.

3.2 En lyi Lineer Yansiz On Tahmin/Tahmin Edici (BLUP/BLUE)

(3.1) modeli altindaki parametre uzaylarinin es zamanli ©6n tahmin/tahmin
edicilerinin iizerine, genel sonuglar elde etmek i¢in bilinmeyen parametrelerin ortak

bir vektori olarak

m=Kpf+Gu+Heg (3.8)
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almabilir. Burada K eR™, GeR"™ ve H € R™ keyfi rankli, bilinen matrislerdir.

J = [G H ] olmak tizere, (3.2) varsayimlarina gore

E(m)=Kp, (3.9)

D(m)=cov(Gu+He,Gu+He)=[G H]COV[K},{ZD[G H] =J)',  (3.10)

cov(m,y)=cov(Gu+He, Zu+¢)=[G H]cov([ﬂ,[iD[Z In]’:JZZ':=C(3.11)

elde edilir.

Doniistiiriilmiis modeller birbirine ve orijinal modele esit olmak zorunda degildir.
Ancak bazi durumlarda modellerden elde edilen sonuglar, 6zel kosullar altinda denk
olabilir. Ciinki gozlenebilir rasgele y vektoriiniin, A4y ve By lineer
doniisiimlerinde, parametre uzayinin 6n tahmin/tahmin edicileri i¢in gerekli bilgiler
korunabilir. (3.1) ve (3.4) modelleri altindaki parametre uzaylarinin es zamanl 6n
tahmin/tahmin edicilerinin {izerine genel sonuglar elde etmek amaciyla, (3.8)’de

verilen » almabilir. Bu durumda,

cov(m, Ay)=cov(Gu+He, AZu+ Ae) =[G H|E(A[Z 1,]) =J2Z4'=CA

(3.12)
cov(m,By)=cov(Gu+He,BZu+Bs)=|G H|L(B[Z 1,]) =JZZ'B'=CB’

elde edilir.

Belirtmek gerekir ki, (3.8) ifadesi (3.1) ve (3.4)’teki tiim vektor ve matris islemlerini
kapsar. Ornegin; eger (3.8) modelinde K =AX, G=A4Z ve H = A olursa gozlem
vektoriiniin dontisimic m = AXf+ AZu+ As = Ay ve benzer sckilde; K =BX,
G=BZ ve H =B olursa gozlem vektoriin donlisimii m = BX f+ BZu+ Be = By

olur.
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Teorik ve pratik aragtirmalarda, (3.8)’in ¢esitli olas1 tahmin edicileri {izerine sonuglar
mevcuttur. Bir tahmin edicinin yansizlig1 ve bu tahmin edicinin en kiiciik kovaryans
matrisine sahip olmasi, istatistiksel analizde tahmin ediciler i¢in en ¢ok tercih edilen
ve degerli Olgiitlerdir. Bu kosullara dayanarak ilk olarak Goldberger (1962)

tarafindan ortaya atilmig olan en iyi lineer yansiz 6n tahmin edici (BLUP) tanimi,
(3.8)’deki m vektori icin verilebilir. L € R™ olmak lizere, E(Ly—m)=0 olacak
sekilde bir Ly lineer istatistigi varsa, (3.8) ile verilen m parametreler vektoriine,

(3.1) modeli altinda 6n tahmin edilebilirdir denir ya da denk olarak, m vektori, (3.1)

modeli altinda 6n tahmin edilebilirdir ancak ve ancak
R(K"YcR(X") (3.13)

saglanir (Tian, 2015, Teorem 1). m vektoriiniin (3.1) modeli altinda 6n tahmin

edilebilir oldugu kabulii altinda E(Ly—m)=0 kosuluna bagl olarak Léwner kismi
siralamasina gore COV(Ly—m) =min olacak sekildeki bir vektér olan Ly, m

parametreler vektoril icin BLUP olarak tanimlanir ve

Ly = BLUP, (m)=BLUP, (K 8+ Gu + He) (3.14)

ile gosterilir (Puntanen ve ark., 2011). Eger 6zel olarak G =0 ve H =0 olarak
alinirsa (3.10) ifadesi (3.1) modeli altinda K vektoriiniin en iyi lineer yansiz

tahmin edicisi (BLUE) olarak ifade edilir ve

Ly =BLUE, (Kp) (3.15)

seklinde gosterilir.

(3.13) ile verilen kosul (3.4) modelleri i¢in

R(K") c R((4X)) ve R(K") c R((BX)') (3.16)
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olarak ifade edilir. Yani m parametre vektori, (3.4) modelleri altinda 6n tahmin
edilebilirdir ancak ve ancak (3.16) saglanir. Eger (3.16) saglaniyorsa, bu durumda
(3.13) ifadesi de saglanir (Tian, 2017¢c). m vektoriiniin (3.4) modeli altinda 6n
tahmin edilebilir oldugu kabulii altinda E(L,Ay—m)=0 kosuluna bagli olarak

Lowner kismi siralamasma gore cov(L,A4y—m)=min olacak sekildeki bir vektor

olan L Ay, m parametreler vektorii igcin BLUP olarak tanimlanir ve
L,Ay=BLUP, (m)=BLUPﬂ (K,B+Gu+H€) (3.17)

ile gosterilir (Puntanen ve ark., 2011). Eger 6zel olarak G=0 ve H =0 olarak
almirsa (3.10) ifadesi (3.4) modeli altinda K /£ i¢in BLUE

L,Ay = BLUE (K f3) (3.18)

seklinde ifade edilir. Benzer sekilde B modeli altinda da m parametreler vektorii

icin BLUP/BLUE ifadeleri yazilabilir.
Oncelikle asagidaki teoremin ispat1 i¢in kullanacagimiz lemmayi verelim.

Lemma 3.2.1. AR, BeR™,CecR"™ ve DeR"™ olmak tlizere, M € R™

pozitif yar1 tanimli matrisi ve L4 = B matris denklemi tutarli denklemi igin
f(L)=(LC+D)M(LC+D) (3.19)

olsun. Bu durumda Ly 4=B denkleminin daima bir L, ¢oziimii vardir oyle ki

LA =B denkleminin tiim ¢6ziimleri i¢in

f(L)z, 1(L) (3.20)

saglanir. Boylece (3.20) esitsizligini saglayan L, matrisi,
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L[4 cMC4"|=|B -DMC'A"]. (3.21)
tutarli matris denklemi ile belirlenir.

Bu durumda K = BA'C + D, T = (ALCMC’AL)+ ve olmak tizere, L,

matrisinin genel ifadesi ve /(L) ile f(L,) a karsilik gelen esitlikler

L,=argmin f(L)=[B -DMC'4" ][4 CMC'4*|+U[4 CcMC'] (3.22)
/(L) =min /(L) = KMK'~ KMC'TCMK’ (3.23)

(L) =1 (L) + (LCMC'4" + DMC'A")T(LCMC'A" + DMC’AL)' (3.24)

olarak verilir (Tian 2017c). Burada U € R™ keyfi matristir.

Asagidaki teoremde doniistiiriilmiis genel lineer karma model i¢in temel BLUP

denklemi ifade edilmistir.

Teorem 3.2.2. (3.4)’te verilen 7 doniistiiriilmiis genel lineer karma modeli ele
almsmn. (3.8)’de verilen m vektérii 4 modeli altinda 6n tahmin edilebilir olsun,

yani (3.16) saglansin. Bu durumda

E(L,Ay — m)=0 ve D(L,Ay — m)=min

SL|ax ava(ax) |-k ca(ax)]. (3.25)

(3.25) matris denklemi temel BLUP denklemi olarak bilinir ve bu denklem daima
tutarhidir, yani

K cva(ax) || ax ava(ax) | [ax  ava(ax)
| (ax) | (ax) | | (4x)"] 26
-k cva(ax)']
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her zaman saglanir. U, e R™ keyfi matris olmak ftizere, L, e R™ i¢in m
vektoriiniin BLUP ma, yani L, Ay = BLUP,(m)=BLUP,(K +Gu+Hze) ifadesine

karsilik gelen genel ¢6ziim asagidaki gibidir:
L,Ay= ([K cA(4x)" | ax AVA’(AXH+ 4+U,| ax AVA'(Ax)l]Aj y.(3.27)

Ispat. (3.8)’de verilen m vektoriiniin 4 modeli altinda &n tahmin edilebilir oldugu

kabulii altinda E(L,Ay—m)=0 kosuluna bagl olarak Lowner kismi siralamasina
gore COV(LaAy—m) =min olacak sekildeki bir vektor olan L Ay, m parametreler

vektori igin BLUP olarak tanimlanir ve (3.17)’deki gibi gosterilir.

LAy-m=LA(XB+Zu+e)—(Kf+Gu+He)
=L AXP+L,AZu+L,As—KB—-Gu—-He (3.28)
=(L,AX —-K)B+(L,AZ - G)u+(L,A—H)e

yazilir. E(LaAy - m)=0 oldugundan ve ayrica (3.9)’dan (L, AX —K)f =0"dur.

Buradan tim £ vektorleri igin
LAX-K=0,yani L AX =K (3.29)

elde edilir.
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D(L,Ay—m)
=cov(L,Ay—m,L,Ay—m)
= cov((L,AZ — Gyu+ (LA~ H)e,(L,AZ - Gyu+(L, A~ H)e)

=cov(([LaAZ L,4]-[G H])[Z),([LaAZ L,4]-[G H])@B (3.30)
~((L4z r4-[c¢ H)x((L4z L4]-[c H])

((LaA[Z 1,]-[G H]))E((LaA[z 1,]-[c H]))

=(L,42-J)%(L,4Z~J)

bulunur. Lemma 3.2.1°den (3.19)’da L yerine L,4A ve uygun ifadeler gerekli yerlere

yazilirsa
£(L,)=(L,4Z )2 (1,42 ~J) (3.31)

olur ve (3.19) fonksiyon denklemine gore (LaAy - m) dagilim matrisinin minimum

degeri bulunur. Buradan

L|AX AZIZA(AX)"|=|K JEZ4(4X)" | (3.32)
matris denklemi elde edilir. Diizenleme yapilirsa,

L|4x ava(4ax)' |=|K c4/(4x) ] (3.33)
olur.

(3.31) ve (3.25) altinda Lemma 3.2.1’den L, AX =K denkleminin daima bir L,
¢Oziimii vardir 8yle ki LAX =K denkleminin tiim ¢dziimleri i¢in f(L)>, f(L,)

Lowner kismi srralamasi saglanir. (3.21)’den, (3.25)’teki matris denklemi ifade
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edilir. (3.22) esitliginden de (3.27) ifadesi elde edilir.

RUK CVA’(AX)L]]gR[[AX AVA’(AX)l]j olmasmdan ~ dolayr  bu

denklem daima tutarlidir, yani (3.26) her zaman saglanir ve ispat biter. U

Teorem 3.2.3. (3.4)’te verilen 4 dOniistiiriilmiis genel lineer karma modeli ele

almsi. (3.8)’de verilen m vektorii 4 modeli altinda 6n tahmin edilebilir olsun,
yani (3.17) saglansin. U, e R*™ keyfi matris olmak tlizere, m vektoriinin BLUP’1
(3.27)’de verildigi gibi olsun. (3.27) tutarhh oldugu i¢in (3.16) altinda L, , (3.33)

denkleminin genel bir ¢6ziimiidiir. Bu durumda asagidakiler saglanir:

a) r[AxX ava(ax)'|=r[ax 4ZX], R[AX AVA’(AXH:R[AX 473 ]
ve R(AX)AR(4vA/(4x)")={0}.

b) L, tektir < r[AX AZY|=m,.

0) LAtektir <R[ AX AZ¥|=R(4).

d) BLUP,(m) 1 olasilikla tektir <> (3.4) tutarhdir.

e) BLUP, (m) "1 dagilim matrisi:

D(BLUP, (m))

_ ([K A (Ax)" ][ ax AVA’(AX)lT)AVA'

x([K cA'(ax)' | ax AVA’(AX)LTJ , (3.34)
BLUP, (m) ile m arasindaki kovaryans matrisi:

cov(BLUP, (m),m)=[ K ca'(ax) |[ax ava(ax) | ac, (3.35)



BLUP, (m) "nin dagilim matrisi ile m vetdriiniin dagilim matrisinin farki:

D(m)—D(BLUP,(m))

- JZJ'—([K cA(Ax) || ax AVA’(AX)LTJAVA’

x([K cA(ax)' | ax AVA’(AX)LTJ,
BLUP, (m) ve m vektdriiniin farkinin dagilim matrisi:

D(m—BLUP, (m))

(
([K cA(axy ][ ax  ava(ax)'| AZ—JjZ

!

x([l{ cA'(ax) ][ ax AVA'(A)()TAZ—JJ
dr.
f) BLUP,(m) i¢in
BLUP, (m)=BLUE, (K B)+ BLUP, (Gu)+ BLUP, (Hz).

olarak yazilir ve

cov(BLUE,(KB),BLUP,(Gu+He))=0,

D[ BLUP,(m)]=D| BLUE (K )|+ D[ BLUP,(Gu+Hze)].

saglanir.

24

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)
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g) Her FeR™ igin Fm, 4 alinda 06n tahmin edilebilirdir ve
BLUP, (Fm)=FBLUP,(m) daima saglanir.

Ispat. (a)-(d) Puntanen ve arkadaslarmm (2011) ¢alismasinda gosterilmistir.

(3.27) ifadesinin dagilim matrisi Teorem 2.7.6’dan (3.34) olarak elde edilir. Ayni
teorem kullanilarak (3.11) ve (3.27)’den BLUP, (m) ile m arasmdaki kovaryans

matrisi (3.35), (3.10) ve (3.34)’ten (3.36) elde edilir. Bunun yani sira BLUP, (m) ve

m vektoriiniin farkinin dagilim matrisi (2.5) 6zelliginden (3.37)’deki gibi bulunur.

Sonug olarak (e) sikkindaki ifadeler ispatlanmis olur.

BLUP,(m)=BLUE, (K 8)+BLUP, (Gu)+BLUP,(He) esitligini elde edebilmek

icin Oncelikle asagidaki ifadeler ele alinsim:
H=G=0 ise,

(K [0 0] Za(ax) ][ ax Ava(ax) |
BLUE,,(Kp)= . Vs (3.41)
+U,| AX V4 (4x) |

K=H=0 ise,

[0 [G 0)zZu(ax) |[ax ava(ax) |
BLUP(Gu)= : v (3.42)
+U,| AX 4y (ax)' |

K=G=0 ise,
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[0 [0 H]xZa(ax) |[ax ava(ax)'|
BLUP(Hg) = ; . (3.43)
+U[ X ava(ax)' |

Buradan U =U, +U, +U, olacak sekilde (3.27) ifadesindeki keyfi U matrisi ve

modelin tutarli olmasi1 kosulundan (3.38) esitligi acikca goriiliir. Benzer sekilde

K =0 igin

BLUP(GquHg):([O [G H]ZZN’A’(AX)L}[AX AVA’(AX)lij
= BLUP(Gu)+BLUP(H¢)

(3.44)

elde edilir.

cov(BLUE, (KB),BLUP, (Gu+He))

~[k o] 4x AVA'(AX)LTAZZZ’A'([O ca'(4x) || ax AVA’(AX)LU' (3.45)

!

“[k o] ax AVA'(AX)LTAVA’([O ca'(4x) || ax AVA'(AXW)

olarak yazilabilir. Bu ifadenin rankini elde edebilmek i¢in (3.45)’deki her bir ifade
(2.3) esitligine uygun olarak

4 =[K 0]
B =[x ava(axy |
Ay = AVA

B; :([AX AVA’(AX)LTJ'

4,=[0 CA’(AX)L]



alinirsa ve W = [AX AVA' (AX )L} olarak gosterilirse

r[[K o ava([o CA'(AX)L}W)']

[k olw ava(w) o CA'(AX)L]J

o w o CA'(AX)iﬁ
W AvA 0 —r(W)=r(w")
[K 0] © 0
1
T 0
0 | ax  ava(ax)']
(4x)
[ ax  ava(ax) | AVA 0
[k 0] 0 0
0 0 (4x) 0
0 0 (AX)" AVA' (AX) AC’
AX  AVA'(AX)  avA’ 0
K 0 0 0 |
0 0 (4x) 0
0 —(4X) AvA'(AX) 0  (4X) AC’
AX AVA'(AX) AVA 0
K 0 0 0 |
0 0 (4x) 0
0 —(4X) 4rva'(4x) 0  (4x)
AX 0 AVA' 0
K 0 0 0o |
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~2r| AX AvA'(4X)' |

—2r[AX AVA']

AC _or[ax  4va']



= ~(AX)" AVA(AX)" (4X) AC'|+r

=r ' S -r +r| O
=r| X AVA'(AX)" |-r(4X) LX

=r[AX AVA']—r(AX)+r|:(AX), .

AVA"  AX

AX  AVA
K 0

(4X)
AVA

]—2r[AX

0 (ax)

—2r[AX

—2r[AX

—ZF[AX

—2r[AX

—2r[AX

AvA']
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AvA'

AvA'

AVA'|

AvA']

AZEZ’A’]

}{ ’ l}—24,4)( AVA'
K(4x)

—r[Ax AVA’]—r(AX)+r(AX)+r((AX)')+r((AX)lAVA’(AX)l)—2r[AX AVAT

= r[AX AVAT+r(AX)+r[ AX  AVA/(AX) |=r(AX)=2r[4X  AVA]

=r[AX  AVA)+r[AX  AVA|-2r[AX  AVA)

=0
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elde edilir. Sonug olarak (3.39) saglanmis olur. (3.38) ve (3.39) ifadelerinden (3.40)
elde edilir. (3.27)’den (g) sikkinin ispat1 kolayca goriiliir. Boylece Teorem 3.2.3’iin

ispat1 tamamlanir. U

Teorem 3.2.2 ve Teorem 3.2.3’te elde edilen sonuglar, benzer olarak lineer rasgele

etki modelleri i¢in Tian (2017¢c, Lemma 1)’da verilmistir.

A modeli yerine @B alindiginda Teorem 3.2.2 ve Teorem 3.2.3’te elde edilen tiim

denklemler ve esitlikler asagida ifade edilmistir.

(3.4)’te verilen B lineer doniistiiriilmiis genel lineer karma modelinde (3.8)’de

verilen m vektdrii 6n tahmin edilebilir olsun, yani (3.17) saglansin. Bu durumda

E(L,By — m)=0 ve D(L,y — m)=min

<1,/ BX BVB(BX)'|=|K CB'(BY)'] (3:40)
dir.
Bu denklem daima tutarlidir, yani
, 1 , 2 , 1
|k cvB'(Bx) | BY BVE(BX)'||BX BVB'(BX)'] o)

-k cvB(Bx)']

her zaman saglanir. U, e R™ keyfi matris olmak iizere, L, e R™ icin m
vektoriiniin BLUP na, yani L,By = BLUP,(m)=BLUP,(K +Gu+Hze) ifadesine

karsilik gelen genel ¢oziimii asagidaki gibidir:

LhBy:([K cB(Bx) | Bx BVB(BY) | B+U,| BX BVB’(BX)L}BJ v.(3.48)
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Bu durumda asagidakiler saglanir,

a) r[BX BVB(BX)|=r[BX BZY], R|BX BVE(BX) |-R[BX BZY]
ve R(BX)NR(BVB (BX)")={0}.

b) L, tektir < r[BX BZY|=m

¢) LBtektir<R|[BX BZX|=R(B).

d) BLUP,(m) 1 olasilikla tektir <> (3.4) tutarlidur.

e) BLUP,(m) ile ilgili dagilim matrisleri:

D(BLUP, (m))

:cov([K cB'(BX)" | Bx BVB'(BX)lT [k cB(sx) | Bx BVB'(BX)LTJ

([K CB'(BX)' || BY BVB( jBVB (3.49)
([K CB'(BX)'|[BX BVB/(BX LU
cov(BLUP, (m),m)=[ K cB'(BX)" |[BX BVE(BX) | BC', (3.50)
D(m)-D(BLUP,(m))
(3.51)

:JZJ'—([K cB'(Bx)" | BX BVB’(BX)T)BVB'
x([K CB(BX)" | BY BVB’(BX)LT)’,

D(m-BLUP,(m))= ([K cB (Bx)" |[Bx VB (BX)'| BZ —sz

x([K CB'(BX)" | BY BVB’(BX)TBZ—J]’

(3.52)
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olarak elde edilir.

f) BLUP,(m) igin

BLUP,(m)=BLUE, (K )+ BLUP,(Gu)+BLUF,(Hzs), (3.53)
cov(BLUE, (K f),BLUP,(Gu+He))=0, (3.54)

D[ BLUP,(m)|= D[ BLUE, (K ) |+ D| BLUP, (Gu+He)|. (3.55)
saglanir.

g) Her FeR™ igin Fm, B altinda 6n tahmin edilebilirdir ve o halde
BLUP, (Fm) = FBLUP, (m) daima saglanir.

Ozel olarak A4 =1, alinrsa Teorem 3.2.2 ve 3.2.3’ten asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonu¢ 3.2.4. m parametre vektoriiniin (3.1) modeli altinda 6n tahmin edilebilir

oldugu kabul edilsin. Bu durumda

Ly =BLUP, (m)< L] X :VX* |=| K :Cx* | (3.56)
dir. Buradan U, € R™™ keyfi bir matris olmak iizere,
BLUP, (m)=Ly = ([K Cxt [ X VXLT +U, | X VALJL)y (3.57)

olarak yazilir.

Sonu¢ 3.2.5 m parametre vektoriiniin (3.1) modeli altinda 6n tahmin edilebilir

oldugu kabul edilsin. U, € R*™ keyfi bir matris olmak tizere, (3.57)’de verilen

BLUP, (m) i¢in asagidaki sonuglar saglanir.
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a) rlX VX']=r[X V], R[X VX']|=R[X V]ve R(X)nR(VX")={0}.

b) L tektir < r[X V]=m,
¢) BLUP,(m) 1 olasilikla tektir <> (3.4) tutarhdur.

d) BLUP, (m) ile ilgili dagilim matrisleri:

D(BLUPM(m))=cov([K cxt][x ][k oext][x VXlT)

:([K cxt[x VXLT)V([K oxt[x VXLT)’,
cov(BLUP, (m),m)=[K cx*|[x vx*]c',
D(m)—D(BLUP,(m))

!
3

:JZJ'—([K oxt[x VXLT)V([K oxt[x VXLT)

D(m-BLUP, (m))
=([K CXL}[X VXLTZ—J)Z([K CXLJI:X VXL:|+Z~—J)’
dir.

e) BLUP, (m) icin

BLUP, (m)= BLUP, (K )+ BLUP, (Gu)+ BLUP, (He),
cov(BLUE, (Kf3),BLUP, (Gu+He))=0,

D| BLUP, (m)|=D[ BLUE, (Kp)|+D[ BLUP, (Gu+Hze)].

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)
(3.63)

(3.64)
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saglanir.

f) Her FeR™ i¢in Fm, M altinda o6n tahmin edilebilirdir ve
BLUP, (Fm)=FBLUP, (m) daima saglanir.

Sonug 3.2.4 ve Sonu¢ 3.2.5 benzer olarak lineer rasgele etki modelleri i¢in Tian

(2015, Teorem 1)’da verilmistir.



BOLUM 4. DONUSTURULMUS GENEL LINEER KARMA
MODELLER ALTINDA BLUP ILISKIiLERI

Bu boliimde (3.4)’teki doniistiiriilmiis genel lineer karma modelleri altinda ortak
bilinmeyen parametrelerin BLUP’lar1 arasindaki iligkiler ile ilgili teoremler ve

sonuglar verilecektir. Ele aldigimiz konu ¢ergevesinde (3.1) modelinin tutarh, yani 1

olasilikla y e C[X V] oldugu kabul edilmektedir (Rao, 1973). Bu durumda (3.4)

modelleri de tutarhidir (Tian, 2017c).

Bu boliimdeki ana teoremlerin ispatlar1 i¢in kullanilacak olan lemma asagida

verilmistir.

Lemma 4.1. 4 e R™ | B eR"™ | 4, eR™ ve B, e R"™ olarak verilmis olsun.

Bu durumda,

a) XA =B, ve XA, =B, matris denklemleri ortak bir ¢dzlime sahiptir ancak ve

’ ’
2 2 1 2

B/ A 4
ancak R| ' |cR| "' | yada denk olarak r| 4 r[4, 4] dir.
B A B B

b) XA, = B, matris denkleminin herhangi bir ¢6ziimii, X4, = B, matris denkleminin

4 4

B Bj = r(4,) dir (Tian, 2009).

de bir ¢oziimiidiir ancak ve ancak {

Teorem 4.2. m parametreler vektoriiniin (3.4) modelleri altinda 6n tahmin edilebilir

oldugu kabul edilsin ve BLUP, (m) ve BLUP, (m) esitlikleri sirasiyla (3.27) ve

(3.48)’de verildigi gibi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.



a) L, e{Lb} .

b)

1

AX AVA'(AX)" BX BVB'(BX)
r
K c4(4x) K

L

CB'(BX)

~r[ax ava(ax)  Bx BvE(BX)'|

AX AVA' BX BVB']
, AX AVA'" BX BVB
0 (4X 0 0 ,
c) r (4X) |=r] 0 (4x) © 0
0 0 0 (BX ,
(BX) 0 0 0 (BX)
K A CB' |
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AX AvA' BX BVB'|
d) ’R([K c4 K CB’]'jg’R 0 (4x) 0 0

’

0 0 0 (BX)

Ispat. Lemma 4.1’in (a) sikkindan, (3.27) ve (3.48)’de verilen denklemlere gore (a)
ile (b) arasindaki denklik goriiliir.

(b) de verilen

AX AVA'(AX) BX BVB'(BX) ,
r ! L |=rlax ava(ax)
K CA4'(4X) K CB'(BX)

1

BY BVB'(BX)'|

esitligi ele alinirsa Lemma 2.8.1’in (b) sikkindan:
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AX AVA' BX BVB']

A0 A0 O ) r(x)
0 0 0 (BX)
K ¢4 K CB

AX AVA" BX BVB

=r 0 (4X) 0 0 |-r(4X)-r(BX)
o 0 0 (BX)

AX AVA' BX BVB'
AX AVA' BX BVB'

AX) ,
rO()O O:rO(AX)O 0

0o 0 0 (BX)

0o 0 0 (BXx)
K ¢4 K CB |

olarak yazilir ve (b) ile (¢) arasindaki denklik elde edilir.

Lemma 2.8.1’in (d) sikkindan

r

X V AX AvA
’R([K C K CA']’)Q’R 0 X 0 0

0 0 0 (4x)

olur. (c) ile (d) arasindaki denklik goriiliir ve ispat biter. U

Eger 0zel olarak, Teorem 4.2’de, G=0 ve H =0 olarak ele alinirsa, bu durumda

BLUE ,(KB) ve BLUE,(Kf) ile ilgili asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.3. BLUE ,(Kp) ve BLUE,(Kp) i¢in K parametreler vektdriiniin (3.4)

modelleri altinda tahmin edilebilir oldugu kabul edilsin. Bu durumda asagidaki

ifadeler denktir.



) L,y €{Lys}-

L

b F[AX AVA'(AX)
K 0 K

L

BX BVB'(BX)
0

|

—r[AX  AvA'(4X)

BX BVB(BX)'|.

37

AX A4VA'" BX BVB']
, AX AVA'" BX BVB
0 (4x) 0 0 )
c) r =T 0 (AX) 0 0
0 0 0 (BX )
(BX) 0 0 0 (BX)
K 0 K 0 |
AX AVA BX BVB'|

!

d) R([K 0 K o]'jg:R 0 (4X) 0 0

!’

0 0 0 (BX)

Burada G=0 ve H=0 ise J=0 olur ve dolayisiyla J2Z'=C=0 oldugundan

yukaridaki sonug kolayca goriiliir.

Ozel K =0 olarak ele alinirsa, bu durumda

BLUP, (Gu +H 8) ve BLUP, (Gu +H 6‘) ile ilgili agagidaki sonug elde edilir.

olarak, Teorem 4.2°de,

Sonuc 4.4. BLUP, (Gu +H 6‘) ve BLUP, (Gu +H 6‘) icin asagidaki ifadeler denktir.

a) La,Gu+H5 € {Lb,GU+H€} N

AX AVA'(AX)" BX BVB'(BX)
r
0 cA'(4x) 0 CB(BX)

=[x Ava(4x)" BX BVB'(BX)'].



[AX  AVA
0 (4x)
c) r ( )
0 0
0 A

!

BX BVB']
0 0
0 (BX)
0 CB
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AX AVA'" BX BVB

=rl 0 (4X) 0 0

!

0 0 0 (BX)

AX AVA BX BVB'|

d) R([o c4 0 CB']')QR 0 (4X) 0 0

!

0 0 0 (BXY)

Teorem 4.5. m parametreler vektoriiniin (3.4) modelleri altinda 6n tahmin edilebilir

oldugu kabul edilsin. BLUP, (m) ve BLUP, (m) esitlikleri sirasiyla (3.27) ve

(3.48)’de verildigi gibi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

a) {LfciL}.

b | AX  AVA'(4AX) BX BVB/(BX)'

r

K cA(4x) K
'AX AVA' BX BVB']
K ¢c4 K CB

9o () o0 o
|0 0 0 (BX)
AX AVA' BX BVB']
K c4 K CB

d) r '
0 (4x) o0 0
0 0 0 (BX)

!

] - BX BVE(BX) |.

CB'(BX)"
BVB' BX
= { , }+r(AX).
(BX) 0

=r[BX BVB'|+r(4X)+r(BX).

Ispat. Lemma 4.1’in (b) sikkindan, (3.27) ve (3.48)’de verilen denklemlere gére (a)
ile (b) arasindaki denklik goriiliir.

(b)’de verilen
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1

AV AvA'(AX) BX BVB'(BX)

;. cHaxy K CE(Ex) ]r[BX BVE (BX)' |

esitlik ele alinirsa Lemma 2.8.1’1n (b) sikkindan:

[AX AVA'" BX BVB']

K CcA K CB BX BVB
r 0 (AX)’ 0 0 —r(AX)—r(BX)r{ 0 (BX),:I—r(BX)
0 0 0 (BX)|

AX AVA'" BX BVB']

K cA' K CB' BVB' BX
r

O [

0

(4x) 0 0 |7\ (pxy O}F(AX)

0 0 (BX)

olarak yazilir ve (b) ile (c) arasindaki denklik elde edilir.

(c) ve (d) arasindaki denklik i¢in Lemma 2.8.1’in (c) sikkindan ve Sonug 2.8.4’ten,
(c) deki esitligin sag tarafi:

r[(iz, B(;X] =r(BX)+ r((B)()' ) + {(B)()L BVB’((BX)' )lj
=2r(BX)+r((BX) BYB)

=2r(BX)+r[BX BVB'|-r(BX)
=r(BX)+r[BX BVB']

olarak yazilir. Boylece
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' AX AVA'" BX BVB']

K ¢4 K CB
g (ax) o 0 =r[BX BVB'|+r(AX)+r(BX)
0 0 0 (Bx)|

oldugu goriiliir ve ispat biter.

Eger 6zel olarak, Teorem 4.5’te, G=0ve H =0 olarak ele alinirsa, bu durumda

BLUE ,(KB) ve BLUE,(KJf) ile ilgili asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 4.6. BLUE , (K p ) ve BLUE, (K p ) icin K/ parametreler vektoriiniin (3.4)

modelleri altinda tahmin edilebilir oldugu kabul edilsin. Bu durumda asagidaki

ifadeler denktir.

L

b.Kp

j

2) {Lpft

b Jax ava(ax)y px BVB’(BXY}:F[BX s () |
K 0 K 0
'AX AVA' BX BVB']
kK 0 K 0 BVB' BX
c) r 0 (AX)' 0 0 {(BX)I O}_F(AX)
0 0 0 (BX)
[AX AVA' BX BVB']
K 0 K 0
d ol (ax) 0 0 =r[BX BVB'|+r(4X)+r(BX)
0 0 0 (BX)]
Ozel olarak, Teorem 4.2°de, K=0 olarak ele alinirsa, bu durumda

BLUP, (Gu+He) ve BLUP,(Gu+He) ile ilgili asagidaki sonug elde edilir.



Sonug 4.7. BLUP, (Gu+He) ve BLUP,(Gu+ He) asagidaki ifadeler denktir.

a) {La,Gu+Hg} S {le,Gu+Hg

.
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AX  AVA'(AX)" BX  BVB'(BX)"
b) - ( )l ( )l ~r| BX BVE(BX)'|
0 cA(4x) 0 CB'(BX)
'AX AVA' BX BVB']
0 CcA' 0 CB BVB' BX
c) r ' =r , +r(AX
0 (4x) 0 0 LBX) 0} (4%)
0 0 0 (BX)
[AX A4vA'" BX BVB']
0 ¢c4d 0 CB
d orly (ax) o 0 =r[BX BVB'|+r(4X)+r(BX)
0 0 0 (BX)]

c

Teorem 4.5’te ele alinan {La} - {Lb} ifadesine benzer sekilde {Lb} {La} durumu da

ele alindiginda sonug olarak {La} = {Lb} elde edilir. Buradan {La} :{Lb} esitligine

denk durumlar i¢in agsagidaki sonug verilmistir.

Sonuc¢ 4.8. L, ve L, verildigi gibi olsun. Bu durumda asagidaki sonuglar denktir.

b) r|BX BVB(BX)' |=r[AX ava'(ax)'|.

c) r[BX BVB|=r[dX AVA].

AeR™ ve B=1, olmak lizere Teorem 4.2’ye gore asagidaki sonug elde edilir.
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Sonu¢ 4.9. m parametreler vektoriiniin sirasiyla (3.4) ve (3.1) modelleri altinda 6n

tahmin edilebilir oldugu kabul edilsin. BLUP, (m) ve BLUP, (m) sirasiyla (3.27) ve

(3.57)’de verildigi gibi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

a) Lae{L}.
X VXt Ax AvA'(4x)
b) 7 ( 3 =[x vxtax o ava(ax) ).
K CX* K CA4(4X)
X V. AX  AVA'] -
X V AX  AVA
0 X 0 0
c) T ’ r{ 0
0 0 0 (4x) ,
K C K 4 (4X) |

d)R([KCKCA] cR[|0 X O

X V AX AvA
000 )'

AeR™ ve B=1, olmak iizere Teorem 4.5’¢ gore asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 4.10. m parametreler vektoriiniin sirasiyla (3.4) ve (3.1) modelleri altinda 6n
tahmin edilebilir oldugu kabul edilsin. BLUP, (m) ve BLUP, (m) sirasiyla (3.27) ve

(3.57)’de verildigi gibi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

a) {Ljc{L.

X VX' AX AVA(AX) .
b) r L =rlax ava(ax)'|.
K CX* K CA'(4X)

[ AVA AX X V]

(4X) 0 0 o0
0 X'
C

AVA" AX
=r
0 O
cA K K

, ]+F(X).

(4x) 0




d) r

[ AVA
0

AX X
X 0
0 O
K K

(=)

a o

=r[AX  AVA)+r(4X)+r(X).
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BOLUM 5. SONUC VE ONERILER

Bu caligmada hem sabit hem rasgele etkileri iceren M :y = X S+ Zu +¢& genel lineer

karma modeli ile bu modelin soldan sirasiyla uygun boyutlu 4 ve B matrisleri ile
carpilmasiyla elde edilen 72 : Ay=AX[+ AZu+ As ve B:By=BX[+ BZu+ Be
dontistiiriilmiis genel lineer karma modelleri ele alimmistir. Ele alinan modeller
altinda rasgele etkilerin 6n tahmin ve tahmin edicileri ile ilgili baz1 sonuclar elde
edilmistir. Ozellikle bu iki doniistiiriilmiis genel lineer karma model altinda

m=Kp+Gu+ He vektorinin BLUP ve BLUE esitlikleri ile ilgili karsilastirmalar

yapilmistir.

Bolim 3’te 6n tahmin edilebilir oldugu kabul edilen m vektoriiniin 2 modeli
altinda temel BLUP denklemi verilmistir. Ayrica bu denklem ile ilgili 6zellikler
detayh ifade edilmistir. Ozel olarak A=/, ahndiginda elde edilen % modeline

karsilik gelen benzer sonuglar da verilmistir.

Bolim 4’te doniistiiriilmiis modeller altinda m vektoriiniin BLUP’lar1 ile ilgili
iligkiler incelenirken Tian (2009, Lemma 5)’da verilen ve bu ¢alismada Lemma 4.1

olarak ifade edilen lemma dikkate alinmistir. Buna gore;

a) ki matris denkleminin ortak bir ¢dziime sahip olmasi i¢in gerek ve yeter
sartlar,
b) Matris denklemlerinden birinin herhangi bir ¢oziimiiniin diger denkleminde

bir ¢oziimii olmasinin gerek ve yeter sartlar1

ana sonuclar olarak verilerek bununla ilgili teoremler ifade ve ispat edilmistir. m

vektorill i¢in bazi 6zel durumlar ile ilgili sonuglar da gosterilmistir. Ayrica B=1,
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almarak doniistiiriilmiis lineer karma model ve 9% modeli i¢in sonuclar elde

edilmistir.

Bu c¢aligmada ele aliman konu da 4 ve @B modelleri altinda incelendigi gibi ayni1

X
zamanda M modelinde model matrisinin X :{ 1} ifadesi dikkate alinarak elde

2
edilen farkli modeller altinda BLUP iliskileri incelenebilir. Ayrica 4 ve B
matrisleri igin AZ[AI Az] ve B =[B1 Bz] almarak BLUP ve BLUE

tahminleriyle ilgili 6zel sonuglar elde edilebilir.



KAYNAKLAR

Arendacka, B., Puntanen, S. 2015. Further remarks on the connection between fixed
linear model and mixed linear model. Stat Pap., 56: 1235-1247.

Akbas, Y. 1995. Seleksiyon indeksi ve farkli BLUP uygulamalarmin
karsilastirilmasi. I1.Ulusal Ekonometri ve Istatistik Sempozyumu, 393-406.

Akbas, A. 2013. Ciftlik Hayvanlar1 Davranislarinin Genetik Parametreleri. Erciyes
Universitesi Veteriner Fakiiltesi Dergisi, 10 (3).

Akdeniz, F., Oztiirk, F. 1996. Lineer Modeller, Ankara,.

Baksalary, J. K., Kala, R., 1981. Linear transformation preserving best linear
unbiased estimators in a general Gauss-Markoff model. Ann Stat 9: 913-916.

Baksalary, J. K., Kala, R., 1986. Linear sufficiency with respect to a given vector of
parametric functions. Journal of statistical planning and inference, 14 (2-3), 331-
338.

Baksalary, J. K., Mathew, T. 1986 Linear sufficiency and completeness in an
incorrectly specified general Gauss-Markov model. Sankhya Ser A 48:169-180.

Barnard, G. A. 1963. Contribution to the discussion of Prof. Bartlett's paper. J. R.
Statist., Soc. B, 25: 294

Bhatia, R., 2007. Positive definite matrices, Princeton series in applied mathematics.
Princeton University Press, Priceton, NJ.

Box, G. E., Cox, D. R. 1964. An analysis of transformations. J. Roy. Statist. Soc. Ser.
B 26:211-252.

Dodd, K. W., Guenther, P. M., Freedman, L. S., Subar, A. F., Kipnis, V., Midthune,
D., Tooze, J. A., Krebs-Smith, S. M. 2006. Statistical methods for estimating
usual intake of nutrients and foods: a review of the theory. J. Amer. Dietetic
Assoc. 106:1640—-1650.

Dong, B., Guo, W., Tian, Y. 2014. On relations between BLUEs under two
transformed linear models. J Multivar Anal 131:279-292.



47

Drygas, H. 1983. Sufficiency and completeness in the general Gauss-Markov model.
Sankhya Ser A 45:88-98.

Drygas, H. 1985. Linear sufficiency and some applications in multilinear estimation.
J Multivar Anal 16: 71— 84.

Eisenhart, C. 1947. The assumptions underlying the analysis of variance. Biometrics,
3 (1), 1-21.

Goldberger, A. S. 1962. Best linear unbiased predictors in the generalized linar
regression models. J] Am Stat Assoc 57:369-375.

Graybill, F. A. 1969. Introduction to matrices with applications in statistics,
Wadworth Publising Company inc., California.

GroB, J. 1998. A note on the concepts of linear and quadratic sufficiency. J Stat Plann
Inference, 70:69-76.

Gurka, M. J., Edwards, L. J., Muller, K. E., Kupper, L. L. 2006. Extending the Box-
Cox transformation to the linear mixed model. J. Roy. Statist. Soc. Ser. A,
169:273-288.

Gurka, M. J., Edwards, L. J., Nylander-French, L. 2007. Testing transformations for
the linear mixed model. Computational statistics & data analysis, 51(9), 4297-
4307.

Gurka, M. J., Edwards, L. J. 2011. Estimating variance components and random
effects using the Box-Cox transformation in the linear mixed model.
Communications in Statistics - Theory and Methods, 40:3, 515-531.

Harville, D. A. 1976. Extension of the Gauss Markov theorem to include the
estimation of random effects. Ann. Statist. 4, 384-395.

Harville, D. A. 1979. Some useful representations for constrained mixed-model
estimation. Journal of the American Statistical Association, 74 (365), 200-206.

Harville, D. A. 1997. Matrix Algebra From a Statiscians Perspective. Springer-
Verlag, New York.

Haslett, S. J., Puntanen, S., Arendacka, B. 2015. The link between the mixed and
fixed linear models revisited. Stat Pap 56: 849-861.

Haslett S. J., Puntanen, S. 2010a. Equality of BLUEs or BLUPs under two linear
models using stochastic restrictions. Stat. Papers, 51 (2): 465-475.

Haslett S. J., Puntanen, S. 2010b. A note on the equality of the BLUPs for new
observations under two linear models. Acta Comment Univ Tartu Math., 14: 27-
33



48

Haslett, S. J., Puntanen, S. 2011. On the equality of the BLUPs under two linear
mixed models. Metrika, 74, 381-395.

Heiligers, B., Markiewicz, A. 1996. Linear sufficiency and admissibility in restricted
linear models. Statistics probability letters, 30 (2), 105-111.

Henderson, C. R. 1950. Estimation of genetic parameters (abstract). Ann. Math.
Statist, 21, 309-310.

Henderson, C. R. 1963. Selection index and expected genetic advance, in: Statistical
Genetics and Plant BreedingNat. Acad. Sci., Nat. Res. Council, Publication 982,
Washington, DC., pp. 141 163.

Henderson, C. R. 1975. Best linear unbiased estimation and prediction under a
selection model. Biometrics, 31:423-447.

Ip, W. C., Wong, H., Liu, J. S. 2005. Sufficient and admissible estimators in general
multivariate linear model. J Stat Plann Inference, 135:371-383.

Isotalo, J., Puntanen, S. 2006a. Linear prediction sufficiency for new observations in
the general Gauss Markov model. Commun Stat Theory Methods, 35 (6):1011—
1023.

Isotalo, J., Puntanen, S. 2006b. Linear sufficiency and completeness in the
partitioned linear model. Acta Comment Univ Tartu Math, 10:53—-67.

Jammalamadaka, S. R., Sengupta, D. 2003. Linear Models an Integrated Approach.
World Scientific, Singapore.

Jiang, J. 2007. Linear and Generalized Linear Mixed Models and Their Applications.
Springer, New York .

Kapusuz, H., Giiler, N. 2019. iki genel lineer doniistiiriilmiis karma model altinda 6n
tahmin ediciler arasindaki iliskiler. 2. Uluslararas1 Istatistik Matematik ve
Analitik Yéntemler Kongresi Tam Metin ve Ozet Metin Kitabi, 152-159.

Karabulut, O., Tekin, M. E. 2009. Damizlik ko¢ se¢iminde BLUP metodunun
kullanilmas1. Kafkas Universitesi Veteriner Fakiiltesi Dergisi, 15 (6), 891-896.

Kala, R., Pordzik, P. R. 2009. Estimation in singular partitioned, reduced or
transformed linear models. Stat Pap, 50: 633—-638.

Kala, R., Puntanen, S., Tian, Y. 2017. Some notes on linear sufficiency. Stat Pap, 58:
1-17.

Kolman, B., Hill, D. R. 2016. Uygulamali Lineer Cebir. Cev., Akin, O., Palme
Yaymcilik, Ankara.



49

Kornacki, A. 1995. The linear sufficiency and invariant linear sufficiency in a
multivariate Gauss-Markov model. Metrika, 42:240-241.

Kornacki, A. 1997. Stability of invariant linearly sufficient statistics in the general
Gauss-Markov model. Appl Math, 42:71-77.

Kornacki, A. 2007. Different kinds of sufficiency in the general Gauss-Markov
model. Math Slov, 57:389— 392.

Liski, E. P., Trenkler, G., Grof3, J. 1997. Estimation from transformed data under the
linear regression model. Statistics, 29: 205-219.

Markiewicz, A. 1998. Comparison of linear restricted models with respect to the
validity of admissible and linearly sufficient estimators. Stat Prob Lett, 38:347—
354.

Markiewicz, A., Puntanen, S. 2009. Admissibility and linear sufficiency in linear
model with nuisance parameters. Stat Pap, 50:847-854.

Marsaglia, G., Styan, G. P. H. 1974. Equalities and inequalities for ranks of matrices.
Linear Multilinear Algebra, 2, 269-292.

Matthew, J. G., Lloyd J. E., Leena, N.-F. 2007. Testing transformations for the linear
mixed model. Computational Statistics and DataAnalysis, 51, 4297-430.

Morrell, C. H., Pearson, J. D., Brant, L. J. 1997. Linear transformations of linear
mixed-effects models. Am Stat, 51: 338-343.

Miiller, J. 1987. Sufficiency and completeness in the linear model. J Multivar Anal,
21:312-323.

Naring, D., Karaman, E., Firat, M. Z., Aksoy, T. 2011. Japon bildircinlarinda bazi
yumurta verim Ozelliklerine ait varyans unsurlarinin farkli tahmin yontemleri
kullanarak elde edilmesiyle ¢ok 6zellikli genetik parametre ve BLUP tahminleri.
Kafkas Universitesi Veteriner Fakultesi Dergisi, 17 (5). 117-123.

Oktaba, W., Kornacki, A., Wawrzosek, J., 1988. Invariant linearly sufficient
transformations of the general Gauss-Markoff model. Estimation and testing,
Scand J of Stat 15, 117-124.

Penrose, R. 1955. A generalized inverse for matrices. Proc. Cambridge Philos. Soc.,
51, 406-413.

Puntanen, S., Styan, G. P. H., Isotalo, J. 2011. Matrix Tricks for Linear Statistical
Models: Our Personal Top Twenty. Springer, Berlin Heidelberg.



50

Rao, C. R. 1973. Representations of best linear unbiased estimators in the Gauss-
Markoff model with a singular dispersion matrix. Journal of Multivariate
Analysis, 3: 276-292.

Rao, C. R., Toutenburg, H., Shalabh, H. C. 2008. Linear Models and Generalizations
Least Squares and Alternatives, 3rd edn. Springer, Heidelberg.

Robinson, G. K. 1991. That BLUP is a good things: the estimation of random effects.
Statistical Science, 6 (1), 15-32.

Sar1, M., 2009. Japon bildircinlarinin (Coturnix coturnix japonica) kesim ve karkas
Ozelliklerine ait genetik parametrelerinin  REML metodu ile damizlik
degerlerinin BLUP metodu ile tahmini. Doktora Tezi, Kafkas Universitesi Saglik
Bilimleri Enstitiisii, Kars.

Sari, M., Saatci, M., Tilki, M. 2010. Japon bildircinlarinda (Coturnix coturnix
japonica) canli agirliga ait 6zelliklerin genetik parametrelerinin REML metodu
ile hesaplanmasi.

Searle, S. R. 1997. The matrix handling of BLUE and BLUP in the mixed linear
model. Linear algebra and its applications, 264, 291-311.

Seber, G. A. F. 2008. A Matrx Handbook for Statisticians. Vol. 15. John Wiley &
Sons. Inc., Hoboken, New Jersey

Seber, G. A., Lee, A. J. 2012. Linear Regression Analysis (Vol. 329). John Wiley &
Sons.

Shao, J., Zhang, J. 2015. A transformation approach in linear mixed-effects models
with informative missing responses. Biometrika, 102:107-119.

Tian, Y. 2009. On equalities for blues under misspecified Gauss-Markov models.
Acta Mathematica Sinica English Series, (25) 11:1907-1920.

Tian, Y. 2010. Equalities and inequalities for inertias of Hermitian matrices with
applications. Linear Algebra Appl., 433, 263-296.

Tian, Y. 2012. Solving optimization problems on ranks and inertias of some
constrained nonlinear matrix functions via an algebraic linearization method.
Nonlinear Analysis, 75, 717-734.

Tian, Y. 2015. A new derivation of BLUPs under random-effects model. Metrika,
78, 905-918.

Tian, Y. 2017a. Some equalities and inequalities for covariance matrices of
estimators under linear models. Stat. Papers, 58, 467—484.



51

Tian, Y. 2017b. Matrix rank and inertia formulas in the analysis of general linear
models. Open Math., 15, 126-150.

Tian, Y. 2017c. Transformation approaches of linear random-effects models, Stat.
Methods Appl., 26 (4), 583-608.

Tian, Y., Guo W. 2016. On comparison of dispersion matrices of estimators under a
constrained linear model. Stat. Methods Appl., 25, 623—-649.

Tian, Y., Jiang, B. 2016. Matrix rank/inertia formulas for least-squares solutions with
statistical applications. Spec. Matrices, 4, 130—140.

Tian, Y., Puntanen, S. 2009. On the equivalence of estimations under a general linear
models and its transformed model. Linear Algebra and its Applications, 430,
2622-2641.

Tooze, J. A., Midthune, D., Dodd, K. W., Freedman, L. S., Krebs-Smith, S. M.,
Subar, A. F., Guenther, P. M., Carroll, R. J., Kipnis, V. 2006. A new statistical
method for estimating the usual intake of episodically consumed foods with
application to their distribution. J. Amer. Dietetic Assoc., 106:1575-1587.

Venit, S., Bishop, W. (1985). Elementary Linear Algebra, Prindle, Weber &
Schmidt, Boston.



OZGECMIS

Hacer KAPUSUZ, 27 Haziran 1992 tarihinde Istanbul’da dogdu. Ilk, orta ve lise
egitimini 2010 yilinda Istanbul’da tamamladi. Ayni yil Hacettepe Universitesi,
Egitim Fakiiltesi, Matematik Ogretmenligi Boliimii (OFMA) lisans Ogrenimine
basladi ve 2016 yilinda mezun oldu. 2017 yilinda Sakarya Universitesi, Fen Bilimleri
Enstitlisti, Uygulamali Matematik Anabilim Dalinda tezli yiiksek lisans programina

basladi. Su anda 6zel sektorde matematik 6gretmenligi yapmaktadir.



