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Bu tezde doniislim yarigruplarinda ¢arpanlara ayirma ile ilgili caligmalar ve
sonuclar arasgtirtlmig ve derlenmistir. Permiitasyonlarin ayrik devirlerin ¢arpimi
olarak yazildig1 klasik ¢arpanlara ayrilis yonteminin, patika-devirler ve verilen
carpanlara ayrilis yoOntemi ile daha genel donisiimlere genisletilebilecegi
gozlemlenmigtir. Bu algoritma X, = {1,2,...,n} tizerindeki tiim singiiler
doniigiimlerin yarigrubu icin doguray kiimeler hakkinda bilgi edinmek igin
kullanilir. S, simetrik grup ve |im(a)| <r olacak sekilde a:X, = X,
doniisiimlerinin kiimesi K, ,- olmak iizere T,, ,, = S, U K, - olsun.

cont(T,,) = min{|G|: G € K,,, ve (GU S,,) = Ty, -}
ve p,-(n), n pozitif tam sayisinin r terimli pargalaniglarinin sayisi olmak tlizere
cont(Ty, ) = pr()
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In this thesis, studies and results related to factorization in transformation
semigroups are investigated and compiled. It has been observed that the classical
decomposition of permutations into disjoint cycles can be extended to more general
mappings by means of path-cycles, and an algorithm is given to obtain the
decomposition. The device is used to obtain information about generating sets for
the semigroup of all singular selfmaps of X,, = {1,2,...,n}. Let T,,, = S, UK, ,,
where S,, is the symmetric group and K, ,- is the set of maps «a : X;, — X, such that
|[im(a)| < r. Itis shown that

Cont(Tn,r) =pr(n)

where cont(T,,,) = min{|G|: G € K, ve (GU S,,) = Ty, -}, p,(n) is the partition
the positive integer n with r terms.
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GENISLETILMIS OZET

Yarigruplar matematigin nispeten yeni caligma alanlarindan birisidir.
Cebirsel yaklagimlarla yarigrup teorisinin temellerinin baslangict bundan 60 yil
oncesine dayanmaktadir. Yarigruplar incelenirken grup teorideki kavramlara
paralellik gosteren kavramlar olmasinin yaninda yapisal ozellikler bakimindan
oldukga farklilik gosterir. Bu sebeple 60 yili agkin bir siire boyunca ¢alisilmasinin
temel sebeplerinde bir tanesi diger cebirsel yapilardan farkli olan yapisal
Ozelliklerinin yeni teknik ve yontemleri ortaya koymasidir.

Yarigruplarin, grup teorideki kavramlara paralellik ve farklilik gosteren
yonlerini doniisiim yarigruplarinin ¢arpanlara ayrilis bakis acist ile degerlendirdik.
Bu degerlendirmeye ge¢cmeden Once doniisiim yarigrubunu ve carpanlara ayrilig
tekniklerinden bahsedelim. Bostan farkli sonlu bir X,, = {1,2, ..., n} kiimesinden
yine X,, kiimesi tizerine birebir 6rten tiim doniisiimlere permiitasyonlar denir. Tim
permiitasyonlarin kiimesini S,, ile gosterelim. S, kiimesi fonksiyonlarin bileske
islemi ile bir grup olup bu gruba simetrik grup ya da permiitasyonlar grubu denir.
Grup teoride Cayley teoremi sayesinde her grubun bir permiitasyon grubuna
izomorfik oldugunu biliyoruz. Bu yiizden permiitasyon gruplarinin yapisal
ozelliklerini incelemek onemlidir. X,, kiimesinden yine X,, kiimesi {izerine tiim
dontigiimlerin kiimesini T, ile gosterelim. T, fonksiyonlarin bileske islemi ile bir
yarigruptur ve bu yarigruba donlisim yarigrubu denir. Gruplardaki Cayley
teoreminin benzeri yarigruplarda da vardir. Yani her yarigrup, bir doniisiim
yarigrubunun alt yarigrubuna izomorfiktir. Bu yiizden doniisiim yarigruplari
yarigrup teoride ¢aligilan 6nemli konulardan birisidir.

Permiitasyonlar grubunda klasik ¢arpanlara ayrilig yontemi, her permiitasyon
ayrik devirlerin (ayrik permiitasyonlarin) ¢arpimi olarak yazilabilir seklindedir.
Yarigruplarda da benzer c¢arpanlara ayrilis yontemleri bulunmustur. Biz bu tezde
doniisiim yarigruplarinda doguraylar ve ¢arpanlara ayirma tlizerine ilgili ¢aligmalari
derledik. Yarigruplarda ¢arpanlara ayrilis yontemlerinin oldugu ¢alismalardan bir
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tanesi Lipscomb (1996) tarafindan gelistirilen yontemdir. Bu yontem déniisiimiin
grafik temsili ile ¢arpanlara ayirma arasinda bir koprii olusturmaktadir. Sayesinde
doniisiimiin grafik temsilini olusturup donilisiim yarigrubunun bazi 6zellikleri
incelenmistir. Fakat bu yontemde T,, nin bir eleman i¢in yazilan carpanlarin her
biri T;, nin bir eleman1 degildir. Daha sonra Ayik G., Ayik H., Howie J. M. (2005)
tarafindan yapilan ¢alismada, T}, yarigrubunun bir elemant i¢in yazilan ¢arpanlarin
her biri yine T,, nin bir elemami olacak sekilde bir c¢arpanlara ayrilis yontemi
gelistirilmistir. Bu carpanlara ayrilis yontemi sayesinde bazi doniisim
yarigruplarinin doguray kiimeleri bulunarak ranklar1 hesaplanmistir.

Bu tezde doniisiim yarigruplarinda carpanlara ayirma ile ilgili caligmalar ve
sonuglar arastirilmis ve derlenmistir. X,, = {1,2, ..., n} bir sonlu kiime olmak tizere

S, permiitasyonlar grubu, T,, de doniisiimler yarigrubu olmak iizere K, ,- kiimesini

Knr ={a €Ty:|im(a)| <1}
olarak tammlayalim. T;, , = S, U K, ,- olsun. Ayrica permiitasyon olmayan T, nin
elemanlarina singiiler doniisiimler denir ve tiim singililer doniisiimlerin kiimesini
ST, ile gosterecegiz. Yani ST, = T,\S, kimesidir. Boylece K,, =T,, =
Typn-1 =T, Ve Ky 1 = ST, olur. Dikkat edilirse A, u € T,, igin
def (Au) = max{def (2),def (W)}
oldugundan K,, ,- ve T,, ;. kiimeleri T;, nin alt yarigrubudur.

X= {xl‘xz, ,xm} C X,, olmak tizere herhangi bir a € T,, eleman

X100 = Xg, X = X3,.... Xp—10 = Xy, Xm@ = X, Ve xa = x (x, € X, X € X,\X)



ise a elemanina uzunlugu m ve periyodu r olan bir patika-devir (path-cycle) veya

(m,r) — patika — devir denir ve
a= [xlsz, ...,xm|xr]

seklinde yazilir. a € T,, eleman1 birim olmayan bir eleman ve x € X,, olsun. O
zaman X,, sonlu oldugundan (x, xa, xa?,...) dizisi bir tekrara sahip olur. Boylece
X, xa, ..., xa hepsi farkli fakat xa***1 € {x, xa, ..., xa**} olacak sekilde bir tek
k, € N vardir. Her bir a, = [x,xa, ..., xa"x|xa*x*1] patika-devirine a@ min bir
boleni/carpani(divisor) denir. @ nin ilk ¢arpani @ nin en uzun g¢arpanlarindan biri
olup bu carpan1 a; ile gosterecegiz. Eger birden fazla en uzun ¢arpan var ise
bunlardan X,, deki siralamaya gore en kiigiik ilk girdiye sahip olani ilk c¢arpan
olarak segebiliriz. X, deki siralamaya gére [x; Xy, ..., Xi|x1] devir (cycle) x; =
min{xl‘___,xk} olacak sekilde yazildigmi kabul edebiliriz. a™:X, — X,

dontistimiini

X x €Er(a,) ise
xa(l)Z{ ) 1(a1) ’
xa, x €& rl(al) se

olarak tanimlariz ve a(1) déniisiimiine a nin ilk reziidiisii denir.

a=aqa®
oldugu agiktir. Simdi benzer prosediirii a(*) déniisiimiine uygulayarak a min ikinci
carpani a, Yi ve a min ikinci reziidiisii «® yi buluruz.
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elde edilir. Bu prosediire
a, # [1]1], a® = [1]1]

olana kadar devam edilirse @ = a;a; **- a, seklinde carpanlarina ayrilms olur.

Yukarida anlatilan c¢arpanlara ayrilis algoritmas1 kullamilarak ST,
yarigrubunun gesitli doguray kiimeleri bulunmustur. Ornegin her bir m € {2, ..., n}
igin, ST, deki uzunlugu m olan patika-devirlerin, ST, yarigrubunu dogurdugu
gosterilmistir. 1 < r <n — 1 igin

cont(T,, ) = min{|G| : G S K,,, ve(GU S,) =Ty, }

seklinde tanimlanan pozitif tamsayiya T, - yarigrubunun contingent ranki denir. T,
yarigrubunun minimal doguray kiimesinin A = {(12), (12...n), ||12| |} oldugu
hatirlanirsa Ty, 4 = ST, igin cont(ST,,) = 1 oldugu agiktur.

cont(T,,) = min{|G|: G € K,,, ve (GU S,,) = Ty, -}
ve p,-(n), n pozitif tam sayisinin r terimli pargalaniglarinin sayisi olmak tlizere

Cont(Tn,r) =pr(n)

oldugu gosterilmistir.

VI



TESEKKUR

Yiiksek Lisans 0grenimim siiresince bilgi ve birikimleriyle ¢aligmalarimi
yonlendiren ve her daim akademik yonden kendimi gelistirmeme katki saglayan
danigmanim Saym Prof. Dr. Hayrullah AYIK’a, degerli zamanin1 bana ayirarak
tezimde ilerlememe yardimci olan Prof. Dr. Gonca AYIK’a ve tez asamasinda
tecriibesiyle bana bu yolda rehberlik ederek motivasyon kaynagi olan Ar. Gor.
Aysegiil DAGDEVIREN’e ayrica okul ders programimn yiiksek lisans yapmanu
aksatmayacak sekilde diizenlenmesine olanak saglayan Milli Egitim Bakanligina

ve aileme sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

\1



ICINDEKILER SAYFA

OZ o |
ABSTRACT - et re e I
GENISLETILMIS OZET ...t en et 1"
TESEKKUR ......ooitiiiiiiiiieccte ettt sttt n s W1
ICINDEKILER ..ottt ettt ettt n s n s s s s Vil
L GERIS oottt 1
2. ONCEKI CALISMALAR .....ooviiitiiiiieiteteestetes s sin s ses st eneeens 5
3. TEMEL TANIM VE TEOREMLER .......ccciiiiiiii e 11
3.1. Yangruplar, Bagintilar, Denklikler ve Kongriianslar .............c.cccoceeviennnnn 11
3.2, DONUSUM Yar1Gruplars .....ocueeevieiieiie ettt 26
3.3, Grafik VB OFDIt.......coiiiiiiieieeei s 34
3.4. Doguray KUMEIETT ......cocuvviiiiiiieiic e 37
3.5. Green Denklik Bagintilar1 ve Regiiler Yarigruplar.........cc.ccooovvveiiiiiiiennn 50
4. DONUSUM YARIGRUPLARINDA CARPANLARA AYIRMA ........cccovveneen. 63
4.1 PALIKA-DEVIF ...t 63
4.2, Carpanlara AYITIMA ........coceiuiiiieiiesie et 64
4.3.D0oguray KUMEIETT .......civieiiiiieiiiisiie it 71
A ARANKIGE ...t s 75
] 0. 6O 91
KAYNAKLAR ..ttt sttt ssb e be e e sabe e aee s 93
(077731611, § 15 ST TR TUUUTN 95

VIl






1. GIRIS Cansu BICICI

1. GIRIS

Yarigruplar matematigin nispeten yeni caligma alanlarindan birisidir.
Cebirsel yaklasimlarla yarigrup teorisinin temellerinin baslangict bundan 60 yil
oncesine dayanmaktadir. Yarigruplar incelenirken grup teorideki kavramlara
paralellik gosteren kavramlar olmasinin yaninda yapisal 6zellikler bakimindan
oldukca farklilik gosterir. Bu sebeple 60 yil1 agkin bir siire boyunca ¢alisilmasinin
temel sebeplerinde bir tanesi diger cebirsel yapilardan farkli olan yapisal
ozelliklerinin yeni teknik ve yontemleri ortaya koymasidir.

Yarigruplarin, grup teorideki kavramlara paralellik ve farklilik gosteren
yonlerini doniisiim yarigruplarinin ¢arpanlara ayrilis bakis agisi ile degerlendirdik.
Bu degerlendirmeye ge¢meden 6nce doniisiim yarigrubunu ve carpanlara ayrilis
tekniklerinden bahsedelim. Bostan farkli sonlu bir X,, = {1,2, ..., n} kiimesinden
yine X;, kiimesi tizerine birebir orten tiim doniisiimlere permiitasyonlar denir. Tiim
permiitasyonlarin kiimesini S,, ile gosterelim. S,, kiimesi fonksiyonlarin bileske
islemi ile bir grup olup bu gruba simetrik grup ya da permiitasyonlar grubu denir.
Grup teoride Cayley teoremi sayesinde her grubun bir permiitasyon grubuna
izomorfik oldugunu biliyoruz. Bu ylizden permiitasyon gruplarmin yapisal
Ozelliklerini incelemek 6nemlidir. X;, kiimesinden yine X,, kiimesi iizerine tiim
doniisiimlerin kiimesini T, ile gosterelim. T;, fonksiyonlarin bileske islemi ile bir
yarigruptur ve bu yarigruba doniisiim yarigrubu denir. Gruplardaki Cayley
teoreminin benzeri yarigruplarda da vardir. Yani her yarigrup, bir doniisiim
yarigrubunun alt yarigrubuna izomorfiktir. Bu yiizden doniisim yarigruplari
yarigrup teoride g¢aligilan 6nemli konulardan birisidir. Permiitasyonlar grubunda
klasik ¢arpanlara ayrilis yontemi, her permiitasyon ayrik devirlerin (ayrik
permiitasyonlarin) ¢arpimi olarak yazilabilir seklindedir. Yarigruplarda da benzer
carpanlara ayrilis yontemleri bulunmustur. Biz bu tezde dontistim yarigruplarinda

doguraylar ve carpanlara ayirma iizerine ilgili ¢aligmalar1 derledik. Yarigruplarda



1. GIRIS Cansu BICICI

carpanlara ayrilis yontemlerinin oldugu c¢alismalardan bir tanesi Lipscomb (1996)
tarafindan gelistirilen yontemdir. Bu yontem doniisiimiin grafik temsili ile
carpanlara ayirma arasinda bir koprii olusturmaktadir. Fakat bu yontemde T, nin
bir elemant i¢in yazilan ¢arpanlarin her biri T,, nin bir eleman: degildir. Daha sonra
Ayik G., Ayik H., Howie J. M. Tarafindan 2005 yilinda yapilan calismada
yontemde T,, nin bir elemani i¢in yazilan ¢arpanlarin her biri yine T, nin bir
elemani olacak sekilde bir ¢arpanlara ayrilis yontemi gelistirilmistir.

Sonra T, deki iiretecler hakkinda bilgi elde etmek i¢in bu ¢arpanlara ayrilig
teknigini kullandilar, 6zel olarak Howie (1966) daki bir teoreminin yeni bir ispatini
verdiler, yani ST,, = T,, \ S, deki her doniisiim (S, simetrik grup) 2-patikalarin
carpimi olarak ifade edildi.

V bir S yarigrubunun alt kiimesi ise S yarigrubunda V alt kiimesinin relative

rank1 (S : V) ile gosterilir ve
r(S:V)=min{|G|: G S Sve(VUG) =S}

olarak tanimlanmaktadir. Ayrica r(S : V) ye modiilo V ye gore S nin ranki da
denir.

Eger X sonsuz bir kiime ise Ty doOniisimler yarigrubunun alt
kiimesinin ranki ya sayillamaz ya da en fazla 2 oldugu biliniyor. Benzer
sonu¢ X iizerindeki ikili bagint1 kiimesi By i¢inde gegerlidir. Higgins, Howie,
Mitchell ve Ruskuc (2003) ¢alismalarinda Ty yarigrubunun dominated alt kiimesi
sayilamaz relative ranka sahip oldugunu gosterdiler.

1 <r <n-—1olmak iizere
Knr={a€T,:|im(a)| <r}veT,, =K, ,US,

olarak tanimlayalim. T, ,- nin contingent ranki cont(anr) olarak gosterilir ve

2



1. GIRIS Cansu BICICI

cont(Ty,,) = min{|G| : G € K, ve (G U S,) = Ty, -}
olarak tamimlanir. 7, yarigrubunun minimal doguray kiimesinin A =
{(12),(12..n),|112]|} oldugu hatirlanirsa Ty ,—; = ST, ic¢in cont(ST,) =1
oldugu agiktir.
cont(T,,,) = min{|G|: G € K,,, ve (GU S,,) = Ty, -}
ve p,(n), n pozitif tam sayisinin r terimli pargalanislarinin sayisi olmak tizere

cont(Tn,r) = p,(n)

oldugu gosterilmistir.
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2. ONCEKI CALISMALAR Cansu BICICI

2. ONCEKI CALISMALAR

Bostan farkli sonlu bir X,, = {1,2, ..., n} kiimesinden yine X,, kiimesi tizerine
birebir Orten tiim donisiimlere permiitasyonlar denir. Tiim permiitasyonlarin
kiimesini S, ile gosterelim. S, kiimesi fonksiyonlarin bileske islemi ile bir grup
olup bu gruba simetrik grup ya da permiitasyonlar grubu denir. Grup teoride
Cayley teoremi sayesinde her grubun bir permiitasyon grubuna izomorfik oldugunu
biliyoruz. Bu yiizden permiitasyon gruplarinin yapisal 6zelliklerini incelemek
onemlidir. X,, kiimesinden yine X,, kiimesi lizerine tiim doniigiimlerin kiimesini T,
ile gosterelim. T,, fonksiyonlarin bileske iglemi ile bir yarigruptur ve bu yarigruba
doniisiim yarigrubu denir. Gruplardaki Cayley teoreminin benzeri yarigruplarda da
vardir. Yani her yarigrup, bir doniisiim yarigrubunun alt yarigrubuna izomorfiktir.
Bu yiizden donlisim yarigruplari yarigrup teoride calisilan 6nemli konulardan
birisidir.

Ozellikle doniisiim yarigruplarinda doguray kiimesi bulmak ve rank
hesaplamak bu alanda calisilan 6nemli konulardan biri olmustur. S bir yarigrup ve

A da S yarigrubunun bostan farkli alt kiimesi olmak tizere

rank(S) = min{]A| : A € Sve(d) = S}

pozitif tamsayisina S yarigrubunun ranki denir. S bir yarigrup olmak iizere S

yarigrubunun tiim idempotentlerinin kiimesini E (S) ile gosterelim.

idrank(S) = min{|A| : A € E(S) ve (4) = S}

pozitif tamsayisina S yarigrubunun idempotent ranki denir. ST,, = T,,\S,, olmak

uzere
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nn—-1)

rank(ST,) = idrank(ST,) = >

oldugu Gomes ve Howie (1987) tarafindan gosterildi. Ayrica O, sira koruyan

doniisiimler yarigrubu olmak iizere
rank(0,,) = n ve idrank(0,) = 2n — 2

oldugu Gomes ve Howie (1992) tarafindan gosterildi. Ayrica S(n, ) Stirling sayisi

ve K, , ={a €T, : |im(a)| < r} olmak lizere
rank(Kn'r) = idrank(Kn'r) =S(n,r)

oldugu Howie ve Mc Fadden (1990) tarafindan gosterildi.
V bir S yarigrubunun alt kiimesi ise S yarigrubunda V alt kiimesinin relative

rank1 (S : V) ile gosterilir ve
r(S: V) =min{|G|: G S Sve(VUG) =S5}

olarak tanimlanmaktadir. Ayrica (S : V) ye modiilo V ye gore S nin ranki da
denir.

Higgins, Howie ve Ruskuc (1998) tarafindan X sonsuz bir kiime olmak iizere
T, in modilo S, alt kiimesine gore relative rankinin r(T, : S,) = 2 oldugu
gosterilmistir. Ayrica Higgins, Howie ve Ruskuc (1998) tarafindan X sonsuz bir
kiime ve T, yarigrubunun tiim idempotentlerinin kiimesi E(T,) olmak iizere
modiilo E(T,) alt kiimesine gére relative rankinm (T, : E(Ty)) = 2 oldugu

gosterilmistir.
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By, Ty, Iy ve Sy sirasiyla bagintilar yarigrubu, tam doniisiimler yarigrubu,
simetrik inverse yarigrup ve simetrik grup olsun. Eger X sonsuz bir kiime ise T
doniisiimler yarigrubunun alt kiimesinin ranki ya sayillamaz ya da en fazla 2 oldugu
biliniyor. Benzer sonu¢ X iizerindeki ikili baginti kiimesi By icinde gegerlidir.
Higgins, Howie, Mitchell ve Ruskuc (2003) calismalarinda Ty yarigrubunun
dominated alt kiimesi sayilamaz relative ranka sahip oldugunu gosterdiler. Ayrica
yine aym c¢alismada r(Bx:Tx) =1, r(Bx:Ix) =1 ve r(Bx:Sx) =1 oldugu
gosterilmistir.

Permiitasyonlar grubunda klasik carpanlara ayrilis yOntemi, her
permiitasyon ayrik devirlerin (ayrik permiitasyonlarin) ¢arpimi olarak yazilabilir
seklindedir. Yarigruplarda da benzer ¢arpanlara ayrilis yontemleri bulunmustur.
Biz bu tezde doniisim yarigruplarinda doguraylar ve ¢arpanlara ayirma tizerine
ilgili caligmalar1 derledik. Yarigruplarda carpanlara ayrilis yontemlerinin oldugu
caligmalardan bir tanesi Lipscomb (1996) tarafindan gelistirilen yontemdir. Bu
yontem doniisiimiin grafik temsili ile ¢arpanlara ayirma arasinda bir koprii
olusturmaktadir. Fakat bu yontemde T, nin bir eleman: i¢in yazilan ¢arpanlarin her
biri T,, nin bir eleman1 degildir. Daha sonra Ayik G., Ayik H., Howie J. M. (2005)
tarafindan yapilan ¢alismada, T,, yarigrubunun bir elemani i¢in yazilan ¢arpanlarin
her biri yine T, nin bir eleman1 olacak sekilde bir ¢arpanlara ayrilis yontemi
gelistirilmigtir. Bu carpanlara ayrilis ydntemi sayesinde bazi donilisim
yarigruplarinin doguray kiimeleri bulunarak ranklar1 hesaplanmustir.

Bu ¢arpanlara ayrilis yontemi ile bazi doniisiim yarigruplarinin yukarida
bahsedilen ranklar1 ve relative ranklar1 Ayik, Ayik ve Howie (2005) tarafindan
hesaplanmustir.

Simdi kisaca Ayik, Ayik ve Howie (2005) tarafindan T,, yarigrubunun
elemanlarimin  ¢arpanlara ayrilis yonteminden ve bu yodntem kullanilarak
hesaplanan ranklardan bahsedelim.

X = {xl_xz, ,xm} C X,, olmak lizere herhangi bir ¢ € T,, eleman1

7



2. ONCEKI CALISMALAR Cansu BICICI

X100 = Xg, Xo = X3,.... X 10 = Xy, X @ = X VE X = X (X, € X, X € X, \X)

ise a elemanina uzunlugu m ve periyodu r olan bir patika-devir (path-cycle) veya

(m, r)-patika-devir denir ve
a= [x1,x2’ s xm|xr]

seklinde yazilir. « € T;, eleman1 birim olmayan bir eleman ve x € X,, olsun. O
zaman X,, sonlu oldugundan (x, xa, xa?, ...) dizisi bir tekrara sahip olur. Bdylece
X, xa, ..., xa hepsi farkli fakat xa***1 € {x, xa, ..., xa**} olacak sekilde bir tek
k, € N vardir. Her bir a, = [x,xq, ..., xa"x|xa*x*1] patika-devirine a nm bir
boleni/garpani (divisor) denir. a nin ilk ¢arpani @ nin en uzun ¢arpanlarindan biri
olup bu carpam1 a; ile gosterecegiz. Eger birden fazla en uzun carpan var ise
bunlardan X, deki siralamaya goére en kiiciik ilk girdiye sahip olami ilk ¢arpan
olarak segebiliriz. X,, deki siralamaya gore [X1,x2, ...,xk|x1] devir (cycle) x; =
min{x, _x,} olacak sekilde yazildigi1 kabul edebiliriz. a®:X, - X,

doniistimiini

X x €Er(ay) ise
xa(l)Z{ ) 1(a1) ’
xa, x&r(ay) ise

olarak tanimlariz ve @) déniisiimiine a nin ilk reziidiisii denir.

a=aa®
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oldugu agiktir. Simdi benzer prosediirii a(*) déniisiimiine uygulayarak a min ikinci

carpant a, Yi ve a min ikinci reziidiisii «® yi buluruz.
a® =q,a® = a=a;a® = a a,a®
elde edilir. Bu prosediire
a, # [1]1], a® = [1]1]

olana kadar devam edilirse @ = a;a; - a, seklinde garpanlarina ayrilmis olur.
Yukarida anlatilan c¢arpanlara ayrilis algoritmas1 kullamilarak ST,

yarigrubunun gesitli doguray kiimeleri bulunmustur. Ornegin her bir m € {2, ..., n}

icin, ST,, deki uzunlugu m olan patika-devirlerin, ST,, yarigrubunu dogurdugu

gosterilmistir. 1 <r <n — 1 igin
cont(T,,) = min{|G| : G S K,,, ve (G U S,,) = Ty, -}
seklinde tanimlanan pozitif tamsayiya T, - yarigrubunun contingent ranki denir. T,
yarigrubunun minimal doguray kiimesinin A = {(12), (12...n), ||12| |} oldugu
hatirlanirsa T}, ,,y = ST, i¢in cont(ST,,) = 1 oldugu agiktir.
cont(T,,) = min{|G|: G € K,,, ve (GU S,,) = Ty, -}

ve p,(n), n pozitif tam sayisinin r terimli parg¢alaniglarinin sayisi olmak tizere

Cont(Tn,r) =pr(n)
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oldugu gosterilmistir.

10
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3. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu béliimde tezde kullanacagimiz bazi temel tanim ve teoremleri verecegiz.

3.1. Yanigruplar, Bagintilar, Denklikler ve Kongriianslar

Tammm 3.1.1. S # @ bir kiime olmak tiizere, Y tizerindeki bir “.” ikili islemi

birlesme 6zelligine sahip, yani V a, b, ¢ € Y igin

(a.b).c = a.(b.c)

ise (Y,.) ikilisine bir yarigrup denir.

(a.b).c = a.(b.c)

yerine kisaca (ab)c = a(bc) seklinde gosterilebilir.

Tamim 3.1.2. S bir yarigrup ve e € S olsun. Eger

oluyor ise e elemanina S yarigrubunun bir idempotent elemani denir.

S yarigrubunun tiim idempotent elemanlarinin kiimesi E (S) ile gosterilir.

11
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Tammm 3.1.3. S bir yarigrup olmak iizere, Vs,t €S igin st =ts oluyorsa S

yarigrubuna bir degismeli yarigrup denir.

Tamim 3.1.4. S yarigubunun her elemani bir idempotent eleman (Vs € S i¢in s2 =

s) ise S yarigrubuna bir band denir.

Tamim 3.1.5. Eger S yarigrubu hem degismeli hem de bir band ise S yarigrubuna

bir yarilatis denir.

Tammm 3.1.6. S bir yarigrup ve e €S olsun. Eger Vs €S icin es =s ise e

elemanina S yarigrubunun bir sol birim eleman denir. Eger Vs € S igin se = s

oluyor ise elemanina S yarigrubunun sag birim elemani denir. Eger e hem sol,

hem de sag birim eleman ise e elemanina S yarigrubunun bir birim eleman denir.
Bir yarigrubun birden fazla sag birim ve/veya sol birim elemani olabilir.

Eger bir yarigrupta birim elemani var ise tektir. Bu teklikten dolay1 birim elaman 1

ile gosterilir.

Tamm 3.1.7. S bir yarigrup olsun. Eger S nin birim elemani var ise S ye bir

monoid denir.
S bir yarigrup olmak tizere

g1 — {S, S bir monoid ise
~ Su {1}, Smonoid degilse

olarak tanimlayalim.

12
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Tamim 3.1.8. ST monoidine S ye, gerekirse birim eleman eklenerek elde edilen

monoid” denir.

Benzer sekilde S bir yarigrup olmak iizere

50 — { S, 0€Ss ise
—(Su {0}, aksi halde

olarak tamimlanir.

Tamm 3.1.9. S bir yarigrup ve e € S olsun. Eger V s € S i¢in es = e oluyor ise e
ye S nin bir sol sifir elemani denir. Eger V s € S i¢in se = e oluyor ise e ye S nin
sag sifir elemamni denir. Eger e hem sag, hem de sol sifir eleman ise e ye S nin sifir

elemamn denir.

Bir yarigrubun birden fazla sag sifir ve/veya sol sifir elemani olabilir. Eger
bir yarigrupta sifir eleman1 var ise tektir. Bu teklikten dolay1 sifir elaman 0 ile

gosterilir.

Tanmim 3.1.10. X # @ herhangi bir kiime olmak iizere X iizerinde, V x,y € X igin
xy = x seklinde tanimlanan ikili islem ile X bir yarigruptur. Bu yarigruba sol sifir

yarigrup (left zero semigroup) denir ve Ly ile gosterilir.

YV a,b € Ly i¢in ba = b olup Ly in her elemani sag birim eleman olur.
Tamim 3.1.11. X # @ herhangi bir kiime olmak iizere X iizerinde, V x,y € X i¢in
x +y =y seklinde tamimlanan ikili iglem ile X bir yarigruptur. Bu yarigruba sag

sifir yarigrup (right zero semigroup) denir ve Ry ile gosterilir.

13
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Y a,b € Ry igin ab = b olup Ry in her elemani sol birim eleman olur.
Tamm 3.1.12. X # @ herhangi bir kiime olmak iizere ve z € X olsun. V x,y € X
icin X iizerindeki carpma islemi xy = z olarak tanimlanirsa X bir yarigrup olup ve

bu yarigruba sifir yarigrubu denir ve Z ile gosterilir.

S birim eleman1 olmayan bir yarigrup ve a € S olsun. Bu durumda a € Sa

olmayabilir. Ancak aS yerine aS* alirsak a € aS* olur.
Tamm 3.1.13. S bir yarigrup ve a € S olsun.
S'a = {a} U Sa,
aS' = {a} U as,

StaS* ={a}uaSuSau SaS

olarak tanimlanan kiimelere sirasi ile a tarafindan dogrulan sag/sol/iki tarafl esas

ideal denir.

Tanim 3.1.14. S bir yarigrup olsun. Eger V a € S igin

Sa=SveaS=S§

bu sekilde oluyor ise S ye bir grup denir.

Tanmm 3.1.15. S bir monoid ve a € S olsun. O zaman

ba=1

14
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olacak sekilde bir b € S var ise b ye a nin sol tersi ve

ab=1

olacak sekilde b € S varsa b ye a nin sag tersi denir. Burada b hem sag hem sol

ters ise b elemanina a elemaninin tersi denir.

Kolayca gosterilecegi tizere tektir. Bu teklikten dolayr a elemaninin tersi
a~! ile gosterilir. islem carpma olarak diisiiniildiigiinde a elemaninin tersi a™ ! ile,

islem toplama olarak disiiniildiigiinde a elemaninin tersi —a ile gosterilecegine
dikkat edelim.

Tamm 3.1.16. S bir sifir eleman igeren yarigrup olsun. Eger G = S\{0} bir grup

ise S yarigrubuna bir (0-grup) sifir grup veya sifirh grup denir.

Bu yarigrup S = G° = G U {0} ile gosterilir. Sifirl bir yarigrup en az iki

elemanli kabul edilir.

Tamm 3.1.17. S bir yarigrup ve @ # T € S olsun. Eger Vx,y €T i¢in xy € T
oluyorsa T alt kiimesine S yarigrubunun bir alt yarigrubu denir ve T < S seklinde
gosterilir.

Tamim 3.1.18. S bir yarigrupve @ = T < S olsun. Eger Vs € S ve Vt € T i¢in

i) st €T yaniST C T oluyorise T ye S nin sol ideali,

i) ts € Tyani TS < T oluyor ise T ye S nin sag ideali,

15
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denir. Eger T, S nin hem sol hem sag ideali ise (ST € TveTS € T) T ye S nin bir

ideali denir ve T 2 S seklinde gosterilir.

Dikkat edilirse sol idealler, sag idealler ve idealler birer alt yarigruptur. Bir S

yarigrubunda sifir eleman var ise {0} kiimesi S yarigrubunun bir idealidir.

Tamm 3.1.19. T = S ve T # {0} olacak sekilde T kiimesi, S yarigrubunun bir

idealiise T ye S yarigrubunun bir 6z ideali denir.

Tamm 3.1.20. S ile T iki yarigrup ve ¢: S = T bir fonksiyon olsun. Eger Vm,n €
S i¢in

(mn)¢ = (m¢) - (n)

oluyor ise ¢ donisiimiine bir (yarigrup) homomorfizmi denir. ¢:S > T

(yarigrup) homomorfizm olmak iizere

1s¢ = 17

ise ¢ ye bir monoid homomorfizmi denir.

Tamm 3.1.21. S ile T iki yarigrup ve ¢p: S — T bir yarigrup homomorfizmi olsun.
Eger ¢p hem bire-bir ve hem de 6rten ise ¢ homomorfizmine bir izomorfizm denir.
Eger S den T ye bir izomorfizm mevcut ise S ile T ye izomorfik yarigruplar denir

ve S = T seklinde gosterilir.

Tamm 3.1.22. S, T iki yarigrup ve SXT ={(s,t):s€Svet €T} olsun.
A (Sl’ tl)' (52, tz) eESXT lgln

16
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(s1,t1), (52,t2) = (815, t1t3)

olarak tanimlanan ikili islem ile S X T bir yarigrup olup, S X T yarigrubuna

S ve T yarigruplarinin direkt carpimm denir.

Tamm 3.1.23. S ve T iki yarigrup olsun. ¢: S — T bir homomorfizm olmak tizere

im¢p = {s¢: s € S}vekerp ={(x,y) €SXS: xp =y}

seklinde tanimlanan kiimelere sirasiyla ¢ nin goriintii (imaj) kiimesi ve ¢ekirdek

(kernel) kiimesi denir.

Tammm 3.1.24. S bir yarigrup olsun. Va,b €S i¢in aba =a oluyorsa S

yarigrubuna dikdortgensel band denir.

Ornek 3.1.25. Burada bazi yarigrup ve monoid drnekleri verelim.

Herhangi bir (R, +,.) halkasinda (R, .) bir yarigruptur.

(N, .) bir monoiddir.

(N, +) bir yarigruptur.

(NO,.) ve (N, +) birer monoiddir.

(Z,+) bir degismeli monoiddir. Ayrica (Z,+) monoidinin sifir elemant
yoktur.

(Z,.) bir degismeli monoiddir. Ayrica (Z,.) monoidinin sifir elemani
vardir.

@ islemi modiilon toplama islemi olmak tizere (Z,@) bir degismeli

monoiddir. Ayrica (Z,) monoidinin sifir eleman1 yoktur.

17
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e (O islemi modiilon ¢arpma islemi olmak iizere (Z,(©) bir degismeli

monoiddir. Ayrica (Z,©) monoidinin sifir elemani vardir.
Tanim 3.1.26. S bir yarigrup ve a € S olsun. Eger
aba =a
olacak sekilde bir b € S varsa a elemanina S yarigrubunun bir regiiler eleman
denir. Eger S yarigrubunun her elemani regiiler ise S yarigrubuna regiiler

yarigrup denir.

Tamm 3.1.27. X # @ bir kiime olsun. X X X Kartezyen ¢arpiminin her alt

kiimesine X {izerinde bir bagiti denir.
X tizerindeki tiim bagintilarin kiimesi By ile gosterilir. Yani By =
{p : p € X x X} ile gosterilir. X # @ bir kiime ve p da X {izerinde bir baginti

olsun. Eger (x,y) € p ise xpy seklinde de gosterilebilir.

Tamm 3.1.28. @ bagintisina X iizerinde bos baginti denir. X x X in kendisi X

tizerinde bir bagint1 olup bu bagintiya evrensel bagint1 denir.

1x = Ay ={(x,x) : x € X}

kiimesine birim/esitlik/kosegen/baginti denir.

By iizerinde V «, § € By igin

acfB={(x,y) e XxX:3z€ X icin(x,z) € ave(z,y) € B}

18
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olarak tanimlanan bagntiya « ile 8 nin bileskesi denir. Kolayca gosterilecegi tizere
Va,B,y €EBy igin (aeB)oy =ac(feoy) olur. Ayrica Va € By igin Qo a =
P=ao@Pve lyoa =a=aolx olup (By,o) birim eleman1 1x olan bir monoid

olur. Ayrica sifir eleman1 @ mevcuttur.

Tamim 3.1.29. (By,°) yarigrubuna, X lizerindeki bagintilar yarigrubu denir.

Y a € By i¢in @ nin ters bagintis1 a1 ile gosterilir ve
a™t ={(xy): ¥ x) € a}
olarak tanimlanir.o, p, T € By olsun. Eger p S o ise
peTE0oTVETOopEToqa
olur. Genellikle pop yerine p? yazilir.
Tanmim 3.1.30. ¢ € By igin
dom(a) ={x € X:3y € X icin (x,y) € a}
ve
im(a) ={y€X:3Ix € Xicin (x,y) € a}

seklinde tanimlanan X kiimesinin alt kiimelerine sirasiyla a bagintisinin tanim ve
goriintii (imaj) kiimesi denir. Xa kiimesinin eleman sayisina a bagmtisinin ranki

ya da yiiksekligi denir.

Ayrica im(a) yerine Xa yazilabilir. Herhangi p, T € By igin eger p S T ise
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dom(p) € dom(t) ve im(p) S im(7)

oldugu aciktir. Eger p € By, x € X ve @ # A € X ise

xp={y €X: (x,y) € p}ve Ap = Uxeaxp = U{ xp : x € A}

olarak tamimlanmir. Dolayisiyla, xp # @ olmasi igin gerek ve yeter kosul x €

dom(p) olmasidir.

Tamm 3.1.31. @ # X bir kiime ve p, X iizerinde herhangi bir baginti olmak iizere
1) Ay S pise p bagintisina yansimah baginti,
2) p = p~lise p bagintisina simetrik bagnti,
3) pnp~t=Ayise pbagmntisina ters simetrik bagint1 ve
4) pop C pise p bagintisina gecismeli baginti
denir. Eger p bagintis1 yansimali, ters simetrik ve gegismeli bir bagnti ise p

bagintisina X {lizerinde bir kismi siralama bagintis1 denir.

p bir kismi siralama bagntist olsun. V x,y € X igin, (x,y) € p ise x <, y

veya x < y yazilir. p, X lizerinde bir kismi siralama bagintisi olsun.

Tanmm 3.1.32. Eger Vx,y € X igin x <y veya y < x ise p ya tam sirali baginti

denir.

X tizerinde bir kismi veya tam sirali bagint1 varsa (X, <) ile gosterilir.

Tamm 3.1.33. @ # X bir kiime ve p, X iizerinde herhangi bir bagint1 olsun. Eger p
yansimali, simetrik ve gegismeli bir baginti ise p ya X flizerinde bir denklik

bagintis1 denir. p, X iizerinde bir denklik bagintis1 ve x € X olmak iizere
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xp={yeX: (x,y) € p}

kiimesine x elemaninin denklik sinifi denir. X in tim denklik siniflarinin ailesi
X/p:{xp: x € X}
kiimesi olup X /p kiimesine X kiimesinin p ile elde edilen béliim kiimesi denir.

{p;: i €I}, X kiimesi lzerindeki denklik bagintilarinin bostan farkli bir ailesi
olsun. Kolayca gosterilebilecegi tizere N{p; : i € I} kiimesi de X {izerinde bir
denklik bagintisidir. @ : X — Y herhangi bir déniisiim olsun. a o @™, X iizerinde

bir denklik bagintis1 oldugunu biliyoruz.

Dikkat edilirse kernel kiimesi olarak tamimlanmis olup kerg =

{(x,y) EX X X: xp = yp}olup

kerp ={(x,y) € X X X: xp = yp}
={(x,y)EXxX:3z€Y (x,2z) €Epve(z,y) € ¢}
={(x,y)€EXxX:3z€Y (x,z) E@ve(y,z) € p~1}
= @op!
olacagindan kerg = ¢ o @1 elde edilir.

Tanmim 3.1.34. @ # X bir kiime ve p, X lizerinde herhangi bir denklik baginti olsun.
ptix - X /p her x € X igin xp* = xp olarak tamimlanan déniisiime p-dogal

doniisiimii denir.

Dikkat edilirse p* déniisiimiiniin ¢ekirdegi p olup ker p* = p

oldugu agiktir.
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@ # X bir kiime, R de X {izerinde bir bagint1 olsun. R € X X X ve X X X de,
X tizerinde bir denklik bagintist olup R yi igeren bir denklik bagintis1 vardir. O
halde
{p: RS p ve p,X lizerinde bir denklik bagintisi}

kiimesi bostan farklidir.

Tamm 3.1.35. @ # X bir kiime, R de X {izerinde bir bagint1 olmak {izere
R¢ = ﬂ{p : R S p ve p,X uzerinde bir denklik bagintisi}

seklinde tanimlanan R€ kiimesine R tarafindan dogurulan denklik bagintisi

denir ve R€ ile gosterilir.
Dikkat edilirse R®, R yi igeren en kiiglik denklik bagintisidir. Ayrica,

1) R = @ = Re = Ax,
2) R denklik bagintis1 ise R® = R ve
3) R¢=(R™YHeolur.

oldugu kolayca gosterilir.
X # @ bir kiime ve S kiimesi de X iizerinde yansimali bir baginti olsun. S

kiimesini S = Upez+ S™ olarak tanimlayalim.

Onerme 3.1.36. X # @ bir kiime ve S kiimesi de X {izerinde yansimal1 bir baginti
ise S = Upeg+S™ kiimesi, X ilizerinde S kiimesini igeren en kiiciik gegismeli
bagintidir.
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Ispat: Howie (1995), Lemma 1.4.8’e bakiniz.O

Onerme3.1.37. X # @ bir kiime ve R kiimesi de X iizerinde herhangi bir bagint1 ise
R tarafindan dogurulan denklik bagintist R,

R =[RUR U 14]*®

seklindedir.
Ispat: Howie (1995), Lemma 1.4.9’a bakiniz.O

Cebirsel yapilarda homomorfizmin ¢ekirdeginin yapisal o6zelligi
onemlidir. Grup homomorfizminin ¢ekirdegi normal alt grup oldugundan,
gruplarda bolim grubu, grubu normal alt gruba boélerek elde ederiz. Benzer
sekilde halka homomorfizminin ¢ekirdegi ideal oldugundan, halkalarda
bolim  halkasi, halkayr ideale bolerek elde ederiz. Yarigrup
homomorfizminin ¢ekirdegi kongriians oldugundan yarigruplarda bolim
yarigrubu, yarigrubu kongriiansa bolerek elde edecegimizden, kongriianslar

ve Ozellikleri yarigruplar i¢in ¢ok dnemlidir.

Tamim 3.1.38. S bir yarigrup ve R, S lizerinde bir bagint1 olsun. Eger Va € S ve
V(s,t),(s',t") € R igin

i. (as,at) € R ise R bagmtisina sol uyumlu;

ii. (sa,ta) € R ise R bagintisina sag uyumlu;

iii. (ss’,tt") € R ise R bagitisina uyumlu
bagint1 denir. Ayrica, sol uyumlu bir denklik bagntisina sol kongriians, sag
uyumlu bir denklik bagintisina sag kongriians ve uyumlu bir denklik bagintisina

kongriians denir.
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Onerme 3.1.39. S bir yarigrup ve R, S iizerinde bir denklik bagintis1 olsun. R nin
bir kongriians olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R nin hem sol hem de sag
kongriians olmasidir.

Ispat: Howie (1995), Proposition 1.5.1’e bakiniz. O

S bir yarigrup ve R, S lizerinde bir denklik bagintis1 olmak tizere tanimdan
kolayca goriilityor ki R nin bir kongriians olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R nin

S X S nin bir alt yarigrubu olmasidir.
Tamm 3.1.40. O halde S X S nin alt yarigrubu olan Ag ve S X S, S iizerinde birer
kongriianstir. Bu kongriianslara sirasiyla S nin asikar kongriians1 ve evrensel

kongriiansi denir.

Tamm 3.1.41. S bir yarigrup ve p, S lizerinde bir kongriians olsun. S nin p ile elde

edilen boliim kiimesi S/ p tizerinde bir carpma islemi Vxp, yp € S/ p igin

(xp)(yp) = (xy)p

seklinde tanimlansin. S / p bu garpma islemi ile bir yarigrup olup bu yarigruba S nin

p ile elde edilen béliim yarigrubu denir.

Onerme 3.1.42. S,T iki yarigrup ve ¢@:S - T bir homomorfizm olsun. Bu

durumda

kerp =@op™' ={(x,y) EX X X: xp = yp}

S {izerinde bir kongriianstir.
ispat: Howie (1995) , Theorem 1.5.2’ye bakiniz. O
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Teorem 3.1.43.(1. izomorfizm Teoremi) S, T iki yarigrup ve ¢:S — T bir érten

homomorfizm ise S/ker(p = T olur.

ispat: a: S / kerg — T doniisiimii (skergp)a = s olarak tanimlansin.

Bu donilisiimiin ima = im¢g olacak sekilde bir homomorfizm oldugu kolayca
gosterilebilir. Ayrica ¢ oOrten oldugundan ima = im¢@ =T olup a doniisimi de
orten bir homomorfizmdir.

Her x,y € S igin (xkerp)a = (ykerp)a olsun. Bu durumda x¢ = y¢
olup (x,y) € ker¢e ve buradan y € xkerq dir. Ayrica y € ykerp olup xkerp =

ykere elde edilir. O halde a bire-birdir. Boylece S/kerqo = T olup ispat biter.O

S bir yarigrup ve R, S lizerinde herhangi bir baginti olsun. O halde R €
S x S olup S tizerinde R yi i¢eren en az bir kongriians vardir yani en azindan S X S

kongriiansi vardir.

Tamim 3.1.44. S iizerinde R yi igeren tiim kongriianslarin arakesiti de R yi igeren
bir kongriians olup bu kongriiansa R tarafindan dogurulan kongriians denir ve

R* ile gbsterilir.
S bir yarigrup ve R, S tizerinde herhangi bir baginti olmak {izere R¢ kiimesi
R¢ = {(xay,xby):x,y € S1,(a,b) € R}

seklinde tanimlansin. Bu durumda kolayca goriilityor ki R¢, R yi igeren en kiigiik

sol ve sag uyumlu bagmntidir.

Teorem 3.1.45. S bir yarigrup ve R, S lizerinde herhangi bir baginti olmak iizere
R* = (R%)¢ olur.
ispat: Howie (1995), Proposition 1.5.8’¢ bakiniz. O
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3.2. Doniisiim Yarigruplar

Tamm 3.2.1. X # @ bir kiime Ve @ € By olsun. Eger V x € X i¢in |xa| = 0 veya
|xa| = 1 yani |[xa| < 1 ise a ya bir kismi doniisiim denir.
By in tiim kismi doniisiimlerinin kiimesi P, ile gosterilir. Acik¢a @, 1, €

P, olur.

Tanmm 3.2.2. P, doniisiimlerin bileske islemi ile bir yarigrup olup bu yarigruba

kismi doniisiimler yarigrubu denir.

Ornek 3.2.3. X = {1,2,3,4} olmak iizere a, § € By elemanlar1

a ={(1,2),(2,2),34),(33)} ve g = {(1,2),(2,2), B4)}

olsun. Dikkat edilirse

doma = {1,2,3},ima = {2,3,4} ve domp = {1,2,3},impB = {2,4}

olur. Ayrica |3a| = |{4,3}| = 2 £ 1 oldugundan a ¢ P.olur.
1Bl =12} =1, [28l=1{2} =1, [BBI=H{4}l=1 ve [4B]=10]=0
oldugundan 8 € P, olur.

a€EP, ©VxeX igin xa =@ veya xa sadece 1 elemanl kiimedir. Bu
nedenle a € P, ve x € dom(a) ise xa = {y} olacak sekilde bir tek y € X mevcut
oldugundan xa = {y} yerine xa =y yazilir. Bazen x ¢ dom(a) ise xa = —

yazilir.
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Onerme 3.2.4. Py, By in bir alt yarigrubudur.
Ispat: a,f € Py alalm. aof € Py oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki
(x,v1), (x,¥2)€ea o B olsun. O halde

(x,21), (x, z2)€a Ve (21, 1), (22, y2)€B

olacak sekilde z;,z, € X vardir. @ € Py oldugundan (x, z,), (x, z,)ea ise z; = z,
olur. z; = z, ve B € Py oldugundan (z4,y,), (z1,y2)€P ise y; = y, olur. y; =y,
oldugundan her x € X i¢in |(x)a@ o B] < 1 olup @ o B € Py elde edilir. Boylece Py,
By in bir alt yarigrubudur.O

Tammm 3.2.5. By yarigrubunun Py alt yarigrubuna (tiim) kismi doniisiimler

yarigrubu denir.

Onerme 3.2.6. X # @ bir kiime olmak iizere ve a, 8 € Py elemanlari icin

i.dom(a of) = [ima N domﬁ]a‘l,
ii.im(a o B) = [ima N domp]p,

olur.
Ispat: Howie (1995), Proposition 1.4.3’e bakiniz.O

a € Py elemani igin

kera = {(x,y) e XXX : x,y € dom(a) ise xa = ya}
U{(x ) x,y € X\ dom(a)}
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olarak tamimlanan bagmntiya « doniligiimiiniin ¢ekirdek kiimesi oldugunu

hatirlayalim.

12345

Ornek 3.2.7. X = {1,2,3,4,5} olmak iizere a = (13322

) olsun. Bu durumda a €

Py elemani

o« = (523

seklinde yazabiliriz. @ € Py elemani i¢in

kera = {(x,y) EX XX : x,y € dom(a) ise xa = ya}
U ()l xy € X\ dom(a)}

olarak tanimlanan bagmtiya « donisiimiiniin ¢ekirdek kiimesi oldugunu

hatirlayalim. A; = {1}, A, = {4,5}, A; = {2,3} olup

Ay x A; = {1} x {1} = {(1,1)}
A, X A, = {4,5} x {4,5} ={(4,4),(4,5)(5,4),(5,5)}
A; x A; =1{2,3} x{2,3} ={(2,2),(2,3)(3,2),(3,3)}
kera = {(1,1), (4,4), (4,5)(5,4),(5,5),(2,2),(2,3)(3,2),(3,3)}
elde edilir.

Tammm 3.2.8. @ € Py olsun. Eger dom(a) = X ise a donlisimiine bir (tam)

doniisiim denir.

X tizerindeki tim (tam) doniisiimlerin kiimesi Ty ile gosterilir. Dikkat

edilirse @ € Ty & Vx € X i¢in |xa| = 1 olur.
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Teorem 3.2.9. Ty, Py yarigrubunun bir alt yarigrubudur.

Ispat: Herhangi iki o, B € Ty elemanlarini alalim. a, 8 € Ty ise doma = domf8 =
X olur. aof €Ty oldugunu gosterelim. O halde dom(a o) =X oldugunu
gostermek yeterlidir. dom(a o ) S X oldugu agiktir. dom(a o ) 2 X oldugunu
gosterelim. Herhangi bir x € X alalim. x € doma olup (x,y) € a olacak sekilde
y € X vardir. y € domf olup (y,z) € B olacak sekilde z € X vardir. (x,y) € a ve
(y,z) € B olup (x,z) € @ o B oldugundan x € dom(a o ) olur. dom(a o f) 2 X
elde edilir. domf = X olup a o B € Tx elde edilir. Boylece Ty, Px yarigrubunun

bir alt yarigrubu olur.O

Tamm 3.2.10. a € Py olsun. Eger dom(a) # @ ve her x4, x, € dom(a) i¢in

X, = x,a oldugunda x; = x, oluyor ise a ya bir kismi bire-bir doniisiim denir.

Ayrica bos doniisiim (bagint1) de bir kismi bire-bir doniisiim kabul edilir.

Tilim kismi bire-bir doniisiimlerin kiimesi Iy ile gosterilir.

Tanmm 3.2.11. Iy doniistimlerin bileske islemi ile bir yarigrup olup bu yarigruba

kismi bire-bir doniisiimler yarigrubu (veya simetrik inverse yarigrubu) denir.

Ayrica Iy < Py oldugu agiktir.

Tamm 3.2.12. a € Py olsun. Eger her y € ima i¢in xa = y olacak sekilde bir

x € dom(a) mevcut ise a doniisiimiine bir 6rten doniisiim denir.

Tamm 3.2.13. a € Ty olsun. Eger @ hem bire-bir hem orten ise a doniigiimiine X

tizerinde bir permiitasyon denir.

X tizerindeki tiim permiitasyonlarin kiimesi Syile gosterilir.

29



3. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Cansu BICICI

Tamim 3.2.14. Sy doniisiimlerin bileske islemi ile bir grup olup bu gruba simetrik

doniisiimler grubu (simetrik grup) veya permiitasyonlar grubu denir.

Ayrica Sy < Iy, Sy < Ty oldugu gorilir. Biz calismamiz boyunca X =
X, ={1,2,...,n} sonlu kiimesini ele alacagiz. By, Py, Ty, Iy, Sx yerine sirasiyla
By, Py, Ty, I, Sy kullanilir. Boylece S, <€ I,, T,, € P, € B,, olur.

Ayricaa € B, icin Y3, Y5, ..., Y, € X,, olmak {izere
r (1 2= n)
““\ny,.v,

seklinde yazilir. Burada bazi Y; ler bos kiime olabilir. Eger a € PT,, ise her x €
dom(a) ic¢in |xa| <1 olacagindan Y3,Y,..., Y, kimelerine ihtiyag yoktur.
Bunlarin yerine x € dom(a) ise xa yazilir ve x & dom(a) ise higbir sey

yazilmaz. Dolayisiyla a € T, ise

o= ( 1 2 .. n)
la2a..na
seklinde yazilir.
Buradan

o |Xp X Xp| =n?,

o |B =2,

o [PThl=m+1",

o [Tl =n",

o || = ?:0(?)27"!

o [S,|=n!

oldugu kolayca gorilmektedir.
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Tamm 3.2.15. a € P, olmak {izere

Fix(a) = {x € dom(a) : xa = x}
Shift(a) = {x € dom(a) : xa # x}

kiimelerine sirasiyla a nin sabit noktalarimin kiimesi ve a nin sabit olmayan

noktalarimin kiimesi denir.

Fix(a) yerine F(a) da yazlabilir. Shift(a) kiimesinin eleman sayisi

shift(a) ile gosterilir.

Ornek 3.2.16. X = {1,2,3,4} olsun. a = (ﬁ;g) € T, ise
Fix(a) = {1}

Shift(a) = {2,3,4}

olur.

Teorem 3.2.17. a, B € T, icin

im(a ° B) € im(B)
ker(a) € ker(a o f)

olur.
ispat: im(a o ) S im(B) oldugunu gésterelim. y € im(a o ) ise (x,y) Eaof
olacak sekilde bir x € X,, vardir. Dolayisiyla (x,z) € @ ve (z,y) € B olacak
sekilde bir z € X,, vardir. Boylece y € im(B) olup, im(a o B) € im(B) elde edilir.

ker(a) € ker(a o B) oldugunu gosterelim. (x,y) € ker(a) ise xa = ya
olup, (xa)B = (ya)B yani x(a o B) = y(a o ) oldugundan (x,y) € ker(a o )
olur. Boylece ker(a) € ker(a o 3) elde edilir.O
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Ornek 3.2.18. T de a=(12345) ve ﬁ=(12345

) elemanlarim alalim.

13322 44455
. . . 12345 12345 12345
im(a) = {1,2,3}, im(8) = {4,5} ise a. 8 = (13322) . (44455) = (44444) olup

im(a.B) = {4} <€ im(B) olur.

Tamm 3.2.19. T,\ S, = ST, = Sing, = {a € T,: |im(a)]| <n—1} olarak
tamimlanan ST, kiimesinin elemanlarina singiiler doniisiimler ve ST,, kiimesine

singiiler doniisiimler yarigrubu denir.

Ayrica S, <T,, ancak S, T, oldugu ve ST, 2T, oldugu kolayca

goriiliir.

Tanmm 3.2.20. X,, kismi sirali bir kiime ve a € T;, olmak iizere her x,y € X,, i¢in

x < y oldugunda xa < ya oluyor ise a ya bir sira koruyan déniisiim denir.

Tiim sira koruyan doniisiimlerin kiimesini O, ile gosterilir. Sira koruyan

12345

11234) € O5 elemanini verilebilir.

doniisiimlere 6rnek olarak f = (

Teorem 3.2.21. 0, T,, nin bir alt monoidi olur.

Ispat: o, B € 0, olsun. Eger x < y ise a € 0, oldugundan xa < ya olur. B € 0,
oldugundan (xa)B < (ya)B olur. Boylece x < y ise (xa)B < (ya)p oldugundan
a o B € 0, elde edilir. O halde 0,,, T,, nin bir alt monoidi olur.

a € 0, ise

a=( 1 2 3 - n—1 n)
la< 2a0a< 3a<++ <n—la< na

32



3. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Cansu BICICI

olacagindan x; tane 1, x, tane 2,...,x, tane n olup
X1 +x,+ 4+ x, =n,(x; 20)
denkleminin farkli ¢6ziim sayis1 O,,, yarigrubunun eleman sayisidir. O halde
_(2n—-1\ _ (2n-1
|0n|_(n—1)_( n )
elde edilir.O

Tamm 3.2.22. a € PT,, olsun. Eger V x,y € dom(a) i¢in x <y iken xa < ya

oluyorsa « ya bir kismi sira koruyan doniisiim denir.

Tiim kismi sira koruyan doniistimlerin kiimesini PO,, ile gosterelim. Kismi

12345
2—45—

Benzer sekilde PO, nin eleman sayisim1 bulalim: a € PO,, olsun. Eger

sira koruyan doniisiimlere 6rnek olarak a = ( ) € POs verilebilir.

|dom(a)| = n ise a € 0, oldugundan |dom(a)| = n olacak sekilde (*" ') tane
kismi sira koruyan vardir. Eger 1 <r <n —1 i¢in |[dom(a)| =1 ise (2) farkli

tanim kiimesi vardir. Ayrica, her bir tanim kiimesi i¢in

(T I)=07)

tane kismi sira koruyan doniisiim vardir. Bos doniisiimde sira koruyan oldugundan

|P0|_1+<nzl (n+;—1)) (Zn—l) zn: (n+r—1)

r=1 r=0
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elde edilir.

3.3. Grafik ve Orbit

Tamm 3.3.1. Koseler kiimesi olarak adlandirilan bos olmayan sonlu bir kiime ve
kenarlar listesi olarak adlandirilan kdseler kiimesinin sirasiz ikililerinin olusturdugu

listeden olusan yapiya grafik denir.

Bir G grafiginin koseler kiimesi V' (G) ile kenarlarin listesi E(G) olmak tizere
G = (V(G),E(G)) ile gosterilir.

Tamm 3.3.2. Eger bir kenarin iki ucunda ayni kose ise bu kenara halka (loop ya da
asikar devir) denir. u ve v koselerini birlestiren birden fazla kenar varsa bu kenara
kath kenar denir. G grafiginde halka ve katli kenar yok ise bu grafige basit grafik

denir.

Tanmm 3.3.3. Koseler kiimesi olarak adlandirilan bos olmayan sonlu bir kiime ve
oklar (yonlendirilmis kenarlar) listesi olarak adlandirilan koseler kiimesinin sirali
ikililerinin olusturdugu listeden olusan grafige yonlendirilmis grafik veya
diyagram (directedgraph, digraph) denir. G bir yonli grafik olsun. G nin
oklarinin yonii silindiginde (yani sirali ikilileri sirasiz kabul edildiginde) elde

edilen grafige G nin 6z grafigi denir.

Bir G yonli grafigi koseler kiimesi V (@) ile oklarin listesi A(G) olmak tizere
G = (V(G),A(G)) ile gosterilir.

Tammm 3.3.4. G bir (yonli) grafik olsun. vy, vy, ..., vx41 € V(G) olmak iizere

V1V, Va3, ..., U V41 Seklindeki G nin kenarlarindan (oklarindan) elde edilen
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diziye uzunlugu k olan bir yol denir ve v,v, ... vy 44 ile gosterilir. Bir yolda tim
kenarlar (oklar) birbirinden farkli ise bu yola bir iz denir. Tiim koseleri farkli olan
bir ize patika denir. uvy, v1v;,, ..., Vg_1Vx, v u seklinde u dan u ya olan bir yola
kapali yol denir. Tim kenarlar1 (oklart) birbirinden farkli olan bir kapali yola bir
kapali iz ve ayrica, u, vy, vy, ..., Uy koseleri de birbirinden farkli ise bu kapali ize

bir devir denir.

Tamm 3.3.5. Bir G grafiginde her farkli iki kdse arasinda bir patika var ise G
grafigine baglantih grafik denir. G bir yonlii grafik olsun. Eger G nin 6z grafigi
baglantili ise G grafigine baglantih yonlii grafik denir. Eger G yonli grafiginin
herhangi iki kosesini birlestiren bir yonli patika var ise G grafigine siki baglantil

yonlii grafik denir.

Tamm 3.3.6. Kose kiimesi X,, ve yonli kenar listesi {(x, xa): xeX,} olan yonlii
grafife a doniisiimiiniin yonlii grafigi denir. Ayrica @ nin yonlii grafiginin
baglantili bilesenlerinin kdselerine a doniisiimiiniin orbitleri denir.

a €T,, x,y €X, olsun. X, ilizerindeki =, bagintis1i asagidaki gibi
tanimlayalim.

x=,y e xa” =yal

olacak sekilde 7, q € Z* U {0} mevcut olmasidir. =, bagintis1 X,, iizerinde denklik
bagintisidir. Bu denklik bagintisinin denklik siniflarina @ doniisiimiiniin orbitleri

denir.

a doniistimiiniin orbitleri Q4,Q5,...,Q,, seklinde semboller ile gdsterilir.

Tammm 3.3.7. @ # A € X,, olsun. Eger x,y,z€ X,, i¢in x,ZEA ve x<y<z

oldugunda y € A ise A ya bir konveks kiime denir.
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Ornek 3.38. a= (; g g ‘1} g 2 2 ? g 1(1) g ig 193) € T;3 elemaninin orbit grafigini

gosterelim.
4 8 7 10
1 6
2
3 11 12
5
9 13
—»

Boylece a doniisiimiiniin orbitleri;
Q, ={1,2,3,4,5,89,13} ,Q, = {6,7},Q5 = {10,11,12}

olur.

a € T, igin Qq,Q5,....0,[Q;| = 13, 1< T < m olsun. T, nin m tane baglantili
bilegeni vardir. Bu baglantili bilesenler I, o, olmak tizere

V(l"a‘gi) = (; kiimesi koselert,

E(l"a‘gi) = {(x, xa): x € Q;} kiimesi kenarlarmn kiimesidir.

Ayrica her 1< i <n igin I,q, baglantili bileseni r; koseli ve r; kenarh

baglantili bir grafik olup bir aga¢ grafigi olamaz.

Onerme 3.3.9. Bir « € T,, elemaninin grafiginin her bir baglantili bileseni T,

devir, loop veya devir/loop ekli agaglardan olusur.

Ispat: Ispat i¢in Higgins (1993) bakiniz.O
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Onerme 3.3.10. @ € 0, olsun. a nim her bir orbiti bir tek sabit nokta igerir. Ayrica
her bir orbit konvekstir.
Ispat: Higgins (1993), Proposition1.5. e bakiniz.O

3.4. Doguray Kiimeleri

Tamm 3.4.1. S bir yarigrup ve @ # A € S olsun. S nin A kiimesini i¢eren en kiigiik
alt yarigrubuna A tarafindan dogurulan alt yarigrup denir ve (A) ile gosterilir.

Eger (A) = S ise A kiimesine S yarigrubunun bir doguray denir.

Eger A= {ab az, ..., an} ise <A> = <{a1; az, ..., an}> yerine (alﬂ az, .., an)

yazilir. Eger A = {a} ise (A) = ({a}) yerine (a) yazilir.

Tammm 3.4.2. S bir yarigrup ve a € S olsun. (a) yarigrubuna tek dogurayh

(monogenic) alt yarigrup denir.

(a) ={a,a? ..} ={a*: kez*}

kiimesi sonsuz sayida farkli eleman igeriyor (diger bir ifade ile a* = a! = k =)

ise (a) yarigrubuna sonsuz monogenic yarigrup denir.

Aksi halde {a, a?, ...} kiimesi sonlu olur. Gergekten a* = a' olacak sekilde

farkli iki pozitif tamsay1 mevcut ise

A={keN: a*=alvek #1eN}

kiimesi bos olmay1p minimum elemani mevcuttur. min(4) = m ise
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B={keN: a™"* =qaq™ (keN)}

kiimesi de bos olmayip minimum elemani mevcuttur. min(B) = r ise

3 m—1

(a) ={a,a?ad3 ..,a mogmtl | gmir—1}

olur.

Tanim 3.4.3. S bir yarigrup ve a € S olmak iizere

m-1 -m ,m+1 m+r—1}
7

(a) ={a,a?a3 ..,a™tama oy @
ise m pozitif tamsayisina a nin indeksi ve r pozitif tamsayisina da a nin periyodu
denir.

Ayrica bu monogenic yarigrup M,, ,-(a) ile gosterilir. Yani
m-1 m

m+1’ m+r—1}

(@) = My r(a) ={a,a?d ..,am1,a"a )
olup, m + r — 1 elemanli ve a™*" = a™ olur.

Teorem 3.4.4. S bir yarigrup a € S ve a elemaninin indeksi m, periyodu r olsun.
k,1€{0,1,2,...,7r — 1} elemanlar1

m+k=0(modr)vem+1=1(modr)

olacak sekilde segilirse

Ka — {am’ am+1’ . am+r—1}
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kiimesi birim eleman1 a™*¥ olan ve a™*! tarafindan dogurulan bir devirli gruptur.

Ispat: Howie (1995) Boliim 1.2’ye bakimz.O

Tamm 3.4.5. S bir yarigrup olsun. Her a € § igin (a) monogenic yarigrubu sonlu

ise S ye periyodik yarigrup denir.

Her sonlu yarigrubun periyodik oldugu agiktir.
Tamm 3.4.6. (A) = S olacak sekilde S yarigrubunun bir sonlu A alt kiimesi mevcut
ise S yarigrubuna sonlu dogurayh yarigrup denir. Eger S sonlu dogurayh
yarigrup ise

rank(S) = min{|A| : (A) = Sve A € S sonlu}

sayisina S nin ranki denir. Eger S idempotentlerden olusan sonlu bir kiime

tarafindan dogruluyor ise S yarigrubunun idempotent ranki

idrank(S) = min{|A| : (A) = Sve A € E(S) sonlu}

olarak tamimlanir. Eger S nilpotentlerden olusan sonlu bir kiime tarafindan

dogruluyor ise S yarigrubunun nilpotent ranki

nilrank(S) = min{|A| : (A) = Sve A € N(S) sonlu}

olarak tanimlanir.

Bu tanimlardan agikg¢a goriilecegi tizere
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rank(S) < idrank(S),rank(S) < nilrank(S)

olur.

Tammm 3.4.7. aeS,, ve aq,ay, ..., a,eX, farkli elemanlar olmak iizere her i =
1,2,..,r—1i¢in a; @ = a;41,a, @ = a, ve her xeX,\{a,,a,, ..., a, } icin xa = x
ise a ya bir r-devir denir; ve a = (a,a; - a,) yazilir. Bir 2-devire (a;a;) bir

transpozisyon denir.

Tamm 3.4.8. k, L € Z* i¢in eger {ay,a,, ..., ax} Ve {by, by, ..., b;} iki ayrik kiime

ise (a,a; - ay) ve (byb, -+ by) devirlerine ayrik devir denir.

Permiitasyon grubu S,, (n = 2) ayrik devirlerin garpimi olarak yazilabilir.

Her devir transpozisyonlarin c¢arpimi oldugundan S, transpozisyonlarinin

n(n-1)

olusturdugu kiime tarafindan dogrulur. (a;a,) =(a,a,) oldugundan S,, de

tane transpozisyon vardir. Simdi a = (12) ve B = (12..n) olarak alalim. O

Zaman

:8_1 — ,Bn_l,
Bloao p=(23)

olur. Daha genel olarak her = 1,2, ...,n — 1 igin

B loae it = (ii+1)

olur. Ayrica, herj = 2,3, ...,n — 1 igin

Gj+Do(G=1)e0(23)0(12)0(23) 0o (jj+1)=(1j+1)
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olur. Yani (12),(23),..,(n—1n) transpozisyonlar1 ile (12),(13),...,(1n)
transpozisyonlari, @ ve f permiitasyonlarinin ¢arpimi olarak yazilabilir. Son

olarak; her1 <i <j <nigin

(1)e@)e())=0(>))

olur. Boylece her transpozisyon a ve f permiitasyonlarinin ¢arpimi olarak

yazilabilir. Dolayisiyla her n > 2 i¢in

Sn =A{a,B)
olur.

Sonu¢ 3.4.9. n > 3 igin rank (S,) = 2 olur.
Ispat: « = (12) ve § = (12 ...n) olarak alahm. Yukaridaki bilgilerden dolay1 her

n = 2 igin

Sn =A{a,B)

oldugunu biliyoruz. Ayrica, n = 3 i¢in S,, degismeli olmadigindan devirli olamaz.
S, devirli olmadigindan rank (S,) = 2 olur. Ayrica A = {a, f} olmak iizere iki
elemanli A kiimesi S,, permiitasyonlar grubunu doguruyor olup rank (S,) = 2

olur.O

Teorem 3.4.10. n > 3 igin rank (T,) = 3 olur.
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Ispat: Her farkli i,j € X,, icin i6;; =j Ve her i #x € X, i¢in x§; ; = x olarak
tanimlanan §; ; doniisiimleri [|ij|| ile gosterelim. Ayrica, § = 61, = [|12]| € T,

a = (12) ve B = (12 ...n) olarak alalim. O zaman

(@ i)el12]fe (10) = [li2|I(i = 3)
2 ) e ll12]l e 2 ) = 11§ = 3)
QD)o 2Zell12lfe 2 @D = lillGj=3,i#j)
@) e lliflie G = jillGj = 1,0 # j)

olur. Simdi kabul edelim ki ¢p € T}, ve |im(¢)| =r < n — 1 olsun. O zaman i¢p =
j¢ olacak sekilde i #j ve k € {1,2,...,n}\ im(¢) vardir. Eger ¢ doniisiimiinii

i = k veherl # i icin I¢p = I¢ olarak tanimlanir ise

lim(@)| =7+ 1vellijlld = ¢

olur. Eger ¢ € S, ise acikca ¢ € (o, B, 8) olur. Aksi halde benzer sekilde devam
edilir. Boylece T, = (o, fB,8) olur. Ayrica T,\S, yani singiler doniisimler
yarigrubu T,, in ideali oldugundan T, in her doguray kiimesi S, in bir doguray
kiimesini igermek zorundadir. Bununla birlikte S,, in herhangi bir doguray kiimesi
singiiler doniisiimleri doguramayacagindan en az bir singiiler doniisiim doguray
kiimesinde olmalidir. Boylece rank (S,) =2 oldugundan rank (T,) = 3
olmalidir. Boylece T, = (o, f,6) oldugundan rank (T,) =3 olup ispat

tamamlanir.O

J.M.Howie (1978)tarafindan singiiler doniisiimler yarigrubunun idempotent

rankinin @ ve Gomes ve Howie (1987) tarafindan yapilan caligmada singiiler

doniigiimler yarigrubunun rankinin, idempotent rankina esit oldugunu gostermistir.

Yani
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nn—1)

rank (ST,)) = rank (ST,) = 5

olur.

Tammm 3.4.11. Def(a) = X,, \ im(a) olsun. def(a) = |Def(a)| sayisina «

doniisiimiiniin noksanhg (defecti) denir.

Teorem 3.4.12. n>2 ic¢in T, nin noksanligi sifir olmayan idempotentler
tarafindan tretilen alt yarigrubu ST, = T, \ S,, olur. Diger bir ifade ile ST, =
(E(ST,)) olur. Ayrica, ST,, nin her eleman1 noksanligi 1 olan idempotentlerin bir
carpimi olarak yazilabilir.

Ispat: n > 2 icin asikir. n > 3 oldugunu varsayalim. Noksanlig1 1 olan herhangi
bir @ elemanini ele alahm. Eger shift(a) = 1 ise a zaten noksanligi 1 olan bir

idempotent olup ispat biter. Genelligi bozmaksizin

_(1 2...rr+1...n) >
*= a,a..a,r+1.n r=2)

ve her 1 < i < rig¢in a; # i olacak sekilde alalim. Ayrica, Def (a) = {z} olsun. O

halde 4 farkli durum vardir:

0] 1<i<riginag; €{1,2,..,7},a; = a, &€ {1,2},z & {1,2};
(i) 1<i<riginag; €{1,2,..,7},ay = a, &€ {1,2},z =1,
(iii) a.=r+1,z€{1,2,..,r—1};

(iv) a.=r+1,z=r.

(i) durumunda; eger

,8=(1 23 .7rr+l..n

_(123..n
a;2as.a,r+1 n) vee= n)

113..
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alinir ise € noksanligi 1 olan idempotent, 8 noksanlig1 1 ve shift(f) = r — 1 olan
doniistim ve a = ¢f elde edilir.

(if) durumunda; eger
_ (123 ..rr+1..n _(123..n
B = (1 laz..a,r+1 n) vee = (a1 23 n)

alinir ise € noksanligi 1 olan idempotent, S noksanligi 1 ve shift(f) = r — 1 olan
doniistim ve @ = Be elde edilir.

(iii) durumunda; eger
(1 .r-1r..n _(l.r-1 1 r+l..n
p= (a1 Oy g T n) Ve e S (1 e =17+17+1 ... n)
alinir ise € noksanligi 1 olan idempotent, 8 noksanlig1 1 ve shift(f) = r — 1 olan

doniistim ve @ = Be elde edilir.

(iv) durumunda eger

12 .r-1r..n _(1..r-1 r r+l1..n
(r Ay e Qp 1T .. n) €= (1 e T=17+17+1 ... n)ve

=
I

_(1...r—1rr+1...n)
n= l.r—1ayr+1..n

alinirsa € ve n noksanligi 1 olan idempotentler, 8 noksanligi 1 ve shift(f) =r —
1 olan doniisiim ve a = ¢fn elde edilir.

Eger r—1=1 ise f da noksanhigi 1 olan idempotent olup, ispat
tamamlanir. Aksi halde benzer islemler 8 i¢in yapilir; her seferinde shift(a) bir

azalacagindan a, noksanligi 1 olan idempotentlerin ¢arpimi olarak yazilir.O
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Teorem 3.4.13. n >3 i¢cina=(12),B=(12-n), 8§ =|12] ve & = (2 3...n) c

23.n
PT, (dom(§) = {2, ...,n} ve her x € dom(§) i¢in éx = x ) olsun.

PT, = (a,B,8,¢)

olur.
Ispat: X,, = {1,2,...,n} nin her bir 6z altkiimesi Y ic¢in X,,\Y kiimesi iizerinde
tanimli birim déniisiimiinii 1y \y Yyerine &y ile gosterelim. Boylece & = &y olur.

Bu durumda her = 2,3, ..., n i¢in
(1D)¢(1D) = &y

ve ayrica, her bos olmayan 6z altkiimesi Y icin

Sy = 1_[ Sty

ey
olur. Her bir a € PT,, i¢in @ tam doniisimii

_ {xa, eger x € dom(a)

xa X, aksi halde

olacak sekilde tanimlansin. Bu durumda eger X,, \ dom(a) =Y alinir ise a = é,@

olur. Dolayisiyla T,, = (a, 3, 8) oldugundan PT,, = (a, 3,8, &) olur.

Sonu¢ 3.4.14. n > 3 olmak tizere rank (PT,) = 4 olur.
ispat: PT,\T, mutlak kismi doniisiimler yarigrubu PT,, in bir ideali oldugundan

PT,, in her doguray kiimesi T, in bir doguray kiimesini icermek zorundadir. Ayrica,
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T, in herhangi bir doguray kiimesi mutlak kismi doniisiimleri doguramayacagindan
en az bir mutlak kismi doniisiim doguray kiimesinde olmalidir. Bdylece
rank (T,) = 3 oldugundan rank (PT,) = 4 olup, PT, = (a, 3,8, ¢) olur. Boylece
rank (PT,) = 4 elde edilir.O

Teorem 3.4.15. 0, yarigrubunun her eleman1 0,, de ki idempotentlerin bir ¢arpimi
olarak ifade edilebilir. Yani 0,, = (E(0,,)) olur.

Ispat: Def () kiimesi Tanim 3.4.12. de tanimlandig1 gibi olsun. 0,, nin noksanlig
sifir olan tek elemant birim eleman ve birim elemanda bir idempotent oldugundan
noksanlig: sifirdan farkli olan elemanlar inceleyecegiz. O halde bu teoremin ispati

icin agagidaki durumlari inceleyelim.

I. 0, yarigrubunun noksanligi 1 den biiyiik olan bir elemani, noksanlig 1
olan idempotentlerin ve noksanligi 1 olan bir tek elemanin ¢arpimi olarak
ifade edilebilir.

Il. 0, yarigrubunun noksanligt 1 olan bir elemani, noksanligi 1 olan
idempotentlerin bir ¢arpimi olarak ifade edilebilir oldugunu gostermemiz
yeterlidir.

. a€0,vedef(a) =k > 1olsun.

Pl@)={y € Xpa: |ya~'| =2}
do, = min{|z — p|: z € Def (a),p € P(a)}

olarak alalm. a bire-bir olmadigindan P(a) # @ ve Def (a) N P(a) = @ olur; ve
dolaysiyla d, > 1 olur. d,, lizerine timevarim uygulayalim.

Eger d, = 1 ise genelligi kaybetmeksizin p + 1 € Def(a) ve p € P(a)
varsayabiliriz.

q = max{x € X,;: xa = p}
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olsun. pa™?, birden fazla eleman icerdiginden dolay1 q'a = p olacak sekilde ¢’ <
q — 1 vardir. Budurumdap = q¢'a < (@ — 1)a < qa = p oldugundan (q — 1)a =
p olur. O zaman ¢: X,, = X,, doniisimi

ge=q—1,xe=x(x #q)

olarak tanimlansin. Bu doniisim O,, de defecti 1 olan bir idempotent olur. Ayrica,

B: X, = X, doniisiimii de
qB=p+1 ve xB =xalx #q)
olarak tanimlansin. O halde B € 0,, |Def(B)| = |[Def(a)|—1=k—1ve a =
€ B olur.
Eger d, > 1 ise genelligi kaybetmeksizin

z+1,..,z4+d,—1€X,a—P(a) vez+d, € P(a)

olacak sekilde z € Def(a) oldugunu varsayabiliriz. Bu durumda (z + D)a™! =t

ve (t + 1)a = z+ 2 olur. Eger y: X;, = X, doniisiimii

ty=zvexy =xa(x #t)

olarak tamimlanirsa y € 0,, ve |Def(y)| = |Def(a)| = k olur. Ayrica

(z+1)€eDef(y)vez+d, € P(y),

ve dolayisiyla d, = d, — 1 olur. Ayrican: X;, > X;, doniisiimii de
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m=z+1xn=x(x #z)

olarak tanimlansin. Bu déniistim O,, de noksanlig1 1 olan bir idempotent olup yn =
a olur.

Tiimevarim hipotezinden y = &; B¢, ... & olacak sekilde noksanligi k — 1
olan # ve 0, de noksanligi 1 olan &, ¢,, ..., & idempotentlerinin var oldugunu
varsayarsak a = €, ¢, ...&sn olur.

B € 0, ve eger def (B) = k — 1 > 1 ise yukaridaki gibi noksanligi 1 olan
idempotentlerin ve noksanligt k —2 olan § nin ¢arpimi seklinde yazariz. Bu
sekilde devam edilirse a € 0,, ve def(a) = k > 1 eleman1 noksanhig 1 olan
idempotentlerin ve noksanligi 1 olan bir tek elemanin ¢arpimi olarak ifade
edilebilir.

Il. a €0, icinS(a) = {x € X,,;: xa # x} kiimesinin eleman sayisini s, ile
gosteririz. s, = 1 ise a defecti 1 olan bir idempotenttir. Bunu gérmek i¢in S(a) =
{u} alalim. O halde ua # u olup ua?® = ua olur. Eger x # u ise xa = xa? = x
olur. Boylece a idempotentir ve a nin gorintii kiimesi X, nin u hari¢ tim
elemanlarini igerdiginden noksanlig: 1 olur.

a donisiiminiin noksanligi 1 ve s, > 1 olsun. O halde ua = (u + 1)«
olacak sekilde bir tek u € X,, vardir. (a sira koruyan oldugu igin X, nin ardisik iki

elemaninin goriintiisti ayni olur.) Ayrica Def (a) = {v} oldugunu varsayalim.

u<vise

xa=x(x<u),xa=x—-1lu+1l<x<v)vexa=x(x=>v+1)

olur. Simdi &;: X,, = X,, ve B: X,, = X,, doniistimleri siras1 ile

(u+e =uvexg; =x(x+u+1)
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u+Dp=u+1vexp=xalx#u+1)

olarak tanimlanirsa &; ve f nin her ikiside O,, de ve noksanlig1 1 olur. Ayrica &; bir

idempotent, sg = s, — 1 ve a = & olur.

u=>vise

xa=x(x<v),xa=x+1v<x<u)vexa=x(x=>u+1)
olur. Simdi de &;: X;, = X, ve B: X,, = X, doniisiimleri sirasi ile

ug, =u+1vexe = x(x #u)
uf =uvexp =xalx #u)

olarak tanimlanir ise &; ve 8 nin her ikiside O, de ve noksanligi 1 olur. Ayrica &
bir idempotent, sz = s, — 1 ve a = & olur.

Béylece a € 0, noksanhigt 1 ve s, >1 ise a =¢&f ve sp=s5,—1

olacak sekilde 0,, de noksanligi 1 olan bir g eleman1 ve O,, de noksanligi 1 olan bir

&, idempotenti vardir. f € 0, noksanhigi 1 ve sg > 1 ise yukaridaki gibi f = &;,7
ve s, = sgp — 1 olacak sekilde 0, de noksanligi 1 olan &, idempotenti ve 0,, de

noksanligt 1 olan bir n eleman1 vardir. Bu sekilde devam edilirse a € 0,

noksanligil ve s, > 1 olan elemani

a=¢&é&..&eves, =1
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olacak sekilde O,, de noksanligi 1 olan &;,¢,,...,&- idempotentleri ve 0, de
noksanligi 1 olan € elemani vardir. Ayrica s, = 1 olup, € idempotent olur.
Boylece 0,, nin noksanligt 1 olan bir elemani noksanligi 1 olan

idempotentlerin bir ¢arpimu olarak yazilabilir. 0, = (E(0,)) elde edilir.0

Teorem 3.416. n=>2 ve 0, ={a € Sing,: (Vx,y €X,)x <y = xa < ya}
olsun. O halde rank(0,,) = n olur.
Ispat: Gomes, Howie (1992), Theorem 2.7. ye bakiniz. O

Teorem 3.4.17. n>2 ve 0, ={a € Sing,: (Vx,y € X,)x <y = xa < ya}
olsun. O halde idrank(0,) = 2n — 2 dir.

Ispat :Gomes, Howie (1992), Theorem 2.8. e bakiniz. O

3.5. Green Denklik Bagintilar1 ve Regiiler Yarigruplar

S bir yarigrup ve a € S olsun.

Sla=Sau{a} ={xa: x € S}
aS' = aSu {a} = {ay: y € S1}
Stas' =SaSuSauaSu{a} = {xay: x,y € S}

kiimelerine sirasiyla, S yarigrubunun a elemanini igeren en kiigiik sol, sag ve iki

tarafli ideali oldugunu hatirlayalim.

Tamm 3.5.1. S bir yarigrup ve a, b € S olsun.

L={(a,b) €ESxS:Sa=S'h}
R ={(a,b) €S xS :aSt =bS'}
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J={(ab) €SxS:5StasSt = S1psY}

seklinde tanimlanan £, R, J bagintilarina sirasiyla sol-Green (L —Green),
sag-Green (R —Green) ve Green bagntis1 (J —Green) denir. £, R, J Green
bagintilarinin birer denklik bagintis1 oldugu agiktir.

Onerme 3.5.2. S bir yarigrup ve a, b € S olsun.

1) (a,b)eL S xa=b ve yb=a olacak sekilde x,y € ST mevcut
olmasidir.

2) (a,b)ER© au=D>b ve bv=a olacak sekilde u,v € ST mevcut
olmasidir.

3) (a,b)EJe xau=b ve ybv=a olacak sekilde x,y,u,v € S?!
mevcut olmasidir.

Ispat: Tanim 3.4.1 den dolay1 ispat agiktir.Od

Onerme 3.5.3. £ bir sag kongriians ve R bir sol kongriianstir.

Ispat: Howie (1995), Proposition 2.1.2. e bakiniz.O

Onerme 3.5.4. £ ile R Green bagintilar1 degismelidir. Yani Lo R = R o L olur.
Ispat: Howie (1995), Proposition 2.1.3. ¢ bakiniz. O

Tamm 3.5.5. S bir yarigrup £ ve R bagintilar1 da S {lizerinde sol-Green ve sag-
Green bagmtilart olsun. H = LNR olarak tamimlanan denklik bagintisina
H —Green denklik bagintisi denir. £ ve R yi igeren en kiigiik denklik bagintisina
da D —Green denklik bagintis1 denir.

Dikkat edilirse D = L v R olur.
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O halde

D=(LUR)® = U [(LUR)ULUR) T U 15" = U (LUR)™

nezt n ezt
=LUR)U[(LUR)e (LUR)JU[(LUR)o(LUR)o (LUR)]U ..
=(LUR)U[(LoLHULoR)URLYU(R-R)U(LUR)U ..
=(LUR)U[LU(L-R)UR]JU(LUR)?U..
=(LoR)U[(LUR)?0o(LUR)]..
=(LoR)U(LoR)..

=LoR=Ro L

elde edilir.
Bir S yarigrubu iizerindeki £, R, J,H ve D —Green denklik bagintilari i¢in
HecLRcDcJcS xSolur.

Ornek 3.5.6.
1) Shirgrupise H =L=R=D=J=5X%XS
2) S bir degismeli yarigrupise X = L =R =D = J olur.

Onerme 3.5.7. Sbir periyodik yarigrup ise D = J olur.
Ispat: Howie (1995), Proposition 2.1.4.e bakiniz.O

Teorem 3.5.8. S yarigrubu T,, ve PT,, yarigruplarindan herhangi biri ve o, € S
olsun.
0] aRf olmasi igin gerek ve yeter kosul ker(a) = ker(f) olmasidir.
(i) aLpB olmasi igin gerek ve yeter kosul im(a) = im(B) olmasidir.
(iii) aH B olmasi igin gerek ve yeter kosul im(a) = im(B) ve ker(a) =
ker(B) olmasidir.
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(iv) aDp olmast i¢in gerek ve yeter kosul |im(a)| = [im(B)| olmasidir.

olur.
Ispat: Ganyushkin, Mazorchuk (2009), Theorem 4.5.1. e bakinmiz.O

Tanim 3.5.9. m > n olmak iizere m farkli nesneyi n tane 6zdes kutuya kutular bos
kalmayacak sekilde dagitmanin sayisina (ikinci Tip) Stirling Sayis1 denir ve

S(m,n) ile gosterilir.

O halde

n

S@m,n) = %Z(—nk (. " )@=k

k=0
olur. Ayrica, S(m, 1) = S(m,m) = 1 ve 1 < n < m olmak tizere
Sm,n)=S(m—-1,n—-1)+nS(m—1,n)
indirgeme bagintisi saglanir.

Onerme 3.5.10. T,, yarigrubunda
i. 2™ —1tane £ —Green denklik sinifi
ii. "_1S8(n,r) tane R —Green denklik sinifi
iii. 1<r<nicinD, ={a € T,:|im(a)| = r} olacak sekilde n tane
D —Green denklik sinifi vardir.

Ispat: Ganyushkin, Mazorchuk (2009), Proposition 4.6.1. e bakiniz.O
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S bir yarigrup ve a €S olsun. a y1 igeren L, R, J, H ve D —Green
denklik siiflarint L,, R,, JoH, ve D, ile gosterecegiz. Denklik siiflart ayrik
oldugundan D —Green denklik sinifi ayrik R —Green denklik smiflarmin (ve
L —Green denklik smiflarinm) birlesimidir. aDb olsun. O halde (a,b) € D = Lo R
olup, (a,c) € L ve (c,b) € R olacak sekilde ¢ € S vardir. c € L, ve ¢ € R, olup
c €Ly N Ry dir. O halde L, N R, # @ olur. a € D olmak iizere H, Green denklik

siifini alalim. O zaman

beH, ® (a,b)eH=LNR S (a,b) € Lve(a,b) ER
©obel,vebeER, ©beEL,NR,

oldugundan H, = L, N R, olur. Boylece bir D —Green denklik sinifi bir yumurta
kutusu (eggbox) seklindedir. Her bir satir R —Green denklik sinifini, her bir siitun
L-Green denklik sinifin1 ve her bir hiicre H —Green denklik sinifin1 gosterir.

Lq

Hgy

D, : R,

Teorem (Green Teoremi) 3.5.11. S bir yarigrup a, b € S olsun.

e (a,b) € Rise as = b ve bt = a olacak sekilde s, t € S vardur.

PsiLaq = Lppe:Lp = Lg

X = xsy >yt

seklinde tanimlanan bire-bir ve orten olan ps; ve p, fonksiyonlari birbirlerinin

tersidir. Ayrica her ikisi de bir H —sinifin1 yine bir H —sinifina gotiiriir.

e (a,b) € Lisesa=bveth = aolacak sekilde s,t € S* vardur.
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AS: Ra b Rb/‘{t: Rb b Ra

X = sxy =ty

seklinde tanimlanan bire-bir ve oOrten olan Ay ve A, fonksiyonlari birbirlerinin
tersidir. Ayrica her ikisi de bir H —sinifin1 yine bir H —sinifina gotiirtir.

Ispat: Howie (1995), Lemma 2.2.1.ve Lemma 2.2.2. ye bakiniz.O

Sonuc 3.5.12.
i. S bir yarigrup ve a,b elemanlar1 ayn1 D —Green denklik smifi D nin
elemanlari olsun. O zaman |L,| = |L,| ve |R,| = |Rp| olur.

ii. L,R<SDve|D|<oise|L|ve|R]|sayilari |D| sayisini boler. O

Sonug¢ 3.5.13. S bir yarigrup ve a,b elemanlar1 ayn1 D —Green denklik sinifinin
elemanlari ise |H, | = |H,| olur.

Ispat: Howie (1995), Lemma 2.2.3. e bakimz.O

Teorem 3.5.14. H bir S yarigrubunun H —sinifi ise ya H> N H = @ ya da
H? = H ve H, S nin bir alt grubu olur.
ispat: Howie (1995), Theorem 2.2.5. e bakiniz.O

Sonu¢ 3.5.15. Eger e, S nin bir idempotenti ise H.,, S nin bir alt grubudur.

Dolayisiyla bir H —sinifinda birden fazla idempotent bulunmaz.O
Tamm 3.5.16. S bir yarigrup ve a € S olsun. Eger aba = a olacak sekilde bir

b € S varsa a ya S nin bir regiiler elemam denir. Eger S nin her eleman regiiler

ise S ye regiiler yarigrup denir.
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Ornek 3.5.17.
e Bandlar ve dolayisiyla yarilatisler regiiler yarigruptur.
e Her dikdortgen band bir regiiler yarigruptur.
e Gruplar regiiler yarigruplardir.

e PT, ve T, doniisiim yarigruplari regiiler yarigruptur.

Teorem 3.5.18. 0,, bir regiiler yarigruptur.

Ispat: Herhangi bir a € 0,, alalim. Eger im(a) =Y = {y; < - < y,}ise her i =
1,..,7 icin y;a~! = A; ve min(4;) = x; olsun. Her y € Y icin xa = y olacak
sekilde en az bir x € X,, vardir. Her bir y €Y i¢in x,@ =y olacak sekilde en
kii¢iik x, € X, alalm. Yani x,a =y ve xa =y ise x,, < x olsun. O zaman her

x € X, icin

1=x; 1<x<y,—1
xp = X%y £ x < yjiheri=2,...,r—1
XpYVr SXS<N

olarak tanmimlanan f: X,, = X,, doniisiimiinii sira-koruyan olur. Her i = 1, ..., r igin

Ai(afa) = (Aja)fa = (yifla =xja =y; = Aja

olup, afa = a olur. O halde a € 0,, elemani regiilerdir. Dolayisiyla O,, bir regiiler

yarigruptur.

Tamim 3.5.19. S bir yarigrup ve a, b € S olsun. Eger

aba = a,bab =>b

ise b ye a min tersi denir.
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Bir S yarigrubunda a € S elemanmin tiim terslerinin kiimesini V5(a) ile
gosterelim. Ozellikle S yarigrubunu ayrica belirtmek gerekmiyor ise VS(a) y1 V(a)
olarak kisaca yazabiliriz.

Bir a €S elemaninin birden fazla tersi olabilir. Ornegin dikddrtgen
bandlarda herhangi bir elemanin tersi diger tim elemanlar olur. Yani S bir

dikdortgen band ve a € S ise V(a) = S olur.

Teorem 3.5.20. S bir yarigrup ve a € S olsun. a nin bir tersi olmasi igin gerek ve
yeter kosul a elemaninin regiiler olmasidir.

Ispat: (=) Asikar.

(&) a € S regiiler olsun. O halde axa = a olacak sekilde x € S vardir. O zaman

b = xax alinir ise

bab = (x ax)a (xax) = xaxax =xax =b
a a

ve

aba = a(xax)a =axa=a
N —

a

olup b, a nin tersi olur. O
S bir yarigrup, a € S bir regiiler eleman ve b € L, olsun. O zaman axa = a
olacak sekilde x € S vardir. Ayrica, ua = b ve vb = a olacak sekilde u,v € S*

vardir. Dolayisiyla

b = ua = u(axa) = (ua)xa = bxa = bx(vb) = b(xv)b
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olup b regiilerdir. Boylece, a regiiler ise L, nin her elemam regiilerdir. Benzer
sekilde a regiiler ise R, nin her elemani regiilerdir. Bdylece asagidaki dnermeye

sahibiz.

Onerme 3.5.21. S bir yarigrup ve a € S bir regiiler eleman ise D, nin tiim
elemanlari regiilerdir.

Ispat: a € S regiiler ve b € D, olsun. O zaman (a,b) € D = L o R olup, (a,c) € L
ve (c,b) € R olacak sekilde ¢ € S vardir. Bu durumda ¢ € L, oldugundan c

regiiler ve b € R oldugundan b de regiiler olur.O

Dolayisiyla bir D —simifi, D nin ya tiim elemanlari regiilerdir ya da higbir

elemani regiiler degildir. Tiim elemanlari regiiler ise D —smifina regiiler denir.

Sonu¢ 3.5.22. e € S bir idempotent ise eee = e olacagindan e regiiler olur.
Boylece bir D —sinifi bir idempotent igeriyor ise D —sinifi regiiler olur. Ayrica, her

regiiler D —simifi en az bir idempotent igerir.O

Onerme 3.5.23. Bir regiiler D —simifinda her £ —simifi ve R —simifi bir idempotent
icerir.
ispat: a bir regiiler D —simifinin elemani olsun. a regiiler olacagindan axa = a

olacak sekilde S yarigrubunda bir x elemani vardir. Boylece

1) xa idempotent ve xaLla

2) ax idempotent ve axRa

olur. Gergekten;

1) axa = a ve xa = xa oldugundan (a, xa) € L olup xa € L, dir.
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(xa)? = (xa)(xa) = x(axa) = xa olup xa idempotenttir.

2) Benzer sekilde ispat edilir.0

Onerme 3.5.24. Eger e bir idempotent ise e, R, icin bir sol ve L, i¢in bir sag birim
eleman olur.

Ispat: Eger a € R, ise ex = a olacak sekilde x € S* vardir. Dolayisiyla,

ea=e(ex)=(ee)x =ex=a

olup e, R, nin sol birimidir. Eger b € L, ise ye = b olacak sekilde y € S vardur.

Benzer sekilde be = (ye)e = y(ee) = ye = b olup e, L, nin sag birimidir.O

D —smiflarinin yumurta kutusu resmi ters elemanin yerini belirlemek igin
faydali olacaktir. Dikkat edilirse a bir regiiler D —sinifi D nin bir elemani ise a nin

her a’ tersi D nin i¢indedir ve aRaa’ ve aa’La’ olur.

Teorem 3.5.25. a bir S yarigrubunda regiiler D —smifi D nin bir elemani olsun.
1) Egera’' € V(a)isea' € D veiki H —simfi H; = R, N L, ve
H, = L, N R, sirastyla aa’ ve a’a idempotentlerini igerir.
2) Eger R, N Ly ve L, N R, sirasiyla e ve f idempotentlerini igerecek
sekilde b € D ise Hy,

aa* =e,a'a=f
olacak sekilde a nin a* tersini igerir.

3) H —smifi a nin birden fazla tersini igermez.

ispat: Howie (1995) Teorem 2.3.4’e bakimz.O
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Sonug¢ 3.5.26. Boylece bu teorem bize regiiler bir D —sinifinda bir a elemaninin
tersini £ deki bir idempotenti ve R deki bir idempotenti kullanarak insa

edebilecegimizi gosteriyor (a* = fxe). O halde bir sonlu yarigrupta

V(&) = [ELIIE R
olur.O

Onerme 3.5.27. e ve f bir S yarigrubunda idempotent olsunlar. O zaman

(e, f) € D olmasi igin gerek ve yeter kosul

aa' =ead'a=f

olacak sekilde bir a € S ve a nin tersi a’ elemaninin mevcut olmasidir.

Ispat: Howie (1995) Onerme 2.3.5’¢ bakiiz. O

Onerme 3.5.28. Eger H ve K aym (regiller) D —smifinda iki grup olan
H —siniflar ise H ve K izomorfiktir.
ispat: Howie (1995) Onerme 2.3.6’e bakimz.O

Onerme 3.5.29. a ve b bir D —simfi D nin elemanlar1 olsunlar. ab € R, N Ly,
olmasi igin gerek ve yeter kosul L, N R, nin bir idempotent elemana sahip
olmasidir.

ispat: Howie (1995) Onerme 2.3.7’e bakimz.O

Sonug 3.5.30. H, S nin bir H —sinifi olsun. Asagidakiler birbirine denktir:
i) H bir idempotent igerir;

il) Hera,b € Higinab € H olur;
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iii) H, S yarigrubunun bir maksimal alt grubudur.
Ispat: Higgins (1992), Corollary 1.2.6. ya bakiniz.O

61



3. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Cansu BICICI

62



4. DONUSUM YARIGRUPLARINDA CARPANLARA AYIRMA Cansu BICICI

4, DONUSUM YARIGRUPLARINDA CARPANLARA AYIRMA

4.1. Patika-Devir
X, ={1,2,...,n} sonlu bir kiime olmak tizere T,, déniisiim yarigrubu ve S,

simetrik grup olsun. Tiim singiiler doniisiimlerin kiimesini
STy = Ta\Sn
ile gosterelim.
Tanmm 4.1.1. X = {xllxz, ...,xm} C X,, olmak lizere a € T, eleman1

X100 = Xp, Xo@ = X300 X1 X = Xy X @ = Xpr

xa =x(x, €X,x € X,\X)

seklinde tanimli ise a ya uzunlugu m ve periyodu r olan bir patika-devir (path-

cycle) veya (m, r)-patika devir denir ve
a= [X1,xz, ...,xm|xr]
seklinde yazilir. Ayrica:

e egerr = mise a elemanina X,, de m-patika,
e cgerm = 2ver =1isea elemanina m- devir,

e cegerm =r = 1ise a elemanina bir halka (loop) denir.

Tamm 4.1.2. Bir (m,r)-patika devir de r # 1 ise a elemanina 6z-patika-devir
(proper path-cycle) denir.
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Dikkat edilirse I = [1]1] birim déniisiim olarak adlandirilan bir tek halka
(loop) vardir.

Eger a = [x1,xz» ...,xm|xr] elemani bir (m, r)-patika devir ise

r(@) ={xy,xz, .., X}
olarak tanimlayalim.

Tamm 4.1.3. a, f donistimleri T,, de iki patika-devir olsun. Eger r; (@) N7 (B) =
@ ise a ve B doniisiimlerine ayrik denir. Eger r;(a) N r;(B) kiimesi sadece 1

eleman igeriyor ise a Ve 8 doniisiimlerine 1-ortakh (1-Joint) denir.

4.2. Carpanlara Ayirma
Permiitasyonlar grubunda klasik carpanlara ayrilis yoOntemi, her
permiitasyon ayrik devirlerin (ayrik permiitasyonlarin) ¢arpimi olarak yazilabilir
seklindedir. Yarigruplarda da benzer ¢arpanlara ayrilis yontemleri bulunmustur.
Biz bu tezde doniisiim yarigruplarinda doguraylar ve carpanlara ayirma tizerine
ilgili caligmalart derledik. Yarigruplarda carpanlara ayrilis yontemlerinin oldugu
calismalardan bir tanesi Lipscomb (1996) tarafindan gelistirilen yontemdir. Bu
yontem doniisiimiin grafik temsili ile c¢arpanlara ayirma arasinda bir koprii
olusturmaktadir. Fakat bu yontemde T, nin bir eleman1 i¢in yazilan ¢arpanlarin her
biri T;, nin bir eleman1 degildir. Daha sonra Ayik G., Ayik H., Howie J. M. (2005)
tarafindan yapilan ¢alismada T;, nin bir eleman: igin yazilan ¢arpanlarin her biri
yine T,, nin bir eleman1 olacak sekilde bir ¢arpanlara ayrilis yontemi gelistirilmistir.
Asagidaki algoritmay1 kullanarak her « € T, elemanini patika-devirlerin

carpimi olarak yazabilecegimizi gosterecegiz.
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a € T,, eleman1 birim olmayan bir eleman ve x € X,, olsun. O zaman
(x,xa,xa?,..) dizisi X, sonlu oldugundan bir tekrara sahip olur. Bdylece
X, X, ..., xkx hepsi ayrik fakat xak=t1 g {x, xa, ...,xakX} olacak sekilde bir tek

k, € N vardir.

Tamim 4.2.1. Her bir a, = [x, xa, ..., xa*x|xa***1] patika-devirine a elemaninin
bir boéleni denir.

a elemaninin ilk ¢arpani @ elemaninin en uzun bélenlerinden biri olup bu
ilk carpan1 a; ile gosterecegiz. Eger birden fazla en uzun ¢arpan var ise bunlardan
X, deki siralamaya gore en kiigliik ilk girdiye sahip olami ilk carpan olarak
secebiliriz. X, deki siralamaya gore [X1,xz, ...,xk|x1] devirinin  x, =

min{x,, ..., x; } olacak sekilde yazildigin1 kabul edebiliriz.
Tamm 4.2.2. aV: X,, - X,, doniisiimiinii

X, x Ery(ay) ise
xa(l):{ 1(a1) .
xa, x&r(ay) ise

olarak tanimlariz ve @) déniisiimiine a elemanmin ilk reziidiisii denir.
a=aa®

oldugu agiktir. Simdi benzer prosediiri @ déniisiimiine uygulayarak «

elemaninin ikinci carpan1 @, i ve a min ikinci reziidiisii ® yi buluruz.
a(l) = aza(z) = a = ala(l) = alaza(z)

elde edilir. Bu prosediire
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a, # [1]1], a® = [1]1]

olana kadar devam edilirse @ = a; @, - a,, elde edilir. Buradaki p tamsayisina a
nin patika-devir ranki denir ve pcr(a) ile gosterilir. Dikkat edilirse a € S,, ise bu

algoritma a € S, elemani i¢in “ayrik devirlerin garpimi’’ algoritmasini verir.

123456 7 8910
4796741043 7

icin tiim patika devirler

Ornek 4.23. a = ( ) € T;o elemanini alalim. Her x € X, eleman:

[1,4,6]4],[2,7,10|7], [3,9]3], [4,6/4], [5,7,10|7],
[6,4|6],[7,10|7],[8,4,6|4],[9,3]9],[10,7|10]

seklinde olup bunlardan en uzun ve en kii¢iik ilk girdiye sahip olani
a; = [1,4,6]4]

patika-deviri ilk ¢arpan olur. @; doniisiimiinden dolay1 7, (a;) = {1,4,6} olup ilk

reziidii ™ doniisimii

ey =(1234—56 7 8910)

1794761043 7
seklinde elde edilir. Benzer algoritmay1 a doniisiimiine uygularsak ikinci ¢arpan

a, = [2,7,10|7] patika-deviri olur. a, doniisimiinden dolay1 r;(a,) = {2,7,10}

olup ikinci reziidii

a@)_(12345678910)
~\12947674310
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seklinde elde edilir. Boylece devam edilirse

12345678910
a3 = [3,913],r1(a3) = (39},a® = ( )

12347674910
12345678910
12345674910)
12345678910
12345678910)=

ay = [5717],r1(ay) = {57}, a® = (

as=BAMMﬂ%)=wALM®=(

elde edilir. Boylece a doniisiimii
a = 1aA30,05 = [1I4I6|4] [2;7;10|7] [3I9|3] [5:7|7] [8I4|4]

seklinde ¢arpanlarina ayrilir. Dikkat edilirse
Def(a) = {1,2,5,8},
im(a) = {3,4,6,7,9,10},
per(a) =5
olur.
Bir doniisiimiin patika-devirlerin ¢arpimi olarak yaziligi tek tiirlii degildir.

Ornek 4.2.3. deki a doniisiimii
[8,4,6141(5,7,10|7][1,4141(2,7171[3,9]3].
seklinde de garpanlarina ayrilir. Fakat ¢arpanlardaki ilk girdinin X,, deki siralama

g0z Oniine alinarak yapilirsa bu ¢arpanlara ayrilis tektir.

Bu ¢arpanlara ayrilistaki devir sayisi tektir ve bu say1 cycl(«) ile gosterilir.
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Teorem 4.2.4. ¢ € T, olsun.

i) pcr(a) =def(a) + cycl(a) olur.

i) Eger ay,...,a, doniisimleri @ doniisiimiiniin ¢arpanlar1 ise her bir i,j €
{1,2,...,p}, i <j olmak iizere a; Ve a; patika-devirleri ya ayriktir ya da 1-
ortakl olur.

a; Ve a; carpanlarinin 1-ortakli olmasi durumunda, yani r;(«a;) ﬂrl(a]-) = {x}
olmasi yalnizca

a) a; ve a; 0z patika-devir ve

b) xin a; ninilk girdisi degil, a; de x de bir patika
durumlarinin olmasi halinde ortaya ¢ikar.

Ispat: (i) Tanimdan dolay1 bir ¢arpan

a; = [xl,xZI S xklxr]
seklinde 6z patika-devir ise x; & im(a) olur. @ € T,, elemaninin her bir ¢arpan1 a;
ya 6z patika-devir ya da bir devirdir. Ayrica 6z patika devirlerin sayis1 def(a)
kadardir. Boylece

per(a) = def(a) + cycl(a)

elde edilir.

(if) p = 1 ise ispat edecek bir sey yok. p = 2 i¢in 1 < i < j < p olmak iizere

a; = [y, 0 Vilye] Ve @ = [z, ..., 2] 2]

carpanlarini g6z 6niinde bulunduralim.
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a® nin tammindan Y1, -, Yk €lemanlarmi sabit tutuyor olup @; nin a; den ayrik
olmasindan kaginmak i¢in z; € {yl,, . yk} olmak iizere @;, z; de bir [-patika (yani
s = 1) olmalidir. Eger a; bir devir degil ise o zaman z; € im(a) ve y; € im(a)
olup boylece z; = y, olamaz.

a; nin devir oldugunu kabul edelim. z; yi x olarak yazarsak «; nin ilk
elemaninin x oldugunu kabul edelim. O zaman [le, vy Z1-1%, Y2, ...,yk|x] patika-
deviri @; den daha uzundur. Bu durum algoritma geregi miimkiin degildir. Boylece
x, a; nin ilk eleman1 olamaz. O halde a; ve a; 6z patika devir, x, a; nin ilk elemani

degil ve a; de x de bir patikadir.O
Ayrik patika-devirlerin degismeli oldugu agiktir.

Sonu¢ 4.2.5. @; Ve a; carpanlari degismeli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ya a;
ve a; ayriktir ya da a; ve a; aym x de birer patikadir. Ozel olarak a; ve a; den bir
tanesi devir ise a; ve a; degismelidir.

Ispat: Eger a; ve @; Oz patika devirleri ayrik degil ve ayni x de patika degiller ise
a; ve a; degismeli olmadigini ispatlamak geriye kalir. @; ve a; ayrik olmasin.
Teorem 4.2.4.den dolay1 @; nin patika oldugunu biliyoruz. O zaman i < j igin a; =
[y1, o, Vielyr](r # 1) Ve @ = |2y, ..., z;|z;] oldugunu kabul edelim. Yine Teorem

4.2.4. den dolay1 1 < s < k olmak iizere z; = y;, olur.

Zl_lal-aj = Zl_laj =27
Z] = Ys (=4 Z] = Z1a; = a;

Z11QjA; = Z1A; = Ys @

patikadir. y, = z; ile a; nin y;, da bir patika olmalidir. Aksi halde 1 < s < k igin
Ys = z; Olsa
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a; = [y1,¥2, -, ¥s = z;|7;] olup @; nin uzunlugu k dan kiigiik olup a; nin ¢arpan

olusu ile ¢elisir.

Not 4.2.6. Bir ornek ile Lipscomb’un yontem ile buradaki carpanlara ayrilis

arasindaki farka dikkat ¢ekelim. a doniisiimiinii

_(123456789)
“=\211337699

olarak alalim. a doniisiimiinii orbit grafigi

4 5 6 8
3 9
1 7

2

seklindedir. Lipscomb notasyonu ile @ doniistimiinii
a = (43,1)(53,1)(1,2)(6,7)(8,9)(9)

olarak yazilir. (4,3,1) gosterimine Tqy da bir eleman karsilik gelmez. Ayik G., Ayik
H., Howie J. M. (2005) tarafindan yapilan ¢calismadaki ¢arpanlara ayrilis yontemine

gore

_(123456789)
“=\211337699
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doniigiimiiniin ¢arpanlara ayrilist
a = [4,3,1,2]1][5,3|3][6,7|6][8,9]9]

seklinde olup buradaki her bir garpan Ty yarigrubun bir elemamdir. Ornegin

[4,3,1,2|1] ¢arpanina karsilik

123456789)E
211356789 9

[43,1.211] = (
elemani elde edilir.
Dolayisiyla bu ¢arpanlara ayrilis yonteminde her bir ¢arpan yine T, nin bir

elemanidir.

4.3. Doguray Kiimeleri

Derecesi n olan tim singiiler dontisiimler yarigrubu ST, = T,\S,
yaarigrubunun, T, deki 2-patikalar tarafindan dogruldugunu Howie (1966)
tarafindan yapilan makaleden dolayi biliyoruz.

T,, de herhangi bir 2 patika alalim. O zaman i # j , i,j € X,, i¢in 2-patika
a = [i,j|j] olup a bir idempotent ve rank a = |im(a)l=n—1 oldugunu
biliyoruz.

Dikkat edilirse Howie (1995) tarafindan yazilan Kitabin notasyonuyla
[i,j1j]1 = llij|| olur. Béylece T, T, yarigrubundaki tiim 2-patika-devirlerin kiimesi
tarafindan dogrulur. Bu boliimde patika-devirler kullanilarak ST,, ve T, i¢in yeni

doguray kiimeleri icin alternatif ispatlar1 verecegiz.

Teorem 4.3.1. a € ST,, olsun. @ = B, ... By, olacak sekilde 5 B, ..., Bk

0z-patika-devirleri vardir.
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Ispat: a €ST, ve a=aa,.. @, seklinde c¢arpanlarina ayriliyor olsun.
ay,ay, ..., a, hepsi devir olsa a € S, olur. O halde a nin garpanlarindan bazilari
devir olabilir fakat a € ST,, oldugundan en az bir c¢arpani, Oz-patika-devir
olmalidir. Sonug 4.2.5.den dolay1 (yani a; devir ise diger ¢arpanlarla degismeli
olacagindan) devir olan c¢arpanlarin 6z-patika-devir olan ¢arpanlardan sonra
geldigini kabul edebiliriz. x,. # x; olmak {izere a; = [xl,xzmxmlxr] olsun. Eger

a nin bir devir garpani ;

0(]- = [yl,' ""yqul]
seklinde ise
aj’ = [x1»}’1,» ---)yqul]
olmak {iizere a;a; = a;a;' elde edilir. Boylece a doniisiimiiniin carpanlara
ayrilisindaki her bir a; deviri yerine a;" 6z-patika-deviri yazilirsa, a da 6z patika

devirlerin ¢arpimi olarak yazilir.O

Teorem 4.3.2. ST,, yarigrubundaki tiim 2-patikalar ST, yarigrubunu dogurur.

Ispat: 2 < r < micin

[x1) s Xps ooy X %] = [Xm, X1 12011 [0, X2, oo, X [ ], (1)

ve m = 3 igin,

[x1, X2, ooy X [ X )= [ X — 1, X | X ][ X1, X2, o0, X1 | Xm—1], (2)
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seklindedir. Boylece (1) ve ardisik olarak (2) kullanarak herhangi bir 6z patika-
devir, 2-patikalarin ¢arpimi olarak yazilir. Herhangi bir a € ST,, alalim. Teorem
4.3.1. den dolay1 @ = f; .... By olacak sekilde B; .... By 0z patika devirlerin ¢arpimi
olarak yazilabildiginden ve simdi her bir B; (1 <i <k) 06z patika-deviri 2-
patikalarin ¢arpimi olarak yazilabilir. O halde @, 2-patikalarin carpimi olarak
yazilabilir. Boylece ST,, yarigrubundaki tiim 2-patikalar ST, yarigrubunu

dogurur.O
Teorem 4.3.3. Her bir m € {2, ...,n} igin, ST, yarigrubu, ST,, deki uzunlugu m
olan patika devirler tarafindan dogurulur.
Ispat: Oncelikle boyu k olan her 6z-patika-devirin, boyu k + 1 olan &z-patika-
devirlerin ¢arpimi olarak yazilabildigini gosterelim. Herhangi bir boyu k olan bir

a = [xq, %3, .., X |x] (r # 1)
Oz-patika-devirini alahm. Eger k tek tamsayi1 ise

B = [x1, %3, ) X2, Xpes X2, X4y wov s Xi—1, X1 | %7 ]

ve

y = {[xk+1,xk_1,xk_2, v X0, X1, X |Xr—2] , T =3ise
[Xhr1r Xkm1s Xims oo s X2, X1, Xpe | %], 7 =2 ise

olarak tanimlanirsa a = yf3 elde edilir.

Eger k cift tamsay ise

B = [Xl,X3, o Xg—10 X1, X2, X4 o lxk—leklxr]
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y = {[xk,xr_z,xr_3, ey X9, X1, Xig g 1) Xik— 1) Xig—2s s X1 |Xpr_2] . 7 = 3ise
(%) Xpe 410 Xp— 15 Xie— 20 s X2 X1 | Xpeq1] , Tr=2lise

olarak tanimlanirsa @ = yf elde edilir. Ardisik olarak istenildigi kadar yukaridaki
adimlar kullanilirsa 2-patikalar, uzunlugu m olan 6z-patika-devirlerin ¢arpimi
olarak yazilabilir. Boylece sonu¢ Teorem 4.3.2.den dolay1 ispatlanmis olur. Yani

ST, ST, deki uzunlugu m olan patika devirler tarafindan dogurulur.O

Teorem 4.3.4. Her bir m € {2, ...,n} igin, ST, yarigrubu, ST,, deki uzunlugu
m-patikalar tarafindan dogurulur.
ispat: y, B, m -patikalarini

Y = [Xm, Xm—1) ) X4, X3, 21, X5 %5]

B = [Xl,X3,X4, "'ﬁxm—lem'x2|x2]

olarak tanimlayalim. y8=[x, x,|x,] olup Teorem 4.3.2. den dolay: ispat biter.O

S, deki 2-devirlerin S, yi dogurdugunu, A, deki 3-devirlerin A, vyi
dogurdugunu biliyoruz. ST,, 2 T,, ideali oldugundan T,, yarigrubunun her doguray
kiimesi, ST, —T, =S, nin bir doguray kiimesini i¢cermek zorunda oldugunu

biliyoruz.

Teorem 4.3.5. Eger n > m > 2 ve m g¢ift tamsay1 ise o zaman T,, deki tim m-
patika ve m-devirlerin kiimesi T;, yi dogurur. Eger n > m = 3 ve m tek tamsay1
ise 0 zaman T,, deki tim m-patika ve m-devirler SA,, = ST, U A,, yarigrubunu
dogurur.

Ispat: @ = [xq, X5, ..., X, |%1] € S, Olsun.

ﬁ = [xpxz ---vxm'xm+1'xm+2|x1]
Y = (X0, Xm1) Xy oo X2, Xmg2| X1

A= [Xl,X3, o X X420 X2, X4 ee xm—llxm+1|x1]
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olarak tanimlayalim.

o= {,82)/, m cift ise
A mtekise

elde edilir. Boylece her m-deviri, m + 2-devirlerin bir c¢arpim olarak
yazabiliyoruz. Ozel olarak yukaridaki boyu iki artiran adimlar istenildigi kadar
tekrar edilerek k € Z* olmak iizere 2-devirler ((k -1)2+ 2)-devirlerin garpimi,
3-devirler de ((k — 1)2 + 3)-devirlerin ¢arpimu olarak yazilabilir. S,,, 2-devirler
tarafindan doguruluyor olup S,,, m-devirler (m gift ise) tarafindan doguruluyor ve
ST,, de m-patikalar tarafindan doguruluyor olup T,,, m-patika ve m-devirler
tarafindan dogurulur. Benzer sekilde m-devirler (m tek) A,, yi, m-patikalar ST, yi

doguruyor olup m-patikalar ve m-devirler SA,, = ST,, U A,, yi dogurur.O

4.4, Ranklar
Ozellikle doniisiim yarigruplarinda doguray kiimesi bulmak ve rank
hesaplamak bu alanda calisilan 6nemli konulardan biri olmustur. S bir yarigrup ve

A da S yarigrubunun bostan farkli alt kiimesi olmak tizere
rank(S) = min{|A| : A € Sve (A) = S}

pozitif tamsayisina S yarigrubunun ranki denir. S bir yarigrup olmak iizere S

yarigrubunun tiim idempotentlerinin kiimesini E (S) ile gosterelim.
idrank(S) = min{|A| : A € E(S) ve (4) = S}

pozitif tamsayisina S yarigrubunun idempotent ranki denir. ST,, = T,,\S,, olmak

luzere
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nn—-1)

rank(ST,) = idrank(ST,) = >

oldugu Gomes ve Howie (1987) tarafindan gosterildi. Ayrica O,, sira koruyan

doniisiimler yarigrubu olmak iizere
rank(0,,) = n ve idrank(0,) = 2n — 2

oldugu Gomes ve Howie (1992) tarafindan gosterildi. Ayrica S(n, ) Stirling sayisi

ve K, , ={a €T, : |im(a)| < r} olmak lizere
rank(Kn'r) = idrank(Kn'r) =S(n,r)
oldugu Howie ve Mc Fadden (1990) tarafindan gosterildi.
Ayik, Ayik ve Howie (2005) tarafindan bulunan carpanlara ayrilis yontemi
ile baz1 donilisiim yarigruplarinin yukarida bahsedilen ranklar ve relative ranklar

yine Ayik, Ayik ve Howie (2005) tarafindan hesaplanmistir. Bu bdliimde Ayik,

Ayik ve Howie (2005) tarafindan bulunan bazi rank hesaplamalari anlatilacaktir.
1 <r < nigin K, ,- ve T, ,- kiimesi
Knr ={a € Ty lim(a)| <71}, Ty = Knp U Sy

olarak tamimlansin. Dikkat edilirse

olur. 4, u € T, igin
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def (Au) = max{def (4),def (1)}

oldugundan K, ,- ve T, ,- kiimeleri T, nin alt yarigrubudur.

Hatirlatma 4.4.1.0,B € K,,, ise |[im(a)| <71, |im(B)|<r ve [|im(af)| <
|im(B)| < r oldugundan aff € K, , dir. K, , < T, dir.0

Her bir « € T,, elemani i¢in a ve S, Yi i¢eren T, yarigrubunun en kiigtik alt
yarigrubunu ((a)) ile gosterelim. Dikkat edilirse x = y, x,y € X,, igin ([x, y|y] U
Sn) = T, oldugundan {{[x, y|y])) = T, olur. ¥V a € T,, eleman1 bir ker(a) denklik
bagintis1 belirler. Bu denklik bagintisinin denklik siniflarinin genisligi, n nin bir

pargalanisini belirler ve biz bu pargalanisi part(a) ile gosteririz.

Ornek4.4.2.Herhangi bir a« € T,

_(12345)
“=\25253

olarak alalim. a dontisiimiinii A; = {1,3}, A, = {2,4}, A; = {5} olmak lizere

oy {1,3}{2,4} {5}
"\ 2 5 3

olarak yazabiliyor olup part(a) = (|44, 1421, |43]) = (2,2,1) olur.
Lemma 4.4.3. a,§ € T, olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(i) B = yad olacak sekilde y, § € S, vardir.
(ii) Jim(a)| = |im(B)| ve part(a) = part(B) olur.
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Ispat:(i) = (ii) § = yas olacak sekilde y, 8 € S,, olsun. O zaman a =y~ 5§71
olacak sekilde y~1,8671 € S,, vardir. B = yad ve @ =y~ 6! oldugundan aJp
dir. Boylece aJpf olup |im(a)| = |im(B)| olur. Ayrica ad = ad, a6~ =a
oldugundan aéRa olur. adRa oldugundan ker(ad) = ker(a) olur.

ker(ad) = ker(a) ise part(ad) = part(a) olur.

(x,v) € ker(ad) © (xy~L,yy™1) € ker(yad) = ker(B)

Boylece ker(ad) = ker(a) olup ker(a) = ker(ad) = ker(yad) = ker(B) olur.
O halde ker(a) = ker(pB) olup part(a) = part(B) elde edilir.
(i) = ()|im(a)| = |im(B)| ve part(a) = part(B) olsun. i =1,2,...,k i¢in

|A;| = |C;| olmak tizere standart gosterim ile

_(AlAz...Ak> _(ClCz...Ck)
=\ b, b)) P4 d,.. 4,

seklindedir. y dondstimi, i = 1,2, ...,k i¢in C; ile A; yi orten olarak esleyen
permiitasyon olsun. § doniisiimii de i = 1,2, ..., k i¢in b; yi d; ile, X, \im(«) ile
X,\im(B) ile esleyen doniisim olsun. Dikkat edilirse y,d € S,, oldugu agiktir.
Boylece y, § € S, olmak lizere § = yad elde edilir.O

Teorem 4.4.4. a,f € T, olsun.

(i) (a)) = ((B)) © B = yasd olacak sekilde y,§ € S,, vardir.

(ii) a)) =T, © def(a) = 1 olmasidir.
ispat:(i) (&) B = yas olacak sekilde y, § € S,, olsun. O halde 8 € ({a)) olup
{B)) € (a)) dir. B =yad = a =y"1p 571 olacak sekilde y~1,671 € S,, vardur.
a € ((B)) olup ({a)) S ({B)) olur. Boylece {({(a)) = ({(B)) elde edilir.
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(=){(a)) = ((B)) olsun. O zaman B € ({a)) ve a € ({B)) olur. Eger |im(a)| <
lim(B)] ise B & ({a)) olur. Benzer sekilde |im(B)| < |im(a)| ise a & ({B)) olur.
O halde

lim(a)| = |im(B)]
dir. Simdi part(a) = part(f) oldugunu gosterelim. § € ({a)) oldugundan
B =7v1ay2@Y3Q ... Y@ Ym+1

olacak sekilde y4,¥2, ... Ym+1 € Sy vardir. m = 1 ise B = y,a y, olup ispat biter.

m=2ise

8 =11ayay3a ...V

olmak iizere L =0d8ayn,s, seklindedir.  yq,¥2 .. Ym €S, Vve 6=
Y1Q V2 - Ym-1® ¥Vm oldugundan part(§) = part(a) dir. O zaman

lim(B)| < [im(6)| < |im(a)
ve |im(a)| = |im(B)| oldugundan |im(8)| = |im(a)| elde edilir. Ayrica
lim(6)| = |im(a)| = |im(B)| oldugundan §, @, B aym J-smifindadir. &§,a, 8 nin

ait oldugu J-smifinin J, = {e € T;, : | im(e)| = r} oldugunu kabul edelim. § ve

S & Y+ clemanlart

Pn,r = Kn,r/(Kn,r—l U Kn,r—z u..u Kn,l)
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kiimesinde sifirdan farkli elemanlardir. T,, yarigrubunda § =& a y,,,.1R & olup
ker(B) = ker(5) dir.

part(B) = part(5) = part(a)

elde edilir. Boylece |im(a)| = |im(B)| ve part(a) = part(f) oldugundan
Lemma 4.4.3.dan dolay1 8 = yad olacak sekilde y, § € S, vardir.

(iii) (=){(a)) = T,, olsun. Kabul edelim ki def (@) = 2 olsun. a, ¢ € T, i¢in

def (ae) = max{def (a),def (&)}

oldugundan 1 < def(¢) < def(a) olacak sekilde bir € €T, elemant ((a))
kiimesine ait olamaz. Bu durum {({a)) = T, olusu ile ¢elisir. def (a) = 0 olsa a €
S, olup ({a)), ST,, yarigrubunun elemanlarini iceremez. O halde def(a) =1
olmalidur.

(&) def(a) = 1olsun. Eger y = [xq, X3, ..., X, | x;-] bir patika-devir ise

¥ = [%10, Xy X1, oo X2|X1] € Spy

elemanim tanimlayalim. Eger y bir devir (cycle) ise ¥ = y~! oldugu aciktir. Eger y

bir 6z patika devir ise

7y =[x, x| %17y = Do, X1 |x—1] Ve yyy =y dir.

Eger def(a) =1 Ve ay,...,ap de a mn tim carpanlari ise bu carpanlardan bir
tanesi hari¢ diger tiim carpanlar birer devirdir. Sonug 4.2.5. den dolayr & nin son

carpant @, = [xq, Xy, ..., X |X, ] 6z patika-devir olmak iizere
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a=day, . aq

seklinde carpanlarina aynhr. @ = @, @,_1,.., @ olsun. Yukaridaki ozelliklerden

dolay1
Xa =y .. A 1y ... Ay = Wpap=[x1, X%, ]
olup
(a)) = (a@a)) = ([x1, xr[x, 1)) =Ty,
elde edilir.O

Teorem 4.4.5. |im(a)| = rile a € ST,, ve m = n — r olsun. O zaman

im(ae) ={m+1,m+2,..,n}

olacak sekilde € € S,, vardir.

Ispat: im(a) = {m + 1, ...,n} ise € = [1]1] birim doniisiim olup ispat biter.

Aksi halde yani im(a) #{m+1,m+2,..,n} ise {m+1,..,n} kiimesi r
elemanli ve |im(a)| =r oldugundan {iy,...,i;} = im(a) N {1,2,...,m} olacak
sekilde 1<i;<i, <. <ip<m vardir. Boylece im(a)n {m+1,..,n}
kiimesi r — k tane eleman igerir. ji, ..., ji € im(a) olacak sekilde m+1 < j; <

Jo < o+ < i < novardir.

¢ = lig, jalia] - liks jielikls

olarak tanimlanirsa im(a{) = {m + 1,m + 2, ..., n} elde edilir.0
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Teorem 4.4.6. |im(a)| = rile @ € ST, ve m = n — r olsun. O zaman

al =yY1Yz2 -« ¥m

olacak sekilde x; = m + 1ile y; = [i, x;|x;] ve {,y € S, vardir.

Ispat: a € ST, |im(a)| = r ve m = n — r olsun. Teorem 4.4.5. den dolay1
im(a) ={m+1,m+2,..,n}

olacak sekilde ¢ € S,, vardir. Sonug 4.2.5. den dolay1 a nin tiim devir ¢arpanlarinin
carpimi 6 Ve f§; = [i,yiz,yi?,, ---'Yiqilyir,-](yiri #i,1<i< m) olmak tizere a{ =

8B1B3 ... Bm seklindedir. B ve § déniisiimlerini
B = B1PB2 ---ﬁm:ﬂ_ = ﬁ_m ---ﬁ_zﬁa

olarak alalim. (Teorem 4.4.4.(ii) ispatindaki y = [xq,...,Xp|X,] isey =
(X1, Xy Xm—1, -er X2|X1] € Sy icin Yy = [x4, x| x,] oldugunu hatirlayalim.)
S € S, olup
—N—1 — =1 = R
«l=53=5((8)"B)B=06(B)" B - PBo(BiB)Bs - Brm
=1 = _
= 6(:8) Brm - B2 [1: Y1r1|Y1r1].82 e P

= 6(3)_1[1' y1T1 |y1r1]ﬁm (Ezﬁz) Bm

= 5(5)_1[1' Vir, |Y1r1] [m' Ymrmlymrm]
elde edilir.

Y= 5(5)_1, X; = Yir; alinirsa
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a( = 6(ﬁ_)_1[1! xllxl] [m' xmlxm] = Y[llxllxl] [m' xmlxm]

elde edilir. O halde a{ = yy;¥; ... ¥m olacak sekilde x; = m + 1 ile y; = [i, x;|x;]
ve {,y € S, vardir.O

n=>rilen,r € Z* igin x; = x, = -+ = x, = 1 olmak lizere
X1 +x;++x.=n
denkleminin tamsay1 ¢oziimlerinin kiimesini B.(n) ile gosterelim.
Tamm 4.4.7. Eger (nq,ny, ..., n,.) sirali r-li
X +x,+ 4 x,=n (g =2x2=2x21)

denkleminin bir ¢oziimii ise (nq,n,,...,n,) siralt r-li ye n pozitif tamsayisinin r
terimli pargalamisi diyecegiz. Tamsayr ¢oziimlerinin kiimesi PB.(n) kiimesinin

eleman sayisini |B.(n)| = p,(n) ile gosterecegiz.
Ornek 4.48.n>rilen,r € Z* igin x; = x, > -+ = x, = 1 olmak iizere
X1+ X+t x.=n

denkleminin tamsay1 ¢dziimlerinin kiimesini P.(n) bulalim. Ornegin n = 5 olarak
alalim. 2 < r < 5 igin tiim ¢6ziimleri yazarsak

2
4+1
342

3+1+1
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2+2+1
2+1+1+1
1+1+1+1+1

elde edilir. Ornegin r = 3 igin tiim ¢dziimlerin kiimesi

P(5)={3+1+12+2+1}

olup |P;(5)| = p5(5) = 2 olarak bulunur.
Ornegin n = 7 olarak alalim. 2 < r < 7 igin tiim ¢dziimleri yazarsak

7

6+1
5+2
54+41+1
4+3
4+2+1
4+1+1+1
3+2+2
3+2+1+1
3+1+1+1+1
2+2+2+1
2+2+1+1+1
2+1+1+1+1+1
1+1+1+14+1+1+1

elde edilir. Ornegin r = 3 i¢in tiim ¢dziimlerin kiimesi

P(7)={5+1+14+2+13+2+2}

olup |P5(7)| = p3(7) = 3 olarak bulunur.
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P.(n) kiimesinin bir eleman1 (ny,n,, ..., n,.) ye karsilik gelecek sekilde bir
®(n,n,,..n,) dOniisimini asagidaki yolla tammlariz. Bunun i¢in dncelikle n = r
ilen,r € Z* icinm =n —r ve s = min{2m, n} olsun. Eger (ny,n,, ..., n,.) siral

r-li n pozitif tamsayisinin r terimli pargalanis ise

m+l=x =x==%x,_,

Mm+2= Xy =Xp 41= """ = Xn 4n,-2

sl = X(n1+n2+~~-+nr_2)—r+3 = X(n1+n2+“'+nr—z)—r+4 T
= X(ny+ny+-4np_p)-1+3

S = X(ng+ny+-+ny_q)=1+2 = K(ng+ng+-+n,_1)—r+3 = *°° = X(n +n,+-+ng)—r
olmak iizere
Anyng,.ny) = L1 X1 |x1][2, x2]x5] ... [n, xn1_1|xn1_1] o (M, X | X0 ] € ST,
olarak tanimlayalim. Yukaridaki notasyonlarla X, ,. kiimesini
Xnr = {“(nl.nz.....nr): (nq,ny, ..., ), n — nin bir parcalanwldlr}
olarak tamimlayalim. Ornegin, 8 tamsayisinin 4 terimli bir pargalamis1 (4,2,1,1) ise

4-12-11-11-1)=(3,1,0,0) olup 3 c¢arpan aym sayida patika

olacagindan
®(a2,1,1) = [1,515][2,5|5][3,5]5][4,6]6] € Xg 4

elde edilir. Dikkat edilirse 1’lerin a4 7 1 1) i¢in bir ¢arpan olarak katkisi yoktur.
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Ornegin P;(7) = {(5,1,1), (4,2,1), (3,2,2)} olup

a1y = [1,51512,515][3,5]5][4,515]
as,z2,1) = [1,515][2,5]5][3,5]5][4,6/6]
A(3,2,2) = [1'5|5] [2;5|5] [3!6|6] [4':7|7]

olacagindan X7 3 kiimesi

X753 = {0((5,1,1): A(4,2,1) 0‘(3,2,2)}

olarak bulunur. (1,1,1, ...,1) parcalamsimna karstliK a(q 11, 1) = [1]|1] doniisiimiinii

alacagiz.

Lemma 4.4.9. [im(a)| = r ile @ € ST,, olsun. O zaman yukaridaki notasyonlarla

(a)) = {a(nyny,..n)))

olacak sekilde ay, n,, .n,) € Xn, eleman vardir.
ispat:|im(a)| = r ile a € ST, olsun. Teorem 4.4.6. den dolay1 y; = [i, x;|x;] ve

x; 2m+1(1<i<m)olmak lizere
al =YYy YmVe & =Yy1 . ¥m{
olacak sekilde y,{ € S,, Ve ¥4, ..., Vm, 2-patikalar1 vardir. O halde

(o)) = ({y1, -, Ym))

elde edilir. Sonug 4.2.5. den dolay1 y; leri yeniden siralayarak
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m+1l<x =x,=-= Xm,y < Xmi+1 = " = Xmy+m, < Xmi+my+1 =

= Xy teetmpey < Xmgtetmpog+1 = 7 = Xmgteetmy SN

ve my +my, +--+m, =m elde edilir. Burada k —1 tane kesin esitsizlik

oldugundan
m+1)+k-1)<m;+my+--+mg<n
m+k<n=>k<n-m=r
elde edilir. Eger x; = x, = - = x,, =m+ 1 ise f; = [1|1] aliir. Aksi halde

B, B1=I[m+1,x;/m+ 1] olarak tammlanir. §; doniisiimii bir transpozisyon
olup (Bl_l = Bl), ¥j(J =m; + 1) doniisiimleri ile ayrik olacagindan ve Sonug
4.2.5. den dolay1

51_131}’1 w¥m = B1(V1 - Ym)B1 = (Brv1B1) (B1y2B1) - (B1VimB1)Vm+1 - VYm
olur.i =1,2,...,m, igin
BiyviBi = [m+ 1, x;m + 1][i, x1|x][m + L, xym + 1] = [i, m + 1jm + 1]
olup
Bivi - VYmbPr = [Lm+1m+1]...[m,m+1m+ 1]y, 41 . Vm
elde edilir. Benzer sekilde
8, :{ [1]1], Xm+1 =" = Xm,4m, = M+ 2

[m +2,%m,41lm + 2], aksi halde
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seklinde tanimlanir. BoOylece devam edilirse, f5; doniistimleri transpozisyon
olacagindan B = By ... 0k = P -.f1 = B~! permiitasyonu tamimlanarak (a =

YY1 - ¥m¢ ! oldugu hatirlanirsa)

Bh rad)B =BG vm)B =[Lm+1m+1]..[m;,m+1m+1]
[my +1,m+2m+2]..[my + my,m+ 2|m+ 2]

[mq + - +my_y + L m+klm+k]...[mm+klm + k]

elde edilir. Dikkat edilirse k = r ise

m+D+-+m+D=my++m+1+--+l=m+k=m+r=n

olup (my + 1,m, + 1, ..., my + 1) sirali k-li n pozitif tamsayisinin bir pargalanisi

olur. Béylece By ~taep € X, elde edilir. O halde

{a)) = (A m, +14-+m+ 1))
olur. Eger k #r ise (k <rolduguhatirlanirsa) ny,; =+ =n, =1 olmak
uzere

(my+1,..,mg+1,n4q,...,n) swrall r-li n pozitif tamsayisimin bir

pargalanist olup By ~taef € X, olur. Bylece Teorem 4.4.4 (i) den dolay1

(a) = Kam,+1,..mp+ 10441,

elde edilir.O
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Tanm 4.4.10. 1 <r <n-1icinK,, ={a €Ty, : |im(a)| <r}veT,, = K,, U

S, olmak tizere
cont(Ty,,) = min{|G|: G S K, ve (G U S,) = Ty, }
seklinde tanimlanan pozitif tamsay1ya T, ,yarigrubunun contingent rank denir.
Lemma 4.4.9.dan dolay1 {ap: p € Pr(n)] U S, kiimesinin
Tpr = {a € Ty lim(@)] =71}
kiimesini doguruyor oldugunu biliyoruz. O halde
G = {ap:p € Pr(n)}

almirsa T, = (G U S;,) olup

cont(T,,) < |G| = |P-()| = p,(n)
oldugu aciktir.

Teorem 4.4.11. n,r € Z* ve 1 < r < n olmak iizere cont(Ty, ) = p,(n) olur.

ispat: Herhangi bir « € T, alalm. |[im(a)| < r olacagindan |im(a)| = r olacak
sekildeki a doniisiimlerini dogurmak yeterli olacaktir. @ € J, olsun. Herhangi bir
¢ € ({a)) N J,- elemant i¢in part({) = part(a) oldugunu Teorem 4.4.4 den dolay1
biliyoruz. Béylece G € K, ,- kiimesi i¢in (G U S;) = T,, , ise G kiimesi her bir p €
P.(n) elemani i¢in part(a) = p olacak sekilde en az bir a elemani igermek

zorundadir. O halde
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|Pr(n)| = pr(n) < |G|

olup

pr(n) < cont(T,,)

olur. Béylece G = X, - alinirsa |G| = |Xn,r| =p,(n) ve (G US,) =T,, olup

cont(Tn'r) = p,-(n)

elde edilir.O
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5. SONUC

Permiitasyonlar grubunda klasik ¢arpanlara ayrilig yontemi, her permiitasyon
ayrik devirlerin (ayrik permiitasyonlarin) carpimi olarak yazilabilir seklindedir.
Yarigruplarda da benzer ¢arpanlara ayrilis yontemleri bulunmustur. Biz bu tezde
dontisiim yarigruplarinda doguraylar ve ¢arpanlara ayirma tizerine ilgili caligmalari
derledik. Yarigruplarda carpanlara ayrilis yontemlerinin oldugu ¢alismalardan bir
tanesi Lipscomb (1996) tarafindan gelistirilen yontemdir. Bu yontem doniisiimiin
grafik temsili ile ¢arpanlara ayirma arasinda bir koprii olusturmaktadir. Sayesinde
doniigiimiin grafik temsilini olusturup donilisiim yarigrubunun bazi 6zellikleri
incelenmistir. Fakat bu yontemde T,, nin bir eleman i¢in yazilan carpanlarin her
biri T,, nin bir eleman1 degildir. Daha sonra Ayik G., Ayik H., Howie J. M. (2005)
tarafindan yapilan ¢alismada, T,, yarigrubunun bir elemani i¢in yazilan ¢arpanlarin
her biri yine T,, nin bir elemani olacak sekilde bir ¢arpanlara ayrilis yontemi
gelistirilmistir. Bu c¢arpanlara ayrilis yontemi sayesinde bazi doniisim
yarigruplarinin doguray kiimeleri bulunarak ranklar1 hesaplanmustir.

Ayik, Ayik ve Howie (2005) yontemiyle singiiler doniigiimler yarigrubunun
her eleman1 2-patikalarin bir carpimi olarak ifade edilir.

Ayik, Ayik ve Howie (2005) tarafindan contingent rank tanimlanir ve n nin
r i pargalanislarinin sayisi. p,-(n) olmak iizere T,, - nin contingent rankinin oldugu
pr(n) gosterilmistir.

Ayik, Ayik ve Howie (2005) tarafindan bulunan carpanlara ayrilis yontemi
kullanilarak doéniigiim yarigruplariin bazi alt yarigruplari i¢in de doguray kiimeleri

bulunup rank hesaplar yapilabilir.
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