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X, =1{1,..,n} kimesi iizerindeki kismi doniigiimler yarigrubu, tam
doniistimler yarigrubu, permiitasyon grubu ve alterne grubu sirasiyla B, Ty, S,, Ve
Apolsun. 1 <r < nigin

Ky = {a€Tpim(a)<r}, PK,, = {a€Ppim(a) <71},
Tn,r = Sp U Kn,r , PTn,r = Sp U PKn,r'
An,r = Ap U Kn,r PAn,r = Ap U PKn,r

olsun.1 < r < n — 1i¢in PK, , (K,,) nin herhangi bir alt kiimesinin modulo S,, e
gore PT,, (T,,) nin bir gérece doguray kiimesi olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosullar bulunmus ve bu yarigruplarin modulo S,, e gore gorece ranki verilmistir.
Ayrica S, yerine A, alterne grubu alinarak PA,, , ve A,,, yarigruplari i¢in benzer
sonuglar incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: (kismi) doniisiim yarigrubu, (minimal) doguray kiimesi,
gorece rank.
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Let P,, T,, S, and A,, be the partial transformations semigroup, the full
transformations semigroup, the symmetric group and the alternating group on a set
X, ={1,...,n}, respectively. For 1 < r < n, let

Kn, = {a€T;im(a)<r}, PK,, = {a€P;im(a) <71},
Thr = Sp U Ky r , PToy = Sn U PKy )
Apny = A, UK, ., PA,, = An UPK, .

For1 <r <n-—1,itis found that the necessary and sufficient conditions for any
subset of PK,,, (K,,) to be a (minimal) relative generating set of PT,, .. (T;,,)
modulo S;, and it is given that the relative rank of PT,, ,. and T;, . modulo S,,. Also,
it is examined that the similar results for the semigroups PA,, . and 4,, , by taking
A, instead of S,,.

Key Words: (partial) transformation semigroup, (minimal) generating set, relative
rank.



GENISLETILMIS OZET

Bu ¢alismada sonlu bir X,, = {1, ...,n} kiimesi {izerinde kismi doniisiimler
yarigrubu, tam dontisiimler yarigrubu, permiitasyon grubu ve alterne grubu ele
alacagiz ve bunlar1 sirastyla B, T, S,, Ve 4,, ile gosterecegiz.

1<r<nign

Knr = {a €T,:im(a) <1},

PK,, = {a€Pp;:im(a) <71}

olarak tanimlanan K, ,. ve PK,, ,. kiimeleri sirasiyla T,, ve P, yarigruplarinin bir alt
yarigruplaridir. Howie ve McFadden (1990) K, ;. alt yarigrubunun rankinin S(n,r)
oldugunu gostermislerdir. Burada S(n,r), 2. tip Stirling sayisidir ve S(n,1) =
Sm,n)=1 ve 2<r<n-1 i¢cin Sn,r)=Sn—-1L,r—1)+ r.S(n—1,7)
seklinde tanimlidir. Garba (1990) ise PK,, ,- alt yarigrubunun rankinin S(n + 1,7 +

1) oldugunu gostermistir. 1 < r < n igin

Tor = SnUKy,
Any = ApUKy,
PT,, = S,UPK,,
PA,, = AyUPK,,

olarak tamimlayalim. Ayik ve ark. (2005) T, yarigrubunun bazi elemanlar1 i¢in
‘patika-devir’ olarak adlandirdiklari bir notasyon gelistirdiler ve T, yarigrubundaki
herhangi bir dontistimiin patika-devirlerin garpimi olarak yazilabilecegi ¢arpanlara
ayrilig algoritmasi tanimladilar. Doniistimlerin bu ¢arpanlara ayrilis yontemini
kullanarak, T, yarigrubunun doguray kiimeleri ve ranklar1 hakkinda bazi sonuglari

ispatladilar. Yine bu ¢alismada rerank(Tnlr, Sn) = p,(n) oldugu gosterilmistir.



Ayik ve Bugay (2015) D/ nin herhangi bir alt kiimesinin PK,, ,- yarigrubunun bir
(minimal) doguray kiimesi ve DI nin herhangi bir alt kiimesinin K, , yarigrubunun
bir (minimal) doguray kiimesi olabilmesi ic¢in gerekli ve yeterli kosullart
belirlemislerdir.

Bu calismada 1 <r <n-—1 ve herhangi bir U € PK,,, olmak iizere,
UuUS, kiimesinin PK, , yarigrubunun doguray kiimesi olmasi i¢in U kiimesinin

sagladig1 gerek ve yeter kosullar bulunmustur. Bu bilgiler dogrultusunda

rerank(Ty,, Sy) = pr(1)

oldugunun farkli bir ispatt yapilmistir. Ayrica yine bu c¢alismada

PT, ;- nin modulo S,, e gdre gorece rankinin

n-r

rerank(PTy, ., S,) = Z pr(n—>s)
s=0

oldugu gosterilmistir.

Benzer diisiince ile, S, permiitasyon grubu yerine A, alterne grubunu
alarak 1 <r <n —1igin PK,, nin herhangi bir alt kiimesinin modulo 4,, e gére
PA,, nin bir gorece doguray kiimesi olmasi igin gerekli ve yeterli kosullar
belirlenip PA,,, yarigrubunun modulo A, e gore gorece ranki ispatlanmistir.
Ayrical <r <n-—1igin K, , nin herhangi bir alt kiimesinin modulo 4,, e gére
Ay, » Nin bir gérece doguray kiimesi olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar belirlenip
Ay,  yarigrubunun modulo A,, e gore gorece ranki verilmistir.

Son olarak bu ¢alismada T, ve PT,, yarigruplarinin gorece idempotent

ranklart bulunmustur.
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1.GIRIS Ebru YiGIT

1. GIRIS

Cisimler teorisindeki sonlu genislemeleri agiklamak i¢in gerekli olan grup
yapisi teknik olarak ilk kez Fransiz matematik¢i Evariste Galois tarafindan

tanimlanmustir.

1802 de Gauss’un “Theory of Forms” (Disquisitiones Arithmeticae) adli
eserini esin kaynagi olarak alan Cauchy 1815 de bir yazisinda ilk kez devir i¢in

(a,b) notasyonunu bir permiitasyonun transpozu igin kullanarak tanitti. Ayrica

Cauchy bir permiitasyonun ayrik devirlerin ¢arpimu olarak yazildigini ve S, nin

alterne alt grubu A, i gosterdi. Bundan yaklasik bir yiizyil kadar sonra

permiitasyon gruplar1 soyut olarak tanimlanarak, soyut grup teori icin gesitli

aksiyom sistemleri formiilize edilerek karsilastirmalar yapildi.

Sonraki yillarda grup teorisindeki Cayley teoremi ile her grubun bir
simetrik gruba gomiilebilir oldugunun ispatlanmasi ile simetrik gruplar ayrica

onem kazanmustir.

1922 de grup teoriye bu yaklasimlarla, A.K. Suschkewitsch dontisiim
gruplari ile grup teorinin temel kavramlarini iligskilendirdi ve doniisiim yarigruplari

ile yarigrup teorinin temel kavramlarini iliskilendirdi.

Ayrica Cayley teoreminin benzeri yarigrup teoride her sonlu yarigrup bir
sonlu doniisiim yarigrubuna (sonlu tam doniisimler yarigrubunun bir alt
yarigrubuna) izomorfik oldugunun ispatlanmasi ile (tam) dondsiim yarigruplari
ayrica 6nem kazanmis ve son 70 yildir cebirsel yapilar icin de yogun olarak

calisilan bir arastirma konusu olmustur.
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Yarigrup teorisinde de temel problemlerden biri, yarigruplarin
simiflandirilmasint  saglayacak ve onlarin yapisimt tamimlayacak 6zellikleri
bulmaktir. Bu 6zelliklere 6rnek olarak yarigruplarda doguray ve rank kavramlarim

verebiliriz.

S, sonlu dogurayl bir yarigrup olmak tizere
rank(S) = min{|X|[:(X) = Sve X € S}

tam sayisina S nin rank: denir ve rank(S) ile gosterilir. E(S) ile S yarigrubundaki
tim idempotentlerin kiimesini gosterelim. Eger X € E(S) igin (X) = S ise X e bir

idempotent doguray kiimesi denir.
idrank(S) = min{|X|: (X) = Sve X € E(S)}

tam sayisina S nin idempotent rank: denir ve idrank(S) ile gosterilir.

X, = {1,...,n} sonlu kiimesi olmak iizere X, den X,, ¢ tim doniisiimlerin
kiimesini Ty, ile X, tizerindeki tim permiitasyonlarin kiimesini S,, ile gosterelim.

Tiim singiiler doniisiimlerin kiimesi ST,, ile gosterilir ve ST,, = T,, \ S,, seklindedir.

Doniistim  yarigruplarinin  doguraylart ile ilgili ilk caligmalardan biri,
Howie’ nin, singiiler doniisiimler yarigrubunun idempotentler tarafindan
doguruldugunu gosteren (1966) yilinda yayimlanan ¢aligmast olmustur. Daha sonra

Howie, (1978) deki caligmasiyla singiiler doniistimler yarigrubunun idempotent

nn

rankinin T_l) ve (1987) de de Gomes ile birlikte yaptig1 caligmada singiiler

doniistimler yarigrubunun rankinin idempotent rankina esit oldugunu gostermistir.
Rank ve doguray kiimeleri ile ilgili calismalara ek olarak Ayik ve ark. (2005), Ayik
ve ark. (2005), Ayik ve ark. (2008), Howie ve McFadden (1990), Howie ve
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Marques Ribeiro (1999), (2000), Ganyushkin ve Mazorchuk (2009), Higgins
(1992), (1993), Sanwong (2011), Sommnee ve Sanwong (2013) calismalarini

verebiliriz.

Bu ¢alismada sonlu bir X,, = {1, ...,n} kiimesi {izerinde kismi doniisiimler
yarigrubu, tam doniisiimler yarigrubu, permiitasyon grubu ve alterne grubu ele
alacagiz ve bunlar sirasiyla B, Ty, S, Ve A,, ile gosterecegiz.

1 <r<nigin

Knr = {a €T,:im(a) <1},
PK,, = {a€Pp;:im(a) <71}

olarak tamimlanan K, ,- ve PK,, , kiimeleri sirasiyla T,, ve P, yarigruplarinin alt
yarigruplaridir. Howie ve McFadden (1990) K, , alt yarigrubunun rankinin
S(n,r) oldugunu gostermislerdir. Burada S(n,r), 2. tip Stirling sayisidir ve
Sn,1)=S(m,n)=1 ve 2<r<n—-1 i¢in Sn,r)y=S(nh—-1,r—-1)+
r.S(n—1,r) seklinde tanimhdir. Garba (1990) ise PK,, alt yarigrubunun

rankinin S(n + 1,7 + 1) oldugunu gostermistir. 1 < r < n igin

Tor = SpUKy,
Apny = ApUKy,
PT,, = S,UPK,,
PAn, = AnUPKy,

olarak tanimlayalim.
S bir yarigrup ve G de S nin belirli bir alt kiimesi olsun. Eger (XU G) = S
olacak sekilde S nin bostan farkli bir X alt kiimesi var ise X kiimesine modulo G ye

gbre S yarigrubunun bir gérece doguray kiimesi denir.


http://www.ams.org/mathscinet/search/publications.html?pg1=IID&s1=250756
http://link.springer.com/search?facet-author=%22Worachead+Sommanee%22
http://www.ams.org/mathscinet/search/publications.html?pg1=IID&s1=250756
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S bir yarigrup ve G de S nin belirli bir alt kiimesi olsun. Eger (X UG) = S
olacak sekilde E(S) nin bostan farkli bir X alt kiimesi var ise X kiimesine modulo G
ye gore S yarigrubunun bir gorece idempotent doguray kiimesi denir.

S, sonlu dogurayli bir yarigrup ve G de S nin belirli bir alt kiimesi olmak

uzere
min{|X[: (X UG) =Sve X € S}

sayisina modulo G ye gore S nin gérece ranki denir ve rerank(S, G) ile gosterilir.
Eger S sonlu idempotent dogurayli bir yarigrup ve G de S nin belirli bir alt

kiimesi ise
min{|X[: (X UG) =SveX € E(S)}

sayisina modulo G ye gore S nin gorece idempotent ranki denir ve idrerank(S, G)
ile gosterilir.

Ayik ve ark. (2005) T, yarigrubunun bazi elemanlar1 i¢in ‘patika-devir’
olarak adlandirdiklar1 bir notasyon gelistirdiler ve T, yarigrubundaki herhangi bir
doniisiimiin patika-devirlerin carpimi olarak yazilabilecegi c¢arpanlara ayrilis
algoritmasi tanimladilar. Doniigiimlerin bu ¢arpanlara ayrilis yontemini kullanarak,
T,, yarigrubunun doguray kiimeleri ve ranklar1 hakkinda bazi sonuglari ispatladilar.
Yine bu ¢alismada rerank(Tn,r, Sn) = p,-(n) oldugu gosterilmistir.

Ayik ve Bugay (2015) Df nin herhangi bir alt kiimesinin PK,,
yarigrubunun bir (minimal) doguray kiimesi ve D nin herhangi bir alt kiimesinin
K, » yarigrubunun bir (minimal) doguray kiimesi olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli

kosullar1 belirlemisglerdir.
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Bu calismada 1 <r <n-—1 ve herhangi bir U € PK,,, olmak iizere,
UUS, kiimesinin PK, , yarigrubunun doguray kiimesi olmasi i¢in U kiimesinin

sagladigi gerek ve yeter kosullar bulunmustur. Bu bilgiler dogrultusunda

rerank(Ty, -, Sn) = pr(n)

oldugunun farkli bir ispati yapilmistir. Ayrica yine bu c¢alismada

PT,, nin modulo S, e gore gérece rankinin

n-r

rerank(PTy, , Sy) = Z pr(n—s)
5=0

oldugu gosterilmistir.

Benzer diisiince ile S, permiitasyon grubu yerine A, alterne grubunu
alarak 1 <r <n —1igin PK,, nin herhangi bir alt kiimesinin modulo 4, e gore
PA,, nin bir gérece doguray kiimesi olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar
belirleyip PA,,, yarigrubunun modulo A, e gore gorece ranki ispatlanmistir.
Ayrical <r <n-—1igin K, , nin herhangi bir alt kiimesinin modulo 4,, e gére
Any nin bir gorece doguray kiimesi olmasi igin gerekli ve yeterli kosullari
belirleyip A,, , yarigrubunun modulo A4,, e gore gérece ranki verilmistir.

Son olarak bu ¢alismada T, ve PT,, yarigruplarmm gorece idempotent

ranklart bulunmustur.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu béliimde tezin diger boliimlerinde kullanilacak olan 6nemli tanim ve

teoremlere yer verilmistir.

2.1. Genel Kavramlar

S bostan farkli bir kiime olmak iizere

:SXS§S—>S

seklinde tanimli doniistime S {izerinde bir ikili islem ve S kiimesine grupoid denir
ve (S,o) sirali ikilisi ile gosterilir. S kiimesi bir grupoid olmak {izere, Vx,y,z € S

i¢in

xo(yoz)=(xoy)oz

ise S kiimesine yarigrup denir ve (S,0) ile gosterilir.
Bundan sonra notasyon kolayligi olmasi x oy yerine de xy ifadeleri

kullanilacaktir.

Tamm 2.1.1. S bir yarigrup ve z € S olsun. Eger Vx € § i¢in zx = z oluyor ise
zye S nin bir sol sifir elemant ve eger Vx € S igin xz = z oluyor ise zye S nin
bir sag sifir eleman: denir. Eger z € S hem sol hem de sag sifir eleman ise z ye S

nin bir sifir elemant denir ve "0" ile gosterilir.

Tamm 2.1.2. S bir yarigrup olsun. Eger Vx € S i¢in ex = x olacak sekilde bir
e €S varsae ye S nin bir sol birim eleman: ve eger Vx € S icin xe = x olacak

sekilde bire € S varsae yeS nin bir sag birim elemani denir. Eger e € S hem
7
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sol hem de sag birim eleman ise e ye S nin bir birim eleman: denir ve 1 ile

gosterilir.
Bir yarigrubun sifir elemani ve birim eleman: varsa tektir
Tanim 2.1.3. S bir yarigrup olsun.
i) Eger Vx,y €S icin xy = yx oluyorsa S yarigrubuna degismeli
yarigrup denir.
i) Eger S yarigrubu birim elemana sahip ise S ye monoid denir.

S Dbir yarigrup olsun. O zaman

ol = { S S bir monoid ise
“|Su {1} S bir monoid degil ise

olmak iizere, Vx,y € St icin

xy x#+1l,y#+1

) x y=1
XY= y x=1
1 x=1y=1

seklinde tanimlanan carpma islemi ile ST kiimesi bir monoid olur ve bu monoide S

ye birim eleman eklenerek elde edilen monoid denir.

Tamim 2.1.4. S bir yarigrup ve e € S olsun. Eger
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ise e ye S nin bir idempotent eleman: denir. S nin tim idempotent elemanlarinin
kiimesi E(S) ile ve genel olarak S nin bos olmayan bir A alt kiimesindeki
idempotentlerin kiimesi E (A) ile gosterilir.

Bir yarigrubun varsa sol sifir, sag sifir, sifir, sol birim, sag birim ve birim
elemanlari idempotent elemanlardir.

Ornegin; Z, Q, R ve C bilinen toplama ve ¢arpma islemleri ile birer
monoiddir.

N bilinen toplama islemi ile bir yarigruptur ve bilinen ¢arpma islemi ile

birim eleman: 1 olan bir monoiddir.

Tamm 2.1.5. S bir yarigrup ve T de S nin bostan farkl bir alt kiimesi olsun . Eger
Vx,y €T iginxy € T, yani T2 € T oluyor ise T ye S nin bir alt yarigrubu denir
veT < S ile gosterilir.

Tanmim 2.1.6. S bir yarigrup ve I de S nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Eger

i) SICI,yaniVs € SveVa €licinsa €I ise I yaS ninbir sol ideali,
ii) ISCI,yaniVs e SveVa €l icinas €[ isel yaS ninbir sag ideali

denir. I, S nin hem sol hem de sag ideali ise I ya S nin bir ideali denirve I 2 S ile

gosterilir.

Tamm 2.1.7. S ve T iki yarigrup ve ¢: S — T bir doniigiim olsun. Eger her x,y € S

icin

(xy)¢ = (x$)(y9)

oluyorsa ¢ ye bir homomorfizm denir.
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Tamm 2.1.8. S ve T iki yarigrup ve ¢: S — T bir homomorfizm olsun. Eger

i) ¢ bire-bir ise ¢ ye bir monomorfizm,

i) ¢ orten ise ¢ ye bir epimorfizm,

iii) ¢ hem bire-bir hem de orten ise ¢ ye bir izomorfizm,

iv) ¢, S den S ye bir homomorfizm ise ¢ ye bir endomorfizm,

V) ¢, S den S ye bir izomorfizm ise ¢ ye bir otomorfizm

denir.
Eger S den T ye bir izomorfizm varsa S ile T ye izomorfik yarigruplar

denir ve S = T seklinde gosterilir.

2.2. Bagmtilar

Tammm 2.2.1. X ve Y bostan farkli iki kiime olmak tizere X X Y nin her bir p alt
kiimesine X ten Y ye bir baginti ve 6zel olarak X X X in her bir p alt kiimesine de
X iizerinde bir baginti denir ve X iizerindeki tim bagmtilarin kiimesi By ile

gosterilir. Yani
By ={p:p S X X X}
dir. Ayrica p, X tlizerinde bir bagint1 olmak tizere (x,y) € p yerine xpy yazilabilir.
D, Axy=1x = {(x,x): x € X} kiimesi ve X X X in kendisi de X iizerinde
birer bagintidir. Bu bagintilara sirasiyla bos baginti, birim baginti ve evrensel
bagint1 denir.

Ayrica, p € By igin

pl={(x,y) EXXX:(y,x) Ep} S X XX

10
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bagintisina p nun ters bagintisi ve

dom(p) = {xeX:AyeX, (x,y) € p},
im(p) = {yeX:axeX (x,y) €p},
xp = {yeX:(x,y) €p},
yp' = {xeX:(x,y) €p}

kiimelerine sirasiyla p nun tamm kiimesi, p nun goriintii kiimesi, x € X in p

altindaki goriintii kiimesi ve y € X in p altindaki ters-goriintii kiimesi denir.

Tamm 2.2.2. X bostan farkli bir kiime ve p, X {izerinde herhangi bir bagint1 olsun.

O zaman

i) 1y S p ise p yayansumali baginti,
i) p~!=pisepyasimetrik bagint,
iii) pnp~tc i1y ise pyaters-simetrik baginti ve

iV) pop Cp ise pyagecismeli bagint

denir.

Eger p bagintis1 yansimali, simetrik ve gecismeli bir baginti ise p ya X
tizerinde bir denklik bagintisi denir.

Eger {p;:i € I} ailesi, X kiimesi lizerindeki denklik bagintilarinin bostan
farkli bir ailesi ise kolayca gosterilir Ki, N;e;p; de X tizerinde bir denklik
bagintisidir.

p, X uzerinde bir denklik bagintisi ve x € X olmak iizere

xp={y €X:(x,y) € p}

kiimesine x in denklik sinifi denir ve X in tiim denklik siniflarinin ailesi

11
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X/p = {xp:x € X}

ile gosterilir. Ayrica X/p kiimesine X in p ile elde edilen boliim kiimesi denir.

X ve Y bostan farkli iki kiime olsun. ¢p, X den'Y ye bir doniisim olmak

uzere

podp™' ={(x,y) EXXY:xp = y¢}

seklinde tanimli kiime X {izerinde bir denklik bagintis1 olup bu bagmtiya ¢ nin
cekirdegi denir ve kerg = ¢ o ¢! ile gosterilir.

Tamm 2.2.3. S bir yarigrup ve R, S lizerinde herhangi bir baginti olsun. Eger
Va € SveV(s,t), (s ; t') € R igin

i) (as,at) € R ise R bagintisina sol uyumlu baginti,
ii) (sa,ta) € R ise R bagmtisina sag uyumlu bagint,
iii) (ss,tt) € R ise R bagintisna uyumlu bagnt:
denir.
Tamm 2.2.4. S bir yarigrup ve R, S iizerinde herhangi bir denklik bagintis1 olsun.
i) R soluyumluise R ye sol kongruans,
i) R saguyumluise R ye sag kongruans,

iii) R uyumlu ise R ye kongruans

denir.

12
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Tamm 2.2.5. S bir yarigrup ve p, S lizerinde herhangi bir kongruans olsun. S nin p

ile boliimiinden elde edilen S/  boliim kiimesi, her xp, yp € S/ p icin

(xp)(yp) = (xy)p

seklinde tanimlanan ¢arpma islemi ile bir yarigrup olup bu yarigruba S nin p ile

elde edilen boliim yarigrubu denir.

Teorem 2.2.6. S, T iki yarigrup ve ¢: S — T bir homomorfizm olsun. O zaman
kerpp = p o1 = {(a,b) €S X S:ap = b}

S tizerinde bir kongruanstir.

ispat: Howie (1995), Theorem 1.5.2. m

Bagint1 ve kongruans ile ilgili 6zellikler igin Howie (1995) e bakiniz.

2.3. Green Denklik Bagintilar:

S bir yarigrup ve a € S olsun. O zaman a yi1 igeren en kiigiik sol ideal, a y1

igeren en kii¢iik sag ideal ve a yi1 igeren en kiiglik ideal sirasiyla,

Sla = Sau{a}={xa:x €S}
aS?! = aSu{a}={ay:yest},
Slast! = SaSuSauaSuf{a}={xay:x,y € S}

seklinde tanimlanir ve sirastyla a nin esas sol, a nin esas sag ve a nin esas ideali

denir.

13
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Tamim 2.3.1. S bir yarigrup olsun. O zaman S iizerinde tanimlanan

= {(a,b) €S xS:S'a=S'h},
{(a,b) € S x S:aS* = bS'},
{(a,b) € S x S:StaSt = S1bS1}

S CHR
Il

bagintilarina sirasiyla sol-Green (£ -Green) bagintisi, sag-Green (R—Green)
bagintist ve I—Green bagintisi denir ve Ustelik bu bagmtilarin her biri bir denklik
bagintisidir.
Onerme 2.3.2. S bir yarigrup ve a, b € S olmak iizere

i) aLb < a=xbveb = ya olacak sekilde x,y € St vardir.

ii) aRb < a=bxveb = ay olacak sekilde x,y € S* vardur.

iii) a3 b < a=xbyveb = uav olacak sekilde x, y,u, v € S* vardur.

Ispat: Howie (1995), Proposition 2.1.1. m

Onerme 2.3.3. S bir yarigrup olsun. S iizerinde tanimli L-Green bagmtis1 bir sag

kongruans ve R—Green bagintisi bir sol kongruanstir.

Ispat: Howie (1995), Proposition 2.1.2. m

Onerme 2.3.4. S bir yarigrup olsun. S iizerinde tanimli L-Green bagintis1 ve R—

Green bagintis1 degismelidir.

ispat: Howie (1995), Proposition 2.1.3. m

14
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Tamim 2.3.5. S bir yarigrup olsun. £ ve R sirasiyla S yarigrubu iizerindeki £L—
Green bagintis1 ve R—Green bagintist olmak tizere £ ve R denklik bagintilarini

iceren en kiigiik denklik bagintisina D—Green bagintist denir, yani

D=LVR

dir.

L ve R denklik bagntilart yansimali ve simetrik baginti oldugundan
(LUR)'=(LUR) ve 135S LUR olup (LUR)U(LUR)TU1s=LUR
olur. Ayrica LS LoR, RS LoR ve LoR =R o L oldugundan

(LUR)(LUR) (LoLYU(LoR)U(RoL)U(RR)

LUL-R)U(LoR)UR
= LoR

(LUR)o(LoR) = [Lo(LoR)U[R(LoR)]=LoR

ve
(LUR)U(LoR)=LU[RU (LoR)|=LoR

oldugu elde edilir. Dolayisiyla Vn =2 igin (LUR)" = Lo R dir. O halde
D = LoRolur.

Ayrica £ ve R denklik bagintilarinin arakesiti de bir denklik bagintist olup
bu denklik bagintisina H—Green bagintist denir, yani

H=LNR
dir.

Bir S yarigrubu tizerindeki L—, R—, H —, D — ve 3—Green bagintilari igin
15
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Is,CHCSLREDESICSSXS

olup bu bagntilarin aralarindaki iliski asagidaki diyagram ile ifade edilebilir ve bu
diyagrama Hasse diyagrami denir.

SxS§

(5

H

Is

Sekil 2.1. Green denklik bagintilarinin Hasse diyagrami

Onerme 2.3.6. Shirgrupise H =L =R=D =3 =S x S dir.

ispat: Va,b € S icin (ab™")b = a ve (ba~Y)a = b oldugundan Onerme 2.3.2.
den (a,b) € L dir. Boylece SXS S L olup L =S5 xS olur. Benzer sekilde
R=S5S%xS oldugu gosterilir ve boylece H=LNR ve D=LoR
oldugundan H = L =R =D = § X S olur. Ayrica (a,b) € S X S ise SaS =S ve
SbhS = S olup (a, b) € T olur ve boylece I =S X S dir. m

Onerme 2.3.7. S degismeli bir yarigrup ise H = £L = R = D dir.
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Ispat: (a,b) € £ olsun. O zaman Onerme 2.3.2. den xb = a ve ya = b olacak
sekilde x,y € ST vardir. Dolayisiyla S degismeli oldugundan ay = b ve bx = a
olacak sekilde x,y € St vardir ve Onerme 2.3.2. den (a,b) € R olur. Bdylece
L € R dir. Benzer sekilde R € L olup £L = R dir ve boylece H =LNR =L =R
veD =LoR =L=2R oldugu elde edilir. m

S bir yarigrup ve a €S olsun. a y1 igeren H-, L—, R—, D- ve J-Green
denklik simiflari sirastyla H,, L,, Ry, D, Ve J, ile gosterilir. Boylece herhangi iki

a,b €S igin

StacS'h=>L, <L,
aS' € bS' = R, <R,

SlaStc SpSt =, <],

seklinde S / L S / R Ve S /S iizerinde bir siralama bagintis1 tanimlanabilir.

S bir yarigrup ve a,b € S olmak iizere

H, S L, S D,
H, SR, S D,
H,=Lg,NR,
ve

aDb © R, NL, +#0@ S L,NR, + 0

oldugu aciktir. Boylece bir D- Green denklik smifi, ayrik £- Green denklik

smiflarinin ve ayrik R-Green denklik siniflarinin bir birlesimidir. Dolayisiyla bir

17
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D-sinifi, her satir1 bir R—-sinifini, her siitunu bir L-simifin1 ve her hiicresi de bir

H-sinifin1 temsil eden bir eggbox olarak diistiniilmiistiir.

Sekil 2.2. Bir D-Green denklik sinifi

Teorem 2.3.8. (Green Teoremi) S bir yarigrup ve a, b, s, t,u, v € S olsun.
1) aRbiseas =bvebt = a olmak iizere

psiLq = Lp
X — XS

pe:Llp = Lg
X — xt

olarak tamimlanan p, ve p, doniisimleri birer bijeksiyon olup birbirlerinin

tersidirler. Ayrica ps ve p; doniisiimleri bir H-sinifin1 yine bir H-sinifina birebir
eslerler.

i) a Lbise ua = b ve vb = a olmak lizere

Au:Ra g Rb
yr—uy
18
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Av:Rb d Ra
y—=vy

olarak tanimlanan A, ve A4, doniisiimleri birer bijeksiyon olup birbirlerinin

tersidirler. Ayrica ps ve p; doniisiimleri bir H-sinifin1 yine bir H-sinifina birebir

eslerler.

Ispat: Howie (1995), Lemma 2.2.1. ve Lemma 2.2.2. m

Lemma 2.3.9. Ayn1 D-sinifindaki herhangi iki H -sinifi (L-sinifi ve R-sinif1) esit
sayida eleman igerir. Yani (a,b) € D ise |H,| = [Hy| ( |Lgl = |Lp| Ve |Ry| =
|Rp| ) olur.

Ispat: Howie (1995), Lemma 2.2.3. m

Teorem 2.3.10. S bir yarigrup olsun. Eger H, S de bir H -sinifi ise H bir gruptur ya
daH?NnH = @ olur.

Ispat: Howie (1995), Teorem 2.2.5. m

Sonug 2.3.11. S bir yarigrup ve e € S bir idempotent eleman olsun. O zaman H,, S

nin bir alt grubudur. m

Sonu¢ 2.3.12. S bir yarigrup olsun. S nin bir H smifinda en fazla bir tane

idempotent vardir. m
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2.4. Doguray Kiimeleri
Tamim 2.4.1. S bir yarigrup ve X kiimesi de, S nin bostan farkli bir alt kiimesi
olsun. S nin X kiimesini igeren en kiigiik alt yarigrubuna S yarigrubunun X
tarafindan dogurulan alt yarigrubu denir ve (X) ile gosterilir.

S bir yarigrup ve X kiimesi de S nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. O

Zaman

X)=n{T:XST,T<S}

dir. Ayrica, (X) alt yarigrubu X {izerindeki tiim sonlu garpimlarin kiimesi, yani

(X) = {x1%5 ... x5p: 1 € Z¥VE X1, X3, ..., X, € X}

seklindedir.
S bir yarigrup ve X ile Y de S nin bostan farkli iki alt kiimesi olsun. Eger
X cYise(X) < (Y)olur.

Tamim 2.4.2. S bir yarigrup olsun. (X) = S olacak sekilde S nin bostan farkli bir X
alt kiimesi var ise X kiimesine S nin bir doguray kiimesi, X kiimesinin
elemanlarina S nin doguraylar: ve S ye de X tarafindan dogurulan yarigrup denir.

Eger (X) = S olacak sekilde S yarigrubunun bostan farkli sonlu bir X alt
kiimesi varsa S yarigrubuna sonlu dogurayli yarigrup denir. Ozel olarak S bir sonlu
yarigrup ise S = (S) oldugundan S yarigrubu bir sonlu dogurayli yarigruptur.
Ayrica ({a}) =S olacak sekilde bir a € S var ise S yarigrubuna monojenik

yarigrup denir ve S = (a) seklinde yazilir.

Tamm 2.4.3. S bir yarigrup olsun. Eger (X) = S olacak sekilde E(S) nin bostan

farkl1 bir X alt kiimesi var ise X kiimesine S nin bir idempotent doguray kiimesi, X
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kiimesinin elemanlarina S yarigrubunun idempotent doguraylar: ve S yarigrubuna
da idempotent dogurayli yarigrup denir. Eger X sonlu bir kiime ise S yarigrubuna

sonlu idempotent dogurayli yarigrup denir.

Tamim 2.4.4. S bir yarigrup ve G de S nin belirli bir alt kiimesi olsun. Eger
(X U G) = S olacak sekilde S nin bostan farkli bir X alt kiimesi var ise X kiimesine

modulo G ye gore S yarigrubunun bir gérece doguray kiimesi denir.

Tamim 2.4.5. S bir yarigrup ve G de S nin belirli bir alt kiimesi olsun. Eger
(X U G) = S olacak sekilde E(S) nin bostan farkli bir X alt kiimesi var ise X
kiimesine modulo G ye gore S yarigrubunun bir gérece idempotent doguray kiimesi

denir.
Tamim 2.4.6. S, sonlu dogurayli bir yarigrup olmak {izere
min{|X|: (X) =Sve X € S}

sayisina S yarigrubunun rank: denir ve rank(S) ile gosterilir. Ayrica, S nin
rank(S) elemanli bir doguray kiimesine de S yarigrubunun minimal doguray
kiimesi denir.

Eger S sonlu idempotent dogurayli bir yarigrup ise

min{|X|: (X) = Sve X € E(S)}

sayisina S yarigrubunun idempotent ranki denir ve idrank(S) ile gosterilir.

Tamm 2.4.7. S, sonlu dogurayli bir yarigrup ve G de S nin belirli bir alt kiimesi

olmak tlizere
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min{|X[:(XUG) =Sve X € S}

sayisina modulo G ye goére S yarigrubunun gérece rank: denir ve rerank(S, G) ile
gosterilir.
Eger S sonlu idempotent dogurayli bir yarigrup ve G de S nin belirli bir alt

kiimesi ise

min{|X|: (X UG) =Sve X C E(S)}

sayisina modulo G ye gore S yarigrubunun gérece idempotent rank: denir ve

idrerank(S, @) ile gosterilir.

Teorem 2.4.8. S bir yarigrup ve T < S olsun. S\ T, S nin bir ideali ise S nin her
doguray kiimesi X i¢in X N T de T nin bir doguray kiimesidir.

spat: Bir X €S icin (X) =S olsun. t €T alalim. O zaman t € S olup t =
Xq e Xj_1XiXj4q1 - Xn Olacak sekilde xq, ..., x, € X vardir. Eger bir 1 <i < n i¢in
x; ES\Tolsaydiy = x4 ...x;_q V€ Z = Xj,q1 ... X, Olmak lizere t =yx;z€ S\T
celiskisi elde edilir. O halde her 1 < i < niginxy,...,x, € Tolup x4, ...,x, EX N

T olur. Béylecet = x; ...x, € (X N T) oldugundan T = (X N T) olur. m
2.5. Doniisiim Yarigruplari

Ikinci kistmda herhangi bir X kiimesi {izerindeki tiim bagmtilarmn kiimesini
By ile gostermistik. Simdi By tizerinde bir ikili islem tanimlayalim.

Her a, B € By igin

af ={(x,y) EXxX:z€ Xicin (x,z) €Eave (z,y) € [}
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seklinde tanimlanan carpma islemi ile By bir yarigruptur. Bu yarigruba X

tizerindeki bagintilar yarigrubu denir. Ayrica

1y = {(x,x):x € X}

bagintis1 By in birim eleman1 olup By bir monoiddir.

Py = {a € Bx: Vx € X i¢in |xa| < 1} kiimesi, By in bir alt yarigrubudur.
Gergekten a, § € Py olsun. O zaman her x € X i¢in |xa| = 0 ise |x(aB)| = 0 olur.
Eger |xa| =1 ise (x,y) € a olacak sekilde bir tek y € X vardir. |ya| <1
oldugundan |x(aB)| = |yB| <1 olup Py bir yarigruptur ve bu yarigruba X
tizerindeki kismi doniisiimler yarigrubu denir.

Ty = {@ € By: Vx € X i¢in |xa| = 1} kiimesi By in bir alt yarigrubudur.
Gergekten a, 8 € Ty olsun. O zaman her x € X icin (x,y)€a ( (x,y) Ea
yerine xa = y de yazilir.) olacak sekilde bir tek y € X ve (y, z) € B olacak sekilde
bir tek z € X vardir. Boylece (x,z) € af yani |x(af)| = 1 olup Ty bir yarigruptur
ve bu yarigruba X tizerindeki tam doniisiimler yarigrubu denir.

Buradan a € Py i¢in @ € dom(a) € X ve dom(a) = X ise a € Ty olur.

Ayrica @ € Py, x € dom(a) ve xa = {y} ise genel olarak xa = y seklinde

yazilir. Boylece

dom(a) = {x:3y € Xi¢inxa =y}
im(e) = {y:3x € Xiginxa =y}

seklinde de ifade edilebilir.

Tanm 2.5.1. a € Ty icin |[xa™!| = 1 ise a ya bir permiitasyon denir. X kiimesi

tizerindeki tlim permiitasyonlarin kiimesi Sy ile gosterilir. Sy, Ty in bir alt
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yarigrubudur ve Sy bir grup olup bu gruba simetrik grup veya permiitasyonlar
grubu denir.

Boylece yukaridaki tanimlardan

Sy < Ty < Py < By

oldugu elde edilir.

Onerme 2.5.2. ¢, ¢ € Py olsun. O zaman

i) dom(p¢) = [ime N domep]ep~?!
i) im(@¢) = [imp N domep]d

dir.

Ispat: i) x € dom(p¢) olsun. O zaman (x,y) € @¢ olacak sekilde bir y € X
vardir. O halde (x,z) € ¢ Ve (z,y) € ¢ olacak sekilde bir z € X vardir. Boylece
z € im@ N dom¢ olup (z,x) € ¢! oldugundan x € [img N domg]e~1 olur.
Tersi de benzer sekilde gosterilir.

ii) y € im(p¢) olsun. O halde (x,y) € p¢p olacak sekilde bir x € X vardir.
Boylece (x,z) € ¢ ve (z,y) € ¢ olacak sekilde bir z € X vardir. Dolayisiyla
z € im@p N dome olup (z,y) € ¢ oldugundan y € [im¢p N dome]¢ olur. Tersi de

benzer sekilde gosterilir. m
Tamim 2.5.3. S bir yarigrup ve X = S olsun. Her a € S igin p,: X — X doniisiimii

Vx € X i¢in xp, = xa seklinde tanimlansin. O zaman kolayca goriilecegi gibi

Pa € Tx olur.
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Teorem 2.5.4. (Cayley Teoremi) Her yarigrup bir tam doniisiimler yarigrubunun

bir homomorfik imajidir.

Ispat: S bir yarigrup ve X = S* olsun. Tamim 2.5.3 deki notasyonlarla hera € S
icin ¢: S — Ty doniisiimiini a¢p = p, olarak tanmimlayalim. O zaman her a,b € S

i¢in

a=b = VxeXicinxa=xb
= Vx € Xicinxp, = xpp

> ap = bo
olup ¢ iyi tanimlidir. Simdi
ap =bp = Pa = Pb
= 0Ozelolarak 1p, = 1p,
> a=>b

olur ve boylece ¢ birebirdir. Son olarak her a,b € S ve her x € X igin

x(papp) = (Xpa)py = (xa)pp = xab = xpgp

olup (ab)¢ = (a¢)(b¢) olur. Boylece ¢ bir monomorfizmadir, yani S, Ty in bir

homomorfik imajidir. m

Bu galisma boyunca sonlu bir X = X,, = {1, ...,n} kiimesini ele alacagiz ve

bu durumda By, Py, Ty ve Sy yerine sirastyla By, P, T,, ve S,, yazilir.

Tamm 2.5.5. Permiitasyon olmayan tam doniisiimler yarigrubunun elemanlarina

singiiler doniigiim denir ve tim singiiler doniistimlerin kiimesi ST, ile gosterilir.
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Tamim 2.5.6. S,, permiitasyonlar grubunda ¢ift permiitasyonlarin kiimesi S,, nin bir

alt grubudur, bu alt gruba alterne grup denir ve A,, ile gosterilir.

Onerme 2.5.7. @ € P, olsun. a nin bir idempotent olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Vx € im(a) i¢in xa = x olmasidir.

Ispat: (=) a € P, bir idempotent olsun. Kabul edelim ki bir x € im(a) icin

xa # x olsun. O halde bir x # y € X,, i¢in ya = x olup

ya? = (ya)a = xa # x = ya
olur. Bu ise @ nin bir idempotent olmasi ile ¢elisir. Boylece Vx € im() icin xa =
x olmaldir.
(&) a € B, ve Vx € im(a) igin xa = x olsun. O halde Vx € im(a) S dom(a)
icin

xa? = (xa)a = xa

ve Vy € dom(a)\im(a) i¢in ya = x olacak sekilde bir x € im(a) vardir ve

bdylece

ya? = (ya)a = xa = x = ya

olup a bir idempotenttir. m

Tanim 2.5.8. a € P, olmak iizere

h(a) = |im(a)|
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sayisina a nin yiiksekligi denir.

Tamim 2.5.9. Her a € P, igin

ker(a) = {(xy) € X, X X;,;: (x,y € dom(a) ve xa = ya) veya
(x,y € Xp\dom(a))}

seklinde tanimlanan ker(a) bagintisina @ nin ¢ekirdegi denir. Ozel olarak; a € T,

i¢cin
ker(a) = {(x,y) € X;, X X;;: xa = ya}
olur.

Her ¢ € P, i¢in ker(a) nin dom(a) lizerinde bir denklik bagmtisi oldugu

kolayca gosterilebilir. Bu denklik bagintisinin denklik siniflariin kiimesi
{xa™1:x € im(a)}
olur. Ayrica bu kiimenin dom(a) nin bir pargalanisi oldugu agiktir. Dolayisiyla
{xa~t:x € im(a)} U {X,, \ dom(a)}
ailesi X, nin bir pargalanist olur. Yani a € B, i¢in im(a) = {ay,a,, ..., a,}
(1<r<n)olsun. 4; = a;a7},..., A, = a,a”! olmak iizere {xat:x € im(a)}
ailesi dom(a) nin bir pargalanist oldugundan {44, ...,A,}, dom(a) nin bir

pargalanist olur. Eger a € T,, ise dom(a) = X,, olup {44, ...,4,}, X, nin bir

pargalanisi olur.
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a € B, i¢inim(a) = {ay,a;, ..,a,} (1 <r <n)ise 4; = a;a™1,..., A, =

ara”t ve Ay = X, \ (UZ14;) = X, \ dom(a) olmak iizere

a = (Al Ar Ar+1)
a; = a, —

seklinde yazilir. Bu durumda ker(a) = UIZ1(4; x 4;) olur. Eger a € T, ise

dom(a) = X,, olup

seklinde yazilir ve bu durumda ker(a) = Ul-; (4; X 4;) olur. Ayrica agik¢a a nin
bir idempotent olmasi icin gerek ve yeter kosul V 1 < i < r igin q; € A; olmasidir.

Bundan  sonra  genelligi  bozmaksizn a €P, ise a i

o= (Al A Ar“) formunda ve a € T, ise @ y1 @ = (A1 AT) formunda
a - Qar — a; - Qr
yazacagiz.
Ornegin;

(G378 Den

N U1

icin im(a) = {2,4}, 4; = 2a™ ={1,2,5}, 4, = 4a~! = {4,6} ve 4; = {3,7} olup

az({L;,s} {446} 67

seklinde yazilir. Ustelik a bir idempotenttir.
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a € B, ise X, \dom(a) #® olup codom(a) = X,, \ dom(a) olarak

tanimlanir.

Tamm 2.5.10. n,r € Z* igin r < n olmak iizere x; = --- = x,- = 1 olacak sekilde
X1 + -+ x, =n denkleminin tiim tamsay1 ¢6ziimlerinin kiimesini P.(n) ile
gosterelim ve p,-(n) = |B.(n)| olsun. Eger (nq,..,n,) r-lisi x; + - +x.=n
denkleminin bir ¢oziimii ise o zaman (n4, ...,n,.) ye nnin bir r- li parcalanisi

denir. Bu durumda n nin r- li pargalaniglarinin sayisi p,-(n) olur.

Tamm 2.5.11. {A, ..., A} ve {By, ..., B} X; nin iki - li parcalanisi olsun. Eger

herbir1 <i <rig¢in

|4il = |Bic |

olacak sekilde bir g € S, permiitasyonu var ise {44, ..., A} ile {By, ..., B/} ye aym

tipte par¢alanislar denir.

Tamm 2.5.12. {44, ..., A} X, nin bir r- li pargalanigi olsun. Eger

Ay] = = |4,]

ise {44, ..., A} ye X,, nin bir swralir- i par¢alanist denir ve (44, ..., A, seklinde

yazilir.
Tamm 2.5.13. @ € T,, olsun. O zaman (|44l .-, |47¢|) 1 Nin bir r- 1i pargalanist

olacak sekilde bir o € S, permiitasyonu vardir. Bu durumda (|444|, ..., |4y¢]) Ya @

nin parg¢alanist denir ve part(a) ile gosterilir. Yani
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part(“) = (lAlalv oy |Ara|)

olur.

6) € Tg elemant i¢in part(a) y1 bulahm.

(")rnek2.5.14.a=(§ 3 3 5 E &

(3 33119-0 % )

seklinde yazalim. Daha sonra A;={1}, A, = {2,3} ve A; = {4,5,6} olmak {izere
(JA161, 14261, 14351) = (3,2,1) , 6 min 3 li pargalanisi olacak sekilde o =

(123

3 9 1) € S; permiitasyonu vardir. Boylece part(a) = (3,2,1) olur.

Tanmim 2515 a€PB, ve |codom(a)|=|A,41]/=s olsun. O zaman
(JAi6l, s 1Ayg]) m—s nin bir r - li pargalanmisi olacak sekilde bir o € S,
permiitasyonu vardir. Bu durumda (|414], .-, |476]:14741]) Ya a nin co-

pargalanist denir ve copart(a) ile gosterilir. Yani
copart(a) = (lAlo'lv sy |Ar0'|: |Ar+1|)

olur. Ayrica |codom(a)| = |4,41] =5=0 1ise notasyon kolayligi i¢in
copart(a) = (|A15l, ) |Arg]: 0) , part(a) olarak alimir. Bagka bir deyisle
copart(a) = part(a) olur.

Ornek 2.5.16. a =( i g E E

Z) € P, elemanm igin copart(a) yi

w N

1
3

bulalim.
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e=(; 5162 P=(7 QU1 B

seklinde yazalim. |codom(a)| = |44] = s = 2. Daha sonra A;={1,2}, 4, = {3},

As ={4,7} ve A, = {5,6} olmak iizere (|A14l, |A25], |435]) = (2,2,1), n—s=

7—2=5 in bir 3 1i parcalamis1i olacak sekilde 0=(1 g 3)653

permiitasyonu vardir. Béylece copart(a) = (2,2,1:2) olur.
n,r € Z* ve n > r ise n elemanh bir kiimeden r elemanli bir kiimeye

tanimli 6rten fonksiyon sayisi

r—1
r
D0 (p) @ -
k=0
seklindedir.

Tanim 2.5.17.n,r € Z* ve n > r olsun. O zaman

r—1

S(1) = }[Z 0 () & - k)”]

k=0

sayisina 2. Tip Stirling sayisi denir.
Dikkat edilirse S(n,1) = S(n,n) = 1 dir. Ayrica 2 <r <n —1ig¢in

Sn,r)=S(n—-1,r—1)+rS(n—1,7)

indirgeme bagintis1 saglanir.
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S(n,r) r=1 r=2 r=3 r=4
n=1 1

n=2 1 1

n=3 1 3 1

n=4 1 7 6 1

Sekil 2.3. Bazi 2. Tip Stirling sayilari

Onerme 2.5.18. @, 8 € P, olsun. O halde

i) dom(apB) € dom(a)
i) im(ap) € im(B)
iii) ker(a) < ker(ap)

olur.

Ispat: i) x € dom(af) olsun. O halde x(aff) = y olacak sekilde y € X,, vardr.
x(af) =y = (xa)pB olup xa € dom(f) S X,, ve dolayisiyla x € dom(a) olur.
Boylece dom(af) S dom(a) oldugu elde edilir.

i) x € im(ap) olsun. O halde y(aB) = x olacak sekilde y € X,, vardir. x =
y(aB) = (ya)B olup x € im(B) olur. Boylece im(af) € im(B) oldugu elde
edilir.

iii) (x,y) € ker(a) olsun. O halde (x,y € dom(a) ve xa = ya) veya (x,y €
codom(a)) olur. 1. durumda; x,y € dom(a) ve xa = ya ise (xa)B = (ya)B,
yani x(af) = y(af) olur. Eger xa,ya € dom(f) ise x,y € dom(af) olup
(x,y) € ker(af) olur. Eger xa,ya & dom(f) ise x,y € codom(af) olup
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(x,v) € ker(ap) olur. 2. durumda; x,y € codom(a) ise x,y € codom(af) olup
(x,v) € ker(ap) olur. Boylece ker(a) < ker(af) oldugu elde edilir. m

Teorem 2.5.19. Her a, 8 € B, igin

i) aflpf < im(a)=im(B)

i) aRp e ker(a) = ker(B) ve dom(a) = dom(p)

iii) aD B < h(a) =h(p)

V) aH f < im(a) =im(B), ker(a) = ker(B) ve dom(a) = dom(B)
olur.
Ispat: Ganyushkin ve Mazorchuk (2009), Theorem 4.5.1. m
Teorem 2.5.20. Her a, § € T,, igin

i) aflpf < im(a)=im(p)

i) aRp < ker(a) = ker(B)

iii) aDp < h(a)=h(p)

iv) aH B < im(a) = im(p) ve ker(a) = ker(fB)
olur.

ispat: Ganyushkin ve Mazorchuk (2009), Theorem 4.5.1. m

Boylece P, de n + 1 tane D—Green smifi vardir. Bunlar, her 0 <r <n

i¢in
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DF ={a € P, : h(a) =1}

seklinde olur.
a € B, olsun. Eger |[dom(a)| = k ve h(a) = r ise k > r olur. Boylece her

1<r<k<nign
[k, 7] = {a € B,: |dom(a)| = k ve h(a) = r}

seklinde tammlayalim. Béylece Df = U%_,.[k,r] ve ozel olarak DX_; =
[n—1,n—1]U [n,n— 1] olur.

Benzer sekilde, T;, de n tane D—Green sinifi vardir. Bunlar, her 1 <r <n
i¢in

DI ={a € T, : h(a) = 1}

seklindedir.

Onerme 2.5.21.

i) 0 <7 <n olmak iizere P, nin DF sinifi, (rrl) tane L—Green sinifi ve
S(n+ 1,7 + 1) tane R-Green sinifi igerir.
ii) 1<r7r<n olmak iizere T,, nin DI smnfi, (rrl) tane £—Green smifi

ve S(n,r) tane R—Green sinifi igerir.
Ispat: Ganyushkin ve Mazorchuk (2009), Proposition 4.6.3 ve Proposition 4.6.4. m
Ornek 2.5.22. T; iin 3 tane D—Green sinifi vardir, bunlar

DI sinifinda (2) tane £L-Green smifi ve S(3,3) tane R—Green sinifi olup
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olur.

D§=S3

DI sinifinda (g) tane L—Green smifi ve S(3,2) tane R—Green smifi vardir. DY

siifindaki elemanlar asagidaki tabloda gosterilmistir.

DY L2y Ly 3 Lz3
el (19 | G319 D
29 | 6y L)
o GTD | G319 D
2y | 62y L)
ol 61D | G 0D
2 ey )

Sekil 2.4. Ty Gn DI sinifi

DT simfinda (i) tane L-Green smifi ve S(3,1) tane R—Green smifi vardir. DT

siifinda 3 eleman vardir ve bu elemanlar agagidaki tabloda gosterilmistir.

Df Lgy Lz L
Foza G171 (2 2 2) (55 3)

Sekil 2.5. T; Gn DT sinifi
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Ornek 2.5.23. P; iin D simifin1 inceleyelim.
D} sinifinda (3) tane L—Green sinifi ve S(4,3) tane R—Green sinifi vardir.
Sekil 2.4. deki T; iin DI siifi elemanlar1 DY sinifinin da elemanlaridir. Ayrica Py

iin elemanlarindan yiiksekligi 2 olan elemanlar vardir. Bu elemanlar asagidaki

tabloda gosterilmistir.

Df Liz) Livs) Les
R | (2D | CZD | G2
O 1) G2 2
Wm | (2D | CZD | G2
12 G 13 (2 3
Fom | (1) G 13 (2 3
(222 (G35 G 32
| (39| G19 | GO
12 12 G2 2
| (2D | CZD | G2
CRN CR 523
o | (29 | (29 G
C2 €37 C352

Sekil 2.6. P; n DY sinifi
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Teorem 2.5.24.

i) 0 <7 <nolmak iizere P, nin D smifinin her bir H-Green simfi 7!
tane eleman igerir.
ii) 1 <7 <nolmak iizere T, nin DI simfinn her bir H~Green smfi 7!

tane eleman igerir.

Ispat: Ganyushkin ve Mazorchuk (2009), Theorem 4.6.6. m

2.6. K, , ve PK, , Yangruplar
Bu kisimda T, nin alt yarigrubu K,, ,- ve B, nin alt yarigrubu PK,, .. ile ilgili

tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.6.1. 1 < r < nigin

Koy = {a€T;:h(a)<r},
PK,, , {a € B;:h(a) <1}

seklinde tanimlidir. Herhangi iki a,f € B, i¢in im(af) S im(B) ve T, < P,
oldugundan K, , ve PK,, sirasiyla T, ve P, nin alt yarigrubudur. Ustelik birer
idealdir. Ayrica

Kpn =Ty Knpn—1 =ST,ve PK,, =B,

dir.
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Teorem2.6.2.2<r <n-1ve a,f € PK,, i¢in

i) aLlLp < im(a)=im(B)

i) aRp < ker(a) = ker(B) ve dom(a) = dom(p)

iii) aD B < h(a) =h(p)

iv) aH B < im(a) =im(B), ker(a) = ker(B) ve dom(a) = dom(p)

olur.

Ispat: 2 <r <n—1olsun.
1) (®)a,p €PK,,icin a LF olsun. O zaman a = Af ve f = ya olacak sekilde
Ay € PKn,r1 vardir. @, € P, oldugundan

im(a) = im(4B) € im(B) ve im(B) = im(ya) S im(a)

olup im(a) = im(p) olur.

(€) a,p € PK,,, i¢in im(a) = im(B) olsun. 2 < k < r i¢in im(a) = im(p) =
{a;, ..., ai} diyelim. O zaman dom(a) nin bir {A,,..., Ay} pargalanisi ve
dom(pB) nin bir {By, ..., By} parcalams1 vardir, Ag,, = X,\dom(a) = codom(a)

ve By, = X, \dom(f) = codom(p) olmak iizere

v (A1 v Ay Ak+1) Ve = (31 o By Bk+1)
a, - ag — a, - ap -—

seklinde yazilir. Simdi 1 <i <k i¢in b; € A; ve c¢; € B; olmak iizere A ve y

dondsiimlerini
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seklinde tanimlayalim. Boylece 4,y € PK,,,- olup a = Af ve § = ya olur. Boylece
alf dir.
ii) (®) a,p € PK,, icin a R olsun. O halde @ = A ve B = ay olacak sekilde

Ay € PK,,," vardir. a, € P, oldugundan
ker(a) € ker(ay) = ker(p) ve ker(B) < ker(B2) = ker(a)
olup ker(a) = ker(p) olur. Ayrica
dom(a) = dom(B1) < dom(B) ve dom(B) = dom(ay) < dom(«)
olup dom(a) = dom(p) olur.
(€) a, B € PK,,, igin ker(a) = ker(f) ve dom(a) = dom(f) olsun. O zaman

bir 2<k <r i¢in Ag;; = X,\dom(a) = codom(a) olmak {iizere ker(a) =

ker(8) = UKL(4; x 4p), im(a) = {ay, ..., a,}veim(B) = {by, ..., by} icin

_ (A1 Ak Ak+1) _(Al e Ak Ak+1>
a_(al A — Veﬁ_ bl bk —

seklinde yazilir. Simdi A ve y doniisiimlerini

a; x=bl-, i=1,...,k

xA = { :
a;  x € X,\{by, ..., by}

X _{bi X = ay, i=1,...,k
14 b, xe€X,\{aq,...,a;}

seklinde tanimlayalim. Yani
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A:(bl w by Xn\{bl,...,bk}),

al aen ak al

_(a1 o Qg Xn\{al,---,ak})
Y = b1 bk bl

ise A,y € PK,, olup @ = fAve f = ay olur. Boylece a R f dir.
iii)()2<r<n-1vea,p € PK,, icina D f olsun. O zaman (a,B) € Lo R

olupa Ly ve y R p olacak sekilde bir y € PK,, ,. vardir. Béylece i) ve ii) den
im(a) = im(y), ker(y) = ker(B) ve dom(y) = dom(p)
olup h(a) = |im(a)| = [im(y)| = [im(B)| = h(B) olur.

(&) a,B € PK,,, icin h(a) = h(B) olsun. O zaman bir 2 < k <7 i¢in Ag4q =
X,\dom(a) = codom(a) ve Bi;; = X,\dom(8) = codom(f) olmak {izere

by - by —

seklindedir. Simdi y kismi doniisimini her 1 <i < k i¢in B;y = a; seklinde

tanimlayalim. Yani

(B B Ben)
=g - a, 5

ise ¥y € PK,, olur. Ustelik

im(a) = im(y), ker(y) = ker(B) ve dom(y) = dom(p)
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olupi)veii)dena Ly ve y RS olur. Boylece (a,8) € LoRolupa D B olur.

iV) H = L N R oldugundan istenilen sonug elde edilir. m
Teorem2.63.2<r<n-1vea,f € K,, i¢in

i) aLlp e im(a)=im(B)

i) aRpB < ker(a) = ker(B)

iiil) aD B < h(a) =h(B)

iv) aH B < im(a) =im(B) ve ker(a) = ker(B)

olur.

Ispat: 2 <r <n—1olsun.
i) (®) a,f €Ky, i¢cin a LB olsun. O zaman a = A ve f = ya olacak sekilde

Ay € Kn,T1 vardir. a, 8 € T, oldugundan

im(a) = im(4B) € im(B) ve im(B) = im(ya) S im(a)

olup im(a) = im(p) olur.
(€) a, B € K, igin im(a) = im(f) olsun. O zaman bir 2 < k < r i¢in im(a) =
im(B) = {ay, ..., ay}olsun. Boylece {4, ..., Ay}, dom(a) nin bir pargalanis1 ve

{Bi, ..., By}, dom(pB) nin bir pargalanisi olmak {izere
- (A1 Ak) vep = (31 Bk)
a; - ag a; - ag

seklinde yazilir. Simdi 1 <i <k icin b; € A; ve c; € B; olmak iizere 4 ve y

dontigiimlerini her 1 < i < k i¢in A;A = ¢; ve B;A = b; olarak tanimlayalim. Yani
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_ (A1 - Ag _(B1 Bk)
= (e e)ver=Go

ise 4,y € K, olup a = Af ve f = ya olur. Bdylece a L 8 dur.

i) (=) a,B €K,, icina R p olsun. O zaman a = BAve § = ay olacak sekilde

Ay € Kn‘r1 vardir. a,f € T, oldugundan
ker(a) € ker(ay) = ker(B) ve ker(f) S ker(BA) = ker(a)

olup ker(a) = ker(p) olur.
(&) a,p €K,, i¢in ker(a) =ker(B) olsun. O zaman bir 2 <k <r icin

ker(a) = ker(B) = UX_,(4; x 4;) diyelim. Boylece im(a) = {a;, .., ax} ve
im(B) = {by, ..., by} olmak lizere

(A - Ay y (,41 Ak)
«= (o = ar)er=lo
seklinde yazilir. Simdi A ve y déniigiimlerini

a; X=bi, i=1,...,k

- |
*Zla,  x € X, \{by, ..., b}

X _{bi X = a, i=1,...,k
14 b1 X EXn\{al,...,ak}

seklinde tanimlayalim. Yani

1= (bl bk Xn\{blr 'bk})
al e ak al !
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_(a1 e Qg Xn\{av---'ak})
Y = bl bk b1

ise L,y € K, olup a = fAve f = ay olur. Béylece a R [ dur.
iii) (®) a,p €Ky, icin a DB olsun. O zaman (a,f) € LoR olup a Ly ve
Yy Rf olacak sekilde bir y € K, - vardir. Boylece i) ve ii) den im(a) = im(y) ve

ker(y) = ker(p) olup h(a) = |im(a)| = [im(y)| = [im(B)| = h(p) olur.
(¢) a,p € K, i¢in h(a) = h(B) olsun. O zaman bir 2 < k < r i¢in

(A e Ay _(31 Bk)
= (o T ar)ver = I

seklinde yazilir. Simdi y donlsimi her 1 <i <k i¢cin B;y = a; seklinde

tanimlayalim. Yani

ise y € Ky, olur. Ustelik

im(a) = im(y) ve ker(y) = ker(p)
olupi)veii)dena Ly ve y RS olur. Boylece (a,) € Lo R olup a D g olur.
iV) H = L N R oldugundan istenilen sonug elde edilir. m

Boylece asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonu¢ 2.6.4. 2 <7 <n—1 olmak iizere PK,, nin r + 1 tane D-Green smfi

vardir. Bunlar 0 < k < r olmak tlizere
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Df ={a € PK,, : h(a) = k}

seklindedir. Benzer sekilde 2 < r < n — 1 olmak iizere K,,,- nin r tane D—Green

sinifi vardir. Bunlar 1 < k < r olmak iizere
DI = {a € Kyt h(a) = k}
seklindedir.

Evseen ve Podran (1972), 2 < r < n — 1 olmak tizere T,, deki D-Green

sinifi DT nin, kendi idempotentleri tarafindan doguruldugunu géstermislerdir.

Lemma 2.6.5. r < n — 2 olmak tizere a, T,, nin yiiksekligi  olan bir elemani

olsun. O zaman a = By olacak sekilde ytiksekligi  + 1 olan 8,y € T, vardir.
Ispat: Howie ve McFadden (1990), Lemma 4. m

Howie ve McFadden (1990), bu lemmanin bir sonucu olarak, 2 < r <n —
1i¢in Ky, = (E(DF)) oldugunu gsterdiler. K, - de herhangi bir « € Df (1 <k <
r) doniisimii yiiksekligi k dan kiiciik olan doniisiimlerin bir ¢arpimi seklinde
yazilamaz. Bundan sonra K, - nin bir doguray kiimesini arastirirken sadece K, -
deki D-Green smifi DT nin alt kiimelerini ele almak yeterlidir. Béylece D nin bir
A alt kiimesinin K, ,- nin bir doguray kiimesi olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul
E(DI) € (A) olmasidir. Ayrica kolaylig1 saglamak igin 3. Boliimde Teorem 3.3. iin
ispatinda D] nin bir A4 alt kiimesinin K, nin bir doguray kiimesi oldugunu

gdstermek icin DI € (A) oldugunu ispatlayacagiz.

Teorem 2.6.6. 2 <r < n —1i¢in K, , yarigrubunun rank1 S(n,r) dir.
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Ispat: Howie ve McFadden (1990), Theorem 5. m

Py ile X471 = X, U{n+ 1} kiimesi tizerinde tanimh (n+ 1)a =n+1
olacak sekildeki tiim a tam doniisiimlerinin kiimesini gosterelim. Vagner (1956)
in ¢ok iyi bilinen bir sonucuna gére P, kiimesi T, yarigrubunun bir alt
yarigrubudur ve P, ile Py arasinda bir izomorfizm vardir. Vagner (1956)’ in
sonucu, Garba (1990), Theorem 2.1’ de soyle ifade edilmistir. Herhangi bir a € B,

icin a”: Xp,1q = Xp4q dOniisimil

xa, x € dom(a)
n+1, x¢&dom(a)

xa* = {
seklinde tanmimlaniyor. O zaman a* € By dir. Ayrica Va € P, i¢in aff = a*
seklinde tamimlanan f: P, —» P, doniisimi bir izomorfizmdir. Boylece P,
yarigrubundaki bazi problemler bu izomorfizm sayesinde T,, yarigrubundaki gibi
ele alinarak ¢oziilebilir. B, ile P, arasindaki bu izomorfizm Vagner (1956) da
tanimlanmustir ve P, de yiiksekligi 7 (1 < r < n) olan bir elemani P, da yiiksekligi

r + 1 olan bir elemana esler. Buradan asagidaki izomorfizm elde edilir.
PK,, =K"pi1741 = {@ € Py:h(a) <7 +1}.

Ornek 2.6.7. P; da yiiksekligi n olan bir idempotent, ya [n,n — 1] de ya da
[n — 1,n — 1] de bir idempotent olacaktir. S6yle Ki; P3 i¢in

(234123

* v ) 1
1 2 2 4 1 2 2) € P; idempotenti [3,2] deve(1

G é) idempotenti [2,2] de bir idempotenttir.
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Lemma 2.6.8. r < n — 1 olmak iizere «, P, 1n yiiksekligi r olan bir elemani olsun.

O zaman a = By olacak sekilde yiiksekligi » + 1 olan 8,y € Py vardir.

Ispat: Garba (1990), Lemma 2.6. m

Lemma 2.6.9. P; in yiksekligi r olan her elemani, yiiksekligi r olan

idempotentlerinin bir ¢arpimu olarak yazilabilir.

Ispat: Garba (1990), Lemma 2.7. m

2<r<n-—1veD; ={a € B;:h(a) =r }olmak lizere Garba (1990),
Lemma 2.6 ve 2.7’nin bir sonucu olarak K4, = (E(D;)) oldugunu
gostermistir.

P, ile Py arasindaki izomorfizmden dolay1 K, ,- deki gibi K*;, 41,41 in bir
doguray kiimesini arastirirken sadece K*,, 41,41 deki D—Green smifi D7y, in alt
kiimelerini ele almak yeterlidir. Béylece Dy 1 in bir A alt kiimesinin K*;, 1 ;41 in
bir doguray kiimesi olabilmesi igin gerek ve yeter kosul E(D;,,) € (A) olmasidir.
P, ile By arasindaki izomorfizmden, 2<r <n-—1 olmak iizere, PK,,
yarigrubunun bir doguray kiimesini arastirirken sadece PK,,,, deki D—-Green sinifi
DFP nin alt kiimelerini ele almak yeterli olacaktir ve bdylece DF nin bir A alt
kiimesinin PK, , nin bir doguray kiimesi olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul
E(DE) € (A) olmasidir. Ayrica kolayligi saglamak icin 3. Béliimde Teorem 3.3.
iin ispatinda Df nin bir A alt kiimesinin PK,, , nin bir doguray kiimesi oldugunu

gdstermek igin DX € (A) oldugunu ispatlayacagiz.

Teorem 2.6.10. 2 < r < n —1igin PK,, yarigrubunun ranki S(n + 1,7 + 1) dir.

ispat: Garba (1990), Theorem 4.1 ve Theorem 4.2. m
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Simdi K, ;- ve PK,, ;- yarigruplarim kullanarak asagidaki yarigruplari
tanimlayalim.

1<r<nign

Tor = Sn U Kpy
Apy = Ay UKy,
PT,, = S, U PK,,
PA, = A, UPK,,

seklinde tanimlansin.

Diger boliimlerde T, ,- ve PT, , yarigruplarinin her birinin herhangi bir alt
kiimesinin modulo S,, e gore bir (minimal) gorece doguray kiimesi olabilmesi i¢in
gerekli ve yeterli olan kosullar1 bulacagiz. Buna paralel olarak A, , ve PA, ,
yarigruplarinin her birinin herhangi bir alt kiimesinin modulo A, e gore bir
(minimal) gorece doguray kiimesi olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli olan kosullar
verecegiz. Ayrica bu yarigruplarin gorece ranklarini da hesaplayacagiz.

Ayrica D = DI = S, oldugundan sadece 1 <7 <n—1 durumunu ele
alacagiz.

Bundan sonra aksi sdylenmedik¢e a € B, kabul edecegiz ve a elemanin

1<k<n-1ligin

formunda yazacagiz.
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3.Tp, Ve PT,, YARIGRUPLARININ GORECE RANKI

Bu bélimde 1 <r <n—1 i¢in Ky, nin herhangi bir U alt kiimesinin

modulo S, e gore T,, - nin bir (minimal) gérece doguray kiimesi, yani
(UUSy) =T,y
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar1 bulacagiz. Daha sonra Ayik ve ark. (2005)
ile Levi ve McFadden (1994) deki galigmalarda gosterilen her birl <r <n -1
i¢in
rerank(Ty, , Sn) = pr(n)

esitliginin farkli bir yaklasimla farkli bir ispatin1 burada verecegiz. Fakat bu
boliimde esas gostermek istedigimiz; 1 <r <n — 1 i¢in PK,,,. nin herhangi bir U
alt kiimesinin modulo S,, e gore PT, , nin bir (minimal) gorece doguray kiimesi,
yani

(UUS,)=PT,,

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar1 bulmaktir. Boylece bu sonucu kullanarak her

birl<r<n-1igin
rerank(PTy, ., Sp) = Yr= pr(n —s)
oldugunu gosterecegiz.
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PK, ., PT,, nin bir ideali oldugundan PT,, nin herhangi bir doguray
kiimesi S,, nin bir doguray kiimesini icermek zorundadir. Béylece 1 <r <n-—1
icin eger W € PT,, alt kiimesi, PT,, nin bir doguray kiimesi ise o zaman
(Vy=S, ve (UUV)=(UUS,)=PT,, olacak sekildle US DENW ve V ¢
S, NW alt kiimeleri vardir. Bdylece her bir 1 <r <n-—1 i¢in modulo S, €
gore PTy, - nin herhangi bir minimal gérece doguray kiimesi Df nin bir alt kiimesi
olmalidir. Benzer sekilde K, ,., T, - nin bir ideali oldugundan T;, - nin herhangi bir
doguray kiimesi S, nin bir doguray kiimesini igermek zorundadir. Boylece
1<r<n-1 i¢in eger W € T, , alt kiimesi, T, , nin bir doguray kiimesi ise o
zaman (V) =S, ve (UUV)=(UUS,)=T,, olacak sekilde U S DI nW ve
V € S, N W alt kiimeleri vardir. Béylece her bir1 <r <n—1 ig¢in modulo §,, e
gore Ty, - nin herhangi bir minimal gérece doguray kiimesi D] nin bir alt kiimesi
olmalidir.

Simdi daha sonra da kullanacagimiz iki 6zelligi ispatlayalim.

Onerme 3.1.1 <r <n-—1icin a,f € D, olsun. O zaman af € D, olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul ker(af) = ker(a) olmasidir. Ustelik af € D, ise

codom(apf) = codom(a) dir.

. .. Al A-,- A ) (Bl BT B )
. < < — = T+1 = r+1
Ispat: 1<r<n-1 1icin « (al - a, ve f5 b, - b,

seklinde olsun.
(=) af € D, oldugunu kabul edelim. O zaman aff € D, oldugundan her 1 <i <r
icin a; € B;, olacak sekilde bir ¢ € S, vardir. Aksi halde h(af) < r olur, bu ise

af € D, olmasiyla celisir. Boylece

(A A Ar+1)
ap (bm o by -
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olup ker(aB) = UIX}(A; X 4;) olur. Dolayisiyla ker(af) = ker(a) ve
codom(af) = A,41 = codom(a) olur.
(<) ker(aB) = ker(a) oldugunu kabul edelim. O zaman A,,; = codom(a) S

codom(af) oldugundan af8 € D, olur. m

Lemma 32. 1<r<n-1 i¢in a,f €D, olsun. O zaman copart(a) =
copart(f) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f = Aau olacak sekilde A, u € S,
olmasidir.

Ozel olarak a, B € T, ise, part(a) = part(f) olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul f = Aau olacak sekilde 4, u € S, olmasidir.

Ispat: 1 <r <n-—1ligina, B € D, olsun.
(=) copart(a) = copart(8) oldugunu kabul edelim. Bu durumda genelligi

bozmaksizin

a:(Al - A, Ar+1> 3:(31 - B, Br+1)
a, - ap — ’ b1 bT —

ve her bir1 <i <r+1i¢in |4;| = |B;| seklinde oldugunu kabul edebiliriz. O
zaman her bir 1 <i<r+1 ic¢in B;A = A; olacak sekilde bir A € S,, vardir.
Ustelik X,, \ im(a) = {ay41, ..., an} V& X, \ im(B) = {by-41, ..., by} olmak iizere
her bir 1 <i < n i¢in a;u = b; seklinde tanimli doniisiim bir permiitasyon olup
U €S, olur. Boylece her bir 1<i<r i¢in B;(Aau) =b; =B;f ve
codom(Aap) = B,,1 oldugundan 8 = Aau elde edilir.

(&) B = Aau olacak sekilde A, u € S,, elemanlar1 mevcut olsun. Bu durumda 8 nin

ﬁ:(Al/l‘l . AN AT+1/1‘1)
a gl .. Ayl —
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seklinde oldugu aciktir. Boylece A € S, oldugundan her bir 1 <i <r +1 igin
|4;| = |A;A7 1| olup tanimu geregi copart(a) = copart(B) olur.
Herhangi bir y € Ty, igin copart(y) = part(y) olarak tanimlanmisti. Bu

durumda lemmanin son kismi benzer sekilde ispatlanir. m

Teorem 33. 1<r<n-1 ve UEPK,, olsun. O zaman PT,, =(UUS,)
olmas: i¢in gerek ve yeter kosul her bir (n4, ...,n,) € Ui=§ B-(n — s) parcalanist
icin copart(a) = (ny,...,n,:s) olacak sekilde bir @ € U olmasidir. (Burada
s = |codom(a)]| dir.)

Ozel olarak, eger U S K, ise 0 zaman Ty, = (U U S,,) olmast i¢in gerek
ve yeter kosul her bir p € B.(n) parcalanisi icin part(a) = p olacak sekilde bir

a € U olmasidir.

Ispat: 1 <r <n—1veU € PK,, olsun.
(=) PT,, = (U U S,) oldugunu kabul edelim. O zaman herhangi bir (ny, ...,n,) €
USZy B-(n —s) parcalanigt  igin copart(f) = (nq,...,n,:s) olacak sekilde

herhangi bir 8 € D elemanini alam. PT,,,, = (U U S,) oldugundan

B =a110;z Oy PmAmiq

olacak sekilde aq, ..., oy, Xmy1 € Sy V€ B4, ..., B € U vardir. Boylece her bir
1<i<migin h(f;) =h(B) =7 ve p; €U € PK,, oldugundan h(;) =r ve
[codom(B;)| < s elde edilir. Simdi y = a;8; Ve § = ay85 *** 0y B Xm+1 Olarak

alalim. Bu durumda y € DF ve § € DF U S, olur. Eger § € S,, ise Lemma 3.2. den

(n4, ...,n,:s) = copart(B) = copart(a, ;) = copart(p,)
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olup copart(p,) = (ny, ..., n,:s) olacak sekilde bir 8; € U vardir. Diger durumda

yani § € DF ise o zaman Onerme 3.1. den

ker(y8) = ker(y)

s = |codom(B)| = [codom(yd)| = [codom(a;B;)| = |codom(B;)]

olur ve boylece

copart(B) = copart(yd) = copart(y) = copart(p;)

elde edilir. Dolayisiyla her iki durumda copart(f;) = (n4,...,n,:s) olacak
sekilde bir f; € U vardir. O halde her bir (n4, ..., n,) € U?Z§ B.(n — s) parcalanist
icin copart(p;) = (ny, ..., n,: s) olacak sekilde en az bir §; € U vardir.

Eger USK,, ve T,, =(UUS,) ise 0o zaman her bir p € B.(n)
pargalanist igin part(a) = p olacak sekilde bir @ € U elemaninin varligim
yukaridaki ispata paralel olarak yapabiliriz. Clinkii herhangi bir a € T;, i¢in
copart(a) = part(a) olarak tanimlanmisti.

(<) Her bir (ng..,n.) €U)P(n—s) parcalanisi i¢in copart(a) =
(n4, ...,n,: s) olacak sekilde bir @ € U elemaninin var oldugunu kabul edelim. O
zaman copart(f) = (my, ..., m,:s,) olmak iizere herhangi bir g € DX eleman:
i¢in copart(ay) = (m4, ..., m;:sy) olacak sekilde ay, € U vardir. Bu durumda
copart(f) = copart(a,) olup Lemma 3.2. den = Aayu olacak sekilde A, 4 € S,
vardir. O halde = Aaou € (U U S,,) olup DX < (U U S,,) olur ve bdylece U U S,
kiimesi DF yi dogurur. Boylece Lemma 2.6.8. nin bir sonucu olarak U U S,, kiimesi

PT,, , nin bir doguray kiimesi olur.
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Eger U € K, ve her bir p € P.(n) pargalanis1 i¢in part(a) = p olacak
sekilde bir @ € U var ise yukarida yaptiklarimiza paralel olarak Lemma 2.6.5. den
U U S, kimesi T, , nin bir doguray kiimesi olur. m

Her bir 1 < r < n — 1 ve her bir p € B.(n) pargalanisi i¢in

part(ﬁp) =p

olacak sekilde keyfi bir g, € DI elemani secelim ve bu elemanlarin kiimesini

Un,r,O = {.Bp:p € Pr(n)}

ile gosterelim. Béylece Teorem 3.3. den U, , o kilmesi, modulo S,, e gore T, =
Sn U Ky - nin bir minimal gorece doguray kiimesidir. O halde asagidaki sonucu

yazabiliriz.
Sonu¢ 3.4. Herbir1 <r <n—1i¢in

rerank(Tn'r, Sn) =p,(n)
olur.

Ispat: Uy, r o kiimesi, her bir 1 <r <n —1 ve her birp € P.(n) parcalans1 igin
part(ﬂp) =p olacak sekilde bir B, € DI elemani segilerek olusturuldu ve

|B-(n) | = p,-(n) oldugundan ispat tamamlanir. m
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1<r<n—-1vel1<s<n-—rolsun. O zaman her bir (nq,..,n,) €

P.(n — s) pargalanisi igin

Copart(ﬁ(nl,...,nr:s)) = (ng, ..., N1 5)

olacak sekilde herhangi bir B, n .5) € DP elemani secelim ve bu elemanlarm

kiimesini
Unrs = {ﬂ(nl,...,nr:s): (ny, ...,ny) € P.(n — 5)}

ile gosterelim. Boylece Uy, 1, ..., Up yn—r kilmeleri ayrik kiimeler olup Teorem 3.3

den

kiimesi modulo S, e gore PT,,, = S, U PK,,, nin bir minimal gérece doguray

kiimesidir. O halde asagidaki sonucu yazabiliriz.

Sonug¢ 3.5. Herbir1 <r <n —1i¢in

n-r

rerank(PT, ,, S,) = Z pr(n—s)

s=0

olur.

ispat: Her bir0 < s <n—rigin Uy, r s kiimeleri, her bir (ny,...,n,) € P.(n —s)

pargalanisi i¢in
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Copart(ﬁ(nl,...,nr:s)) = (ny, ..., ny1 )

olacak sekilde bir B, . n,:s) € DF elemam segilerek olusturuldu ve her bir

0<s<n-rigin|P(n—s)|=p.(n —s) oldugundan ispat tamamlanir. m

0 < s < n —ri¢in yukarida tanimlanan U,, , ¢ kiimelerinin idempotentlerin

bir kiimesi olarak da segilebilecegini belirtelim. Bu durumda modulo S, e gore T,
ve PT,, , nin gorece idempotent ranklarini tanimlayabiliriz. Ustelik, modulo S, e
gore T, , Ve PT, , yarigruplarinin gérece idempotent ranklar1 sirastyla, p,-(n) ve
o2y pr(n — s) olur. Ayrica n > 3 i¢in rank(S,) = 2 oldugundan 1 <r <n-1

i¢in
rank( Ty, ;) = p,(n) + 2 ve rank(PT,, ;) = X8 p,(n —s) + 2
elde edilir.

Ornek 3.6.n = 4 ver = 2 icin PT, , nin eleman sayisin1 bulalim. Daha sonra
PT, ; nin bir doguray kiimesini belirleyelim.

PT,,=S,UPK,, ve PK,,={a€P;h(a)<2} idi. O zaman P, iin
elemanlarindan goriintii kiimesinde 2 ve 2 den az sayida elemani olan elemanlarim
saymaliyiz. Once goriintii kiimesinde 2 elemam1 bulunan kismi déniisiimleri

sayalim:

Tanim kiimesinde 4 eleman1 bulunan kismi doniisiimlerin sayisi igin, (j)

tane tanim kiimesi vardir. Goriintii kiimesinde 2 eleman istedigimiz i¢in (g) tane

farkli secim olur. Bu segtigimiz iki eleman aralarinda 2! sekilde yer degistirebilir.

Sonra tanim kiimesindeki 4 elemandan goriintii kiimesindeki 2 elamana orten
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fonksiyon sayist S(4,2) kadar doniisim yazilir. Bu durumda toplam

(i) (3) 215(4,2) tane doniisiim vardr.

Tanim kiimesinde 3 elemani bulunan kismi doniisiimlerin sayisi igin, (;})

‘2‘) tane

farkli secim olur. Bu sectigimiz iki eleman aralarinda 2! sekilde yer degistirebilir.

tane tamim kiimesi vardir. Goriintii kiimesinde 2 eleman istedigimiz igin (

Sonra tanim kiimesindeki 3 elemandan goriintii kiimesindeki 2 elamana Orten

fonksiyon sayis1 S(3,2) kadar doniisim yazilir. Bu durumda toplam

(;}) (AZL) 2!5(3,2) tane doniisiim vardir.

Tanim kiimesinde 2 elemani bulunan kismi doniisiimlerin sayisi igin, (;)

tane tamim kiimesi vardir. Goriintii kiimesinde 2 eleman istedigimiz i¢in (g) tane

farkli secim olur. Bu segtigimiz iki eleman aralarinda 2! sekilde yer degistirebilir.
Sonra tanim kiimesindeki 2 elemandan goriintii kiimesindeki 2 elamana Orten

fonksiyon sayisi S(2,2) kadar doniisim yazilir. Bu durumda toplam
4 4 .. . .
(2) (2) 215(2,2) tane doniisiim vardir.

Simdi goriintii kiimesinde 1 eleman1 bulunan kismi doniisiimleri sayalim:

Tanim kiimesinde 4 elemani bulunan kismi doniisiimlerin sayisi igin, (j)

tane tanmim kiimesi vardir. Goriintii kiimesinde 1 eleman istedigimiz i¢in (41}) tane

farkli se¢im olur. Sonra tanim kiimesindeki 4 elemandan goriintii kiimesindeki 1

elamana oOrten fonksiyon sayisi S(4,1) kadar doniisiim yazilir. Bu durumda toplam

(i) (‘1}) §(4,1) tane doniigiim vardir.

Tanim kiimesinde 3 eleman1 bulunan kismi doniisiimlerin sayisi igin, (g)

4) tane

tane tanmim kiimesi vardir. Goriintii kiimesinde 1 eleman istedigimiz igin ( 1
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farkli se¢im olur. Sonra tanim kiimesindeki 3 elemandan goriintli kiimesindeki 1

elamana oOrten fonksiyon sayisi S(3,1) kadar doniisiim yazilir. Bu durumda toplam

(g) (All) S$(3,1) tane doniisiim vardir.

Tanim kiimesinde 2 elemani bulunan kismi doniisiimlerin sayisi igin, (;)

41}) tane

farkli se¢cim olur. Sonra tanim kiimesindeki 2 elemandan goriintii kiimesindeki 1

tane tamim kiimesi vardir. Goriintii kiimesinde 1 eleman istedigimiz i¢in (

elamana orten fonksiyon sayist S(2,1) kadar doniisiim yazilir. Bu durumda toplam

(;) (41}) S$(2,1) tane doniigiim vardir.

Tanim kiimesinde 1 elemani bulunan kismi doniisiimlerin sayisi igin, (41})

tane tamim kiimesi vardir. Goriintii kiimesinde 1 eleman istedigimiz igin (;L) tane

farkli se¢cim olur. Sonra tanim kiimesindeki 1 elemandan goriintii kiimesindeki 1

elamana orten fonksiyon sayist S(1,1) kadar doniisiim yazilir. Bu durumda toplam
4 4 . .. ..
(1) (1) S(1,1) tane ddniisiim vardir.

Buradan P, iin bir D, sinifindaki eleman sayisi, |[dom(a)| = r + k olmak {izere

n-r n-r

D= (1)) rse+kn) =P Z (F)sa+km
k=0

olarak yazilabilir.
Bdylece PT, , yarigrubunun eleman sayisi yukarida hesapladigimiz elaman

sayilarinin toplami kadardir, yani
P2l = (5) (5) 2 5@ + (3) (5) 215626+ (5) (5) 21 522) +
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(s (Hsens (et

(‘1‘) (‘i) S(L,D) + 4! +1

=285

olur. Bu toplami kisaca

r

2
|PT4'2|=ZZ r+k r'S(r+kr)+4'+1

n—
r=1k=0
seklinde ifade edebiliriz. O halde genel olarak,

r n—i

|PTn'r|—ZZ l+k lS(l+kl)+n'+1

i=1 k=0

seklinde yazilir.

Simdi modulo S,e gore PT,, nin gorece doguray kiimesini Teorem 3.3.
yardimiyla bulalim. Teorem 3.3. e gore U € PK,, olsun. O zaman PT,, =
(U U S,) olmasi igin gerek ve yeter kosul her bir (ny,...,n,) € UZ2 P,(4 — s)
pargalanist igin copart(a) = (n4,...,n,:s) olacak sekilde bir @ € U olmasidir.
(Burada s = |codom(a)| dir.)

Buradas =1 ya das = 2 durumu olur. s = 0 durumu ise Teorem 3.3. iin ikinci
kismi1 olan K4, nin elemanlarindan her bir P,(4) pargalanisi igin birer eleman
segmektir. Bu durumda modulo S, e gore Ty, nin minimal gorece doguray

kiimesini bulmus oluruz. Bdylece 4 iin 2 li pargalaniglar1 3+1 ve 2+2 seklinde olup

1234)

bu pargalaniga sahip elemanlardan birer tane se¢gmeliyiz. O zaman ( 111 2

ve(l 2 3 4

1 1 2 2) elemanlarini alalim. 3 iin 2 li pargalanisi 2+1 seklinde olup bu
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parcalanisa  sahip  elemanlardan bir tane seg¢meliyizz O  zaman

(11 f 23 i) elemanini alalim. Son olarak, 2 nin 2 1i pargalanis1 1+1 seklinde
olup bu parcalanisa sahip elemanlardan bir tane se¢meliyiz. O zaman
( 11 22 E i) elemanini alalim. O halde Teorem 3.3. geregince

e (R K (O ) H O H SO )

kiimesi modulo S, e gore PT, , nin minimal gorece doguray kiimesi olur.

Ayrica p,(4) = 2, p,(3) = 1 ve p,(2) = 1 olduguna dikkat edelim.
Boylece
4-2

rerank(PTy 2, S,) =4 =2+1+1=p,(4) + p,(3) + p2(2) = Z p, (4 —5)
s=0
bulunur.
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4. A, ve PA,, YARIGRUPLARININ GORECE RANKI

Bir o6nceki boélimde 1 <r <n—1 i¢in PK,, nin herhangi bir U alt
kiimesinin modulo S, e gore PT,, , = S, U PK,, - nin bir (minimal) gorece doguray
kiimesi olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullart bulduk. Ayrical <r <n—1 i¢in
Ky, » nin herhangi bir U alt kiimesinin modulo S,, e gére T,,, = S, U K, ,- nin bir
(minimal) gorece doguray kiimesi olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar1 verdik ve

herbirl <r <n—1igin
rerank(PTy, -, Sp) = X0=f pr(n — s)
ve

rerank(Ty, -, Sn) = pr(n)

sonuglarma ulastik. Bu boliimde ise S, permiitasyon grubu yerine A, alterne
grubunu alacagiz ve A,, =A4,UK,, ve PA,,=A,UPK,, yangruplarinda
benzer 6zellikleri inceleyecegiz. Yani 1 < r < n — 1 i¢in PK,, - nin herhangi bir U
alt kiimesinin modulo 4, e gore PA,, , nin bir (minimal) gorece doguray kiimesi,

yani
(U Ay) =PAy,

olmas: i¢in gerekli ve yeterli kosullar1 bulacagiz. Ayrical <r <n—1 i¢in K,
nin herhangi bir U alt kiimesinin modulo A4, e gore Ay, nin bir (minimal) gdrece

doguray kiimesi, yani
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(U U An) = An,r

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar1 bulacagiz. Boylece bu sonuglar1 kullanarak

herbirl <r <n—1igin
rerank(PA, », An) = X5 pr(n—s)
ve Ozel olarak

rerank(A, -, An) = pr(n)

oldugunu gosterecegiz.

Oncelikle Lemma 3.2. ye benzer olarak asagidaki lemmay ispatlayalim.

Lemma 41 1<r<n-2 i¢in af €D, olsun. O zaman copart(a) =
copart(B) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f = Aau olacak sekilde A, u € A,
olmasidir.

Ozel olarak a, B € T, ise, part(a) = part(B) olmas: icin gerek ve yeter

kosul f = Aau olacak sekilde 4, u € A,, olmasidir.
Ispat: 1 <r <n-—2icina, f € D, olsun.

(=) copart(a) = copart(f) oldugunu kabul edelim. Bu durumda genelligi

bozmaksizin
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ve her bir1 <i <r+1igin |4;| = |B;| seklinde oldugunu kabul edebiliriz. O
zaman Lemma 3.2. den B = A;au, olacak sekilde A;,u, € S, vardir ve bu
lemmanin ispatindan her bir 1 <i<r+1 i¢in B;4; = 4; ve X, \im(a) =
{ay41, ..., an} ve X, \ im(B) = {b,-41, ..., by} olmak lizere her bir 1 <i < n igin
a;u; = b; seklindedir. Eger A; € A, ise A = A; alinz. Simdi 1; € A, oldugunu
kabul edelim. r < n — 2 oldugundan |By| = 2 olacak sekilde bir 1 <k <r+1
vardir. O zaman a # b ve a, b € By olmak lizere 1, = (ab) transpozisyonunu ele
alalim. Boylece A = 1,4, almirsa A € A, olup her bir1 <i <r + 1i¢in B;A = 4;
olur. Eger u; € A, ise u =y, alinz. O halde u; € A, oldugunu kabul edelim.
Benzer sekilde r < n — 2 oldugundan ¢ # d olacak sekilde ¢,d € X, \ im(«)
elemanlar1 vardir. Bu durumda u, = (cd) transpozisyonunu ele alalim. Eger
U = oy alirsak u € A, olup her bir 1 < i < r i¢in a;u = b; olur. Boylece her bir
1<i<r i¢in B;(ldau) = b; = B; ve codom(Aau) = B,,; oldugundan A, u €
A, olmak tizere B = Aau elde edilir.

(<) Lemma 3.2. ye paralel olarak ispat tamamlanir. m

Simdi Df_; smifindaki idempotent elemanlar1 inceleyelim. Bu siniftaki
elemanlar, DI_, smifindaki elemanlar ile D!_; sinifinda olmayan kismi
doniisiimlerdir. Eger a € DI_, smifinda bir idempotent ise o zaman her bir
k € X, \ {i} i¢in ka = k ve ia = j olacak sekilde birbirinden farkl iki i,j € X,
vardir, ve bu eleman a = q;; = (Il) seklinde gosterilir. Eger g € DF_, \ DI_,
sinifinda bir idempotent ise o zaman her bir i € X,, \ {k} i¢in if = i ve dom(B) =
X, \ {k} olacak sekilde bir k € X, vardir, ve bu eleman f = ), = (E) seklinde

gosterilir.
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Lemma4.2.n >3 vea,f € D,_; icin h(a) = h(a?) ve h(8) = h(B?) olsun.

i) a€T,iseK,nq S {{a}UA,)
i) a€T,vef &T,isePK,,_1 S {a,f}UA,)

olur.

Ispat: i) a € T,, ve h(a) = h(a?) oldugunu kabul edelim. h(a) = h(a?) ise a y1
iceren H-sinifinda idempotent elemanlar vardir. O zaman genelligi bozmaksizin
a=a,= G) secebiliriz. O halde birbirinden farkli i, j,[ € X, elemanlar i¢in

(@ Jj D, A, deki 3-devirler olmak iizere, her bir 3 < j < n i¢in

. , — 2\ ,. , . —1

6 -1 j-o(Zo-2 -1 p=(7")= e,
ve

1 n n—1)(":11)(n—1 n D=}

elde edilir.

n = 3 i¢in yukaridaki iki denklemden
_(2\ _ 1
ws=(5)=6 2 D(;)a 2 3

a3,1=(i)=(1 3 2)(5)(2 3 1)
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olup a;, = (;);0‘2,3 = (:2)’),%,1 = (i) €({aju4,) olur. Ustelik a;;

formundaki elemanlari ve Ayik ve ark. (2013) deki hesaplamalari kullanarak

[%,2“3,1052,3]2 =031
[052,3051,20(3,1]2 =aszp

[a3,1a2,3 0(1,2]2 =0ai3

olup, D} smifindaki ay; , a3, Ve a;s; idempotentleri a;, , a3 Ve asz;
idempotentleri cinsinden yazilir. Boylece E(DI) € ({a} U A3) olur. Simdi n > 4
oldugunu kabul edelim. O zaman i # j,j — 1 olacak sekilde her bir1 <i,j <n
ikilisi ve herhangi bir k € X, \ {i,j — 1,j} i¢in

(]—1 k i)(lj_l'j(i k ]—1) =ai,j

elde edilir. Bu esitlikte eger j =1 ise j — 1 =n almir. Boylece E(DI_,) €
({a} U A,) olup Lemma 2.6.5. in bir sonucu olarak K, ,_1 S ({a}UA,) elde
edilir.

ii)a €T, B &T, h(a) =h(a?) ve h(B) = h(B?) oldugunu kabul edelim. Yine
i) ye benzer olarak 8 y1 iceren H-simifinda idempotent elemanlar vardir. O zaman

genelligi bozmaksizin § = B; = (i) secebiliriz. Bu durumda her bir 2<k <n

ve herhangi bir j € X,, \ {1, k} igin

(k1 DBG 1 k) =P

elde edilir. Boylece i) den E(DF_,) € ({a, B} U A,,) olup Lemma 2.6.8. ve Lemma

2.6.9. in bir sonucu olarak PK,, ,_1 € ({a, B} U A,,) olur. m
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Simdi 3. Boliimdeki teoreme paralel olarak asagidaki teoremi ifade
edebiliriz.

Teorem 43. 1<r<n-1ve UE PK,, olsun. O zaman PA,, =(UUA,)
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her bir (nq,...,n,) € ULZ§ B-(n — s) pargalanisi
igin copart(a) = (n,...,n,:s) olacak sekilde bir @« € U olmasidir. (Burada
s = |codom(a)| dir.)

Ozel olarak, eger U S K, - ise 0 zaman 4,,, = (U U 4,,) olmas! i¢in gerek
ve yeter kosul her bir p € B.(n) pargalanisi i¢in part(a) = p olacak sekilde bir

a € U olmasidir.

Ispat: Lemma 4.1. ve Lemma 4.2. kullanilarak Teorem 3.3. e paralel olarak ispat

tamamlanir. m
Boylece Teorem 4.3. i kullanarak asagidaki sonuglar bulunur.

Sonu¢ 4.4. Her bir1 <r <n —1i¢in

n-r

rerank(PAp ., An) = Z pr(n—s)
s=0

olur. m
Sonug 4.5. Herbir1 <r <n —1i¢in
rerank(4, ., 4,) = pr(n)

olur. m
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5. BAZI DONUSUM YARIGRUPLARININ DOGURAY KUMELERIi

Bu béliimde DF sinifindaki elemanlarla ilgili bazi dzellikler verip T, rve

PT, , yarigruplarinin gérece idempotent doguray kiimelerini inceleyecegiz.

5.1. D? Simifi ile flgili Baz1 Ozellikler

a € P, i¢in f (@) sayisini asagidaki gibi tammlayalim. 1 < r < n — 1 igin

fl@=l{i€X,:A;nX,. =0}

seklindedir. @ € DF igin, eger a €T, ise 0 < f(a) <r—1, aksi halde yani

a € P,\T,ise0 < f(a) <rolur.

Onerme 5.1.1. 1<r<n-—1 i¢in @« € D’ olsun. Eger codom(a) # @ ise
codom(c~lac) N X, =@ ve copart(c~lac) = copart(a) olacak sekilde bir

o € S, vardr.

Ispat: codom(a) # @ ve |codom(a) N X,| = t oldugunu kabul edelim. ispat1 t
iizerinden tiimevarimla yapalim. t = 0 ise sonug¢ aciktir, ¢ birim permiitasyon
alinir. t > 1 ve t — 1 i¢in iddianin dogru oldugunu kabul edelim. O halde bir
[ € Aryq N X, vardir ve boylece Aj N X, = @ olacak sekilde bir j € X, vardr.

Simdi herhangi bir k € A4; i¢in u = (i k) € S,, transpozisyonunu ele alirsak
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(A4 \{k}) U {} l=j
A=A \ DUk} I=r+1

A diger
olmak tizere
-1, :(A1M o Ajp o App Ar+1,u)
poap A e G . QR —

olup |[codom(u~tau) N X,| =t —1 olur. Ustelik her bir 1<i<r+1 icin
|A;u| = |4;] oldugundan copart(u~tap) = copart(a) dir. Bdylece tiimevarim

hipotezinden

codom(p~!(u™ ap)p) N X, = codom((up) ~*a(up)) N X, = @

olacak sekilde p € S, vardir ve benzer sekilde, copart((up) ta(up)) =

copart(a) olur. m

Onerme 5.1.2. 1 <r <n-—1igina € DY olsun. O zaman f(c~*ac) = 0 olacak

sekilde bir o € S, vardir.

Ispat: 1 <r <n—1i¢ina € DF olsun. Onerme 5.1.1. den codom(a) N X, = @
oldugunu yani X,- € dom(a) oldugunu kabul edebiliriz. f(a) = s alahm ve ispati
s lUzerinden tiimevarimla yapalim. s = 0 ise sonug agiktir, o birim permiitasyon
alinir. s > 1 ve s — 1 i¢in iddianin dogru oldugunu kabul edelim. O halde s > 1
oldugundan A; N X, = @ olacak sekilde bir [ € X,. vardir ve dolayisiyla |4, N
X,| = 2 olacak sekilde bir k € X, vardir. Simdi genelligi bozmaksizin k < [,

68



5.BAZI DONUSUM YARIGRUPLARININ DOGURAY KUMELERI
Ebru YIGIT

by, b, € A, N X, ve bz € A; oldugunu kabul edelim. Eger p = (b; b3) €S,

transpozisyonunu ele alirsak

(A \{bDuibs} i=k
Ajpp = A\ {bsh U ib} =1

A; diger
olmak tizere
wra=(oln e e U oa )
olup  f(ulaw)=s-1 olur. Boylece tiimevarim hipotezinden

flo  w taw)p) = f((up) *a(up)) = 0 olacak sekilde bir p €S, eleman:

mevcut olup ispat tamamlanir. m

Boylece egera € D (1 <r <n—1)ise her bir 1<i<riginil € A;o
olacak sekilde bir o € S,, ve bir A € S, permiitasyonlarinin var oldugunu gésterdik.

Eger a € E(DY) ise her bir 0 €S, icin 0 lac € E(Df) oldugunu
hatirlatalim.

Herhangi bir « € D (1 <7r <n-—1) igin agikca im(al) = X, olacak
sekilde bir A € S, vardir.

. 123 45 _.r.. . (123 4°5
Ornegin a—(3 3 4 3 4)ED2 1¢in /1—(3 4 1 2 5)655
/12 3 4 5 . B I
almirsa ad = ( 11 2 1 2) yani im(ad) = X, olur. Simdi asagidaki

lemmay1 ispatlayalim.
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Lemma 513. 1<r<n-—1icin « € DF olsun. O zaman im(Bay) = X, ve

Bay € E(DF) olacak sekilde B,y € S,, vardur.
Ispat: Once f(a) = 0 durumunu ele alalim. Bu durumda her bir 1 < i < r igin
A; N X, ={il} olacak sekilde bir A € S, vardir. X, \ im(a) ={a;;q,..,a,}

olmak iizere u € S,, elemanin

@ _{i/’l 1<i<r
i T N |

seklinde tanimlayalim. Boylece herbir 1 < i < r i¢in

Ai(apw) = (Aja)pu = ap = id
olup im(au) = X, olur. Ustelik her bir 1 <i <r igin i1 € 4; oldugundan
au € E(DE) olur. Simdi f(a) # 0 oldugunu kabul edelim. O zaman Onerme
5.1.2. den f(c tao) = 0 olacak sekilde bir o € S,, vardir. Boylece ispat, f(a) =

0 durumuna benzer olarak tamamlanir. m

5.2. K, , US, Yanigrubunun Doguray Kiimeleri
E(D]) kiimesinin, goriintii kiimesi sadece X,, den olusan elemanlariin

kiimesini E# (D] ile gosterelim. Yani
E*(Df) = {a € E(Df): im(a) = X,}

olur.
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Teorem 52.1. 1 <r <n-—1icin a € DI olsun. O zaman part(a) = part(y),
a=pyd ve |1y Y =2y = =|ry 1| =1 olacak sekilde B,A1 €S, ve
y € E*(DI) vardur.

. A,

. (A
Ispat: a = <a1 . a,

) € DI olsun. Genelligi bozmaksizin |A;| > |4,]| = - =

|4;] = 1 oldugunu kabul edelim. Her bir 1 < i < r i¢in |4;| = k; alalm ve X, nin

Bj, ..., B, alt kiimelerini

B, = {Buf{r+1,r+2,..,r+k, —1}
BZ = {2}U{T+k1,r+k1+1,...,r+k1+k2—2}
B, = {rju{r+k+-+ko_;—(@r-2),..,n}

seklinde tamimlayalim. Boylece B = (By, ..., B;-), X, nin bir r li sirali pargalanist
olup her bir 1 <i <r i¢in |4;| = |B;| oldugundan (4, ..., 4,.) ile B, X,, nin ayni
tip pargalanisi olur. Dolayisiyla her bir 1 < i < r igin A;8 = B; olacak sekilde bir

B € S, permiitasyonu vardir. Simdiy ve 1y1, X, \ im(a) = {a,;4, ..., a,} olmak

uzere
— Bl Br
y_(l r)
ve
/1_(1 w ror+1 . n)
ay . Ay Qpyq - Qp
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seklinde tanimlayalim. O zaman part(a) = part(y), A €S, ve her bir1 <i <r
icin i € B; oldugundan y € E*(DI) oldugu aciktir. Her bir 1 < i < rigin |iy ™| =
|B;| = k; ve k; > ..>k, >1 oldugundan |1y~ 1| > [2y" Y= >|ry i >1

olur. Ustelik her bir 1 < i < r i¢in
A;(ByA) = (A4iP)yd = (Biy)A = il = g
olup @ = fyAolur. m

Bu teoremde D] yi dogurmak icin n nin her bir parcalanisini temsil eden
bir eleman (ispattaki y, y y1 da By, ..., B, alt kiimelerini secerek belirledik.)
segmenin yeterli oldugunu gosterdik. Simdi teoremin ispatindaki Bj, ..., B,
kiimelerinden kag tane oldugunu ve B = (Bjy, ..., B,-) kiimesinin kag¢ farkli sekilde

secilebilecegini hesaplayalim.

Bi={1}u{r+1,r+2,..,r+k;—1}={1}U(; ise

n—r
|C1| = kl -1 O|Up (kl _ 1) = Cl
tane farkli C; kiimesi vardir.
B, ={2}uf{r+ky,r+ky+1,..,7r+ky +k,—2}={2}UC,ise

n—T—(k1—1))=C2

Cal =k = Lolup (" 7~ 1

tane farkli C, kiimesi vardir.
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Boyle devam edersek,
BT'—]. = {T - 1} V) CT'—]. ISG |CT'—1| = kT—l - 1 OlUp

(n —r—(k —krll—_“i— (ky_z — 1)) —¢

tane farkli C,-_; kiimesi vardir.
B, ={r}uc, ise |C,| = k, — 1 olup

(G il L ) W

tane farkli C, kiimesi vardir.
Dolayisiyla By, ..., B, kiimelerinden ka¢ tane oldugunu bulmus olduk.

Boylece B = (By, ..., B,-) nin farkli segimlerinin sayisi

(n—r)! B n—r
ey — D! (ky — Do (e — D! (k1 —Lky—=1,.ky — 1)

C]_CZ Cr_lcr =

olur.
Teorem522.1<r<n-—1 igin
idrerank(Ty, -, S,) = p,(n)

dir.
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Ispat: Her bir (ny, ...,n,) € P.(n) pargalanis1 igin
|1M(_n11,...,nr)| =Ny ey |Tﬂ(_n11,...,nr)| =

olacak sekilde herhangi bir pe,, € E*(DI) idempotenti secelim ve bu tiir

elemanlarin kiimesini

E=Enro= {l’l(nl,...,nr): (ny,...,n,) € Pr(n)}

ile gosterelim.

Teorem 5.2.1. den her bir « € Df icin a = ByA ve |1y~ = 2y~ =
.+ > |ry~1| = 1 olacak sekilde 5,1 € S,, ve y € E*(DI) vardir. Eger y € E ise
a € (E U S,)) oldugu agiktir. Aksi halde, yani

ise 0 zaman her bir 1 < i < rigin |B;| = |4;| olacak sekilde bir

K=Ky, = (Cf CT'r) €k

vardir. Bu durumda her bir 1 <i < ri¢in B;§ = C; olacak sekilde § € S, eleman1
vardir. O halde a = fyA = BSud olup @ € (E U S,)) elde edilir. Boylece E U S,
kiimesi D] yi dogurur. O zaman Lemma 2.6.5. den E U S,, kiimesi Ty, nin bir

doguray kiimesi olur. O halde

74



5.BAZI DONUSUM YARIGRUPLARININ DOGURAY KUMELERI
Ebru YIGIT

idrerank(Ty,,, Sn) < p,(n)

oldugu elde edilir.

Kny, Th, nin bir ideali oldugundan T, nin herhangi bir doguray
kiimesinin, S, nin bir doguray kiimesini icermek zorunda oldugunu hatirlatalim.
Boylece 1 <7 <n—1 icin eger A € T, , alt kiimesi, T, , nin bir doguray kiimesi
ise 0 zaman (C) =S, ve (BUC) =(BUS,)=T,, olacak sekilde B S D] N4
ve C € S, N A alt kiimeleri vardr.

A < E(DI) olmak iizere T, = (AU S,) olsun. O zaman her bir y €
E*(DI) icin

Y = @110z ... B @m1
olacak sekilde ay, ..., @y, et € Sy VE B4, -, B € A vardir. Eger
A=a1f1 Ve = azfs ... Pn@m+1
olarak almirsa 1 € Df ve § € DF U S, olur. & € S,, durumunda

part(y) = part(a,5;§) = part(B;)

oldugu aciktir. Eger & € DI ise o zaman Onerme 3.1. den ker(4¢) = ker(1) ve
boylece

part(y) = part(A$) = part(4) = part(;)
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olur. O halde her bir y € E¥(DT) igin part(y) = part(f;) olacak sekilde bir
B1 € A elemani vardir, yani her bir p € B.(n) pargalanisi i¢in part(f;) = p olacak

sekilde bir §; € A elemani var olup
idrerank(Ty,,, Sn) = p,(n)
elde edilir. O halde
idrerank(Ty, ,, Sn) = p,(n)
dir. m
5.3. PK,, U S, Yarigrubunun Doguray Kiimeleri
Birinci kisimda verdigimiz lemma ve 6nermeleri de kullanarak PK,, . U S,
yarigrubunun gorece idempotent rankini bulacagiz.
E(DF) kiimesinin, goriintii kiimesi sadece X, den olusan elemanlarmin
kiimesini E#(DF) ile gosterelim. Yani
E*(DF) = {a € E(DF): im(a) = X, }

olur.

Onerme 53.1.1<r <n-—1 igin a € DF olsun. O zaman af € E(DF) olacak

sekilde bir § € S, vardir.
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A A

. (A
Ispat: a = (a1 a,

) € DF olsun. O zaman her bir 1 <i < rigin 4;

den herhangi bir eleman segelim ve bu elemana b; diyelim. X, \ im(a) =
{ay41, - an} ve Xp\{by,..,b.} ={bysq,.., by} olmak iizere B:X, - X,
dontigiimiinii her bir 1 <i <n igin q;f = b; seklinde tanimlayalim. Bdylece
B ES,, her bir 1 <i<r igin A;(aB) = (A;a)B = a;8 = b; ve b; € A; olup
ap € E(DY) olur. m

Baska bir deyisle 1 <r <n—1 icin a € Df ise @ = yu olacak sekilde

bir u € S,, permiitasyonu ve bir y € E(DF) idempotenti vardir.

Teorem 532 1<r<n-1 icin a € Df ve |codom(a)| =s=>1 olsun. O
zaman a = ByA, dom(y) = {1,..,n—s}ve [Iy Y = 2y Y == |ry i =1
olacak sekilde 5,1 € S,, ve y € E*(DF) vardur.

Ispat: a = (Al Ar Ar_“

) € DF ve |codom(a)| = |A,+1| =s =1 olsun.
a .. Q

Genelligi bozmaksizin |A;| = |4, = - = |A,| = 1 oldugunu kabul edelim. O

zaman X, nin By, ..., B,_4 alt kiimelerini Teorem 5.2.1. in ispatindaki gibi, yani

B, = {Buf{r+1,r+2,..,r+k, —1}
BZ = {2}U{T+k1,1‘+k1+1,...,r+k1+k2—2}
BT—l = {T‘—1}U{T‘+k1+'--+kr_2—(T—3),...,T+k1+---+kr_1—(7'—1)}

ve X, nin B,, B, alt kiimelerini de

B, = {rju{r+k+-+k._;—(r—-2),..,n—s}
fn—-s+1,..,n}

Bris
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seklinde tanimlayalim. Her bir 1 < i < r + 1 igin |4;| = |B;| oldugundan

olacak sekilde bir B € S, permiitasyonu vardir. Ustelik A € S,, permiitasyonu
Teorem 5.2.1. in ispatindaki gibi yani, X, \ im(a) = {a, 41, ..., @} olmak iizere

/1=(1 w rr r+1 .. n)

a . Ay GQpyq - Ay

By
1

oldugundan y € E*(DF) oldugu aciktir ve boylece Teorem 5.2.1. in ispatina

olsun ve y = ( if Br_+1) alalim. O halde her bir 1 < i < ricini € B;

paralel olarak a = Byd, dom(y) ={1,..,n—s} ve |1y =2y ==

|ry~1| = 1 elde edilir. m

Teorem 5.3.3. Herbir1 <r <n—1igin

n-r

idrerank(PT,,,, S,) = Z pr(n—>s)
s=0

dir.

ispat: a € DF ve |codom(a)| = s olsun. Eger s = 0 ise bu durumda a € T,, olup
Teorem 5.2.2. nin ispatindan p = (ny,..,n.) €EPR(M) ve E=E,, =

{yp: pE Pr(n)} olmak iizere @ € (E U S,,) olur.
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Simdi 1<s<n-—r oldugunu kabul edelim. O zaman her bir

(n4,...,n,) € B.(n — s) pargalanisi i¢in
|1f(n1,...,nr:s)_1| =MNg, ey |Tf(n1,...,nr:s)_1| = n, ve [codom($)| = s

olacak sekilde herhangi bir & =&, 5 .5) € E*(DFP) idempotenti segelim. Her bir

1 < s < n —r igin bu tiir elemanlarin kiimesini

Enrs = {f(nl,...,nr:s): (ny, ...,ny) € B.(n — S)}

ile gosterelim ve E,, ;. ; kiimesi P, \ T, nin bir alt kiimesidir. Boylece

kiimesini tanimlayalim.

Teorem 53.2. den a=pyd, dom(y) ={1,..,n—s} ve |1y~ >
|2y~ =+ > |ry~1| = 1 olacak sekilde 8,1 € S, ve y € E*(DF) vardir. Eger
Y € E,,sisea € (E'US,) oldugu agiktir. Aksi halde, yani

Sl GO L

ise 0 zaman her bir 1 <i <r + 1i¢in |B;| = |4;| olacak sekilde bir

¢, .. ¢ C
§= S;(nl,...,nr:s) = ( 11 r r+1) €Ep,s
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vardir. Bu durumda her bir 1 <i <r + 1 icin B;§ = C; olacak sekilde 6 € S,
elemani vardir. O halde @ = ByA = B&éAolup @ € (E' U S,,) elde edilir. Boylece
E' U S, kiimesi Df yi dogurur. O zaman Lemma 2.6.8. ve Lemma 2.6.9. in bir

sonucu olarak E’ U S, kiimesi PT;, , nin bir doguray kiimesidir. O halde

n-r

idrerank(PT,,,, S,) < Z pr(n—s)
=0

oldugu elde edilir.

PK,,, PT,, nin bir ideali oldugundan PT, , nin herhangi bir doguray
kiimesinin, S, nin bir doguray kiimesini icermek zorunda oldugunu hatirlatalim.
Boylece 1<r<n-—1 i¢in eger A € PT,, alt kiimesi, PT,, nin bir doguray
kiimesi ise o zaman (C) =S, ve (BUC)=(BUS,)=PT,, olacak sekilde
B S DfnAvecC €S, N A alt kiimeleri vardir.

A € E(Df) olmak iizere PT,, = (AU S,) olsun. O zaman her bir y €
E*(DFP) i¢in

Y = a1$10z . BnQm+1
olacak sekilde ay, ..., @y, Aps1 € Sy VE B4, ..., B € A vardir. Eger
A=a;pyVves = azfr ... Pn@mi1

olarak almirsa 1 € DF ve £ e D u S, olur. & € S, ise

copart(y) = copart(a;,§) = copart(B;)
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oldugu aciktir. Eger &€ € DF ise 0o zaman Onerme 3.1. den ker(A¢) = ker(1) ve
codom(A¢) = codom(A) olup

copart(y) = copart(A¢) = copart(1) = copart(f;)

olur. O halde her biry € E#*(DF) i¢in copart(y) = copart(8;) olacak sekilde bir
B1 € A elemani vardir. Boylece her bir 0 < s <n—r ve her bir (n,..,n,) €
P.(n —s) igin copart(B,) = (n4,...,n,) olacak sekilde bir f; € A elemam var

olup
n-r
idrerank(PT,,,, S,) = Z pr(n—s)
5=0

elde edilir. O halde

n-r

idrerank(PT,,,, S,) = Z pr(n—s)
s=0

dir. m
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