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ABSTRACT

THE INVERSE SPECTRAL PROBLEM OF FOURTH-ORDER
TRANSMISSION CONDITIONS STURM-LIOUVILLE PROBLEMS

TUNCEL, Betiil
M.Sc. in Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Abdullah KABLAN
September 2021
43 pages

The aim of this thesis is based on the creation of a class of self-adjoint and non-self-
adjoint fourth-order Sturm-Liouville problems with a transmission condition finite
spectrum. In this thesis, we will define a type of Sturm-Liouville problem that will
later be called the Atkinson equation. The fourth-order Sturm-Liouville inverse
spectral problem, which is formed by this kind of equation with seperated coupled
self- adjoint boundary conditions, has a finite dimensional matrix eigenvalue problem.
Conversely, for any given type of matrix eigenvalue problem and an arbitrary
seperated coupled self- adjoint boundary condition, we will construct a class of Sturm-
Liouville problems with a special boundary condition equivalent to this matrix

eigenvalue problem. Equivalence here means having the same eigenvalue.

Key words: Sturm-Liouville Problem, Finite Spectrum, Matrix Eigenvalue Problems,

Inverse Spectral Problem



OZET

DORDUNCU MERTEBEDEN GECIS SARTLI STURM-LIOUVILLE
PROBLEMLERININ TERS SPEKTRAL PROBLEMIi

TUNCEL, Betiil
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik
Danmisman: Prof. Dr. Abdullah KABLAN
Eyliil 2021
43 Sayfa

Bu tezin amaci1 dordiincii mertebeden gecis sarth sonlu spektruma sahip kendine es ve
kendine es olmayan Sturm-Liouville problemlerinin bir smifinin olusturulmasini temel
almaktir. Bu tezde daha sonra Atkinson denklemi olarak adlandirilacak olan bir tiir
Sturm-Liouville problemi tanimlayacagiz. Bu tiirden denklemin, ayrik ve ayrik
olmayan kendine es sinir sartiyla birlikte olusturdugu dordiincii mertebeden Sturm-
Liouville ters spektral problemi sonlu boyutlu matris 6zdeger problemine sahiptir.
Tersine, verilen herhangi belirli bir tipteki matris 6zdeger problemi ile ayrik ve ayrik
olmayan kendine es sinir sart1 icin bu matris 6zdeger problemine denk olan 6zel sinir
sartina sahip bir Sturm-Liouville problemler sinifi insa edecegiz. Burada denklik ayn1

0zdegere sahip olma anlamindadir.

Anahtar Kelimeler: Sturm-Liouville Problemi, Sonlu Spektrum, Matris Ozdeger

Problemleri, Ters Spektral Problem
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SEMBOLLER LiSTESI

A Ozdeger

n Pi

a Alfa

B Beta

S Delta

() Fi

R Reel sayilar kiimesi

C Kompleks sayilar kiimesi

[T Bir matrisin transpozu

L(J,R) J iizerinde Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar kiimesi

L(I,R) | iizerinde Lebesgue Integrallenebilir fonksiyonlar kiimesi



BOLUM |

GIRIS

Bu tezin esas amac1 —o<a<b<o ve 4 eC olmak iizere [1]
(py")"+ay =Awy, J=(ab) (1.1)

denkleminin verilen ayrik ve ayrik olmayan sinir sartlari ile birlikte olusturdugu
Sturm-Liouville operatériiniin sonlu spekturuma sahip formlarin matris gosterimlerini
bulmaktir. Genel Sturm-Liouville teorisinden biliyoruz ki; diizenli veya tekil olsun
kendine es bir Sturm-Liouville probleminin spektrum kiimesi sinirsiz ve dolayisiyla

sonsuz elamana sahiptir. Bu sonug¢ genel olarak p katsayisi ile w agirhik

fonksiyonunun pozitif olmasi ile elde edilir. Ancak Atkinson [2] deki kitabinda bu

pozitiflik sartm1 olduk¢a esnetmistir. Soyle ki; p ve w fonksiyonlarmi negatif

olmayan fonksiyonlar olarak ayirmais, ayrica }/p nin ve W nun her ikisini de baz alt

araliklarda sifira 6zdes olarak almistir. Daha sonra Kong ve Zettl bu fikirden yola
¢ikarak herhangi bir negatif olmayan n tamsayisi i¢in tam olarak n tane 6zdegere
sahip olan kendine es ve kendine es olmayan Sturm-Liouville problemleri insa
etmislerdir, [3]. Yine 2014 yilinda Bo ve arkadaslar1 [4] dordiincii mertebeden gegis
kosullarina sahip smir defer problemi icin sonlu sayida o6zdeger oldugunu
kanitlamiglardir. Dolayisiyla bir Sturm-Liouville problemleminin 6zdegerlerinin
sayis1 sonsuz tane olmaktan ¢ikip sonlu hale gelmistir, hatta istenilen sayida 6zdegere
sahip Sturm-Liouville problemleri insa edilebilir duruma gelinmistir. Sturm-Liouville
problemlerinin 6zdegerlerinin sonlu olmasi bir diger sonlu 6zdegere sahip olan matris
6zdeger problemleri ile iliski kurmaya yol agmis ve Kong, Volkmer ve Zettl [5] deki
calismasinda sonlu Ozdegere sahip Sturm-Liouville problemlerinin  matris
gosterimlerini elde etmistir. Daha sonra ise Kablan ve Manafov [6] belirli tipte gegis
kosullar1 ile dordiincii mertebeden problemlerin matris gosterimlerini elde etmislerdir.

[7, 4, 8] den ve kismen [6] dan elde edilen bilgilerden yola ¢ikarak bu tezde bir smif



dordiincii mertebeden sinir deger problemlerinin incelenmesi ve buna karsilik gelen
gecis kosullart ile bu tiir problemlerin esdeger matris gosterimleri verilmistir. [1, 9] ve
[10] tarafindan uyarlanan bu tezde yukarida bahsedilen dordiincii mertebeden Sturm-
Liouville denkleminin sonlu spektrumda bir ters spektral probelminin var oldugu
gosterilmistir. [11] da, gegis Kosullu Sturm-Liouville problemlerinin matris
formlarmin, ayrik sinir kosullart i¢in 'hemen hemen' simetrik li¢ kdsegen matris
oldugunu ve reel ayrik olmayan sinir kosullar1 icin 'hemen hemen' simetrik dongiisel
(veya periyodik) ti¢ kosegenli matris oldugunu gostermektedir. Ayrica [7, 8] de
dordiincti dereceden smir deger problemlerinin matris formlar1 blok ii¢ kosegenli
matrislerdir. Ayrica bkz. [11]. Bu tezde ise dordiincii boliimiinde simetrik blok
dongiisel ii¢ kosegenli matrisler ve ‘'hemen hemen' simetrik iic kosegenli matrisler

olarak sunulacaktir.



BOLUM I1

STURM-LIOUVILLE TEORISi

Bu béliimiinde kendine es olmas1 zorunlu olmayan iki noktali sinir kosullari ile diizenli
genel Sturm-Liouville problemlerini inceleyecegiz. Burada karmasik degerli analitik

fonksiyonlarmin teorisi kullanilacaktir. Simdi

r:%, g, welL(l,R), 1eC (2.1)
olmak tizere
AY (a) + BY (b) =0, Y:By'] ABeM,(C) 2.2)

siir kosullari ile birlikte diizenli iki noktali bir Sturm-Liouville problemi J araliginda

~(py) +aqy=Awy, —w<a<b<oo (2:3)

seklinde tanimlidir. M, (C) ile karmagik elemanlari olan 2x2 boyutundaki matrisler
ifade edilmistir. [10] daki Boliim 1.6 dan Y (a) ile Y (b) nin (a,b sonlu veya sonsuz

olmak tiizere) sonlu limitli oldugu bilinmektedir. Bu yiizden (2.2) iyi tanimhidir. Simdi

P{O %’], w=[° 0} @4

qg 0

oldugunu varsayalim. O zaman [10] daki Bolim 2 de gosterildigi gibi, birinci

mertebeden



Y' = (P— W)Y {O %’]Y Y:{y } (2.5)

qg-Aw 0 Py’
sistemi (2.3) skaler denklemine esdegerdir.
(2.5) in birincil temel matrisi ®'(-,u, P,w, A1) olsun ve
o' =(P-AW)D, d(u,u,A)=I1, asu<h, AeC (2.6)
ile tanimlansin. & karakteristik fonksiyonu
5(A)=5(a,b, A B,P,w, 1) =det[A+Bd(b,a,P,w,4)], 1eC 2.7)

ile tanimhidir. Bu yiizden & fonksiyonu asir1 fonksiyon olarak adlandirilir, buna
karakteristik fonksiyon da denir. Asagidaki tamimlar (2.7) nin Gzdegerlerinin

sifirlaridir.

Tamm 2.1. | araligi tizerinde tanimli (2.3) denkleminin agikar bir ¢éziimii ile yari

tirevli z= py’ ve kendisi de ayn1 sekilde sifir olan bir y ¢6ziimiinii kastediyoruz.

Burada |, J nin bir alt araligi olabilir ya da J araliginin tamanmu olabilir. (2.1)

kabuliine gore, | araligi lizerinde bir Y ¢Oziimiiniin sifir1 olabilir ancak yar1 tiirevli

py’ nin sifir1 olmasi zorunda degildir.

Tamm 2.2. (2.1) saglansin ve J iizerinde (2.3) denkleminin (2.2) sinir kosullarini
saglayan agikar olmayan bir ¢6ziimii varsa, o zaman A karmasik sayisina (2.3) simir
deger probleminin bir 6zdegeri denir. Boyle bir ¢oziime de A ya karsilik gelen
0zfonksiyon denir. Bir 6zfonksiyonun herhangi bir kat1 da bir 6zfonksiyondur. Ayni
A Ozdegeri i¢in lineer bagimsiz iki 6zfonksiyon varsa, 0 zaman A iki geometrik
katlhiliga sahiptir. A nin sadece bir tane lineer bagimsiz 6zfonksiyonu varsa, A nin basit
bir 6zdeger oldugunu veya A nin geometrik katlihigi 1 dir. Her 1eC i¢in (2.3)
denklemi tam olarak iki lineer bagimsiz ¢dziime sahip oldugundan, her bir 6zdegerin

bir veya iki geometrik kathlig1 vardir.

Uyan 2.1. (2.1) kosulu katsayilarin reel degerli olmasma engel degildir. Eger reel
degerliise r, g, w katsayilarindan herhangi birinin igaretini etkilemez. Ayrica r, g, w
degerlerinin her biri J nin bir veya daha fazla alt araliginda tanimli olabilir. Simdi

asagidaki degisken degisimini yapalim;



y'=rz, Z=(Q-Aw)y, z=py, rz}/p

Eger bir | alt araliginda r sifirsa, o zaman tiim y ¢oziimleri | iizerinde sabittir ve
bazi y ¢oziimleri i¢in bu sabitler sifir ise, 0 zaman z = py’ yari tiirevi | lizerinde sifir
olmayan bir sabit olabilir. Benzer sekilde, eger bir | alt araliginda hem g hem de w
ayni sekilde sifirsa 0 zaman py’, | tizerinde tanimli herhangi bir y ¢oziimi igin
sabittir. Bu sabit, | {izerinde y sifir oldugunda bile sifir olmayabilir. Asikar olmayan
bir y ¢oziimiiniin sifirlardan olusan bir araligi 6zellikle 6zfonksiyonlar iizerindeki

sonuclarda ¢oziimlerin sifir1 gibi tek bir sifir olarak sayilir.

Uyan 2.2. [10] daki Boliim 2.3 ten, (2.1) kosulunun y ve py’ nin (sonlu veya sonsuz)
a,b ug noktalarinda sonlu limitli oldugu bilinir. Dolayisiyla (2.2) sinir kosulu iyi

tanimlidir.

Lemma 2.1. (2.1), (2.2), (2.3) ii ele alalm. O zaman & karakteristik fonksiyonu iyi

tamimlidir ve (a,b, A, B, P,w, 1) sabitleri igin A4 nim bir tam fonksiyonudur.

Ispat. [10] daki Teorem 1.5.2 den biliyoruz ki A, P, w sabitleri icin birincil temel

matris ¢(b,a,P,A,w) vardir ve a ile b ug¢ noktalarinda siireklidir. A ile ilgili olan

tiim tanimlamalar [10] daki Teorem 2.5.3 ten elde edilmistir.
Lemma 2.2. (2.1) i ele alalim. O zaman:

(1) 6(1)=0 dir. Ancak ve ancak karmasik bir A sayis1 (2.3), (2.1) smir deger
probleminin bir 6zdegeridir.

(2) Bir A 0zdegerinin geometrik katlilig
[A+B®(b,a,4)]C =0 (2.8)
lineer cebir sisteminin Y (a) =C lineer bagimsiz vektor ¢oziimlerinin sayisina esittir.

Ispat. 5(1)=0 oldugunu varsayalim. O halde C icin asikar olmayan bir vektdr

¢ozlimiine sahiptir. Burada C
Y'=(P-AW)Y, Y(@)=C

baslangi¢ deger problemi ile tanimlidir. O halde



Y (b)=®(b,a,A)Y(a) ve [A+Bd(b,a,1)]Y(a)=0

dir. Buradan Y nin st bileseninin yani y nin, (2.3), (2.1) smir deger probleminin

ozfonksiyonu oldugu sonucu ¢ikar, bu ise A nin bu sinr deger probleminin bir

0zdegeri oldugu anlamina gelir. Tersine, eger A nin bir 6zdegeri A ve dzvektori A
ise o zaman Y {y } Y()=db,ai)Y(@ yi ve dolaysiyla
py’

[A+B®(b,a,4)]Y(a)=0 saglar. y asikar bir ¢6ziim oldugundan Y (a)=0
ozfonksiyondur ve bundan dolayr det[A+B® (b,a,1)]=0 oldugunu biliyoruz. Eger
(2.8), Cigin lineer olarak bagimsiz iki ¢6ziime sahipse, 6rnegin C,, C, gibi, 0 zaman
Y,, Y, c¢ozimleri, Y(a)=C,Y({)=C, baslangic kosullartyla baslangic deger
problemi ¢oziilerek elde edilebilir. O halde Y, ve Y,, (2.5) in lineer bagimsiz vektor
¢oziimleridir ve bunlarin st bilesenleri y,, Yy, ise (2.3) in lineer bagimsiz
¢oziimleridir. Tersine, eger V,, Y, (2.3)1in ¢coziimleri lineer bagimli ise (2.8) cebirsel
sisteminin lineer bagimsiz iki vektor ¢oziimiinii elde etmek i¢in yukaridaki adimlari

tersine ¢evirebiliriz.

Sonraki Lemma, verilen herhangi bir karmasik sayinm tam bir smir kosulu igin bir

0zdegerin iki geometrik katlilig1 oldugunu gosterir.

Lemma 2.3. (2.1), (2.2), (2.3) B=-I kosulu ile saglansin. Verilen bir 4 €C sayisi

yalnizca A=®(b,a, 1) ise 6zdegerin bir geometrik kathiligidir.

Ispat. Bu, Lemma 2.2 den ve ispatindan yola ¢ikilarak elde edilebilir.

Lemma 2.4. (2.3), (2.2), (2.1) smir deger problemi igin asagidaki dort durumdan tam

olarak biri gecerlidir:
(1) C de 6zdeger yoktur.
(2) Her karmasik say1 bir 6zdegerdir.

(3)Baz1 neN={1,2,3,...} i¢in C de tam olarak n tane 6zdeger vardur.

(4) C de sonsuz ama sayilabilir sayida dzdeger vardir ve bunlarin sonlu yigilma

noktas1 yoktur.



Ispat. Bu, dogrudan Lemma 2.1 ile Lemma 2.2 den ve tiim fonksiyonun sifirlarinm
ayrik oldugu ayrica sonlu C karmasik diizleminde yigilma noktasi olmadigindan

kaynaklanmaktadir.

Uyan 2.3. Pozitif agirlik fonksiyonu w ile her kendine es diizenli Sturm-Liouville
problemi (kendine es diizenli problemlerin tanimi i¢in [10] daki Boliim 4'e bakiniz.)
Lemma 2.4 iin dordiincii kabuliinii saglar. Asagidaki Boliim 3.3, birinci ve ikinci
kabulii saglayan basit bir 6rnek igermektedir. Ugiincii kabul i¢in 6rneklerin varlig
hakkinda heniiz yorum yoktur. Ancak Atkinson, kitabinda bu tiir 6rneklerin
varligindan bahsetmis, ancak hig¢birini ispatlamamistir. Bu tiir 6rnekler, her n e N i¢in
[10] de Boliim 3.7 de olusturulmustur (Ayrica bkz. [10] daki Boliim 4.8.). (4.12.) (2.2)
smir kosullarim1 birbirini kapsamayan ayrik ve ayrik olmayan iki tiir olarak
smiflandirmak uygundur. Sinir kosullar1 homojen oldugundan, sifir olmayan bir sabit

ya da tekil olmayan bir matris ile ¢arpilsa da sinir kosullarina esdegerdir.

Lemma 2.5. (Ayrik Simir Kosullan) (2.1), (2.2), (2.3) i ele alalm. P, W, J nin

sabit oldugunu kabul edelim.

el e
0 0 B, B,

olsun. O halde 1 eC igin

5(1) = _Az Bz ¢11(b, a, ﬂ) - Az Bz ¢21(b1 a, /1) + A1 Bl ¢12 (b' a, ﬂ) - A1 Bz ¢22 (b1 a, ﬂ)
dir.

Ispat. Bu, 5 nin tanimmdan ve dogrudan bir hesaplamayla elde edilmistir. Lemma
2.2 ile verilen tam bir fonksiyonun sifirlari olarak 6zdegerlerin karakterizasyonu, sinir
kosullar1 kendine es oldugunda ve birlestiginde daha basit ve daha bilgilendirici bir

forma indirgenir. Bu indirgeme bir sonraki lemmada verilecektir.

Lemma 2.6. (Ayrik Olmayan Kendine Es Simir Kosullan) (2.1), (2.2), (2.3) sinir

deger problemini ele alalim. Ve @ = (g;) nin (2.5) sisteminin temel matrisi oldugunu,

P, W, J nin sabit oldugunu varsayalim.

B=—I, A=e"K, —z<y<z, KeSL(R) (2.10)



olsun. Yani K, 2x2 boyutunda reel degerli ve determinant1 1 olan bir matristir.

K =(k;) olsunve 1eC igin

D (l, K) = k11 ¢22 (b’ a, l) - k12 ¢21(b, a, ﬂ) - I(21 ¢12 (b: a, /1) + kzz ¢11(b’ a, /1) (2-11)
tanimlidir. Burada D(4,K), 7 ya bagh degildir. O halde,

(1)

D(4,K)=2cosy, —-zm<y<mn. (2.12)

(2.12) nin saglanmasi durumunda karmasik A sayisi (2.3), (2.1), (2.2), (2.10) sinir

deger probleminin bir 6zdegeridir.

(2) Eger p, q,W reel degerliyse o zaman U 6zfonksiyon olmak tizere A
A=e"K, B=-1, —z<y<n,

icin bir 6zdegerdir.

Ispat. [10] daki 1.2.15 esitliginden det ®(b, a, A)=1 oldugunu biliyoruz.
(¢;(b,a, 1)) yi ¢, olarak indirgeyelim. (2.7), (2.11) ve det K =1 olmak lizere

eiykn - ¢11 eiyklz _¢12

5(/1)_det(e'7K,—q)){ . i
eyk21_¢21 eykzz_¢22

} =1+e® —e*” D(4)

elde ederiz.

Dolayisiyla ancak (2.12) saglanirsa o zaman 6(A1)=0 olur. S(2.12) den ve (2.3)

denkleminin eslenigi alinarak devam eder.

Uyan 2.4. (2.10) matrisleri kendine es sinir kosullarini tanimlanmalarina ragmen
bunlar, tiim birlestirilmis kendinde es sinir kosullarinin kanonik bi¢imidir, asagidaki

bolim 4 ve 10 a bkz.). Lemma 2.6 nin birinci kismindan p, g,w igin (2.1) disinda

bagka hicbir kosul i¢in varsayim yapilamaz. Ozellikle, (2.3) denkleminde simetri
(bigimsel kendinden eslik) veya kesinlik varsayimi yapilamaz. Bu nedenle (2.12) de
verilen 6zdegerlerin karakterizasyonu yalnizca soldan tanimli, sagdan tanimli ve

belirsiz Sturm-Liouville problemi tanimlamalar1 i¢in gegerli degildir, ayn1 zamanda



p, g katsayilar1 ve w agirlik fonksiyonu karmasik degerli olabilir. Ayrica }/p , 0, W

katsayilarmin bir veya birden fazlast J nin daha fazla alt araliginda ayn1 sekilde sifir

olabilir.
Bir sonraki boliime gegmeden dnce bazi tanimlar1 verelim.

Tanim 2.3.(Semplektik Matris) A, 2nx2n boyutunda bir blok matris olmak iizere

0 -1,
A=
I, O
bigiminde tanimlanan bir A matrisi semplektik matris olarak adlandirilir. Burada 1,

nxn boyutunda birim matristir.

Tamim 2.4.(Aritmetik Kathhk) L bir diferansiyel operator, A bu diferansiyel
operatoriiniin 6zdegeri olsun. A nin elde edildigi denklemdeki kok katna A

0zdegerinin aritmetik kat1 denir.

Tamim 2.5.(Geometrik Kathhk) L bir diferansiyel operatér, A bu diferansiyel
operatoriiniin 6zdegeri olsun. A 6zdegerine karsilik gelen 6z uzaymin boyutuna A nin

geometrik kat1 denir.
Tanmim 2.6.(Quasi-Yan Tiirev)
—(py") +qy=Awy, —wo<a<b<ow

seklinde tanimlanan Sturm-Liouville probleminin bir y ¢6ztimii igin py’ ifadesine y

nin quasi(yari) tiirevi denir.

Simdi bir sonraki boliime ge¢gmeden once Sturm-Liouville problemleri ve onun

ozdegerleri ve 6zfonksiyonlari ile ilgili ana 6zelliklerini verelim.

e Bir Sturm-Liouville probleminin A, 4,, 4,, ... 6zdegerleri reel degerlidir ve

A< <Ah<.. <4 <.

seklinde siralidirlar.



e Her bir 6zdegere karsiik A, (a,b) araligi lizerinde tam olarak n—1 tane sifira
sahiptir ve vy, (x) ozfonksiyonu igin tektir ve bu n-inci temel ¢oziim olarak

adlandirilir.

e Normallestirilmis 6zfonksiyonlar Hilbert uzayinda w agirlikli i¢ carpim altinda
asagidaki sekilde ortonormal bir taban olusturur;

Yo Y = [ Y )Y COW(R) X = 5

Burada o, bir kroniker deltadur.
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BOLUM I11

SONLU SPEKTRUMLU DORDUNCU MERTEBEDEN SINIR DEGER
PROBLEMLERININ TERS SPEKTRAL PROBLEMI

3.1 Temel Problem ve Gosterimler

Bu boliimiin amac1 Atkinson tipi dordiincli mertebeden sinir deger probleminin ters

spektral problemini
VX = AWX (3.2)

seklindeki belirli bir tipte 6zdeger problemini kullanarak géstermektir [9]. Burada V
ile W, 2nx2n boyutunda reel degerli matrislerdir ve yine V bir blok Jacobi matris,

W ise diagonal matristir. Katsayilari

r::l, g, welL(l,R)
p

ve | =[a,b], —o<a<b<oo iizerinde tanimli olan

(py")"+qy = Awy (3.2)
bi¢imindeki diferansiyel denklem ile

cosa.y(a)—sina.(py”)'(a) =0,
cosa.y'(a)-sina.(py”)(a)=0, 0<a<ux,
cos B.y(b) —sin S.(py")'(b) =0,
cos g.y'(b)—sin B.(py")(b) =0, O<p<m,

(3.3)

sinir sartlarinin olusturdugu problemi ele alalim. Burada L(I,R) ile | {izerinde
tanimli Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar gosterilmistir. (3.1), (3.2) sinir deger

problemi Atkinson tipindedir.Yani herhangi bir n > 1 tam sayist i¢in [a,b] araligmnin

11



a=a,<by<a <b <...<a,<b,=b (3.4)
seklinde Gyle bir pargalamist vardir ki, bu pargalamis iizerinde, i=0,1....,n [a,b ]

tizerinde r(t) =%=0 ve i=12,...,n olmak tizere
p

J, rdt=0, [ rotdt=0, [ rr'dt=0 (3.5)

i=12,...,n olmak iizere [b_,,a,] iizerinde
q(t)=0 (3.6)
ve i=1,2,...,n olmak iizere [b_,,a ] tizerinde w(t) =0 ve i=0,1...,n olmak iizere
jb w(t)dt >0, j: w(t)tdt > 0, jb w(t)tdt >0 3.7)

dir ve ayrica sinir sartlar1 kendine estir. Bu problem tizerinde ¢alismak igin 6ncelikle

asagidaki gosterimleri verelim;

rizj:;r(t)dt, ﬁzj'ba;r(t)tdt, rj:jb"";r(t)tzdt, i=12,...,n,

6= a®dt, 6= a®ut, q=["q®td, i=01..n, (3.8)
wo=["rdt, W= [Tw)dt, w = [ wE)tdt, i=0,1....n,

ve @ =r"—ri =0, i=12,...,n oldugunu kabul edelim. Katsayilar1 (3.5) ve (3.7)
kosullarini saglayan bir (3.2) diferansiyel denklemi i¢in o (e, £) ile (3.3) smir sart1 ve

(3.2) denkleminin olusturdugu Atkinson tipindeki dordiincii mertebeden sinir deger
probleminin spektrumunu gosterelim.

keN ve k>2 oldugunu kabul edelim. M, , 2kx2k boyutunda reel degerli
matrislerin kiimesi olsun. Herhangi bir Y € M,, matrisi icin o(Y) ile Y matrisinin
0zdegerlerinin kiimesi gosterilmistir. Ayrica Y, in Y matrisinden ilk satirm ve

siitunun kaldirilmasiyla olusan ana alt matris, Y* in Y matrisinden 2k -mc1 satirin ve

stitunun kaldirilmasiyla olusan bir alt matris, Y;, nin Y matrisinden ilk iki satirm ve
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ilk iki siitunun kaldirilmasiyla olusan ana alt matris, Y** ninise Y matrisinden son iki

satirin ve son iki siitunun kaldirilmasiyla olusan bir alt matris oldugunu kabul edelim.
Herhangi bir Y, Z € M,, matrisleri i¢in (Y —A°Z)u =0 esitliginin agikar olmayan bir
u vektort varsa A", (Y,Z) matris ¢iftinin 6zdegeri olarak adlandirilir. o (Y,Z) ile
(Y, Z) matris ¢iftinin bir 6zdegerlerinin kiimesi gdsterilmistir. Yani A* € o(Y) olmas1
icin gerek ve yeter kosul A" € o (Y,1,) olmasidir. Burada 1, ile M, daki birim

matrisler gosterilmistir.

3.2 Atkinson Tipli Dérdiincii Mertebeden Sinir Deger Probleminin Matris

Gosterimleri

Asagidaki lemmalar, Atkinson tipi smir deger probleminin parcali polinom
fonksiyonlar ile dordiincii mertebeden bir siir deger problemine denk oldugunu ve
matris gosterimlerinin nasil oldugunu gostermektedir.

Lemma 3.1. X, X,€ R ve X, # X, oldugunu kabul edelim. O zaman

j P(t)dt =7,, j P(t)tdt =7, j P(t)t2dt =7, (3.9)

olacak sekilde herhangi bir 7,, n,, 1, Ugliisii igin P(t)=17,t*+7,t+7, polinom
fonksiyonu vardir. Lemma 3.1 deki polinomlarin  parametrelere bagliliklarini

belirtmek igin X (X, X,,7,,7,,77,) gosterimini kullanacagiz.
- 1 _ .
Simdi T (t) =%, q(t) ve w(t) parcali polinomlarmi

rt) = 1 _ X(bi—l'ahri'fi’rui)’ te(biflvai), i=0,l,...,n,
"O=30710. telab]l i=12...n }
q(t):{g(ati,bi,qi.q,di),._te[ai,bi],_ i=o,1,...,n,}

, te(b,,a), i=L2,...,n;
_ {X(ai,bi,wi,vvi,vvi), te[a,b], i=0,1,...,n,}
w(t) = :

0, te(b ,a) 1=12..n;

seklinde tanimlayalim [7].
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Lemma 3.2. r,q,we L(I,R) nin (3.5) ve (3.7) kosullarini sagladigmi kabul edelim.
O zaman dordiincii mertebeden (3.2), (3.3) smir deger problemi, | =[a,b] araligi

iizerinde pargali polinom fonksiyonlarina sahip
(py")"+ay = Awy (3.10)

bi¢imindeki denklem ve (3.3) smir kosullarindan olusan dordiincii mertebe sinir

problemiyle tamamen ayni 6zdegerlere sahiptir.

Lemma 3.2 den [a, b] araligmin verilen bir pargalanisi ve (3.3) smir kosulu igin
dordiincti mertebe sinir deger problemi (3.10) ve (3.3) ile tam olarak ayni 6zdegerlere
sahip olan Atkinson tipinde dordiincii mertebeden sinir deger problemlerinin bir ailesi
vardir. Bu tiir aile dordiincii mertebeden (3.10), (3.3) smir deger probleminin esdeger
ailesi olarak adlandirilir. Dordiincii mertebeden herhangi bir denklem (3.10), (3.3)
sinir deger probleminin esdeger bir ailesi i¢in (3.8) ile tanimlanan I, [, [, ., ;,

g, ve w,, W, W. lerin hepsinin ayni oldugu agiktir [7].

Lemma 3.3. («, ) €(0, ) ile (3.3) simir sartlarini ele alalim. Ayrica (n+1)x(n+1)

boyutlu simetrik ti¢ kdsegenli bir blok matris

P, P |
P12 P22 P23
P, = (3.11)
I:)n—l,n nn Pn,n+l
L I:)n,nJrl Pn+l,n+l_
ve

Qaﬂ :diag(Qonllea-“’Qn) (3-12)
W, =diag(W,,W,,W,,...,W,) (3.13)

bigiminde blok diogonal matrisleri tanimlayalim. Burada P; ler, Q;, W;, j=0,1,...,n

olmak tizere 2x2 boyutundadir ve
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—i—cota —i—acota
P — 6 1
11 — i; F )
~t_acota -+-(a’-lcotx
6 6
LU T TR
0, 06 6, 6| .
F)ii= . . = s |=2,3,.-.,n,
i 0 h B
LR 0., 6
r r
- _cot ——= —bcot
0, P 0, p
Pn+l,n+l= F F ]
—— _bcot —- —(b*-1)cot
0 B 6’n( )cot B
LA
0 0| .
P c et 1=12,...,n,
a9

a9 G wo W]
Qj[ﬁj. : ) Wj|: : WJ:|’ 1:0,1,...,n

W i

seklinde tanmimlidirlar. O zaman doérdiincii mertebeden (3.2), (3.3) smir deger

probleminin  o(a,8)  spektrumu ile (P,+Q,W,) matris ciftinin

o(P,,+Q,5 W, ;) spektrumu aymdir.

Uyan 3.1. =0 veya f=x i¢in benzer durumlar vardwr. Yani eger
PO[)’ = (Pa[)’)lZ’ Pa/r = (Paﬂ)127 QOﬂ = (Qa,b’)lZ’ Qa;r = (Qaﬁ)lz’ WO[)’ = (Wozﬂ)lZ’ er = (Waﬁ)lz

olursa Lemma 3.3 teki ile ayn1 sonuglar var olur. Ayrintilar [11] de bulunabilir. Ayrica

Lemma 3.3 ten

(Paﬁ + Qaﬂ)12 = (Paﬁ)12 + (Qaﬁ)l2’ (Paﬂ + Qaﬂ)lz = (Paﬁ)lz + (Qaﬁ)12

yazilabilir [7].
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3.3 Matris Ozdegerlerinin Ters Problemleri

Bu boliimde blok Jacobi matris i¢in matris 6zdegerlerin ters problemlerini ele alacagiz.

Lemma 3.3 teki matrislerle karsilastrmadan 6nce M,, daki asagidaki formda bir blok

simetrik matrisleri ele alalim.

_Cl )

DlT C, b,

Paﬂ: (3.14)

DkT—Z Cii D
Dy C |

Burada C,,i=12,....k ve Dj,j:l,2,...,k—l olmak tizere 2x2 boyutunda

matrislerdir.

Tamim 3.1. (3.14) bigimindeki bir J, € M,, matrisi eger

\q Ci’ N r = H ‘q O i g - . .
C = < ,G,¢,c#0,i=1....,k, D, = i d ,d,d.,d #0,i=1..., k-1 ise ¢ift

bantl bir matris olarak adlandirilir [12].
Tanim 3.2. (3.14) bi¢cimindeki bir M € M,, matrisi eger

c C di CTi NN . .
c_={' '},C_,e_ ¢ #0,i=1....k, D=|_ _|d,d,d=0i=1...k-1 ise

blok Jacobi matris olarak adlandirilir.

Lemma3.4. {4 :i=1...,2k}, {& :1=1....,2k-1} ve {& :i=1,...,2k-2} yi

ASpy S Sy S S Ay S gy S Ay

(3.15)
G Sy <8 S Sty 5 S & o S My,

birbiri arkasma siralama 6zelligini saglayan ii¢ reel say1 kiimesi olarak diigiinelim. O

zaman Oyle bir ¢ift banth J, € M, matrisi vardir ki

o(3y)={4 i=1..., 2K},
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o((3,)) = a1 =10, 2k,
o((Jp)p) ={& 11=1...,2k-2}

seklindedir.

Bir sonraki teorem dordiincii mertebeden ters smir deger problemi iizerinde ana

sonucumuzu vermek i¢in kritik bir 6neme sahip Lemma 3.4 iin bir genislemesidir [12].

Teorem 3.1 {4 :i=1...,2k}, {w :i=1....,2k-1} ve {&:i=1...,2k-2} yi (3.15)

birbiri arkasina siralama 6zelligini saglayan li¢ reel say1 kiimesi olarak kabul edelim.

Ayrica W =diag(W,, W, W,,....W,), w,w,w. >0, det(W,)>0,i=0,1...,k olmak
Witk = Wity _ bi.s ,i=0,1,...,k -1 sartlarin1 saglayan bir blok diagonal matris

Wi+l det(\N|) \q+l

olarak diisiinelim. Burada d ,,d

uzere

i=0,1,...k—1 Lemma 3.4 de belirtildigi gibi J,

i+17

¢ift banth matrisin elemanlaridir. Bu durumda

ocM,W)={4:i=1...,2k}, oM, W,,)={&:i=1...,2k-2}  (3.16)
seklinde bir M € M,, Jacobi matrisi vardir.

Ispat. Lemma 3.4 e gore

c(J,)={4:1=1...,2k},
o((3p)) ={w:1=1...,2k -1},
a((Ip)) ={5 1i=1...,2k -2}

seklinde tanimlanan ¢ift bantli bir J, € M,, matrisi vardir. Her bir A =4, :1=1,...,2K

icin agikar olmayan bir ue R* vardrr ki (J, —Al,, )u=0 seklindedir. W=R'R,

R=diag(R,,R,,....R), R = ,i=0,1....,k ve u=RU olsun.

Yukarida tanimlanan (J,—Al,, )u=0 denklemi soldan R" ile carpilirsa

(R"J,LR-AR'R)(i =0 yani (M—AW)d =0 elde edilir. Burada M ile M=R"J,R
b b
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gosterilmistir. 4 € o(M, W) oldugu ve M € M,, nin ise bir blok Jacobi matrisi oldugu
agiktir. Benzer sekilde her bir £=¢&,i=1...,2k—2 i¢in de ayni arglimanlar
uygulanabilir ve sonug olarak M, =(R,) (J,),R,, Wy, =RLR, ve

Eeo(M,,,W,,) elde edilir. Boylece
a(J,) ca(MW) ve a((J,),) € a(M,,W,,)
dir. Yukaridaki islemler ters ¢evrilerek
a(J,) 2 a(MW) ve 0((J,)r) © (M, W,y)
oldugu goriiliir. Dolayisiyla
o (Jp)=a(M,W) ve o((J;)) =0 (M, W)
esitlikleri elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonuc 3.1. M, ve W,,, M" ve W*¥ ile degistirildiginde Teorem 3.1 in sonucu
gecerlidir.

Sonug 3.2. i =1,...,k i¢in W, W,,W, >0, W,,W,,W, <0 ile degistirildiginde Teorem 3.1

in sonucu gegerlidir.
3.4 Ana Sonug ve Ispat

Simdi ana sonucumuzu Atkinson tipi (3.2), (3.3) dordiincii mertebeden ters smir deger

problemi {izerinde ifade edecegiz.

Teorem 32. «,€0,7z) ve {A:i=1...,2k}, {g:i=1...,2k-1},

{&1=1,...,2k -2} kumelerinin (3.15) arka arkaya siralama 6zelligi tagiyan lig reel

say1 kiimesi ve n =k —1 oldugunu kabul edelim. O zaman herhangi bir —o<a<b <o
arahgmin herhangi bir (3.4) parcalanis1 ve (3.7) kosulunu saglayan herhangi bir
w e L(I,R) i¢in sunlar yazilabilir:

(a) Dordiincii mertebeden (3.2), (3.3) smir deger probleminin iliskili esdeger

ailesinin
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o(a, B)={4 1i=1...2k} ve (0, 8) ={& :i=1,...,2k -2}

spektrumlarina sahip olacak sekilde (3.5), (3.6) kosullarmi saglayan r, g e L(l,R)

vardir.

(b) Dordiincti mertebeden (3.2), (3.3) smir deger probleminin iligkili esdeger
ailesinin

o (o, f)={ A i=1....2k} ve o (o, 7) ={& i =1,...,.2k -2}

spektrumlarina sahip olacak sekilde (3.5), (3.6) kosullarin1 saglayan r,qe L(I,RR)

vardir.
Ispat.

€)) [a, b] araliginin (3.4) seklinde verilen bir pargalanisi i¢in

W, = J:i r(t)dt,w, = I:i w(t)tdt, w, = J‘: w(t)t’dt,i=0,1,...,n seklinde tammlamalar

yapalim ve (3.7) den dolayr W, >0,w, >0,W, >0 dir. Ayrica

W.
Waﬂzdiog(VVO,V\/l,Wg,---,Wn), W. :|:AI V|j|,i:0,1,---,n olmak uzere
i Wi
Wil = Wil _ di.s ,i=0,1,...,n sartim1 saglar. k =n+1 oldugundan Teorem 3.1 den

Wi+1 det(\Nl) ‘(14-1
(3.14) bigiminde dyle bir blok Jacobi M € M, ,, matrisi vardir ki

o(MW,,) ={4 1i=L...,20+2} ve (M, (W,,),,) ={& 1i =1,...,2n}

dir. Simdi
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(A ¢ P A T
qi:Ci+1+5l+9I_+l’ inCi+1+¢9_l+6;+1’ G =Gyt + %, i=l..n
i i+l i i+l i i+l
r, P A .
q, =C, +—++cota, @,=C+->+cote, (,=C +-++(a*-1)cote,
6% é% é%

)

r L r L
qn:cn+l+0—”+cotﬂ, q,=C,, +—-+cotps, q,=¢C

n

+;—“+ (b? —1)cot 3,

n

n+l n+1

N

oldugunu varsayalim ve P, Q 5, Py, , Qy; y1sirasiyla (3.11), (3.12) ve Uyar1 3.1
den tanimlayalim. Ag¢iktir ki i=1,...,n i¢in I, [, #0 dir. Yine

M=P,, +Qaﬂ ve My, =Py, +Q,,
oldugunu gérmek kolaydir. (3.13) deki

gosterimden ve Uyar1 2.1 den (W,,),, =W, ; yazilabilir. Bdylece

o(P,+Q,W,,)={4:i=1...,2n+2}
ve
0Py + Qo W) ={S i =1...,2n}

olur. Lemma 3.3 ve Uyar1 3.1 den dordiincii mertebeden (3.2), (3.3) smir deger

problemi i¢in

ola,p)={4:1=1....,2n+2}
c(0,8)={&:i=1...,2n}

kiimelerine sahip oluruz. Bu sekildeki r,F,r,i=1...,n, g,q,q,i=0,...,n ve tim

r,qeL(l,R) se¢cimlerinin dordiincli mertebeden sinir deger probleminin esdeger bir

ailesini olusturdugu gézlemlenir.
(b) Sonug 3.1, Uyar1 3.1 ve Lemma 3.3 kullanilarak benzer sekilde ispati

yapilabilir.
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3.5 Sayisal Algoritma ve Ornek

Atkinson tipi (3.2), (3.3) dordiincii mertebe sinir deger probleminin ters spektral
problemini ¢6zmek i¢in asagidaki algoritmayi ele alacagiz ve algoritmay1 test etmek

icin bir 0rnek verecegiz.

Algoritma 3.1

1. Adim : Reel sayilarin ti¢ kiimesi A, A,,...,. 4, 4y, fhy V€ E,E5,00 006,
seklinde girilir.

2. Adim: [12] deki Problem 3.6 nin ispat1 ile J, matrisi olusturulur.

3. Adim: W(t) ile W ve R kiimeleri girilir. M = R"J,R hesaplanr.

4. Adim: Teorem 3.2den i=0,1,...,n i¢in r,F,F,i=1...,n ve q,q,q,i=0,...,n

elde edilir.
Ornek 3.1. (3.15) 6zelligine sahip reel sayilarin ii¢ kiimesini

A, =-2.7411, A,=-1.3502, A, =3.1316, A, =5.7604, A =8.0532, A, =13.1461;
1y =—2.5558, 1, =-0.4935, 11, =5.6087, s, =6.0000, 1, =12.4405;
£ =-2.0598, £ =1.8858 & =5.6098, & =11.5642

seklinde diisiinelim. « =%, B =% olsun. Bir | =[-3,5] arahgmmn pargalamsi

Teorem 3.2 den n=2 olmak lizere -3<—-1<0<2<3<5 seklinde olsun. | tizerinde

taniml1 bir W parg¢ali polinom fonksiyonunu

136.8750t* +558.0000t +523.8750, te[-3,-1]
0, te[-1,0]

W(t) =47.9689t° —12.1879t +3.0626, t<(0,2)

0, te[2,3]

138.7515t* —1125.2621t + 2237.2737,t € (3,5]

bi¢iminde tanimlayalim.

Algoritma 3.1 uygulanirsa ve dordiincii mertebeden (3.2), (3.3) smir deger problemi

| = [—3, 5] aralig1 tizerinde yeniden asagidaki sekilde olusturulur:
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(py")"+Qqy = AWy,

3 1, o
7)’(—3)—5(!3)’ )'(=3)=0,

3 NS
- y(—3)—§(py )(=3) =0,
1 \/é —_ , 1 _
EY(5)—7(F)Y)(5)—0,

1 NI
5 YO - (")) =0.

Burada T = = ve @, pargali polinom fonksiyonlar: | =[-3,5] arahig: iizerinde

1
p
0, te[-3,-1],

—7385.1300t* — 7590.87.12t —13.41.0714, te(-1,0),
r{)=<0, te]0,2],

1442.8230t* — 7338.0504t + 9226.6119, te<(2,3),

0, te[3,5],

ve

1399.2446t% +5693.6343t +5333.4155, te[-3,-1),
0, te[-10],

q(t) =<147.9276t> — 245.8405t + 66.4604, t<(0,2)

0, te[2,3],

19590.3450t? +15824.6583t + 31321.0409, t < (3,5]

seklindedir.

Katsay1 fonksiyonlar1 p ve @ dordiincii mertebeden (3.10), (3.3) smr deger

probleminin esdeger ailesi anlaminda tektir. O zaman yeniden yapilandirilmig

dordiincti mertebeden (3.2), (3.3) simnir deger probleminin spektrumu su sekildedir:

a(%,%)={—2.7411, ~1.3502, 3.1316, 5.7604, —8.0532, 13.1461},

U(O,%)={—2.0598, 1.8858, 5.6098, 11.5642}.
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BOLUM IV

GECIS SARTLI DORDUNCU MERTEBEDEN SINIR DEGER
PROBLEMLERININ BiR SINIFININ OZDEGERLERININ MATRIiS
TEORISI iLE BULUNMASI

4.1 Bazi1 Gosterimler ve Probleme Giris
Bu boliimde J =(a,c)u(c,b) araligilizerinde ve —o < a <b <oo olmak iizere
(pu”)"+qu=Awu (4.1)

seklinde tanimli dordiincli mertebeden sinir deger problemini iki noktali sinir sartlari

u
AU (a) +BU (b) =0, ., ABeM,(R) (4.2)
(pu”y
ve ayrica
CU(c-)+DU(c+) =0 (4.3)

stireksiz ge¢is sartlariyla birlikte ele alacagiz. Burada ce(a,b) i¢ siireksizlik
noktasidir ve M, (R) ile reel sayilar tizerinde dordiinci mertebeden kare matrislerin

kiimesi gosterilecektir. Ayrica C ve D ise detC=p>0, detD=6>0 sartlarini

saglayan 4x4 boyutunda reel degerli matrislerdir. Burada 1 spektral parametre olarak

adlandirilir. Bununla birlikte (4.1) denkleminin katsayilar

r:%, a0 weL(J,R) (4.4)
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ile tanimlidir. Yukarida belirtilen kosullar olustugunda (4.3) gecis sartlar1
U(c+)=GU (c-), G=-D'C (4.5)
seklinde yeniden yazilabilir. Buna gore
Yi=u, Y, =U, Yp=put y, = (put)
bi¢iminde yari-tiirevlerini tanimlarsak (4.1) J aralig1 iizerinde
Yi=Yar 25N Ys=Ve Ya=(AW-0Q)Y, (4.6)
sistemi bi¢iminde yazilabilir. [13, 14]

(4.4) tn yari-tirevlerinin hem a,b iki u¢ noktasinda hem de ¢ ig¢ siireksizlik

noktasinda iy1 tanimlandig1 i¢in diizenli iki noktali smir kosullar1 ve bu u¢ noktalardaki

gecis kosullar1 sonlu limit anlaminda iyi tanimhidir, [15]. Simdi
rank(A:B)=4 ve AE, A" =BE,B’ 4.7

ki burda E, semplektik matrisi

0 0 0-1
0010

E, = 4.8

*1o0-100 (48)
1 000

olmak tizere (4.7) ve (4.8) kosullar1 saglandiginda sinir kosulunun kendine es oldugu
[16, 17] den bilinir. Bununla birlikte hem (4.2) sinir kosullar1 hem de (4.3) gegis

kosullar1 i¢in kendine es kosullar

rank(A:B)=4 ve AE,A"=BE,B", lC E,C =%DE4 D*
p

seklindedir. Burada E,, (4.8) de tanimlandig1 gibidir. Genelligi bozmadan daha genel

olan (4.5) gegis kosulunu ele alalim ki bu kabul daha geneldir ve herhangi bir ‘ayrik
olmayan’ gegcis kosulu (4.3) formuna getirilebilir. (4.7) ve (4.8) kosullar1 altinda sinir

kosullarmin kanonik sekilleri Hao ve arkadaslari tarafindan [18] de arastirilmustir.
[18] deki genel duruma uygun olarak bu boliim boyunca A ve B
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a 8, 0-1 —a; -a, 0 0

A a, a, 1 0 B- -a, -a, 0 0 4.9)
8y Ay 00 ﬂl b41 0-1
a, a, 0 0 b,, p 10

bigiminde olmak {izere (4.2) simir kosullar1 yukarida bahsedilen sartlar1 saglayan (3.5)
genel gecis sartlari ile birlikte bahsedilecektir.

(4.2), (4.9) kosulu kendine estir ve dordiincii mertebeden reel ayrik olmayan kendine
es sinir kosullart i¢in “temel kanonik form” olarak adlandirilir, [18, 19]. [18] de her
ayrik olmayan kendine es smir kosulu igin temel matris doniigiimleri (4.2), (4.9)
formuna doniistiiriilebilecegi gosterilmistir ve bundan dolayr “temel kanonik form”
olarak adlandirilmistir. Bu durum karisik ve ayrik kendine es smir kosullari i¢in de

gecerlidir.

Dordiincii mertebe durumu i¢in reel karisik kendine es smir kosullar1 “temel kanonik

formu”

o a8, 0-1 -a, —z3,; 0 0
a 10 -a,, —12 00
A = 2 @ B - a3 — 738y (4.10)
Ay 0 131 b41 0-1
za, za;, 0 O by, B, 10

seklinde tanimli A, ve B, matrisleri ile agik¢a yazilabilir. Burada z bir reel sayidir.

Reel ayrik kendine es smir kosullarmin “temel kanonik formu” ise

o, a, 0-1 0 0 00
a 1 0 0 0 00

A= . B, = (4.12)
0 0 00 g b, 0-1
0 0 00 b, A 1 0

seklinde olan A, ve B, matrisleriyle agik¢a yazilabilir.

(4.10) ve (4.11) her ikisi de (4.9) a dahil edilebilir. Bu nedenle bu tezde “temel kanonik

form” altindaki problemi ele alacagiz.

Simdi ise Atkinson tipinin tanimimi i¢ siireksiz nokta ile dordiincii mertebeden

denklemlere genellestirecegiz.
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Tamm 4.1. m,n>1 tam sayilarti¢in J araligmin

a=g,<a <a,<...<d,,,; <C, c=b,<b <b,<...<h, b (4.12)

N+l

seklinde bir pargalanis1 varsa yle ki k =0,1,...,m—1 olmak tizere [a,,,8,,.,,)

r= 1 =0
p
drr. [a,,,a,,,,] araliginda
[ wtydt=0, [™wttdt=0, [ w(t)t’dt=0
A A A

dir. Yine i=0,1,...,n i¢in (b,,] ve i=0,1,...,n olmak iizere [b,,b, ] araliklari

uzerinde

e W [wdt=0, [“wiordt=0, [“wttidtz0  (4.13)
p by; by; b,;

k=0,1,...,m-1 olmak iizere [a,,,,8,,,] araliklarinda

Bk+2

q=w=0, L r(t)dt =0, L F(t)tdt =0, r(t)t’dt =0

A2k

ve sonolarak i=0,1,...,n—1 i¢in [b,.,,b,.,,] araliklari tizerinde
q=w=0, j ()t 2 0, j " ()t 2 0, j UHORdt 20 (4.14)
b2i+1 %Hl b2i+1

sartlar1 saglanirsa (4.1) diferansiyel denklemi Atkinson tipli olarak adlandirilir.

Tamm 4.2. (4.1) Atkinson tipindeyse (4.3) veya (4.5) gegis sartlarma sahip bir (4.1),
(3.2) smir deger problemi de Atkinson tipindedir. Atkinson tipi gegis sartlarina sahip
bir sinir deger problemi bir matris 6zdeger problemiyle tamamen ayni1 6zdegere sahip

ise bu iki problemin esdeger oldugu sdylenebilir.

Teoremi vermeden Once asagidaki gosterimleri verelim. (4.12)-(4.14) e gore

i=12,...,n ve k=12,...,m olmak lizere
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Ak -
r(tdt, F = j
2k

a;

a

_ [Bkn = 2k+1 2
r = j rtydt, f, = j “r(ntit

a
b2

P = jbb“ r(tydt, = j:f rtdt, §= |,

2i-1 i 2i

g =[""awdt. 4 =[""awdt, g, =" rtde

" r(t)t3dt

. b ~ byi ~ bai 2 (4.15)
g=[ adt, ¢=["awut, g=[" q@td
W, = j w(t)dt, W, = j w(ttdt, w, = j w(t)t2dt
W = jbbz_‘ wt)dt, W, = j:z_‘ w(t)tdt, W, = j:f‘ w(t)t?dt
ayrica
6, =F—t5 20, 6=r’—fr=0 (4.16)

oldugunu kabul edelim. (4.13), (4.14) den (4.6) nin gésterimini kullanarak y, nin bir
sabit ve y, inise r nin 6zdes olarak sifir oldugu alt araliklarda vy, ile iliskili lineer bir
polinom fonksiyonu oldugu sonucuna varmak kolaydir. Benzer sekilde y, sabittir ve
Y, ise q ve w nin her ikisininde ayni1 sekilde sifir oldugu alt araliklarda y, ile iligkili

lineer bir polinom fonksiyonudur. Béylece

C = yz(t)a dk = y1(t)_ yz(t)t’ te [a2k1a2k+1]! k=0,1,....m-1,

Cn =Y, (1), d,=y,(O)-Y, (O, te[a,, a,,)

(io =Y,(t), Eio =y, () -y, (O, te(b,b], . (4.17)
6 =%, d=y%0O-y,0t telb, bl i=12...n

e =VY,t), f=y;t)-y, O, tela,,,a,], k=01....,m,

&=Y,(t), fi=y,()-y,Ot te[by,by], i=12,..,n,

olsun ve
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€ = y4(a0) = Y4(a),
f0 = ys(ao)_ y4(ao)-ao = y3(a)_ y4(a)-a

en+1 = y4 (b2n+1) = y4 (b)’

f~n+1 =Y, (b2n+1) -V, (b2n+1)'b2n+l =Y, (b) =Y, (b).b, (4.18)
i1 =Ya (a2m+1_) =Y, (C—),

fm+l =Y, (aZm+1_) -Y, (a2m+1_)' B = Y3 (C_) -Y, (C_)-C

€& = Y, (b +) =y, (c+),

fo = Y5 (by+) =y, (by+).b, = y;(c+) -y, (c+).C
diyelim.

Uyan 4.1. (4.17) den bilinir ki y,(t)-vy,(t)t, k=0,1...,m-1 iin te[a, a,.,],
i=12,...,n i¢in [a,,,a,,,), (0,b] ve [b,,b,,,] alt araliklarmin her biri {izerinde
sabittir. Yine vy, (t)-y,(t)t, k=01....m i¢in [a,,,a,], i=12,...,n i¢in

[b,, ;,b,] alt araliklarmn her birinde bir sabittir. Simdi
G=(gy)= —D7'C ve ¢ = 0,30, — 030 # 0

oldugunu kabul edelim. (m+n+2)x(m+n+2) boyutundaki dongiisel (devirli) ii¢

kosegenli blok bir matrisi

P= P T,-P, T, (4.19)

P’ P B,-P

bigimindedir. Q ve W iki kdsegenli blok matrislerini ise
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=i y Qo Qs ~o’ ~1""’ ~n
Q=diag(Qy, Q1+ Qns Qs Qi+ Q) (4.20)

W = diag(W,, W,,...,.W, , W,, W,,..., W )
bigiminde tanimlayalim. Burada ayrica 2x2 boyutundaki simetrik k =1,2,...,m i¢in

P, Q ve W, i=12,...,n ve P, j=12...,n icin W, §, 2x2 boyutundaki

simetrik matrisleri asagidaki formdadir;

[ I
0, 6 6 0
Pk = . =~ |! PI = ~ o (421)
LA [
0. 6 e
y & i
wn=[Ak fj, Qk—[? f} 4.22)
Wk k qk k
(4.23)

S O
L0 On
~
Il
N
= =
=S
-~

Yine smir sart1 ve gegis sartina karsilik gelen 1=1,2 i¢in |.5>1, I_5>2, P, T ve 'I:, 2x2

boyutlu matrisleri

B _ (_Oﬁ —(a, +a,)) ]
—(aey +a,,) —(@%a, +2aa, +a,) ) (6.24)
B _ (_,Bl - (bﬂl + b41) J
2 ~(bB,+b,)  —(b’B,+2bb, +5,)
T1=[hl hz], T, = [ h“j (4.25)
-1, 1, 1,
. (-h ~h . [-h -h
le(ﬁ f], T2=[~h3 f} (4.26)
1 |2 IS |4
b _ [asl bay, +a,, J (4.27)
aaSl + a32 abaSl + aa41 + ba32 + a42

formunda olup P." ile P. nin transpozu gosterilmistir. Burada

29



h = 011923 = 921913 2
h2 — 011923C = 021915C + 0150923 = 95,013 é’ ,
h3 — _923 é’ ,

h4 — 913_923%’

| = 921914 = 91192 _Ch/
1 é’v
|2 = 021914C — 011024C + 022014 — 01,02 _C%’

L = 924_CV’

3 ¢

| =92~ 0w _Cry
) ¢

0y = Gy + uglhy + gughy + Gl

h, = 9,,C+ 9.y + 94sCh, + 9,0, + Gyl
h, = 0,,ch, + 9,0 + 0L,

h, = g,ch, + g,.h, + 9.,

L = 031+ OgChy + 95,0 + gl - Cﬁl, (4.28)

2= 0suC+ Qg+ 933Ch2 + 934h2 + gsslz _Chz’

|~3 933Ch3 + 934h3 + 933|3 —Cﬁ3,
i

1

9a:ch, + g3,h, + gl —ch,,

ve a ile b, J araliginin u¢ noktalaridir. cise i¢ stireksizlik noktasidir. i=1,2 igin

ai) i j=21314 lgln ajl’bjz Ve b4l’b42 ER dlr.

Simdi ana sonuc¢larimizdan birini verelim.

Teorem 4.1. (4.1) in Atkinson tipli oldugunu kabul edip (4.2), (4.3) ve (4.16) nin
saglandigini kabul edelim. P, Q, W matrisleri (4.18), (4.19) ile tanimlansin. O zaman

(4.2), (4.9) ve (4.5) smir deger problemi
P+Q)Y =AWY (4.29)
matris 6zdeger problemine denktir. Burada Y = [YOT ,YlT Al Y~0T, Y~lT N Y~nT]

* m?

seklinde taniml (sabit) bir vektordiir. k =1,2,...,m olmak iizere Y, =[d,,c ]" ve

i=12,...,n olmak iizere Y, =[d,,c,]" dir. (4.1), (4.9) ve (4.5) smr deger probleminin
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bir u(t) 6zdeger fonksiyonu ve aynt A Ozdegeri ile iliskili (4.29) matris 6zdeger

probleminin Y 6z vektorii k =0,1,...,m i¢in te[a,,,a,,,,] olmak iizere
u(t) = y,(t) =ct+d,,

tela,, a,,,,) olmak iizere

uit)=c,t+d_,
t e (b,,b,] olmak tizere

u(t)=¢&t+d,
ve i=12,...,n igin t€[b,,,b,, ;] olmak iizere

u(t)=¢Et+d,
bagintilarina sahiptir.

Ispat. ispat bir sonraki boliimde verilecektir.

Aslinda (4.29), (2m+2n+4)x(2m+2n+4) boyutundaki bir matris Ozdeger

problemidir. Q, W matrisleri simetriktir ve P matrisi ise

(m+1,m+2),
(m+2,m+1),
(m+1,m+1),
(m+2,m+2),
(m+1,m+2),
@ m+n+2),
(m+n+2,1)

elemanlar1 disinda hemen hemen blok simetriktir.

Uyan 4.2. Teorem 4.1 de dordiincii mertebeden kendine es reel ayrik ve reel ayrik

olmayan sinir kosullarinin temel kanonik (diizgiin) formu i¢in de gegerlidir.
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Bir sonraki teorem Atkinson tipindeki her denklemin pargali polinom katsayilar1 olan
bir denkleme es deger oldugunu gosterecektir. Teoremi vermeden 6nce daha sonra

gerekli olacak bir Lemma verecegiz.

Lemma 3.1 de insa edilen polinomlart X (X, X,,7,,7,,7,) ile gosterelim. J {izerinde

tanimli P(t), G(t), W(t) parcali polinom fonksiyonlari

X(@y ay,h, L), tela, a,], k=12,....m,
1 0, tela,,a,,), k=01....m;
p(t) x(bzi—l'bzwri’ﬁ’ﬁ)v telb, b1 1=12,....n,
0, te(b,,b,,], i=01...,n;
X (@ 80, O Gy G ), telay ay,,), k=01....m,
0, tela,,,a,], k=0,1...,m;
a() = 4 | (4.30)
X(b2i1b2i+l1qi’qi1qi)! te(bzi’bzm]! 1=01....n,
0, telby, byl 1=12....n
X(azk'a2k+1'Wk1wk’Wk)! te[azk:a2k+1): k:O,l,...,m,
0, tela,,;,a,], k=12,...m
X(bzi—ﬂbzi’Wi’\ﬁi’V:Vi)’ te(by,by,], 1=01...,n,
0, telb, ,,b,], 1=12,...,n;

w(t) =

biciminde tanimlayalim. O zaman asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 4.2. (4.2), (4.3) saglansin. (4.1) Atkinson tipli olsun ve J iizerinde
p(t), §(t), w(t) ifadeleri (4.31) ile tamimlansin. k=1,2,...,m olmak tizere I, I, I,

r,

r, k=01....m olmak iizere q,,0q,,qW,,W,W, Ve

i=12,...,n igin F,
i=0,1,...,n olmak iizere G, G, G, W, W, W, degerleri (4.12)-(4.14) ile verilsin. O

zaman (4.1), (4.3) smir deger problemi ayni (4.2) sinir kosulu ve (4.3) gegis sartina

sahip J =(a,c)u(c,b) tlizerinde taniml1 dordiincii mertebeden
(Pu”)” +qu = AWu (4.31)
sinir deger problemi ile tam olarak ayni1 6zdegere sahiptir.

Ispat. Bir sonraki boliimde verilecektir.

Teorem 4.1 ve Teorem 4.2 de belirli bir J arahginda sabit bir sinir kosulu (4.2) ve

(4.3) gegis sart1 igin parcali polinom katsayilar1 ile verilen (4.31), (4.2), (4.3)
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problemiyle tam olarak ayni 6zdegere sahip olan Atkinson tipli problemlerinin bir
ailesi oldugu sonucuna varilabilir. Boyle bir aile (4.31), (4.2), (4.3) iin es deger ailesi
olarak adlandirilir.

Simdi agagidaki matris 6zdeger problemini tanimlayalim.
HX =AVX (4.32)

H = (Hij) ile her bir eleman1 i=12,...,n olmak iizere det(H,,,)=#0, H = Hle

i,i+:

sartin1 saglayan |x| boyutunda reel degerli blok dongiisel li¢ kdsegenli martis

gosterilmistir. Bunun yani sira 'V =diag (V,,,...,V,,,) matrisi ise 2x2 boyutunda V;
ile i=12,...,n olmak tizere det(V,)=0 sartlarmi saglayan bir matristir. Burada

(4.33) formundaki matris 6zdeger probleminin gecis sarthi Atkinson tipinde bir sinir

deger problemi seklinde gdsterime sahip oldugu ispatlanacaktir.

Teorem 4.2 ye gore boyle bir gosterim tek degildir. Bu Teorem 4.1 in tersi olarak

gosterebilecek baska bir ana teoremdir.

Teorem 4.3. Herhangi a,b,c i¢in —o<a<c<b<+oo olsun. | >3 dogal say1 ve

Hll H12 H1|W
H12 H22 H23

Heo Hoo Hi
H = k—1,k k,k k k+1 (433)

Hk+1,k Hk+l,k+l Hk+1,k+2

Hy o Higs Hiyy
H,, Hy, Hl,lj

seklinde tanimli | x| boyutunda reel degerli blok dongiisel ii¢ kosegenli matris olsun.

Burada 2<k<I1-2 ve H, H,, H. . Hoon Heao Hi Hyy blok elemanlar:

disinda hemen hemen simetriktir. Her bir H; ise ¢;

isn Niar Oy 20 olmak lizere

Ci,i+l hi,i+1

h

i=1,2,....1-1ve i =k icin Him:[ J dir. i=12,....1, i#k, k+1 icin

i,i+1 i+l
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C. h. C h,
H1'| :[hu du J’ Hl’I :[~,I 1 J’ Hl,l = Hl-l,-l'
i ii hl,| d1,|
Hk’k _ [?k,k hk,k ]’ Hk+1’k+1 _ [(ikﬂ,kﬂ hk+1,k+l J
hk,k dk,k hk+1,k+l dk+l,k+1

Ci ks Nyt Cuirk L
Hia=| - q Hiay = R q
k,k+1 k,k+1 k+1,k k+1,k
ve i=12,...,1-1 i#k olmak iizere det(H,,,)=0, det(H,)=0, det(H,,)=0

sartlarin1 saglayan 2x2 boyutunda matrislerdir. V =diag(V,,,V,,...,V,) blok

elemanlarn  i=12,...,1 i¢in f,,v;, 9,20 wve det(V,)=0 olmak iizere
fii Vii o F i 19t i
V., = matrisi 2x2 boyutunda reel degerli bir matristir. O zaman herhangi
Vii gii
sabit @, Gy, Gg» Gy» Gi» Os G Go» O G G, O, degerleri igin matris 6zdeger problemi
(4.32), (4.1), (4.9), (4.5) bigimindeki gegis sarth Atkinson tipi siir deger problemini
temsil eder. Ayrica J araligmm sabit bir pargalanist (4.12) ile verildiginde (4.15)
gosterimleri ile (4.31), (4.9), (4.5) dordiincii mertebeden gecis sarth sinir deger
probleminin tek bir gésterimi vardir ve (4.32) matris 6zdeger problemi seklindedir.
Yine (4.33) matris probleminin tim smir deger problemleri, (4.31), (4.9), (4.5)

dordiincii mertebeden gecis sarth smir deger probleminin esdeger ailelerine karsilik

gelecek sekilde verilmistir.
Ispat. Bir sonraki boliimde verilecektir.
4.2 ispatlar

Bu boliimde Teorem 4.1, Teorem 4.2 ve Teorem 4.3 iin ispatlarin1 verecegiz. Bunun

icin O6ncelikle asagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 4.1 (4.1) in Atkinson tipli oldugunu varsayalim. O halde (4.1) in herhangi bir

U ¢oziimii icin ve (4.6) ile verilen vy, y,, Y, ¥, Un herbiri k =1,2,...,m olmak iizere

c —C.,=f.r+er (4.34)
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d —d_,=—fr —er (4.35)

k=0,1,...,m olmak tizere
.. —& =C, (4w, —q,)+d, (Aw, —q,) (4.36)
f.,—f. =—c (AW, —q,)—d, (Aw, —q,) (4.37)

i=12,...,n olmak iizere

G —C,=ff+6f (4.38)
d,—d_,=-fr-&r (4.39)
i=0,1...,n olmak lizere
6., —8& =6 (AW —q)+d (AW —q,) (4.40)
fio—f =—€ (AW -q)-d (2 -q,) (4.42)

esitliklerine sahiptirler.

Tersine olarak (4.34)-(4.41) sisteminin herhangi bir k=0,1,...,m i¢in c,,d,,
k=01,...,m+1 icin e, f,, i=01...,n icin ¢,d ve i=01...,n+1 icin &,f
¢oziimleri i¢in (4.17) ile (4.18) i saglayan ve (4.6) ile verilen y,,Y,,Y,, Y, i¢in (4.1)
denkleminin tek bir v ¢oziimii vardir.

Ispat. Bu lemmanin ispat1 [20] deki ispata benzerdir. Bu yiizden gegilecektir.

Teorem 4.1 in Ispati. (4.17), (4.18) ve (4.9) smir kosullar

a,(ac, +d,) +a,,c, —e, —ay (bC, + dn) -3,C, =0,
8,1(C, + do) + a,C, — (86, + ) ~ 3, (b€, +d,) ~a,,C, =0, (4.42)
a31 (aco + do) + aszco - ﬂl(bén + dn) - b416n - én+1 = O’

ay (aco + do) +3,,C, — b41 (bcn + d~n) - ﬂzCn + (bén+l + fn+1) =0,

(4.42) e sahip olmas1 disinda teoremin ispat1 [6, 20] deki ile aynidir. (4.17), (4.18) ve
(4.5) gecis sartindan
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CoC + CIo =0u(C,c+d,)+0,C, +05(8.C+ f) + 08
:0 = gfl(cmc +d)+ 02C, + 93 (€raC+ Try) + 0508000 (4.43)
OC + fO = g31 (CmC + dm) + gsZCm + 933 (em+1c + fm-¢—1) + gsAem+l’
éo = g41(CmC + dm) + g42Cm + g43 (em+1C + fm+1) + g44em+l’
elde ederiz. Yukaridaki denklemleri ¢6zerek
e ,=hd_ +hc +hd, +hc,
f...=hd, +lc, +1.d,+1,C,, (4.44)

€ = I:nldm + ﬁzcm + I:|3d~O + 5460,

f...=hd, +lc, +1.d,+1,C,

sonucuna varilabilir. Burada i=1,2,3,4 olmak iizere h,I.,h,I. (4.28) de oldugu gibi

verilmektedir. O halde denklik Lemma 4.1 kullanilarak elde edilir.

Teorem 4.2 nin Ispati. Aciktir ki hem (4.1) - (4.3) gecis sartlarmdaki dérdiincii
mertebeden smir deger probleminin hem de (4.31), (4.2), (4.3) aym k=12,....m

olmak iizere I, f,f i=12,...,n olmak iizere F,f,r k=0,1,...,m olmak iizere
e» Gy o G Wy, Wi, W, Ve i=0,1,...,n olmak iizere §,q;,0,, W, W, W, degerlerini verir.

Boylece ayni matris 6zdeger problemine esdegerdirler. Dolayisiyla Teorem 4.1 ile

ayni 6zdeger sahiptirler.

Teorem 4.3 iin Ispati. J =(a,c)u(c,b), m=k-1Ln=1-k—-1 olsun. J arahgmm
(4.12) pargalanig1 alinsin. [a,c)u(c,b] araligi iizerinde P, §, W fonksiyonlarini

(4.13), (4.14), (4.4) G saglayan pargali polinomlar seklinde insa edelim. Buna ek olarak
(4.13), (4.14) te sifir olmadiklar1 [a,c)u(c,b] alt araliklarindaki fonksiyonlarin

degerlerini ve ayrica smir kosullarinin parametreleri ve gegis sartini tanimlayalim. Bu
amacla, matris denklemleri (4.29) matris denklemleri ile (4.32) karsilastirilarak

asagidaki matris esitlikleri elde edilebilir.

36



P=H.i=12...m P =H_ .. i=12..n

P +B,+Q,=H,;, -P. +B,+q, =H,,

P, +T,+Q, =Hy, —P+T,+0 =H 1,

'|: Hiawr To=Hy P=Hy, (4.45)

_Pi+ |+1+Q H|+1|+1' :112!---1m_1,
_Pj j+1+Qj = Hk+j+1,k+j+1! J :1121---|n_1,

W, =V, i=01..,m, W =V, 10 i=0L....n.

(4.45) ¢oziiliirse su sonuca varilabilir.

9 det (HI |+1)7 = (C| |+l ii+sl h i+l)7 ’

:eihi,i+l’ i elcl i+1? i eldl i+1? |=1 2 m

n _ -1 _ -1
9' - dEt (Hk+j,k+j+1) - (Ck+j,k+j+ldk+j,k+j+l k+J k+j+l)

?eh

-

™

j:0'ck+jk+j+l’ r:-jZdek+j,k+j+1’ j=12,...nm
i W, =0, i=12..,m+]

K+ j,k+j+1?

)
N
=
I

WJ Vk+Jk+J’ W'l fk+jk+J’ W—lzgk+jk+jl 1212"'!n+1;

r r I r .
ql—l = +_Il qi_J_:Cii+ L +_I’ q|—l_d +_+_ |:2,...,m;
1 0 O, 06 O, 06
. f, T ., F
= j-1 j ~ j-1 i
d,=hjjt=—* = G1=Cj;t=—+T=
0,, 0, 0,, 0,
. r,
5 i1 i
0=y, jpjt=—+=, J=2,...,n
0,, 0,

Simdi smir kosulundaki parametrelere gegis sarti belirlenebilir (4.45) den ve
qO’ qO’ qO’ qm’ qm’ qm’ qO’ 507 q:O’ qn’ &n’ &n in Sabit OlmaSI sartlnda

r
o =0, —Cy _51’ ay —(h, + =+ aa,),
1 6,

_ d
a, =0, —(d, +h,+ 51"' 0‘132 +2aay),
1

,Blzc||+~ qn’b4l __bﬂl an’

n

~(b°f, + 2bb,, +4,),

a3 =G, a5 = h1| —acy,a, = h1| - bC1| 18y = d1| + abcu - ah1| _bﬁu

ve
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¢ =det(H, 1) " 00 = ¢ Cn O1s = $ (M sa —CC ),

0, = C:(ﬁk,kﬂ + CCk,k+1)! Oy = g(Cﬁk,kﬂ + Czck,k+1 - Chk,k+1 - dk,k+1)l

91 = —[91hy + 9is(Chy +1,)], 9,5, = —[91.hy + Gps(Chy +1)],

O =19, (h, —chy) + g,5(ch, +1, —ch, —cl,)],

02 = 954 (, —Chy) + 5 (chy +1, —c?hy —cl,)],

0. = ¢ (hh, —h,h), 9., = ¢[(h, (ch, +1,) —h,(ch, +1,)],

Oss = $T(h (chy + 1) —hy (ch, +1,)],

0z = ST(ch, +1,)(chy +15) - (hy +15)(ch, +1,)],

Oar =N = Gus (SN, +1) = Guhy, 0y = D, = 90sC— s (Ch, +1,) — gughy,
Oay = Chy +1, — ggs (Chy +1,) — 930y, 9, =Ch, =, — gy (ch, +1,) — g3h,,

Burada

I I
hlzckk—‘re_m_qm’hZ :hkk+0_m_qm’

- i ~ I ~
1 A 1A
h3 - (Ck+lk+l +97_q0)’ h4 _(hk+1,k+1 +7_Qo)a
1 1
_. g 5 P
_ 1_A _ 1A
|3 — Mk k+1 += 0! |34 - dk+l,k+1 +=-(
91 91

dir. O zaman p(t), G(t), w(t) ifadeleri (4.30) ile tanimlanabilir. Bu tir p, §, W

fonksiyonlar1 J izerinde (4.14), (4.13), (4.4) i saglayan pargali polinom
fonksiyonlardir. (4.31) nin Atkinson tipinde oldugu ve (4.12), (4.15) in p,q,w

fonksiyonlarmin sirasiyla p,q, W fonksiyonlariyla degistirilmesiyle olustugu agiktir.
(4.32) probleminin (4.29) ile ayni formda oldugunu gérmek kolaydir.

Boylece Teorem 4.1 den (4.32) problemi (4.1), (4.5), (4.9) sinir deger problemine es

degerdir. Son kisim Teorem 4.1 den elde edilebilir.

Uyar 4.3. Teorem 4.1 ve Teorem 4.3 reel degerli kendine es smir kosullar1 yani ayrik

olmayan, karisik ve ayrik sinir kosullarinin her ii¢ii i¢in de gegerlidir.
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BOLUM V

SONUC

Bu tezde sonlu spektruma sahip Atkinson tipindeki Sturm-Liouville problemi ele
almmistir. Amacimiz Sturm-Liouville problemiyle ayni 6zdegere sahip bir matris
6zdeger problemi insa etmektir. Tersine ise bir matris 6zdeger problemi verildiginde
bu matris problemine denk olacak sekilde bir Sturm-Liouville problemi kurmaktir.
Tezde incelenen Sturm-Liouville problemi sunlardir. Birincisi —oo<a<b<oo

araliginda 4 € C, p ve g katsayilarinin bazi kabulleri sagladigi (Bkz. Bolim 2, (2.1))
—(py")' +ay =Awy, J=(a,b) (5.1)

Sturm-Liouville denkleminin ve A ile B bazi sartlar1 saglayan (Bkz. Bolim 2, (2.1)

esitligi) 2x2 boyutunda, kompleks matrisler olmak tizere
AY (a) + BY (b) =0, Y :By'] ABeM,(C) (5.2)

formunda iki noktali ayrik veya ayrik olmayan sinir kosullar ile olusturdugu sonlu
spektruma sahip Atkinson tipindeki Sturm-Liouville problemidir. ikinci ele alinan
problem ise yine ayn1 kabuller altindaki (5.1) Sturm-Liouville denklemi, (5.2) ayrik

ve ayrik olmayan smir kosullar1 ve buna ek olarak bir ¢ € (a,b) i¢ siireksizlige sahip

ve bu noktada
CY(-c)+DY(+c)=0 (5.3)

bicimindeki ge¢is sartlariyla birlikte olusturdugu gecis sartl Atkinson tipindeki sonlu

spektruma sahip Sturm-Liouville problemidir. AeC, p ve g katsayilarmin bazi

kabuller ile sagladigi (Bkz. Boliim 3) bir diger Sturm-Liouville denklemi ise
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(pu”)"+qu = Awu (5.4)

seklinde tanimlidir ki bu Atkinson tipi dordiincii mertebeden sinir deger problemidir.
Buradaki amacimiz bu smir deger probleminin, Katsayilar1 2nx2n boyutunda reel

degerli V bir blok Jacobi matris, W ise diogonal matris olmak tizere
VX = AWX (5.5)

biciminde tanimli olan bir matris 6zdeger problemini kullanarak ters spektral
problemini gostermektir. Tiim problemler incelenirken gerek diiz gerekse ters
uygulamada biitiin 6zel durumlar dikkate alinmis ve her bir durum ig¢in Sturm-

Liouville problemi ve matris 6zdeger problemi ayni1 anda insa edilmistir.
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