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OZET

DORDUNCU MERTEBEDEN SUPERLINEER
NEUTRAL TERIMLI DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN SALINIMLILIGI
UZERINE

Karagalli, Hasan
Yiiksek Lisans, Matematik Anabilim Dali
Tez Damismani: Dog. Dr. Orhan OZDEMIR
Aralik 2024, 64 sayfa

Bu tez calismasinda, ilk olarak fonksiyonel diferensiyel denklemlerin tanimi ve bu
denklem tirlerinin simiflandirmasi tizerinde durularak, c¢oztmler i¢in salinim ve
salimmsizlik kavramlari tanimlanmis ve orneklerle agiklanmigtir. Daha sonra
dordiinci mertebeden fonksiyonel diferensiyel denklemlerin salinimi iizerine
literatiirde mevcut olan bazi ¢aligmalar, sonuclarinin 6énemi vurgulanarak ozet
halinde sunulmustur. Tez calismasinin ana sonuglarinin verildigi tigiincii boliimde
ise, dordiincti mertebeden stiperlineer neutral terimli bir fonksiyonel diferensiyel
denklem sinifi goz oniine alinmig, bu denklem sinifini salinima ile ilgili yeni kriterler
elde edilmistir.  Elde edilen sonuclarin uygulanabilirligi ve o6nemi orneklerle

gosterilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Salinim, Dordiincii Mertebe, Neutral Diferensiyel

Denklemler, Siiperlineerlik.



ABSTRACT

ON THE OSCILLATION OF FOURTH ORDER DIFFERENTIAL EQUATIONS
WITH SUPERLINEAR NEUTRAL TERMS

Karagalli, Hasan
Master’s Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Orhan OZDEMIR
December, 2024, 64 pages

In this thesis study, firstly, the definition of functional differential equations and the
classification of these types of equations are discussed. The definitions of oscillation
and nonoscillation of solutions are given and explained with examples. Subsequently,
some important studies available in the literature on the oscillation of fourth-order
functional differential equations are summarized, emphasizing the importance of
their results. In the third chapter, which presents the main results of the thesis
study, a class of fourth-order functional differential equations with a superinear
neutral term is considered, and some new criteria related to the oscillation of this
class of equations are obtained. The applicability and significance of the results are

demonstrated with examples.

Keywords: Oscillation, Fourth Order, Neutral Differential Equations,

Superlinearity.
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1. GIRIS

Bu tez calismamiz dort boliimden olugsmaktadir. Birinci boliim yani giris boliimiinde
tezin yapist ve isleyisinden bahsedilmistir. Ikinci boliimde fonksiyonel diferensiyel
denklemlerin tanmimlar1 yapilmig ve fonksiyonel diferensiyel denklem siniflar
tanitilmigtir. Daha sonra dordiincii mertebeden fonksiyonel diferensiyel denklemler
ile ilgili literatiir 6zeti sunulmustur. Ayrica dordiinci mertebeden fonksiyonel
diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin salinim davraniglari érneklerle incelenmis olup

bu denklemlerin kullanildigr bilim dallarina ait érneklere yer verilmistir.

Ucgiincii boliim, tez calismamizin ana sonuclarina ayrilmistir. Ikinci boliimde verilen
literatiir 6zetindeki caligmalar ile bizim ¢aligmamizin farkinin neler oldugu agiklanmais
ve caligmamizdaki teoremlerin ispatinda kullanilacak lemmalar verilmigtir. Daha
sonra temel sonuclarimiz verilerek daha iyi anlagilmasi agisindan bir ornek ile

aciklanmigtir.

Dordiincii boliimde ise bu tez calismasinda kullanilan yontemler kullanilarak, ¢alisma

yapilabilecek problemler ile ilgili agiklamalara yer verilmigtir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1. Fonksiyonel Diferensiyel Denklemler: Tanim ve Simiflandirilmasi

Fonksiyonel diferensiyel denklemler (FDD), diferensiyel denklemlerin genel bir tipi
olmakla birlikte bu denklemler bagimsiz degigkenin (argtiment) farkli degerlerine
baglh olarak bilinmeyen fonksiyonu ve bu fonksiyonun tiirevlerini bulunduran den-
klemlerdir. Rus literatiiriinde ilk kez 18. yiizyilin ikinci yarisinda Kondorse tarafin-
dan "degisen argtimentli diferensiyel denklemler" olarak tanimlanmigtir (El’sgol’ts
ve Norkin, 1973). FDD’lerin, otomatik kontrol teorisi, salinim sistemleri, roket
hareketi ve uzun vadeli ekonomik planlama gibi bir¢cok bilim alaninda uygulamasi
bulunmaktadir. Bu yiizden FDD’lerin ¢éziimlerinin incelenmesi 6nemlidir; ancak
genellikle acik ¢oziimleri elde edilememektedir. Bu durum, arastirmacilar1 FDD’lerin
¢oziimlerini elde etmeden var oldugu kabul edilen c¢oéziimlerin davranigini incele-
meye yoneltmigtir. Bu yaklagim diferensiyel denklemlerde kalitatif (nitel) teori
olarak adlandirilmistir. Kalitatif teorinin énemli bir konusu ise salinim teorisidir;
bu teori ilk kez 19. yiizyilda Sturm tarafindan ortaya atilmigtir. Simdi FDD’lerin

siniflandirilmasindan bahsedecegiz.

Tanim 2.1.1. Bilinmeyen fonksiyon ve tiirevlerinin, bagimsiz degigskenin farkh
degerlerine bagli olarak ortaya c¢iktigr diferensiyel denklemlere, fonksiyonel
diferensiyel denklemler veya (rus literatiriinde) sapma argiimentli

diferensiyel denklemler denir (Zafer, 1992).

Tanim 2.1.2. Bir FDD’de bagimhli degigkenin en yiiksek mertebeden tiirevi, yal-
nizca bagimsiz degiskenin bir degerine bagliysa ve bu deger, bagimli degigsken ve
tlrevlerinin diger arglimentlerinden kiigiik kalmiyorsa, bu denklemlere gecikmeli

(retarded/delay) diferensiyel denklem denir (Zafer, 1992).

Ornegin,

v
z (y)+y4z 5Y

denklemi y > 1 i¢in gecikmeli diferensiyel denklemdir.



Bu tir denklemler, mekanik sistemlerdeki titresim analizi, kontrol teorisi veya diger
dinamik sistemlerde gecikme etkilerini modellemek i¢in kullanihir (Hale ve Verduyn

Lunel, 1993).

Tanim 2.1.3. Bir FDD’de bagimh degiskenin en yiiksek mertebeden tiirevi, yal-
nizca bagimsiz degigskenin bir degerine bagliysa ve bu deger, bagimli degigsken ve
tlrevlerinin diger argiimentlerinden biiytik kalmiyorsa, bu denklemlere ileri tipten

(advanced) diferensiyel denklem denir (Zafer, 1992).
Ornegin,

sin CoS
() + 2y ) + ) =0

4
denklemi, A\ > 1 igin ileri tipten diferensiyel denklemdir.

Bu tiir denklemler, ozellikle kontrol sistemlerinde, mekanik sistemlerin dinamik
davraniglarinin analizi veya biyolojik sistemler gibi énceden kestirimlerde bulunul-
mas1 gereken durumlarda ve onceden belirlenmis bir parametre ile bir sistemin

yamtini tahmin etmek amaciyla kullanihir (Hale ve Verduyn Lunel, 1993).

Tanim 2.1.4. Bir FDD’de, bagiml degiskenin en ytiksek mertebeden tiirevi yalnizca
bagimsiz degiskenin bir degerine bagliysa ve bu denklem, en yiiksek mertebeden
tirevin argiimentinden daha kii¢iik ve daha biiyiik argiimentler iceriyorsa, bu den-

klemlere karma tipten (mixed) diferensiyel denklem denir (Zafer, 1992).
Ornegin,

W (y) = (siny)z(y + 2¢) + 32(y — )
denklemi y > 0 i¢in birer karma diferensiyel denklemdir.

Bu tiir denklemler, dinamik sistemlerin karmasik etkilesimlerini ve gecikme etkilerini

modellemek igin kullanilabilir (Hale ve Verduyn Lunel, 1993).



Tanim 2.1.5. Bir FDD’de, bagimh degiskenin en yiiksek mertebeden tiirevi hem
sapma argiimentine bagli, hem de sapma arglimentinden bagimsiz olarak ortaya

gikiyorsa, bu denklemlere neutral (nétral) diferensiyel denklem denir.
Ornegin,

2"(y) + eyz”(%) +e¥2"(2y) + 2 (g) =siny

ve

1 1
)+ 52y +m) - 2y —7m) =0

denklemleri y > 0 igin birer neutral diferensiyel denklemdir.

2.2. Yiiksek Mertebeden Diferensiyel Denklemlerin Salinimhihg:

R = (—o00,00) reel sayilar kiimesini, Ry = [0,00) araligmn temsil etsin.
F : Ry x R"? — R siirekli fonksiyonlarim géz oniine alahm. g¢,7 : Ry — R
strekli fonksiyonlar, lim, . g(y) = oo ve lim,_,o, 7(y) = 0o oldugunu kabul edelim.

0 = £1 olmak tizere, n’inci mertebeden

2(y) +0F (y, 2(y), 2l9@)), 2 (), .. 2" D (w), 2 [ (y)]) = 0 (2.2.1)

FDD’yi goz ontine alalim.

Tamim 2.2.1. y € [y,,00) C Ry olmak tizere [y.,o0) aralig: iizerinde n kez tirevle-
nebilen ve (2.2.1) denklemini saglayan bir z(y) fonksiyonuna (2.2.1) FDD’nin bir
¢Oztimi denir. Burada y, > 0 sayisi z(y) 6zel ¢oztimiine bagh bir degerdir (Agarwal

ve ark., 2000).

Tanim 2.2.2. z(y) fonksiyonu, (2.2.1) denkleminin bir ¢éziimii olsun. Eger, en az
bir y € [y,,00) i¢in z(y) # 0 oluyorsa bu ¢oztime agikar olmayan (sifir olmayan)

¢O6zim denir.

(2.2.1) diferensiyel denkleminin tiim agikar olmayan ¢oziimlerinin kiimesini S ile

gosterelim.



Tanim 2.2.3. Bir z € S ¢ziimiinin [y,,00) araligl tizerinde sifirlarimim kiimesi
tistten siirh degilse, yani bu z(y) ¢oziimii keyfi sayida yeterince biiytik sifir yerlerine
sahipse (2.2.1) diferensiyel denkleminin bu ¢oztimiine salimmh ¢6ziim denir (Agarwal

ve ark., 2000).

Yani z(y) salmimli bir ¢dziim ise nihai pozitif (eventually positive) ya da nihai negatif

(eventually negative) bir ¢oziim degildir.

Tanim 2.2.4. Asikar olmayan bir z(y) ¢6ziimi [y., c0) araliginda salimm yapan bir
¢oztim degilse, yani her y > y; i¢in z(y) # 0 olacak sekilde bir y; € [y,, 00) degeri
mevcutsa, o halde bu ¢oztime salimmsiz (salimm yapmayan) ¢6ziim denir (Agarwal

ve ark., 2004).

Yani salimm yapmayan bir ¢oziim, nihai pozitif (eventually positive) ya da nihai

negatif (eventually negative) bir ¢éztimdiir.

Tanim 2.2.5. Eger z € S fonksiyonlarimin (¢éziimlerin) tiimi salimml ise o zaman

(2.2.1) diferensiyel denklemine salinimhdir denir (Agarwal ve ark., 2000).

Ornek 2.2.6. y > 1 ve a € (0,1) i¢in dérdiincii mertebeden

(v (") + yz(ay) =0 (2.2.2)

delay FDD (Althubiti ve ark., 2021, Teorem 1)’in biitiin sartlarimi sagladig igin
(2.2.2) denkleminin biitiin ¢éztimleri salinimlidir. Dolayisiyla (2.2.2) denklemi salinim-

lidir (Althubiti ve ark., 2021).

Ornek 2.2.7. & > 36 icin dérdiincii mertebeden

Sy + j‘)‘z (;y> ~0 (2.2.3)

delay FDD’yi goz oniine alalim. (Althubiti ve ark., 2021, Teorem 2)’den dolay1
(2.2.3) denklemi salinimhdir (Althubiti ve ark., 2021).

Ornek 2.2.8. y > 1 ve vy > 0 icin, dérdiincii mertebeden

(y2 (z(y) + 4z (g))ﬁl)l + Uoz(%) =0 (2.2.4)

bt



neutral diferensiyel denklemini goz éniine alalm. Eger vy > 4 ise (2.2.4) neutral
diferensiyel denklemi (Almutairi ve ark., 2021, Teorem 2)’den dolay1r salimimhdir

(Almutairi ve ark., 2021).

Ornek 2.2.9. y > 1 ve vy > 0 i¢in, dordiincii mertebeden

<y2 (z(y) + 16y <g)>m>/ + UOZ(%) =0 (2.2.5)

neutral FDD’yi goz oniine alahm. Eger vy > 16 ise (2.2.5) neutral diferensiyel
denklemi (Almutairi ve ark., 2021, Teorem 2)’den dolay1 salmimhdir (Almutairi ve

ark., 2021).

Ornek 2.2.10. y > 1, ve a bir sabit olmak iizere, dordiincii mertebeden
2D (y) + Ziz(zy) =0 (2.2.6)

FDD’yi goz oniine alalim. Eger qo > 2.25 ise (2.2.6) FDD’nin biitiin ¢dziimleri
(Bazighifan ve ark., 2020a, Teorem 2)’den dolay1 salinimhdir. (2.2.6) FDD’nin biitiin

¢oztimleri salmml oldugu igin (2.2.6) FDD salinimhdir (Bazighifan ve ark., 2020a).

Ornek 2.2.11. y > 1, gy > 0 ve ¢ > 1 olmak {izere, dérdiincii mertebeden

qo

2D (y) + ?Z(cy) -0 (2.2.7)

FDD’yi goz oniine alalim. Eger ¢o(1 + golne) > 1/4 ise (2.2.7) FDD’nin butiin
¢oztimleri (Bazighifan ve ark., 2020a, Teorem 2)’den dolay1 salimmhdir. (2.2.7)
FDD’nin biittin ¢oziimleri salinimh oldugu i¢in (2.2.7) diferensiyel denklemi salinim-

lidir (Bazighifan ve ark., 2020a).

Ornek 2.2.12. y > 0 icin, dordiincii mertebeden
(2(y) + 2(y — 7) + 42(y + 47))Y — 22(y — 67) — 22(y + 27) = 0 (2.2.8)

FDD’yi goz oniine alalim. Kolaylikla gosterilebilir ki (2.2.8) denklemi z(y) = siny

salinimh ¢6ztiimiine sahiptir.



Ornek 2.2.13. y > 0 icin, dordiincii mertebeden
(22y) + 2y — 1) + 2y +20)") — 2y —4m) + 2y +7) =0 (2.2.9)

FDD’yi goz oniine alalim. Kolaylikla gosterilebilir ki (2.2.9) denklemi z(y) = siny

salinimh ¢o6ztiimiine sahiptir.

2.3. Dordiincii Mertebeden Fonksiyonel Diferensiyel Denklemler igin

Salinim Sonuclari

Tez c¢aligmamizin bu boliimiinde, doérdiincii mertebeden fonksiyonel diferensiyel
denklemlerin ¢oziimlerinin salinimliligi tizerine ortaya konulan bazi 6nemli temel

sonugclar tanitilacaktir.

Dordiinct mertebeden

2 (a0(B2) ) + s statath o 2:31)

ve

. (a(y) (dfl;y)) ) = a)I W) +pWhlow).  (232)

FDD’lerin biitiin ¢oziimlerinin salimim davraniglart igin, Said R. Grace, Ravi P.

Agarwal ve John R. Graef

(91) «a iki pozitif tek tam sayimn orani;

(92) a(y), p(y) ve q(y)€ C([yo,0), (0,00)) ve

/Oo a=V%(s)ds < oo; (2.3.3)

(93) R = (—00,00), olmak iizere y > vy, i¢in g(y),o(y) € C*([yo,0), R), g(y) < v,
a(y) >y, g'(y) >0, 0 (y) >0 ve limy_ g(y) = 00;

(94) f,h € C(R,R), x # 0 i¢in xf(x) > 0, zh(x) > 0, f'(z) > 0 ve h'(z) > 0
xv > 0 i¢in,

—f(=av) = flav) = f(2)f(v) (2.3.4)

7



ve

—h(=zv) > h(zv) > h(z)h(v) (2.3.5)

sartlar altinda agagidaki salinim kriterlerini ortaya koymustur (Grace ve ark., 2009).
Belirtilmelidir ki (2.3.3) saglaniyorsa (2.3.1) ve (2.3.2) denklemlerine kanonik

olmayan formdadir denir. Yazimda kolaylik olmasi igin, y > yo > 0 igin

Aly, yo] = /yy (;;)w ds ve m(y) = /y ~ <a(ls)>l/a ds

notasyonlar1 kullanilacaktir.

Teorem 2.3.1. Kabul edelim ki (g1) — (g4), (2.3.3) ve (2.3.4) kosullar1 saglansin.
Ayrica y > yo i¢in g(y) < &(y) < y olacak gekilde azalmayan bir £(y) € C([yo, o0), R)
fonksiyonunun var oldugunu varsayalim. Eger, 0 < ¢ < 1 olacak bi¢gimdeki herhangi
bir ¢ sabiti i¢in

V' (y) + cq(y) f(Alg(y), yi]) f (g (y)]) = 0; (2.3.6)

0 < b < 1 olacak bi¢cimdeki herhangi bir b sabiti icin

2(y) + ba(y) f (= [g<y>1g<y>)f((W)”“)f(zl/awyn) _0; (237)

ve

/°° (1 /ys /y“ /y“ Q(T)f(m[g(T)])devdu> 1/Olcls =0 (2.3.8)

G(S) 0 Jyo Jyo

olmak ftizere, 0 < d < 1 olacak bigimdeki herhangi bir d sabiti i¢in

w/(y) + da(y) S mlg (D (5 ) £ (16G) = gw)*) £ (W lew))) =0 (23.9)

birinci mertebeden FDD’ler salimmliysa, bu taktirde (2.3.1) denklemi de salinimhdir

(Grace ve ark., 2009).



Teorem 2.3.2. Kabul edelim ki (g;) — (g4), (2.3.4) ve a # 1 igin
/OO a"Y%(s)ds = oo, (2.3.10)

kogullar1 saglansin. Ayrica y > yo i¢in g(y) < &(y) < y olacak gekilde azalmayan
bir {(y) € C([yo, ), R) fonksiyonunun var oldugunu varsayalim. Eger birinci
mertebeden (2.3.6) ve (2.3.7) fonksiyonel diferensiyel denklemleri salimmliysa, bu
taktirde (2.3.1) denklemi de salinimhdir (Grace ve ark., 2009).

Burada y > y; > v icin, b > 0, ¢ < 1 keyfi sabitler olmak ftizere

Oly) = min {cq(y)f(A[g(y), ), bQ(y)f(g(y)a‘”o‘[g(y)])xf<<W> ”“) }

seklinde tanimlanirsa (2.3.6) ve (2.3.7) denklemleri

V(y) + QW) f (v [Ew)]) =0, (2:3.11)

bigiminde tek bir denklemde birlestirilebilir. Bdylece Teorem 2.3.2°den agagidaki

salimim kriteri elde edilir.

Teorem 2.3.3. Kabul edelim ki Teorem 2.3.2’nin biitiin sartlari saglansin. Ayrica
(2.3.6) ve (2.3.7) fonksiyonel diferensiyel denklemlerinin yerine (2.3.11) fonksiyonel
diferensiyel denkleminin salinimli oldugunu kabul edelim. Bu takdirde Teorem

2.3.2'nin sonucu yine gegerlidir (Grace ve ark., 2009).

Yukaridaki diigiinceye benzer sekilde, 0 < d < 1 keyfi bir sabit olmak tizere y >

Y1 2 Yo i¢in
Qy) = min {Q(y), dg(y) f(mlgW)f (6"*W)) F((Ew) — gw)*)}  (2:3.12)

seklinde taninlanirsa, (2.3.6)-(2.3.9) fonksiyonel diferensiyel denklemleri,

V() + Q) f (v W) =0, (2.3.13)



bi¢imindeki tek bir denklemle ifade edilebilir. Bu durumda agagidaki salinim sonucu

elde edilir.

Teorem 2.3.4. Teorem 2.3.1'nin hipotezleri gegerli olsun. Ayrica (2.3.6) - (2.3.9)
fonksiyonel diferensiyel denklemlerinin yerine (2.3.13) denkleminin salinimh
oldugunu kabul edelim. Bu durumda Teorem 2.3.1’nin sonucu yine gegerlidir (Grace

ve ark., 2009).

Simdi, (2.3.13) FDD’nin salinimili olmast i¢in literatiirde yer alan baz yeter kogullar

belirtelim, 6rnegin bkz. (Agarwal ve ark., 2003a; Gyori ve Ladas, 1991).

Not 2.3.5. Eger agagidaki ti¢ durumdan bir tanesi saglanirsa (2.3.13) denklemi

salimmmhdar:

(L) u;«éOiginM21ve

u

y
lim sup Q(s)ds > 1, (2.3.14)
y—oo  JE(y)
veya
y
lim inf s)ds > 1/e. 2.3.15
mint [* Qle)ds > 1/ (2.3.15)

([2) u—)Oikenm%Ove

lim sup ! Q(s)ds > 0. (2.3.16)
y—oo  JE(y)
(Is) Jeo % < 0o ve
/ Q(s) = o0. (2.3.17)

Ornek 2.3.6. y > 5 icin dordiincii mertebeden

S e e

FDD’yi goz éniine alahm. Burada a = 3, f(z) = 2°, a(y) = 4%, q(y) = 1/\/y, ve
g(y) = /y oldugu agikca goriilmektedir. y > 5 i¢in {(y) = 2,/y kabul edelim. Bu

10



durumda

00 00 1
/ a V(s)ds = / s%ds = - < o0 (2.3.19)
5 5 o
ve y > 5 icin
oo 1
m(y) = /y o~V (s)ds = [ <o (2.3.20)

oldugu agikca goriilmektedir. Herhangi bir pozitif ¢ sabiti ve y > 5 i¢in

oldugu kolayca hesaplanabilir. Dolayisiyla, (1;) sart1 saglandigindan, Teorem 2.3.4’ten

(2.3.18) denkleminin salmiml oldugu sonucuna varilr.

Ornek 2.3.7. Asagidaki dordiincii mertebeden

10 , 5 n 1 3
((w)) + el =0 (2321)

FDD’yi goz oniine alahm. Burada a = 5, f(z) = 2°, a(y) = v'°, q(y) = 1//y, ve
g(y) = y/y oldugu goriilmektedir. y > 5 i¢in {(y) = 2,/y kabul edelim. Dolayisiyla
(Iy) ve (I3) kosullarmin her ikisi de saglandigindan Teorem 2.3.4’den dolay1

(2.3.21)’nin salimimh oldugu sonucuna varihr (Grace ve ark., 2009).

Teorem 2.3.8. Kabul edelim ki (¢1) — (g4), (2.3.3),(2.3.4) ve (2.3.5) kosullari

saglansi. Ayrica y > yp icin g(y) < &(y) < n(y) < y ve o(y) > p(y) > y olacak
sekilde azalmayan £(y),n(y) ve p(y) € C([yo, 00), R) fonksiyonlarmin var oldugunu

varsayalim. Agagidaki birinci mertebeden ileri tipten

V'(y) —p(y)h</p;()y) (W)l/adu>h<yl/a[p(y)]) =0, (2.3.22)

diferensiyel denklemini, birinci mertebeden gecikmeli

Z(y) + q(@f(W)f((W) 1/a> f(zl/“[n(y)o =0, (2.3.23)
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diferensiyel denklemini, 0 < ¢ < 1 keyfi bir sabit olmak iizere, birinci mertebeden

gecikmeli

e [ (o)) (1€ - o) 1w elet]) =0, 2320

diferensiyel denklemini ve 0 < ¢ < 1 keyfi bir sabit olmak tizere, birinci mertebeden

gecikmeli

o' (y) + eq(y) f(mlg(W)]) f (g “(y)) f (0" *[g(y)]) = 0, (2.3.25)

diferensiyel denklemini géz 6ntine alalim. Eger (2.3.22)-(2.3.25) diferensiyel den-
klemleri salimiml ise, o zaman (2.3.2) diferensiyel denklemi salimimhdir (Grace ve

ark., 2009).

Teorem 2.3.9. Kabul edelim ki (g1) — (g4), (2.3.4)-(2.3.5) kosullar1 ve
/Oo a"Y%(s)ds = oo (2.3.26)

y) < nly) < yveoly) > ply) >y
€ C([yo,0), R) fonksiyonlarimn var

kogulu saglansin ve y > yo icin g(y) < &(
olacak gekilde azalmayan £(y),n(y) ve p(y)
oldugunu varsayalim. Eger (2.3.22)-(2.3.24) diferensiyel denklemleri salinimh ise,

)
(2.3.2) diferensiyel denklemi de salimimhdir (Grace ve ark., 2009).

Simdi y > y; > yo ve 0 < ¢, ¢ < 1 keyfi sabitleri i¢in,

P(y) = p(y) < /p " <W>l/adu> (2.3.27)

()

ve

o) = mm{q(y)f(f(y) - g(y)>f<([?7(y) - 5(@/)]2)1/“)

catnf ([ (5) a5 (€t - sty =),

eat) mlat]) (5700 | (2528)

S
—
~

Q
o~
—~

<
=

12



oldugunu kabul edelim. Buna gére Teorem 2.3.8’de ki (2.3.22) ileri tipten diferensiyel

denklemi

V() = P)h(+ ()] ) =0 (23.29)

formunda yazilabilir.  Ayrica (2.3.23)-(2.3.25) denklemleri, Q(y) fonksiyonu
yardimiyla birlestirilerek

2 () + QS (2 ln(w))) =0 (2330

formunda tek bir diferensiyel denklem halinde ifade edilebilir. (2.3.30)™un salinim
icin bilinen bazi yeter kosgullari belirtmistik. Benzer sekilde, eger asagidaki
kogullardan biri saglamyorsa, (2.3.29) diferensiyel denkleminin salinimh oldugu
literattirdeki mevcut sonuglardan bilinmektedir, érnegin bkz. (Agarwal ve ark.,

2003a; Gyori ve Ladas, 1991).

(1) u # 0 igin

1/a
f)
U
ve
i inf [ P(s)ds > - 2.3.31
yl_)Iglomf/y (s)3>;, (2.3.31)
(I1y)
/ioo du <
h(ul/a)
ve

/Oo O(s)ds = oo. (2.3.32)

Simdi, dordiincii mertebeden neutral diferensiyel denklemler icin Riccati doniigiim
teknigi kullanilarak elde edilen bazi yeni salinim sonuglari tizerinde durulacaktir. O.

Moaaz, C. Cesarano ve A. Muhib, y > y, i¢in doérdiincii mertebeden

() (#) + W) )")") + ()" (o) =0 (2.3.33)
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neutral diferensiyel denklemi goz oniine almig ve neutral terimi

2(y) = 2(y) +p(y)2(1(y)) (2.3.34)

seklinde tanimlamigtir. Bu calismada « ve [ pozitif tek tam sayilarin oranlar: olup,
(2.3.33) denklemi, 7,p, g € Clyo, 00), 7(y) > 0, 7'(y) = 0, q(y) >0, 0 < p(y) < po <

OO7 7—7 o c C[y07 OO)a T(?J) S y» hmy—>oo T(y) = hmy—>oo O'(y) = oo ve

1
/y0 g% = (2.3.35)

sartlar1 altinda incelenmig ve agagidaki salinim sonuglar: elde edilmistir (Moaaz ve

ark, 2020a).

Teorem 2.3.10. Kabul edelim ki

o*(y)¢o' (y)

U1(y) = q(y)(1 = po)°’M°=%(0(y)), taly) = ac T1/ay) (2.3.36)
Dily) = /y i (s)ds (2.3.37)
olsun. Eger
L 1 00 ~ okl o
limint /y Ya(s)r * (s)ds > e (2.3.38)

ise, (2.3.33) denklemi salimimhdir (Moaaz ve ark, 2020a).

Agagidaki salinim sonuglar: verilirken, yazimda kolaylik olmasi adina, p € (0,1) ve

M, My pozitif sabitler olmak tizere

2

o Yy
Hort/ay)

Ri(y) =

33
Qily) = q(y)(1—po)’M{™ (‘?)

00 00 oB(s 1/a
Qi) = (= mena e [ ([T )

14



notasyonlar1 kullanilacaktir.

Teorem 2.3.11.

Qi) = [ Qus)ds ve Quly) = [ Quals)ds (2:8.3)
Y Yy
olmak ftizere
. 1 > ~otl a
ve
hyrg(i)rolf;(w/yzo Q(s) > i, (2.3.41)

sartlar1 saglaniyorsa, bu takdirde (2.3.33) diferensiyel denklemi salinimhdir (Moaaz
ve ark, 2020a).

Teorem 2.3.12. u,(y) ve v,(y) asagidaki gibi tanimlansn:

up(y) = Ql (), voly) = Qa2(y),
tn(y) = uoly) + / By(y)ui5 " (s)ds, > 1, (2:3.42)
y
v (y / (QH)/O‘ ds, n > 1.
Yy
Eger baz1 n degerleri ic¢in
pmy* \°
li n(y) >1 2.3.43
s (G52 ) ) (2:3.49
ve
lim sup Ayv,(y) > 1 (2.3.44)
Y—00

sartlar saglaniyorsa, bu takdirde (2.3.33) diferensiyel denklemi salimmmhdir (Moaaz
ve ark, 2020a).
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Sonug 2.3.13. u,(y) ve v,(y) (2.3.42) ki gibi tanimlansin, eger

/y:o Q1(y) exp (/y: R1(S)u7ll/a(s)d$) dy = 00 (2.3.45)
Fowm(faona— o

kaliyorsa, (2.3.33) diferensiyel denklemi salimmhdir (Moaaz ve ark, 2020a).

Agagidaki salimim sonuclari verilirken yazimda kolaylik olmasi adina

Ouy) = al)i (o)A ((‘y’(y”)

S

y, 1/a
Q) = Pl [ (1“) [ (W(»)ﬁd)

notasyonlar1 kullanilacaktir.

Teorem 2.3.14. Varsayalm ki

Q) = [~ Qu()ds. Qulw) = [ Qu(s)as (2.3.47)
olmak tizere
o 1 o0 ~ el a
ylgrolo mf@g(y) /y Ri(s)Q3 > (s)ds > m (2.3.48)

ve

1 oo 1
lim inf—= i(s) > = 2.3.49
ise, (2.3.33) diferensiyel denklemi salinimhdir (Moaaz ve ark, 2020a).

Ornek 2.3.15. Asagidaki dérdiincii mertebeden

(x(y) + 16x<g>>(4) + sz<?é> ~0 (2.3.50)

neutral diferensiyel denklemini g6z 6ntine alalim. Burada o = g = 1, r(y) = 1,
ply) = 16, 7(y) = y/2, o(y) = y/6 ve q(y) = qo/y* oldugu agikca goriilmektedir.
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Dolayisiyla

Q?)(y) = 34(§;)y3
ve

~ ~ Tqo

Qa(y) = 2(256)y

oldugu kolayca goriilebilir. (2.3.48) ve (2.3.49) kogullar saglandigindan eger qo >
3888 ise, (2.3.50) denklemi salinimhidir.

Simdi kargilagtirma yontemleri ve integral kriterleri kullanilarak c¢ift mertebeden
siiperlineer neutral terimli fonksiyonel diferensiyel denklemler i¢in verilen bazi salinim
kriterleri incelenecektir. n > 4 bir ¢ift dogal say1, @ > 1 olmak tizere a ve [ pozitif
tek tamsayilarin orani ve z(y) = z(y) + p(y)z®(7(y)) olmak tizere, y > yo > 0 igin,

¢ift mertebeden
(b(y)="" () + a(y)a’(a(y)) = 0, (2.3.51)

diferensiyel denklemini gézniine alalim. C. Dharuman, N. Prabaharan, E. Thanda-

pani ve E. Tung, (2.3.51) denkleminin salimmhlig: igin

(Hy) b: [yo,00) = (0,00) stirekli bir fonksiyon, b'(y) > 0 ve

o 1
——dy = o0;
/ by)"”

(H2) p,q: [yo,00) — R siirekli bir fonksiyon olmak tizere p(y) > 0,q(y) > 0 ve q(y)

yeterince biiyiik y degerleri icin 6zdes olarak sifir olmayan bir fonksiyon;

(Hs) 7,0 : [yo,00) — R stirekli fonksiyonlar éyleki 7/(y) > 0,7(y) < y,0(y) < y ve

limy oo 7(y) = limy o 0(y) = 00;

(Hy) oyle bir k € (0,1) sabiti vardir ki

(n—1)/k
. Yy L
58, (T(w) e !

sartlar altinda agsagidaki salinim sonuglarimi ortaya koymustur (Dharuman ve ark.,

2023).
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Salinim sonuglar: verilirken yazimda kolaylik olmasi adina

Foly) = (bé»té“°q@ap5<T%o<s»>ds),
Al = (g5 700 (06) b as).

o0

Rn.(y) = /y R,—1(s)ds,

Fal) = [ Fuca()ds.

7~ fonksiyonu 7 fonksiyonun tersi olmak tizere € C'([yo, 00), R) igin

hy) =7 '(n(y))

notasyonlar1 kullanilacaktir.

Teorem 2.3.16. Kabul edelim ki (H;) — (H,) sartlar saglansin ve § > « olsun.
Ayrica

n(y) <oly), nly) <7(y) ve lim n(y) = oo. (2.3.52)

Yy—00

olacak gekilde pozitif azalmayan bir n € C*([yp, 00), R) fonksiyonu var olsun. Eger,

her bir d; > 0 ve dy > 0 sabitleri igin,

(b(y)z" () + digly)p™ (7o (y)))2(h(y)) < 0 (2.3.53)
(b(y) ="V (W) + doq(y)p* (77 (o(y)))2(h(y)) < 0 (2.3.54)

¢ift mertebeden lineer gecikmeli diferensiyel esitsizlikleri pozitif bir ¢oziime sahip
degilse, bu takdirde (2.3.51) diferensiyel denklemi salimimhidir (Dharuman ve ark.,
2023).
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Teorem 2.3.17. Kabul edelim ki (H;) — (Hj) sartlan saglansin ve § = « olsun.
Ayrica (2.3.52) saglanacak sekilde pozitif azalmayan bir n € C([yo, 00), R) fonksiy-

onu var olsun. Eger her bir €1,e5 € (0, 1) sabitleri i¢in

(b(y)z" D (y)) + erg(y)p (77 () 2(h(y)) <0 (2.3.55)

ve

)z V() + eq(y)p (7 (o)) 2(h(y)) < 0 (2.3.56)

¢ift mertebeden lineer gecikmeli diferensiyel esitsizlikleri pozitif bir ¢oziime sahip
degilse, bu takdirde (2.3.51) diferensiyel denklemi salmimhidir (Dharuman ve ark.,
2023).

Teorem 2.3.18. Kabul edelim ki (H;) — (Hy4) sartlan saglansm ve f < «a ol-
sun. Ayrica (2.3.52) saglanacak sekilde pozitif azalmayan bir n € C'([yg, o), R)

fonksiyonu var olsun. Eger her bir d3 > 0 ve d4 > 0 sabitleri icin

1

(b(y)z" "D (y)) + dw(y)(h“‘”“)g‘ p (Y o(y)2(h(y) <0 (2.3.57)

ve

(b()2"" (W) + dsa(y) (b "‘)g_lp—ﬁ/a(r—l(a(y)))z(h(y)) <0 (2.3.58)

¢ift mertebeden lineer gecikmeli diferensiyel esitsizlikleri pozitif bir ¢oziime sahip
degilse, bu takdirde (2.3.51) diferensiyel denklemi salmimhidir (Dharuman ve ark.,
2023).

Teorem 2.3.19. Kabul edelim ki (H;) — (Hy4) sartlan saglansm ve § > «a ol-
sun. Ayrica (2.3.52) saglanacak sekilde pozitif azalmayan bir n € C'([yo, o0),R)
fonksiyonu var olsun. Eger baz1 A\, k1 € (0, 1) sabitleri ve her bir d; > 0 ve dy > 0

sabitleri igin

dihi R y)

(n — 1) b(h(y)) Q(y)p_ﬁ/a(T_l(0(9)))V(h(?/)) =0, (2.3.59)

V(y) +
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ve

W' (y) + k1dah(y) Ru—s(y)w(h(y)) =0, (2.3.60)

birinci mertebeden lineer gecikmeli diferensiyel denklemleri saliniml ise, bu takdirde

(2.3.51) diferensiyel denklemi salimimhdir (Dharuman ve ark., 2023).

Teorem 2.3.20. Kabul edelim ki (H;) — (H,) sartlart saglansin ve § = «a ol-
sun. Ayrica (2.3.52) saglanacak sekilde pozitif azalmayan bir n € C'([yg, o), R)

fonksiyonu var olsun. Eger bazi A, k1 € (0,1) ve her bir €1, &5 € (0, 1) sabitleri igin

Aer R (y)

(0 — 11 000 (y)) a(y)p~ (7 (o (y)v(h(y)) =0 (2.3.61)

V(y) +

ve

W' (y) + rig2h(y) Rus(y)w(h(y)) = 0 (2.3.62)

birinci mertebeden lineer gecikmeli diferensiyel denklemleri salinimli ise, bu takdirde

(2.3.51) diferensiyel denklemi salimimhdir (Dharuman ve ark., 2023).

Sonug 2.3.21. Kabul edelim ki (H;) — (H4) sartlar1 saglansin ve 8 > « ol-
sun. Ayrica (2.3.52) saglanacak sekilde pozitif azalmayan bir n € C'([yg, ), R)

fonksiyonu var olsun. Eger

v h"l(s)

im )p~ (o (s)))ds = 3.
T Sy WO o)) (2.3.63)
ylggo hj | h(s)R,—3(s)ds = 0o (2.3.64)

kaliyorsa, (2.3.51) diferensiyel denklemi salmimhdir (Dharuman ve ark., 2023).

Teorem 2.3.22. Kabul edelim ki (H;) — (H,) sartlart saglansin ve § < « ol-
sun. Ayrica (2.3.52) saglanacak sekilde pozitif azalmayan bir n € C'([yo, ), R)
fonksiyonu var olsun. Eger bazi A\, k1 € (0, 1) sabitleri ve her bir ds, d; > 0 sabitleri

icin

o [@

-1

dsh,  a(y) (R (y))
(n = D)o(h(y))p?*(r= (o (y)))

V(y) + " u(h(y)) =0 (2.3.65)
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ve

W'(y) + K1dah(y) Fs(y)w(h(y)) =0 (2.3.66)

birinci mertebeden lineer gecikmeli diferensiyel denklemleri saliniml ise, bu takdirde

(2.3.51) diferensiyel denklemi salimimhdir (Dharuman ve ark., 2023).

Sonug 2.3.23. Kabul edelim ki (H;) — (H,) sartlar saglansin ve § < « ol-
sun. Ayrica (2.3.52) saglanacak sekilde pozitif azalmayan bir n € C'([yg, ), R)

fonksiyonu var olsun. Eger

lim [ (hD/mya B (s)ds = 2.3.67
P Sy )T (o) W (s =0 (2367)
ylgglo v, h(s)F,_3(s)ds = oo (2.3.68)

kaliyorsa, (2.3.51) diferensiyel denklemi salimimhdir (Dharuman ve ark., 2023).

Ornek 2.3.24. o > 1,a > 0,n > 4 olmak fizere cift mertebeden siiperlineer neutral

()
(x(y) +yz® (g)) + yf2xa <g> =0 (2.3.69)

diferensiyel denklemini y > 1 i¢in géz oniine alahm. Burada b(y) = 1, p(y) = v,

terimli

(y) =y/3, o(y) = y/2, q(y) = a/y" 2 ve n(y) = y/4 olup (2.3.52) saglanir. Ayrica
h(y) =7 ' (n(y)) = 3y/4, 7 (a(y)) = 3y/2, 7 (y) =3y ver (v '(y) =Yy

oldugu agikca gortulmektedir. x = 1/3 segilirse

(n—1)/r
1 1
lim <y> - = lim 3*""V—— =0
o \7(y) plely) v yte

oldugu goriliir, dolayisiyla (Hy) sarti saglanir. Ayrica, direkt bir hesaplama ile

2ay*" 2a

1
Ro(y) = 3(n—2) ve R, 3(y) = 3n—2)y
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oldugu gortlebilir. Diger taraftan
. y <35>"—1 a <2 ) s — i 2a (3)"—1 y
1m — — S= lm — ( — = =00
y—oo J2u \ 4 s"=2 \3s y—oo 3 \4 4

) ¥3s 2a 1 . a Y
lim ————————ds=lim ———= =
y—oo J3u 4 3(n — 2) S y—00 2(n — 2) 4

ve

oldugundan (2.3.63) ve (2.3.64) kosullar1 saglanir. Dolayisiyla Sonug 2.3.21°e gére
(2.3.69) denklemi salimmlidir (Dharuman ve ark., 2023).

Simdi dordiincii mertebeden neutral diferensiyel denklemlerin salinimi i¢in Riccati
tipi dontistimler kullanilarak integral yontemleri yardimiyla elde edilen sonuglar
tizerinde durulacaktir. Ali Muhib, Osama Moaaz, Clemente Cesarano ve Sameh

S. Askar, y > 1o icin olmak iizere,
<a(y) (2(y) +p(y)z(¢ (y))m)a>/ + i ¢ () (¢i(y)) =0 (2.3.70)

neutral diferansiyel denklemini géz éntine almig ve 8 > «, a,( € C*yp, 00), p, ¢;,¢; €
Clyo, 00), aly) > 0, a'(y) > 0, ¢;(y) > 0, 0 < p(y) < po < o0, ("(y) > G > 0,
Gol=1Co¢ (y) <C(y) <y, limy o ((y) = lim, o (j(y) = 00 ve o ve [ pozitif

tek tam sayilarin orani ve

00 1

sartlar1 altinda (2.3.70) diferensiyel denklemi i¢in agagidaki sonuglari elde etmistir
(Muhib ve ark, 2022a).

Teorem 2.3.25. > 1, ((y) € C'[yo, 00), C5(y) > 0 ve 5(y) < ((y) olsun. Ayrica

kabul edelim ki, yeterince biiyiik her y, > y; > yo degeri i¢in

00 s) (s B/A
o(z) = /< 225(1)]; (@()) ds, (2.3.72)

“Ha) S

oy (y) = maz {0,/ (y)} ve #,(y) = maz{0,0(y)}
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olmak tlzere

cnsun [ (mo(s) 25 16-a po ) ()~ ()
lyémp/tl,Q( Pls) 5T M (” co) (P51 (C (), 11)C ()0 )d -

(2.3.73)

lmsp [ (1o <C0 f pg)wM G <a<x>1<z><x>)1/adm - wje(<i))>)2>d9 =
(2.3.74)

sartlar saglanacak sekilde p(y),0(y) € C*([yo, ), (0,00)) fonksiyonlar1 var olsun. Bu
takdirde (2.3.70) diferensiyel denklemi salinimhdir (Muhib ve ark, 2022a).

Teorem 2.3.26. Varsayalim ki 0 < p(y) < 1 ve a = ( olsun. Eger (2.3.74) sart1

saglaniyor ve

Gly) = mly, v1) /y /y /y (s,r)n3 (¢ i (G()))dsdudy

olmak tlizere

liminf [ G i @UW@>; (2.3.75)

Y=o Je(y)

veya azalmayan bir ¢ fonksiyonu igin

lim sup ! i p(¢(s)))%ds > 1, (2.3.76)

y—oo C(y)
saglaniyorsa, (2.3.70) diferensiyel denklemi salinimhdir (Muhib ve ark, 2022a).

Ornek 2.3.27. ¢, > 0 icin dordiincii mertebeden neutral diferensiyel

(4)
(x(y) + 6z (;y>> + Z(A)‘x (;y> + Qy(iox Cly) =0 (2.3.77)
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denklemini goz oniine alalim. Burada p(y) =6, &(y) =vy/2, G(y) =y/3,
G2(y) = y/4, a1(y) = q0/y" ve a2(y) = 2q0/y" oldugu goriilmektedir. Ayrica

_ @

oly) = /OO 5 fj( )>wds

1
(v) j=1

= qO<<311/A> T (411/A>> 3(2175)3

my,y1) = /yy al/i(s)ds =y —w)

(), y1) = W

oldugu kolaylikla hesaplanabilir. p(y) = 3® ve 0(y) = y segilirse, gy > 1872 igin

i Y Q(S) \ 15-a Py (o + 1)~y [ (5))>*!
s (ot 2R - (14 2 T e s

»

1
4

. Y qo 6 4332
~ / 9% _ (14 2 )22 4= 2.3.
pESS y2< s ( +1/2> 25 )T (2:3.78)

ve qp > 267.43 icgin

Y 0 1/a 00 1/a / 2
hgis;}p/yl (9(9)<§0ip€> M(B/a)—l/g <a(1x)¢(x)) /o (042((09))) )dg

i (25 () - o

(2.3.79)

—(2) (922
= lim /y 253@ — (1 + 6) 2) (357) ds
v2 <

¥=00 (w/)-p)?
83 Y 23/1 )
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elde edilir. Dolayisiyla gy > 1872 igin (2.3.73) kosulu ve go > 267.43 i¢in (2.3.74)
kogulu saglamir. Bu ytlizdende ¢ > 1872 igin (2.3.77) diferensiyel denkleminin
salimml oldugu gortlir (Muhib ve ark, 2022a).

Simdi Riccati tipi doniigimler ve kargilagtirma teknigi kullanilarak doérdinci
merteden neutral diferensiyel denklemlerin tiim ¢oztiimlerinin salinimli olmasini

saglayan yeni salinim kogullar1 tizerinde durulacaktir. R. P. Agarwal, O. Bazighifan

ve M. A. Ragusa

(W1) p1,p2 > 1 sabitler;

(Ws) 7,q,90 : [yo, 00) — R stirekli fonksiyonlar, r(y) > 0, ¢(y) > 0, 7' (y) > 0, p1 < pa,
0 <d(y) < dp < 00, q(y) yetereince biiytik y degerleri igin 6zdes olarak sifir

olmayan bir fonksiyon ve

/OO T_l/(pl_l)(s)ds = 00;
Yo

(W3) 91,92 : [yo,00) — R, siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlar ¢5(y) > 0, ¢}(y) > 0,
92(y) <y ve
lim go(y) = lim g4 (y) = o0;

Yy—00 Yy—00

kosullar1 altinda

(T(y)|w”’(y)|’”‘2w”’(y>>/ +qW) (g )P *v(9i(y)) = 0 (2.3.80)

diferensiyel denklemini

w(y) = v(y) + 0(y)v(92(y)) (2.3.81)

neutral terimi ile goz 6ntine almig ve agagidaki sonuglar1 elde etmiglerdir (Agarwal

ve ark., 2021).
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Teorem 2.3.28. Varsayalim ki g;(y) < g2(y) olsun. Eger her M, My > 0 sabitleri
icin,

m(y) = MP"0(y)q(y)r* (91 (y)) (2.3.82)

ve

m(y) = o Vg ) pifremr/

(o) S

olmak lizere

(97D @)

) op1—1
7]1(5> - 1 / 2\P1 do o
/yo Pi (me@)(g;(gl(s))) (91(5))' (9" (91(5))) )
(2.3.84)
[lo-Gese o

kalacak gekilde 6,0, : [y, 00) — R siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlar1 ve pu € (0,1)
sabiti varsa, bu takdirde (2.3.80) diferensiyel denklemi salimmhdir (Agarwal ve ark.,

2021).

Teorem 2.3.29. Kabul edelim ki

o), 250

(951QD>35(951<951QD>) .

olsun. Ayrica ¢(y) < g1(y), »(v) < 92(v), o(y) < 91(y), o(y) < g2(y), o'(y) > 0 ve

lim, 00 ¢(y) = lim, o 0(y) = oo olacak sekilde pozitif ¢, 0 : [yo,00) — R siirekli

tiirevlenilir fonksiyonlar: var olsun. Eger

i (y) + Ry)ul P (61 (e, 0))) = 0 (2.3.87)
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ve

y(y) + 05T (e (g5 (o)) P PV Rg)ud T P (g5 (0(y))) = 0

(2.3.88)

diferensiyel denklemleri salinimli olacak gekilde €1, 1 € (0,1) sabitleri varsa, bu takdirde

(2.3.80) diferensiyel denklemi de salimmhidir (Agarwal ve ark., 2021).
Ornek 2.3.30. Asagidaki dérdincii mertebeden

o) ()0

yzla QO>O

neutral diferensiyel denklemi diigtinelim. Burada r(y) = 1, p1 = po = 2, d(y) = 16,

g92(y) = %y, gg_l(y) =2y, q1(y) = %y ve g(y) = qo/y* oldugu acikca goriilmektedir.

Buradan

ve
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oldugu kolaylikla goriilebilir. ¢y > 729 igin

% opi-1 r (g2 (91(s))) (0'())}
1(s) = = T | 98
y{ ! u (ule<s>(g;1<g1<s>>)’<gl<s>>'(g;1<g1<s>>))

oldugundan (2.3.84) sartinin saglandigi, ayrica 6;(y) =y ve go > 41.14 igin

> @)\, o T 1\,
/yo <772(S) T 10,(s) )ds r /yo (11523 p 43> ds = g0

oldugundan (2.3.85) sartinin saglandigi gorillmektedir. Teorem 2.3.28°den, gy > 729

i¢in (2.3.89) denkleminin salinimh oldugu sonucuna varilir (Agarwal ve ark., 2021).
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3. Dordiincii Mertebeden Siiperlineer Neutral Terimli Diferensiyel

Denklemlerin Salinimlilig:

Bu boéluimde, dordiincii mertebeden siiperlineer neutral terimli diferensiyel
denklemlerin salinimliligi i¢in yeni kargilagtirma teoremleri ve bu teoremlere bagl

olarak bazi integral kriterleri sunulacaktir.

3.1. Giris

Simdi, y > yo > 0 i¢in doérdiincii mertebeden

(")) +p)e" () =0, (®)

fonksiyonel diferensiyel denklemini, k; > 1, ks > 1 ve (8 sabitleri pozitif tek tam

sayilarin orani olmak iizere

h(y) = () + o)™ (21(9)) + p2(9)8" (22(v))

siiperlineer neutral terimi ile birlikte ele alalhm. Bu ¢aligmanin geri kalan kisminda

agsagidaki sartlarin, tekrar vurgulanmasa bile, her zaman saglandigi kabul edilecektir:

() v, p1, 2,0 € C ([, 50), (0, 00)) ve p(y) fonksiyonu Y > g olmak itzere [¥, 00)
bi¢imindeki herhangi bir aralik tizerinde 6zdes olarak sifir olmayan bir fonksiyon,

Y € [yo,00) igin v'(y) > 0 ve

1
/v(s)ds = 00; (3.1.1)

(ii) z1,22,( € C’([yo,oo),R) oyleki z1(y) < y < 2z(y), z1 ve zo kesin artan
fonksiyonlar ve

lim z;(y) = lim ((y) = oc.

Y—00 Y—00

h(y) ile tanimlanan neutral terim, ¢ = 1,2 i¢in k; > 1 ise siiperlineer, 0 < k; < 1 ise

sublineer olarak adlandirilir.



(E) denkleminin bir ¢oziimi denildiginde, vy, > yo olmak iizere, [y, 00) araliginda
h € C3([yy, ), R) ve vh"” € C* ([yy, <), R) 6zelliklerine sahip ve (E) denklemini
saglayan strekli bir ¢ : [y,,00) — R fonksiyonu anlagiir. Bundan sonra, bu
caligmada ele alinan (E) denkleminin her 1 (y) ¢6ziimiiniin agikar olmayan ve saga
dogru strdiriilebilir oldugu varsayilacaktir. Bunun yaninda, (E) neutral diferensiyel

denkleminin bu tir ¢éziimlerinin var oldugu da kabul edilecektir.

Yukarida verilen tanimlardan anlagilacag iizere, (E) denkleminin agikar olmayan bir
¢Oziimii olan 1 (y) fonksiyonu nihai negatif ya da nihai pozitif olmadiginda bu 1 (y)
¢oztimi salinimli; aksi takdirde salimimsiz ¢6ziim olarak tanimlamr. Eger (E)

denkleminin biitiin ¢éziimleri saliniml ise denklemin kendisine salinimlidir denir.

Dordiincii mertebeden diferensiyel denklemlerin incelenmesi, XVIII. ytizyilin ilk
yarisinda bir gubugun veya ince bir rodun titresim hareketi problemiyle baglamigtir
ve genel olarak uygulamalarda biiyiik 6neme sahiptir. Bu tiir denklemler, 6rnegin
elastiklik problemleri, yapilarin deformasyonu veya néromiuskiler sistemlerin salinim-
lar1 gibi fiziksel ve biyolojik olaylarin incelenmesinde matematiksel model olarak

ortaya gikar (Jadlovska ve ark., 2022).

Sapma argiimentli diferensiyel denklemler igin ilk salinim sonuglar: Fite (Fite, 1921)
tarafindan elde edilmigtir. O zamandan bu yana, bu konu tizerine bir¢ok aragtirmaci
tarafindan ¢ok sayida calisma yapilmistir. Konuyla ilgili en 6nemli katkilarin 6zeti
i¢in, Agarwal ve ark., (Agarwal ve ark., 2000, 2002, 2003a), Dosly ve Rehak (Dosly
ve Rehak, 2005) ile Gy6ri ve Ladas (Gyori ve Ladas, 1991) tarafindan yazlan

monograflar okuyucuya referans olarak verilebilir.

Grace ve ark., 2009 yilinda kanonik olmayan formaki

(a0 (B2)) + a0 telatd =0 312

ve

< (a(y) (dfl;y)) ) — dW)f o)) + PGl W), (313)
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diferensiyel denklemlerini goz ontine almis, g(y) < y ve o(y) < y sartlar1 altinda
(3.1.2) ve (3.1.3) diferensiyel denklemlerinin salimm davramglari i¢in bazi yeter gart-
lar elde etmigtir (Grace ve ark., 2009). Acikca gorillmektedir ki séz konusu makalede
elde edilen salimim sonuglart g(y) > y oldugunda (sapma argtimenti ileri tipten

oldugunda) dérdiincii mertebeden diferensiyel denklemlere uygulanamamaktadir.

Moaaz ve ark. tarafindan 2020 yilinda yaynlanan ¢galigmada (Moaaz ve ark, 2020a),

yazarlar dordiincii mertebeden kanonik formdaki

() (#() + P )")") + ()" (o) =0 (3.14)

neutral diferensiyel denkleminin salinim davranigini aragtirmistir. Bu calismada
7(y) < y sart1 altinda (3.1.4) neutral diferensiyel denklemi igin yeni salinim kriterleri
sunulmugtur. Ancak 7(y) > y oldugunda, yani neutral terimin sapma argiimenti
ileri tipten oldugunda, ilgili sahmim kriterleri (3.1.4) neutral diferensiyel denklemine

uygulanamamaktadir.

2021 yilinda, Agarwal ve ark. tarafindan Riccati tipi doniistimler ve karsilagtirma

teknikleri kullanilarak, dordiincii mertebeden

(r@le" @) 2u"w)) + )l w(a(5) = 0 (315)

neutral diferensiyel denklemi w(y) = v(y)+4d(y)v(g2(y)) neutral terimi ile géz 6ntine
alimmig, ¢oztimlerinin salimimi igin yeni kriterler elde edilmistir (Agarwal ve ark.,
2021). Ancak, ilgili calisgmada sunulan salinim kriterleri gs(y) > y oldugu durumda,
yani neutral terim ileri tipten bir sapma argiimenti ihtiva ettiginde, (3.1.5) neutral

diferensiyel denklemine uygulanamamaktadir.

Diger taraftan, Muhib ve ark. tarafindan 2022 yilinda yapilan bir ¢aligmada,
neutral terim V(y) = x(y)p(y)x(ﬂy)) olmak fiizere
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(s (770)") + S e (G ) =0 (3.1.6)

neutral diferensiyel denklemi, (; o ( = (o (; ve (j(y) < ((y) < y sartlar1 altinda
g6z ontne alinmig ve bazi salinim teoremleri inga edilmigtir (Muhib ve ark, 2022a).
Ancak agikca goriilmektedir ki, bu ¢alisma, sapma argiimentleri (;(y) > y seklinde
ileri tipten oldugunda ve (j o ¢ = ( o (; bileske sart1 saglanmadiginda, doérdiincii
mertebeden neutral diferensiyel denklemlere uygulanabilecek bir salinim sonucu

ortaya koymamaktadir.

2023 yilinda C. Dharuman, N. Prabaharan, E. Thandapani ve E. Tung tarafindan

yapilan bir calismada, siiperlineer neutral terimli ¢ift mertebeden

/

(@) (=0 +pw )" ") +aweew) =0, ELY

diferensiyel denklemi g6z 6niine alinmigtir (Dharuman ve ark., 2023). Not edilmelidir
ki, bu calismada elde edilen salinim kriterleri neutral terim hem gecikmeli hem de
ileri tipten sapma argiimentleri ihtiva ettiginde, ¢ift mertebeden FDD’lere uygulana-

mamaktadir.

Yukaridaki ¢aligmalar ve literatiirdeki diger caligmalar géz ontine alindiginda, hem
ileri tipten hem de gecikmeli sapma argiimentleri igeren stiperlineer bir neutral
terim ile tamimli, dordiincii mertebeden (E) diferensiyel denklemine uygulanabilecek
bir salinim sonucunun mevcut olmadigi gorilmektedir. Literatiirdeki bu bogluktan
hareketle, bu boliimde (E) denkleminin salimimh olmasim garanti eden yeni yeter
sartlar sunulacak olup, yeni yeter sartlar verilmeden once teoremlerin ispatinda

kullanilacak olan yardimci lemmalar verilecektir.
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3.2. Yardimc: Lemmalar

Lemma 3.2.1. (Philos, 1984, Lemma 1) g : [yo,00) — R* fonksiyonu m-inci
mertebeden siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon ve g™ (y) fonksiyonu da [y, 00)
araliginda nonpozitif, ayrica y* > yo igin [y*, 0o) araliginda 6zdes olarak sifir olmayan
bir fonksiyon olsun. Bu takdirde y** > y* olacak gekilde Gyle bir [y*™*, c0) arahig ve
m + ¢ tek say1 olacak gekilde [0, m — 1] araliginda Oyle bir ¢ tam sayisi vardir ki,

y € [y, 00) i¢in

a=4/,...m—1oldugunda (—1)£+ag(a)(y) > 0

0=1,...0 —1vel>1 oldugunda g((s)(y) > 0

kalir.

Lemma 3.2.2. (Philos, 1985, Lemma 2) Kabul edelim ki g(y) fonksiyonu Lemma

3.2.1'de oldugu gibi tanmimlansin ve y**

> y* > yo degerleri de Lemma 3.2.1'de
g(y) fonksiyonu i¢in belirlenen degerler olsun. Eger lim, .. ¢g(y) # 0 ise, 6yle bir

Y™ > y** [k vardir ki, 0 < k < 1 olacak bigimdeki her x sabiti ve y > y*** igin

saglanir.

Lemma 3.2.3. (Baculikovd ve Dzurina, 2013, Lemma 1) Kabul edelim ki g(y)
fonksiyonu Lemma 3.2.1’de oldugu gibi tanmimlansin ve y** > y* > yo degerleri
de Lemma 3.2.1'de ¢(y) fonksiyonu igin belirlenen degerler olsun. Bu durumda
Y™ > y** olacak sekilde Gyle bir [y*™**, 0o) araligr vardir ki, her p € (0, 1) sabiti ve

y =y icin

kalir.
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Lemma 3.2.4. (Hardy ve ark., 1988, Theorem 41) Eger v > 0 ve 0 < ¢ < 1 olsun.

Bu durumda,
7 < ov+(1-9)

kalir. Burada esitlik ¢ = 1 i¢in saglanmir (Hardy ve ark., 1988).

3.3. Temel Sonucglar

Simdi tez galismamizin ana sonuclarini verebiliriz. 0 < e, u < 1 reel sabitler, d ve e
fonksiyonlar1 daha sonra spesifik olarak tanimlanacak fonksiyonlar ve z; ! fonksiyonu

da z; fonksiyonunun ters fonksiyonu olmak iizere, yazimda kolaylik olmas: agisindan,

u(y) = 2 oC(y),

=g jy) [1 ) Pi/kl(; () <’:1 (Zl_;(y)>3/€ " Zid_(;))

R <Z-(1y<>z2<y>>> <Z <(y(y))>/ ! Z;(gi)]

ve

~—

R 1 (=) k1—1>
fz(y) = Pl(y) [1 p}/kl(zl—l(y))<kl< Y ) +k1€(y

_ p2(y) ko (2 (2 w)\ " K~ ko
G5 i)

P (2 (2a(y)))

notasyonlar1 kullanilacaktir.
Simdi, ((y) < z1(y) olmast durumunda gegerli olan, (E) denklemi i¢in tezimizin ilk

salinim teoremini verebiliriz.

34



Teorem 3.3.1. ((y) < z1(y), 1 < ko < k1, p1(y) > 1 ve yeterince bityiik y degerleri
icin p1(y) #Z 1 olsun. Ayrica fi(y) > 0 ve fo(y) > 0 olacak gekilde azalan, pozitif
reel degerli ve y — oo iken sifira yakinsayan d(y) ve e(y) fonksiyonlar: var olsun.

Eger, baz1 0 < k1, 1 < 1 sabitleri i¢in birinci mertebeden

38/k1

&)+ (u@) P (w) )o ™ (u(y) M (uly)) =0 (3.3.1)

ve

X (y) + M (y) ( /yool /°° (s) f/kl(u(s))dsdn> Y (u(y)) =0 (3.3.2)

v(n)

gecikmeli diferensiyel denklemleri salimimh ise (E) neutral diferensiyel denklemi de

salimmmhdar.

Ispat. v (y) fonksiyonu (E) denkleminin salimimsiz bir ¢oziimii olsun. Bu takdirde,
genelligi bozmaksizin y; € [yg, 00) olmak tizere her y > y; i¢in ¥ (y) > 0, w(zl (y)) >
0, ¢<Zg(y)> >0 ve w(g(y)) > (0 yazilabilir. Neutral terimin tanimimdan

ki, _ b)) w) pe(y)Y(z(y)
L 0)

pr(Y) P (2 (zaly (21 ' (22(y)))
p2(2f1(2’2<y)))wk2 (22<Zf1<22(y)))) ko /k1
i h(zi ' (22(y))) ] (3.3.3)
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yazilabilir. (3.3.3) ifadesine Lemma 3.2.4 uygulanirsa

PM(aly) =

ki \ A1 (22(y)))
pa(z1 (22(9))) 02 (22(21  (22(9))))
! EE)) )1 |
ve dolayisiyla
k1 1 51 r 1 ki (,=1(,~1
Vv (y) = PER )] h(z1 (y)) p}/’“(z;l(z;l(y)))h (21 (21 (¥)))
. p2(2f (y)) hkg/kl(zl—l(zZ(Zl—l(y))))

lea k1 — —
o (o (222 ()
elde edilir. Bu son egitsizlige tekrar Lemma 3.2.4 uygulanirsa,

1
p1(zi(y))

PMy) > REN)

1 1 ki—1
— —h zfl zfl !
pi/lﬂ (Zl_1<zl_1<y>>> (kl ( ( (y))) + kl >

pQ(Zl_l(y)) k2 1 1 k?l — k}g
_ p]fQ/kl (Zl_l(ZQ(Zl_l(y)))) (l{ilh(21 (22(21 (y)))) + kl )1 (334)

sonucuna varilir. Diger taraftan, Lemma 3.2.1 ve (3.1.1) sartindan, (E) neutral

diferensiyel denkleminin salinimsiz ¢éziimleri i¢in, nihai olarak

(H1) h(y) >0, h'(y) >0, h"(y) >0, k" (y) >0, KV (y) < 0;
(H2) h(y) >0, h'(y) >0, B"(y) <0, K" (y) >0, K (y) <0
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olast durumlarinin gecerli oldugu goriiliir.
Once (H1) durumunu inceleyelim. Bu durumda, Lemma 3.2.3’den, her ¢ € (0,1)

i¢in 6yle bir y. > y; vardir ki, her y > y. icin

kalir. Buradan da, her y > . icin

<0

(h(y)>' _ () [ey = 3h(y) /W (y)]

y3/a <,:-yy3/zs

oldugu goriiliir, yani h(y)/y>/¢ artmayan bir fonksiyondur. z;(y) ve z,(y) fonksiyon-

lar1 kesin artan oldugundan,

2 (y) <z (2 () (3.3.5)

ve

2 (y) < 2 M (22 (9) (3.3.6)

elde edilir. Bundan dolay1, h(y)/y*/¢ artmayan fonksiyon oldugu kullanilarak

1/ -1 3/e
(((y”) M) 2 b (0 ) (33.7)
21 (y)
21_1<Z2(21_1(y))) 3/ -1 -1 -1
( i ) BE1) = B (). (33.8)
21 ?J)

elde edilir. (3.3.7) ve (3.3.8) ifadeleri (3.3.4) esitsizliginde kullanilirsa,

o h<<y>>[ _ ! LN, ko1
M0z S | e e s ) )

_ pa(z1 ' (v)) ka (2 G WD\ Rk ]
p’?/’f%zl1<z2<z11<y>>>><k1( 2 () ) +l~c1h<z;1<y>>>
(3.3.9)

37



elde edilir. h(y) artan, d(y) pozitif, azalan ve y — oo iken sifira yakimsayan bir fonksiyon
oldugundan, her y > o icin
h(y) = d(y)

olacak gekilde bir y5 > y. vardir. Bu son esitsizlik (3.3.9) ifadesinde yerine yazilirsa, her

Y > Yo i¢in
WM (y) > filz W)h(z T () (3.3.10)

elde edilir. (3.3.10) ifadesi de (E) denkleminde kullanildiginda, her y > 2 i¢in

(v @) + pl) 7 () h/* (u(y)) < 0 (3:3.11)

sonucuna variir. Diger taraftan Lemma 3.2.2 kullanilarak, her 0 < k < 1 sabiti i¢in Oyle

bir y,, > yo vardir ki, her y > v, icin

h(y) > gy3h”’(y) (3.3.12)

yazilabilir. (3.3.11) ve (3.3.12) esitsizlikleri birlestirildiginde, x; = (x/6)%/*1 olmak iizere

()" )+ mp() 17 ) () 0 w@) <0 (3.3.13)

esitsizligi elde edilir. Burada ¢(y) = v(y)h" (y) olarak tamimlamrsa, ¢(y) fonksiyonunun,

& (y) + 2p) 17 (w(y)) (uly) > 005 (u(y)) o5 (u(y)) < 0 (3.3.14)

gecikmeli diferensiyel esitsizliginin pozitif bir ¢dziimii oldugu goriilir. Bu nedenle (Philos,
1981, Theorem 1) geregince, bu esitsizlige karsiik gelen (3.3.1) gecikmeli diferensiyel
denklemi de pozitif bir ¢dziime sahip olur ki, bu bir celigkidir.

Simdi (H2) durumunu ele alalim. Lemma 3.2.3 ten, her p € (0,1) sabiti i¢in 6yle bir

Yy, > y1 noktasi vardir ki, her y € [y,, 00) i¢in

Y
) > #y (3.3.15)
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saglanir. Buradan da,

<0

(h(y))' _ W (y) [ye — h(y)/M (y)]
yle ypy'/

bulunur, yani her y > y,, icin h(y)/y'/* fonksiyonu artmayandir. Boylece, (3.3.5) ve (3.3.6)

esitsizliklerinden, sirasiyla

271 (271 n
(12(1_11@(;;))) IEERICRC ) (3.3.16)

ve

2T (227t vz
< 1 (Zj_(lgy)(y)))> h(z1 ' (y) 2 ey (22(a1 (), (3.3.17)

oldugu gorilir. (3.3.16) ve (3.3.17) esitsizlikleri (3.3.4) i¢inde yerine yazilisa,

h<<y>>[ y ! N C ) A
(a1 () : p}/’“(zll(zll(y)))<k1( 2 Y y) ) +k1h(z;1(y)>

W (y)

- p2(z1 ' (y)) Y R RO A et ]
p’?”“(z;l(zz(z;l(y))))<k1( 2 (y) ) +zﬁhczll(y))
(3.3.18)

elde edilir. h(y) artan bir fonksiyon ve e(y) pozitif, azalan ve y — oo iken sifira yakinsayan

bir fonksiyon oldugundan, her y > ys igin

h(y) > e(y)

olacak sekilde bir y3 > y,, noktasi vardir. Bu esitsizlik (3.3.18) iginde kullanilirsa

Vi (y) = faler W))h(=1 () (3.3.19)

elde edilir. (3.3.19) esitsizlizginin (E) denkleminde yerine yazilmasiyla, her y > y3 igin

(@)W W)+ () 157 ()P (u(y)) < 0 (3:3.20)
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diferensiyel esitsizligi elde edilir. Bu ifadenin y > y3’ten oo’a integrali alinirsa

W (y) = (U(ly) /y ~ p(s) f/kl(u@))ds) hBI# (u(y)) (3.3.21)

elde edilir. Bu son esitsizligi y > y3’ten co’a tekrar integre edersek

W' (y) + < /y - U(ln) /77 () fo1R (u(s))dsdn> 1O (u(y) < 0. (3.3.22)

elde edilir. (3.3.15) ifadesi (3.3.22) esitsizliginde yerine yazilirsa, her 0 < p < 1 sabiti i¢in

p1 = /%1 olmak fizere

R (y) + /e (y) < /y T L /n = () fo1H (u(s))dsdn) W)™ <0 (33.23)

sonucuna varilir. Eger x(y) = h'(y) olarak tanmimlanirsa, x(y) fonksiyonunun

¥ () + s/ (y) ( / & (177) / " p(s) f/H <u<s>>dsdn) XE(u(y) <0 (3.3.24)

gecikmeli diferensiyel egitsizliginin pozitif bir ¢oziimii oldugu, dolayisyla da (Philos, 1981,
Theorem 1) geregince, bu esitsizlige kargilik gelen (3.3.2) gecikmeli diferensiyel denklemi-

nin de pozitif bir ¢ézlime sahip oldugu goriiliir. Bu celigki ispati tamamlar.

(Kitamura ve Kusano, 1980, Theorem 2)’nin dogrudan bir uygulamasi ile, asagidaki

salimim sonucu elde edilir.

Sonug 3.3.2. ((y) < z1(y), 1 < ko < k1, B < k1, p1(y) > 1 ve yeterince biiyiik y
degerleri icin p;(y) # 1 olsun. Ayrica fi(y) > 0 ve fo(y) > 0 olacak sekilde azalan,
pozitif reel degerli ve y — oo iken sifira yakinsayan d(y) ve e(y) fonksiyonlar1 var

olsun. Eger,

L ()™ o7 (o)) iy = o (3:3.25)

ve

/y:o (U(f))ﬁ/kl (/;O U(ln) /noop(S)ff/kl (U(S))dsdn> dé = oo (3.3.26)

kaliyorsa, bu takdirde (E) denklemi salinimhdir.
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ki = f i¢in, (Koplatadze ve Chanturiya, 1982, Theorem 1)’den agagidaki salinim

kriteri elde edilir.

Sonug 3.3.3. ((y) < z1(y), 1 < ke < k1 = B, pi(y) > 1 ve yeterince buyik y
degerleri i¢in p;(y) # 1 olsun. Ayrica fi(y) > 0 ve fo(y) > 0 olacak sekilde azalan,
pozitif reel degerli ve y — oo iken sifira yakinsayan d(y) ve e(y) fonksiyonlar: var
olsun. Eger

timint [ (u(0))"p() i (uCn) )™ () > 1 (3:3.21)

Yy—00

ve

lim inf /uyy) u(§) (/:o 1)(177 /noop(s)fg(u(s))dsdn> d¢ > 1/euy (3.3.28)

Y—00 ( )
esitsizlikleri saglaniyorsa, (E) denklemi salmimlidir.

Siradaki salinim kriterlerini verirken, 0 < €, u < 1 reel sabitler, d ve e fonksiyonlar
pozitif reel degerli, azalan ve y — oo iken sifira yakisayan fonksiyonlar, z;* ve 2, '
fonksiyonlar: da sirasiyla z; ve zo fonksiyonlarinin tersleri olmak tizere, okuyucuya

kolaylik saglamak adina,

1 1 ky —1
wo = - o (W) (& 52)

ve

1 1 1 ko —1
faly) = ) [1 o p;/’”(z;l(y)) <k32 * be(y))
p2(y)

R () <Z <<y(y)>>/ i z_@k))}

notasyonlar1 kullanilacaktir.
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Teorem 3.3.4. ((y) < z1(y), 1 < ko < k1, p1(y) > 1, pa(y) > 1, yeterince biiyiik
y degerleri icin p1(y) Z 1 ve pa(y) #Z 1 olsun. Ayrica f3(y) > 0 ve fy(y) > 0 olacak
sekilde pozitif reel degerli, azalan ve y — oo iken sifira yakinsayan d(y) ve e(y)

fonksiyonlar: var olsun. Eger baz1 0 < ko, s < 1 sabitleri i¢in birinci mertebeden

38/k1

o'y) + k2 (@) W) (uy)) o (u))e? ™ (uly)) =0 (3.3.29)

ve

X () + a1 () ( A jm IO <u<s>>dsdn) V7 (uly)) = 0/(3:3.30)

denklemleri salinimh ise, o halde (E) denklemi de salimmlidir.

Ispat. ¢ (y) fonksiyonu (E) denkleminin salimimsiz bir ¢éziimii olsun. Bu takdirde,
genelligi bozmaksizin y; € [yg, 00) olmak tizere her y > y; i¢in ¥ (y) > 0, w(zl (y)) >
0, 1/)(22(3;)) >0 ve ¢<C(y)) > (0 yazilabilir. Neutral terimin tanimimdan

hy)  vly)  pa(y)p™(2a(y))

P (aly) = (v ;) p1(y)

_p2(2;1(22(y)))wk2 (22<Zf1<22(y)))) ka/k1
h(z H(22(y))) ] (3.3.31)
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yazabiliriz. (3.3.31) ifadesine Lemma 3.2.4 uygulanirsa

1 1

k1 21 Z h T Tk =1,
P (2(y)) = (v) )

1/k2 Zfl

o p2(y) pka/ky (1 2
oM (1 (22 () e (y)))l

elde edilir. Son egitsizlikte Lemma 3.2.4 tekrar uygulanirsa

1 1 1 ko — 1
hy—(hz_ly + )
p1(y) l ) 3" (27 () \ B2 (2 v) ks

p2(y) ks, key — ks
B p’f2/k1(2;1(22(y))) (lﬁh<zl (22(y))) + o >1 (3.3.32)

Y (aly) =

elde edilir. Burada, Teorem 3.3.1’in ispatinda oldugu gibi, iki durum ortaya cikar:
Oncelikle (H1) durumunu inceleyelim. (3.3.8)’in tekrar saglandigim goriiliir. (i7)

sartindan, z; ' (y) < y oldugu ve h(y)nin artan oldugu kullamlarak

Iz (y) < h(y) (3.3.33)

oldugu gorulir. (3.3.8) ve (3.3.33) ifadeleri (3.3.32) yerine yazilir ve Teorem 3.3.1'in

ispatindaki siire¢ oldugu gibi tekrar edilirse

W (y) > fa(z )z () (3.3.34)

sonucuna variir. Bu durumun ispatinin geri kalan kismi, Teorem 3.3.1'in ayni
durumunun ispatina benzer oldugundan, ayrintilara yer verilmemistir.

Simdi de (H2) durumunu inceleyelim. Bu durumda (3.3.17) nin tekrar saglandigi ko-
laylikla gortilebilir. (3.3.17) ve (3.3.33) ifadeleri (3.3.32) esitsizliginde yerine yazilirsa,

her y > ys3 icin,

W (y) > falz @)z () (3.3.35)
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elde edilir. Bu durumun ispatinin geri kalan kismi, Teorem 3.3.1’in ayni durumunun

ispatina benzer oldugundan, ayrintilara yer verilmemigtir.

Yukarida oldugu gibi, (Kitamura ve Kusano, 1980, Theorem 2) ve (Koplatadze ve
Chanturiya, 1982, Theorem 1) kullanilarak, agagidaki salinim sonuglar: direkt olarak

yazilabilir.

Sonug 3.3.5. ((y) < z1(y), 1 < ke < ky, B < k1, p1(y) > 1, pa(y) > 1, yeterince
biiyiik y degerleri icin p1(y) Z 1 ve pa(y) #Z 1 olsun. Ayrica f3(y) > 0 ve fi(y) >0

olacak sekilde pozitif reel degerli, azalan ve y +— oo iken sifira yakisayan d(y) ve

e(y) fonksiyonlar: var olsun. Eger,

/y " (ulm)”" ) 157 (ul) Yo (i) )iy = o (3.3.36)

0

ve

L7 @)™ ([ [ oo ulshasin) de =0 (3337

kaliyorsa o zaman (E) denklemi salinimhdar.

Sonug 3.3.6. ((y) < z1(y), 1 < ko < k1 = B, pi(y) > 1, pa(y) > 1, yeterince
biiyiik y degerleri icin p1(y) Z 1 ve pa(y) # 1 olsun. Ayrica f3(y) > 0 ve fi(y) >0

olacak gekilde pozitif reel degerli, azalan ve y — oo iken sifira yakinsayan d(y) ve

e(y) fonksiyonlar: var olsun. Eger

lim inf /uy (u(n))gp(n)fg (u(n))v‘l(u(n))dn > 1/eks (3.3.38)

Y=o Ju(y)

ve

liyrgglf /::y) u(§) </;O U(ln) /noop(s)f4(u(s))dsdn> d¢ > 1/epus (3.3.39)

esitsizlikleri saglanirsa, o zaman (E) denklemi salimimlidir.

Simdi 1 < k1 < k2 ve ((y) < 22(y) olmasi durumunda bazi salimim kriterleri

verilecektir. d fonksiyonu pozitif reel degerli, azalan ve y — oo iken sifira yakinsyan
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bir fonksiyon ve z,' fonksiyonu da 2z, fonksiyonunun tersi olmak iizere, yazimda

kolaylik olmas1 acisindan,

wly) = z'o((y),
1 1 1 kz —1
f5y) = 02(y) ll - p;/’f?(%—l(y))<kz * kzd(y)>
B p1(y) ki ke —
pkl/kz(z 1(21(3/))) (k:g * kad(y) )]

notasyonlar1 kullanilacaktir.

Teorem 3.3.7. ((y) < 2(y) igin 1 < ky < kg, pa(y) > 1 ve yeterince biiyiik
y degerleri igin po(y) # 1 olsun. Ayrica f5(y) > 0 kalacak sekilde pozitif reel
degerli, azalan ve y — oo iken sifira yakinsayan bir d(y) fonksiyonu var olsun. Eger

0 < K3, 3 < 1 sabitleri i¢in birinci mertebeden

() + s ()" py) 57 () Jo P (w()e"* (w(y)) =0 (3.3.40)

ve

V() + s ()" (/‘”(1” I >§/’“2<w<s>>dsdn) 7 (w(y)) = 0(33.41)

denklemleri salinimh ise, bu takdirde (E) denklemi de salimmhdr.

Ispat. ¢ (y) fonksiyonu (E) diferensiyel denkleminin salinimsiz (nihai pozitif diye-

lim) bir ¢6ziimi olsun. Neutral terimin tanimindan

1/ka (= L1
P (aa(y) = hy) 1 hY*(z'(y)) [1_1]/;( 2 (v)

pa(y)  p2(y) l/kQ(Z'Q_ (y))

ACROICTES <y>>>]”’”
h(z" ()

p1(y) W2 (257 (1 (y))

p2() 57 (5 (21 ()

nzm(al ))Wl( 1(
h(z ' (z1(y)
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yazilabilir. (3.3.42)’de Lemma 3.2.4 uygulanirsa,

1 |
() ") Py (5 (y))

V' (a(y) > W (2 ()

o P1(y) pr/ke (1 “
ps' " (2 (21 (1)) = (y)))]

elde edilir. Bu son egitsizlikte tekrar Lemma 3.2.4 uygulandiginda,

W nly) > — [h@)_m<éh(22_1(y>)+k2k;1>

P(y) ki ky — Ky
N pgl/k"’(z{l(zl(y))) (kﬁgh<22 (Zl(y)))+ o >1 (3.3.43)

esitsizligi elde edilir. Teorem 3.3.1’in ispatinda oldugu gibi, dikkate alinmas1 gereken
iki olast durum vardir:

Oncelikle, (#1) durumunu ele alahm. (i7) sartindan,
() <5ty <y,
elde edilir ve h(y) artan bir fonksiyon oldugundan
h(z ' (21(9))) < Mz (y)) < h(y) (3.3.44)

esitsizligi saglanir. (3.3.44) ifadesini (3.3.43) iginde yerine yazilirsa ve Teorem 3.3.1’in

ispatindaki siire¢ benzer bir gekilde izlenirse,

W2 (y) > f5(z3 ()2 () (3.3.45)

elde edilir. Bu durumun ispatinin geri kalan kismi, Teorem 3.3.1’in ayn1 durumunun

ispatina benzer oldugundan, ayrintilara yer verilmemistir.
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Ikinci olarak, (H2) durumunu ele alahm. Bu durumda h(y) artan oldugundan, her
y > ys3 igin (3.3.45) ifadesinin yine gegerli oldugu goriliir. Bu durumun ispatinin
geri kalan kismi, Teorem 3.3.1'in ayni durumunun ispatina benzer oldugundan,

ayrintilara yer verilmemigtir.

(Kitamura ve Kusano, 1980, Theorem 2) ve (Koplatadze ve Chanturiya, 1982, The-

orem 1) sonuglarim kullanarak, agagidaki salimim kriterleri direkt olarak yazilabilir.

Sonug 3.3.8. ((y) < 29(y) igin 1 < ky < ko, B < ko, p2(y) > 1 ve yeterince biiyiik y
degerleri i¢in po(y) #Z 1 olsun. Ayrica f5(y) > 0 kalacak sekilde pozitif reel degerli,

azalan ve y — oo iken sifira yakinsayan bir d(y) fonksiyonu var olsun. Eger,

/y ()™ p(n) 27 () ) v %2 () )y = o (3.3.46)

ve

[T @)™ ([ i [T wlehisan ) as =00 334

0

kaliyorsa, bu takdirde (E) denklemi de salmimlidir.

Sonug 3.3.9. ((y) < z2(y) icin 1 < ky < ko = 3, p2(y) > 1 ve yeterince bityiik y
degerleri i¢in po(y) #Z 1 olsun. Ayrica f5(y) > 0 kalacak sekilde pozitif reel degerli,

azalan ve y — oo iken sifira yakinsayan bir d(y) fonksiyonu var olsun. Eger

lim inf /y (w(n)>3p(n)f5 (w(n))v_l(w(n))dn > 1/eks (3.3.48)

Y=o Ju(y)

ve

lim inf /yy) w(§) (/;o 1)(177 /noop(s)]%(w(s))dsdn) dé > 1/eps (3.3.49)

Y—+00 )
esitsizlikleri saglaniyorsa, (E) denklemi salimmdir.

Not 3.3.10. Teorem 3.3.7 ve Sonug 3.3.8-3.3.9’da, ((y)nin hem ileri tipten, hem

de gecikmeli bir argiment olarak secilebilecegini belirtelim.
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Ornek 3.3.11. y > 2 icin, siiperlineer neutral terimli dordiincii mertebeden

—y 3 4y 15 m\ 1’ 3y 3 B
eV ((v(y) + V¥ (y/2) + " (2y)) )| + €Mt (2y—1)=0.  (3.3.50)
diferensiyel denklemini géz oniine alalim. Bu denklemde

[ ] k’l = B = 3, k2 = 57 U(y) = €—y7 Pl(y) =1ve p2(y) = e4y;
o z1(y) = y/2, 2(y) =2y, p(y) = ¥, ((y) =2y — 1

oldugu gorillmektedir. (3.3.50) denkleminin (i)-(#i) ve (3.1.1) sartlarim sagladig
agiktir. Ayrica ((y) < 29(y), w(y) = y — 1/2 < y oldugu gorillmektedir ve d(y)

fonksiyonu d(y) = 4e~%/® olarak secilirse, y > 2 icin

1 1 /1 4 1 /3 2

h) = & [1 e/s (5 r 20ey/5> /s <5 B 20ey/5>}
1 3 2 6

10e%v [ e/ euls e3y/5]

elde edilir. Ayrica (3.3.46) ve (3.3.47) integralleri sirasiyla

T N1 3 2 6 \\*°

_ yl _ _ o 3n/5 _
/(77 2) c (1064’7 (10 e/5  en/5 63’7/5>> e = oo
2

ve

o0 1\3/5 o0 @ e3s/5 3 9 6 \3/5
/(f — 2) /677/ e (10— 25 o5 635/5) dsdn | d§ = o0
2 3 n

olur. Dolayisiyla, Sonug 3.3.8’ten, (3.3.50) diferensiyel denkleminin biitiin ¢oziimleri

salinimhdar.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tez caligmasinda,

h(y) = ¥(y) + p1 )" (21(9)) + pa(v)0* (22(v))

siiperlineer bir neutral terimi ile tanmimli, dérdiincii mertebeden lineer olmayan

(v @) + P’ W) =0, v 2> 0 (40,1

diferensiyel denklemi g6z oniine alinmig ve bu denklemin c¢oztimlerinin salinim
davraniglar i¢in yeter sartlar elde edilmigtir. Bu tez calismasinda kullanilan yon-

temler kullanilarak, agagida belirtilen problemler tizerine calismalar yapilabilir:

e h(y) neutral terimi (4.0.1) denkleminde oldugu gibi tanimli ve n > 4 bir ¢ift

tam say1 olmak tizere

(vh D)) + P ) =0, y2uw>0

¢ift ~ mertebeden diferensiyel denkleminin  salimimlihgi  i¢in  yeni

sonuclar elde edilebilir.

e (i) sartinda, (4.0.1) denkleminde goriilen v(y) fonksiyonunun

[e.e]

/U(lS)ds:oo

Yo

sartim1 sagladigl kabul edilmigtir. Buradan hareketle,

[e.o]

/U(ls)ds<oo

Yo

olmasi, yani (4.0.1) denkleminin kanonik olmayan formda olmasi durumunda

yeni salinim sonugclari iizerinde ¢aligilabilir.



e Bu tez caligmasinda h(y) neutral teriminin siiperlineer oldugu kabul edilmigtir.

Ayrica h(y) icindeki tsteller igin
0< k’l <1< /{?2

ve/veya

O§k2<1§k1

olmasi durumunda, yani neutral terimin hem siiperlineer hem de sublineer
terimler ihtiva etmesi durumunda (4.0.1) denklemi i¢in yeni salimm sonuglar

aragtirilabilir.
e (4.0.1) denkleminde, yeterince biiyiik y degerleri igin
—00 < p1(y), p2(y) <0

ya da

—00 < pi(y), p2(y) < -1

olmasi durumunda salinim sonuglari elde etme problemi su anda aciktir.

e (4.0.1) denkleminin dagilimli sapma argiimentleri ihtiva etmesi durumunda

ortaya cikan

(v @) + [ b (WCw ) dE=0, y2 >0, €€ lad

diferensiyel denklemi i¢in yeni salinim sonuclari elde edilebilir.

20



KAYNAKLAR

Agarwal, R.P., Grace, S. R. ve O’Regan, D., 2000. Oscillation Theory
for Difference and Functional Differential Equations. Kluwer Academic
Publishers, Dordrecht.

Agarwal, R.P., Grace, S. R. ve O’Regan, D., 2002. Oscillation Theory for Second
Order Linear, Half-Linear, Superlinear and Sublinear Dynamic Equations.
Kluwer Academic Publishers, Dordrecht.

Agarwal, R.P., Grace, S. R. ve O’Regan, D., 2003. Oscillation Theory for Second
Order Dynamic Equations. Taylor & Francis, London.

Agarwal, R.P., Bohner, M. ve Li, W.-T'., 2004. Nonoscillation and Oscillation Theory
for Functional Differential Equations. Marcel Dekker Inc., New York.

Agarwal, R.P., Graceb, S. R. ve Manojlovic, J. V., 2005. Oscillation criteria for
certain fourth order nonlinear functional differential equations. Mathematical
and Computer Modelling. 40(1-2) 163-187

Agarwal, R.P., Grace, S. R. ve Wong, P. J. Y., 2005. On the bounded oscillation
of certain fourth order functional differential equations. Nonlinear Dyn. Syst.
Theory, 5 215-227

Agarwal, R.P., Grace, S.R. ve Hassan, T.S., 2015a. Oscillation criteria for higher
order nonlinear functional dynamic equations with mixed nonlinearities.
Commun. Appl. Anal.; 19, 369-402.

Agarwal, R.P., Bohner, M. ve Li, T., 2015b. Oscillatory behavior of second-order
half-linear damped dynamic equations, Appl. Math. Comput., 254, 408-418.

Agarwal, R.P., Bazighifan, O. ve Ragusa, M. A., 2021. Nonlinear neutral delay
differential equations of fourth-order: oscillation of solutions, Entropy, 23,
129.

Al-Hamouri, R. ve Zein, A., 2014. Oscillation criteria for certain even order neutral
delay differential equations. Int. J. Differ. Equ., 2014, Article ID 437278, 5
pages.

Al-Hamouri, R. ve Zein, A., 2014. Oscillation criteria for certain even order neutral
delay differential equations. Int. J. Differ. Equ., 2014, Article ID 437278, 5
pages.

Alatwi, M., Moaaz, O., Albalawi, W., Masood, F. ve El-Metwally, H. 2021.
Asymptotic and oscillatory analysis of fourth-order nonlinear differential
equations with p-Laplacian-like operators and neutral delay arguments.
Mathematics, 12(3), 470.

Almutairi, A., Bazighifan, O., Almarri, B., Aiyashi, M. A. ve Nonlaopon, K.
2021. Oscillation criteria of solutions of fourth-order neutral differential
equations. Fractal and Fractional, 5(4), 155.

Alnafisah, Y., Masood, F., Muhib, A. ve Moaaz, O. 2023. Improved oscillation
theorems for even-order quasi-linear neutral differential equations. Symmetry,
15(5), 1128.



Althubiti, S., Bazighifan, O., Alotaibi,H., ve Awrejcewicz, J., 2021. New oscillation
criteria for neutral delay differential equations of fourth-order. Symmetry,
2021, 13,1277.

Baculikova, B. ve Dzurina, J., 2013. On certain inequalities and their applications
in the oscillation theory. Adv. Differ. Equ., 2013, Article ID: 165.

Bazighifan, O., 2017. Oscillatory behavior of higher-order delay differential
equations. General Letters in Mathematics, 2(3), 105-110.

Bazighifan, O., Elabbasy, E. M. ve Moaaz, O., 2019. Oscillation of higher-order
differential equations with distributed delaty. J. Inequal. Appl., 2019, 2019:55.

Bazighifan, O., Ahmad, H. ve Yao, S., 2020. New oscillation criteria for advanced
differential equations of fourth order. Mathematics, 2020, 8,228.

Bazighifan, O., Cesarano, C., 2020. A philos-type oscillation criteria for fourth-order
neutral differential equations . Symmetry, 2020, 12(3),379.

Bazighifan, O., Minhos, F., Moaaz, O., 2020. Sufficient conditions for oscillation
of fourth-order neutral differential equations with distributed deviating
arguments. Axioms, 2020, 9(2),39.

Bazighifan, O., Al-Ghafri, K. S., Al-Kandari, M., Ghanim, F. ve Mofarreh, F.,
2022. Half-linear differential equations of fourth order: oscillation criteria of
solutions. Advances in Continuous and Discrete Models, 2022, Article ID 24,
12 pages.

Cushing, J. M., 1977. On the oscillatory nature of general predator-prey models
with time delays. Nonlinear Analysis, 1, 583-592.

Dharuman, C., Prabaharan, N., Thandapani, E. ve Tung, E., 2023. Oscillatory
behavior of even-order functional differential equations with a superlinear
neutral term., Palestine Journal of Mathematics., 12(1), 722-731.

Dosly, O. ve Rehék, P., 2005. Half-linear Differential Equations. Elsevier,
Amsterdam.

El'sgol’ts, L. E. ve Norkin, S. B., 1973. Introduction to the Theory andApplication
of Differential Equations with Deviating Arguments. Mathematics in Science
and Engineering, 105, New York.

Erbe, L., Kong, Q. ve Zhang, B.G., 1995. Oscillation Theory for Functional
Differential Equations. Marcel Dekker Inc., New York.

Fite, W. B., 1921. Properties of the solutions of certain functional-differential
equations. Trans. Amer. Math. Soc., 22, 311-319.

Gao, S., Chen, Z. ve Shi, W., 2017. On the oscillation of even order neutral delay
differential equations. Math. Aeterna, 7, No. 2, 177-184.

Grace, S. R., Agarwal, R. P. ve Graef, J. R., 2009. Oscillation theorems for fourth
order functional differential equations. J. Appl. Math. Comput., 30, 75-88.

Grace, S.R., Alzabut, J. ve Abodayeh, K., 2021. Oscillation theorems for higher
order dynamic equations with superlinear neutral term. Mathematics, 6(6),
5493-5501.

Grace, S.R., Agarwal, R. P. ve Wang, C.; 2021. New oscillation results for
non-canonical higher order nonlinear neutral dynamic equations. Bol. Soc.
Mat. Mex., 27, Article ID: 65, 33 pages

52



Grace, S.R., Abbas, Y. ve Sajid, M., 2021. Oscillation of nonlinear even order
differential equations with mixed neutral terms. Math Meth Appl Sci., 45,
1063-1071.

Grace, S.R. ve Chhatria, 2022. Oscillation of nonlinear even order differential
equations with mixed neutral terms. Math Meth Appl Sci., 46, 2373-2388.

Graef, J. R., Ozdemir, O., Kaymaz, A. ve Tunc, E., 2021. Oscillation of damped
second-order linear mixed neutral differential equations. Monatshefte Fiir
Mathematik, 194(1), 85-104.

Gyori, 1. ve Ladas, G., 1991. Oscillation Theory of Delay Differential Equations with
Applications. Clarendon Press, Oxford.

Hale, J. K. ve Verduyn Lunel, S. M., 1993. Introduction to Functional Differential
Equations, Springer-Science Business Media, New York.

Hardy, G.H., Littlewood, J.E. ve Polya, G., 1988. Inequalities. Reprint of the 1952
edition, Cambridge University Press, Cambridge.

Jadlovska, I., Dzrina, J., Graef, J. R. ve Grace S. R., 2022. Sharp oscillation
theorem for fourth-order linear delay differential equations, J. Inequal. Appl.,
2022, 122.

Karpuz, B., 2013. Sufficient conditions for the oscillation and asymptotic beaviour
of higher-order dynamic equations of neutral type. Appl. Math. Comput., 221,
453-462.

Kelley, V.G. ve Peterson, A.C., 2004. The Theory of Differential Equations: Classical
and Qualitative. Pearson Education, Inc. Upper Saddle River, New Jersey.

Kiguradze, I. T. 1964. On the oscillatory character of solutions of the equation
d™u/dy™ + a(y)|u|"sgn = 0. Mat. Sb., 65, 172-187. (Russian)

Kiguradze, 1.T. ve Chanturia, T.A., 1993. Asymptotic Properties of Solutions
of Nonautonomous Ordinary Differential Equations. Kluwer Academic,
Dordrecht.

Kitamura, Y. ve Kusano, T., 1980. Oscillation of first-order nonlinear differential
equations with deviating arguments. Proc. Am. Math. Soc., 78, 64-68.
Kolmanovskii, V. ve Nosov, V. R., 1986. Stability of Functional Differential

Equations. Academic Press, London.

Kolmanovskii, V. ve Myshkis, A., 1999. Introduction to the Theory and Applications
of Functional Differential Equations. Kluwer Academic Publishers, Dordrecht.

Koplatadze, R.G. ve Chanturiya, T.A., 1982. Oscillating and monotone solutions
of first-order differential equations with deviating argument. Differ. Uravn.,
18(8), 1463-1465.

Ladas, G., Sficas, Y.G. ve Stavroulakis, I.P., 1984. Necessary and sufficient
conditions for oscillations of higher order delay differential equations. Trans.
Amer. Math. Soc., 285, 81-90.

Ladde, G.S., Lakshmikantham, V. ve Zhang, B.G., 1987. Oscillation Theory of
Differential Equations with Deviating Arguments. Marcel Dekker Inc., New
York.

Li, T., Han, Z., Zhao, P. ve Sun, S., 2010. Oscillation of even-order neutral delay
differential equations. Adv. Difference Equ., 2010, Article ID 184180, 9 pages.

23



Li, T., Rogovchenko, Y. V. ve Zhang, C., 2015. Oscillation of fourth-order quasilinear
differential equations. Mathematica Bohemica 140(4), 405-418.

Li, T. ve Rogovchenko, Y. M., 2016. Oscillation criteria for even-order neutral
differential equations. Appl. Math.Lett., 61, 35-41.

Luo, D., 2021. On oscillation of higher-order advanced trinomial differential

equations. Advances in Continuous and Discrete Models, 2021, 144 pages.

Moaaz, O., Elabbasy, E. M. ve Muhib, A., 2019. Oscillation -criteria for
even-order neutral differential equations with distributed deviating arguments.
Adv. Differ. Equ., 2019:297, 10 pages.

Moaaz, O., Cesarano, C. ve Muhib, A., 2020. Some new oscillation results for
fourth-order neutral differantial equation. Europan journal of pure and applied
mathematics, 13(2), 185-199.

Moaaz, O., Kumam, P. ve Bazighifan, O., 2020. On the oscillatory behavior of a
class of fourth-order nonlinear differential equation. Symmetry, 12(4), 524.

Moaaz, O., Cesarano, C. ve Almarri, B., 2023. An improved relationship between
the solution and its corresponding function in fourth-order neutral differential
equations and its applications. Mathematics, 11(7), 1708.

Muhib, A., Moaaz, O., Cesarano, C. ve Askar, A. A., 2022. New conditions for
testing the oscillation of fourth-order differantial equations with several delays.
Symmetry, 14, 1068.

Muhib, A., Moaaz, O., Cesarano, C., Askar, S. ve Alshamrani, A. M.ve Elabbasy,
E. M., 2022. Neutral differential equations of fourth-order: new asymptotic
properties of solutions. Axioms, 11(2), 52.

Muhsin, W., Moaaz, O., Cesarano, C., Askar, S. S. ve Elabbasy, E. M., 2023.
Delay differential equations with several sublinear neutral terms: investigation
of oscillatory behavior. Symmetry, 15(2), 2105.

Myshkis, A. D., 1972. Linear Differential Equations with Delayed Argument. Nauka,
Moscow.

Ozdemir, O. ve Tung, E., 2018. Asymptotic behavior and oscillation of solutions
of third order mneutral dynamic equations with distributed deviating
arguments. Bull. Math. Anal. Appl., 10(2), 31-52.

Ozdemir, O. ve Kilic, A., 2022. Oscillation of second-order functional differential
equations with superlinear neutral terms. Bull. Malays. Math. Sci. Soc., 45,
83-99.

Ozdemir, O., 2023. Oscillation criteria for noncanonical neutral Emden-Fowler
differential equations. Quaestiones Mathematicae, 46:8, 1653-1668.

Panigrahi, S. ve Basu, R., 2012. Oscillation of nonlinear neutral differential equations
of fourth order with several delays. Ann. Acad. Rom. Sci. Ser. Math. Appl.,
4, 59-89.

Park, C., Moaaz, O., Bazighifan, O. 2020. Oscillation results for higher order
differential equations. Axioms, 9(1), 14.

Philos, Ch.G., 1981. On the existence of nonoscillatory solutions tending to zero at
oo for differential equations with positive delays. Arch. Math., 36, 168—-178.

Philos, Ch.G., 1984. Some comparison criteria in oscillation theory. J. Austral. Math.
Soc. Ser. A, 36(2), 176-186.

o4



Philos, Ch.G., 1985. Oscillation and asymptotic behaviour of linear retarded
differential equations of arbitrary order. Bull. math. Soc. Sci. Math. Roum.,
29(77), no:2, 355-363.

Philos, Ch.G., 1989. Oscillation theorems for linear differential equations of second
order. Arch. Math., 53, 482-492.

Rasvan, V., 2006. Functional differential equations of lossless propagation and
almost linear behavior. IFAC Proceedings Volumes, 39(10), 138-150.

Prabaharan, N., Thandapani, E. ve Tung, E., 2024. Oscillation results for nonlinear
weakly canonical fourth-order delay differential equations via canonical
transform. Quaestiones Mathematicae, 47(5), 1119-1132.

Purushothaman, G., Suresh, K., Tunc, E. ve Thandapani, E., 2023. Oscillation
criteria of fourth-order mnonlinear semi-noncanonical neutral differential
equations via a canonical transform. Electronic Journal of Differential
Equations, 2023, Article ID 70, 12 pages.

Rasvan, V., 2006. Functional differential equations of lossless propagation and
almost linear behavior. IFAC Proceedings Volumes, 39(10), 138-150.

Sturm, C., 1836. Sur les équations différentielles linéaires du second ordré. Journal
de Mathématiques Pures et Appliquées, 1, 106-186.

Tanaka, S., 2002. A oscillation theorem for a class of even order neutral differential
equations. J. Math. Anal. Appl., 273, 172-189.

Thandapani, E., Padmavathi, S. ve Pinelas, S., 2014a. Oscillation criteria for
even-order nonlinear neutral diferential equations of mixed taype. Bull. Math.
Anal. Appl., 6(1), 9-22.

Thandapani, E., Padmavathi, S. ve Pinelas, S., 2014b. Oscillation criteria
for odd-order nonlinear diferential equations with advanced and delayed
arguments. Electron. J. Differ. Eq., 2014, No. 174, 1-13.

Tung, E. ve Graef, J.R., 2014. Oscillation results for second order neutral dynamic
equations with distributed deviating arguments. Dynam. Systems Appl., 23,
289-303.

Tung, E., 2017. Oscillatory and asymptotic behavior of third-order neutral
differential equations with distributed deviating arguments. Electron. J. Differ.
Eq., 2017, No. 16, 1-12.

Tung, E. ve Ozdemir, O., 2019. On the oscillation of second-order half-linear
functional differential equations with mixed neutral term. J. Taibah Univ.
Sci., 13(1), 481-4809.

Tung, E. ve Ozdemir, O., 2023. Comparison theorems on the oscillation of even
order nonlinear mixed neutral differential equations. Math Meth Appl Sci.,
46, 631-640.

Zafer, A., 1992. Oscillatory and nonoscillatory properties of solutions of functional
differential equations and difference equations. Ph.D. Thesis, Iowa State
University, Ames, lowa.

Zafer, A., 1998. Oscillation criteria for even order neutral differential equations.
Appl. Math. Lett., 11, No. 3, 21-25.

Zhang, C., Li, T., Agarwal, R. P. ve Bohner, M., 2012. Oscillation results for
fourth-order nonlinear dynamic equations. Applied Mathematics Letters, 25,
2058-2065.

95



