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Bu yiksek lisans tezi alti bélimden olusmaktadir. Birinci boliimde minimal yuzeyler
teorisinde yapilan caligmalarin tarihi siireci ve bu siirecteki gelismelerden bahsedilmistir.
Ikinci boliimde temel tanim ve kavramlar verilmistir. Ugiincii boliimde 3-boyutlu Oklid
uzayinda Dini helisoidal ylizeyi verilmistir. Bu uzayda, Dini helisoidal yuzeyinin ortalama
ve Gauss egrilikleri hesaplanmustir. Dérdunci bélimde Dini turiindeki bir minimal
helisoidal yiizey verilmistir. Bu béliimde yiizeyin minimal olma sart1 gosterilmis olup Dini
tiirtindeki helisoidal yiizeyin minimal olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosulu saglayan teorem
elde edilmistir. Besinci boliimde ise dort boyutlu Oklid uzayinda Dini tirtindeki helisoidal
hiperyiizey verilmistir. Hiperyuzeyin Gauss egriligi ve ortalama egriligi hesaplanmig ve
hiperyiizeye ait egriliklerin bazi 6zel bagintilar1 ve simetrileri elde edilmistir. Altinci ve son

bélimde ise sonug ve 6neriler yer almaktadir.
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studies and developments in the theory of minimal surfaces are mentioned. In the second
chapter, some basic definitions and concepts are given. In the third chapter, Dini helicoidal
surface in 3-dimensional Euclidean space is given. The mean and the Gaussian curvatures
of Dini helicoidal surface are calculated. In the fourth chapter, a minimal helicoidal surface
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Yuzey teori iginde yer alan ve fizik, biyoloji, mimarlik gibi bilimlerle ilgili olan minimal
yuzeyler, Matematik bilimindeki diferensiyel geometrinin dnemli konularindan birisi olarak

one ¢ikmaktadir.

1744 yilinda, Fransiz matematik¢i ve fizik¢i olan Pierre Louis Moreau de Maupertius’un
calismalar1 “Dogada bir degisiklik meydana geldiginde, bu degisiklik icin gerekli eylem
miktart en ekonomik sekildedir.” prensibine dayanmaktadir (Fomenko ve Tuzhilin, 1991).

Maupertuis’un ¢alismasma paralel ve bagimsiz olarak, 1744 yilinda Isvecli Matematikci
Leonhard Euler, gezegenlerin Giines gevresindeki hareketinde oldugu gibi kuvvetlerin
korunumu ilkesine bagli olarak bir cismin hareketini tanimlamak i¢in en kiigiik etki ilkesinin
kullanilabilecegine dair kesin bir ispat elde etmistir. Euler, evrendeki herhangi bir doga
olaymma ait maksimum veya minimum bir kural bulabilecegimiz varsayimini da ortaya
koymustur. Bu varsayimi, 1743 yilinda yazdigi, degiskenler hesabi lizerine ilk ders kitab1
olan "maksimum veya minimum ézellige sahip egrileri bulma yéntemleri" adh tinlii eserinin
sonundaki Ek kisminda ispatlamustir. BOylece, Euler’in 1740 yilinda basladigi ¢alismalariyla
3-boyutlu Oklid uzay: olan E? icindeki minimal yiizeyler teorisinin matematik bilimindeki

temelleri atilmistir.

Ayrica, 1760 yilinda Fransiz Matematik¢i Joseph Louis Lagrange’in E* uzaymnda, C?
siifindan diferensiyellenebilir ve z = f(x,y) parametresiyle verilen yiizeylerin minimal

olma 6zelligini saglayan

fox(L+ £2) = 2fify foy + fry (L + £2) =0 (1.1)

Lagrange diferensiyel denklemi ile teori nem kazanmstir. E3 uzayinda bir minimal ytizey,

ortalama egriligi 6zdes olarak ihmal edilmis olan regle yiizeydir. Bu Lagrange’in 1760



yilinda yapmis oldugu tanimdir. Lagrange c¢alismalarmi klasik mekanik problemlerine

uygulamis, Euler ve Maupertius un sonuglarini genellestirmistir.

Boylece, yiizeylerin minimal olmasi ig¢in gerekli kosulun (1.1) denklemini saglamasi

gerektigini ortaya koyularak minimal yiizeylere ait ¢alismalar hiz kazanmistir.

Bilinen ilk minimal yiizey duzlemdir. 1740 yilinda katenoid yiizeyinin (Orijinal ad1 ‘allyside’
olan katenoidi, Belgikal1 Fizik¢i Joseph Antoine Ferdinand Plateau, katenari (catenary)
egrisinden esinlenerek katenoid (catenoid) olarak yeniden adlandirmustir.) bir minimal yiizey
oldugu Euler tarafindan gosterilmistir. Fransiz Matematik¢i Jean Babtiste Meusnier, 1776
yilina kadar elde edilen verilerin geometrik yorumunu yaparak bir ylzeyin minimal
olmasmin yiizeyin ortalama egriliginin sifir olmasiyla miimkiin oldugunu elde etmis ve

helisoidin bir minimal yiizey oldugunu gostermistir.

Alman matematik¢i Scherk, 1835 yilinda (1.1) denkleminin f(x,y) = g(x) + h(y)
formundaki analitik fonksiyonlar igin ¢Ozimuni gergeklestirmis ve Scherk minimal
yuzeyini elde etmistir. Scherk, tim minimal regle yiizeyleri belirlemeye ¢alismis fakat bu
problemi 1842 yilinda Belgikali Matematik¢i Eugene Charles Catalan ¢6zmiis ve helisoid
yuzeyinin minimal olan tek regle ylzey oldugunu gostermistir. Catalan’in 1855 yilinda
kesfettigi Catalan minimal ylizeyi E® uzaymnda bir periyodik minimal yiizeydir (Nitsche,
1989).

3-boyutlu Oklid uzay: E3 deki klasik yiizey geometride yer alan dénel yiizeyin katenoid ve
minimal olan tek regle yiizeyin de sag helisoid oldugu bilinmektedir. Fransiz Matematikg¢i
Jacques Edmond Emile Bour, 1862 yilinda ilging 6zelliklere sahip bu iki yuzey icin kendi
teoremini (Bour teoremi: Genellestirilmis bir helisoid iizerindeki helislere karsilik olarak
donel yiizey iizerindeki ¢emberler geldiginde, bu iki yizey izometriktir.) klasik ylzey
teorisine kazandirmigtir (Bour, 1862). Bu genellestirmede minimal ve ayni Gauss

doniisiimiine sahip olma 6zellikleri genelde saglanmaz.

Takahashi, E® uzaymdaki A € R i¢in Ar = Ar kosulunu saglayan yiizeylerin sadece minimal

yiizeyler ve kiireler oldugunu gostermistir (Takahashi, 1966).



Lawson, ders notlarini birlestirdigi kitabinda minimal altmanifodlar1 vermistir (Lawson,
1980). Do Carmo ve Dajczer, E® uzayinda Bour teoremini kullanarak helisoidal yiizeyler
icin ¢esitli izometri sonuglar1 elde etmislerdir (Do Carmo ve Dajczer, 1982). Chen ve
Piccinni (1987) sonlu tipteki Gauss doniisiimiine sahip altmanifoldlar1 incelemislerdir (Chen
ve Piccinni, 1987).

Ferrandez, Garay ve Lucas, E3 uzayinda A € Mat(3,3) matrisleri icin AH = AH kosulunu
saglayan ylizeylerin ya minimal, ya agik kiire parcasi, ya da dik dairesel silindir oldugunu
ispatlamislardir (Ferrandez, Garay, Lucas, 1990). Dillen, Pas ve Verstraelen, E3 uzayinda
A € Mat(3,3), B € Mat(3,1) matrisler olmak Uzere, Ar = Ar + B kosulunu saglayan
ylizeylerin; minimal yiizeyler, kiireler ve dik dairesel silindirler oldugunu géstermislerdir
(Dillen, Pas, Verstraelen, 1990). Chen ve Ishikawa, sonlu tipten bazi donel yiizeyleri
smiflandirmiglardir (Chen ve Ishikawa, 1993). Cheng ve Wan, 4-boyutlu uzayda sabit
ortalama egrilige sahip olan tam hiperyiizeyleri ele almiglardir. (Cheng ve Wan, 1994).

2000 yilinda Japon Matematikci Toshihiko lkawa, makalesinde 3-boyutlu Oklid uzayinda
Bour teoreminin saglandigini ve yiizey ¢iftinin ayn1 Gauss doniisiimiine sahip olduklarmni
gostermistir (Ikawa, 2000). Ikawa daha sonra ise E3 3-boyutlu Minkowski uzaymnda Bour

teoremini calismistir (Ikawa, 2001).

Choi ve Kim, minimal helisoid regle yizeyinin birinci tip noktasal 1-tiriinde Gauss
doniisiimiinii cahismislardir (Choi ve Kim, 2001). Chen, Choi, Kim, E3 uzaynda 1-tipinde
noktasal Gauss doniisiimiine sahip donel yiizeyleri ¢alismislardir. (Chen, Choi, Kim, 2005).

Gller ve Vanh, E3 3-boyutlu Minkowski uzayinda spacelike ve timelike eksenli helisoidal
ylizeylere karsilik gelen donel yiizeyleri vermislerdir (Gliler ve Vanli, 2006). Ayrica, Giiler
E3 uzaymda lightlike eksenli helisoidal yiizeyler icin Bour teoremini ¢aligmustir (Gler,
2007).

Gller, Yayli, Hacisalihoglu, E3 uzayinda helisoidal yiizeyin egrilikleri ile Laplace—Beltrami
operatorii arasindaki bazi bagmtilar tizerine ¢alismiglar ve Gauss dontisiimiind kullanarak

Bour teoremini vermislerdir (Gller, Yayl, Hacisalihoglu, 2010).



Chen, 1970 yil1 sonlarinda basladigi toplam ortalama egrilik ve sonlu tipten altmanifoldlara

ait calismalarini bir kitapta toplamustir (Chen, 2014).

Senoussi ve Bekkar, E* uzaymda A € Mat(3,3) matrisleri icin j = I,11,1II olmak Uzere

AJr = Ar kosulunu saglayan helisoidal yiizeyleri elde etmislerdir (Senoussi ve Bekkar,
2015).

Moore, 4-boyutlu uzayda donel yiizeyler lizerine ¢alismistir (Moore, 1919). Moore ayrica,
4-boyutlu uzayda sabit ortalama egrilige sahip olan donel yizeyler Uzerine incelemelerde

bulunmustur (Moore, 1920).

Verstraelen, Walrave, Yaprak, Oklid uzaymda minimal dteleme yiizeylerini ¢alismislardir
(Verstraelen, Walrave, Yaprak, 1994). Magid, Scharlach, Vrancken, R* uzayinda afin
umbilik yiizeyleri incelemislerdir (Magid, Scharlach, Vrancken, 1995). Hasanis ve Vlachos,
[E* uzaymda harmonik ortalama egrilik vektor alanl hiperyiizeyleri incelemislerdir (Hasanis
ve Vlachos, 1995). Arslan, Deszcz, Yaprak, Weyl pseudosimetrik hiperyiizeyler lzerinde

caligmislardir (Arslan, Deszcz, Yaprak, 1997).

Yoon, E* uzayinda sonlu tipten Gauss doniisiimiine sahip olan donel yiizeyleri vermistir
(Yoon, 2001). Scharlach, R* uzayinda afin dénel yiizeyler ve hiperyiizeyler i¢in incelemeler
yapmustir (Scharlach, 2007). Arvanitoyeorgos, Kaimakamis, Magid, Ef uzayinda AH = aH
kosulunu saglayan Lorentz hiperylzeyleri elde etmislerdir (Arvanitoyeorgos, Kaimakamis,
Magid, 2009). Dursun, Lorentz- Minkowski uzayinda noktasal 1-tipinde Gauss doniistimlii

hiperyiizeyler lizerine ¢aligmalarda bulunmustur (Dursun, 2009).

Dursun ve Turgay, E* uzayinda minimal and pseudo-umbilik donel yiizeyleri ¢aligmuslardir.
(Dursun ve Turgay, 2013). Kim ve Turgay, L,-noktasal -tipinde Gauss doniisiimlii yiizeyleri
E* uzayinda vermislerdir. (Kim ve Turgay, 2013). Arslan, Bulca, Milousheva, E* uzayinda
noktasal 1-tipinde Gauss doniisiimlii meridyen yiizeyleri incelemislerdir. (Arslan, Bulca,
Milousheva 2014). Ganchev ve Milousheva, Ef 4-boyutlu Minkowski uzayinda genel donel
yiizeyleri calismislardir (Ganchev ve Milousheva, 2014). Kahraman Aksoyak ve Yayl, E}
uzayinda Boost invaryant yuzeyler igin noktasal 1-tipli Gauss doniisiimiinii vermislerdir

(Kahraman Aksoyak ve Yayli, 2014). Kahraman Aksoyak ve Yayh, pseudo-Oklidyen E3



uzayinda genel donel yizeyler icin noktasal 1-tipli Gauss doniisiimiinii incelemislerdir
(Kahraman Aksoyak ve Yayli, 2015).

Guler, Magid, Yayl, 4-boyutlu Oklid uzayinda helisoidal hiperyiizeyi tanimlamislar ve
hiperytzeyin Laplace-Beltrami operatorii tizerine ¢alismiglardir. (Guler, Magid, Yayli,
2016). Moruz ve Munteanu, 4-boyutlu Oklid uzaymda minimal dteleme hiperyiizeyleri

vermiglerdir (Moruz ve Munteanu, 2016).

Giiler, Hacisalihoglu, Kim, 4-boyutlu Oklid uzayinda donel hiperylzeyler tizerinde, Gauss
dontisiimii ve tigiincii Laplace-Beltrami operatoriinii ¢alismiglardir. (Giiler, Hacisalihoglu,
Kim, 2018). Gller ve Turgay, 4-boyutlu Oklid uzayinda donel hiperyiizeyler igin
Cheng—Yau operatoriinii vermislerdir (Giiler ve Turgay, 2019). Giiler ve Kisi, 4-boyutlu
Minkowski uzayinda timelike eksene sahip olan Dini turiindeki helisoidal hiperylizeyler

iizerine ¢alismalarda bulunmuslardir. (Giiler ve Kisi, 2019).

Gller, Ef 4-boyutlu Minkowski uzayinda helisoidal hiperytizeyleri tanimlamis ve birinci
temel forma bagl olarak, 4 x 4 mertebeli bir A matrisi icin A/H = AH kosulunu saglayan

timelike eksenli helisoidal hiperyiizeyin minimal olma durumunu incelemistir. (Gtiler, 2020)

Bu tezde, Italyan Matematikci Ulisse Dini (1845-1918)’nin 3-boyutlu Oklid uzaymda
verdigi Dini helisoidal yiizeyi (Dini, 1871 ve Dini, 1953) ele alinmistir. Sonrasinda ise 6zgun

bir ¢alisma olan 4-boyutlu Oklid uzayinda Dini tiiriindeki helisoidal hiperyiizey verilmistir
(Gtler, Giimiisok Karaalp, 2019).

Dini’nin bilimsel ¢aligmalarinda esit derecede ve yogun tretimin oldugu iki donemden ilkine
dikkat cekilebilir: Dini bu dénemde, infinitesimal (sonsuz kigik) geometri ile ilgiliydi ve
Fransa'da Liouville ve Meusnier, Italya'da Beltrami tarafindan ¢alisilmakta olan bazi

ylzeylerin 6zelliklerine iliskin ¢aligmalara odaklanmisti. Bunlar:

1. Iki asli egrilik yarigap oranimin veya ¢arpiminin sabit kaldigi yiizeyleri (Dini’nin

admin verildigi helisoidal ylzeyler);

2. Asli egriligin yarigaplarindan birinin digerinin fonksiyonu oldugu regle ylzeylerti,



3. Beltrami tarafindan onerilen ve biitiiniiyle Dini tarafindan ¢dziilen problem olan
birinin jeodezik egrilerinin digerinin jeodezik egrilerine karsilik gelecek sekilde bir

ylzeyi diger yiizeyde nokta-nokta temsil etme sorunudur.

Dini’nin bir yiizeyin digerinde uyumlu temsiline iligkin ¢alismasi, Beltrami tarafindan
sunulan diferansiyel parametrelere ve genel olarak, kismi tiirevli diferensiyel denklemlere

benzemektedir.

Dini’nin Matematik bilimine kazandirmis oldugu en 6nemli eserleri diyebilecegimiz bazi

calismalar1 asagidadir:

1. Fondamenti per la teoria delle funzionidi variabili reali (Pisa, 1878), Almanca’ya
cevirenler J. Luroth ve A. Schepp: Grundlagen fiir eine Theorie der Funktionen einer
veranderlichen reellen Grosse (Leipzig, 1892),

2. Serie di Fourier e altre rappresentazioni analitiche delle funzioni di una variabile
reale (Pisa, 1880),

3. Lezioni di analisi infinitesimale, 2 vols. (Pisa, 1907-1915),

4. Lezioni sulla teoria delle funzioni sferiche e delle funzioni di Bessel (Pisa, 1912).

Ayrica Dini’nin Annali di matematica pura ed applicata, Atti della Reale Accademia dei
Lincei, Comptes rendus hebdomadaires des séances de 1’Académie des sciences, Giornale
di matematiche, ve Rentdiconti del circolo matematico di Palermo dergilerinde ¢esitli

calismalarinin oldugu makaleler bulunmaktadir.

“Alcuni teoremi sulle funzioni di una variabile complessa” adli ¢alismasi Collectanea

mathematica in memoriam Dominici Chelini (Milan, 1881), 258-276 olarak yayimlanmistur.

Gino Loria tarafindan 62 baglikta yazilmig Dini’nin hayat1 ve ¢aligmalarimin oldugu eser:
“Gli scienziati italiani dall’inizio del medio evo ai nostri giorni” in Repertorio... direttoda

Aldo Mieli, I, pt.1 (Rome, 1921) 137-150.



Dini’nin 6grencisi Luigi Bianchi’nin yazdig1 “Commemorazione del socio Ulisse Dini,” Atti
della Reale Accademia dei Lincei, 28(1919), 154-163 adli ¢alismas1 ve Enciclopedia
Treccani, XII, 909 ile belirlenen bir makale bulunmaktadir.

Ayrica, W.B. Ford tarafindan kaleme alinan Dini’nin kisa hayat hikayesi ve yaptigi eserler
“A Brief Account of the Life and Work of the Late Professor Ulisse Dini,” Bulletin of the
American Mathematical Society, 26 (1920), 173-177 adli galismada bulunmaktadir.

Dini’nin dliimiinden yillar sonra bazi énemli ¢alismalar: Italyanca olarak kitaplar haline

getirilmistir (Dini, 1953, 1954, 1955, 1959/1, 1959/2).

Bu tezin birinci boéliminde, yuzey ve hiperyuzey teorisindeki tarihsel siirece kisaca

deginilmis ve yapilan ¢aligmalarin bazilarma 6zet olarak yer verilmistir.

Ikinci béliim, temel tanim ve kavramlara ayrilmistir.

Uclincti bolimde ise 3-boyutlu Oklid uzayinda Dini’nin helisoidal yiizeyi verilmistir. Dini

helisoidal ylizeyinin ortalama ve Gauss egrilikleri hesaplanmustir.

Dordlncu bolimde Dini turiindeki bir minimal helisoidal yiizey verilmistir. Dini tiirtindeki
helisoidal yiizeyin minimal olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosulu saglayan teorem ispat

edilmistir.
Besinci ve son boliimde dort boyutlu Oklid uzayinda Dini tiriindeki helisoidal hiperylizey
tanimlanmistir. Hiperylizeyin Gauss egriligi ve ortalama egriligi hesaplanmistir. Ayrica,

hiperytizeyin egriliklerine ait baz1 6zel bagint1 ve simetriler elde edilmistir.

Altinc1 ve son boliimde, sonug ve Oneriler verilmistir.



BOLUM 2

TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu bolumde, tez icin gerekli olan temel tanim, teorem, vb. kavramlara yer verilmistir.

2.1 Tamim (Skalar carpim uzay1)

V bir reel vektor uzayi olsun. V {izerinde tanimli

g VxV—>V

donitisiimii bilineer, simetrik ve nondejenere ise g ye V lzerinde bir skalar ¢carpim, bu

durumda V vektor uzayna da bir skalar carpim uzay: denir.

2.2 Tanim (Simetrik bilineer formun indeksi)

V bir skalar ¢arpim uzayi, W da tlizerindeki skalar ¢arpim negatif tanimli olacak sekilde V
nin en biliylik boyutlu altuzayi olsun. Bu durumda W nin boyutuna g skalar ¢arpiminin
indeksi denir. g skalar carpiminin indeksi v ise 0 < v < boyV olur. Ayrica V skalar garpim

uzaymin indeksi, lizerinde taniml1 g skalar ¢carpiminin indeksi olarak tanimlanir.

2.3 Tanmim (Bir vektdriin normu)

V skalar ¢arpimli bir uzay ve v € V olsun.

lvll = |g(v,v)|*/?

esitligi ile tamimli |[v]| reel sayisma v vektoriinin normu denir. Normu 1 olan vektdre de

birim vektor denir.



2.4 Tanum (Skalar carpim)

3-boyutlu Oklid uzay: E3de iki vektor ¥ = (v, v,, v3) Ve W = (wy, w,, w3) olmak lzere bu

iki vektoriin skalar ¢arpimi

(,. ) E3xE}—>R

(U, W) ——= (U, W) = vyw; + v,w, + v3ws

bicimindedir. 4-boyutlu Oklid uzayr E* de iki vektdr o = (vy,v,,v3,v,) V& W=

(wy, w,, ws, w,) olmak lzere bu iki vektoriin skalar ¢arpimi

(.,.):E*xE*—>R

(1_5, V_l;) e’ (17, V_l;> = 1wy + VUoWy + V3W3 + VUypWy

ile tanimlanir. Eger v = W ise

vl = (¥, 9)'/

esitligi ile taniml1 ||v|| reel sayisina, v vektdriiniin Oklid anlammda normu denir. Normu 1

olan vektore de birim vektor denir.

2.5 Tamim (Riemann hiperyuzeyi)

n-boyutlu bir Riemann manifoldunun (n — 1)-boyutlu bir M Riemann altmanifolduna M

nin bir Riemann hiperyuzeyi denir.

2.6 Tamim (Sekil operatorii)

M nin bir Riemann hiperylizeyi M ve M nin birim normal vektdr alan1 N olsun. Her V, W €
x(M) igin

g(SW),w) = g1V, W),N)



seklindeki (1,1)-tipinden tensor alan1 S ye M nin N den elde edilen sekil operatorii denir.

Diger bir deyisle, S sekil operatdrii M nin her p noktasinda
S: T,(M) — T,(M)
bir lineer operatordur.

2.1 Teorem M nin bir Riemann hiperyiizeyi M ve S, M nin normali olan N den elde edilen

sekil operatdrii olsun. Bu durumda V € y(M) igin
S(V) =-D,N
olur. Ayrica, S sekil operatorii self-adjointtir.

M nin bir Riemann hiperylizeyi M olsun. M nin N normalinden elde edilen sekil operatdrii

S olmak lzere, her V,W € y(M) igin
HV,W) =¢eg(S(V),W)N

ile belirlidir. Burada € = g(N, N) dir. Riemann hiperyiizeyleri icin Gauss Denklemi; her
V,W € x(M) olmak tizere

DyW = DyW + eg(S(V),W)N
seklinde verilir.
2.7 Tamim (Vektorel Carpim)
3-boyutlu Oklid uzayinda iki vektdr ¥ = (v, v, v3) Ve W = (wy, wp, w3) olmak lizere

VX W = (V3Wy — VW3, U1 W3 — UsWy, Vi Wy — Uy Wyq)
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vektoriine ¥ ve w nin vektérel ¢arpimi (veya dis carpimi) denir. 4-boyutlu Oklid uzaymda

ISE UQ VEktOI’iZ = (ul, Uy, Us, U4), 1_7) = (vl, Uy, VU3, 174) ve VV_) = (WIJ Wy, W3, W4) Olmak Uzere

—

l_i X 1_7) Xw = (u2173W4 - qu4W3 - U3v2W4 + u3v4W2 + u4172W3 - U4U3W2,
_u1173W4 + u1v4W3 + U3U1W4 - u3v4W1 - u4171W3 + U4U3W1,
u1171W4 - u1v4W2 - qu1W4 + u2v4W1 + u4171W2 - U4v2W1,

—u1v2W3 + U1U3W2 + qu1W3 - qu3W1 - U3U1W2 + U3v2W1)
vektoriine U, v ve w nin Uclii vektorel garpumi (veya dig garpimi) denir.
2.8 Tamim (I. Temel form)

M manifoldu olarak 4-boyutlu Oklid uzaymi ve M hiperylizeyi olarak da (U, @)
parametrizasyonu ile verilen

@:UcRE——R*

(w,v,w) — o, v,w) = (o, (W, v, w), P, W, v,w), 3, v,w), P, (u, v, w))

@(U) bicimindeki hiperyiizeyini g6zoniine alalim. {(p( ) (p*(a) (p*( )} lineer
bagimsiz olmak iizere ylizeyin vektor alanlarinin bir bazi {(p* ( ) Q. ( g ) [y ( )} olur.

Kisalik igin (p*( ) ifadesini ¢,, ile gosterecegiz. Simdi hiperyuzeyin I. temel formunu

hesaplayalim. ¢ nin tam diferansiyeli

do do do
do = %du +%dv+%dw

olarak bulunur. Buradan, birinci temel form

11



[ =<do,dp >

9o 9 9o 9
> (@dw)?+< 2 28 S (an)2+< 22 28 (aw)?

__ 9 0p
ou’ ou ov’ ov ow’ ow

dp d¢ dp 09 dp d¢
6u'6v>dudv+2<6u'6w>dudw+2<6v’6w>dvdw

+2 <
= E(du)? + G(dv)? + C(dw)? + 2Fdudv + 2Adudv + 2Bdudw
ile belirlidir.

2.9 Tamim (I1. Temel form)

Katsayilar1

L= ((Puu: e), M= ((puv: e), N= (¢vv:e>
P = (¢uw: e), T= <(pvw:e): V= ((pww: e)

olan ve

11 = L(du)? + N(dv)? + V(dw)? + 2Mdudv + 2Pdudw + 2Tdvdw
ile belirli olan bu esitlige hiperyizeyin ikinci temel formu denir. Buradaki

__PuX Py X Py
|y, X @, X @yl

esitligine

(p(u: v, W) = ((pl(u: v, W)' @2 (u: v, W), (p3(u' v, W)! Py (u, U, W))

hiperylzeyinin Gauss doniisiimii (veya birim normali) denir.

12



2.10 Tamim (Gauss Egriligi)

3-boyutlu Oklid uzay:1 E? de bir yiizey M ve M nin sekil operatdriine karsilik gelen matris
S =171 olsun. p € M igin

LN — M?

K(p) = det(Sp) = m

2.1

ifadesine, M yiizeyinin p noktasindaki Gauss egriligi ve K: M —— R fonksiyonuna M

yuzeyinin Gauss egrilik fonksiyonu denir.

4-boyutlu Oklid uzayr E* de bir hiperylizey M ve M nin sekil operatoriine karsilik gelen

matris S = I~11I olsun. p € M icin

(LN — M?)V + 2MPT — P?N — T?L
(EG — F2)C + 2ABF — A%G — B2%E

K(p) = det(S,) = (2.2)

esitligine, M yiizeyinin p noktasindaki Gauss egriligi ve K: M —— R fonksiyonuna M

hiperyizeyinin Gauss egrilik fonksiyonu denir.
2.11 Tanim (Ortalama egrilik)

3-boyutlu Oklid uzay1 E2 de bir ylizey M ve M nin sekil operatdriine karsilik gelen matris
S =171 olsun. p € M icin

EN + GL — 2FM
2(EG — F?)

1
H(p) = 5iz(S,) = (2:3)

ifadesine M yiizeyinin p noktasindaki ortalama egriligi ve H: M —— R fonksiyonuna M
ylzeyinin ortalama egrilik fonksiyonu denir. H = 0 olan ylizeye minimal yiizey denir.
4-boyutlu Oklid uzayr E* de bir hiperylizey M ve M nin sekil operatdriine karsilik gelen

matris S olsun. p € M igin
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{(EN + GL — 2FM)C + (EG — F2)V — A®N — BZL}
—2(APG + BTE — ABM — ATF — BPF)
3[(EG — F2)C + 2ABF — A*G — B2E

1
H(p) = §iz(sp) = (2.4)

esitligine, M hiperyiizeyinin p noktasindaki ortalama egriligi ve H: M —— R fonksiyonuna
M hiperyiizeyinin ortalama egrilik fonksiyonu denir. H = 0 olan hiperyiizeye minimal
hiperytizey denir.

2.12 Tamim (Ddnel yuzey)

I c R agik araligi i¢in [E3 deki bir IT diizleminin i¢indeki bir egriy : | € R—— 11 ve bu
dizlemde y egrisini kesmeyen bir dogru £ olsun. y egrisinin £ dogrusu etrafinda donmesi ile
olusan yiizeye donel ylzey denir. £ dogrusuna donel yiizeyin ekseni, y egirisine de Ureteg
egrisi denir. Yani, bir diizlem egrisinin, kendini kesmeyen bir dogru (donme ekseni)
etrafinda kaymadan donmesi ile olusan yiizeye donel ylzey denir. Donme ekseni z olarak
almirsa, u eksenden uzakligi, v boylami verilen nokta ve eksenden gecen diizlemle xoz

diizlemi arasindaki ag1y1 gostermek lizere, yiizeyin bir noktasinin koordinatlar
x=ucosv, y=usinv, z=¢(u)

olur. v = sabit parametrik egrileri meridyen cizgileri veya eksenden gecen dizlemle
yuzeyin arakesitidir. u = sabit egrileri paraleller veya eksene dik olan duzlemlerle yiizeyin

arakesitleridir.
2.13 Tamim (Ddnel hiperytlizey)

I c R agik araligi i¢in E* deki bir IT diizleminin igindeki bir egriy : | ¢ R—— 11 ve bu
dizlemde y egrisini kesmeyen bir dogru £ olsun. y egrisinin £ dogrusu etrafinda donmesi ile
olusan hiperyizeye donel hiperyizey denir. € dogrusuna donel hiperylizeyin ekseni, y
egirisine de iirete¢ egrisi denir. Yani, bir diizlem egrisinin, kendini kesmeyen bir dogru

(donme ekseni) etrafinda kaymadan donmesi ile olusan hiperytzeye donel hiperylzey denir.
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2.14 Tamim (Helisoidal Yizey)

I c R agik arahg icin E3 deki bir IT diizleminin igindeki bir egriy : I ¢ R——1II ve bu
dizlemde y egrisini kesmeyen bir dogru £ olsun. y egrisi £ dogrusuna paralel olarak yer
degistirdiginde ve ayni anda ¢ dogrusu etrafinda yer degistirme hizi ile ddnme hizi orantili
olacak sekilde donerken olusan yiizeye helisoidal ylizey denir. Yani, sabit bir eksen etrafinda
donen ve eksen dogrultusu boyunca, donmenin agisal hizi ile orantili bir hizla kayan bir
egrinin meydana getirdigi ylizeye genellestirilmis helisoid denir. Genellestirilmis helisoidin
adimi a ile gosterilecektir. a = 0 ise helisoidal yiizey donel yiizey halini alir. Eksenden
gecen duzlem kesitlere meridyenler denir. Egriyi diizlem kabul etmekle genellikten higbir
sey kaybedilmez ve yiizey bir meridyenin helisoidal hareketi ile meydana getirilebilir. z
donme ekseni, u bir noktanin eksenden uzakhgi ve v de bu noktadan gecen meridyen
dizlemi ile xoz diizlemi arasindaki ac¢i olsun. O zaman v =0 meridyeni z = ¢(u)

formiiliiyle verilirse, ylizey iizerinde herhangi bir noktanin koordinatlar1

x=ucosv, y=usinv, z=¢(u)+av

olur. Burada, a sabittir ve Vb € R i¢in 2mb = a ifadesine helisoidal hareketin adim: denir.
Yalnizca, a = 0 oldugunda (donel yiizey hali) ya da ¢ (u) = sabit oldugunda (dik helisoid
hali) parametrik egriler birbirine diktirler. u = sabit parametre egrileri helislerdir. Eger, a >

0 ise yuzeye sag dairesel helisoid, a < 0 ise sol dairesel helisoid denir.

2.15 Tamim (Helisoidal hiperyiizey)

I c R agik aralig: i¢in E* deki bir I1 diizleminin i¢indeki bir egri y : | € R—— 11 ve bu
diizlemde lirete¢ egrisi y, £ donel hiperylizeyin ekseni etrafinda dondiiglinde, es zamanli
olarak ¢ eksenine dik olan paralel ¢izgileri yerlestirir. BOylece yer degistirme hizi, donme
hiz1 ile orantili olur. Sonug¢ olarak, adimi a,b € R\{0} ve ekseni ¢ olan hiperyiizeye
helisoidal hiperylizey denir. ¢ ekseninin (0,0,0,1)" vektorii tarafindan iiretildigini

(gerildigini) varsayarak bu vektoriin sabitledigi ortogonal matris v, w € R olmak (zere
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cosvcosw —sinv —cosvsinw 0

_ _ [ sinvcosw cosv —sinvsinw 0
Z=w)= . )

sinw 0 cosw 0

0 0 0 1

olur. Ayrica, Z matrisi
t=4¢ 7Z'Z=1,, detZ=1
esitliklerini saglar.

Donme ekseni ¢ oldugunda, bu ¢ ekseninin E* icinde x, eksenine doniistiigii bir Oklid
doniistimii vardir. Boylece, tireteg egrisi y(u) = (u, 0, 0,<p(u)) seklindedir. Buradaki her
u € licin @(u) : I € R — R fonksiyonu tiirevlenebilirdir. Bu nedenle, (0,0, 0, 1) vektori

tarafindan elde edilen helisoidal hiperylzey
Hu,v,w) = Z(v,w)yt + (av + bw) £t

olarak tanimlanir. Burada, Vu € I, v,w € [0,27],a, b € R\{0} ile belirlidir. Daha agik bir

sekilde yazilacak olursa, helisoidal hiperylizey

UCOSV COSW
usinv cosw
usinw
o) + av + bw

H(u,v,w) =

formundadir.
2.1 Ornek y = d cosh(z/d) katenari egrisinin z ekseni etrafinda dénmesi ile olusan donel
hiperytzeye katenoid hiperytizeyi denir. Buradaki d sabiti, katenari egrisinin herhangi bir

noktada z eksenine uzakligidir. O halde, katenoid hiperylizeyinin parametrik denklemi

cosvcosw —sinv —cosvsinw 0\ /dcosh(u/d)

R(u, v, w) = sinvcosw cosv —sinvsinw 0 0
P sinw 0 cosw 0 0
0 0 0 1 u
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hesaplandiginda

d cosh(u/d) cosv cosw
d cosh(u/d) sin v cosw
d cosh(u/d) sinw
u

R(u,v,w) =

olarak elde edilir.
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BOLUM 3

UC BOYUTLU OKLID UZAYINDA DINI HELiSOIDAL YUZEYI

Bu bolimde, Dini’nin 19. yiizyil sonlarinda elde ettigi helisoidal yiizeyin birinci ve ikinci
temel form katsayilar1 hesaplanarak yiizeyin ortalama ve Gauss egrilikleri yeniden elde

edilecektir.
Dini helisoidal ylzeyi, Vu, v,a € R\{0} i¢in

sinu cosv

D, v) = sinu simii (3.1)
cosu + log (tan E) +av

bicimindedir (Dini 1871). a = 0 olmasi halinde yiizey, donel ylizey haline gelir. Ylzeyin

birinci ve ikinci temel form katsayilarinin hesaplanmasi igin u ve v’ye gore tlirevler alinirsa

CoSU COSV
cosu sinv

Dy = cos %u

sinu
ve

—sinu sinv
D, =| sinu cosv

a

elde edilir.
(3.1) Dini helisoidal yiizeyinin I. temel form katsayilari
E=<9D,D,>

F=<D,D, >,
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G =<D,,D, >

i¢c carpimlar1 kullanilarak

E = cot?u,

F = a cosu cotu,

G = sin?u + a?

olarak elde edilir. Bdylece, (3.1) Dini helisoidal yiizeyinin Gauss doniistimii

Dy XD,
e =gr———
1Dy, X Dyl
formiilii yardimiyla
1 a sinv —cosv cosu
e= \/? —a cosv —sinv cosu
a®+1 sinu

olur. (3.1) Dini helisoidal yiizeyinin I1. temel form katsayilari

L=<D,,,¢e >,

M=<D,,,e>,

N =<9D,,,e>

i¢ carpimlar1 kullanilarak hesaplanir. Bu katsayilar1 elde edelim. u ya gore iki defa tiirev

alarak
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—sinu cosv

D = —sinu sinv
uu — cosu
—CosU ———

sin‘u

bulunur. v ye gore iki defa tlrev alarak
—sinu cosv
Dyy =| —sinu sinv
0
elde edilir. Once u, sonra da v ye gore tiirev alarak
—cosu sinv
Duy =| cosu cosv
0

bulunur. Boylece, ikinci tirevler ve Gauss donigimii yardimiyla (3.1) Dini helisoidal

yuzeyinin ikinci temel form katsayilari

acosu

Vaz+ 1

sinu cosu

T Va1

elde edilir. (3.1) Dini helisoidal ylzeyinin ortalama egriligini hesaplamak igin birinci ve
ikinci temel form katsayilari, (2.3) ortalama egrilik formiiliinde yerine yazilarak, gerekli
islemler ve sadelestirmeler yapilir. Sonug olarak, (3.1) Dini helisoidal yizeyinin ortalama

egriligi

cot2u

JZ+1

20



olarak bulunur. Ayrica, birinci ve ikinci temel form katsayilari, (2.1) Gauss egrilik

formillinde yerine yazildiginda (3.1) Dini helisoidal yiizeyinin Gauss egriligi

ile belirlidir.
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BOLUM 4

DINI TURUNDEKI BiR MINiMAL HELIiSOIDAL YUZEY

Bu bodlumde, Dini helisoidal yiizeyinin minimal olma kosullar1 ve bu kosullar yerine
getirilirken elde edilen diferansiyel denklem ve ¢dziimiine yer verilmistir. Vu, v, a € R\{0}

olmak (izere, dnceki bolimde (3.1) ile verilmis olan

sinu cosv

Z)(u, 'U) — SIDUSIDZ
cosu + log (tan E) +av

Dini helisoidal yiizeyinin ortalama egriligi sifir olmadigindan bir minimal yiizey degildir.

Bu yiizeyin ti¢iincii bileseninde bulunan
u
cosu + log (tan E)

fonksiyonu yerine ¢(u) alinarak,V u, v, a € R\{0} icin

sinu cos v
) (4.1)

D(u,v) = <sinu sinv
o) + av

formunda yeni bir genel helisoidal yiizey elde ederiz. (4.1) helisoidal yiizeyinin minimal

olma kosullarin1 gérelim. Detaylar i¢in bakiniz (Toks6z, 2017).

Onceki bdliimde yapilan hesaplamalar, (4.1) helisoidal yiizeyi igin yapildiginda

COSUCOSV
D, =|cosusinv
!

%

olup
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—sinusinv
D, =\ sinucosv

a
elde edilir. Ayrica, (4.1) helisoidal ylizeyinin I. temel form katsayilari
E= cos?u+¢'?,
F =aq’,
G = sin®u + a?
bicimindedir. Yiizeyin Gauss doniisiim formiilii

D, x D,
e =—-—
1Dy, X Dy ||

ile belirlidir. Gerekli islemler ve sadelestirmeler yapildiginda (4.1) helisoidal yiizeyinin

Gauss doniistimii

1 acosusinv —sinucosv ¢’
= > ~—— — —acosucosv —sinusinv ¢’
\/a cosu + (¢')? sin?u + cos?u sin?u sin u cosu

olarak elde edilir. Ylzeyin ikinci turevleri alinarak

—sinucosv
Dy, = —sinusinv |,
n

®

—cosusinv
Dy, =| cosucosv |

0

—sinucosv
D,, =| —sinusinv

0

23



elde edilir. Boylece, (4.1) helisoidal ylizeyinin I1. temel form katsayilarindan

L =<Dy,,e>

i¢c carpimi kullanilirsa

sin?u ¢’ + cosu sinu ¢"

\/az cosu + (¢')%sin?u + cos?u sin?u

bulunur.
M =<D,,,e>
olup
a cos’u
M=—
\/az cosu + (¢')?sin?u + cos?u sin?u
elde edilir.

N=<D,, e>

i¢c carpimi alinarak

sinu ¢’

\/az cosu + (¢")? sin?u + cos?u sin?u

bulunur. Dini turtindeki (4.1) helisoidal yiizeyinin ortalama egriligi hesaplamak i¢in elde

edilen tim sonuclar
EG — F? = cos?u sin?u + a®cos?u + (¢')?sin’u,

2u sin?u @' + (¢')3sin%u

VEG — F2 ’

24

CoS




sinfug’ + (¢") cosu sin®u + a?sin?u¢’ + a?(¢") cosusinu

GL )
VEG — F?

@' a’cos*u

FM = - ———

VEG — F?

bicimindedir. Son degerler (2.3) formilinde yerine yazilirsa, minimal yiizey elde etmek igin
H=0 (EN+GL-2FM =0)

olmalidir. Bu diferansiyel denklemde gerekli sadelestirmeler yapildiginda

(a? sinu cosu + cosusinu)p”

(4.1)
+(cos?u sin?u + a?sinu + 2a?cos?u + sin*u)@’ + ¢"3sin?u = 0
elde edilir. (4.1) denkleminde, kisalik i¢in kabul edelim Ki
a(u) = cos?u sin®u + a®sin®u + 2a®cos?u + sin*u,
f(u) = sinu
ve
y(u) = a?sinu cosu + cosusin3u

olsun. Boylece, (4.1) denklemi

a(We’ + e +ywe” =0 (4.2)

halini alir. Kabul edelim ki ¢’ = z olsun. Buradan, ¢" = Z—i = z' olur. (4.2) diferensiyel

denkleminde diizenlemeler yapilirsa
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a(wz + pw)zd+yw)z' =0 (4.3)
olur. (4.3) denklemini kisaca
az +Bz3 +yz' =0 (4.4)

biciminde yazalim. (4.4) denklemini y ya bdlersek

a
z’+§z3+—z =0

olup
7 3 (4.5)
z +—z =——z .
)4
halini alir. Buradan, (4.5) denkleminde 4A(u) = %ve B(u) = —g alarak

z' + Az = Bz3 (4.6)

denkleminin Bernoulli diferansiyel denklemi oldugu goriiliir. (4.6) denklemi ¢ozlldigiinde

_+a2+1
Y=ETR

sin?u 4
_ u
a?(cos?u + 1) + sin?u

integrali elde edilir.
Bdylece, Dini tirtndeki minimal ylzeyin

D(u,v) = a?+1
2

sinu cosv
sinu sinv

sin?u
a?(cos?u + 1) + sin?u

\
du+av}
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oldugu goriiliir.
Bu bolim sonunda, elde edilen tiim sonuclar ile birlikte asagidaki teorem ortaya ¢ikmaktadir:
Teorem 4.1. Va,u,v € R\{0} icin, Dini tlrtndeki

sinu cosv
D(u,v) = (sinu sinv)
p(u) + av

helisoidal yiizeyinin minimal olmasi icin gerek ve yeter kosul

a’+1

p(u) = im In [4 (a2 cos(u) + \/(a2 —1)2cos?(u) + (a* — 1) — cos(u))]

olmasidir.

27



BOLUM 5

DORT BOYUTLU OKLIiD UZAYINDA DINI TURUNDEKI
HELiSOIDAL HIiPERYUZEY

Bu bélimde, (4.1) ile verilmis olan yiizey 4-boyutlu Oklid uzayma genisletilerek olusan
Dini turtindeki helisoidal hiperyuzeyin diferensiyel geometrisi incelenecektir. Ttim sonuglar

icin bakmiz (Giiler ve Giimiisok Karaalp, 2019).

Dini tiriindeki helisoidal hiperyiizey, vu € R\{0}ve 0 < v,w < 2m i¢in

Sinu cos v cosw
sinu sin v cosw
sinusinw
p(u) + av + bw

D(u,v,w) = (5.1)

olarak almmustir. (5.1) hiperyiizeyinin u, v ve w ya gore birinci tiirevleri alindiginda I. temel

form matrisi

@' + cos?u ap’ be'
I = ap’ (a? — cos?u)cos?w ab
be' ab b? + sin?u

olarak elde edilir. Burada, ¢ = ¢@(u), ¢’ = Z—z olmak lzere

det] = sin?u[(cos?u sin?w + a?)cos?u — @'?cos?w],

ile belirlidir. (5.1) hiperyuzeyinin u, v ve w ya gore ikinci tiirevleri alinarak, ikinci temel

form katsayilari

sin“ucosw (¢" cosu + ¢’ sinu)

Vdet] ’
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acos?u sinu cosw
det!

N sin?ucos?w(b cosu sinw — ¢’ sinu cos w)
= )
det]

bsin u cos® u cos w
P = ,
det]

asin®u cosu sin w

T=-—

detl]

'sin3u cosw
y_?

detl]

olarak bulunur. Bdylece, (5.1) helisoidal hiperyizeyinin ikinci temel form matrisi

sin?u cosw (@'’ cosu+¢’ sinu) acos?usinu cosw bsin u cos? u cosw
/ det] det] VdetI
Il = | acos?usinu cosw sin?ucos?w(b cos u sinw—¢’ sinu cosw) asin?u cosusinw |
Vdet] det] VdetI
\ bsin u cos? ucosw asin?u cosusinw @'sin3ucosw /
det] det] VdetI

ile belirlidir. Ayrica,

1
+a?¢" sin® u cos® u sin? w cos w |
4 '3 sinucos®w — be'? sin® u cosusinw cos* w }
; {a sin’ u cos? u sin? wcosw—a 2 sin® u cos*u cos W}

( 9"?¢" sin®ucosucos®w — b(p(p sin” u cos? usinw cos* w
1

| * +b? sin® u cos*u cos® w

det]] = k 2a?bsin*u cos® u sin w cos? w — b3 sin* u cos
(det)3/2

5 usinw cos* W)

olur. (5.1) helisoidal hiperyuzeyinin Gauss doniigiimii hesaplanirsa

(' sinucosv —acosusinv — b cosu cos vsinw cosw ) sinu
1 (¢'sinusinv —acosucosv —bcosusinvsinwcosw ) sinu
det] (¢'sinusinw + bcosu cosw ) sinu cosw
—sin?u cosu cosw
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olarak elde edilir. Boylece, (5.1) helisoidal hiperyiizeyinin (2.2) formiilii kullanilarak elde
edilen Gauss egriligi

%" +ap'0" + a3 + 0,0 +asp? + agp’ + oy

K
(detl)5/2

(5.2)

olarak bulunur. Buradaki a; katsayilari, i = 1,2, ...,7 igin
o, = sin®u cos u cos®w,

o, = —b sin’u cos?usinw cos*w,

oz = a?sin®u cos3u sin?w cosw,

o, = sinu cos®w,

ag = —b sin®u cosu sin w cos*w,

5 5

og = a?sin’u cos?u sin?w cosw — a?¢’sin®u cos*u cos®w + b2?¢’sin®u cos*u cos®w,

o; = —2a?bsin*u cos®u sin w cos?w — b3 sin*u cos®u sin w cos*w

bicimindedir. (5.1) helisoidal hiperyiizeyinin (2.4) formull ile belirli ortalama egriligi

hesaplandiginda

:,31(/’” +,32(P’3 +,33(P’2 + B9’ + Bs
3(det])3/2

H (5-3)

olarak elde edilir. Buradaki f5; katsayilari, i = 1,2, ...,5 i¢in

B1 = [(b? + sinu) cos?w + a?] sin*u cosu cosw,

B, = —2 sin3u cos3w,
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Bs = —b sin*ucosusinw cos?w,

costu b* 1 5 5 S Y
=2\ — > +7+b cos®u + = | cos*w + a (cosu+§) sin?u cos w,

Bs = [(b? + sin?u) cos?w + a?] sin3u cos3u
bicimindedir. Boylece, asagidaki iki teoremi elde edilir.
Teorem 6.1. (5.1) ile verilen Dini turtindeki helisoidal hiperylizey D : M3 — E* bir

izometrik immersiyon olmak tzere bu hiperytzeyin (5.2) Gauss egriliginin sifir olmast i¢in

gerek ve yeter kosul

! 1

G @2Q" + 00" " + 030" + 49" + a59"? + g’ +a; =0
olmasidir.

Teorem 6.2. (5.1) ile verilen Dini turtindeki helisoidal hiperylizey D : M3 — E* bir
izometrik immersiyon olmak Uzere bu hiperyuzeyin (5.3) ortalama egriliginin sifir olmasi

icin gerek ve yeter kosul
Pro0" + 29" + B39 + B0+ Ps =0

olmasidir.

Teorem 6.1 ve Teorem 6.2 icindeki fonksiyon ¢(u) = cosu + In (tan %) olarak alinirsa

asagidaki iki sonucu elde ederiz:

Sonug 6.1. Dért boyutlu Oklid uzayinda Dini tiiriindeki (5.1) helisoidal hiperytizeyinin (5.2)
Gauss egriligi sifir oldugunda

8
z ¥, tan’ (%) =0
=0
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elde edilir. Burada,
q’g = 0(1 ,
Y, = —4a, sinu + 2a, + 204,

_ {20(1 — 44 cosu + 4a, sin? u — 4a, sin u}
+4a; — 120, sinu + 4ag ’

—4u, sinu + 16a4 cosu sinu + 2a, — 8a, cos u}
)

Y, =
> { +6a, + 240, sin? u — 1605 sinu + 8ay

—8a, cosu — 16a, cosu sin?u + 16a, cosusinu
Y, = —1605 cosu — 24a, sinu — 16a, sin u )
+8as + 1605 sin? u — 160 sinu + 160

—4a, sinu + 16a, cosu sinu + 2a, — 8a, cos u}
)

s = { +6a, + 240, sin®? u — 1605 sinu + 8ay,

204 — 4ay cosu + 4a, sin? u — 4a, sin u}
+40a; — 120, sinu + 4oy ’

lIUZ = {
Y, = —4a;sinu + 2a, + 20y,
lluo = 0(1

ile belirlidir.

Sonug 6.2. Dort boyutlu Oklid uzayinda Dini tiiriindeki (5.1) helisoidal hiperyiizeyinin (5.3)

ortalama egriligi sifir oldugunda

6
ZQD- (%) =0
2 ; tan (2)

elde edilir. Burada,
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d)6=ﬁ2,

& = 2B, —6f, sinu+ 205,

®, =9p, — 6B, cos2u — 8f;sinu + 44,

®; = —8p; cosu — 18p, sinu + 2, sin 3u + 805 — 45 cos 2u — 8, sinu + 8f;,

®, =9p, — 6B, cos2u — 8f;sinu + 4p4,,

ch = 231 - 632 Slnu + 2ﬁ3 B

Dy = p,

ile belirlidir.

Uyan 6.1. Dini turundeki (5.1) helisoidal hiperyizeyinin 6zel simetrileri, Sonug 6.1 ve

Sonug 6.2 kullanilarak

CD6 :q)o, CDS :CDl: CD4_ :CDZ

ve

llugzlluo, l1U7:l1Ul, l1U6:l1Uz, q’squg

elde edilir
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

Bu tez icinde, 3-boyutlu Oklid uzaymda minimal bir yiizey olmayan Dini helisoidal yiizeyine
ait olan hesaplamalar ve bu yizeyin minimal olmasini saglayan kosullar; tirev alma,

diferensiyel denklem ¢6zme gibi matematiksel hesaplamalar ile verilmistir.

3-boyutlu Oklid uzayinda elde edilen sonuglara bakildiginda, bu ¢alismanm 4-boyutta da ele
alinabilecegi ortaya ¢ikmistir. Bu sebeple, 4-boyutlu Oklid uzayinda Dini tiriindeki
helisoidal hiperylizey tanimlanarak; hiperylizeyin Gauss doniisiimii, ortalama egriligi ve
Gauss egriligi hesaplanmistir. Dini turtindeki helisoidal hiperyizeyin minimal olma

kosullar1 ile birlikte egriliklerine ait orijinal simetriler elde edilmistir.

Ayrica, Dini helisoidal yuzeyi ve Dini tirindeki helisoidal hiperyiizeyin, 3 ve 4-boyutlu

Oklid uzaylar haricinde diger uzay formlarinda da ¢alisilabilecegi asikardir.
Bdylece, tezde verilen hesaplamalarin ve sonuglarin, 150 yil1 agkin siire 6nce Ulisse Dini’nin

yapmis oldugu calismalarin 1s18inda Matematik ve diger bilimlere 6nemli Olciide katki

saglamis olacag1 disiiniilmektedir.
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