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Yüksek Lisans Tezi 
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Bartın-2020, sayfa: 41 

 

Bu yüksek lisans tezi altı bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde minimal yüzeyler 

teorisinde yapılan çalışmaların tarihi süreci ve bu süreçteki gelişmelerden bahsedilmiştir. 

İkinci bölümde temel tanım ve kavramlar verilmiştir. Üçüncü bölümde 3-boyutlu Öklid 

uzayında Dini helisoidal yüzeyi verilmiştir. Bu uzayda, Dini helisoidal yüzeyinin ortalama 

ve Gauss eğrilikleri hesaplanmıştır. Dördüncü bölümde Dini türündeki bir minimal 

helisoidal yüzey verilmiştir. Bu bölümde yüzeyin minimal olma şartı gösterilmiş olup Dini 

türündeki helisoidal yüzeyin minimal olabilmesi için gerek ve yeter koşulu sağlayan teorem 

elde edilmiştir. Beşinci bölümde ise dört boyutlu Öklid uzayında Dini türündeki helisoidal 

hiperyüzey verilmiştir. Hiperyüzeyin Gauss eğriliği ve ortalama eğriliği hesaplanmış ve 

hiperyüzeye ait eğriliklerin bazı özel bağıntıları ve simetrileri elde edilmiştir. Altıncı ve son 

bölümde ise sonuç ve öneriler yer almaktadır. 

 

Anahtar Kelimeler: 4-boyut, Dini türündeki helisoidal hiperyüzey, Gauss dönüşümü, 

ortalama eğrilik, Gauss eğriliği. 
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This master thesis consists of six chapters. In the first chapter, the historical process of the 

studies and developments in the theory of minimal surfaces are mentioned. In the second 

chapter, some basic definitions and concepts are given. In the third chapter, Dini helicoidal 

surface in 3-dimensional Euclidean space is given. The mean and the Gaussian curvatures 

of Dini helicoidal surface are calculated. In the fourth chapter, a minimal helicoidal surface 

of Dini type is given. In this section, minimality condition of the Dini type helicoidal surface 

are shown in a theorem. In the fifth chapter, the helicoidal hypersurface of Dini type in the 

four dimensional Euclidean space is given. The Gaussian curvature and the mean curvature 

of the hypersurface are calculated, and special relations and symmetries of curvatures are 

obtained. In the sixth and last section, there are results and suggestions. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

 

𝐼   : birinci temel form  

𝐼𝐼   : ikinci temel form 

𝐸, 𝐹, 𝐺, 𝐴, 𝐵, 𝐶  : birinci temel form katsayıları 

𝐿,𝑀, 𝑁, 𝑃, 𝑇, 𝑉  : ikinci temel form katsayıları 

𝑒  : Gauss dönüşümü (birim normal) 

𝐾  : Gauss eğriliği 

𝐻  : ortalama eğrilik 

𝛾(𝑢)  : üreteç eğrisi 

𝜑(𝑢)  : üreteç eğrisindeki fonksiyon 

𝔼3   : 3-boyutlu Öklid uzayı 

𝔼4   : 4-boyutlu Öklid uzayı 

𝐇(𝑢, 𝑣)   : helisoidal yüzey 

𝔇(𝑢, 𝑣)   : Dini helisoidal yüzeyi 

𝐌 = 𝐌(𝑢, 𝑣, 𝑤)  : hiperyüzey 

𝐇(𝑢, 𝑣, 𝑤)  : helisoidal hiperyüzey 

𝑎, 𝑏  : helisoidal hiperyüzeyin adımları 

𝔇(𝑢, 𝑣, 𝑤)  : Dini türündeki helisoidal hiperyüzey 
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BÖLÜM 1 

 

GİRİŞ 

 

1.1 Literatür Özeti 

 

Yüzey teori içinde yer alan ve fizik, biyoloji, mimarlık gibi bilimlerle ilgili olan minimal 

yüzeyler, Matematik bilimindeki diferensiyel geometrinin önemli konularından birisi olarak 

öne çıkmaktadır.  

 

1744 yılında, Fransız matematikçi ve fizikçi olan Pierre Louis Moreau de Maupertius’un 

çalışmaları “Doğada bir değişiklik meydana geldiğinde, bu değişiklik için gerekli eylem 

miktarı en ekonomik şekildedir.” prensibine dayanmaktadır (Fomenko ve Tuzhilin, 1991). 

 

Maupertuis’un çalışmasına paralel ve bağımsız olarak, 1744 yılında İsveçli Matematikçi 

Leonhard Euler, gezegenlerin Güneş çevresindeki hareketinde olduğu gibi kuvvetlerin 

korunumu ilkesine bağlı olarak bir cismin hareketini tanımlamak için en küçük etki ilkesinin 

kullanılabileceğine dair kesin bir ispat elde etmiştir. Euler, evrendeki herhangi bir doğa 

olayına ait maksimum veya minimum bir kural bulabileceğimiz varsayımını da ortaya 

koymuştur. Bu varsayımı, 1743 yılında yazdığı, değişkenler hesabı üzerine ilk ders kitabı 

olan "maksimum veya minimum özelliğe sahip eğrileri bulma yöntemleri" adlı ünlü eserinin 

sonundaki Ek kısmında ispatlamıştır. Böylece, Euler’in 1740 yılında başladığı çalışmalarıyla 

3-boyutlu Öklid uzayı olan 𝔼3 içindeki minimal yüzeyler teorisinin matematik bilimindeki 

temelleri atılmıştır. 

 

Ayrıca, 1760 yılında Fransız Matematikçi Joseph Louis Lagrange’ın 𝔼3 uzayında, 𝐶2 

sınıfından diferensiyellenebilir ve 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) parametresiyle verilen yüzeylerin minimal 

olma özelliğini sağlayan 

 

𝑓𝑥𝑥(1 + 𝑓𝑦
2) − 2𝑓𝑥𝑓𝑦𝑓𝑥𝑦 + 𝑓𝑦𝑦(1 + 𝑓𝑥

2) = 0                              (1.1) 

 

Lagrange diferensiyel denklemi ile teori önem kazanmıştır. 𝔼3 uzayında bir minimal yüzey, 

ortalama eğriliği özdeş olarak ihmal edilmiş olan regle yüzeydir. Bu Lagrange’ın 1760 
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yılında yapmış olduğu tanımdır. Lagrange çalışmalarını klasik mekanik problemlerine 

uygulamış, Euler ve Maupertius’un sonuçlarını genelleştirmiştir. 

 

Böylece, yüzeylerin minimal olması için gerekli koşulun (1.1) denklemini sağlaması 

gerektiğini ortaya koyularak minimal yüzeylere ait çalışmalar hız kazanmıştır.  

 

Bilinen ilk minimal yüzey düzlemdir. 1740 yılında katenoid yüzeyinin (orijinal adı ‘allyside’ 

olan katenoidi, Belçikalı Fizikçi Joseph Antoine Ferdinand Plateau, katenari (catenary) 

eğrisinden esinlenerek katenoid (catenoid) olarak yeniden adlandırmıştır.) bir minimal yüzey 

olduğu Euler tarafından gösterilmiştir. Fransız Matematikçi Jean Babtiste Meusnier, 1776 

yılına kadar elde edilen verilerin geometrik yorumunu yaparak bir yüzeyin minimal 

olmasının yüzeyin ortalama eğriliğinin sıfır olmasıyla mümkün olduğunu elde etmiş ve 

helisoidin bir minimal yüzey olduğunu göstermiştir.  

 

Alman matematikçi Scherk, 1835 yılında (1.1) denkleminin 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥) + ℎ(𝑦) 

formundaki analitik fonksiyonlar için çözümünü gerçekleştirmiş ve Scherk minimal 

yüzeyini elde etmiştir. Scherk, tüm minimal regle yüzeyleri belirlemeye çalışmış fakat bu 

problemi 1842 yılında Belçikalı Matematikçi Eugene Charles Catalan çözmüş ve helisoid 

yüzeyinin minimal olan tek regle yüzey olduğunu göstermiştir. Catalan’ın 1855 yılında 

keşfettiği Catalan minimal yüzeyi 𝔼3 uzayında bir periyodik minimal yüzeydir (Nitsche, 

1989).  

 

3-boyutlu Öklid uzayı 𝔼3 deki klasik yüzey geometride yer alan dönel yüzeyin katenoid ve 

minimal olan tek regle yüzeyin de sağ helisoid olduğu bilinmektedir. Fransız Matematikçi 

Jacques Edmond Emile Bour, 1862 yılında ilginç özelliklere sahip bu iki yüzey için kendi 

teoremini (Bour teoremi: Genelleştirilmiş bir helisoid üzerindeki helislere karşılık olarak 

dönel yüzey üzerindeki çemberler geldiğinde, bu iki yüzey izometriktir.) klasik yüzey 

teorisine kazandırmıştır (Bour, 1862). Bu genelleştirmede minimal ve aynı Gauss 

dönüşümüne sahip olma özellikleri genelde sağlanmaz.  

 

Takahashi, 𝔼3 uzayındaki 𝜆 ∈ ℝ için 𝛥𝑟 = 𝜆𝑟 koşulunu sağlayan yüzeylerin sadece minimal 

yüzeyler ve küreler olduğunu göstermiştir (Takahashi, 1966).  
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Lawson, ders notlarını birleştirdiği kitabında minimal altmanifodları vermiştir (Lawson, 

1980). Do Carmo ve Dajczer, 𝔼3 uzayında Bour teoremini kullanarak helisoidal yüzeyler 

için çeşitli izometri sonuçları elde etmişlerdir (Do Carmo ve Dajczer, 1982). Chen ve 

Piccinni (1987) sonlu tipteki Gauss dönüşümüne sahip altmanifoldları incelemişlerdir (Chen 

ve Piccinni, 1987). 

 

Ferrandez, Garay ve Lucas, 𝔼𝟑 uzayında 𝐴 ∈ 𝑀𝑎𝑡(3,3) matrisleri için Δ𝐻 = 𝐴𝐻 koşulunu 

sağlayan yüzeylerin ya minimal, ya açık küre parçası, ya da dik dairesel silindir olduğunu 

ispatlamışlardır (Ferrandez, Garay, Lucas, 1990). Dillen, Pas ve Verstraelen, 𝔼𝟑 uzayında 

𝐴 ∈ 𝑀𝑎𝑡(3,3), 𝐵 ∈ 𝑀𝑎𝑡(3,1) matrisler olmak üzere, 𝛥𝑟 = 𝐴𝑟 + 𝐵 koşulunu sağlayan 

yüzeylerin; minimal yüzeyler, küreler ve dik dairesel silindirler olduğunu göstermişlerdir 

(Dillen, Pas, Verstraelen, 1990). Chen ve Ishikawa, sonlu tipten bazı dönel yüzeyleri 

sınıflandırmışlardır (Chen ve Ishikawa, 1993). Cheng ve Wan, 4-boyutlu uzayda sabit 

ortalama eğriliğe sahip olan tam hiperyüzeyleri ele almışlardır. (Cheng ve Wan, 1994). 

 

2000 yılında Japon Matematikçi Toshihiko Ikawa, makalesinde 3-boyutlu Öklid uzayında 

Bour teoreminin sağlandığını ve yüzey çiftinin aynı Gauss dönüşümüne sahip olduklarını 

göstermiştir (Ikawa, 2000). Ikawa daha sonra ise 𝔼1
3 3-boyutlu Minkowski uzayında Bour 

teoremini çalışmıştır (Ikawa, 2001).  

 

Choi ve Kim, minimal helisoid regle yüzeyinin birinci tip noktasal 1-türünde Gauss 

dönüşümünü çalışmışlardır (Choi ve Kim, 2001). Chen, Choi, Kim, 𝔼𝟑 uzayında 1-tipinde 

noktasal Gauss dönüşümüne sahip dönel yüzeyleri çalışmışlardır. (Chen, Choi, Kim, 2005).  

 

Güler ve Vanlı, 𝔼1
3 3-boyutlu Minkowski uzayında spacelike ve timelike eksenli helisoidal 

yüzeylere karşılık gelen dönel yüzeyleri vermişlerdir (Güler ve Vanlı, 2006). Ayrıca, Güler 

𝔼1
3 uzayında lightlike eksenli helisoidal yüzeyler için Bour teoremini çalışmıştır (Güler, 

2007). 

 

Güler, Yaylı, Hacısalihoğlu, 𝔼3 uzayında helisoidal yüzeyin eğrilikleri ile Laplace−Beltrami 

operatörü arasındaki bazı bağıntılar üzerine çalışmışlar ve Gauss dönüşümünü kullanarak 

Bour teoremini vermişlerdir (Güler, Yaylı, Hacısalihoğlu, 2010).  
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Chen, 1970 yılı sonlarında başladığı toplam ortalama eğrilik ve sonlu tipten altmanifoldlara 

ait çalışmalarını bir kitapta toplamıştır (Chen, 2014). 

 

Senoussi ve Bekkar, 𝔼3 uzayında A ∈ Mat(3,3) matrisleri için 𝑗 = 𝐼, 𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝐼 olmak üzere 

𝛥𝑗𝑟 = 𝐴𝑟 koşulunu sağlayan helisoidal yüzeyleri elde etmişlerdir (Senoussi ve Bekkar, 

2015). 

 

Moore, 4-boyutlu uzayda dönel yüzeyler üzerine çalışmıştır (Moore, 1919).  Moore ayrıca, 

4-boyutlu uzayda sabit ortalama eğriliğe sahip olan dönel yüzeyler üzerine incelemelerde 

bulunmuştur (Moore, 1920). 

 

Verstraelen, Walrave, Yaprak, Öklid uzayında minimal öteleme yüzeylerini çalışmışlardır 

(Verstraelen, Walrave, Yaprak, 1994). Magid, Scharlach, Vrancken, ℝ4 uzayında afin 

umbilik yüzeyleri incelemişlerdir (Magid, Scharlach, Vrancken, 1995). Hasanis ve Vlachos, 

𝔼4 uzayında harmonik ortalama eğrilik vektör alanlı hiperyüzeyleri incelemişlerdir (Hasanis 

ve Vlachos, 1995). Arslan, Deszcz, Yaprak, Weyl pseudosimetrik hiperyüzeyler üzerinde 

çalışmışlardır (Arslan, Deszcz, Yaprak, 1997). 

 

Yoon, 𝔼4 uzayında sonlu tipten Gauss dönüşümüne sahip olan dönel yüzeyleri vermiştir 

(Yoon, 2001). Scharlach, ℝ4 uzayında afin dönel yüzeyler ve hiperyüzeyler için incelemeler 

yapmıştır (Scharlach, 2007). Arvanitoyeorgos, Kaimakamis, Magid, 𝔼1
4 uzayında 𝛥𝐻 = 𝛼𝐻 

koşulunu sağlayan Lorentz hiperyüzeyleri elde etmişlerdir (Arvanitoyeorgos, Kaimakamis, 

Magid, 2009). Dursun, Lorentz- Minkowski uzayında noktasal 1-tipinde Gauss dönüşümlü 

hiperyüzeyler üzerine çalışmalarda bulunmuştur (Dursun, 2009). 

 

Dursun ve Turgay, 𝔼4 uzayında minimal and pseudo-umbilik dönel yüzeyleri çalışmışlardır. 

(Dursun ve Turgay, 2013). Kim ve Turgay, 𝐿1-noktasal -tipinde Gauss dönüşümlü yüzeyleri 

𝔼4 uzayında vermişlerdir. (Kim ve Turgay, 2013). Arslan, Bulca, Milousheva, 𝔼4 uzayında 

noktasal 1-tipinde Gauss dönüşümlü meridyen yüzeyleri incelemişlerdir. (Arslan, Bulca, 

Milousheva 2014). Ganchev ve Milousheva, 𝔼1
4 4-boyutlu Minkowski uzayında genel dönel 

yüzeyleri çalışmışlardır (Ganchev ve Milousheva, 2014). Kahraman Aksoyak ve Yaylı, 𝔼1
4 

uzayında Boost invaryant yüzeyler için noktasal 1-tipli Gauss dönüşümünü vermişlerdir 

(Kahraman Aksoyak ve Yaylı, 2014). Kahraman Aksoyak ve Yaylı, pseudo-Öklidyen 𝔼2
4 
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uzayında genel dönel yüzeyler için noktasal 1-tipli Gauss dönüşümünü incelemişlerdir 

(Kahraman Aksoyak ve Yaylı, 2015). 

 

Güler, Magid, Yaylı, 4-boyutlu Öklid uzayında helisoidal hiperyüzeyi tanımlamışlar ve 

hiperyüzeyin Laplace-Beltrami operatörü üzerine çalışmışlardır. (Güler, Magid, Yaylı, 

2016). Moruz ve Munteanu, 4-boyutlu Öklid uzayında minimal öteleme hiperyüzeyleri 

vermişlerdir (Moruz ve Munteanu, 2016).  

 

Güler, Hacısalihoğlu, Kim, 4-boyutlu Öklid uzayında dönel hiperyüzeyler üzerinde, Gauss 

dönüşümü ve üçüncü Laplace-Beltrami operatörünü çalışmışlardır. (Güler, Hacısalihoğlu, 

Kim, 2018). Güler ve Turgay, 4-boyutlu Öklid uzayında dönel hiperyüzeyler için 

Cheng−Yau operatörünü vermişlerdir (Güler ve Turgay, 2019). Güler ve Kişi, 4-boyutlu 

Minkowski uzayında timelike eksene sahip olan Dini türündeki helisoidal hiperyüzeyler 

üzerine çalışmalarda bulunmuşlardır. (Güler ve Kişi, 2019). 

 

Güler, 𝔼1
4 4-boyutlu Minkowski uzayında helisoidal hiperyüzeyleri tanımlamış ve birinci 

temel forma bağlı olarak, 4 × 4 mertebeli bir 𝐴 matrisi için ∆𝐼𝐻 = 𝐴𝐻 koşulunu sağlayan 

timelike eksenli helisoidal hiperyüzeyin minimal olma durumunu incelemiştir. (Güler, 2020) 

 

Bu tezde, İtalyan Matematikçi Ulisse Dini (1845-1918)’nin 3-boyutlu Öklid uzayında 

verdiği Dini helisoidal yüzeyi (Dini, 1871 ve Dini, 1953) ele alınmıştır. Sonrasında ise özgün 

bir çalışma olan 4-boyutlu Öklid uzayında Dini türündeki helisoidal hiperyüzey verilmiştir 

(Güler, Gümüşok Karaalp, 2019). 

 

Dini’nin bilimsel çalışmalarında eşit derecede ve yoğun üretimin olduğu iki dönemden ilkine 

dikkat çekilebilir: Dini bu dönemde, infinitesimal (sonsuz küçük) geometri ile ilgiliydi ve 

Fransa'da Liouville ve Meusnier, İtalya'da Beltrami tarafından çalışılmakta olan bazı 

yüzeylerin özelliklerine ilişkin çalışmalara odaklanmıştı. Bunlar:  

 

1. İki asli eğrilik yarıçap oranının veya çarpımının sabit kaldığı yüzeyleri (Dini’nin 

adının verildiği helisoidal yüzeyler); 

 

2. Asli eğriliğin yarıçaplarından birinin diğerinin fonksiyonu olduğu regle yüzeyleri;  
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3. Beltrami tarafından önerilen ve bütünüyle Dini tarafından çözülen problem olan 

birinin jeodezik eğrilerinin diğerinin jeodezik eğrilerine karşılık gelecek şekilde bir 

yüzeyi diğer yüzeyde nokta-nokta temsil etme sorunudur.  

 

Dini’nin bir yüzeyin diğerinde uyumlu temsiline ilişkin çalışması, Beltrami tarafından 

sunulan diferansiyel parametrelere ve genel olarak, kısmi türevli diferensiyel denklemlere 

benzemektedir. 

 

Dini’nin Matematik bilimine kazandırmış olduğu en önemli eserleri diyebileceğimiz bazı 

çalışmaları aşağıdadır: 

 

1. Fondamenti per la teoria delle funzionidi variabili reali (Pisa, 1878), Almanca’ya 

çevirenler J. Lüroth ve A. Schepp: Grundlagen für eine Theorie der Funktionen einer 

veränderlichen reellen Grösse (Leipzig, 1892), 

 

2. Serie di Fourier e altre rappresentazioni analitiche delle funzioni di una variabile 

reale (Pisa, 1880), 

 

3. Lezioni di analisi infinitesimale, 2 vols. (Pisa, 1907–1915), 

 

4. Lezioni sulla teoria delle funzioni sferiche e delle funzioni di Bessel (Pisa, 1912). 

 

Ayrıca Dini’nin Annali di matematica pura ed applicata, Atti della Reale Accademia dei 

Lincei, Comptes rendus hebdomadaires des séances de l’Académie des sciences, Giornale 

di matematiche, ve Rentdiconti del circolo matematico di Palermo dergilerinde çeşitli 

çalışmalarının olduğu makaleler bulunmaktadır. 

 

“Alcuni teoremi sulle funzioni di una variabile complessa” adlı çalışması Collectanea 

mathematica in memoriam Dominici Chelini (Milan, 1881), 258–276 olarak yayımlanmıştır. 

 

Gino Loria tarafından 62 başlıkta yazılmış Dini’nin hayatı ve çalışmalarının olduğu eser: 

“Gli scienziati italiani dall’inizio del medio evo ai nostri giorni” in Repertorio... direttoda 

Aldo Mieli, I, pt.1 (Rome, 1921) 137–150. 
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Dini’nin öğrencisi Luigi Bianchi’nin yazdığı  “Commemorazione del socio Ulisse Dini,” Atti 

della Reale Accademia dei Lincei, 28(1919), 154–163 adlı çalışması ve Enciclopedia 

Treccani, XII, 909 ile belirlenen bir makale bulunmaktadır. 

 

Ayrıca, W.B. Ford tarafından kaleme alınan Dini’nin kısa hayat hikayesi ve yaptığı eserler 

“A Brief Account of the Life and Work of the Late Professor Ulisse Dini,” Bulletin of the 

American Mathematical Society, 26 (1920), 173–177 adlı çalışmada bulunmaktadır. 

 

Dini’nin ölümünden yıllar sonra bazı önemli çalışmaları İtalyanca olarak kitaplar haline 

getirilmiştir (Dini, 1953, 1954, 1955, 1959/1, 1959/2). 

 

Bu tezin birinci bölümünde, yüzey ve hiperyüzey teorisindeki tarihsel sürece kısaca 

değinilmiş ve yapılan çalışmaların bazılarına özet olarak yer verilmiştir.  

 

İkinci bölüm, temel tanım ve kavramlara ayrılmıştır.  

 

Üçüncü bölümde ise 3-boyutlu Öklid uzayında Dini’nin helisoidal yüzeyi verilmiştir. Dini 

helisoidal yüzeyinin ortalama ve Gauss eğrilikleri hesaplanmıştır.  

 

Dördüncü bölümde Dini türündeki bir minimal helisoidal yüzey verilmiştir. Dini türündeki 

helisoidal yüzeyin minimal olabilmesi için gerek ve yeter koşulu sağlayan teorem ispat 

edilmiştir.  

 

Beşinci ve son bölümde dört boyutlu Öklid uzayında Dini türündeki helisoidal hiperyüzey 

tanımlanmıştır. Hiperyüzeyin Gauss eğriliği ve ortalama eğriliği hesaplanmıştır. Ayrıca, 

hiperyüzeyin eğriliklerine ait bazı özel bağıntı ve simetriler elde edilmiştir. 

 

Altıncı ve son bölümde, sonuç ve öneriler verilmiştir.  
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BÖLÜM 2 

 

TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde, tez için gerekli olan temel tanım, teorem, vb. kavramlara yer verilmiştir. 

 

2.1 Tanım (Skalar çarpım uzayı) 

 

𝑉 bir reel vektör uzayı olsun. 𝑉 üzerinde tanımlı 

 

𝑔: 𝑉 × 𝑉
               
→    𝑉 

 

dönüşümü bilineer, simetrik ve nondejenere ise 𝑔 ye 𝑉 üzerinde bir 𝑠𝑘𝑎𝑙𝑎𝑟 ç𝑎𝑟𝑝𝚤𝑚, bu 

durumda 𝑉 vektör uzayına da bir skalar çarpım uzayı denir. 

 

2.2 Tanım (Simetrik bilineer formun indeksi) 

 

𝑉 bir skalar çarpım uzayı, 𝑊 da üzerindeki skalar çarpım negatif tanımlı olacak şekilde 𝑉 

nin en büyük boyutlu altuzayı olsun. Bu durumda 𝑊 nın boyutuna 𝑔 skalar çarpımının 

𝑖𝑛𝑑𝑒𝑘𝑠𝑖 denir. 𝑔 skalar çarpımının indeksi 𝑣 ise 0 ≤ 𝑣 ≤ 𝑏𝑜𝑦𝑉 olur. Ayrıca 𝑉 skalar çarpım 

uzayının indeksi, üzerinde tanımlı 𝑔 skalar çarpımının indeksi olarak tanımlanır. 

 

2.3 Tanım (Bir vektörün normu) 

 

𝑉 skalar çarpımlı bir uzay ve 𝑣 ∈ 𝑉 olsun. 

 

‖𝑣‖ =  |𝑔(𝑣, 𝑣)|1 2⁄  

 

eşitliği ile tanımlı ‖𝑣‖ reel sayısına 𝑣 vektörünün normu denir. Normu 1 olan vektöre de 

birim vektör denir. 
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2.4 Tanım (Skalar çarpım) 

 

3-boyutlu Öklid uzayı 𝔼3de iki vektör 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) ve 𝑤⃗⃗⃗ = (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) olmak üzere bu 

iki vektörün skalar çarpımı 

 

                                〈. , . 〉: 𝔼3 × 𝔼3
               
→    ℝ 

(𝑣, 𝑤⃗⃗⃗)
               
→    〈𝑣, 𝑤⃗⃗⃗〉 = 𝑣1𝑤1 + 𝑣2𝑤2 + 𝑣3𝑤3 

 

biçimindedir. 4-boyutlu Öklid uzayı 𝔼4 de iki vektör 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4) ve 𝑤⃗⃗⃗ =

(𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝑤4) olmak üzere bu iki vektörün skalar çarpımı 

 

                                〈. , . 〉: 𝔼4 × 𝔼4
               
→    ℝ 

                  (𝑣, 𝑤⃗⃗⃗)
               
→    〈𝑣, 𝑤⃗⃗⃗〉 = 𝑣1𝑤1 + 𝑣2𝑤2 + 𝑣3𝑤3 + 𝑣4𝑤4 

 

ile tanımlanır. Eğer 𝑣 = 𝑤⃗⃗⃗ ise 

 

‖𝑣‖ = 〈𝑣, 𝑣〉1 2⁄  

 

eşitliği ile tanımlı ‖𝑣‖ reel sayısına, 𝑣 vektörünün Öklid anlamında normu denir. Normu 1 

olan vektöre de birim vektör denir. 

 

2.5 Tanım (Riemann hiperyüzeyi) 

 

𝑛-boyutlu bir Riemann manifoldunun (𝑛 − 1)-boyutlu bir 𝑀̅ Riemann altmanifolduna 𝑀 

nin bir Riemann hiperyüzeyi denir. 

 

2.6 Tanım (Şekil operatörü) 

 

𝑀 nin bir Riemann hiperyüzeyi 𝑀̅ ve 𝑀̅ nin birim normal vektör alanı 𝑁 olsun. Her 𝑉,𝑊 ∈

𝜒(𝑀̅) için 

 

𝑔(𝑆(𝑉),𝑊) = 𝑔(𝐼𝐼(𝑉,𝑊),𝑁) 
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şeklindeki (1,1)-tipinden tensör alanı 𝑆 ye 𝑀̅ nin 𝑁 den elde edilen şekil operatörü denir. 

Diğer bir deyişle, 𝑆 şekil operatörü 𝑀̅ nin her 𝑝 noktasında 

 

𝑆: 𝑇𝑝(𝑀̅)
               
→    𝑇𝑝(𝑀̅) 

 

bir lineer operatördür. 

 

2.1 Teorem 𝑀 nin bir Riemann hiperyüzeyi 𝑀̅ ve 𝑆, 𝑀̅ nin normali olan 𝑁 den elde edilen 

şekil operatörü olsun. Bu durumda 𝑉 ∈  𝜒(𝑀̅) için 

 

𝑆(𝑉) = −𝐷𝑣𝑁 

 

olur. Ayrıca, 𝑆 şekil operatörü self-adjointtir. 

 

𝑀 nin bir Riemann hiperyüzeyi 𝑀̅ olsun. 𝑀̅ nin 𝑁 normalinden elde edilen şekil operatörü 

𝑆 olmak üzere, her 𝑉,𝑊 ∈ 𝜒(𝑀̅) için 

 

𝐼𝐼(𝑉,𝑊) = 𝜀𝑔(S(𝑉),𝑊)𝑁 

 

ile belirlidir. Burada 𝜀 = 𝑔(𝑁,𝑁) dir. Riemann hiperyüzeyleri için Gauss Denklemi; her 

𝑉,𝑊 ∈ 𝜒(𝑀̅) olmak üzere 

 

𝐷𝑉𝑊 = 𝐷𝑉̅̅̅̅ 𝑊 + 𝜀𝑔(S(𝑉),𝑊)𝑁 

 

şeklinde verilir. 

 

2.7 Tanım (Vektörel Çarpım) 

 

3-boyutlu Öklid uzayında iki vektör 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) ve 𝑤⃗⃗⃗ = (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) olmak üzere 

 

𝑣 × 𝑤⃗⃗⃗ = (𝑣3𝑤2 − 𝑣2𝑤3, 𝑣1𝑤3 − 𝑣3𝑤1, 𝑣1𝑤2 − 𝑣2𝑤1) 
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vektörüne 𝑣 ve 𝑤⃗⃗⃗ nin vektörel çarpımı (veya dış çarpımı) denir. 4-boyutlu Öklid uzayında 

ise üç vektör 𝑢⃗⃗ = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4), 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4) ve 𝑤⃗⃗⃗ = (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝑤4) olmak üzere 

 

𝑢⃗⃗ × 𝑣 × 𝑤⃗⃗⃗   = (𝑢2𝑣3𝑤4 − 𝑢2𝑣4𝑤3 − 𝑢3𝑣2𝑤4 + 𝑢3𝑣4𝑤2 + 𝑢4𝑣2𝑤3 − 𝑢4𝑣3𝑤2, 

                             −𝑢1𝑣3𝑤4 + 𝑢1𝑣4𝑤3 + 𝑢3𝑣1𝑤4 − 𝑢3𝑣4𝑤1 − 𝑢4𝑣1𝑤3 + 𝑢4𝑣3𝑤1, 

                           𝑢1𝑣1𝑤4 − 𝑢1𝑣4𝑤2 − 𝑢2𝑣1𝑤4 + 𝑢2𝑣4𝑤1 + 𝑢4𝑣1𝑤2 − 𝑢4𝑣2𝑤1, 

                              −𝑢1𝑣2𝑤3 + 𝑢1𝑣3𝑤2 + 𝑢2𝑣1𝑤3 − 𝑢2𝑣3𝑤1 − 𝑢3𝑣1𝑤2 + 𝑢3𝑣2𝑤1) 

 

vektörüne 𝑢⃗⃗, 𝑣 ve 𝑤⃗⃗⃗ nin üçlü vektörel çarpımı (veya dış çarpımı) denir. 

 

2.8 Tanım (I. Temel form) 

 

𝑀 manifoldu olarak 4-boyutlu Öklid uzayını ve 𝑀̅ hiperyüzeyi olarak da (𝑈, 𝜑) 

parametrizasyonu ile verilen 

 

      𝜑: 𝑈 ⊂ ℝ3
               
→    ℝ4 

(𝑢, 𝑣, 𝑤)
               
→    𝜑(𝑢, 𝑣, 𝑤) = (𝜑1(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝜑2(𝑢, 𝑣,𝑤), 𝜑3(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝜑4(𝑢, 𝑣, 𝑤)) 

 

𝜑(𝑈) biçimindeki hiperyüzeyini gözönüne alalım. {𝜑∗ (
𝜕

𝜕𝑢
) , 𝜑∗ (

𝜕

𝜕𝑣
) , 𝜑∗ (

𝜕

𝜕𝑤
)} lineer 

bağımsız olmak üzere yüzeyin vektör alanlarının bir bazı {𝜑∗ (
𝜕

𝜕𝑢
) , 𝜑∗ (

𝜕

𝜕𝑣
) , 𝜑∗ (

𝜕

𝜕𝑤
)} olur. 

Kısalık için 𝜑∗ (
𝜕

𝜕𝑢
) ifadesini 𝜑𝑢 ile göstereceğiz. Şimdi hiperyüzeyin I. temel formunu 

hesaplayalım. 𝜑 nin tam diferansiyeli 

 

𝑑𝜑 =
𝜕𝜑

𝜕𝑢
𝑑𝑢 +

𝜕𝜑

𝜕𝑣
𝑑𝑣 +

𝜕𝜑

𝜕𝑤
𝑑𝑤 

 

olarak bulunur. Buradan, birinci temel form 
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       𝐼 =< 𝑑𝜑, 𝑑𝜑 > 

 

          =<
𝜕𝜑

𝜕𝑢
,
𝜕𝜑

𝜕𝑢
> (𝑑𝑢)2+<

𝜕𝜑

𝜕𝑣
,
𝜕𝜑

𝜕𝑣
> (𝑑𝑣)2+<

𝜕𝜑

𝜕𝑤
,
𝜕𝜑

𝜕𝑤
> (𝑑𝑤)2 

 

           +2 <
𝜕𝜑

𝜕𝑢
,
𝜕𝜑

𝜕𝑣
> 𝑑𝑢𝑑𝑣 + 2 <

𝜕𝜑

𝜕𝑢
,
𝜕𝜑

𝜕𝑤
> 𝑑𝑢𝑑𝑤 + 2 <

𝜕𝜑

𝜕𝑣
,
𝜕𝜑

𝜕𝑤
> 𝑑𝑣𝑑𝑤 

 

           = 𝐸(𝑑𝑢)2 + 𝐺(𝑑𝑣)2 + 𝐶(𝑑𝑤)2 + 2𝐹𝑑𝑢𝑑𝑣 + 2𝐴𝑑𝑢𝑑𝑣 + 2𝐵𝑑𝑢𝑑𝑤 

 

ile belirlidir. 

 

2.9 Tanım (II. Temel form) 

 

Katsayıları 

 

𝐿 = 〈𝜑𝑢𝑢 , 𝑒〉,   𝑀 = 〈𝜑𝑢𝑣 , 𝑒〉,   𝑁 = 〈𝜑𝑣𝑣 , 𝑒〉 
 

𝑃 = 〈𝜑𝑢𝑤 , 𝑒〉,   𝑇 = 〈𝜑𝑣𝑤 , 𝑒〉,   𝑉 = 〈𝜑𝑤𝑤 , 𝑒〉 
 

olan ve 

 

𝐼𝐼 = 𝐿(𝑑𝑢)2 +𝑁(𝑑𝑣)2 + 𝑉(𝑑𝑤)2 + 2𝑀𝑑𝑢𝑑𝑣 + 2𝑃𝑑𝑢𝑑𝑤 + 2𝑇𝑑𝑣𝑑𝑤 
 

ile belirli olan bu eşitliğe hiperyüzeyin ikinci temel formu denir. Buradaki 

 

𝑒 =
𝜑𝑢 × 𝜑𝑣 × 𝜑𝑤
‖𝜑𝑢 × 𝜑𝑣 × 𝜑𝑤‖

 

 

eşitliğine 

 

𝜑(𝑢, 𝑣, 𝑤) = (𝜑1(𝑢, 𝑣,𝑤), 𝜑2(𝑢, 𝑣,𝑤), 𝜑3(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝜑4(𝑢, 𝑣, 𝑤)) 

 

hiperyüzeyinin Gauss dönüşümü (veya birim normali) denir. 
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2.10 Tanım (Gauss Eğriliği) 

 

3-boyutlu Öklid uzayı 𝔼3 de bir yüzey 𝑀̅ ve 𝑀̅ nin şekil operatörüne karşılık gelen matris 

𝑆 = 𝐼−1𝐼𝐼 olsun. 𝑝 ∈ 𝑀̅ için 

 

𝐾(𝑝) = 𝑑𝑒𝑡(𝑆𝑝) =
𝐿𝑁 −𝑀2

𝐸𝐺 − 𝐹2
                                                   (2.1) 

 

ifadesine, 𝑀̅ yüzeyinin 𝑝 noktasındaki Gauss eğriliği ve 𝐾: 𝑀̅
               
→    ℝ fonksiyonuna 𝑀̅ 

yüzeyinin Gauss eğrilik fonksiyonu denir. 

 

4-boyutlu Öklid uzayı 𝔼4 de bir hiperyüzey 𝑀̅ ve 𝑀̅ nin şekil operatörüne karşılık gelen 

matris 𝑆 = 𝐼−1𝐼𝐼 olsun. 𝑝 ∈ 𝑀̅ için 

 

𝐾(𝑝) = det(𝑆𝑝) =
(𝐿𝑁 − 𝑀2)𝑉 + 2𝑀𝑃𝑇 − 𝑃2𝑁 − 𝑇2𝐿

(𝐸𝐺 − 𝐹2)𝐶 + 2𝐴𝐵𝐹 − 𝐴2𝐺 − 𝐵2𝐸
                     (2.2) 

 

eşitliğine, 𝑀̅ yüzeyinin 𝑝 noktasındaki Gauss eğriliği ve 𝐾: 𝑀̅
               
→    ℝ fonksiyonuna 𝑀̅ 

hiperyüzeyinin Gauss eğrilik fonksiyonu denir. 

 

2.11 Tanım (Ortalama eğrilik) 

 

3-boyutlu Öklid uzayı 𝔼3 de bir yüzey 𝑀̅ ve 𝑀̅ nin şekil operatörüne karşılık gelen matris 

𝑆 = 𝐼−1𝐼𝐼 olsun. 𝑝 ∈ 𝑀̅ için 

 

𝐻(𝑝) =
1

2
𝑖𝑧(𝑆𝑝) =

𝐸𝑁 + 𝐺𝐿 − 2𝐹𝑀

2(𝐸𝐺 − 𝐹2)
                                         (2.3) 

 

ifadesine 𝑀̅ yüzeyinin 𝑝 noktasındaki ortalama eğriliği ve 𝐻: 𝑀̅
               
→    ℝ fonksiyonuna 𝑀̅ 

yüzeyinin ortalama eğrilik fonksiyonu denir. 𝐻 = 0 olan yüzeye minimal yüzey denir.            

4-boyutlu Öklid uzayı 𝔼4 de bir hiperyüzey 𝑀̅ ve 𝑀̅ nin şekil operatörüne karşılık gelen 

matris 𝑆 olsun. 𝑝 ∈ 𝑀̅ için 
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𝐻(𝑝) =
1

3
𝑖𝑧(𝑆𝑝) =

{
(𝐸𝑁 + 𝐺𝐿 − 2𝐹𝑀)𝐶 + (𝐸𝐺 − 𝐹2)𝑉 − 𝐴2𝑁 − 𝐵2𝐿

−2(𝐴𝑃𝐺 + 𝐵𝑇𝐸 − 𝐴𝐵𝑀 − 𝐴𝑇𝐹 − 𝐵𝑃𝐹)
}

3[(𝐸𝐺 − 𝐹2)𝐶 + 2𝐴𝐵𝐹 − 𝐴2𝐺 − 𝐵2𝐸
       (2.4) 

 

eşitliğine, 𝑀̅ hiperyüzeyinin 𝑝 noktasındaki ortalama eğriliği ve 𝐻: 𝑀̅
               
→    ℝ fonksiyonuna 

𝑀̅ hiperyüzeyinin ortalama eğrilik fonksiyonu denir. 𝐻 = 0 olan hiperyüzeye minimal 

hiperyüzey denir. 

 

2.12 Tanım (Dönel yüzey) 

 

𝐼 ⊂ ℝ açık aralığı için 𝔼3 deki bir П düzleminin içindeki bir eğri 𝛾 ∶ 𝐼 ⊂ ℝ
               
→    П ve bu 

düzlemde 𝛾 eğrisini kesmeyen bir doğru ℓ olsun. 𝛾 eğrisinin ℓ doğrusu etrafında dönmesi ile 

oluşan yüzeye dönel yüzey denir. ℓ doğrusuna dönel yüzeyin ekseni, 𝛾 eğirisine de üreteç 

eğrisi denir. Yani, bir düzlem eğrisinin, kendini kesmeyen bir doğru (dönme ekseni) 

etrafında kaymadan dönmesi ile oluşan yüzeye dönel yüzey denir. Dönme ekseni 𝑧 olarak 

alınırsa, 𝑢 eksenden uzaklığı, 𝑣 boylamı verilen nokta ve eksenden geçen düzlemle 𝑥𝑜𝑧 

düzlemi arasındaki açıyı göstermek üzere, yüzeyin bir noktasının koordinatları 

 

𝑥 = 𝑢 cos 𝑣 ,   𝑦 = 𝑢 sin 𝑣 ,   𝑧 = 𝜑(𝑢) 

 

olur. 𝑣 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 parametrik eğrileri meridyen çizgileri veya eksenden geçen düzlemle 

yüzeyin arakesitidir. 𝑢 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 eğrileri paraleller veya eksene dik olan düzlemlerle yüzeyin 

arakesitleridir. 

 

2.13 Tanım (Dönel hiperyüzey) 

 

𝐼 ⊂ ℝ açık aralığı için 𝔼4 deki bir П düzleminin içindeki bir eğri 𝛾 ∶ 𝐼 ⊂ ℝ
               
→    П ve bu 

düzlemde 𝛾 eğrisini kesmeyen bir doğru ℓ olsun. 𝛾 eğrisinin ℓ doğrusu etrafında dönmesi ile 

oluşan hiperyüzeye dönel hiperyüzey denir. ℓ doğrusuna dönel hiperyüzeyin 𝑒𝑘𝑠𝑒𝑛𝑖, 𝛾 

eğirisine de üreteç eğrisi denir. Yani, bir düzlem eğrisinin, kendini kesmeyen bir doğru 

(dönme ekseni) etrafında kaymadan dönmesi ile oluşan hiperyüzeye dönel hiperyüzey denir. 
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2.14 Tanım (Helisoidal Yüzey) 

 

𝐼 ⊂ ℝ açık aralığı için 𝔼3 deki bir П düzleminin içindeki bir eğri 𝛾 ∶ 𝐼 ⊂ ℝ
               
→    П  ve bu 

düzlemde 𝛾 eğrisini kesmeyen bir doğru ℓ olsun. 𝛾 eğrisi ℓ doğrusuna paralel olarak yer 

değiştirdiğinde ve aynı anda  ℓ  doğrusu etrafında yer değiştirme hızı ile dönme hızı orantılı 

olacak şekilde dönerken oluşan yüzeye helisoidal yüzey denir. Yani, sabit bir eksen etrafında 

dönen ve eksen doğrultusu boyunca, dönmenin açısal hızı ile orantılı bir hızla kayan bir 

eğrinin meydana getirdiği yüzeye genelleştirilmiş helisoid denir. Genelleştirilmiş helisoidin 

adımı 𝑎 ile gösterilecektir. 𝑎 = 0 ise helisoidal yüzey dönel yüzey halini alır. Eksenden 

geçen düzlem kesitlere meridyenler denir. Eğriyi düzlem kabul etmekle genellikten hiçbir 

şey kaybedilmez ve yüzey bir meridyenin helisoidal hareketi ile meydana getirilebilir. 𝑧 

dönme ekseni, 𝑢 bir noktanın eksenden uzaklığı ve 𝑣 de bu noktadan geçen meridyen 

düzlemi ile 𝑥𝑜𝑧 düzlemi arasındaki açı olsun. O zaman 𝑣 = 0 meridyeni 𝑧 = 𝜑(𝑢) 

formülüyle verilirse, yüzey üzerinde herhangi bir noktanın koordinatları 

 

𝑥 = 𝑢 cos 𝑣 ,   𝑦 = 𝑢 sin 𝑣 ,   𝑧 = 𝜑(𝑢) + 𝑎𝑣 

 

olur. Burada, 𝑎 sabittir ve ∀𝑏 ∈ ℝ için 2𝜋𝑏 = 𝑎 ifadesine helisoidal hareketin adımı denir. 

Yalnızca, 𝑎 = 0 olduğunda (dönel yüzey hali) ya da 𝜑(𝑢) = sabit olduğunda (dik helisoid 

hali) parametrik eğriler birbirine diktirler. 𝑢 = sabit parametre eğrileri helislerdir. Eğer, 𝑎 >

0 ise yüzeye sağ dairesel helisoid, 𝑎 < 0 ise sol dairesel helisoid denir. 

 

2.15 Tanım (Helisoidal hiperyüzey) 

 

𝐼 ⊂ ℝ açık aralığı için 𝔼4 deki bir П düzleminin içindeki bir eğri 𝛾 ∶ 𝐼 ⊂ ℝ
               
→    П ve bu 

düzlemde üreteç eğrisi 𝛾, ℓ dönel hiperyüzeyin ekseni etrafında döndüğünde, eş zamanlı 

olarak ℓ eksenine dik olan paralel çizgileri yerleştirir. Böylece yer değiştirme hızı, dönme 

hızı ile orantılı olur. Sonuç olarak, adımı 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ\{0} ve ekseni ℓ olan hiperyüzeye 

helisoidal hiperyüzey denir. ℓ ekseninin (0, 0, 0, 1)𝑡 vektörü tarafından üretildiğini 

(gerildiğini) varsayarak bu vektörün sabitlediği ortogonal matris 𝑣, 𝑤 ∈ ℝ olmak üzere 
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𝑍 = (𝑣, 𝑤) = (

cos𝑣 cos𝑤
sin 𝑣 cos𝑤
sin 𝑤
0

   

− sin 𝑣
cos𝑣
0
0

   

− cos𝑣 sin 𝑤
−sin 𝑣 sin𝑤
cos𝑤
0

   

0
0
0
1

), 

 

olur. Ayrıca, 𝑍 matrisi 

 

                                                         𝑍ℓ = ℓ,    𝑍𝑡𝑍 = 𝐼4 ,   det 𝑍 = 1 

 

eşitliklerini sağlar. 

 

Dönme ekseni ℓ olduğunda, bu ℓ ekseninin 𝔼4 içinde 𝑥4 eksenine dönüştüğü bir Öklid 

dönüşümü vardır. Böylece, üreteç eğrisi 𝛾(𝑢) = (𝑢, 0, 0, 𝜑(𝑢)) şeklindedir. Buradaki her 

𝑢 ∈ 𝐼 için 𝜑(𝑢) ∶  𝐼 ⊂ ℝ ⟶ ℝ fonksiyonu türevlenebilirdir. Bu nedenle, (0, 0, 0, 1) vektörü 

tarafından elde edilen helisoidal hiperyüzey  

 

𝐇(𝑢, 𝑣,𝑤) = 𝑍(𝑣, 𝑤)𝛾𝑡 + (𝑎𝑣 + 𝑏𝑤)ℓ𝑡 

 

olarak tanımlanır. Burada, ∀𝑢 ∈ 𝐼, 𝑣, 𝑤 ∈ [0, 2𝜋], 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ\{0} ile belirlidir. Daha açık bir 

şekilde yazılacak olursa, helisoidal hiperyüzey 

 

𝐇(𝑢, 𝑣,𝑤) = (

𝑢 cos 𝑣 cos𝑤
𝑢 sin 𝑣  cos𝑤
𝑢 sin 𝑤

𝜑(𝑢) + 𝑎𝑣 + 𝑏𝑤

) 

 

formundadır. 

 

2.1 Örnek 𝑦 = 𝑑 cosh(𝑧 𝑑⁄ ) katenari eğrisinin 𝑧 ekseni etrafında dönmesi ile oluşan dönel 

hiperyüzeye katenoid hiperyüzeyi denir. Buradaki 𝑑 sabiti, katenari eğrisinin herhangi bir 

noktada 𝑧 eksenine uzaklığıdır. O halde, katenoid hiperyüzeyinin parametrik denklemi 

 

𝑅(𝑢, 𝑣,𝑤) = (

cos 𝑣 cos𝑤
sin 𝑣 cos𝑤
sin 𝑤
0

   

− sin 𝑣
cos 𝑣
0
0

   

− cos 𝑣 sin𝑤
− sin 𝑣 sin 𝑤
cos𝑤
0

   

0
0
0
1

)(

𝑑 cosh(𝑢 𝑑⁄ )
0
0
𝑢

) 
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hesaplandığında 

 

𝑅(𝑢, 𝑣, 𝑤) = (

𝑑 cosh(𝑢 𝑑⁄ ) cos 𝑣 cos𝑤
𝑑 cosh(𝑢 𝑑⁄ ) sin 𝑣 cos𝑤
𝑑 cosh(𝑢 𝑑⁄ ) sin𝑤

𝑢

) 

 

olarak elde edilir.  
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BÖLÜM 3 

 

ÜÇ BOYUTLU ÖKLİD UZAYINDA DINI HELİSOİDAL YÜZEYİ 

 

Bu bölümde, Dini’nin 19. yüzyıl sonlarında elde ettiği helisoidal yüzeyin birinci ve ikinci 

temel form katsayıları hesaplanarak yüzeyin ortalama ve Gauss eğrilikleri yeniden elde 

edilecektir.  

 

Dini helisoidal yüzeyi, ∀𝑢, 𝑣, 𝑎 ∈ ℝ\{0} için 

 

𝔇(𝑢, 𝑣) = (

sin𝑢 cos𝑣
sin𝑢 sin𝑣

cos𝑢 + log(tan
𝑢

2
) + 𝑎𝑣

)                                  (3.1)

 

 

 

biçimindedir (Dini 1871). 𝑎 = 0 olması halinde yüzey, dönel yüzey haline gelir. Yüzeyin 

birinci ve ikinci temel form katsayılarının hesaplanması için 𝑢 ve 𝑣’ye göre türevler alınırsa 

 

𝔇𝑢 = (

cos 𝑢 cos 𝑣
cos𝑢 sin 𝑣

  
cos 2𝑢

sin 𝑢

) 

 

ve 

 

𝔇𝑣 = (
− sin 𝑢 sin 𝑣
sin 𝑢 cos 𝑣

𝑎
) 

 

elde edilir.  

 

(3.1) Dini helisoidal yüzeyinin 𝐼. temel form katsayıları 

 

𝐸 =< 𝔇𝑢 , 𝔇𝑢 >, 

 

  𝐹 =< 𝔇𝑢 , 𝔇𝑣 >, 
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𝐺 =< 𝔇𝑣 , 𝔇𝑣 > 

 

iç çarpımları kullanılarak 

 

𝐸 = cot 𝑢  
2 ,  

 

𝐹 = 𝑎 cos𝑢 cot𝑢,  

 

 𝐺 = sin2𝑢 + 𝑎2 

 

olarak elde edilir.  Böylece, (3.1) Dini helisoidal yüzeyinin Gauss dönüşümü 

 

𝑒 =
𝔇𝑢 ×𝔇𝑣
‖𝔇𝑢 ×𝔇𝑣‖

 

 

formülü yardımıyla 

 

𝑒 =
1

√𝑎2 + 1
 (
𝑎 sin 𝑣 − cos 𝑣 cos𝑢
−𝑎 cos 𝑣 − sin 𝑣  cos 𝑢

sin 𝑢
) 

 

olur. (3.1) Dini helisoidal yüzeyinin 𝐼𝐼. temel form katsayıları 

 

𝐿 =< 𝔇𝑢𝑢 , 𝑒 >, 

 

𝑀 =< 𝔇𝑢𝑣 , 𝑒 >, 

 

𝑁 =< 𝔇𝑣𝑣 , 𝑒 > 

 

iç çarpımları kullanılarak hesaplanır. Bu katsayıları elde edelim. 𝑢 ya göre iki defa türev 

alarak 
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𝔇𝑢𝑢 = (

−sin 𝑢 cos 𝑣
−sin 𝑢 sin 𝑣

− cos 𝑢 −
cos𝑢

sin2𝑢

) 

 

bulunur. 𝑣 ye göre iki defa türev alarak 

 

𝔇𝑣𝑣 = (
− sin 𝑢 cos 𝑣
− sin 𝑢 sin 𝑣

0
) 

 

elde edilir. Önce 𝑢, sonra da 𝑣 ye göre türev alarak 

 

𝔇𝑢𝑣 = (
−cos𝑢 sin 𝑣
cos 𝑢 cos 𝑣

0
) 

 

bulunur. Böylece, ikinci türevler ve Gauss dönüşümü yardımıyla (3.1) Dini helisoidal 

yüzeyinin ikinci temel form katsayıları 

 

𝐿 =
cot𝑢

√𝑎2 + 1
, 

 

𝑀 = −
𝑎 cos𝑢

√𝑎2 + 1
, 

 

𝑁 =
sin 𝑢 cos𝑢

√𝑎2 + 1
 

 

elde edilir. (3.1) Dini helisoidal yüzeyinin ortalama eğriliğini hesaplamak için birinci ve 

ikinci temel form katsayıları, (2.3) ortalama eğrilik formülünde yerine yazılarak, gerekli 

işlemler ve sadeleştirmeler yapılır. Sonuç olarak, (3.1) Dini helisoidal yüzeyinin ortalama 

eğriliği 

 

𝐻 =
cot 2𝑢

√𝑎2 + 1
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olarak bulunur. Ayrıca, birinci ve ikinci temel form katsayıları, (2.1) Gauss eğrilik 

formülünde yerine yazıldığında (3.1) Dini helisoidal yüzeyinin Gauss eğriliği 

 

𝐾 = −
1

1 + 𝑎2
 

 

ile belirlidir. 
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BÖLÜM 4 

 

DINI TÜRÜNDEKİ BİR MİNİMAL HELİSOİDAL YÜZEY 

 

Bu bölümde, Dini helisoidal yüzeyinin minimal olma koşulları ve bu koşullar yerine 

getirilirken elde edilen diferansiyel denklem ve çözümüne yer verilmiştir. ∀𝑢, 𝑣, 𝑎 ∈ ℝ\{0} 

olmak üzere, önceki bölümde (3.1) ile verilmiş olan 

 

𝔇(𝑢, 𝑣) = (

sin 𝑢 cos 𝑣
sin 𝑢 sin 𝑣

cos 𝑢 + log(tan
𝑢

2
) + 𝑎𝑣

)

 

 

 

Dini helisoidal yüzeyinin ortalama eğriliği sıfır olmadığından bir minimal yüzey değildir. 

Bu yüzeyin üçüncü bileşeninde bulunan 

 

cos 𝑢 + log (tan
𝑢

2
) 

 

fonksiyonu yerine 𝜑(𝑢) alınarak,∀ 𝑢, 𝑣, 𝑎 ∈ ℝ\{0} için 

 

𝐷(𝑢, 𝑣  ) = (
sin 𝑢 cos 𝑣
sin 𝑢 sin 𝑣
𝜑(𝑢) + 𝑎𝑣

)                                               (4.1) 

 

formunda yeni bir genel helisoidal yüzey elde ederiz. (4.1) helisoidal yüzeyinin minimal 

olma koşullarını görelim. Detaylar için bakınız (Toksöz, 2017). 

 

Önceki bölümde yapılan hesaplamalar, (4.1) helisoidal yüzeyi için yapıldığında 

 

𝐷𝑢 = (

cos𝑢 cos 𝑣
cos𝑢 sin 𝑣

𝜑′
) 

 

olup 
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𝐷𝑣 = (
− sin 𝑢 sin 𝑣
sin 𝑢 cos𝑣

𝑎
) 

 

elde edilir. Ayrıca, (4.1) helisoidal yüzeyinin 𝐼. temel form katsayıları 

 

E = cos2𝑢+𝜑′2, 

 

 𝐹 = 𝑎𝜑′, 

 

𝐺 = sin2𝑢 + 𝑎2 

 

biçimindedir. Yüzeyin Gauss dönüşüm formülü 

 

𝑒 =
𝐷𝑢 × 𝐷𝑣
‖𝐷𝑢 × 𝐷𝑣‖

  

 

ile belirlidir. Gerekli işlemler ve sadeleştirmeler yapıldığında (4.1) helisoidal yüzeyinin 

Gauss dönüşümü 

 

𝑒 =
1

√𝑎2 cos𝑢 + (𝜑′)2 sin2𝑢 + cos2𝑢 sin2𝑢
 (
𝑎 cos𝑢 sin 𝑣 − sin 𝑢 cos𝑣 𝜑′

−𝑎 cos𝑢 cos 𝑣 − sin 𝑢 sin 𝑣 𝜑′

sin 𝑢 cos 𝑢

) 

 

olarak elde edilir. Yüzeyin ikinci türevleri alınarak 

 

𝐷𝑢𝑢 = (
−sin 𝑢 cos 𝑣
− sin 𝑢 sin 𝑣

𝜑′′
), 

 

𝐷𝑢𝑣 = (
−cos𝑢 sin 𝑣
cos𝑢 cos 𝑣

0
), 

 

𝐷𝑣𝑣 = (
− sin 𝑢 cos 𝑣
−sin 𝑢 sin 𝑣

0
)  
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elde edilir. Böylece, (4.1) helisoidal yüzeyinin 𝐼𝐼. temel form katsayılarından 

 

𝐿 =< 𝐷𝑢𝑢 , 𝑒 > 

 

iç çarpımı kullanılırsa 

 

𝐿 =
sin2𝑢 𝜑′ + cos 𝑢 sin 𝑢 𝜑′′

√𝑎2 cos 𝑢 + (𝜑′)2sin2𝑢 + cos2𝑢 sin2𝑢
 

 

bulunur. 

 

𝑀 =< 𝐷𝑢𝑣 , 𝑒 > 

 

olup 

 

𝑀 = −
𝑎 cos2𝑢

√𝑎2 cos 𝑢 + (𝜑′)2sin2𝑢 + cos2𝑢 sin2𝑢
   

 

elde edilir. 

 

N = < 𝐷𝑣𝑣 , 𝑒 >  

 

iç çarpımı alınarak 

 

𝑁 =
sin2𝑢 𝜑′

√𝑎2 cos𝑢 + (𝜑′)2 sin2𝑢 + cos2𝑢 sin2𝑢
  

 

bulunur. Dini türündeki (4.1) helisoidal yüzeyinin ortalama eğriliği hesaplamak için elde 

edilen tüm sonuçlar 

 

𝐸𝐺 − 𝐹2 = cos2𝑢 sin2𝑢 + 𝑎2cos2𝑢 + (𝜑′)2sin2𝑢 , 

 

𝐸𝑁 =
cos2𝑢 sin2𝑢 𝜑′ + (𝜑′)3sin2𝑢

√𝐸𝐺 − 𝐹2
 , 
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𝐺𝐿 =
sin4𝑢𝜑′ + (𝜑′′) cos𝑢 sin3𝑢 + 𝑎2sin2𝑢𝜑′ + 𝑎2(𝜑′′) cos 𝑢 sin 𝑢

√𝐸𝐺 − 𝐹2
 , 

 

𝐹𝑀 = −
𝜑′𝑎2cos2𝑢

√𝐸𝐺 − 𝐹2
  

 

biçimindedir. Son değerler (2.3) formülünde yerine yazılırsa, minimal yüzey elde etmek için 

 

𝐻 = 0    (𝐸𝑁 + 𝐺𝐿 − 2𝐹𝑀 = 0) 

 

olmalıdır. Bu diferansiyel denklemde gerekli sadeleştirmeler yapıldığında 

 

(𝑎2 sin 𝑢 cos𝑢 + cos𝑢 sin3𝑢)𝜑′′ 

(4.1) 

+(cos2𝑢 sin2𝑢 + 𝑎2sin2𝑢 + 2𝑎2cos2𝑢 + sin4𝑢)𝜑′ + 𝜑′3sin2𝑢 = 0  

 

elde edilir. (4.1) denkleminde, kısalık için kabul edelim ki 

 

𝛼(𝑢) =  cos2𝑢 sin2𝑢 + 𝑎2sin2𝑢 + 2𝑎2cos2𝑢 + sin4𝑢, 

 

𝛽(𝑢) = sin2𝑢 

 

ve 

 

𝛾(𝑢) = 𝑎2 sin 𝑢 cos𝑢 + cos𝑢 sin3𝑢  

 

olsun. Böylece, (4.1) denklemi 

 

𝛼(𝑢)𝜑′ + 𝛽(𝑢)𝜑′3 + 𝛾(𝑢)𝜑′′ = 0                                         (4.2) 

 

halini alır. Kabul edelim ki 𝜑′ = 𝑧 olsun. Buradan, 𝜑′′ =
𝜕𝑧

𝜕𝑢
= 𝑧′ olur. (4.2) diferensiyel 

denkleminde düzenlemeler yapılırsa 
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𝛼(𝑢)𝑧  + 𝛽(𝑢)𝑧3 + 𝛾(𝑢)𝑧′ = 0                                           (4.3) 

 

olur. (4.3) denklemini kısaca 

 

𝛼𝑧  + 𝛽𝑧3 + 𝛾𝑧′ = 0                                                     (4.4) 

 

biçiminde yazalım. (4.4) denklemini 𝛾 ya bölersek 

 

𝑧′ +
𝛽

𝛾
𝑧3 +

𝛼

γ
𝑧  = 0  

 

olup 

 

 𝑧′ +
𝛼

 𝛾
𝑧  = −

𝛽

𝛾
𝑧3                                                     (4.5)  

 

halini alır. Buradan, (4.5) denkleminde 𝐴(𝑢) =
𝛼

 𝛾
 ve 𝐵(𝑢) = −

𝛽

𝛾
  alarak 

 

 𝑧′ + 𝐴𝑧  = 𝐵𝑧3                                                          (4.6) 

 

denkleminin Bernoulli diferansiyel denklemi olduğu görülür. (4.6) denklemi çözüldüğünde 

 

𝜑 = ±
𝑎2 + 1

√2
∫√|

sin2𝑢

𝑎2(cos2𝑢 + 1) + sin2𝑢
|𝑑𝑢 

 

integrali elde edilir.  

 

Böylece, Dini türündeki minimal yüzeyin 

 

𝐷(𝑢, 𝑣  ) =

(

 
 

sin 𝑢 cos 𝑣
sin 𝑢 sin 𝑣

±
𝑎2 + 1

√2
∫√|

sin2𝑢

𝑎2(cos2𝑢 + 1) + sin2𝑢
| 𝑑𝑢 + 𝑎𝑣

)

 
 

 

 



 

27 

olduğu görülür.  

 

Bu bölüm sonunda, elde edilen tüm sonuçlar ile birlikte aşağıdaki teorem ortaya çıkmaktadır: 

 

Teorem 4.1.  ∀𝑎, 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ\{0} için, Dini türündeki 

 

𝐷(𝑢, 𝑣  ) = (
sin 𝑢  cos 𝑣
sin 𝑢 sin 𝑣
𝜑(𝑢) + 𝑎𝑣

) 

 

helisoidal yüzeyinin minimal olması için gerek ve yeter koşul 

 

𝜑(𝑢) = ±
𝑎2 + 1

√2√𝑎2 − 1
 ln [4 (𝑎2 cos(𝑢) + √(𝑎2 − 1)2cos2(𝑢) + (𝑎4 − 1) − cos(𝑢))] 

 

olmasıdır.  
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BÖLÜM 5 

 

DÖRT BOYUTLU ÖKLİD UZAYINDA DINI TÜRÜNDEKİ 

HELİSOİDAL HİPERYÜZEY 

 

Bu bölümde, (4.1) ile verilmiş olan yüzey 4-boyutlu Öklid uzayına genişletilerek oluşan 

Dini türündeki helisoidal hiperyüzeyin diferensiyel geometrisi incelenecektir. Tüm sonuçlar 

için bakınız (Güler ve Gümüşok Karaalp, 2019). 

 

 Dini türündeki helisoidal hiperyüzey, ∀𝑢 ∈ ℝ\{0} ve 0 ≤ 𝑣, 𝑤 ≤ 2𝜋 için 

 

𝔇(𝑢, 𝑣, 𝑤) = (

sin 𝑢 cos 𝑣 cos𝑤
sin 𝑢 sin 𝑣 cos𝑤
sin 𝑢 sin 𝑤

𝜑(𝑢) + 𝑎𝑣 + 𝑏𝑤

)                                          (5.1) 

 

olarak alınmıştır. (5.1) hiperyüzeyinin 𝑢, 𝑣 ve 𝑤 ya göre birinci türevleri alındığında 𝐼. temel 

form matrisi 

 

𝐼 = (

𝜑′2 + cos2𝑢 𝑎𝜑′ 𝑏𝜑′

𝑎𝜑′ (𝑎2 − cos2𝑢)cos2𝑤 𝑎𝑏

𝑏𝜑′ 𝑎𝑏 𝑏2 + sin2𝑢

) 

 

olarak elde edilir. Burada, 𝜑 = 𝜑(𝑢), 𝜑′ =
𝑑𝜑

𝑑𝑢
  olmak üzere 

 

det 𝐼 = sin2𝑢[(cos2𝑢 sin2𝑤 + 𝑎2)cos2𝑢 − 𝜑′2cos2𝑤], 

 

ile belirlidir. (5.1) hiperyüzeyinin 𝑢, 𝑣 ve 𝑤 ya göre ikinci türevleri alınarak, ikinci temel 

form katsayıları 

 

𝐿 = −
sin2𝑢 cos𝑤 (𝜑′′ cos𝑢 + 𝜑′ sin 𝑢)

√det 𝐼
 , 
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𝑀 =
𝑎cos2𝑢 sin 𝑢 cos𝑤

√det 𝐼
 , 

 

𝑁 =
sin2𝑢cos2𝑤(𝑏 cos𝑢 sin𝑤 − 𝜑′ sin 𝑢 cos𝑤)

√det 𝐼
 , 

𝑃 =
𝑏sin 𝑢 cos2 𝑢 cos𝑤

√det 𝐼
 , 

 

𝑇 = −
𝑎sin2𝑢 cos 𝑢 sin 𝑤

√det 𝐼
 , 

 

𝑉 =
𝜑′sin3𝑢 cos𝑤

√det 𝐼
 , 

 

olarak bulunur. Böylece, (5.1) helisoidal hiperyüzeyinin ikinci temel form matrisi 

 

𝐼𝐼 =

(

 
 
−
sin2𝑢 cos𝑤 (𝜑′′ cos𝑢+𝜑′ sin 𝑢)

√det 𝐼

𝑎cos2𝑢 sin 𝑢 cos𝑤

√det 𝐼

𝑏sin 𝑢 cos2 𝑢 cos𝑤

√det 𝐼

𝑎cos2𝑢 sin𝑢 cos𝑤

√det 𝐼

sin2𝑢cos2𝑤(𝑏 cos 𝑢 sin𝑤−𝜑′ sin 𝑢 cos𝑤)

√det 𝐼
−
𝑎sin2𝑢 cos𝑢 sin𝑤

√det 𝐼

𝑏sin 𝑢 cos2 𝑢 cos𝑤

√det 𝐼
−
𝑎sin2𝑢 cos𝑢 sin𝑤

√det 𝐼

𝜑′sin3𝑢 cos𝑤

√det 𝐼 )

 
 

  

 

ile belirlidir. Ayrıca, 

 

det 𝐼𝐼 =
{
  
 

  
 
𝜑′2𝜑′′ sin8 𝑢 cos 𝑢 cos5𝑤 − 𝑏𝜑′𝜑′′ sin7 𝑢 cos2 𝑢 sin𝑤 cos4𝑤

+𝑎2𝜑′′ sin6 𝑢 cos3 𝑢 sin2𝑤 cos𝑤

+𝜑′3 sin9 𝑢 cos5𝑤 − 𝑏𝜑′2 sin8 𝑢 cos 𝑢 sin𝑤 cos4 𝑤

+{𝑎
2 sin7 𝑢 cos2 𝑢 sin2𝑤cos𝑤 − 𝑎2 sin5𝑢 cos4𝑢 cos3𝑤

+𝑏2 sin5 𝑢 cos4𝑢 cos5𝑤
}𝜑′

−2𝑎2𝑏sin4𝑢 cos5 𝑢 sin𝑤 cos2𝑤 − 𝑏3 sin4 𝑢 cos5 𝑢 sin𝑤 cos4 𝑤}
  
 

  
 

(det 𝐼)3 2⁄
  

 

olur. (5.1) helisoidal hiperyüzeyinin Gauss dönüşümü hesaplanırsa 

 

𝑒𝔇 =
1

√det 𝐼
(

(𝜑′ sin 𝑢 cos𝑣 − a cos𝑢 sin 𝑣 − 𝑏 cos 𝑢 cos 𝑣 sin𝑤 cos𝑤 ) sin 𝑢
(𝜑′ sin 𝑢 sin 𝑣 − a cos𝑢 cos𝑣 − 𝑏 cos𝑢 sin 𝑣 sin 𝑤 cos𝑤 ) sin 𝑢

(𝜑′ sin 𝑢 sin 𝑤 + 𝑏 cos 𝑢 cos𝑤 ) sin 𝑢 cos𝑤

−sin2𝑢 cos𝑢 cos𝑤

)  
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olarak elde edilir. Böylece, (5.1) helisoidal hiperyüzeyinin (2.2) formülü kullanılarak elde 

edilen Gauss eğriliği 

 

𝐾 =
⍺1𝜑

′2𝜑′′ + ⍺2𝜑
′𝜑′′ + ⍺3𝜑

′′ + ⍺4𝜑
′3 + ⍺5𝜑

′2 + ⍺6𝜑
′ + ⍺7

(det 𝐼)5 2⁄
             (5.2) 

 

olarak bulunur. Buradaki ⍺𝑖 katsayıları, 𝑖 = 1,2, … ,7 için 

 

⍺1 = sin
8𝑢 cos 𝑢 cos5𝑤, 

 

⍺2 = −𝑏 sin
7𝑢 cos2𝑢 sin 𝑤 cos4𝑤, 

 

⍺3 = 𝑎
2sin6𝑢 cos3𝑢 sin2𝑤 cos𝑤, 

 

⍺4 = sin
9𝑢 𝑐𝑜𝑠5𝑤, 

 

⍺5 = −𝑏 sin
8𝑢 cos𝑢 sin𝑤 cos4𝑤, 

 

⍺6 = 𝑎
2sin7𝑢 cos2𝑢 sin2𝑤 cos𝑤 − 𝑎2𝜑′sin5𝑢 cos4𝑢 cos3𝑤 + 𝑏2𝜑′sin5𝑢  cos4𝑢 cos5𝑤, 

 

⍺7 = −2𝑎
2𝑏sin4𝑢 cos5𝑢 sin 𝑤 cos2𝑤 − 𝑏3 sin4𝑢 cos5𝑢 sin 𝑤 cos4𝑤 

 

biçimindedir. (5.1) helisoidal hiperyüzeyinin (2.4) formülü ile belirli ortalama eğriliği 

hesaplandığında 

 

𝐻 =
𝛽1 𝜑

′′ + 𝛽2 𝜑
′3 + 𝛽3 𝜑

′2 + 𝛽4 𝜑
′ + 𝛽5 

3(det 𝐼)3 2⁄
                                (5.3) 

 

olarak elde edilir. Buradaki 𝛽𝑖  katsayıları, 𝑖 = 1,2, … ,5 için 

 

𝛽1 = [(𝑏
2 + sin2𝑢) cos2𝑤 + 𝑎2] sin4𝑢 cos𝑢 cos𝑤, 

 

𝛽2 = −2 sin
3𝑢 cos3𝑤, 
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𝛽3 = −𝑏 sin
4𝑢 cos 𝑢 sin𝑤 cos2𝑤, 

 

𝛽4 = 2 [(−
cos4𝑢

2
+
𝑏2

2
+ 𝑏2cos2𝑢 +

1

2
) cos2𝑤 + 𝑎2  (cos2𝑢 +

1

2
)] sin2𝑢 cos𝑤, 

 

𝛽5 = [(𝑏
2 + sin2𝑢) cos2𝑤 + 𝑎2] sin3𝑢 cos3𝑢  

 

biçimindedir. Böylece, aşağıdaki iki teoremi elde edilir. 

 

Teorem 6.1. (5.1) ile verilen Dini türündeki helisoidal hiperyüzey 𝔇 ∶ 𝑀3⟶ 𝔼4 bir 

izometrik immersiyon olmak üzere bu hiperyüzeyin (5.2) Gauss eğriliğinin sıfır olması için 

gerek ve yeter koşul 

 

⍺1𝜑
′2𝜑′′ + ⍺2𝜑

′𝜑′′ + ⍺3𝜑
′′ + ⍺4𝜑

′3 + ⍺5𝜑
′2 + ⍺6𝜑

′ + ⍺7 = 0 

 

olmasıdır. 

 

Teorem 6.2. (5.1) ile verilen Dini türündeki helisoidal hiperyüzey 𝔇 ∶ 𝑀3⟶ 𝔼4 bir 

izometrik immersiyon olmak üzere bu hiperyüzeyin (5.3) ortalama eğriliğinin sıfır olması 

için gerek ve yeter koşul 

 

𝛽1 𝜑
′′ + 𝛽2 𝜑

′3 + 𝛽3 𝜑
′2 + 𝛽4 𝜑

′ + 𝛽5 = 0 

 

olmasıdır. 

 

Teorem 6.1 ve Teorem 6.2 içindeki fonksiyon 𝜑(𝑢) = cos𝑢 + In (tan
𝑢

2
) olarak alınırsa 

aşağıdaki iki sonucu elde ederiz: 

 
Sonuç 6.1. Dört boyutlu Öklid uzayında Dini türündeki (5.1) helisoidal hiperyüzeyinin (5.2) 

Gauss eğriliği sıfır olduğunda 

 

∑𝛹𝑗

8

𝑗=0

tan𝑗 (
𝑢

2
) = 0 
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elde edilir. Burada,  

 

𝛹8 = ⍺1 , 

 

𝛹7 = −4⍺1 sin 𝑢 + 2⍺2 + 2⍺4 , 

 

𝛹6 = {
2⍺1 − 4⍺1 cos𝑢 + 4⍺1 sin

2 𝑢 − 4⍺2 sin 𝑢
+4⍺3 − 12⍺4 sin 𝑢 + 4⍺5

} , 

 

𝛹5 = {
−4⍺1 sin 𝑢 + 16⍺1 cos𝑢 sin 𝑢 +2⍺2 − 8⍺2 cos𝑢

+6⍺4 + 24⍺4 sin
2 𝑢 − 16⍺5 sin 𝑢 + 8⍺6

} , 

 

𝛹4 = {

−8⍺1 cos 𝑢 − 16⍺1 cos𝑢 sin
2 𝑢 + 16⍺2 cos 𝑢 sin 𝑢

−16⍺3 cos𝑢 − 24⍺4 sin 𝑢 − 16⍺4 sin
3 𝑢

+8⍺5 + 16⍺5 sin
2 𝑢 − 16⍺6 sin 𝑢 + 16⍺7

} , 

 

𝛹3 = {
−4⍺1 sin 𝑢 + 16⍺1 cos𝑢 sin 𝑢 +2⍺2 − 8⍺2 cos𝑢

+6⍺4 + 24⍺4 sin
2 𝑢 − 16⍺5 sin 𝑢 + 8⍺6

} , 

 

𝛹2 = {
2⍺1 − 4⍺1 cos𝑢 + 4⍺1 sin

2 𝑢 − 4⍺2 sin 𝑢
+4⍺3 − 12⍺4 sin 𝑢 + 4⍺5

} , 

 

𝛹1 = −4⍺1 sin 𝑢 + 2⍺2 + 2⍺4 , 

 

𝛹0 = ⍺1  

 

ile belirlidir. 

 

Sonuç 6.2. Dört boyutlu Öklid uzayında Dini türündeki (5.1) helisoidal hiperyüzeyinin (5.3) 

ortalama eğriliği sıfır olduğunda 

 

∑Ф𝑖

6

𝑖=0

tan𝑖 (
𝑢

2
) = 0 

 

elde edilir. Burada, 
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Ф6 = 𝛽2 , 

 

Ф5 = 2𝛽1 − 6𝛽2 sin 𝑢 + 2𝛽3 , 

 

Ф4 = 9𝛽2 − 6𝛽2 cos2𝑢 − 8𝛽3 sin 𝑢 + 4𝛽4 , 

 

Ф3 = −8𝛽1 cos 𝑢 − 18𝛽2 sin 𝑢 + 2𝛽2 sin 3𝑢 + 8𝛽3 − 4𝛽3 cos2𝑢 − 8𝛽4 sin 𝑢 + 8𝛽5 , 

 

Ф2 = 9𝛽2 − 6𝛽2 cos2𝑢 − 8𝛽3 sin 𝑢 + 4𝛽4 , 

 

Ф1 = 2𝛽1 − 6𝛽2 sin 𝑢 + 2𝛽3 , 

 

Ф0 = 𝛽2  

  

ile belirlidir. 

 

Uyarı 6.1. Dini türündeki (5.1) helisoidal hiperyüzeyinin özel simetrileri, Sonuç 6.1 ve 

Sonuç 6.2 kullanılarak 

 

Ф6 = Ф0,   Ф5 = Ф1,   Ф4 = Ф2 

 

ve 

 

𝛹8 = 𝛹0,   𝛹7 = 𝛹1,   𝛹6 = 𝛹2,   𝛹5 = 𝛹3   

 

elde edilir   
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BÖLÜM 5 

 

SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu tez içinde, 3-boyutlu Öklid uzayında minimal bir yüzey olmayan Dini helisoidal yüzeyine 

ait olan hesaplamalar ve bu yüzeyin minimal olmasını sağlayan koşullar; türev alma, 

diferensiyel denklem çözme gibi matematiksel hesaplamalar ile verilmiştir.  

 

3-boyutlu Öklid uzayında elde edilen sonuçlara bakıldığında, bu çalışmanın 4-boyutta da ele 

alınabileceği ortaya çıkmıştır. Bu sebeple, 4-boyutlu Öklid uzayında Dini türündeki 

helisoidal hiperyüzey tanımlanarak; hiperyüzeyin Gauss dönüşümü, ortalama eğriliği ve 

Gauss eğriliği hesaplanmıştır. Dini türündeki helisoidal hiperyüzeyin minimal olma 

koşulları ile birlikte eğriliklerine ait orijinal simetriler elde edilmiştir. 

 

Ayrıca, Dini helisoidal yüzeyi ve Dini türündeki helisoidal hiperyüzeyin, 3 ve 4-boyutlu 

Öklid uzaylar haricinde diğer uzay formlarında da çalışılabileceği aşikârdır. 

   

Böylece, tezde verilen hesaplamaların ve sonuçların, 150 yılı aşkın süre önce Ulisse Dini’nin 

yapmış olduğu çalışmaların ışığında Matematik ve diğer bilimlere önemli ölçüde katkı 

sağlamış olacağı düşünülmektedir. 
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