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ON SOz
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ve p.dereceden mutlak yakinsak seri olusturan dizi uzaylarinin, dizi uzaylar
teorisinde kullanilan gesitli 6zellikleri incelenmistir.
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OZET

DORTLU BAND MATRIiSi VASITASIYLA TURETILEN HEMEN HEMEN
YAKINSAK DiZi UZAYLARI VE GEOMETRIK OZELLIKLER

Bu ¢aligmada dortlii band matrisi vasitasiyla tiiretilen hemen hemen yakinsak
dizi uzaylari ve 1,,(Q) dizi uzaymin geometrik 6zellikleri ele alinmistir. Bu baglamda
oncelikle literatirde hemen hemen yakinsak dizi uzaylar1 konusunda yapilan
caligmalar incelenmistir. Calisma kapsaminda dortlii band matrisi ve hemen hemen
yakinsak dizi uzaylar1 kavramlari, dual uzaylari, matris dontisiimleri, matris siniflar
kavramlar1 ele alinarak daha Once yapilmis galismalara teorem ve lemmalara yer
verilerek konu kapsami genisletilmis ve zenginlestirilmistir. Daha sonrasinda
calismada, dizi uzaylar1 ve etki alan1 kavramlar1 ele alinarak hemen hemen yakinsak
dizi uzaylari, hemen hemen sifira yakinsak dizi uzaylar1 ve hemen hemen yakinsak
seri olusturan dizi uzaylarn insa edilmis ve bu uzaylarin BK — uzay1 olmalari, es
yapili oldugu uzaylar, dualleri, Schauder bazlar1 ve matris siniflart gibi 6zellikleri
incelenmistir. Son olarak caligmada dortlii band matrisinin etki alani vasitasiyla
turetilen 1,(Q)  dizi uzaymnmn bazi geometrik Ozelliklerine yonelik bilgiler
aktarilmistir.

Anahtar Kelimeler: Dizi Uzaylari, Etki Alani, Schauder Bazi, Hemen Hemen
Yakinsaklik, Matris Siniflar1, 8 — ve y — Dual
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ABSTRACT

ALMOST CONVERGENT SEQUENCE SPACES DERIVED BY
QUADRUPLE BAND MATRIX AND GEOMETRIC PROPERTIES

In this work, almost convergent sequence spaces derived by means of a
quadruple band matrix and geometric properties of the sequence space 1,(Q) are
discussed. In this context, first of all, the studies on almost convergent sequence
spaces in the literature were examined. Within the scope of the study, the concepts of
quadruple band matrix and almost convergent sequence spaces, dual spaces, matrix
transformations, matrix classes are discussed and the scope of the subject is
expanded and enriched by including theorems and lemmas in previous studies. Later,
in the study, the concepts of sequence spaces and matrix domain were discussed and
almost convergent sequence spaces, almost null convergent sequence spaces and
almost convergent series sequence spaces were constructed and their properties such
as BK — spaces, isomorphic spaces, duals, Schauder bases and matrix classes were
examined. Finally, in this study, information about some geometric properties of the
sequence space [, (Q) derived by the domain of quadruple band matrix is conveyed.
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GIRIS

Bilim diinyasinda meydana gelen bazi problemlerin degerlendirilmesi icin
oncelikle bagvurulacak olan disiplin matematiktir. Dolayisiyla bilime dayali birgok
problem matematiksel diisiinme yontemi kullanilarak aciklik kazanmaktadir. S6z
konusu problemler ilgili alanlarin yapilar1 ve ozellikleriyle dogrudan bir iliski
icerisindedir.

Bahsi gecen teorilerin saglanmasi igin gereken ¢Oziimlerden yararlanma
sonucunda ise mantiksal sonuglarin elde edilmesi saglanmaktadir. Bu durum ise
soyut yollarla gelistirilmis olan matematiksel sonuglarin ortaya c¢ikarilmasini
saglamaktadir. Fonksiyonel analiz kapsaminda soyut yapilar kavramimin ilk
kullanim1 M. Frechet tarafindan yapilmistir.

Ote yandan toplanabilme ise daha ¢ok analiz ve uygulamali matematik
alaninda kullanilan bir teoridir. Bu teori ve sonsuz seriler kavraminin ilk kullanimi
ise Newton ve Leibnitz tarafindan yapilmistir. Bu teori kapsaminda genellikle seriler,
iraksak ve yakinsak seriler olmak iizere iki ana grup kapsaminda incelenmektedir.
Bahsi gegen 1raksak seriler kendi icerisinde belirsiz 1raksak seriler ve belirli iraksak
seriler olmak iizere iki gruba ayrilmaktadirlar. Bu noktada belirsiz iraksak seriler,
kismi toplamlar dizisi en az iki adet limit noktas1 bulunan serilerdir. Bunun yan sira

belirli iraksak serilerse;

I5o)
k=0

ya da

seklindeki serileri ifade etmektedir. Toplanabilme teorisi, Cesaro, Riesz, Norlund,
Abel, Borel gibi isimler tarafindan kullanilan yontemlerle gelistirilmistir. Ardindan

bu klasik yontemlerin yerine daha genel matris metodu kullanilmis ve bununla



birlikte matris doniistimii teorisi ortaya ¢ikmistir. Iraksak bir seriyi ya da iraksak bir
diziyi toplamanin ya da yakinsatmanin en yaygin yontemi sonsuz matrislerin
kullanilmasidir.

Bu teori, toplanabilme teorisi icerisinde olduk¢a Onemlidir. Dolayisiyla
bir¢ok arastirmaci tarafindan sonsuz matrisler kullanilarak yeni dizi uzaylar1 elde
edilmistir.

Bu ¢alismalardan bazilar1 Malkowsky (1997), Wang (1978), Ng ve Lee
(1978), Malkowsky, Mursaleen ve Suantai (2007), Altay ve Basar (2005; 2006a;
2006b; 2007a; 2007b; 2007¢c), Basarir (1995), Malkowsky ve Savas (2004), Aydin
ve Basar (2004a; 2004b; 2004c; 2005; 2006), Basar, Altay ve Mursaleen (2008),
Sengoniil ve Basar (2005), Altay (2006), Polat ve Basar (2007), Kiris¢i ve Basar
(2010), Basar ve Kirisgi (2011) seklinde olup son donemlerde yapilan galismalara ise
Sengoniill ve Kayaduman (2012a; 2012b), Kiris¢i ve Basar (2010) da o6rnek
gosterilebilir.

Dizilerin bilinen yakinsaklig1 sonrasinda G. G. Lorentz tarafindan ele alinan
bir calismada daha sonrasinda genis bir bi¢imde kullanilacak olan hemen hemen
yakinsaklik tanimi1 Banach limitleri yardimu ile literatiire eklenmis ve hemen hemen
yakinsak dizi uzaymin herhangi bir matrisin etki alaninda verilemeyecegi bu sekilde
kanitlanmistir (Lorentz, 1948).

Bununla birlikte hemen hemen yakinsaklik goriisiiniin bir genellemesi olan
FB — yakinsaklik fikri Stieglitz tarafindan ileri siiriilen bir goriis olmustur (Stieglitz,
1973). ifade edilen bu tanimlar, kuvvetli yakimsaklik adinda Maddox (1978)
tarafindan gergeklestirilen arastirma dogrultusunda yeniden incelenerek bu
caligmalarin devaminda 1982 yilinda mutlak FB- yakinsaklik tanimi Mursaleen
(1983) tarafindan yapilmistir. 1985 yilina bakildiginda ise hemen hemen yakinsak
diziler uzayinin Cesaro matrisinin satirlarinin 6telenmesi ile elde edilen matrislerin
yakinsaklik alanlarinin kesisimi oldugu Butkovi¢, Kraljevi¢ ve Sarapa tarafindan
ifade edilmistir.

Yukarida bahsi gegen caligmalarin yan1 sira Basar ve Kirisci (2011)
tarafindan genellestirilmis fark matrisi kapsaminda hemen hemen yakinsak diziler
uzayindan yeni dizi uzaylar ortaya ¢ikarilmistir. Bunun yani sira Sénmez (2013) ise

ucli band matrisi ve hemen hemen yakinsak diziler uzayinin kullanimi ile yeni dizi



uzaylart olusturmustur. Olusturulan bu uzaylarmin 8 — ve y — dualleri belirlenerek

¢esitli matris siniflar1 da karakterize edilmistir.

Arastirmanin Konusu

Tiim bu tanimlar ve teoriler kapsaminda bu ¢alismada da dortlii band matrisi
kullanim1 gerceklestirilerek tiiretilen hemen hemen yakinsak dizi uzaylart ve

l,(Q)’nun geometrik 6zelliklerinin incelenmesi yapilmaktadir.

Arastirmanin Onemi

Literatire g6z atildiginda dortlii band matrisinin kullanilmasi ile tiiretilen
hemen hemen yakinsak dizi uzaylar ve [,,(Q) dizi uzayinin geometrik ézelliklerinin
incelendigi calismanin olmadigi goriilmiistiir. Ele alinan bu ¢alismanin da
literatlirdeki bu eksikligi kapatmas1 a¢isindan ve gelecekte yapilacak olan ¢alismalara
kaynak olmasi agisindan 6nemli oldugu diisliniilmektedir. Ayrica Q = Q(r, s, t,u)
dortli band matrisi A3, B(r,s,t), A%, B(r,s) ve A seklinde gosterilen ve sirasiyla
Uclinct mertebeden fark, G¢li band, ikinci mertebeden fark, ikili band ve fark matrisi
olarak adlandirilan matrisleri geneller. Bundan dolay1 Q = Q(r, s, t,u) dortli band
matrisi ile tliretilen dizi uzaylarmin 6zellikleri yukarida bahsedilen matrisler ile

tiiretilen dizi uzaylariin 6zelliklerinden daha genel ve kapsamlidir.

Arastirmanin Amaci

Bu tez calismasinda Q = Q(r,s,t,u) dortlii band matrisinin etki alani
kullanilarak f(Q(r,s,t,u)), fo(Q(r,s,t,u)), ve fs(Q(r,s,t,u)) dizi uzaylar insa
edilecektir. Daha sonra bu uzaylarin BK —uzayr olduklar1 ispatlanip, sirasiyla
f, fo ve fs uzaylarina lineer olarak izomorfik olduklar1 gdsterilecektir. Ilaveten bu
uzaylarin Schauder bazlar1 ile f — ve y — dualleri belirlenip, baz1 matris siniflar
karakterize edilecektir. Son olarak [,(Q(r,s,t,u)) dizi uzaymin bazi geometrik

ozelliklerinden bahsedilecektir.



1.

GENEL BIiLGILER

1.1. Temel Tanim ve Teoremler
Tanim 1.1.1. w kompleks (veya reel) terimli dizilerin kiimesi olmak Uzere; w skalerle
carpma ve koordinatsal toplama islemlerine gore bir vektor uzay1 temsil eder. Yani;

F,R ( veya C) cismi olmak Uzere;

w={x = (x;):x, € F,Vk € N}

seklinde ve noktasal toplama ile skaler carpim iglemleri Vx,y,z € wveVa, f €F
icin;
D:wxw-w

(,y) »x @y = (e +yi)

R:FXxw->w

(a,x) » a ® x = (ax;)

seklinde olup asagidaki sartlar saglaniyorsa (w, @, &) tclisu [F cismi Uzerinde

vektor(lineer) uzayidir denir .

(1) x @ y € w (kapalilik)

(i) xD Y D2)=(xDy) D z (birlesme)

(iii) x @ e =e @ x = x olacak sekilde bir tek e € X vardir.

(iv) x@®x"!=x"1@ x = e olacak sekilde bir tek x™! € X vardur.
(v) x @y =1y @D x (degisme)

Vi) a®xew

(Vi) a®@@x @y =(@®@x) B (a®y)

(vii) (@@ Qx=(a®x) DB Ox)

(ix) (@p)@x=a@BOx)

) 1Ip®x=x

Burada 1p ve e sirasiyla [F cisminin ikinci islemine gore etkisiz elemani ve



(0, 0, 0,...) seklinde sifir dizisidir.
w’ nun alt vektor uzaylarin her birine dizi uzay1 adi verilmektedir ve bu dizi

uzaylarindan sinirli seri olusturan diziler uzay1

bs = {x = (x,) € W: (2 xk) € zw}

k=1

yakinsak seri olusturan diziler uzay1

oefemoen(Sn)ed

k=1

siirl salinimli diziler uzay1

bv = {x = (x) € w:z:lxk — Xp—1| < 00},

k=1

sinirlt diziler uzayi
lo = {x = (x) € w:sup|xg| < 00}
keN
sifira yakinsak diziler uzay1
co={x=(xk)6w: Ilijrgoxk=0}
yakinsak diziler uzayi
c= {x = (x;) Ew: ’ll_rélo Xy mevcut}

p. mertebeden mutlak yakinsak seri olusturan diziler uzay1



lpz{xz(xk)Ew:Zka|p<00, 1<p<o
k=1
seklinde tanimlanip bu dizi uzaylari arasinda ki kapsama bagintilari;

I l,ccpcccl,

ii. lLcbvcc
seklindedir.
Tanim 1.1.2. X bostan farkli bir kiime olmak tizere

d:X x X > R* U {0}
(x,y) » d(x,y)

seklinde bir d donilisiimii tanimlansin. Eger V x,y, z € X i¢in asagidakiler saglanirsa

d ye X Uzerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine de metrik uzay denir.

i. dx,y) =0 x=y

ii. d(x,y) = d(y, x)
iii.  d(x,y) <d(x,z) +d(zy)

olup burada i, ii ve iii kosullarina metrik aksiyomlar1 denir.

Tanim 1.1.3. (X, d) metrik uzay icerisinde bir (x,), n = 1,2, ... dizisi ve x, € X

icin lim d(xg,x,) = 0 oluyorsa, (x,) n € N dizisi x,’a yakinsiyor denir ve bu
n—oo

deyim x,, = x,, n - o yada lim x,, = x, seklinde gosterilir(Mustafa, 2016).
n—-oo

Tanim 1.1.4. (X, d) metrik uzay1 ve (x,) € X, n = 1,2, ... dizisi verilsin. Eger,
Ve > 0 i¢in Vn,m = n, oldugunda d(x,,, x,) < € olacak sekilde £’a baglh bir n, €

N dogal sayis1 varsa (x,), n = 1,2, ... dizisi X de bir Cauchy dizisi denir(Mustafa,



2016).
Ornek 1.1.5.

d:Rx R - R* U {0}
(x,y) »d(x,y) = |x -yl

seklinde tanimlanan d dontsimi R (zerinde bir metrik ve (R, d) ikiliside metrik

uzaydir. Bu sekilde tanimlanan doniisiime R nin alisilmis metrigi denir.
Ornek 1.1.6. Vx = (x4, X3, ., X ),V = V1, V2, o, Y ) € R™igin,
d:R" x R" - R* U {0}

Zn:(xi —y)?

seklinde tanimlanan d dontsimii R™ Gzerinde bir metrik ve (R", d) ikiliside metrik

(x,y) » d(x,y) =

uzaydir. Bu sekilde tanimlanan doniisiime R™ nin alisilmis metrigi denir.
Onerme 1.1.7. Vx,y € R (veya C) igin;

|x + yl - | x| 54
1+ |x+y|l ™ 1+ x| 14|y

esitsizligi vardir(Musayev ve Alp, 2000).

Onerme 1.1.8. p > 1 olmak uzere q' yu %+ % = 1 olarak alalim. O halde Vx,y €
R (veya C) igin;

lxy| < —+—

|x|? |x|?
p q

esitsizligi vardir(Musayev ve Alp, 2000).



Onerme 1.1.9.
1. 1<p<o olmak Ulzere q da %+$=1 secilsin. O halde Va,b €

R"(yadaVa,b € C*) vektorleri igin

1
q

n n % n
D laghil < (kav’) (Zwm)
k=0 k=0 k=0

Holder Esitsizligi

2. 1<p < osayisiveVa,b € R*(yadaVa,b € C") vektorleri icin

n Yy n Y n Y
(ka + w) < (kav’) * (Zwup)
k=1 k=1 k=1

Minkowski Esitsizligi dogrudur(Mustafa, 2016).

Burada Holder, Minkowski ve Onerme 1.1.7. esitsizlikleri yardimiyla bir sonraki
Ornek 1.1.10. ve Ornek 1.1.11.  6rnekleri verilebilir.

Ornek 1.1.10. Vx = (x,),y = (y,) € w igin;

d:wxw - Rt U {0}

[0e]

() = d(xy) = )

k=0

1 |k — vl
281+ | — vkl

seklinde tanimlanan d dontisiimii w lzerinde bir metrik ve (w, d) ikilisi de metrik

uzaydir.

Omek 1.1.11.  Vx = (x,),y = (y,) €1, icin;



dy:l, x 1, > R* U {0}

1
ot p
(x,y) = dp(x»J’) = <2|xk _yk|p>

k=0
seklinde tanimlanan d,, doniisiimii [, tizerinde bir metrik ve (L, d,,) ikiliside metrik

uzaydir.
Ornek 1.1.12. Reel sayilar kiimesinde

d:RXxR->R

(x,y) » d(x,y) =+ |x—yl

seklinde tanimlanan d dontisimii R zerinde bir metrik ve (R, d) ikiliside metrik
uzaydir.

Bu Ornegin ¢oziimiinde metrigin birinci ve ikinci aksiyomlarmi sagladigi
aciktir. Metrigin ti¢lincli aksiyomunun da saglandigini gosterelim.

Negatif olmayan Va, b € R reel sayilari igin

a+b£(\/a+\/3)2

oldugundan , Vx,y,z € Rigin

2
=yl <lx—zl+1z -yl < (Vix =zl +/lz = ])

yazilabilir. Buradan,

Vix =yl <ylx—z| +/|z -yl
elde edilir. Dolayisiyla d(x,y) < d(x, z) + d(z, y)(Mustafa, 2016).

Tanim 1.1.13. X, R cismi iizerinde taniml bir vektor uzay1 olsun. ||. || doniistimii;



II.]: X » R* U {0}

x — ||x|]

seklinde tanimlansin. Va € Rve V x,y € X igin;
I. x| =0=x=26
il llax|l = lalllx]|
i e+ yll < lxll + [yl
aksiyomlari saglanirsa ||. || doniistimiine X (zerinde bir norm ve (X, ||. ||) ikilisine de
normlu uzay denir. Burada i, ii ve iii sartlart norm aksiyomlaridir ( Musayev ve Alp,
2000).
Onerme 1.1.14. (X, |. ) normlu bir uzay olsun. ¥ x,y € X icin ;

Hxll = Nyl < llx = yll < llx]l + Iyl

dir(Mucuk, 2010).

Ornek 1.1.15. 1 < p < o igin X3 |xx|P < oo olacak sekilde reel terimli ()

1
dizilerinin smnifi Vx = (xi) € I, icin ||x||, = (Xp=1lxx|P)P ile tammlanan ||. ||: [, -

R norm ile birlikte normlu uzaydir(Mucuk, 2010).
Ornek 1.1.16. x = (x;) € o, icin 1, Uzerinde

llxll = sup|x|
keN

ile tanimlanan ||. ||: [, = R bir normdur(Mucuk, 2010).

Onerme 1.1.17. (X, |l.]]) ikilisi bir normlu uzay olsun.
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d: X x X » Rt U {0}
(x,y) = dlxy) =llx—yll

olacak sekilde bir d doniistimii tanimlayalim. O halde (X, d) bir metrik uzay olup
elde edilen d metrigine ||.|| normunun indirgendigi metrik olarak isimlendirilir (

Musayev ve Alp, 2000).

Lemma 1.1.18. (X, |l.|]) ikilisi bir normlu uzay olsun. a € R ve Vx,y € X i¢in;

dCe,y) = llx—yll
seklinde ifade edilsin. O halde Vx,y € X icin;

i d(x + z,y + z) = d(x, y) (Oteleme Ozelligi)
ii. d(ax,ay) = |ald(x,y) (Mutlak Homojenlik Ozelligi)

ifadeleri saglanir( Musayev ve Alp, 2000).

Sonu¢ 1.1.19. Onerme 1.1.17. den normlu her uzay bir metrik uzay oldugu
c¢ikarilabilir.

Tersine olarak her metrik uzayin bir norm uzay: olmasi gerekmez. Yani
herhangi bir (X,d) metrik uzay:1 verildiginde norm metrigi d olacak sekilde X
tizerinde bir norm bulmak her zaman mimkiin degildir. Yalmz (X, d) metrik vektor
uzayr olmak (zere; d metrigi Lemma 1.1.18 in i. ve ii. sartlarin1 sagliyorsa
d(x,0) = ||x|| tammu ile (X, ||. |]) ikilisi bir normlu uzaydir(Mucuk, 2010).

Tanim 1.1.20. (X, [|.]]) normlu bir uzay, (x,), X de bir dizi ve x, € X olsun. Eger
Ve > 0 icin en az bir n((f) vardir dyle ki vn > n(()s) icin ||x,, — x,l| < & oluyorsa

(xy) dizisine X normlu uzayinda x, noktasina yakinsiyor denir(Maddox, 1988).

Tanim 1.1.21. (X, |.||) normlu bir uzay, (x,), X de bir dizi olsun. Eger Ve > 0 igin

vm,n > n((,g) oldugunda ||x,, — x,,|| < &€ olacak sekilde en az bir n((f) € N varsa

11



(xy,) dizisine X normlu uzayinda bir Cauchy dizisi denir(Maddox, 1988).

Tanim 1.1.22. (X, ||.]]) normlu uzay olsun. Eger bu uzayda alinan her Cauchy
dizisi yine bu uzayin bir elemanina yakmsiyor ise (X, ||.||) uzayna tam normlu

uzay veya Banach uzayi ad1 verilir(Maddox, 1988).

Lemma 1.1.23. (X, d) metrik vektor uzayindaki d metrigi Lemma 2.1.18. daki i.

ve ii. sartlarini saglasin. O halde x € X i¢in;

x|l = d(x, 6)

ise; (X,d) ve (X,||.|]) ikililerin topolojik yapilar1 estir. Oyleyse (X,d) metrik
uzayindaki her yakinsak, sinirli ve Cauchy dizisi (X, ||. ||) metrik vektor uzayinda da

sirastyla yakinsak, sinirli ve Cauchy dizisidir ve bunun terside dogrudur(Maddox,

1988).

Sonug 1.1.24. (X, d) metrik uzay1 tam ve d metrigi Lemma 1.1.18. daki i. ve ii.
sartlarini saglasin. O halde x € X i¢in;

x|l = d(x, 6)

olur. (X, |I. ||) metrik vektor uzay1 da Banach uzayidir(Choudhary ve Nanda, 1989).

Tanim 1.1.25. (X, |[|.|[;) ve (Y, |[.]l,) normlu iki uzay ve f:X — Y lineer bir

doniisiim olsun. Eger f doniisiimii normu koruyorsa , yani Vx € X igin;

llxlly = lf GOl

oluyorsa f doniisiimiine izometrik doniisiim ya da izometri denir. Eger f izometrisi
ayni zamanda Orten ise f doniisimiine izometrik izomorfi denir. (X, |.||;) ve
(Y, |I.ll;) uzaylarina da izometrik ya da es yapili uzaylar denir ve X =Y ile

gosterilir(Choudhary ve Nanda, 1989).

12



Tanim 1.1.26. X bir lineer topolojik dizi uzay1 olsun. Eger vn € N i¢in p,,(x) = x,
seklinde tanimlanan p,: X — R doniistimleri siirekli ise X dizi uzayma K — uzay1

(Koordinat Uzay1) denir (Choudhary ve Nanda, 1989).

Tanim 1.1.27. X tam bir lineer metrik uzay ve bir K — uzay1 ise X dizi uzayina
FK — uzay1 (Frechet Koordinat Uzay1) denir (Choudhary ve Nanda, 1989).

Tanim 1.1.28. X bir Banach dizi uzay1 olmak iizere Vn € N icin p,(x) = x,
seklinde tanimlanan p,: X = C doniistimleri siirekli ise X Banach dizi uzayr BK —

uzay1 (Banach Koordinat Uzay1) olarak adlandirilir (Choudhary ve Nanda, 1989).

l, co ve ¢ dizi uzaylar

%l = sup|oxy|
keN

normuna gore; [, dizi uzayi ise

1
> P
Ixll, = (lem)
k=0

normuna gore BK — uzayidirlar.

Tanim 1.1.29. X ve Y herhangi iki normlu uzay olsun. B(X,Y) kiimesi X den Y ye

sinirl lineer doniistimlerin kiimesi olmak tizere Y = C(veya R) alinirsa
B(X,C) = {f|f: X — C siirekli ve lineer }

seklinde tamimli kiimeye X in topolojik duali denir. X* veya X' seklinde gosterilir
(Maddox, 1988).

Tanim 1.1.30. X lineer bir uzay olmak tzere f: X — C donisiimiine bir fonksiyonel

13



denir.

Eger Va,b € X igin f(a+b) < f(a) + f(b) esitsizligi gercekleniyorsa f
fonksiyoneline alt toplamsal, f(a + b) = f(a) + f(b) esitsizligi gergekleniyorsa

toplamsaldir denir.

Eger Va € X ve her A skaleri icin f(Aa) =4 f(a) ise f fonksiyoneli
homojendir. Homojen ve alt toplamsal olan bir fonksiyonele alt lineer, toplamsal ve

homojen olan bir fonksiyonele ise lineer fonksiyonel denir.

Va € X icin |f(a)| < M||a||l olacak sekilde bir M > 0 reel sayisi varsa
: X - C doniistimiine siurli lineer fonksiyonel denir. Siurl1 bir lineer fonksiyonelin
X — C donlisimii 11 1i fonksiyonel denir. Sinirh bir li fonksiyoneli

normu;

_if@l
”f” - Sup ”a”

a+0

olarak verilir(Maddox, 1988).

1.2. Hemen Hemen Sifira Yakinsak Dizi Uzaylar:1 ve Dualleri

Tanim 1.2.1. [, uzay1 i¢in Hahn-Banach teoreminin bir uygulamasi olarak, Banach
limitlerinin temsili ilk olarak Stefan Banach tarafindan tanimlanmistir. Oteleme
operatorleri altinda degismeden kaldigi ve [ nin genisledigi l,, Uzerinde kesin negatif
olmayan lineer fonksiyonlari ilk olarak Banach tanimladi. Burada l:c - R, [(x) =

lim x,, olarak tamimlidir ve [, c¢ Uzerinde lineer fonksiyoneldir. Boyle fonksiyonlar

n—-oo
daha sonra ‘‘Banach Limitleri’’ olarak adlandirild.

Eger

i. L(ax, + by,) = aL(x,) + bL(y,); a,b € R

ii. Egern =0, 1,2, ... icinx, = 0ise L(x,) = 0dir
iii.  L(Pj(xn)) = L(xn), Pi(x) = xp4j,j = 1,2,3, ...
iv. L(e) =1,buradae =(1,1,1,...).
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ifadeleri saglanirsa strekli L:l,, = R fonksiyoneli bir Banach Limiti olur (Lorenz
(1948), Banach Limitleri ¢alismasina devam etti ve Hemen Hemen Yakinsaklik adli
yeni bir konsept ortaya koydu. x = (x,,) sinirli dizisi hemen hemen yakinsak olarak
adlandirilir ve eger her L limiti i¢in L(x,) = A oluyorsa Limx,, = A sayisina F —

limit denir.

Teorem 1.2.2. x = (x,,) dizisinin limx, = A olacak sekilde F- limitinin var olmasi

icin gerekli ve yeterli olan kosul:

Xn +Xpp1+... .+ X
]ll_)ngo z n;cl+ 1 ntk =2 (n’ ye gore diizgiin )

olmasidir(Lorentz, 1948).

Bu sonuca gore Teorem 2.2.2 ve hemen hemen yakinsaklik kavramini dikkate

alarak hemen hemen yakinsak dizi uzaylari;

X
f=<4x=(x) Ew:IL € C3 lim ,nH; = A, nye gore diizgiin ¢,
1—>00
k=0
hemen hemen sifir dizileri
i
. Xn+k . .
fo=14x=(x) € w: lll)rgz I 1o 0,n ye gore diizgiin ;,
k=0

ve hemen hemen yakinsak serileri

i

n+k
fs=<x=(x;) Ew:3IA€C3 lim z
Jj=0

x.
lim : -I—J 1= A, n ye gore diizglin

k=0 j

seklinde ifade edilir.



Teorem 1.23.c € f € I, ve F —lim|, = lim dir (Boos, 2000).

Ispat 1.2.3. x = (x;) € c ve a := limx olsun. Bir € > 0 verildiginde bir N € N igin
e —al <> (k=N) (1.1)

ve n, € Ny i¢in ny > N vardir dyle ki

2(N + D)Ixllo L (1.2)
ng+1 2 '

dir. O vakit p € Ny ve n > ny igin (2.1) ve (2.2) den

p+n

p+n
D mmal = [
1LY T |
k=p k=p

p+n

— x_
n+1 L
k=p

&

1) = >N
+1(n+ )2, p=
p+1’l
k=N+1

& >N
< 2 ' P=
- N —p+ D)2l + TP NE <N

n+1 p Mo T—77 20 P
< &

elde edilir. Boylece x € f ve F —limx = a olur ki bu ¢ c f ve F —lim|, = lim

oldugunu gosterir.
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Simdi x = (xx) =(1,0,1,...) € f ve F — limx =% oldugunu saglatalim. O

vakit ¢ c f kapsamasi kesin oldugu elde edilir. A¢gik olarak p,n € Ny icin

p+n
n+1
-1< Z Xp <——+1
k=p
yazilabilir. Bu nedenle p,n € Ny igin
1 1 1 (n +1 1)
2 n+l1 n+1\ 2

p+n
= X
n+1 k
k=p

elde edilir ki buradan

p+n

1 1
Z Xy = 5 (p € Ny icin diizgiin)
=p

im
n-ooon + 1

bulunur. Yani x € f olur.
Simdi f < [, oldugunu ispatlayalim. x = (x;) € f, a € R ve ny € N, olsun
ven =ngyvep € Ny icin

p+n

1
n+1 Z(xk—a) =1
k=p

17



verilsin. O vakit Vp € N icin

p+no+1 p+no+1
=] 3 nm Y
k=p k=p+1
p+ng+1 p+ng+1
=1 D @w-a- ) @w-a+a
k=p k=p+1

Sn0+2+n0+1+|a|

=2ny+ 3+ |a|

olup x € I, olur ki bu f c [, oldugunu gésterir.

Simdi f < [, kapsamasinin kesin oldugunu géstermemiz gerekir. Bunun igin

x = (%) =(1,0,1,1,0,0,..,1,1,..,1, 0,0,..,0, 1,...)

(n+1) tane (n+1) tane

alalim ve

n-1
Uo =0, Uy =2, Uy =6, ., Uy = 2 Z(v +1)=n(n+1),..
v=0

burada u, , (n + 1). birler blogunun basladigi dizindir. Bu yiizden Vn € Ny icin;

Untn Unt2n+1
IR L
X = 1ve X =
n+1 , n+1 &
k= un k= pup+n+1

olup x ¢ f dir. Ama kesinlikle x € I, dir. Yanic c f c l,, Buda ispati tamamlar.

Teorem 1.2.4. f ve f, dizi uzaylan
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i

Ixll; = sup > 2k
ineN [&= 1+ 1

k=0

normu ile fs dizi uzay1 da ||x|| rs=[|Sx|| r normu ile BK — uzayidirlar. (Boos, 2000).

Burada S = (sp,) matrisi Vn, k € N icin;

seklinde tanimlanir ve toplam matrisi olarak adlandirilir.

1.3.Matris Doniisiimleri ve Dual Uzaylar
Bu boliimde matris doniisiimleri ve dual uzaylar kavrami ele alinmis bu

baglamda ¢esitli teoremlere ve bu teoremlerin ispatlarina yer verilmistir.

1.3.1. Matris DOniisiimleri

Tanim 1.3.1.1. ;°_, a; serisi igin |x| < 1 olmak iizere asagidaki gibi tanim1 yapilan
f (x) fonksiyonu

oo

) =) ark

k=0

lim f(x) = lim z agx® =1L
x-1" x-1" P

olmast durumunda Y-, a, serisi L degerine Abel toplanabilirdir denir ve

oo

z a4, = L(A)

k=0
olarak ifade edilmektedir.

Ornek 1.3.1.2. Yakinsak her dizinin aritmetik ortalamasi da ayn1 degere yakinsar. Bu

sekilde yakinsama Cesaro yakinsakligi olarak bilinir.
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Tanim 1.3.1.3. A = (a,;) matrisinin her bir satir1 sonlu diziler sinifi ¢’ ye ait ise
yani belli bir yerden sonra sifir oluyor ise A = (a,;) matrisine satir sonlu matris ad1

verilmektedir (Maddox, 1988).

Omek 1.3.1.4. Y% (1% serisi %degerine 1. mertebeden Cesaro ve Abel

toplanabilmektedir.
Esasinda Yo o(—1)% serisi ele alindiginda Vn € Nigin bu serinin kismi

toplamlar dizisi;

_Y a2 D

2
k=0

seklinde tanimli olup burada (s,,) dizisi bilinen tanimu ile yakinsak degildir.

Buna gobre (s,) dizisine 1. Mertebeden Cesaro ve Abel toplanabilirlik
kavramlarini uygulayalim.

i. vn € N igin;

_ So+ S+ 45,
no n+1

11+ (1"
4 n+1

. +
)
olmak Uzere;

11+ (- 1)n] 1

lim¢, = lim [2 m——

n—oo n—-oo

elde edilmektedir. Dolayisiyla da
C 1
D k=5 @
k=0

seklinde yazilabilmektedir.

i. |x|] <1 iginise

fG) = ) (~Dkak = ——
k=0

20



oldugunda
i — 1 1
LORS. S

1+ x

elde edilir. Bu baglamda
D DF =35 @
k=0

olarak yazilabilmektedir.

Tanim 1.3.1.5. A = (a,,) Reel veya kompleks terimli sonsuz bir matris ve x =

(x,,) € w diziside herhangi bir dizi olsun. Buna gére A matrisi ve x dizisinin ¢arpimi1

su sekildedir;
~ 0O
Z%kxk
k=0
[ %0 Qo1 Aok - 7 %o =
aip Gy - %k v X1 Zalkxk
Ax = : : Lo : B I e
Ano Ani Ank Xk :
(%)
Zankxk
k=0

bunun ise anlamli bir halde olmas1 Vn € N igin

[0e]

(Ax)y = Z AnkXk

k=0

serilerinin yakinsak olmasi durumunda mumkindir. Bu noktada ise y = (y,) =
((Ax);) seklinde tammh diziye x = (x,) dizisinin A matrisi altindaki doéntisiim
dizisi ya da A — doniisiimii ad1 verilmektedir. Bu tez boyunca negatif indisli herhangi

bir terimin sifira esit oldugunu varsayacagiz.
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Yukarida aritmetik ortalama olarak verilen dizi gdz Oniine alinirsa matris

dontisiimii ile birlikte aritmetik ortalamaya karsilik gelen C = (¢, ) Cesaro matrisi

1
), 0<k<n
Chk = \n+1 k>n
0o ,

seklindedir.

Tanim 1.3.1.6. Eger Vx € X icin Ax € Y oluyorsa A, X den Y ye bir matris

dontisiimii tanimlantyor denir ve A: X — Y seklinde gosterilir.

Tanim 1.3.1.7. Vn,k € N ve a,; € R (veya C) olmak lzere A = (a,) sonsuz bir
matris ve X de keyfi bir dizi uzay1 olmasi durumunda A = (a,;) matrisinin X dizi

uzay1 lizerindeki etki alan1 X, seklinde bir gosterime sahiptir. Bununla birlikte
X,= {x= (x) Ew: Ax € X}
seklinde tanimlanmaktadir (Maddox, 1988).

Tanim  1.3.1.8. BirA = (a,;)sonsuz  matrisi  verilsin. Vn, k € N icin k >
n oldugunda a,; = 0 ve a,, # 0 sartlarin1 saglayan matrise liggen matris denir. Bir

Ucgen matrisin tersi mevcut olup bu ters matriste tcgendir.( Wilansky, 1984).

Tanim 1.3.1.9. S = (s,;) toplam matrisi olmak Uzere bu matrisin etki alani
yardimiyla tanimlanmis olan tiim sinirli ve yakinsak seri olusturan dizi uzaylar
sirastyla bs = (£4,)s Ve cs = cgolarak yazilabilir ve Vn, k € N igin

n
k=0

bs = {x = (x) € w: sup

< oo} = (loo)s

cs={x=(xk)€W: (Zxk>e c}= Cs

k=0
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seklindedir.

1.3.2. Matris Siniflar1

Tanim 1.3.2.1. X veY herhangi iki dizi uzay1 olmasi durumunda X ile Y arasindaki
matrislerin sinifi yani X den Y ye matris dontisiimlerinin sinifi (X:Y) ile gosterilip bu

sinif;
X:Y) ={A = (an)|A: X — Y}
veya
(X:Y) ={A = (ap):Vx € X icin Ax € Y}
seklinde gosterilmektedir (Maddox, 1988).

Tanim 1.3.2.2. A = (ay;) sonsuz bir matris oldugunda ¢, = {x = (x;) € w: Ax € ¢}
olarak belirtilen kiime A = (a,;) sonsuz matrisinin toplanabilirlik alan1 adin alir.
(Wilansky, 1984).

Bununla birlikte ¢ € ¢4 olmasi durumunda A = (a,;) sonsuz matrisine
konservatif matris ad1 verilmektedir. Buna gore bahsi gegcen konservatif matrislerinin

smifi (c: ¢) olarak ifade edilmektedir.

Bu noktada konservatif matrislerin smiflart ayirt edilebilir. Bunlarin ayirt

edilmesi agisindan Kojima-Schur teoreminden yararlanilmaktadir. Bu ise;

Teorem 1.3.2.3. (Kojima-Schur Teoremi) A = (a,,;) sonsuz matrisinin (c: ¢) smifina

ait olmasi i¢in gerek ve yeter olan sart;
. IAll = sup Xylan| < o
neN
ii. Vk € Nigin lim a,;, = a
n—->oo

iii. lim Y, a,, =a
n—>oo
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saglanmasidir(Boos, 2001).

Teorem 1.3.24. n=1,2,3,.. i¢in po = ||./l4 ve p, = |x,| olmak Ulzere A satir
sonlu matris ise (¢4, p) bir FK — uzayidir. Eger A Ucgen bir matris ise (¢4, pg) bir
BK — uzayidir ( Wilansky, 1984).

Tanim 1.3.2.5. X bir normlu dizi uzay1 ve (yy) bu uzayda bir dizi olsun. Eger Vx €

X icin

k=0

olacak sekilde bir (&) skaler say1 dizisi bulunabiliyorsa (y,) dizisine X uzaymin

X = z Sk Yk
k=0

Schauder bazi denir ve burada

gosterimine  x = (x;) dizisinin y = (y) Schauder bazina gore acilimi
denir(Choudhary ve Nanda, 1989).

Ornek 1.3.2.6. {e(k)}keN dizisi k. terimi 1 ve diger terimleri 0 olan bir dizi ve e =

(1,1,1,...) olmak tzere ;

i. ¢ dizi uzaymin Schauder bazi {e,e®,e™,e®@, ... } dizisidir.

ii. Co Ve l,, dizi uzaylarinm Schauder bazi {e(k)} eN dizisidir.
Tanim 1.3.2.7. X bir FK — uzay1 ve ¢ € X olsun. Eger {e(k)}keN smifi e®) =

(0,0,...,1,0,0) olacak sekilde X dizi uzay1 igin bir Schauder bazi ise X uzayina

AK — ozelligine sahiptir denir.
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Tanim 1.3.2.8. A = (a,;) sonsuz bir matris ve x = (x;), w’da bir dizi olmak iizere
Jim 7 = Jiy (420,
olmasi durumunda A = (a,,;) matrisi “regiiler matris” seklinde ifade edilmektedir.

Buna gore s6z konusu yakinsak her dizinin aritmetik ortalamasi da benzer
degere yakinsak olmasindan dolayr C = (c,;) Cesaro matrisinin regiiler oldugu

sonucu elde edilebilir.

Regiiler matris simiflar1 (c: ¢; p) olarak temsil edilmektedir. Bu noktada
regiiler matrisler smifinin ayirt edilebilmesi i¢in Silverman-Teoplitz teoreminden

faydanilmaktadir.

Teorem 1.3.2.9. (Silverman-Teoplitz Teoremi) A = (a,;)sonsuz matrisinin

(c: c; p) smifiigerisinde yer almasi i¢in gereken ve yeterli olan kosul;

I, Al = sup Xlan| < oo
neN

ii. Vk € N sabitiicin lima,, =0
n—-oo

||| lim Zk Apk = 1
n—-oo
saglanmasidir (Boos, 2001).

Ornek 1.3.2.10. Bu baglamda C = (c,;,) Cesaro matrisinin regiiler oldugu su sekilde

gosterilebilir.vn, k € N icin

1
_ , 0<k<n
ik =)y n+1
0 , k>n

olarak tanimlandiginda;
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: 1
l. rSllelNI?Zk|m =1 <o
ii. Vk € N icin lim = =0
n-ooo n+1
i, lim ¥ — =
' nl—l;rolo kn+1_

kosullarinin saglanmasi durumunda C = (c,;) € (c:c;p) olmaktadir. Yani Cesaro
matrisi regulerdir.

Konservatif ve regiiler matris tanimlari birlikte diisiiniildiigiinde;
. Konservatif her matrisin regiiler olmadigi,
ii. Konservatif olmayan bir matrisin regiiler olamayacagi,
iii. Regiiler her matrisin konservatif oldugu

barizdir.

Bir sonraki Lemma igin asagidaki asagidaki ifadeleri verelim . Burada F, N

. . .. . 11 .
nin sonlu alt kiimelerinin sinifin1 gosterir ve p € [1, o) ve - + ph 1 dir.

sup ) |anel? < oo (1.3)
neN

k
sup |ayy| < oo (1.4)
k,neN
sup ) [anpg|P < oo (1.5)
keN

q

sup Z Ank| < (1.6)
KeN

k InekK
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p

sup Z Ang| < 0 (1.7)

KeF n lkeK

Vk € N icin lima,, = ¢ (1.8)
n—-oo

lim Ang =€ (1.9

" k

lim Zlankl = Z|lim Ank | (1.10)

Lemma 1.3.2.11. A = (a,) sonsuz matris olmak {izere asagidakiler saglanir
(Stieglitz ve Tietz, 1977).

A = (an) €(co: le) = (€: lw) = (leo: o) Olmasi igin gerek ve yeter sart g = 1 igin

(1.3) saglanmasidir.

I. A= (an) € (Ip:lo) olmasi igin gerekli ve yeterli olan kosul %+%=

lve 1 < p < o igin (1.3) sartinin saglanmasidir.

ii. A= (ank) € (1: 1) olmast icin gerekli ve yeterli olan kosul (1.4) sartinin

saglamasidir.

lii. A = (apk) € (le: ) olmast igin gerekli ve yeterli olan kosul (1.8) ve (1.10)

sartlarinin saglamasidir.

Iv. A = (anx) € (co: ¢) olmasi igin gerekli ve yeterli olan kosul, ¢ = 1 igin (1.3)

ve (1.8) saglanmasidir.

V. A = (ap) € (lp:c) olmasi igin gerekli ve yeterli olan kosul (1.3) ve (1.8)

sartlarinin , % + % = lvel < p < o i¢in saglanmasidir.
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Vi. A= (au) € (l;:c) olmasi igin gerekli ve yeterli olan kosul (1.4) ve (1.8)

sartlarinin saglanmasidir.

vii. A= (a,) € (cy: ¢p) olmast igin gerekli ve yeterli olan kosul (1.3), g = 1 ve

vk € N icin &, = 0 iken (1.8) sartlarinin saglanmasidir.

viii. A= (ay) € (l;:1;) olmas: i¢in gerekli ve yeterli olan kosul p = 1 igin

(1.5) sartinin saglanmasidir.

iX. A= (anx) € (l,:1;) olmasi igin gerekli ve yeterli olan kosul 1< p < oo ve

+ é = 1ig¢in (1.6) sartinin saglamasidir.

SR

X. A= (ap) € (co: 1) = (c: 1;) olmast igin gerekli ve yeterli olan kosul p =1

icin (1.7) sartinin saglamasidir.

Xi. A= (apk) € (lp:1l,) olmasi igin gerekli ve yeterli olan kosul 1 < p < oo igin
A= (ap) € (lo:le) N (l4: 1) olmasidir.

Xii. A= (any) € (c lp) olmast igin gerekli ve yeterli olan kosul p € [1,0) igin

(1.7) sartinin saglamasidir.

xiii. A= (an) € (l4:1,) olmasi i¢in gerekli ve yeterli olan kosul 1 < p < o

icin (1.5) sartinin saglamasidir.

Lemma 1.3.2.12. A= (anx) € (lo:cy) & lim|a,,| =0 sartim saglamasidir
n—-oo

(Stieglitz and Tietz, 1977).

Lemma 1.3.2.13. A = (ayy) sonsuz bir matris oldugunda su ifadeler saglanmaktadir.

I. (Siddiqi, 1971) A € (f: L, ) olmasi igin gerek ve yeter sart
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iv.

sup ) |ape| < o (1.11)
neN "

ii.  (Siddiqgi, 1971) A € (f: c¢) olmasi igin gereken ve yeterli olan kosul (1.11)

saglanir ve

lim a,, = a; hersabitk € N icin (1.12)
n—oo
lim Anr = a (1.13)
n—->oo

n
lim ) [A(au —ar)l =0 (1.14)
n—->oo

K

iii. (Duran, 1972).A € (f: f) olmasi i¢in gereken ve yeterli olan kosul (1.11)

saglanir ve

F — lim a,, = a; hersabitk € N icin (1.15)
n—->oo
F — lim Ank = a (1.16)
n—-o0o k
1 v
Li_r)rgo . A [v 1 Z) an+jx — k]| = 0 (n'yegore diizgiin) (1.17)
]:

(Basar ve Kirisci ,2011) A€ (I : f) olmast igin gereken ve yeterli olan kosul
(1.11) ve (1.15) ve

) 1
lim

v
vooo L lv+ 1 Z) An+jx — k]| = 0 (n'yegore diizgiin)
]:
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saglanmasidir.

Teorem 1.3.2.14. Banach koordinat uzaylar1 (BK —uzay1) arasindaki matris
dontistimleri siireklidir (Wilansky, 1984).

Tanim 1.3.2.15. (X: ||.||x ) bir Banach uzay1 ve X in zayif kompakt konveks bir alt
kiimesi E c X olsun. Eger Vx,y € E icin

ITx =Tyl < llx =yl

sartin1 saglayan her T: E — E lizerine doniisiimii sabit noktaya sahip ise o zaman X

Banach uzay1 zayif sabit nokta 6zelligine sahiptir denir (Garcia-Falcet, 1994).

1.3.3. Dual Uzaylar

Bu baslikta dizi uzaylari i¢in tanimlanan ¢ —, f — ve y - dualleri ele alinmustir.

Tanim 1.3.3.1. X veY herhangi iki dizi uzay1 olmak tlizere ; X ve Y nin carpim

kiimesi
MX,Y) ={y = (yx) Ew:Vx € X,xy = (xyx) E Y}

olarak ifade edilmektedir. Bu tanima gore keyfi bir X dizi uzaymm a—, f —

ve y — dualleri su sekilde tanimlanmaktadir (Garling, 1967).

X*=M(X,1) ={a = (ak):ZIakxkl <00,Vx€X}
k=1

XB =M(X,cs) = {a = (ay): Zakxk yakinsak , Vx EX}
k=1

XY =M(X,bs) = {a = (ai): sup

n
k=1

<00,VxeX}

30



yakinsak her dizinin smirli olmasi dolayisiyla ve [; € cs oldugundan X% c Xf c XV
oldugu aciktir. Bununla birlikte X < Y ise £€{a, B, ¥} olmak Uzere Y c

X% kapsama bagintist bulunmaktadur.

Teorem 1.3.3.2. ¢ € {a, S, y} olmak Uzere;

L cd=ct=15=1

2. =+-=1vel<p, q<00i(;inl;j=lq

A
Q|-

esitlikleri saglanmaktadir (Boss, 2001).

Teorem 1.3.3.3. A ve u herhangi iki dizi uzayi, B ¢gen matris ve A sonsuz bir
matris olmak Uizere A € (A: ug) olmasi i¢in BA € (A: u) olmasi gerekir (Wilansky,
1984).

1.4. Bazi1 Geometrik Ozellikler
Tanim 1.4.1. (Banach-Saks Ozelligi) (X:||.|lx ) bir Banach uzay1 olarak verilsin. O
zaman her smirh x = (x,) dizisi bir y = (y,) alt dizisi icerir dyle ki Cesaro

ortalamasi

1 n
n+1 k=0

Yk

norm yakinsak ise X in Banach-Saks 6zelligine sahip oldugu sdylenir(Beauzamy,
1997).

Tamim 1.4.2. (Zayif Banach-Saks Ozeligi) (X:|.|lx) bir Banach uzay1 olarak

verilsin. O zaman eger X deki her x = (x,,) zayif sifir dizisi bir y = (y,,) alt dizisi

igerir dyle ki Cesaro ortalamasi
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1 n
n+1 Zk=0yk

norm yakinsak ise X Banach uzayir zayif Banach-Saks o6zelligine sahiptir denir
(Beauzamy, 1997).

Tamim 1.4.3. (p Tipi Banach-Saks Ozelligi) (X: ||.||x ) bir Banach uzay1 olarak
verilsin. O zaman, eger her x = (x,) zayif sifir dizisi y = (y,,) alt dizisine sahiptir

Oyle ki baz1 M > 0 ve Vn € N igin

n

Y,

k=0

1
<M(n+1)p

X

ise p tipi X Banach-Saks 6zelligine sahiptir. Burada 1 < p < oo dir (Knaust, 1992).

Tanim 1.4.4. X ve Y normlu iki uzay olsun. X den Y ye tanimlh tiim sinirlt lineer
doniistimlerin kiimesi B(X:Y) , X flzerindeki tiim sinirl lineer fonksiyonellerin
kiimesi B(X: F) ile gosterilir. X* = B(X:F) uzay1 X uzayinin topolojik duali ya da
stirekli duali olarak isimlendirilir.

Sx ={x e X:|lx|| = 1}
ve

By = {x € X:||x|| < 1}

kiimeleri sirastyla birim yuvar yuzeyi ve kapali birim yuvar diye isimlendirilir.

X uzayindan X uzayina tanimli lineer doniistimlerin kiimesi L(X) ve sinirlt

lineer dontisiimlerin kiimesi B (X) ile gosterilecektir.

Tanim 1.4.5. Garcia-Falset tarafindan R (X) katsayisi su sekildedir.

R(X) = sup {J‘EEO infllx, — x|I: (x,) € B(X), %, >0, x,€ By}
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Orek 1.4.6. R(co) = R(I}) =1, 1 < p < w icin R(L,) = 27, R(c) = 2 dir.

Teorem 1.4.7. (X:||.]lx) bir Banach uzay1 olsun. Eger X
R(X) = sup{lim infl|x,, + xII} <2
n—oo

sartin1 saglarsa bir X  Banach uzay1 zayif sabit nokta Ozelligine sahiptir

denir(Garcia-Falset, 1997).

Tanim 1.4.8. A kimesi, X Banach uzaymin alt kiimesi oldugunda. Vx,y € A icin
|UX - Uyl < |x—yl
esitsizligi saglaniyorsa,
U:A - X

doniisiimiine  genislemeyen(non-expansive)  bir  doniisiim  olarak  ifade

edilmektedir(Mursallen, 2006).

Tanim 1.4.9. (Zayif Sabit Nokta Ozelligi) X bir Banach uzay1 olsun. X’ in zayif
kompakt konveks bir alt kiimesi lizerinde tamimli her genislemeyen kendine
doniistimiin (non-expansive self-mapping) bir sabit noktasi varsa X’ e zayif sabit

nokta 6zelligine sahiptir denir (Mursallen, 2006).
Tanim 1.4.10. (Kesin Konveks Uzay) Vx € S(X) noktasit B(X)’ in bir ekstremum
noktasi olan X Banach uzayina kesin konveks uzay adi verilmektedir (Sanhan ve

Suantal, 2003).

Tanim 1.4.11. (Dlzgiun Konveks Uzay) Herhangi € € (0,1) ve ||[x — y|| = € olan
herhangi x,y € S(X) igin

x +
=< 1-00
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olacak sekilde 6(¢) € (0,1) varsa X Banach uzaymna diizgiin konveks uzay
denir(Sanhan ve Suantal, 2003).
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2. YAPILAN CALISMALAR

Bu baslik altinda fark matrisleri ile ilgili daha 6nce ele alinan ¢alismalara yer
verilmigtir.

Ayrica Q = Q(r,s,t,u) dortlii band matrisinin etki alan1 kullanilarak
£Q(r, s, t,u), fo(Q(r,s,t,u)), ve fs(Q(r, s, t,u)) dizi uzaylar ingasi ile alakali eski
calismalara yer verilecek olup bu uzaylarin BK — uzay1 olduklar ve sirasiyla f, f,
ve f's dizi uzaylarina lineer izomorfik oldugunu da ispatlayacagiz.

Dizi uzaylarmi tanimlamak i¢in fark matrisleri ilk kez Kizmaz tarafindan
kullanildi. (Kizmaz, 1981). c¢(4), c(A) ve l(A) fark dizi uzaylarini ileri fark

matrisini Vn, k € N icin A = (e,,;) olarak gosterip

1, k=n
enk = -1 b k=n+1
0 , diger durumlarda
seklinde tanimlayip

co@) = {x = (a) €w: Jim (i~ xis1) = 0

c(h) = {x = (xy) Ew: Ilim (X — Xpe41) mevcut}
ve

Ly (8) = {x = (%) € wisupla — x| < oo}
keN

seklinde tanimladi.

Sonrasinda Basar ve Kirig¢i fark matrislerinin genellestirerek fark dizi

uzaylarini tanimlamada kullandi ve f ve f, dizi uzaylarimda
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Xn+j + SXn+j-1
m+1

= 0, n'yegore diizglin

m

fo={x= (xx) eEw: limz
m-—0o

j=o

ve

m
7 . Xn+j +an+j—1
=<x= (x,) Ew:31 € C lim
f (xi) L Y
]=

= 1, n'yegore diizglin

seklinde tanimladi. Ayrica Sonmez (2013) tiglii band matrisinin etki alani tarafindan
tiiretilen hemen hemen yakinsak ve hemen hemen sifira yakinsak f(B(r,s,t)) ile

fo(B(r,s,t)) dizi uzaylarin;

TXn+j i SXn+j-1 + txn+j—2
m+1

m-—-0o

f(B(r,s, t)) =<x= (x;) Ew:31€C lim z
=0

= A, n'yegore diizgiin

ve

m
TXn+j + SXn+j-1 + txn+j—2
m+1

fo(B(T',S, t)) =3X= (xk) € erllll’cl)o
j=0

= 0, n'yegore diizgiin

seklinde tanimlamistir.

Son olarak ise Bisgin 1 < p < oo i¢in dortlii band matrisinin etki alani tarafindan
taretilen ¢, (Q), c(Q), £ (Q) Ve £,(Q) dizi uzaylarini insa etti. Ayrica dortlii band
matrisi, 43, B(r,s,t), 42, B(r,s) ve Aseklinde tanimli ve sirasiyla {iciincii
mertebeden fark, ii¢lii band, ikinci mertebeden fark, ikili band ve fark ile adlandirilan
matrisleri  genellestirmis oldu. Dahas1 ¢y(Q), c(Q), lo(Q) ve 1,,(Q) uzaylarinin
sirastyla ¢y, ¢, ly, Ve I, uzaylarina izomorfik oldugunu gosterdi. Ustelik baz1

kapsama bagintilarindan da bahsetti.
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Keyfi bir x = (x;) € w olsun. O zaman Vk € N i¢in x’in Q(r, s, t, u) donlisimii
r,s,t,u € R\{0} icin;

QX)) = Y = TXp + SXp_q + txp_y + UXy_3

seklinde olsun. O zaman dortli band matris Q=Q(r,s,t,u)=(an(r, s,

t, u)) vn, k € Nigin;

(r © k=n

s » k=n-1
an(r,s,t,u)=4t v k=n-2

Lu vk =n-3

0 , diger durumlarda

seklinde tanimlanir. Burada dikkat etmemiz gerekir ki Q(1,-3,3,—1) = A3,
Q(r,s,t,0) = B(r,s,t), Q(1,-2,1,0) = A%, Q(r,5,0,0) = B(r,s) ve Q(1,-1) =
A olur. Bu yiizden, dortlii band matrisi kullanarak tiirettigimiz sonuglar yukarda
bahsedilen diger matris kullanarak elde edilen sonuclardan daha genel ve

kapsamlidir.

Simdi biz dortlii band matrisleri vasitasiyla tiiretilen hemen hemen yakinsak

dizi uzaylarin1 f, (Q (r,s,t, u)), f (Q (r,s,t, u)) ve f S(Q (r,s,t, u)) seklinde

gosterip sirastyla asagidaki gibi insa edecegiz.

TXn+j + SXn+j-1 + txn+j—2 + UXp+j-3

fo(Q(r,s,t,w) = {x = (u) Ew: }HE?OZ) it 1
=

=0, n'yegore dﬁzgﬁn}

i
TXn+j + SXn+j-1 + txn+j—2 + UXn+j-3

o L i+1
]=

fQ(r,s,tw) = {x = (xx) Ew:31€C lim

=1, n'yegore dﬁzgﬁn}

37



ve

fs(Q(r,s,t,u))

i n+j
X, +SXy_1 +tXy_o +UX,_
:{x:(xk)ew:mmimzzv SLESLITS

i—»0 i+1
j=0v=0

= 1, n'yegore dﬁzgﬁn}

olur. X, = {x = (x}) € w: Ax € X} notasyonunu dikkate alirsak fO(Q (r,s,t, u)),
f(Q(r,s,t,w) ve fs(Q(r,s, t,w)) dizi uzaylan Q(r, s, t,u) dortlii band matrisinin

etki alan1 vasitasiyla asagidaki gibi tanimlanabilir.
fo(Q) = (fodo, f(Q) = fo vefs(Q) = fsq (2.1)

Teorem 2.1. fO(Q(r, s, t, u)),f(Q(r, s, t, u)) ve fs(Q (r,s,t, u)) dizi uzaylar
Xl f(ors,e) = XN fy(00rse20) = 1Q s, t,w)xll ¢
ve
1l (o can) = 110G, Wl s

seklinde tanimlanan norm ile birlikte sirasiyla BK- uzayidirlar.

Ispat 2.1. f,, f ve fs nin BK —uzaylan oldugu asikardir ve Q = Q(r, s, t,u) bir
Ucgen matristir. Dahasi, (2.1) saglanir. Wilansky(1984)’in Teorem 1.3.2.4 ve bu (¢
kosulu birlestirerek biz fO(Q(r, s, t, u)), f(Q(r, s, t, u)) ve fs(Q(r, s, t, u)) dizi
uzaylarinin her birinin birer BK —uzayr oldugu c¢ikariminda bulunuruz. Bu ise
ispatimizi tamamlar.

Simdi r,s,t,u € R\{0} olmak lzere;

rz3 +sz2+tz+u=0
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denklemini ele alalim, bu denklemin kokleri

zy = %[ —b—s],

Z, = —6—1r [(1-ivV3)a— (1 +iV3)b + 2s]
ve

2=~ [(1+V3)a~ (1~ V)b + 2]

seklinde olup; burada

i/\/(—27r2u + 9rst — 253)?2 + 4(3rt — s2)3 — 27r?u + 9rst — 2s3
a =
2

ve

- 3\/\/(—27r2u + 9rst — 253)2 + 4(3rt — 52)3 + 27r2u — 9rst + 2s3
B 2

seklinde tanimlanir. Burada ve devaminda aksi belirtilmedikge rz3 + sz? + +tz +
+u = 0 denkleminin Gg koklnu rastgele pq, 1, ve uz varsayacagiz. Ayrica, biz basit

bir hesaplama kullanarak;

t
Mt U+ 3 = —é, Mz + s + pofiz = — Ve [yloll3 = —g

S t u
1y + ;ﬂ12 + ~H1 + i 0 (2.2)
2 2, S t
4= (g 4 ) + papp +-=0 (2.3)
t
ua? + t® syt + s + oty + 2 (i +pag) =0 (2.4)
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H1+ﬂ2+ﬂ3+§=0 (2.5)

elde ederiz.

Teorem 2.2. fO(Q(r, s, t, u)), f(Q(r, s, t,u)) ve fs(Q(r, S, t,u)) dizi uzaylari
strastyla fy, f ve fs dizi uzaylan ile lineer olarak izomorfiktirler.

Ispat 2.2. Benzer ifadeleri tekrar tekrar kullanmamak icin sadece f(Q(r, s, t,u)) dizi
uzayinm ispatini verecegiz. Ispat igin f (Q (r,s,t, u)) ve f uzaylarinin arasinda
birebir 6rten ve norm koruyan lineer doniisiimiiniin mevcudiyetini gdstermeye

ihtiyag¢ duyariz.

L:f (Q(r, s, t, u)) - f,L(x) = Qx seklinde tanimli L doniistimiinii géz Oniine
alalim. L nin lineer oldugu agiktir. Ayrica, x = (x) € f (Q(r, s, t, u)) oldugunda
L(x) =Q(r,s,t,u)x € f oldugu aciktir. Ek olarak L(x) =0 oldugunda x =
0 kolayca gorulebilir. Bu ylUzden L birebirdir.

y = (yx) € f ve Vk € Nicin x = (x;,) dizisini;

k—j k—j—i

1 k—j—i-v,, v, i
xk:;zz Z M1 Uz U3 Yj

j=01i=0 v=0

seklinde tamimlayalim. Sonrasinda ise (2.2)-(2.5) esitliklerini g6z O6ninde
bulundurularak Yk € N icin;

(Qx) = rxp + Sxp_1 + tXp_p + UXp_3

k k—jk—j-i k-1 k—j-1k—j-i-1
k—j—i-v ,, v, i S k—j—i—v=1,, v, i
= My Mo U3"Yj +; My Uz U3 Yj
j:O i= v=0 ]=0 i=0 v=0

k—j—i-v-2

+
N | e+

3

j=0 1

o usty;

k—2 k—j—2 k—j—i-2
221

v=0

(=}
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, . S t
+ utppkITi? (#12 + 1% + ;(#1 + 1p) + g pp + ;)
k—j-2(,, 2 2 2 S t .
+ U3 Hi” + Up” + Uz® + g + Pz + popz + - (ug +up +p3) + - 1y;
S t
+ [Vk-2 (.‘112 o + us® 4 gy + s + ppps + ;(Hl + Uy + u3) + ;)

S
i (4 2+ 1 + ) + 9]

= Yk
elde ederiz. Bu bize

i i
lim TXnij+ SXnyj 1+ nyjp T UXpyj3 Yntj

=00 £ i+1 :
j=0 j=0

esitliginin saglandifini gésterir. O halde x = (x;) € f(Q(r,s, ¢, u)) ve L(x) =y
‘dir. L ortendir. Ayrica Vx = (x) € f(Q(r, s, t, u)) icin;

ILCONly = Q(r, s, t, wxlly = llxll f(o(rs,61)

yazilabilir. Bundan dolay1 L norm koruyandir. Bu ise istedigimiz gibi

f(Q(r,s,t,u)) ve f dizi uzaylari arasinda L birebir érten ve norm koruyan lineer
bir déniisiim buldugumuzu gdsterir. Yani f(Q(r,s,t,u)) = f elde edilir. Bu da

ispatt tamamlar.
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3. f(Q) ve fs(Q) DiZi UZAYLARIN SCHAUDER BAZLARIiLE g —ve y —
DUALLERI

Bu bolimde £(Q(r,s,t,u)) ve fs(Q(r,s,t,u)) dizi uzaylarmm g — ve y —
duallerinin belirleyip f(Q(r,s,t,u)) ve fs(Q(r,s,t,u)) dizi uzaylarinin Schauder

bazlarini verecegiz.

Teorem 3.1. f, (I, ||- lle) nin ayrilabilir olmayan kapali bir alt kiimesidir(Basar ve
Kirigei ,2011).
Ispat 3.1. Keyfi olarak alman X dizi uzaym

X:={x=(xx) Ew:x;, €{0,1},Vk € N} c [,
seklinde tanimlayalim ve x dizisini de;

{1, (k=n*>n€eN)
Xp = 2
0, (k+#n“,neN)

seklinde verilsin. Buradan X’in sayilamaz oldugu agiktir ve
F —limx, =0

dir.Ayrica x € X ve € > 0 verilsin. O zaman \/% < é kosulunu saglayan Yk, € N
0

icin;

m
1 1 2
tmn () :m—ﬂzx"” sm—_l_l(\/m+1+1) S—k< £
j=0 0

ifadesi vn € N ve m >k, olmak iizere saglanir. Bundan dolayr m — oo iken
tmn(x) = 0 (n’ye gore diizglin) dir.Buradan x € f olur ki bu da bize Xcf
kapsamasin1 verir.

Bu yilzden f, 0’lar ve 1’lerden olusan sayilamayan bir X dizi uzayini igerir.

Dahas1 x #y iken Vx,y € X ic¢in ||x — y|l,, =1 oldugu icin (f,||. |l ) uzay1
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ayrilabilir degildir.

f €l oldugu Teorem 1.2.3. den biliniyor. f bir FK — uzayidir ve FK —
topolojisi ||. || — topolojisinden daha gucludir. Ancak FK — topolojisini Ureten
dogal yarmormlar agik olarak ||. ||, — siirekli oldugundan f nin FK — topolojisi
|I. | — tarafindan tiiretilmistir. Bundan dolay1 f, I’ un kapal alt uzayidir. Bu da
ispat1 tamamlar.

Bu teorem de bize bir sonraki Sonug 3.2. yi verir.

Sonug 3.2. Hemen hemen yakinsak f dizi uzay1 Schauder bazlarina sahip degildir.
(Basar ve Kiris¢i ,2011)

Agiklama 3.3. X keyfi bir dizi uzay1 ve A = (a,;) Uc¢li band matrisi olmak tzere,
X, nm bir baza sahip olmasi i¢cin gerek ve yeter sart X in bir baza sahip
olmasityladir.(Malkowsky, 1998).

Aciklama 3.3. ve Sonug 3.2. bize bir sonraki sonucu verir.

Sonu¢ 3.4. f(Q(r,s,t,u)) ve fs(Q(r, s, t,u) dizi uzaylarinin Schauder bazlari
yoktur(Bisgin, 2021).

Teorem 3.5. Kompleks sayilardan olusan keyfi olarak verilen sonsuz bir A = (a,)
matrisi i¢in asagidakiler saglanir (Bisgin, 2021).
. A € (c(Q):¢,) ancak ve ancak

P
sup Z Gni " < o0 (3.1)
Kker n lkexK
It Yk, n € N icin mevcuttur (3.2)
Z Ini¥* ¥n € N icin yakinsar. (3.3)
K
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j—k—i—v

m j—k j—k—i
'’ 1zt anj[ < o,n €N (3.4)

293
su -
mEII:\’I r

k=0| Jj=ki=0 v

o

a

Burada 1 < p < oo di

i A € (c(Q):1l,) & (3.2) ve (3.4) saglanir ayrica

sup ) |gn"H| < o0 (3.5)
nenN "

Burada vn, k € N igin;

seklinde tanimlanir.

Teorem 3.6. Keyfi olarak verilen ve karmasik sayilardan olusan sonsuz A =
(an) matrisi icin, A € (c(Q): c) & (3.2), (3.4) ve (3.5) saglanir ayrica

lim grot" = ay Vk € Nigin (3.6)
n—->oo
lim » gt =a (3.7)
n—oo

k

(Bisgin, 2021)
Simdi bir sonraki Lemmada kullanilmak {izere asagidaki ifadeleri verelim.
Keyfi olarak verilen ve kompleks sayilardan olusan sonsuz matris A = (a,;) i¢in ;

sup ) |a| < o, (3.8)
neN

k
lim Ank = Eki (39)
n—->oo
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lim anr =&, hersabitk € Nicin (3.10)
n—oo

k
lim > 1A, - §01 = 0, (3.11)

K
sup ) |Aap| < o, (3.12)
neN

k
’lim anr = 0 V sabitn € N icin, (3.13)
lim ) [A%ay| = a, (3.14)
n—-oo

K

Ay = Apg — Ap s Ve A ay = A(Aay) olup asagidaki esitlikleri verebiliriz.

Lemma 3.7. Kompleks sayilardan olusan A = (a,;) sonsuz matris icin alttakiler
gecerlidir.

i. A = (any) € (fs:l,) © (3.12) ve (3.13) (Basar ve Kirisgi ,2011)

ii. A= (ay) € (fs:c) & (3.9),(3.12), (3.13) ve (3.14) (Oztiirk, 1983)
Teorem 3.8. Asagidaki gibi verilen tq, t,, t3, ty, ts, tg Ve t; kimeleri;

j=k-i-v v i

1
t; ={a = (ay) € w:sup ;Z My Uz p3aj| < %o,

n
1 i )
a = (a,) € w: lim ;Z W iBuba;, Vk € Nigin meveut ¢,
n

n
] 1
a=(ak)EW:1£1m A ;Z Z y] k=i " uuia; — & || =0y,

=
-
Il
=
I
o
<
o

S .
: E J—k—i-v p i
t; =<a = (a;) € w: lim ;Z U usus | ax mevcut p,
n



j—k j—k—i
j—k—i-v 4y i
T Hapza; || < oo,

1
ts =qa = (a;) € w:sup A —Zz
neN r

k j=k i=0

v=0
|k
te =ya = (a) Ew: lim ;ZZ W Buba; = 0, vn € Nigin ¢,
—00
j=k i=0 v=0
ve
| ki
t; ={a = (a,) €w: lim Z A? —Zz W i as || meveut
n—oo T
k =k i=0 v=0

g6z Online alinsin. Burada Vk € N igin;

j—k j—k—i
j-k=i-v vy i __
25 Uz uza; = Sk

o

olup asagidaki esitlikler gerceklesir.

. (fletrs tw) =tint;ntsnty;
i. {fle(rs tw)) =t;

i.  {fs(e@r,s, tw)Y =t,ntsntanty;
iv.  {frs(e(rs, t,w)}) =tsnty

Ispat 3.8. Benzer ifadelerin tekrarindan kaginmak icin , sadece (i) nin ispatim

verecegiz.
O halde a = (a,) € w olmak lizere Vk € N igin;

k—j k—j—i

1 i .
x=(xk)=;zz Z uy T Wby,

j=01i=0 v=0

seklinde ele alalim. O zaman vn € N igin;
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i

n n k—jk—j—
_ 1 k—j—i-v
Zakxk —Z ;z Uy l’LZI'LSyj Ay

j=0i=0 v=0

n
1 j—k—-i-v
;Z 2 251 llzllsaj Yk

=0

-
1l
X
I
(=}
<

esitligini yazabiliriz. Burada Vk,n € N icin D = (d,,;) matrisi;

seklinde tanimlanir. Bu yiizden x = (x;) € f (Q (r,s, t, u)) olmasi durumunda
ax = (apxy) € cs olmasi i¢in gerek ve yeter sart y = (y,) € f olmasi durumunda

Dy € c¢ olmasidir, yani buradan a = (ay) € {f(Q(r, s, t, u))}ﬁgerek ve yeter sart
D € (f:c) dir. Bu sonu¢ ve Lemma 1.3.2.13. ii birlikte diistiniiliirse a = (ay) €

{ f (Q(r, s, t, u))}B olmasi i¢in gerek ve yeter sart

sup |dnk| < ®©

eN
e

lim d,,; = &, her sabit k € N i¢in;
n—-oo

lim ) dy =&

n—-oo
k
Ve

lim " |A(dwe = §)] = 0
k

olup bu da bize {f(Q(r,s, t, u))}ﬁ =t; Nt, Nt Nt, esitligini saglatir. Bu da
ispatt tamamlar.
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4. MATRIS SINIFLARI

Bu bolimde f(Q(r,s,t,u)) ve fs(Q(r,s,t,u)) dizi uzaylarinin matris siniflari
arasindaki iliskiyi karakterize ediyoruz. Burada ve sonrasinda G = (g,,) ve V =

(V) matrisleri Vn, k € N igin;

1w iy o
Ink =;Z [TE T TE Y (4.1)

Unk =TApg +SAn_q ) +taAn_s ) +UAp_3 (4.2)
esitlikleri ile tanimlanacaktir.

Teorem 4.1. X keyfi bir dizi uzay1 olmak Uzere A = (a,;) sonsuz matrisi (4.1) ve

(4.2) bagintilarini saglasin. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir:

. A= (ank) € (f(Q(rr S, tlu))X) S 6= (gnk) € (fX) ve {ank}keN (S
{r(e(rs, ¢, u))}ﬁ vn € N igin;

i A=(au) € (X:f(Qr s, tW)) SV = (W) € (X:f).

Ispat 4.1.

i.A=(ay) € (f(Q(r, s, t, u)):X) oldugunu varsayalim. Burada y = (y,) =
Q(r,s,t,u)x olmak Uzere keyfi bir y = (y;) € f alahm ve f(Q(r,s, t,u)) =f
izomorfizmini g6z 6niline alalim.

O zaman GQ(r,s,t,u) meveut ve Vn € Nigin  {aulren €{F(QG,s,

t, u))}ﬁ olur ki; bu vn € Nigin {gni}ren € l; olmasim saglar. Bundan dolay1 Gy

mevcut ve vn € N icin;

Z InkYk = Z Apk Xy
k k

olur. Yani Gy = Ax’ dir. Bu yiizden G € (f: X) olur.
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Tersine ise G € (f:X) ve vneN icin {aylen € {f(Q(rs, ¢, u))}ﬁ
oldugunu varsayalim. Simdi keyfi bir x = (x;) € f(Q(r,s,t,u)) dizi alalim. O

zaman Ax doniisiimii agik olarak mevcuttur. Dahas1 Vn € N igin;

k—jk—j—i

o g k
_ 1 j—k—-i-v
AnkXr = ; U .uz.u3y] Ank

=0

==
Il
(=}
&
I
o
-
I
o
T
(=}
<

Il
SR |-
'Mq

j—k—i—-v
Ky .uz.u3an] Yk
k=0 j=k i=0 v=0

esitligi elde edilir.Eger biz ¢ — oo igin limit alirsak, Ax = Gy elde ederiz. Burdan da

A= (ay) € (f(Q(r,s, t,u)):X)

olur.
Ii. Herhangi bir x = (x;,) € X ve Vn € N igin;

{Q(Ax)}y, = T(AX)n + s(AX)p—1 + t(AX) o+ U(AX)p—3

= Z(Tank + San_l,k + tan_zlk + uan_3,k)xk
k
= (Vx)n
esitligini gozoniine alalim. Her iki tarafin genellestirilmis limiti alinirsa buradan

Ax € f (Q(r, s, t, u)) olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vx € f olmasiyladir.Bu ise
ispat1 tamamlar.
Simdi biz bir sonraki lemma i¢in A = (a,;) bir sonsuz matrisini dikkate

alarak asagidaki esitlikleri yazalim.

F — lim a,, = &, hersabitk € N (4.3)
n—->oo
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F — lim ank = ¢,

n—->0oo

F—ii_r)lgo aj, = ¢, hersabitk €N,
j=0

Z anr = & hersabitk € N,

n

Zzank:f:
n ok

n

lim A Zajk—fk =0,

n—-oo
K =0

V- 00

v
. 1 !
lim mza’l*ﬂ"_f" = 0On'ye
j=0

v—00 v+1

n+i v

lim

gore diizgln,

v
1
lim A Z Antjx — k|| = 0 n'ye gore diizgiin,
=0

1 s s s
vowlaiv+1 E A § aj — ¢k || = 0 n'ye gore diizgiin,
k i=0 j=0 ]
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(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)



= 0 n'ye gore diizgiin, (4.14)

l. Z 1
v1—>r2> v+1
k

v n+i
A? z Ajx — Sk
i=0 j=

. =0

Lemma 4.2. A = (a,;) sonsuz matrisi i¢in asagidakiler dogrudur.

i. A= (ay) € (c:f) © (3.8),(4.3) ve (4.4) (King, 1966).

ii. A= (ay) € {o:f) © (3.8),(4.3) ve (4.11) (Duran, 1972).

iii. A= (ay) € (f:f) © (3.8),(4.3),(4.4) ve (4.12) (Duran, 1972).

iv. A = (ay) € (fics) © (4.7),(4.8),(4.9) ve (4.10) (Basar, 1989).

V. A = (ay) € (cs: f) © (3.12) ve (3.3) (Basar ve Colak, 1989).

Vi. A = (ayy) € (cs: fs) © (4.5) ve (4.6) (Basar ve Colak, 1989).

vii. A= (ay) € (bs:f) & (3.12),(3.13),(4.3) ve (4.13)(Basar ve Solak,
1989).

viii. A = (ay) € (bs: fs) & (3.13),(4.5),(4.6) ve (4.13)(Basar ve  Solak,
1989).

IX. A= (ay) € (fs:f) © (3.13),(4.3), (4.12) ve (4.13)(Basar, 1989).

X. A = (ay) € (fs:fs) © (4.5),(4.6), (4.13) ve (4.14)(Basar, 1989).

Biz Lemma 3.6. , (4.1) ve (4.2) bagintilari, Teorem 4.1. ve Lemma 4.2. yi

kombinlersek, bize iki sonuc daha verebilir.

Sonug 4.3. (3.8) — (3.14) ve (4.3)-(4.14) de A = (ayy) matrisinin girdilerinin yerine
G = (gny) matrisinin girdilerini ele alalim.Bu durumda asagidaki durumlar ortaya

cikar(Bisgin, 2021).

I A= (ank) € (f(Q(r, s, t, u)): C) < {ank}kEN € {f(Q(r' S, t, u))}B'Vn €
N igin ve (3.8), (3.9), (3.10) ve (3.14) saglar;

. A= (an) € (f(Q(rs,t,w)ite) © {amdren € {F(Q(rs, t,u))}ﬁ vn e
N ve (3.8);

iii. A= (ay) € (f(Q(r, s, t, u)): cs) S {autken € {f(Q(r, S, t, u))}ﬁ vn €
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N ve (4.7), (4.8) ve (4.10);

iv. A= (aw) € (f(Qr,5,6w):bs) © {audren € (F(Q0s, tw)) vne
N ve (4.8) dir.

Sonug 4.4. (3.8) — (3.14) ve (4.3)-(4.14) de A = (ayy) matrisinin girdilerinin yerine
V = (vy,) matrisinin girdilerini ele alalim.Bu durumda asagidaki durumlar ortaya

c¢ikar(Bisgin, 2021).

. A= (an) € (c:f(Qr,s, ¢, u))) & (3.8), (4.3) ve (4.4)
i. A= (anw) € (lo: F(Qr, 5,8, u))) & (3.8), (4.3) ve (4.11)
ii. A= (aw) € (F:fQr st u))) & (3.8), (4.3), (4.4) ve (4.12)

iv. A= (ay) € cs:f(Q(r, s, t, u)) < (3.12) ve (4.3)
vii A= (ay) € (fs:f(Q(rs,t,w)) e (4.13), (5.3), (5.12) ve (5.13)

vii. A= (ay) € (cs: fs(Q(r,s,t,u)))@(éL.S) ve (4.6)

(
(
(
( )
V. A= (ay)€ (bs: FQr,s,t, u))) & (3.12), (3.13), (4.3) ve (4.13)
( )
(
viii. A= (ay) € (bs:fs(Q(r, s,t, u))) & (3.13), (4.5), (4.6) ve (4.13)
(

ix. A= (ay) € (fs: fs(Q(r,s,t,u)))(:(4.5),(4.6),(4.13)ve (4.14)
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5.1,(Q(r, s, t,u)) DIZI UZAYININ BAZI GEOMETRIK OZELLIKLERI

Bu bolimde [,(Q(r,s,t,u)) dizi uzaymmn bazi geometrik 6zelliklerinden

bahsedilecektir. Bahsetmeden dnce birkag 6zellik belirtelim.

Tanim 5.1. X Normlu bir Banach uzay1 ve S(X) de X in bir birim kiresi olsun, o

halde 0 < € < 2 olmak Uzere;

Br(e) = inf{1 - inf flax+ (1 - a)yll:x,y €SO, Ilx — yll = €}

esitligine Gurarii’nin konvekslik modull diye isimlendirilir(Sanchez and Ullan,
1998).

Teorem 5.2. 1,(Q) dizi uzay1 p Tipi Banach-Saks 6zelligine sahiptir(Bisgin, 2021)..
Ispat 5.2. B(1,(Q)), 1,(Q)'nun birim yuvari olmak iizere, x = (x,) € B(1,(Q))
seklinde zayif sifir dizisi ele alalim ve (€,) dizisini ise Y €, < % kosulunu saglayan

pozitif sayilarin bir dizi olarak varsayalim. y, = x, = 0 Ve y; = x,; = x; olarak

tanimlayalim. O zaman bir m; € N bulunabilir dyleki;

J’1(i)e(i)

i=m1+1

<€

Q)

w
X, = 0 olmast koordinatsal olarak x, — 0 olmasim gerektirdigi sonucundan

hareketle bir n, € N bulunabilir dyleki n > n, iken

mq

Z x,, (i)e®

i=0

<e,

p(Q

yazilabilir. y, = x,, olarak tanimlayalim. O zaman m, > m, bulunabilir dyleki
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S e <a

i=m2+1 lp(Q)

yazilabilir. Koordinatsal olarak v, = 0 olmas1 birkez daha kullanilarak bir n; > n,

bulunabilir 6yleki n > ns iken

olur.
Bu metot devam ettirilirse (my) ve (ny) gibi iki artan dizi tiretilebilir.

Oyleki Vn = ny,4 icin

olur ve y, = x,, olmak Uzere;

S e <a

i=mp+1 1,(Q
esitsizligi elde edilir. Bu yol ile;
n n Mi—-1 mg )
Yw| =D D n@e@+ D n@e®@+ Y ye®+
k=0 1, (Q) k=0 \ i=0 i=mp_q+1 i=mp+1 L@
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ve

n my p
Z( > yk(i)e(”)
i=mp_1+1

Ip(Q

n

- Z Z Iy (@ + 76 = 1) + (i = 2) + uyi i = BIP

=0i=mp_q1+1
n co
< ) D 1@ + syl = D + by = 2) + wyli = )PP
k=0i=0

<n+1

yazilabilir. Bundan dolay1

n

Z Yk
k=0

1 1
<(n+1DP+1<2(n+1)P

p(Q
elde edilir ki bu bize 1,(Q) ‘nun p tipi Banach-Saks 6zelliginde oldugunu verir. Bu
ise ispat1 tamamlar.

(Bisgin, 2021) de [,,(Q) dizi uzay1 L, dizi uzayi ile lineer olarak izomorfik

oldugunu gosterdi. Bunun sonucunda ise biz

R(1,(Q) = R(1,) = 2

esitligini yazariz.

Bu sonug ile Teorem 5.2. i kombinledigimizde bir sonraki teorem verilebilir.

Teorem 5.3. p € [1, ) icin [,,(Q) dizi uzay1 zayif sabit nokta 6zelligine sahiptir.
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Teorem 5.4. 1,,(Q) dizi uzaynn Gurarii’nin konvekslik modulii 0 < e < 2 igin;

1

ENPp
ﬁlp(Q)(E) <1- [1 - (E) ]
esitsizligini saglar.

Ispat 5.4. 0 < e <2 verilsin.Q dortli band matrisinin tersinin G oldugunu

varsayalim ve simdi asagidaki gibi x ve y olmak iizere iki dizi tanimlayalim.

O zaman asagidaki esitlikleri

1Qxlly, = llxll, @) = 1 ve llQylly, = Iyl =1
yazilabiliriz. Buda bize x,y € S(1,(Q)) ve [[Qx— QyIIlIL7 =|lx — Y||zp(Q) =€
esitliklerini verir.
0<ac<1ligin;

lax + (1 = )yl = lla.Qx + (1 - )yl
E\P E\P
- 1—(5) +|2a—1|(§)

ve
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. p 6 p
Jnf llax+ (1 =@yl g, =1-(3) (51)
yazilabilir. Bu ylizden p = 1 icin
ol
(© P
B =1- [1 - (E) ]

esitsizligi saglanir. Buda ispati tamamlar.

(5.1) esitligi dikkate alinarak asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonug 5.5. e =2 igin By (q(€) = 1 oldugundan [,(Q) dizi uzay: kesin olarak

konvekstir.

Sonug 5.6. 0 < e <2 i¢in 0 < By (g (€) < 1oldugundan [,(Q) dizi uzay: diizgun

konvekstir.
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6. BULGULAR

Dortlii band matrisinin kullanilmasi ile tiiretilen hemen hemen yakinsak dizi
uzaylar1 ve 1, (Q(r,s,t,u)) dizi uzaymin geometrik zellikleri incelendi. Ele alinan
bu c¢alismanin da literatiirdeki bu eksikligi kapatmasi agisindan ve gelecekte
yapilacak olan ¢alismalara kaynak olmasi agisindan énemli oldugu diistiniilmektedir.
Ayrica Q = Q(r, s, t,u) dortli band matrisi A3, B(r,s,t), A%, B(r,s) ve A seklinde
gosterilen ve sirasiyla iiglincii mertebeden fark, tliclii band, ikinci mertebeden fark,
ikili band ve fark matrisi olarak adlandirilan matrisleri geneller. Bundan dolay1 Q =
Q(r,s,t,u) dortli band matrisi ile turetilen dizi uzaylarmin 6zellikleri yukarida
bahsedilen matrisler ile tiiretilen dizi uzaylarinin 6zelliklerinden daha genel ve

kapsamlidir.

Ayrica Q = Q(r,s,t,u)dortli band matrisinin etki alan1 kullanilarak
f(Q(r,s,t,u)), fo(Qr,s tu)), ve f;(Q(r,s,t,u)) dizi uzaylari insa edildi. Daha
sonra bu uzaylarin BK — uzay1 olduklari ispatlanip, sirasiyla f, f, ve fs uzaylarina
lineer olarak izomorfik olduklari gosterildi. ilaveten bu uzaylarin Schauder bazlari ile
B — ve y —dualleri belirlenip, baz1 matris siniflar1 karakterize edildi. Son olarak

L,(Q(r, s, t,u)) dizi uzaymin bazi geometrik 6zelliklerinden bahsedidi.
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7. SONUC

Bu calismada dortlii band matrisi kullanilarak olusturulan hemen hemen
yakmsak dizi uzaylar1 ve 1,(Q(r,s,t,u)) dizi uzaymm geometrik Ozelliklerine
yonelik bilgiler verilmistir. Calisma kapsaminda Oncelikle matris dontisiimler ve
Dual uzaylar konusu ele alinmis ve bu konu kapsaminda ifade edilen matrislere yer
verilmigtir. Daha sonrasinda gesitli aragtirmacilar tarafindan yapilan teorem ve bu
teoremlerin ispatlarina goz atilmistir. Daha sonrasinda matris siniflari, dual uzaylar
tek tek incelenmistir. Dizi uzaylar1 kapsaminda hemen hemen yakinsak dizi uzaylari,
hemen hemen yakinsak sifir dizi uzaylar1 kavramlari ele alinarak gesitli teoremlere
yer verilmig ve sonrasinda bazi geometrik Ozellikleri ele alinmistir. Calismada
literatiir 6zetine yer verilerek genisletilmistir. Son olarak daha 6nceki ¢alismalara yer
verilerek bu alanda yapilan calismalarin teoremleri ve ispatlarina bakilmistir.
Calismada dortlii band matrisi vasitasiyla tiiretilen hemen hemen yakinsak dizi
uzaylarinin ¢esitli Ozelliklerine bakilmig; daha sonra bu uzaylarin BK — uzayi
olduklar1 ispatlanip, sirasiyla f, f, ve f; uzaylarina lineer olarak izomorfik olduklar
gosterilmis; ilaveten bu uzaylarin Schauder bazlart ile S —ve y —dualleri
belirlenmis; bazi matris smiflar1  karakterize edilmis olup son olarak ta

1, (Q(r,s,t,u)) dizi uzayinin baz1 geometrik 6zelliklerinden bahsedilmistir.
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