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TESEKKUR

Lisans ve yiiksek lisans egitimim boyunca kendisine ne zaman danigsam bana
kiymetli zamanin ayirip engin bilgi ve tecriibeleri ile yol gosteren, ayn1 zamanda tez
calismamim her asamasinda ilgi ve destegini esirgemeyen, gelecekteki mesleki
hayatimda da bana verdigi degerli bilgilerden faydalanacagimi diisiindiigiim ve
danigman hoca statiisiinii hakkiyla yerine getiren ¢ok degerli ve kiymetli hocam Prof.
Dr. Mehmet Ali GUNGOR’e en igten tesekkiirlerimi ve siikranlarimi sunarim.
Ayrica yliksek lisans hayatimin bu son doneminde kiymetli zamanini ayirip bana
katt1g1 her bilgi igin ¢ok kiymetli hocam Dr. Ogretim Uyesi Ayse Zeynep AZAK a
sonsuz tesekkiir ve minnetimi sunarim. Ayni sekilde bu siire¢ zarfinda yardim, bilgi
ve tecriibeleri ile bana yardimei olup yol gosteren Matematik boliimiindeki biitiin

hocalarima tesekkiirii borg bilirim.

Tesekkiirlerimin az kalacagini bildigim, her zaman yanimda olan, higbir zaman
maddi ve manevi desteklerini esirgemeyen, beni bu giinlere sevgi, saygi ve ahlak
kelimelerinin anlamlarim bilecek sekilde yetistirerek getiren, bu hayattaki en biiyiik
sanstm olan annem Derya CIHAN, babam Ergin CIHAN ve aileme sonsuz

tesekkiirlerimi sunarim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

R® : 3-boyutlu reel vektdr uzayi

R : Reel say1 uzayi

F : n. dereceden Fibonacci say1si

L, . n. dereceden Lucas sayist

D - Dual say1 climlesi

H - Hiperbolik say1 climlesi

K - Reel kuaterniyon say1 ciimlesi

C - Kompleks say1 climlesi

DHF - Dual-hiperbolik Fibonacci say1 ciimlesi

DHL - Dual-hiperbolik Lucas say1 ciimlesi



TABLOLAR LiSTESI

Tablo 3.1. Reel kuaterniyonlarin birimlerinin ¢arpimi



OZET

Anahtar kelimeler: Dual-Hiperbolik Sayilar, Dual-Hiperbolik Fibonacci Sayilar,
Dual-Hiperbolik Lucas Sayilar

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismma ayrilmistir. ikinci
boliim ise bes alt bagliga ayrilmis ve gerekli temel kavramlar verilmistir. Bu alt
basliklarin birincisinde Fibonacci ve Lucas sayilari tanitilmis ve gerekli 6zdeslikler
verilmistir. ikincisinde hiperbolik say1 sistemi tanitilmistir. Ugiinciisiinde dual say1
sistemi tanitilmis ve gerekli teoremler verilmistir. Dordiinciisiin de ise kuaterniyonlar
tanitilmis ve alt baglik olarak reel kuaterniyonlar verilmistir. Besinci ve son alt
baslikta ise dual-hiperbolik say1 sistemi tanitilmustir.

Ucgiincii béliim tezin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu béliimde dual-hiperbolik
Fibonacci ve Lucas sayilari tanimlanmistir. Bu sayilar i¢in toplama, ¢ikarma ve
carpma islemleri verilmistir ve bu sayilar i¢in bes fakli eslenik tanimi yapilmistir.
Daha sonra ise Fibonacci sayilari i¢in olan lirete¢ fonksiyonu baz alinarak dual-
hiperbolik Fibonacci sayilari i¢in iirete¢ fonksiyonu elde edilmistir. Son olarak ise
Fibonacci ve Lucas sayilari i¢in 6nemli olan 6zdeslikler dual-hiperbolik Fibonacci ve
Lucas sayilari i¢in tanimlanmaistir.

Dordiincli boliimde bu tezin bir degerlendirilmesi yapilmis ve bundan sonra
yapilacak arastirmalara yonelik 6nerilerde bulunulmustur.



DUAL-HYPERBOLIC FIBONACCI AND LUCAS NUMBERS

SUMMARY

Keywords: Dual-Hyperbolic Numbers, Dual-Hyperbolic Fibonacci Numbers, Dual-
Hyperbolic Lucas Numbers.

This thesis consists of four chapters. The first chapter is the introduction. The second
part is divided into five sub-headings and basic concepts are given. In the first sub-
headings, Fibonacci and Lucas numbers are introduced and necessary identities are
given. In the second chapter, hyperbolic number system is introduced. In the third,
dual number system is introduced and necessary theorems are given. In the fourth,
quaternions are introduced and real quaternions are given as subheadings. In the fifth
and last subheadings, dual-hyperbolic number system is introduced.

The third section comprises the original part of thesis. In this section, dual-hyperbity
Fibonacci and Lucas numbers are defined. In addition, subtraction and multiplication
operations are given for these numbers and five different conjugates are defined for
these numbers. Then, based on the generator function for Fibonacci numbers,
generator function is obtained for dual hyperbolic Fibonacci numbers. Finally, the
identities that are important for Fibonacci and Lucas numbers are defined for dual-
hyperbolic Fibonacci and Lucas numbers.

In the fourth chapter the general evaluation of thesis and recommendations for new
researches are given.

Vi



BOLUM 1. GIRIS

Fibonacci say: dizisi ilk kez 12. ve 13. yiizyillar1 arasinda (1170-1240) italya’da
yasamis olan Italyan matematik¢i Leonardo Fibonacci’nin Liber Abaci kitabinda
goriilmistiir. Fakat Fibonacci say1 dizisi ilk olarak 6. yiizyilda Hint matematikgiler
tarafindan bulunmus olmasina ragmen bu say1 dizisi tavsanlarin tiremesiyle ilgili
olan problemin hesaplanmasi sonucu Leonardo Fibonacci’nin Liber Abaci

kitabinda 1202 yilinda ortaya konmustur [1].

Bu say1 sitemi ii¢ sebepten dolayr Onemli bir say1 sistemi haline doniismiistiir.
Bunlardan birincisi insan bedeninde, bitki, bocek, insaa edilen birgok antik yapida ve
daha baska bircok alanda cok sik olarak karsimiza ¢ikmasidir. Ikinci olarak dizinin
bir terimini kendinden 6nceki terime bdlinmesiyle elde dilen sabit bir say1 elde
edilmesidir. “Altin oran” adi verilen bu say1 dogada bulunan bir¢ok canlidan
Misir’daki piramitlere kadar bircok alanda karsimiza ¢ikmaktadir. Ugiincii olarak ise
Fibonacci say1 dizisinin sayilar teorisinde ¢ok Onemli ve ilging oOzelliklerinin
bulunmasidir. Bu say1 dizisinin ilk iki terimi sirasiyla 0 ve 1 olmak iizere kendinden

onceki iki terimi toplanmasiyla elde edilir [2].

Fibonacci say1 dizisinin baslangi¢ degerleri degistirilirse bu say1 dizisinden bagimsiz
baska bir say1 dizisi olusturulur. Bu diisiinceden hareketle Fransiz matematikei
Edward Lucas baslangi¢ sartlar1 i¢in secilebilecek sirasiyla 2 ve 1 degerlerini
kullanarak Lucas say1 dizisini olusturdu. Lucas say1 dizisinin Fibonacci say1 dizisi ile
arasinda bir¢cok ilging baginti olmasindan dolayr literatirde ¢ok fazla

kullanilmaktadir.



Tavsan problemini ¢dzmek icin ortaya ¢ikan Fibonacci say1 dizileri gibi kompleks
sayilar da Ggilincii dereceden denklemelerin ¢oziimiinii ararken ortaya ¢ikan bir say1
sistemidir. Bu say1 sistemi ilk olarak Italyan matematik¢i Gerolamo Cardano

tarafindan cebirde ki ti¢iincii dereceden denklemleri ¢6zmeye ¢alisirken bulunmustur.
Cardano denklemleri ¢ozmeye calisirken a-++/—b ifadesini bulur fakat bu ifadeyi

heniiz tanimlayamaz. Cardanonin buldugu ifadeden sonra Rafael Bombelli J-1
tanimladi ve bunun ismini de “piu’di meno” olarak tanimladi. 17. yilizyilda Leonard
Euler i =~/—1 ifadesini kulland: ve karmagik sayilar1 kartezyen sistemin koordinat
noktalar1 olarak gorsellestirdi. Karmasik sayilardan yola ¢ikilarak imajiner kismi
i =~/—1°den fakh almip farkli tanimlar bulundu. Buna 6rnek olarak 17. yiizyilda
Clifford £2=0 ve £#0 olan yeni bir say1 sistemi tanimladi. Bu say1 sitemine dual

saylr sistemi denildi ve A=a+ea (a, a’ eR) seklinde tanimlandi [3]. Bu

olaylardan sonra Kotelnikov (1895) ve Study (1903) dual sayilarin uygulamalrini
mekanige genelledi [4, 5].

Kompleks sayilara bir diger benzer olan sayir sistemi de hiperbolik sayilardir.
Hiperbolik sayilar z = x+ jy (X, ye ]R) seklinde ifade edilir ve buradaki j (j*=1,

j ¢ R) hiperbolik imajiner kisim olarak adlandirilir. Ayn1 zamanda bu sayilar

boliinmiis karmasik sayilar, ikili sayilar da olarak bilinir. 20. ylizyilin sonunda Oleg
Bodnar, Alexey Stakhov ve Ivan Tkachenko altin oran yardimi ile bir hiperbolik
fonksiyon sinifi ortaya koydu [6]. Daha sonra ise Stakhov and Rozin bu teoriyi temel
alarak simetrik hiperbolik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlarmi gelistirdi. Bu
calismalardan sonra Oleg Bodnar simetrik hiperbolik Fibonacci ve Lucas
fonksiyonlarmin botanik geometri de kullanilmasini saglayan altin hiperbolik
fonksiyonlart buldu. Bu bulunan altin hiperbolik sayilar ve Binet formiilii arasinda
bir benzerlik vardi. Bu yiizden bu yeni kesif hiperbolik Fibonacci ve Lucas
fonksiyolarinin yaninda hiperbolik fonksiyonlariin bir yeni sinifi olarak adlandirildi.
Burada Fibonacci ve Lucas sayilar1 ve hiperbolik Fibonacci ve Lucas sayilar ¢ok
benzerliklere sahiptir. Bir X degiskeninin fakli degerleri igin hiperbolik Fibonacci ve

Lucas fonksiyonlar1 Fibonacci ve Lucas fonksiyonlarina karsilik gelir. Bu yiizden



dual-kompleks Fibonacci, dual-kompleks Lucas say1 sistemleri tanimlanabilir ve bu

say1 sistemleri i¢in iyi bilinen 6zdeslikler elde edilebilir [7].

Biz ise dual-hiperbolik Fibonacci, dual-hiperbolik Lucas sayilarini tanimladik. Daha
sonra bu sayilar i¢in toplama, ¢ikarma ve ¢arpma islemlerini verdik. Dual- hiperbolik
Fibonacci sayilar1 i¢in modiil tanimin1 yaptik. Daha sonra dual-hiperbolik Fibonacci
sayilar igin iirete¢ fonksiyonunu tanimlayip, bu fonksiyon yardimiyla bulunan Binet
fomiiliinii tanimladik. Ayni1 zamanda dual-hiperbolik Fibonacci ve Lucas sayilar i¢in
Binet fomiiliinii ispatladik. En son olarak Fibonacci ve Lucas sayilari i¢in iyi bilinen
D’Ocagne, Cassini ve Catalan 6zdesliklerini dual-hiperbolik Fibonacci ve Lucas

sayilari i¢in verdik.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Fibonacci ve Lucas Sayilari

Tanim 2.1.1. Sirasiyla ilk iki terimi F, =0, F, =1olmak iizere
Fau=FK+F. n2l (2.1)

seklinde tanimlanan rekiirans bagmtisiyla elde edilen tam sayilara Fibonacci sayilari

denir. Bu bagintinin olusturdugu tam say1 dizisine ise Fibonacci dizisi say1 dizisi

denir. Bununla birlikte Fibonacci say1 dizisinin n. terimi F_ ile ifade edilir [1].

Teorem 2.1.1. (Uretec Fonksiyonu) Fibonacci sayilari igin iireteg fonksiyonu

seklindedir [8].

Ispat. Fibonacci sayilari igin iirete¢ fonksiyonu
f(n)=> FXx"
n=0

olsun. Buradan F, =0 oldugundan



esitligi yazilabilir. O halde Fibonacci sayilari igin rekiirans bagmtist gozoniine

aliirsa yukaridaki esitlik

0

f(n)=x+ g x+ > (F L +F, —X+ZFnlx +Z

n=2

seklinde yazilabilir. Yukarida elde edilen iki toplamdan

o0

iFn XN = i FoX" =xD Fx" =xf(x)
2

n=2 n= n=1

ve

esitlikleri bulunur. Buradan
f(x)=x+xf(x)+x*f(x)
denklemi saglanir ve yukaridaki denklemde f (x) fonksiyonu yalniz birakilirsa

1

f(X)=——"—

1-x-xX
iiretec fonksiyonu elde edilir.

Teorem 2.1.2. (Binet Formiilii) Fibonacci say: dizisinin n. terimi F, olmak iizere




esitligi ile ifade edilebilir ve bu ifadeye Binet formiilii denir. Burada

» 1e\B 145
a’ = , pB=—

2 2

dir [1].

+/5

. .. 1 1- .
Ispat. " ve B" sayillarmm esiti " =——— ve f" = olmak iizere
P 2

=a+l ve [ =4+1

denklemlerinin saglandigir kolaylikla goriilmektedir. Burada bulunan denklemler

sirastyla " ve " sayilar ile ¢arpilirsa

Oln+2 :an+1+an ve 'Bn+2 :ﬂn+1+ﬂn

esitlikleri elde edilir. Yukarida bulunan denklemler taraf tarafa ¢ikarilirsa ve elde

dilen denklem ile carpilirsa

an+2 _ﬁn+2 _ an+1+an ﬂn+l_+_ﬂn

a-p a- a-

esitligi bulunur. Burada




olsun. O halde n>1i¢in S ,, =S, +S,,ve a+pB=1, a-f= J5 esitlikleri dikkate
almirsa S; =1 ve S, =+ elde edilir. Burada S, dizisi bir Fibonacci say1 dizisi

olurve S, =F, oldugu goriiliir. Yani

n

dir.

Teorem 2.1.3. (Honsberger Ozdesligi) F , n. derceden Fibonacci sayisi ve m, n
dogal sayilar olmak iizere

I:m+n > I:m—an +F.F

m' n+l

(2.2)

esitligi saglanir [9].

Ispat. m herhangi bir dogal sayr olsun. O halde her n dogal sayist igin
I:m+n = Fm—an +F F

.., denkleminin dogru oldugunu gosterelim. Bunun i¢in de ikinci

timevarim ilkesini kullanalim.

F =F, =1 oldugundan

F.,=F ,F+FF, ve F_=F +F

m-1 m

esitlikleri n=1 dogrudur. Kabul edelim ki 1<k <n igin

Fm+k = Fm—le + I:m I:k

+1

denklemi dogru olsun. Bu durumda

I:m+n = Fm—an + F F

m° n+l

ve F.,=F_F +FF

m+n-1



esitligi bulunur ve bu iki denklem taraf tarafa toplanirsa

Foin + Foons = FsR + R R+ R R + ROF,
I:m-¢—n+1:|:m—l ( I:n + I:n—l) + I:m ( Fn+1 + Fn )
=Fm—1 Fn+1 + I:m Fn+2

denklemi elde edilir. Yukaridaki esitlikten goriildiigii iizere kabuliimiiz n+1 igin de
dogrudur. Buradan ikinci tiimevarim ilkesine gore F ., =F ,F +F F,, esitligi her

m+ n

N dogal sayisi i¢in dogrudur.

Teorem 2.1.4. F,, n. dereceden Fibonacci sayisi olsun. O halde

I:2n+1 = I:n2 + I:n2+l (23)
Fm I:n - Fm+k Fn—k i (_1)”"‘ Fm+k—n Fk (24)

esitlikleri saglanir [1].

Teorem 2.1.5. (D’Ocagne Ozdesligi) F , n. dereceden Fibonacci sayist ve m>n

olmak tzere

FF

mine

I:m+1|:n = (_1)“ I:m—n (25)

dir [10].

Ispat. Fibonacci sayilar1 icin Binet formiilii gozoniine alinirsa



F F _am_ﬂm an+l_ﬁn+l_am+l_ﬂm+l an_ﬁn
m+1" n (Z—ﬂ OC—IB O!—ﬁ a—,B

am+n+l _an+lﬂm _amﬂml +ﬂm+n+1 _am+n+1 +am+lﬂn +anﬂm+1 _ﬂm+n+l

F.F

m'n+sl

(a-B)
~ —a"pm _amﬁn+l+am+lﬂn +anﬂm+1
(a-B)
_a"B"(a-B)-a"p" (a-B)
(a-B)
_a"p -a"p"
- (a-p)

esitligi elde edilir. Burada aff = -1 esitligi ve m>n oldugu gézoniine alinirsa

FF

mind

FFE=Z — = — =(-1)'F

m+l" n

bulunur ve ispat tamamlanir.

Teorem 2.1.6. (Catalan Ozdesligi) F,, n. Fibonaci sayis1 ve N>r olmak iizere
F?—F, F. =(-1)""F? (2.6)

dir [11].

Ispat. Binet formiilii ve a3 =—1 esitligi kullanilirsa
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F2_F F = a” _ﬂn 2 ) a"" _ﬁn—r a™' _ﬂn+r
n n-r' n+r a—ﬁ a_ﬂ a_ﬂ

B a2n _zanIBn +ﬁ2n _aZn +an—rﬂn+r +ﬂn—ran+r _ﬂZn
- 2

(x=p)
_ “2(-1)" +a" (BT ™)
(a=p)

_ =2(-1)"+(-)"" (B +a™)

(a=p)
_ (- [ﬂzr +a” —Z(aﬁ)r}

(a=p)
_ (_1)n—r (acrx :ﬂr j
=(-1)""F?

denklemi elde edilir ve ispat tamamlanur.

Teorem 2.1.7. (Cassini Ozdesligi) F,, n. derceden Fibonacci sayisi ve n>1 olmak

uzere

F

n-1

F.-F2=(-1) (2.7)

n+1~ Tn
dir [1].

Ispat. Teorem 2.1.6. da (Catalan Ozdesligi) verilen 6zdeslikte r =1 alinirsa ispat
acik bir sekilde gorilir. Buradan goriildiigii lizere Cassini 0zdesligi, Catalan

0zdesliginin 6zel bir halidir.
Teorem 2.1.8. F,, n. dereceden Fibonacci sayis1 olsun. O halde

F2,-F2, =F

n+l 2n

(2.8)
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esitligi saglanir [9].

Teorem 2.1.9. F , n. Fibonacci sayisini alalm ve o = % =1,618033 altin oran

olmak lizere

. F
lim =t = o

n—o

dir [12].

esitligi gdzoniine alinirsa

Ispat. Binet formiilii ve S =

(aml_ﬂml) an+1 (l_ ﬂnﬂj a|:1_ ﬁ n+1:|
Fn+1 _ (a—ﬂ) 4 (aml_ﬂml) _ an+1 _ a
Fo(a-p) (@8 an[l_ﬁ”) 1_m”
(@=p) « a
denklemi elde edilir. Burada s <1, Iim(éjn =0 ve Iim[ﬁjn+ =0 esitlikleriden
a N—o0 (04 n—oo (94
yararlanilirsa
a[l—(’g)m }
. F . o
)
a

esitligi elde edilir.

Teorem 2.1.10. (Nega Fibonacci Sayis1) Her ne Z" sayisi i¢in
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F.=(-1)"F, (2.9)
dir [2].

Ispat. Fibonacci sayilar1 icin Binet formiilii ve a8 =—1 esitligi kullanilirsa

esitligi elde edilir ve ispat tamamlnur.

Tanim 2.1.2. Sirasiyla ilk iki terimi Ly =2, L =1olmak iizere

L.,=L+L, n=2 (2.10)
seklinde tanimlanan rekiirans bagintisiyla elde tam sayilara Lucas sayilar1 denir ve bu
bagintinin olusturdugu tam say1 dizisine de Lucas say1 dizisi denir. Bununla birlikte

Lucas sayi dizisinin n. terimi L, ile ifade edilir [13].

Teorem 2.1.11 (Urete¢ Fonksiyonu) Lucas sayilari icin iirete¢ fonksiyonu

esitligi ile verilir [8].

Ispat. Lucas sayilari igin iireteg fonksiyonu
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olsun. Burada L, =2 oldugu gézoniine alinirsa

I(n)=iLnxn =2+iLnxn
n=0 n=1

esitligi elde edilir. O halde Lucas sayilar i¢in rekiirans bagintis1 yukaridaki esitlikte

g6zoniine alinirsa

I(n)=2+x+iLnxn :2+x+i(LM+LH)xn
n=2 n=2

— n n
=2+ X+ L X"+ L X
n=2 n=2

esitligi yazilabilir. Burada yukarida bulunan esitliklerden

i L, X"=X > L, X" = xi L,x" =x1(x)
n=2 n=2 n=1

ve

bulunur. Buradan ise

I(x)=2+x+x1(x)+x1(x)

denklemi saglanir ve yukaridaki denklemde I(x) fonksiyonu yalniz birakilirsa
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2+ X

Lucas sayilari i¢in iireteg fonksiyonu elde edilir.

Teorem 2.1.12. (Binet Formiilii) Lucas dizisinin n. terimi L, olmak iizere
L=a"+p", nx1

esitligi yazilabilir ve bu esitlige Lucs sayilari ig¢in Binet formiilii denir. Burada

n 1+\/§

T2

2
dir [1].
Ispat. Birinci tiimavarim ilkesi gdziiniine alinirsa
L =a"+/"
denklemi n=1 igin

L=a+p=1

olur ve L, =1 oldugundan denklem n=1 igin dogrudur. Simdi ise denklemin n i¢in

dogru oldugunu kabul edelim ve n+1 igin dogru oldugunu gésterelim. o +1=qa® ve

B+1=f° oldugu gozoniine alimirsa
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L,=L+L , =a"+B"+a"" +p""
=a"a+ T f+a" T+
=a" " (a+1)+ " (B+1)
Zan—laz +ﬂn—lﬂ2

=an+1_|_ﬁn+l

esitligi saglanir. L =a"+ 4" denklemi n+1 igin de dogru oldugundan birinci

tiimevarim ilkesi saglanir. O halde Binet formiili
L =a"+p"
her n>1 i¢in ispatlanmis olur.

Teorem 2.1.13. L, n. dereceden Lucas sayisi olmak iizere n> 2 i¢in

Ly oLy — L2 =5(-2)"" (2.11)

n-1-n+1~ n

esitligi saglanir [1].

Teorem 2.1.14. F,, n. dereceden Fibonacci sayisi ve L, n. derecedan Lucas sayisi

olmak tizere N> 2 i¢in
I:nl‘n = I:2n (212)
dir [1].

Teorem 2.1.15. F,, n. dereceden Fibonacci sayist ve L, n. dereceden Lucas sayisi

olmak tizere N> 2 i¢in

n+2 I:n—2 = Ln (2.13)
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ve

F+FR. =Ly (2.14)

esitlikleri elde edilir [13].

Teorem 2.1.16. F,, n. dereceden Fibonacci sayist ve L, n. dereceden Lucas sayisi

olmak tizere n>2 igin

m-n?’

L..+L,,=
L,L,, n=2k+1l(keR)

{ F.F, n=2k+1(keR) 215

esitligi saglanir [1].

Teorem 2.1.17. F,, n. dereceden Fibonacci sayist ve L, n. dereceden Lucas sayisi

olmak {izere N> 2 i¢in
L% —5F =4(-1)" (2.16)
esitligi saglanir [1].

Teorem 2.1.18. (Nega Lucas Sayis1) L, n. dereceden Lucas sayis1 olmak tizere her

n>1 tam sayisi i¢in
(2.17)
dir [2].

Ispat. Lucas sayilar1 icin Binet formiilii ve a3 =—1 esitligi gdzoniine alinirsa
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L. =a"+4" _ 1.t = =(-1)"L,
(24

denklemi bulunur ve ispat tamamlanir.

2.2. Hiperbolik Say1 Sistemi

Tamm 2.2.1. (+) toplama ve (.) ¢arpma islemine gore bir cisim olan R reel sayilar

climlesi olmak tizere, her x, yeR igin z = (X, y) ’ye bir siral1 ikili denir. Bu sekilde

tanimlanan R xR cimlesi H olmak tizere
H:{z=x+jy Ix,yeR ve j?=1 (] ;tirl)}

seklinde tanimlanan ciimleye hiperbolik sayilar ciimlesi ve bu ciimlenin her bir
elemanina da hiperbolik say1 denir. Burada X reel sayisina, z sayisinin reel kismi1 ve

y reel sayisina da z Sayisinin hiperbolik kismi denir [14].

Tamm 2.2.2. 7, Z, eH olmak tizere z, =X + jX, ve Z,=Y,+ ]y, i¢in X =Y, ve

X, =Y, esitlikleri saglaniyorsa z, esittir z, denir ve z, =z, seklinde gosterilir [14].

Tamm 2.23. 7,Z,€H olmak tizere z =X+]X, ve Z,=Y,+]Jy, i¢in

+:HxH — H toplama islemi

Z+2,=(X%+Y)+ i (X +Y,)
seklinde tanimlanir [14].
Tanim 2.2.4. ze H ve z=X+ jy olmak iizere

Z+e=e+72=12
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denkleminin ¢éziimii olan e hiperbolik sayisina H hiperbolik say1 cliimlesinin +

islemine gore etkisiz eleman1 denir ve bu eleman 0 =0+ jO ile gosterilir [14].

Tanim 2.2.5. ze H ve z =X+ jy olmak iizere

Z+W=w+2z2=0

denkleminin ¢oziimii olan W hiperbolik sayisina H hiperbolik say1 ciimlesinin +

islemine gore ters elemant denir ve W=—x+ j(—y) seklinde ifade edilir [14].

Teorem 2.2.1. H hiperbolik say1 ciimlesi (+) islemi ile birlikte bir abel gruptur
[14].

Tamm 2.26. Zz,z,€H olmak iizere z =X+]X, ve Z,=Y,+]Jy, i¢in

-'HxH — H carpma islemi

22, = (XY, + %Y, )+ i (XY, + %, Y1)

seklinde tanimlanir [14].

Tamim 2.2.7. ze H ve z =X+ jy olmak iizere

z-e=e-2=1

denkleminin ¢6ziimii olan € hiperbolik sayisina H hiperbolik say1 climlesinin ()

islemine gore etkisiz elemani denir ve 1=1+ jO ile gosterilir [14].

Tanim 2.2.8. zeH ve z=X+ jy olmak iizere

Z-W=w-z=1
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denkleminin ¢6ztimii olan W hiperbolik sayisina H hiperbolik say1 ciimlesinin ()

islemine gore ters elemani denir [14].

Teorem 2.2.2. H hiperbolik say1 climlesi olmak iizere

i.Her 2, z,eH i¢in z,-2, eI (Kapalilik 6zelligi)
ii. Her z,, z,, z, €H i¢in 7,-(2,-2,) =(2,-2,)- Z, (Birlesme 6zelligi)
iii. Her z,, z, e i¢in 7,-2,=2,-7, € (Degisme ozelligi)

V. Her z,, 2,, z;€H igin 7,-(2,+2;) =(2,-2,) + (2, 2;)

(z,+25)2,=(2,-2,)+(2,-2,) (Dagilma dzelligi)

ozellikleri saglanir [14].

Teorem 2.2.3. Hiperbolik sayilar {izerinde tanimlanan (+) ve () islemlerine gore

hiperbolik say1 ciimlesi birimli ve degismeli bir halkadir [14].

Teorem 2.2.4. Hiperbolik sayilar {izerinde tanimlanan (+) ve () islemlerine gore

hiperbolik say1 ciimlesi cisim degildir [14].

Tamm 2.2.9. Her zeH igin z =X+ jy olsun. Bu taktirde z=x— jy € H hiperbolik

sayisina Zz hiperbolik sayisinin eslenigi denir. Burada z ve z hiperbolik sayilar1 X -

eksenine gore simetriktir [14].

Teorem 2.2.5. Her z,,z, e H i¢in z, =X + jX, ve Z, =Y, + ]y, olmak iizere
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iv. Z, #0 olmak tizere (AJ = [é}

Z, Z,

V. 2,+2,=2Re(z), z,-2,=2jIm(z,)
Ozellikleri saglanir [14].

Tanim 2.2.10. Herhangi z =x+ jy € H sayisin1 alalim.Buradan

7| :\/‘Z-E‘ :\/‘x2 —yz‘

reel sayisina z hiperbolik sayisinin modiilii denir [14].

Teorem 2.2.6. Her z,, 2, e H i¢in z, =X + jX, ve Z, =Y, + Jy, olmak tizere

- 2 —a -
I. |21| =2,-7, |Zl|= ‘21'21‘
i l-2 - 2l

2

2,

iii. z, #0 olmak iizere

4
2
ozellikleri saglanir [14].

Teorem 2.2.7. Her z,,z, €H igin z, =X+ jX, ve z,=Y,+ Jy, iki hiperbolik say1

olmak iizere hiperbolik diizlemde bu iki say1 arasindaki uzaklik

|Zl_22| :\/‘(X1_y1)2 _(Xz _yz)z‘

esitligi ile hesaplanir [14].
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Tammm 2.2.11. Herhangi bir z=x+ jyeH hiperbolik sayisi i¢in z hiperbolik

sayisinin carpma islemine gore tersi X — y2 #0 olmak tlizere

7= 2
2

dir [14].

Tamim 2.2.12. Hiperbolik diizlemde bir nokta z = x+ jy olsun. O halde hiperbolik

diizlemde ac1

@ =arctanh Y
X

esitligi ile ifade edilir [14].

Tamm 2.2.13. Hiperbolik diizlemde bir nokta z =X+ jy olmak iizere Maclaurin

serisi yardimiyla Euler formiili
e =cosh@+ jsinh@
denklemi ile verilir [14].

Tamm 2.2.14. z=x+ jy e H olmak {izere z hiperbolik sayisinin iistel ve kutupsal

formu

z=r(cosh@+ jsinh@)=re’

esitligi ile verilir. Burada |Z| =1 >0 reel sayisina, z hiperbolik sayisinin biyikligi

ve @ agisia ise z hiperbolik sayisinin argiimenti denir [14].

Tanim 2.2.15. Hiperbolik diizlemde e’ tarafindan tanimlanan dénme matrisi ise
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cosh@ sinh@
sinh@ cosh@

matrisi ile ifade edilir [14].
2.3. Dual Sayi Sistemi

Reel sayilar R ile ifade edilsin. O halde R (+) toplama ve (-) ¢arpma islemlerine

gore bir cisimdir. Dolayisiyla bu cisim iizerinde yeni bir say1 sistemi asagidaki

sekilde tanimlanabilir.

Tamm 2.3.1. Her x, X eR sayilari i¢in X =<x, x*) ikilisine bir sirali ikili denir. Bu

sekilde tanimlanan RxR climlesi D ile gosterilsin ve bu D climlesi
D= {(x x*): X, X e R}
ile ifade edilir. D {izerinde iki i¢ islem ve bir esitlik asagidaki sekilde verilir [15].

Tamm 2.3.2. D dual say1 ciimlesi olmak iizere

@:DxD—D
i¢ islemi ve X = (x, x*), Y =(y, y*) dual say1 ciimlesinin iki elemani1 olmak {izere
X®Y =(x,x)@(y, ¥ )=(x+y, X +y")

seklinde tanimlanir. Burada tanimlanan @ islemi dual sayi ciimlesinde toplama

islemi olarak adlandirilir [15].

Tamm 2.3.3. D dual say1 ciimlesi olmak iizere
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O:DxD—>D

i¢ islemi ve X = (x, x*), Y = (y, y*) dual say1 ciimlesinin iki elemani olmak iizere

X oY =(xx)o(y.y)=(x. 5 +xy)

seklinde tanimlanir. Burada tanimlanan © islemi dual say1 ciimlesinde g¢arpma

islemi olarak adlandirilir [15].

Tanim 2.3.4. X :(x, x*) ve Y :(y, y*)e D igin

x=y, x' =y

esitlikleri saglaniyorsa X ile Y sayilar esittir denir. Bu durum ise X =Y ile ifade
edilir [15].

Tanim 2.3.5. Reel sayilar ciimlesi R olmak {izere
D=RxR

climlesi iizerinde tanimlanan toplama, ¢arpma ve esitlik islemleri sirasiyla Tanim

2.3.2., Tanim 2.3.3. ve Tanim 2.3.4. de verilen sekilde tanimlanmis ise ) ciimlesine

dual sayilar sistemi denir ve her (x, x*) e D sirali ikilisine ise bir dual say1 denir [15].

Teorem 2.3.1. D dual sayilar ciimlesi olmak iizere (D, ®,®) igliisii birimli ve

degismeli bir halka belirtir [15].

Teorem 2.3.2. D dual sayilar ciimlesi lizerinde tanimlanan (@) ve (O) islemleriyle
birlikte bir cisim degildir [15].
Ispat. Her X = (x, x*) eD i¢in
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X©A=AOX =(10)

olacak sekilde bir tek A:(a, a*) e ters elemani yoktur. Ciinkii bu eleman i¢in

Tanim 2.3.3. ve Tanim 2.3.4. geregince

XoA=(x, x*)O(a, a’)=(xa, xa"+xa)=(1,0)

xa=1, xa ' +xa=0

esitlikleri saglanir ve son denklemlerde a ve a” ¢oziiliirse

esitligi bulunur. Daha sonra

AO X =(1,0)

esitliginden ayn1 sekilde

denklemi elde edilir. Bu durumda A= (a, a*) elemani, X dual sayisinin ters elemani
olmasit i¢in X # 0 olmasi gerekmektedir. Bu da (O, x*) e D elemaninin tersi olan bir

eleman yoktur demektir. O halde (ID,®, ©) iigliisii bir cisim degildir.

Sonu¢ 2.3.1. D dual sayilar ciimlesi ¢ikarma ve X #(0,x) olmak iizere dual

sayilar1 i¢in bolmeye islemlerine gore de kapalidir [15].
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Tamm 2.3.6. X =(x, x*) ve Y =(y, y*) iki dual sayr olmak tisere X ®@A=Y

denkleminin bir tek ¢oziimii vardir. Bu denklemde A:(a, a*) dual sayis1 olmak

tizere Tanim 2.3.2.den

(x+a, x*+a*)=(y, y*)
ve Tanim 2.3.4.’ten de

A=Y -X=(y-xy -x")eD
esitligi elde edilir [15].

Tanmm 2.3.7. X® A= X denkleminin ¢6ziimii olan A dual sayisina D ’nin sifirt

denir ve bu ifade 0=(0, 0) esitligi ile gdsterilir [15].

Tamm 2.3.8. X :(x, x*), (x=0) ve Y:(y, y*) iki dual say1 olmak iizere

X @® A=Y denkleminin bir tek ¢ézlimii vardir. Bu denklemde A dual sayisinin esiti

A= (a, a*) olmak iizere Tanim 2.3.3.’ten

(x+a, x*+a*)=(y, y*)

ve Tanim 2.3.4.’te verilen tanim kullanilirsa

esitligi bulunur ve dolayisiyla A<D elde edilir [15].
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Tanim 2.3.9. Her X = (x, x*) e D dual sayisinda " X" reel sayisina X dual sayisinin

*n

X

reel kismi,

Re X =x ve DuX = X" seklinde ifade edilir [15].

reel sayisima da X dual sayisinin dual kismi1 denir ve sirasiyla

Tamm 2.3.10. (1,0)=1 dual sayisma D dual sayr ciimlesinde ¢arpma isleminin

birim eleman1 veya I dual say1 climlesinde reel birim denir [15].

Tamm 2.3.11. (0,1)e D dual sayisina dual birim denir. Burada (0,1)=¢ ile ifade

edilir ve &* =0 dir [15].

Teorem 2.3.3. Her X = (x, x*) e D dual sayis1
X =x+ex

seklinde ifade edilebilir. Yani
(x, x*) =X+eX

esitligi yazilabilir [15].

Teorem 2.3.4. Iki dual saymin garpmmu sifir ise carpanlardan birinin sifir olmasi

gerekli degildir [15].
Ispat. X :<0, x*) ve Y = (0, y*) dual sayilar1 i¢cin Tanim 2.3.3.’ten
X ®Y =(0,x")®(0,y")=(0,0)

esitligi saglanir. Burada X #0 ve Y #0 oldugundan ispat tamamlanr.
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Teorem 2.3.5. Her X =(x, X*)e]D) ve LeR ise A4 ile X dual sayisinin ¢arpimi
AX = (/Ix, Ax*)

dir [15].

Tamm 2.3.12. X = (x, x*) e dual sayilarinin tamamina dual diizlem denir ve bu

dual diizlem D ile gosterilir. Buradaki her bir (x, x*) ikilisine de dual diizlemin bir

dual noktas1 denir [15].

Tammm 2.3.13. X bir dual sayr olmak iizere X =Xx+&X dual sayisiin mutlak

degeri |X| reel sayisina karsilik gelir ve
|X]| =‘x+gx*‘ =X

esitligi ile ifade edilir. Fakat bu tamim D dual say1 ciimlesinde bir metrik vermez
[15].

Teorem 2.3.6. X bir dual say1 olmak iizere
|X|=‘x+gx*‘=0 < x=0
dir [15].

Teorem 2.3.7. iki dual sayisiin carpimmin mutlak degeri, mutlak degerlerinin

carpimina esittir. Yani

|X1-X2|:‘(x1+gxf)-(x2+gx2)‘ = [X,]|X,] =] % +ex || %, +ex |
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dir [15].

Teorem 2.3.8. (Uggen Esitsizligi) V X,, X, € D dual sayilari igin
| X, + X, <Xy +]X,]

esitsizligi saglanir [15].

Tamm 2.3.14. Her X =x+¢&X €D dual saysi igin X =x—¢eX" dual sayisina X

dual sayisinin eslenigi denir [15].

Teorem 2.3.9. VX €D olmak tlizere

i. VX eD ise X ’nin dual eslenigi X . yani (Y)z X

i. VX, X, €D igin X, + X, =X, +X,

iii. VX, X, €D igin X,-X, =X, X, ve X, #(0,x") igin[

ol Bl
Il
Rl Bl

iv. VX eD igin X -X =|X[

V. VX eDicin X + X =2Re X, X =X =2¢DuX ve X =X ise X e R
ozellikleri saglanir [15].
2.4. Kuaterniyonlar

Kuaterniyon sayilar1 kabaca tanimlamak gerekirse nasil karmagsik sayilar, gercel
sayilar1 kapsayan bir climle ise kuaterniyonlar sayilar da karmagsik sayilar1 kapsayan
bir climledir. Ayrica nasil karmasik sayilar iki boyutlu bir sistemdeki noktalar halinde
diisiiniilebiliyorsa, kuaterniyon sayilar da dort boyutlu bir sistemdeki noktalar olarak
diistintilebilir. Buradan da anlagilacagi lizere her gergel ve karmagsik sayr bir

kuaterniyondur.
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Kuaterniyolar 1843 yilinda Irlandali matematik¢i Sir William Rowan Hamilton
tarafindan kesfedilmistir. Hamilton kuaterniyonlar1 tanimlamasiyla iki vektor igin,
boliimiin de miimkiin olabilecegini, yeni bir ¢arpma islemini vektor cebirine dahil

etmis oldu. Boylece ti¢ boyutlu uzayda hareketlerin tetkikini kolaylastirmis oldu.

Hamilton’un kuaterniyonlar1 bulmasi sdyle bir katki saglamistir. Biz biliyoruz ki
Oklid uzayida vektorii vektore bolemeyiz. Aslinda kuaterniyonlarin ¢ikis noktasi da
budur. Hamilton kuaterniyonlari tanimlayarak iki vektdr i¢in bdlme igleminin de
miimkiin olabilecegini gostermistir. Bu bulustan sonra karmasik sayilar 2-boyutlu
koordinat sistemindeki noktalar olarak diisiiniilebiliyorsa, kuaterniyonlar da 4-
boyutlu koordinat sistemindeki noktalar olarak diisiiniilmeye baglanmistir [15].
Literatiir incelendigi zaman [16-20] c¢alismalarinda kuaterniyonlar, split
kuaterniyonlar, kompleks kuaterniyonlar, dual kuaterniyonlar, hiperbolik

kuaterniyonlar ve bunlarin 6zellikleriyle ilgili calismalarin oldugu goriilmektedir.

2.4.1. Reel Kuaterniyonlar

Tamm 2.4.1.1. Bir reel kuaterniyon tanimi, sirali dort sayinin +1, e, e, ez gibi

dort birime eslik etmesi ile tanimlanabilir. Burada, birinci birim +1 bir reel sayidir,

diger ii¢ birim ise

. —2 -2 -2
l.er=e;=e3=-1
ii. élAéz 263, 62/\63 261, és/\él 262

ii. éZAél = —63, ésAéz = —61, élAéS = —éz
ozelliklerine sahiptir. Boylece bir kuaterniyon

q=d +ae1+be: +ces
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seklinde ifade edilir ve burada d, a, b,ceR reel sayilarina q kuaterniyonunun

bilesenleri denir. €1, €,, es birimleri ise 3-boyutlu reel vektdr uzaymm bir dik

koordinat sisteminin baz vektorleri olarak alinabilirler ve dolayisiyla q kuaterniyonu

S, ile gosterilen skaler kisim ve V, ile gosterilen vektorel kisim olmak {izere iki

kisma ayrilabilir:

S,=d Ve Vq=ae +be;+ces
dir. Buradan bir kuaterniyon

q=S,+V,
seklinde yazilabilir.

Reel kuaterniyonlar ciimlesi K ile ifade edilsin ve bir reel kuaterniyonun dort

biriminin 6zellikleri incelenecek olursa K ciimlesinin 6zel halleri olan, R reel sayilar
ciimlesi, ¢ kompleks sayilar ciimlesi ve R® ii¢ boyutlu vektdrler ciimlesi elde
edilebilir [15].

Tanmm 2.4.1.2. g, 0, € K kuaterniyonlarini alalim. O halde

@: KxK—> K
(ql’ qz) —Q, ®q2 = Sq1+q2 +\7%@Q2

islemi

Sq1+q2 = Sql + qu ve \7ql®q2 :\7ql @\7q2
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iki reel kuaterniyonun toplami olarak tamimlanir. Burada S, , S, € R ve + islemi R

reel sayilar ciimlesindeki toplama islemidir ve \7ql, \7q2 de birer vektor olup @
islemi reel vektor uzayindaki abel grubu (vektorlerde toplama) isleminin aynisidir.

Buradaki etkisiz elemana sifir kuaterniyon denir ve (0, 0, 0, 0) ile gdsterilir [15].

Tamm 2.4.1.3. q e K kuaterniyonunu ve A€ R reel sayisini alalim. Buradan

O: RxK—> K
(4, 9)—>A0q=2q=AS,+ V4

seklinde tanimlanan dis isleme skaler ile reel kuaterniyonun ¢arpimi denir ve bu

carpim asagidaki ozellikleri saglar.

I.Her g, g, K ve A€R i¢in
20(q,®0,)=(200,)®(100,)

i. Her ge K ve A4, 4, €R i¢in
(4+%)00=(400)®(% 0q)

iii. Her ge K ve 4, 4, €R i¢in
(4-%)00q=40(%0q)

iv. Her g € K igin

10q=q
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olur [15].
Tanmm 2.4.1.4. q,, 0, € K kuaterniyonlarini alalim. O halde

X: KxK— K
(ay, 9,) — a,xq,

iki kuaterniyon arasindaki ¢arpma islemi

L -2 =2 =2
I.ep=e,=e3=-1

i, e1A€2 = 63, e2A€3 = 61, esAEL = €2

iii. e2A€ = —éa, ésAéz = —61, élAgs =—€;

esitlikleri ile tanimlanir. O halde @, 0, € K kuaterniyonlar i¢in
q,=d,+ae+be.+ces ve q,=d,+a,e +h,e:+c,es

olmak tizere

g,xq, =(dl +a1§1 +bléz +C153)X<d2 +a251 +b262 +C263)
0,xd, = d1d2 —(318.2 +b1bz +C1C2)
+(d,a, +a,d, +bgc, —Clbz)él
+(d,b, +bd, +c,d, -ac,)
)

ile kuaterniyon ¢arpimi tanimlanir. Ayrica katerniyon ¢arpimi

i. Iki kuaterniyonun ¢arpimi yine bir kuaterniyondur.
Il. Kuaterniyon ¢arpimi birlesimlidir.

iii. Kuaterniyon ¢arpimi dagilimlidir.



Iv. Kuaterniyon ¢arpimi degisimli degildir.

Ozelliklerini saglar [15].

Tamm 2.4.1.5. Her q;, ¢, € K iki kuaterniyon olmak {izere
=0, =S, =S, Ve Vq=V

ile kuaterniyonlar igin esitlik bagintis1 tanimlanir [15].

Tanmim 2.4.1.6. Her q;, ¢, € K iki kuaterniyon olmak {izere
ql —q2 = (Sq1 —qu )+ (\70ﬂ —\7q2 )
dir. Yani

SQ1_C|2 = Sql —qu ve \7%*(12 =\7‘h —\7q2

ile verilen esitliklerle iki kuaterniyon arasindaki fark tanimlanir [15].

Tamm 2.4.1.7. Her q=d +ae; +be; +ces € K icin

K:KxK— K
q—>K(q):Kq

q=S,+Vq > K, =S, -V,

33

islemi ile eslenik tammlanir ve K, kuaterniyonuna g ’nun eslenigi denir. Buradan

\7Kq = V4 oldugundan
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gxK, =K xq=d*+a’+b’+c’ e R
dir. O halde eslenik isleminin asagidaki

i. K(ag, +bg,)=aK, +bK,
i. K(gxa,) =K xK,

iii. K(K,)=q
ozelliklerinin saglandig: goriiliir [15].
Tamm 2.4.1.8. Her q=d +ae; +be; +ces € K igin

N:K—>R
q—>N(g)=N,=0gxK, =K xq

veya

2 2 2 2
N, =axK, =K xq=d"+a"+b"+c
pozitif reel sayisina q reel kuaterniyonunun normu denir [15].

Tanmm 2.4.1.9. Bir kuaterniyonun normu bir ise bu kuaterniyona 6zel olarak birim

kuaterniyon denir ve @, ile gosterilir [15].
2.5. Dual-Hiperbolik Say1 Sistemi

Tamm 2.5.1. 2,7, el iki hiperbolik say1 olmak {izere (Zl,zz) sirali ikilisinin

hiperbolik birimi 1 ve dual birimi ¢ olmak tizere (52 =0, ¢# O)

w=1+¢Z,
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sayisina dual-hiperbolik say1 denir ve dual-hiperbolik sayilar cimlesi
]D)]le{a): 2,+62,|2,2,eH ve & =O,g¢0}

esitligi ile tanimlanir. Burada X, X,, ¥, ¥, € R ve z, =X + JX, ve z, =Y, + Jy, i¢in
O=X+X%]+YyE+Y,]e

dual-hiperbolik sayis1 yazilabilir [21].

Tamm 2.5.2. @=X+X,]+VY,£+Y,]je € DH dual-hiperbolik sayis1 i¢in
Rew=x,

reel sayisi, @ dual-hiperbolik sayisinin reel kismi olarak adlandirilir [21].

Tamm 2.5.3. w=17 +¢&z, dual-hiperbolik sayis1 i¢cin z, ve z, hiperbolik sayilar

sirastyla hiperbolik ve dual kisim olarak adlandirilir [21].

Tamm 2.54. @ =2, +¢2,, @, =12,+¢z, e DH dual-hiperbolik sayilar olmak iizere

dual-hiperbolik sayilarda toplama ve ¢ikarma islemi
o, Fo,=(2,+¢2,)F(2,+¢2,)=(2,F2,)+¢(2,F2,)
esitligi ile tanimlanir [21].

Tamm 2.5.5. @ =2, +€Z,, @, =2,+¢z, € DH dual-hiperbolik sayilar olmak iizere

dual-hiperbolik sayilarda ¢carpma iglemi
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o xw, =(2,+62,)x(2,+€2,) = 2,2, + £ (2,2, + 2,2;)
seklinde tanimlanir [21].

Tanim 2.5.6. @, =2, +¢2,, w, =7, +¢&z, €DH dual-hiperbolik sayilar ve Rew, #0

olmak tizere dual-hiperbolik sayilarda bélme islemi

o 1,+&l,
w, 1,+¢&7,
(z,+¢17,)(2,—¢2,) 4, %—27,

(zl+gzz)(23—,9z4):z3 z;

seklindedir [21].

Tamm 2.5.7. A={z,|z,eH} ciimlesini DH dual-hiperbolik say1 ciimlesinin sifir

bolen ciimlesi olarak tanimlayalim. O halde w=1z7 +&z, eDH dual-hiperbolik

sayist icin bes farkl eslenik

0" =7, +¢£7,, (hiperbolik eslenik)

0" =1-¢1, (dual eslenik conjugation)

0" =7 -¢7,, (cift eslenik)

o :Z_l(l—gﬁ] (weDH-A), (dual-hiperbolik eslenik)
Zl

0" =12,-¢1,, (anti-dual eslenik )

seklinde verilir ve buradaki "—" sembolii hiperbolik eslenigi temsil eder [22].

Tamm 2.5.8. w=2 +¢z, eDH dual-hiperbolik sayisini alalim. O halde w dual-

hiperbolik saysinin modiilii || . (1<i<5) olmak iizere
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|a);=a)><a)h:|zl|2+25Re(2172)e]D)
|a)|:2 =oxo? =2 el
o =wxo® =|z,] -2jeIim(z,z,) e DH
T3 1 172
of =oxo™ =z cR(wecDH-A
4 1

|a)|}2 =wxn" =122, +5(Z§ - Zf) e DH
bes farkli modiil tanimlanir [22].

Teorem 2.5.1. w=12 +¢&z, € DH dual-hiperbolik sayisin1 igin

i. o+w” =2Re(z,)+£2Re(z,)eD
ii. oro” =2(z)eH

iii. o+o" =2Re(z)+¢j2Im(z,)

. 1 - Z,7
iv. a)+a)4:(zl+zl)+g(zz— 2 1) (z,#0)
z

1

V. o+’ =(2,+2,)+e(z,-2,)
esitlikleri saglanir [22].

Teorem 2.5.2. w, @, w, € DH dual-hiperbolik sayilar olmak iizere

fi

i (a)) —w, (izl,...,4 ve o iginzlsto)



esitlikleri saglanir [22].
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BOLUM 3. DUAL-HIPERBOLIK FiBONACCiIi VE LUCAS
SAYILARI

Horadam ilk olarak bir kuaterniyonun baslangi¢ katsayilarini Fibonacci sayisi alarak
Fibonacci kuaterniyonlarim1 tamimladi [23]. Son zamanlarda ise bir¢ok yazar bu
makaleyi temel alarak Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlarini galisti. Biz de bu
caligmalar1 gozoniine alip Fibonacci ve Lucas katsayili dual-hiperbolik say1 sistemi

tizerinde temel teorem ve islemleri ¢alistik.

3.1. Fibonacci ve Lucas Katsayilh Dual-Hiperbolik Sayilar

Tamm 3.1.1. F, ve L, swrasiyla n. dereceden Fibonacci ve Lucas sayilart olmak

tizere Fibonacci katsayili dual-hiperbolik sayilar ve Lucas katsayili dual-hiperbolik

sayilar sirasiyla

DHF = { DHF, =R, +£R; =(F, + jF,,)+&(F,., + jF,.;) | F, Fibonacci sayisi|

DHI = {DHL” - Pn +8Pn* :(Ln + jLn+1)+8(Ln+2 + jl—n+3)| Ln Lucas Say1s1}

seklinde tanimlanir. Burada & dual (82=0,8¢0), j hiperbolik (j2=1) ve je

hiperbolik-dual (jg;to, (jg)Z:O) birim belirtir. Buradan goriilecegi iizere

Fibonacci ve Lucas katsayili dual-hiperbolik sayilar sirasiyla asagidaki sekilde ifade
edilebilir.

DHF, =R, +¢eR =(F, + jF,,)+&(F.,+ iF)=F +F.ji+F,e+F  je (3.1)

DHL =P, +eP =(Ly+ il +e(by,+ b)) =L+ Lai+L.,e+L..de (3.2



40

Tamm 3.1.2. Fibonacci katsayili dual-hiperbolik sayilar ZHF ve DHF olsun.

Fibonacci katsayili dual-hiperbolik say1 ciimlesi i¢in toplama ve c¢ikarma islemleri

asagidaki sekilde tanimlanir.

DHF, ¥ DHF, =(R, +£R;)F(R, +£R})

=(Fn $ l:m)—i_([:ml'_" I:m+1) J +(Fn+2$ Fm-¢—2)‘c"_|—(|:n-*—3$ I:m+3) jg (33)

Tamim 3.1.3. Lucas katsayili dual-hiperbolik sayilar ZHL, ve DL olsun. Lucas

katsayil1 dual-hiperbolik sayilar ciimlesi i¢in toplama ve ¢ikarma islemleri asagidaki

sekilde tanimlanir.

DHL, ¥ DHL, =(P,+P;)%(P, +£P;)

:(Ln $ Lm)+(Ln+1'T' Lm+l) J +(Ln+2 'T' Lm+2)g+(Ln+3 $ Lm+3) jg (34)

Tanim 3.1.4. Reel kuaterniyonlarin baz elementlerinin (1, j.€, j¢) degismeli ¢arpimi

asagidaki semayla tanimlanir.

X 1 J & je

1 |1 | |¢e | ie

LT |ele

e le |Jje|l0 |0

jeliele [0 |0

Tablo 3.1. Reel kuaterniyonlarin birimlerinin ¢arpimi

Tanmm 3.1.5. Fibonacci katsayili dual-hiperbolik sayilar ZHF, ve DHF, olsun.

Fibonacci katsayili dual-hiperbolik sayilar ciimlesi i¢in ¢arpma islemi Tanim 3.1.4.

g6zOniine alinirsa
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DHF, x DHF, =(R,+£R;)F(R, +£R;)
=F.F, +F . Fou +(FuF +F ) |

n+1" m+l n+l' m n' m+l

+(F,Fps + FraFs + PP+ FLaF )€

n' m+2 n+1" m+3 n+2° m n+3" m+l

+(FpiFp + R P + PPy +FoF) e

n+1" m+2 n' m+3 n+3" m n+2° m+1

(3.5)

esitligi ile verilir.

Tamim 3.1.6. Lucas katsayili dual-hiperbolik sayilar ZHL, ve DL olsun. Lucas

katsayili dual-hiperbolik say1 ciimlesi i¢in ¢arpma islemi Tanim 3.1.4. gozoniine

alinirsa

DHL, x DHL,, = (P, +£P, )%(P, +£P;)
= Ln I‘m + Ln+le+l +(Ln+le + I‘n m+1) J
+(Ly Lo + Ly boes + Lol + sl ) €

n—m+ n+2 —m n+3

+(Lyibimer + LyLiss + Lyssl + Lol ) €

N+l —m+ n+3—m n+2

(3.6)

n+1

esitligi ile ifade edilir.

Tamm 3.1.7. HF, Fibonacci katsayili dual-hiperbolik sayisini alalim ve bu

Fibonacci katsayili dual-hiperbolik sayis1

DHF =R +¢R = (F,+JF.,)+e(F,,+JF.;) seklinde yazilabildiginden dolay:

bes farkli eslenik mevcuttur ve bu eslenikler

DHF =(F,~F,,i)+¢(F., —F.si) (hiperbolik eslenik)

DHFHTZ = ( I:n + Fn+l J ) —& ( I:n+2 + l:n+3 J ) (dual eslenik)

DH ans = ( Fn - Fn+lj ) —¢ ( I:n+2 - Fn+3 J ) (Glft eslenik)

DHF]* =(F,-F,,j) 1- e@ (dual-hiperbolik eslenik)
Fn + I:n+1-l

DHF = ( FootFosl ) —& ( F+ Fn+1j) (anti-dual eslenik)
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seklinde tanimlanir.

Teorem 3.1.1. HF eDHF bir Fibonacci katsayili dual-hiperbolik say1 olsun.

DIHF. sayisi igin esleniklerle ilgili

n

1) DHF, + DHF," =2(F, +&F,,,) (3.12)
2) DHF, x DHF =-F, ,F  +2(F.F,,—F .F.;) (3.13)
3) DHF, + DHF = 2(F, + jF,.,) (3.14)
4) DHF x DHF =F,  +j2F.F, , (3.15)
5) DHF, + DHF,” =2(F, + jeF, ;) (3.16)
6) DHF, x DHF,* =-F, ,F _, — je2(-1)’ (3.17)
7) DHF, + DHF* = 2F, +¢ —FniF};M (Fpis+ JFo.s) (3.18)
8) DHF, x DHF.* =F?—F2, (3.19)
9) DHF, + DHF =(F,+F,,)+(Fs+ Fp) i +(Fr)e+(F.,) ie (3.20)
10) DCF, x DCE’ =F, ,+(F,F, . +F ,F ) j+(Fps —Fpi)e (3.21)

+2(F, F.., —F..F.) j¢

n+3" n+2 n+l' n

esitlikleri tanimlanir.

ispat.

1) Fibonacci katsayili dual-hiperbolik sayis1 ZHF, olmak tizere (3.1) ve (3.7)

n

esitliklerinden
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DHF, +DHF" = (R, +2R})+(R, +2R})

= I:( I:n + an+l)+‘9(Fn+2 + an+3):|+|:( Fn - an+l)+g(Fn+2 - an+3):|
:(Fn + Fn+lj + I:n+2‘9+ Fn+3j8)+(|:n - Fn+lj + I:n+2‘€_ Fn+3jg)

esitligi bulunur ve (3.3) denklemi g6zoniine alinirsa
DHF, + DHF! =2(F, +¢F,,,)
esitligi elde edilir.

2) Fibonacci katsayili dual-hiperbolik sayr ZHF, olmak iizere (3.1) ve (3.7)

esitlikleri gézoniine alinirsa

DI, DHF = (R, +gR;)x(R_n+gR_;)

= I:( I:n + an+1)+g(Fn+2 iy an+3):|X|:(Fn - an+1)+g(Fn+2 - an+3):|
:(Fn + Fn+1j + I:n+2‘c"+ Fn+3j‘9)x(Fn - Fn+lj + I:n+2‘c"_ Fn+3j8)

denklemi elde edilir. Yukarida elde edilen denklem igin (3.5) esitliginden

yararlanirsa

F

DHF, x DHF* =-F, ,F,_,+2(F,F aFos)

n+2' n-1 ntn+2 T
esitligi elde edilir.

3) Fibonacci katsayili dual-hiperbolik say1 Z/ZF, olmak iizere (3.1) ve (3.8)

esitlikleri gézoniine alinirsa
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DHF, + DHF)> =(R, +&R;)+(R, —£R;)

ZI: F +jF+l)+€(Fn+2+an+3)]+|:(Fn+an+l)_ ( n+2+JFn+3)]
:(F J+F 28+Fn+3j8)+(|:n+Fn+1j_Fn+2‘9_Fn+3J‘9)

n+l

denklemi bulunur ve bu denklemde Fibonacci katsayili dual-hiperbolik sayilar i¢in

toplami islemi olan (3.3) esitligi g6zoniine alinirsa
DHF, + DHF" =2(F, + jF,.,)
bulunur.

4) Fibonacci katsayili dual-hiperbolik say1 Z2ZHF, olmak tizere (3.1) ve (3.8)

esitlikleri gézoniine alinirsa

DHF, x DHF* =(R,+£R})x(R, —gR*)

_I: F +JFn+l) n+2+J n+3 :' I: F +J n+1 ( n+2+JFn+3):|
=(Fn + Fn+1] + I:n+2“3‘—|— Fn+3]‘9) (Fn + Fn+lJ - n+2€_ Fn+3]‘9)

esitligi elde edilir. Daha sonra Fibonacci katsayili dual-hiperbolik sayilarin ¢arpma

islemi olan (3.5) esitligi gdzoniine alinirsa

DHF, x DHF" =F, . +2jF,

n+l
denklemi bulunur.

5) Fibonacci katsayili dual-hiperbolik sayilar igin (3.1) ve (3.9) esitlikleri

g6zOniine alinirsa
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DHF, + DHF,* =(R, +gR;)+(R_n—gR_;)

:I: F +Fn+lj)+g Fn+2+Fn+31 ] I: n+1J (Fn+2_Fn+3j)]
(F +Fn+1j+ +2€+Fn+3.l‘c") (Fn_Fn+lj_ n+2g+Fn+3jg)

denklemi bulunur. Yukarida elde edilen denklem i¢in (3.3) esitligi gézoniine alinirsa
DHF,+ DHF =2(F, + jeF,,;)
elde edilir.

6) Fibonacci katsayili dual-hiperbolik sayr Z//F, olmak iizere (3.1) ve (3.9)

esitlikleri g6zoniine alinirsa

DHF, x DHF}" = (R, +gR;)x(R_n—gR_;)

:(F n+1J+ ne2€ T n+3j€)X(Fn_Fn+lj_Fn+2‘9+Fn+3jg)

denklemi bulunur. Buradan Fibonacci katsyili dual-hiperbolik sayilar i¢in ¢arpma

islemi ve (2.4) denklemi g6zoniine alinirsa

DHF, x DHF* = -F, ,F, , — je2(-1)"

denklemi bulunur.

7) Fibonacci katsayili dual-hiperbolik say1r ZF, olmak iizere (3.1) ve (3.10)

esitliklerinden
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DHF, + DHF* =(R, +5R;){R_n[1—g%ﬂ

n

' i : F.,+]JF
(R (P | (5~ o s

n+l

denklemi bulunur ve bu denklemde (3.3) g6zoniine alinirsa

DHF, +_/D/7:/]FHT4 =2F, +3L']+1(Fn+3 + jFM)
I:n + JFn+l

denklemi elde edilir.

8) Fibonacci katsayili dual-hiperbolik sayr Z/F, olmak tizere (3.1) ve (3.10)

esitlikleri gézoniine alinirsa

DHF, x DHF =(Rn +gR;){R_n{1—g%ﬂ

n

i - : F..+JF
:(Fn + Fn+1J + I:n+2‘9+ Fn+3]5)x|:( Fn - JFn+1)(l—8—lr;2+ JJF n+3 J:|

n n+l
esitligi bulunur ve bu esitlikte (3.5) denklemi gozoniine alinirsa

DHF,x DHF* =F? - F?

n+l
esitligi bulunur.

9) Fibonacci katsayili dual-hiperbolik say1 H'F, olmak iizere (3.1) ve (3.11)

n

esitliklerinden
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DHF, + DHF* =(R, +&R})+(R; - ¢R, )
:(Fn + I:nJrlj + I:n+2‘.:"+ Fn+3jg)+(|: + Fn+3j - an_ Fn+1jg)

n+2

denklemi bulunur. Buradan Fibonacci katsayili dual-hiperbolik sayilarda toplama

islemi gbézoniine alinirsa

DHF,+ DHF =(F,+F,,)+(F+F..) i+(F..)e+(F.,) je

esitligi elde edilir.

10) Fibonacci katsayili dual-hiperbolik say1 ZZHF, olsun. O halde (3.1) ve
(3.11) esitlikleri kullanirsa

DHF, x DHF =(R, +&R;)+(R; -¢R,)
= ( Fn + Fn+lj + I:n+2‘c"+ Fn+3jg)X(Fn+2 + Fn+3j - an_ Fn+lj8)
denklemi elde edilir. Bulunan denklemde (3.5) esitligi ve (2.3) denklemi gozoniine

alinirsa

DCF, x DCF* =(R, +£R] )x(R; R, )
= F2n+3+(F F + F I:n+2)j+(F2n+5_|:2n+1)‘9+2(|:

n' n+3 n+l n+3

F

ne2

F.aF)ie

n+l’ n

denklemi bulunur.

Tammm 3.1.8. Fibonacci katsayili dual-hiperbolik sayis1 ZHF, olmak iizere j-

modiilii (1< j<5)
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|DHF, |\ = DHF, x DHF"
|DHF,|. = DHF,x DHF"
|DHF,|. = DHF, x DHF" (3.22)
|DHF,|. = DHF, x DHF,"

|DHF,[: = DHF, x DHF"

esitlikleri ile verilir.

Teorem 3.1.2. DHF, ve IDHL, sirastyla Fibonacci ve Lucas katsayili dual-

hiperbolik sayilar olmak {izere, n >0 igin

1) DHF, + DHF,,, = DHF., ,
2) DHL +DHL = DHL ,
3) DHF, , + DHF, , = DHL
4) DHF., ,~DHF, , = DHL,

5) DHF? + DHF’, = DHF, ,+F, +F,.,j+(2F,

n+l

+ l:2n+3)‘9 + 3F2n+4 jg

n+5

6) DHF?,-DHF’, =F, —F, ,

n+l

7) DHF, x DHF, + DHF,  x DHF,  =F,_ +2F _i-2F  c+4F __je

— ' n+m+l n+m+3 n+m-+

8)-DHF, + DHF. ,j+DHF, ,e—DHF, ,je=F, ,
esitlikleri verilir.
Ispat.

1) Fibonacci katsayili dual-hiperbolik sayisi i¢in (3.1) ve (3.5) esitliklerini

kullanilirsa



49

DHF, + DHF,

I:n + I:n+1j + I:n+2‘c" + Fn+3jg) + ( Fn+1 + Fn+2j + I:n+3‘c" + Fn+4 J‘g)
(Fn + Fn+1)+(F + Fn+2) J +(Fn+2 + Fn+3)g+(|:n+3 + Fn+4) jg

n+1

(R, +&R;)+(R,..+£R:,)
(

= + Fn+3j + I:n+4‘c" + Fn+5 jg

— ' n+2

= DHF,,,

denklemi elde edilir.

2) Lucas katsayili dual-hiperbolik sayisi i¢in (3.2) ve (3.4) esitlikleri gézoniine

alinirsa

DHL, + DHL,,, =(P, + &P, )+ (P, +£Py.,)
=(Ly+ L i+L e+l i)+ (L +L,i+L e+l ,,j¢)
=(L,+ L)+ (La+ L) i+(L, + L) e+ (L + L) e
=L, +tLsi+ L e+l s)e
- DHL ,

esitligi bulunur.

3) Fibonacci katsayili dual-hiperbolik sayr ZHF, olmak iizere (3.1) esitligini ve

(2.13) 6zdesligi dikkate alinirsa

DHF, ,+DHF,, =(R+eR,)+(R.,+ Ry, )
=(Fn—1 +Fj+F..e+ Fn+2j5)+(|:n+1 +F o)+ F a6t Fn+4j8)
:(Fn—l + Fn+l)+(Fn + I:n+2) J +(Fn+l + Fn+3)g+(l:n+2 + Fn+4) jg
=L, +L

= DHL

J+L.e+L 5)e

n

esitligi elde edilir.



50

4) Fibonacci katsayili dual-hiperbolik sayr ZVAF, olmak iizere (3.1) esitligini ve
(2.13) 6zdesligi dikkate alinirsa

DHF

n+2

~DHF, ,=(R,.,+&R,,) (R, +&R},)
=(F,

=(F,-F)+(F.s—F.)i+(F.—F)e+(F.s—F..)ie

=L, +L,,0+L ,e+L ;)¢

= DHL,

+2 + Fn+3j + Fn+48+ Fn+5jg)_(Fn—2 + Fn—lj + an+ Fn+1jg)

denklemi bulunur.

5) Fibonacci katsayili dual-hiperbolik sayist i¢in (3.1) esitliginin her iki tarafinin

karesini alinirsa

DHF? =(R, +¢R]) =F2+F2, +2F,F, ,j+2(F,F,, +F,.F

n+1 n' n+l n' n+2 n+1l" n+3

)e+2(FF s +F.F.,)ie

n" n+

DHF? —(R +&R

n+l — n+1 n+1

) =F2,+F?, +2F

n n+1

+2(F 4 F. +F . F.s) e

n+l" n+4 n+2° n+3

Fr2d +2(FuFhs +FoFLg)e

n+l" n n+2

esitlikleri elde edilir.

Yukaridaki esitlikler i¢in (2.8) ve (2.2) denklemleri gozoniine alinirsa asagidaki

DHFnZ +EHFn2+1 - (Rn +8Rr:)2 +(Rn+1 +8R':+1)2

=DHF,, +F, s+ F,i+(2F, s +F,.5)e+3F,

n+5
esitligi elde edilir.

6) ZHF, Fibonacci katsayili dual-hiperbolik say1 olsun. O halde Fibonacci katsayili

dual-hiperbolik sayilar i¢in olan (3.3) ve (3.5) esitlikleri ve Fibonacci sayilar igin

verilen (2.2) ve (2.8) esitlikleri g6zoniine alinirsa
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EHFnil—EHFnil=(Rn+1+gR;+l)2—(Rnfl+gR:71)2
[|:2+|:2 +2F, . F.,j+2(F ,Fp.s+F.,F )1

n+1 n+2 n+l" n+2 n+l" n+3 n+2° n+4

+2(F,.uFya + FooFois) i€

n+l" n+4 n+2" n+3

n n+l n' n+2

+2(F,4F,., +F,F..) J¢

n+2 n' n+l

l:Fnz_lJrFn2+2F_1Fnj+2(Fn_lF +FF )g}

=DHF, +F, ., +F 0+ (F., +2F,,,)e+3F, ;)¢

n+2 n+2

denklemi bulunur.

7) [DH'F, Fibonacci katsayili dual-hiperbolik say1 olsun. O halde Fibonacci katsay1li

dual-hiperbolik sayilar i¢in olan (3.3) ve (3.5) esitlikleri ve Fibonacci sayilar igin

verilen (2.2) ve (2.8) esitlikleri g6zoniine alinirsa

[ DHF, x DHF, |+ DHF

n+1

x DHF, ] = [(Rn +&R)x(R, +¢R, )J+[(RM+gR:ﬂ)x(Rm1 +an*H1)]
=F.F, +F,1Fou +(FuFy +FFo ) |

n+1 n+l’ m n’ m+l

+(F P + PP + FooFn + FosFon ) €

n’ m+2 n+1" m+3 n+2° m n+3

+(F . F R R tF R R L ) e

n+1' m+2 n’ m+3 n+3' m n+2° m+l

+F P+ FoFoe H(FoF +FoaFos)

n+1" m+l n+2" m+2 n+2" m+l n+l" m+2 .I

)
+ (PP ¥ FoaFoe + FosFna + PP ) €
)

n+1" m+3 n+2" m+4 n+3° m+l n+4" m+2

+(F2Fs + FoaFors + FrosFn + FusF

n+2" m+3 n+l" m+4 n+4" m+l n+3" m+2
= DHF,,,  +F

m+n+1 n+m+3

Je

+ Fn+m+2j +(F

n+m+3

+ 2 Fn+m+5 ) &

+ 3Fn+m+4 jE,‘

esitligi elde edilir.

8) DHF Fibonacci katsayili dual-hiperbolik say1 olsun. O halde Fibonacci katsayili

dual-hiperbolik sayilar i¢in olan (3.3) ve (3.5) esitlikleri ve Fibonacci sayilar igin

verilen (2.2) ve (2.8) esitlikleri g6zoniine alinirsa
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—-DHF, +DHF, ,j+DHF, &6 —DHF,  je=—(F, +F ,i+F,,e+F,;j¢)

n n+1

+(Fou+F i+ F e +F Lie)]

n+.

n+

~(
(

+(F +Fn+3J+Fn+4g+Fn+5jg)g
-(F

st Fua i +FLse+Fgie) e

n+5

T

n+1
esitligi elde edilir.

Teorem 3.1.3. DF , ve DAL . sirastyla Fibonacci ve Lucas katsayili negadual-

hiperbolik sayilar olsun. Buradan n>0 igin

a) DHF , =(-1)"" DHF, +(-1)"L, (j+&+2je)

b) DHL ,=(-1)" PHL, +(-1)""5F,(j+&+2je)
0zdeslikleri saglanir.
Ispat.

a) DHF, Fibonacci katsayili dual-hiperbolik say1 olmak iizere, Fibonacci sayilar

icin verilen (2.9) ve (2.14) esitlikleri ve Fibonacci katsayili dual-hiperbolik sayilarin

tanimi kullanilirsa

R,+eR)=(F,+F . j)+&(F,+F i)

=
=( )R () R i+ () Fpe+ (<1) Fg e

=(-0)" R () R 0+ () Rpe (F1) 7 R e

—1)“*1 Foii—(-1)""F e~ (-1)""F,, je

~1)"FL i+ (<)) FLe+(-1) F e
(0 B+ (-0 (Rt FoJi (0 TR FoJe +(0) (R R
=(-1)"" DHF, +(-1)" L, j+(-1)" Le +(-1)" 2L, je
(-1)"" PHF, +(-1)"L,(j+&+2je)
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esitligi elde edilir.

b) DHL, Lucas katsayili dual-hiperbolik say1 olmak iizere, Lucas ve Fibonacci

sayilar1 i¢in verilen (2.15) ve (2.17) esitlikleri kullanilirsa

DHL , =(P,+&P)=(L,+L . J)+&(L o+ L))
=(D)"L+ ()" L i+ () L Le+ (<)L, L e
=(-1)"L+(-1)" Ly i +(-1)" Ly,,e+(-1)" L, Je
~(-1) L i (1) Lmze—(—l)” .
+(—1) Lai+(- ) L,e+(- )"_3Ln_3jg
(1) L+ L ]i+ () Lo = L Je+ (F1) L+ L] e

(-1)" DEL, +
()™ DAL, +5(-1)""F, j+5(-1)"" F, £ +10(-1)"F, j&
(-1)" BHL, +(~1)"'5F, (j+&+2je)

denklemi elde edilir.

Teorem 3.1.4. [DHF, Fibonacci katsayili  dual-hiperbolik say1 ve

& =1 €e=1] e =¢ 6= ]c olmak iizere Fibonacci katsayil1 dual-hiperbolik sayilar

i¢in lirete¢ fonksiyonu

1
1-x-X

g(x)= Z(]DHF + DHF,_X)e,

2

esitligi elde edilir.

Ispat. Fibonacci katsayili dual-hiperbolik sayilarinmn iirete¢ fonksiyonu

g(x)=2 Rx
n=0
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DHF

n+3

olsun. Burada P, =(2HF,, DHF,,, DHF

n+1? n+2 !

)’dir. O halde iireteg

fonksiyonu sirastyla X ve x* ile carpilirsa

Xg(X) =PX+PX*+..+P X" +...

X2g(X)=Px® +Px’ +...+ P X" +...

esitlikleri yazilabilir. Daha sonra gerekli diizenlemeler yapilarak

g(x)= Z(P+ P —P)X)e,

1—x—x?

esitligi bulunur ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.5. Fibonacci katsayili dual-hiperbolik sayilar i¢in Binet formiilii
P, =(DHF, DHF,,, DHF,, K DHF

"y o n+3) olmak iizere

P =RF, +PF

0" n-1

esitligi ile verilir.

Ispat. P, sayisi i¢in P, = Aa" +Bf" esitligini alalim. Bu esitlikte n=0 ve n=1

n n

degerleri i¢in

A_R-5R, _aR-P
a-p

olur. Budurumda P, = Aa" +B" esitligi
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P, =iﬂ[(a—ﬂ%)a“+(a%—a)ﬁ"]

a_

seklinde yazilabilir. Daha sonra, P, ve P, sayilarinin Teorem 3.1.4 olan karsiliklar

yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

3

P = [“n :? ji]@HFMeS +[L§MJZMJF@S

a a $=0

esitligi bulunur ve €, =1, € = ], e, =¢ Ve e, = je karsilik gelir. Son olarak da
I:)n 3 Pan + POFn—l
esitligi elde edilir.

Teorem 3.1.6. (Binet Formiilii) ZHF, ve DHL, sirasiyla Fibonacci ve Lucas

katsayili dual-hiperbolik sayilar olsun. Burada n>1 olmak iizere sirasiyla Fibonacci

ve Lucas katsayili dual-hiperbolik sayilar i¢in Binet formiilii sirasiyla

paF, =29 =Pl
a-p
DHL =aa"+ "

esitkleri ile tammlanir ve burada @ ve B sayilan a=l+aj+a’c+a’je ve

B =1+ ]+ e+ je seklinde ifade edilir.
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Ispat. Fibonacci ve Lucas sayilari icin olan Binet formiili gozoniine alinirsa

Fibonacci ve Lucas katsayili dual-hiperbolik sayilar igin

DHF =R +¢R =F +F ,j+F ,e+F .je

0(” _ﬂn an+1_ﬂn+l . an+2 _ﬁn+2 an+3 _ﬂn+3
= +

j+ £+ je
a-p a-p a-p a-p
a”(l+aj+a25+a3je)+ﬂ” (1+ﬂj+ﬂ25+ﬂ3j£)
= pomy

ve

DHL, =P, +P =L, +L,,
=Ofn+ﬁn+(an+1+ﬂn+l)j+(O(n+2+ﬂn+2)8+((ln+3+ﬂn+3)jé‘

:a”(1+ai+a25+a3jg)+ﬂ" (1+ﬂj+ﬁzg+ﬂ3j5)

J+L.,e+L, 5])e

esitlikleri  yazilabilir. Daha  sonra sirasiyla l+aj+a’s+a’je  ve

1+ fj+ e+ fje sayilari yerine @ ve 8 yazilirsa sirasiyla Fibonacci ve Lucas

katsayili dual-hiperbolik sayilar i¢in Binet formiili

ve

DHL =aa"+ "

esitlikleri ile tanimlanir.

Teorem 3.1.7. (D’Ocagne Ozdesligi) JHF ve DHF, Fibonacci katsayili dual-

hiperbolik sayilar olsun. O halde n,m>0 degerleri i¢in
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(PHE,x DHF,.,)—(DPHF,, x DHF,)= (—1)n F,.,@+]j+3]¢)

Fibonacci katsayili dual-hiperbolik sayilar i¢in d’Ocagne 6zdesligi elde edilir.

Ispat. Fibonacci katsayili dual-hiperbolik igin (3.1) ve (3.5) esitlikleri gdzoniine

alinirsa

DHF, x DHF, , =(R, +&R, )x(R,, +R;

n+1 n+1

+(FoF s+ FoaFrs + PP + FousF

m' n+3 m+1l" n+4 m+2" n+l m+3 n+2)8

+(FpaFs + FoF s+ FosFon + FooFo ) i€

)= FoFra PP + (FraFon + o) |

m® n+l m+1" n+2 m+1" n+l m° n+2

m+1" n+3 m’ n+4 m+3" n+l m+2" n+2

ve

DHF, , x DHF, =(R,, +&R;

m+1 m+1

+(FpuiFois T FnaoFos + FrsF + FouFoy ) €

m+1" n+2 m+2" n+3 m+3" n m+4" n+l

+(FpoFos * FniFos + FoaF + FsFL ) e

m+2 m-+1 m+4° n m+3

)%(Ry+ &R} ) = FouFy + Fy o Fo + (FooFy + PP )

m+l" n m+2° n+l m+2° n m+1

esitlikleri bulunur. Yukarida elde ettigimiz esitliklerde (3.3) ve (2.5) denklemleri

g6z06niine alinirsa Fibonacci katsayili dual-hiperbolik sayilar i¢in d’Ocagne 6zdesligi
(DHF,x DHF, )~ (DHF, < DHF,)=(-1)" F, .+ j+3jé)
elde edilir.

Teorem 3.1.8. (Cassini Ozdesligi) ZHF, ve DHL, siarsaryla Fibonacci ve Lucas

katsayil1 dual-hiperbolik sayilar olsun. O halde bu sayilar i¢in Cassini 6zdesligi

sirasiyla

a) (PHF,,x DHF,,)- DHF? =(-1)"(j+3je)
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b) (DHL,,x DHL, )~ DHL2 =5(-1)"" (j +3js)
esitlikleri ile verilir.
Ispat.

a) Fibonacci katsayili dual-hiperbolik sayisinin tanimi olan (3.1) esitligi ve (3.5)

denklemi kullanilirsa

DHF?=(R, +¢R]) =F? +F2, +2F,F,, j+2(F,F,, +F,F

n n+1 n' n+l n' n+2 n+l" n+3

)5+2(F F_+FF )jg

n+l" n+2 n' n+3

*

DHF, ,x DHF, , =(R,, +&Ry, )x(R+&R ) =F F, +F ,F, +(F,F  +F.F)]

n+l" n n+2° n n+2" n-1 n+l’ n

+(F2 +F2, +F,sFy + F,uF ) e +(2F

n+l n+2 n+3" n-1 n+4" n n+1

F

n+2

+F FL+FF.)ie

n+4 n' n+3

esitlikleri elde edilir. Buldugumuz esitliklerde Fibonacci katsayili dual-hiperbolik
sayilar i¢in ¢ikarma islemi yapilir ve (2.2), (2.3), (2.5) 6zdeslikleri kullanilirsa

FouFa+FooF +(FouFo s R

n+l" n-1 n+2° n n+2" n-1 n+l" n
BHFMI X WHFn—l o EHFnZ = +( I:n2+1 + Fn2+2 + Fn+3 I:n—l + I:n+4 I:n )5

+(2Fn+1Fn+2 + Fn—an+4 + Fn Fn+3) jg

_ Rl + R+ 2R Fi+2(FF +FgF)e
+2(Fn I:n+3 + I:n+2 I:nﬁ-l) jg

=(-D"[i+3je]

denklemi elde edilir.

b) Lucas katsayili dual-hiperbolik sayis1 i¢in (3.6) esitligi ve Fibonacci sayisi igin

(2.11) esitligi g6zoniine alinirsa
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i Ln+l Ln—l + I—n+2 Ln + ( Ln+2 Ln—l + Ln+l Ln ) J
‘@HLMl x BHLn—l _‘@HLi = +( wal + Lil+2 + Ln+3Ln—l + Ln+4Ln )g

(2L Lt Ll FLL ) Je

n+1n+2 n-1—n+4 n—n+3
_Lr21 + I—$1+1 + 2Ln Ln+1j + 2(Ln+2 I—n + Ln+3 Ln+1)‘9
_+2(Ln Ln+3 + I‘n+2 Ln+1) jg

=5(-1)"" (j+3je)

esitligi elde edilir.

Teorem 3.1.9. (Catalan Ozdesligi) Fibonacci katsayili dual-hiperbolik sayis1 ZHF,

olsun. O halde Fibonacci katsayili dual-hiperbolik sayilar i¢in Catalan 6zdesligi
DHF? —(DHF,, x DHF,_)=(-1)"" E*(j+3je)
seklindedir.

Ispat. Fibonacci katsayili dual-hiperbolik sayilar icin (3.5) denklemi kullanilirsa

DHF?=(R +¢R]) =F2+F2, +2FF,, ]

n+1 n

+2(FF,,+F.F.)e+2(F,F.,+FF.)i¢

n+l" n+3 n+l" n

DHFHJH‘ XDHFH*I’ :(Rmr +8R:+I’)X(Rnfl’ +8R;7I‘)
—F F o +FaFat(FuF +F L F)i

n+r+l° n-r+l n+r+l" n-r n+r ' n-r+l

+(For P+ Fra P P P +F s P )€

n+r+l° n-r+3 n-r+2° n-r n-r+3 " n-r+l

+(Frri Pt P B + P B +F Fori) i€

n+r - n—-r+3 n+r+3 ° n-r n+r+2 ° n-r+l

esitlikleri elde edilir. Fibonacci sayilari igin olan (2.4) ve (2.6) esitlikleri gbzoniine

alinip gerekli islemler yapilirsa
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F2+FL+2(FuF)i+2(F,,F +F.F..)e

n+1 n+l' n n+2° n n+l

+2(F,F.s+F.F.,) e

n n+l

Fo F o +F F o+ (FoFy +F L aF)i

n+r° n-r n+r+l" n-r+l n+r+l" n+r

DHF? _(EHEH x DHF, . ) =

- +(Fn+r I:n—r+2 + F F + Fn+r+an—r+3 + Fn+r+3 Fn—r+1)j

n+r+2° n-r

+(Fn+r Fn—r+3 + F F + F F + Fn+r+2 Fn—r+1) jg

n+r+3° n-r n+r+l1" n-r+2

= (-1 F2[j+3]e]

Fibonacci katsayili dual-hiperbolik sayilar i¢in olan Catalan 6zdesligini elde ederiz.



BOLUM 4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismadaki orijinal kisim {iglincii boliim olup bu béliimde ‘Dual sayilarin
bilesenleri hiperbolik sayilar olursa ne olur?’ sorusu iizerinde duruldu. Bunun i¢in ilk
olarak Fibonacci ve Lucas katsayili dual-hiperbolik say1 sistemi tanimlandi. Bu say1
sistemi i¢in toplama, ¢ikarma ve ¢arpma islemleri verildi. Daha sonra ise Fibonacci
ve Lucas katsayili dual-hiperbolik say1 sistemi igin bes farkli eslenik tanimlandi ve
bu bes farkli eslenikle ilgili esitlikler ispatlandi. Ayrica Fibonacci katsayili dual-
hiperbolik sayilar i¢in iirete¢ fonksiyonu elde edildi. Sonrasinda ise Fibonacci ve
Lucas katsayili dual-hiperbolik sayilar i¢in Binet formiilii tanimlandi. Son olarak ise
bu sayilar i¢in iyi bilinen Cassini, Catalan, D’Ocagne 6zdeslikleri ve 6nemli esitlikler

tanimlandi.

Bu tezde tanimlanan Fibonacci ve Lucas katsayili dual-hiperbolik sayi sistemi
sayesinde genellestirilmis Fibonacci ve Lucas katsayili dual-hiperbolik sayis1 sistemi
ve genellestirilmis Fibonacci ve Lucas katsayili dual-kompleks say1 sistemi
alanlarina da yer actik. Ayrica tanimlanabilecek daha kapsamli say1 sistemleri igin de

temel niteliginde bir say1 sistemi tanimladik.
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