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DUAL KUATERNIYON UZAYINDA FONKSIYONEL ANALIZ
GCigdem AY

Matematik Anabilim Dali

Yiksek Lisans Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. Salim YUCE

Bu calismada ilk olarak literatiirde yer alan reel vektér uzayinin iki farkh
komplekslestirilmesi, buna benzer olarak kompleks vektér uzayinin iki farkh
kuaternizasyonu verilerek, kompleks kuaterniyon vektoér uzaylar icin fonksiyonel
analizin bazi temel tanim ve kavramlarindan bahsedilmistir.

Tezimizin orijinal béliminde ise, reel vektor uzayinin dual sayilar halkasi yardimiyla
duallestirilmesi ve buna paralel olarak, reel vektér uzaylarinin dual kuaternizasyonlar
yardimiyla kuaternizasyonlastiriimasi incelenerek, dual kuaterniyon modiil yapisi elde
edilmistir. Ayrica, elde edilen bu dual kuaterniyon modiil yapisi lizerindeki yari norm,
yari Banach ve yari Hilbert modiillin bazi temel tanim ve kavramlari elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Komplekslestirme, Kuaternizasyonlastirma, Dual kuaterniyon,
Duallestirme, Normlu uzay, Banach uzayi, Hilbert uzayi
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In this study; initially given two different complexification of real vector space in
literature and some basic definitions and concepts of functional analysis is mentioned
for complex quaternion vector space.

In the original part of our thesis, as dualization of real vector spaces with the help of
ring of dual numbers and correspondingly, quaternization of real vector space through
dual quaternions are examined, module structure of dual quaternions is obtained .
besides some fundamantel definitions and notations of semi-norm, semi Banach and
semi Hilbert modules on this module structure of dual quaternions which is obtained
in previous chapters.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Literatlirde reel vektor uzaylari Conrad, K., [8] tarafindan komplekslestirilmis ve
kompleks vektor uzaylari kompleks kuaternizasyonlastirilarak elde edilen kuaterniyon
vektor uzaylari Omran, S., [12] taraindan incelenmis olup, bu ¢alismada kuaterniyon
vektor uzaylari igin norm, Banach ve Hilbert uzaylari ile ilgili bazi kavramlar verilmistir.

Dual kuaterniyonlar kiimesi ise literatiirde iki farkli sekilde bulunmaktadir. ilk olarak

1) 0=0,+Qi+0Q,j+0;k olmak lzere, burada Q,,0,,0,,0, birer dual sayi ve
i*=j>=k>=—-1 seklinde olup, bu kuaterniyonu dual katsayil kuaterniyon

olarak adlandiracagiz. Bir digeri ise,

2)0=q,+qi+q,j+qgk olmak ulzere, burada ¢,.q,.q,,.q; birer reel sayr ve

i = j> =k’ =0seklinde olup, bu kuaterniyona dual kuaterniyon adi

verilecektir. Tezimizde ve bundan sonraki tiim ¢calismalarimizda literatiirdeki

kanisikligi gidermek agisindan buna dikkat edilecektir.

1.2 Tezin Amaci

Kuaterniyon vektor uzaylari yapisi reel ve kompleks kuaterniyonlar kiimesi lzerinde
tanimlanmis olmasina ragmen literatiirde dual kuaterniyon kiimesi (izerinde incelemesi
yapilmamistir. Bu calismada ilk olarak V. Majernik, [13] tarafindan tanimlanmis olan ve
S.Ylice ve Z. Ercan, [1] tarafindan bazi Ozellikleri incelenen dual kuaterniyonlar

kiimesini ele alarak



dual kuaterniyon modili lGzerinde norm, Banach ve Hilbert yapilarinin bazi tanim ve

kavramlarinin farkli sonuglari elde edilmistir.

1.3 Hipotez

Bir reel vektor uzayini direkt toplamlar ve tensor carpimlar araciligiyla iki sekilde
komplekslestirilebilir. Buradan hareketle reel vektér uzaylarini direkt toplamlar ve
tensor carpimlar araciligiyla kuaternizasyonlastirabilir ve bu iki yapi arasinda bir

izomorfizma verebiliriz.

Daha sonra elde edilen bu kuaterniyon modili igin literatlirde bulunan normlu,

Banach ve Hilbert yapilari icin elde edilenden farkh sonuglari irdeleyebiliriz.



BOLUM 2

ON BILGILER

2.1 Lineer Cebir
Tanim 2.1 Bos olmayan bir G kiimesi ile asagidaki aksiyomlari saglayan
T:GxG—>G
(x, y) —>xTyeG
ic isleminden olusan (G,T) ikilisine grup adi verilir.
T i¢isleminin sagladigl grup aksiyomlari ise sunlardir.
G1) T igiglemi kapaldir,yani ¥V x,y e G igin xTy e G dir.
G2) T igislemi birlesmelidir.
V x,y,z€G igin (xTy) Tz = xT(yTz) esitligi saglanir.
G3) T icislemiicin G de bir tek e birim elemani vardir.
Vx € G icin €Tx = xTe = x olacak sekilde bir tek e G vardir.
G4) T igislemiicin x€G nin bir tek x inversi vardir.
Vx e G icin xTx = xTx=e olacak sekilde bir tek x inversi vardir.

Bir (G,T) grubunda T ig islemi degismeli ise, yani Vx,yeG i¢in xTy= yTx oluyor

ise, (G,T) grubuna degismeli grup veya abel Grup adi verilir, [2].



Ornek 2.1 7 tamsayilar kiimesi (+) islemine gore bir grup olusturur ve (Z,+)
grubunun birim elemani e=0"dir. Z tamsayilar kiimesi (.) ikinci ic isleme gére grup
aksiyomlarindan G4) aksiyomunu saglamadigindan (Z,.) ikilisi (.) islemi ile birlikte
bir grup degildir.

Ornek 2.2 Q rasyonel sayilar kiimesinden 0 e R sayisini ¢ikarirsak, yani G:@—{O}

olarak alirsak, (G,.) ikilisi bir grup olur. Bu grubun etkisiz elemani 1 dir. Ayrica a,b =0

..o a .
icin ZEQ elemaninin tersi — dir.
a

Tanim 2.2 Bos olmayan bir H kimesi ve T, 1 ¢ islemlerinden olusan (H,T,L)
Ucltsiini ele alalim. Eger (H,T) ikilisi abel grup iken, _L ikinci islemi H da birlesmeli
ve T birinci islemi Gzerine sagdan ve soldan dagiliml ise, (H,T,L) Uglusiine halka

denir. T isleminin saglamasi gereken aksiyomlar ise,

Gl) Vx,yeH icin , xXTye H (kapalilik aksiyomu)

G2) Vx,y,ze H igin, (xTy)Tz=xT(yTz) (birlesme aksiyomu)

(2.1)
G3) Vxe H icin, eTx=xTe=x (etkisiz elemanin varligi)

G4) Vxe H icin, xTx =xTx=e (ters elemanin varlig1)
Bu aksiyomlar ile birlikte (H,T) ikilisi degismeli gruptur.
1LHxH—>H
(x, y) —>xlyeH
seklinde tanimlanan L ikinci i¢ isleminin saglamasi gereken aksiyomlar ise,
H1) (xLy)lz=x1l(yLlz) (birlesme aksiyomu)
H2) (xTy)Lz=(xLz)T(yLz)

(dagilma aksiyomu)
z 1 (xTy) = (Z L x)T(Z 1 y)



olarak verilebilir.

Bir (H,T,J_) halkasi ikinci isleme gore degismeli ise, halkaya degismeli halka denir,
[2].

Ornek 2.3 7Z tamsayilar kiimesi ile toplama ve carpma islemlerinden olusan (Z,+,.)

Uglist birimli ve degismeli bir halkadir. Burada toplama isleminin birimi e=0 ve

carpma isleminin birimi de & =1 dir.
Ornek 2.4 D= {a+5a0 ca,a,eR,&* = 0} dual sayilar kiimesi olmak Gzere,

Dual sayilarin toplami

®@:DxD—>D
(a+ea,,b+eby)—>(a+b)+e(a,+b,)
seklinde tanimlanan toplama islemine gore dual sayilar kiimesi bir abel gruptur.
Dual sayilarin ¢arpimi

o:DxD—>D
(a+eay,b+eb)) —>(a+ea))®(b+eby))=(a+b)+e(a,+b,)

seklinde tanimlanan islem ile birlikte de halka 6zelliklerini saglar.

Boylece (ID,+,.) Ugliist birimli ve degismeli bir halkadir. Bu halkaya dual sayilar halkasi

adi verilir. Bu halkanin toplama islemine gore birimi e=0+¢£.0 ve ¢arpma islemine
gére birimi de E=1+¢&.0 seklindedir. Dual sayilar halkasinda her elemanin tersi

bulunmadigindan cisim degildir.
Tanim 2.3 (C,T, L) uclust bir halka olsun.(C,T) abel grubunun birim elemani e
olmak tizere C" =C—{e} olarak alalim. Eger (C*,J_) ikinci isleme gore abel grup ise,

(C,T,1) uglistne cisim denir.

Bu tanima goére C" in L ikinci islemine gdre bir ¢ birim elemani vardir, [2].



Ornek 2.5 (7.,+,.) Uglust bir halkadir, fakat cisim degildir.

Tanim 2.4 V bir abel grup ve (C,+,.) Ucllsi bir cisim olsun. V (zerinde dis islem
olarak tanimlanan ve Vc,c,c, € C ve v,v,,v, €V elemanlari i¢in agagidaki aksiyomlari
saglayan bir

O:CxV >V

(c,v)—)c@v
doénisimiinin var oldugunu kabul edelim.

Vl)cO(v, +v2)=(cOv,)+(c®v2)
V2)(c1 +C2)OV=(Cl @v)+(02 @v)
V3)(cl.c2)Ov=cl @(02 Ov)

VHl Qv=v

(2.2)

Bu taktirde {V,G—), C, +,.,®} altilisina bir vektér uzayi adi verilir, [2].

Not 2.1 Eger dis islemi bir cisim yerine halka yapisi izerinde alirsak ve vektor uzayi

aksiyomlarini gerceklersek modiil kavramini elde ederiz.

Ornek 2.6 ]D):{a+8a0:a,aoeR,32:0} dual sayilar halkasi kendisi lizerinde bir

modyl olusturmaktadir.

2.2 Analiz

Tanim 2.5 Dogal sayilar kiimesi lizerinde tanimlanmis bir y = f(x) fonksiyonunu ele

alahm. Bu fonksiyonu f(n):xn ile gosterirsek, her ne N dogal sayisina belli bir
x, €R reel sayisi karsilik gelir. f(n) in bu sonsuz elemanli degerler kiimesine, reel
sayi dizisi ad verilir. Bu reel sayilar dizisi {x,..,x,} veya {x,} ile gosterilir. Dizinin

genel terimiise x, dir, [3].

b

13 Ty ir.

N | W

Ornek 2.7 X, :1+% seklinde tanimlanan dizinin terimleri {



Tanim 2.6 Bir {xn} dizisi verildiginde her & >0 sayisina karsilik bir n,(g) >0 dogal

sayisi bulunabiliyor ve her n>n, (&) degerleri igin

x, —X,| < & esitsizligi saglaniyor ise,
{x,} dizisine yakinsak dizi x, sayisina da bu dizinin limiti denir. Bir {x,} dizisinin

limiti, }ggxn =x, veya x, — x, ilegosterilir, [3].
n—o0

n—»0

Ornek 2.8 Yukaridaki érnekte verilen {x’l}:{l-i-%} dizisinin limiti lim(1+%j=1
dir.

Coziim

1 1 1
Gergekten keyfi & >0 sayisiigin, |x, —x0| :‘(H?J—l‘ :y <€ esitsizliginden —<2"

&
: 1 " : .
ise, log—<log2" ve buradan da—log, ¢ <n dir. O halde n,(¢)=-log, ¢ kabul edilir
&
ve n degerlerinin —log, & <n kosulunu saglamasi yeterlidir.

Tamim 2.7 Bir {x, } dizisi verilmis olsun. ¥ £>0 sayisina karsilik gelen N (&) dogal
sayist m,n>N(¢) igin |x, —x,|<¢& olacak sekilde bulunabiliyorsa, bu taktirde {x, }
dizisine Cauchy dizisi ad verilir, [3].

n

Ornek 2.9 xn:[szj seklinde tanimlanan dizinin bir Cauchy dizisi oldugunu

2
k=1

gosterelim.

Coziim

n 1
X, :( — | seklinde verilen dizi igcin n>m oldugunu digiinelim.
k=1

=~

n 1 m 1 n 1
x,—x =) =-) —|= —| olarakyazilir.
| k=1 k? k=1 k? kg;rl k?
. I 1 e
Eger — esitsizligini kullanirsak,

7=, < _
k* kk k(k-1)



x,—x,|=

n

S|
k=zm;rlk2

< 1
<
k;rl k-(k—l)‘

o] 1‘ 1 1] 1 1 ¢ ¢
= <—+—<—+—=¢ olur.

m n

k=m+1 k _1 k

m n

Dolayisiyla x, :(Z%j dizisi bir Cauchy dizisidir.

k=1
Tanim 2.8 V reel veya kompleks vektor uzayi olmak Uzere,

I|:Vv >R
x> [
seklinde tanimlanan ve asagidaki 6zelliklerini saglayan || fonksiyonuna V' tzerinde bir

norm ve (V||||) ikilisine de normlu uzay ad\ verilir, [4].

N1) }H >0
N2) \}Hzo@}zo
vl -Jll

N4 x

N~

‘x—i— yHS

[
Not 2.2 Eger V vektor uzayi (2.3) ile verdigimiz norm aksiyomlarindan ikinci aksiyom

sartini gerceklemiyor ise,

|| fonksiyonuna yari-norm ve (V,

) ikilisine de yari

normlu uzay adi verilir.

Ornek2.10 ||:R* >R

x=(x,y) = x| =[x +]y]

seklinde tanimlanan ||| fonksiyonu R? Gzerinde bir normdur.
Coziim

Bu || fonksiyonunun (2.3) ile verilen norm aksiyomlarini sagladigini gésterelim.



N1) H;CH:|x|+|y| ifadesinde |x|2() ve |y|20 oldugundan H;HZO dir.

—

X :|x|+|y|:0<3|x|:0 ve |y|=0 dr.

N2)

x=y=0<:>;c=(x,y)=(0,0)=6’

w3 [A5] =1 | =12l (o ) = 2

N4) ||7c + §|| = ||(x, y)+(x'+ y')|| = ||(x+ X, y+ y')|| = |x+ x’| + |y + y'|

< (o + 1) +(

Ornek 2.11 [a,b] kiimesi Uzerinde tanimli reel (veya kompleks) degerli sirekli

+

x' y')=||)_c'||+||§|| elde edilir,[4].

siirekli

fonksiyonlarin C[a,b]={f f:[a,b]—)K} kiimesini alalm. C[a,b] uzayinda

||f|| = sup ‘f(x)‘ tanimi ile verilen déntisimu igin (2.3) ile verilen norm aksiyomlarini
asx<b

inceleyelim.

N1 | f| = sup ‘f(x)‘ >0 oldugu aciktir.
asx<b
N2) || f]|= sup ‘f(x)‘ =0< Vxe[a,b] icin
asx<b
|f(x)|=()<:>Vxe[a,b] icin f(x)=0< f=0

N3 lef| = sup () ()| = sup e ()] =[] sup 1 ()| =l

N4) [f + gl = sup |(f +8)(x) = sup | (x) + & (x)| =

< sup | f (x)|+ s<u2|g(X)| =[]+

asx<b

Dolayisiyla C[a,b] uzayr |f| déntisimiine gére bir normlu uzaydir.

Tanim 2.9 Bir normlu uzaydaki her Cauchy dizisi yakinsak ise, bu uzaya tam uzay adi

verilir, [4].



siirekli

Ornek 2.12 C[a,b] { |f [a,b] > K} uzayinda ||| = sup|f(x)| dénistimindn bir

norm oldugunu ve (C[a,b],

. ) ikilisinin de bir normlu uzay oldugunu 6nceki 6rnekte
gostermistik. Simdi ise bu uzayin tam oldugunu goésterelim.

Coziim

C|a,b] uzayinda bir { 1 Cauchy dizisi alalim.

F:N—Cla,b]

n—Fn)=f,

Bu sekilde verilen {fn} dizisi bir Cauchy dizisi oldugundan, V& >0 sayisi igin

) dogal sayilari vardir. Bu ifade ayni zamanda

f,0)—f, (x)|<8 anlamina gelmektedir. Keyfi x sabiti i¢in f, (x)=a;

fn(x) [, (X)| = sup

a<x<b

ile tanimlayalim. Bu taktirde a —a, ve

buradan da ‘ar’f —aj;‘ < & esitsizligi elde edilir. Yani her x degeri igin {a;‘} dizisi R veya

C de bir Cauchy dizisidir. Reel sayilar ve kompleks sayilarda her Cauchy dizisi yakinsak

oldugundan, 3a*€R i¢in a' —>a* dir. O halde V&>0 sayisi icin a,’f—a"‘<g

yazilabilir.

Eger f,:[a.b] >R ve  f:[a,b] >R fonksiyonlariile tanimlarsak,
x—>f,(x)=a, x—> f(x)=a"

‘a;f—a* = <& esitsizligi mevcuttur. Bu yakinsaklik dizgtindir. Dazgiin

yakinsakhk limit teoreminden f sureklidir. Yani feC[a,b] dir. Her x igin

<& ise,

X x| _ .
a —a'|= <& olur. Yani, f,—>f

m

dir. Buradan C[a,b] uzayinin tamhgi gésterilmis olur.
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Tanim 2.10 V normlu vekt6r uzayi olsun. Eger bu uzay tam ise, V normlu uzayina
Banach uzayi adi verilir. V' nin reel ya da kompleks vektor uzayi olmasina gore, Banach

uzayina reel Banach uzayi ya da kompleks Banach uzayi adi verilir, [4].

Tanim 2.11 V bir 3={R,C} cismi Uzerinde bir vektér uzayi olmak iizere,
() VXV >3
(3:3) > (.3)
fonksiyonu asagida verilen kosullari saglyor ise, bu fonksiyona V vektor uzayi lizerinde

ic carpim fonksiyonu ve (lizerinde i¢ ¢arpim fonksiyonunun tanimlandigi V vektor

uzayina ise, Oklid uzayi (veya i¢ ¢garpim uzayi) adi verilir, [4].

={i)eli o

Not 2.3 V bir S:{R,(C} cismi Uzerinde bir vektor uzayi olmak lizere, V vektdr uzayi
Uzerinde tanimlanan <> fonksiyonu (2.4) ile verdigimiz i¢ ¢arpim aksiyomlarindan

P2) aksiyomunu saglamiyor ise bu i¢ carpim fonksiyonuna V vektor uzayi lzerinde

yari i¢ garpim fonksiyonu denir.

Ornek 2.13 x=(x,%,,..,%,), ¥y = (¥, Y5y, ) eR" (neN) olmak iizere,
R" Gzerinde,
() R"xR" >R
(2})—) <;c,§>=x1yl+x2y2+...+xnyn

seklinde tanimlanan fonksiyonun (2.4) ile verdigimiz i¢ ¢arpim aksiyomlarini

sagladigini gosterelim.

11



Coziim
Pl) x=(x,%,,...x,) € R" olmak iizere,
(x,x)=x2+x,” +..+x,> >0 oldugu aciktr.
P2) <}}> =+ 44 x =0 x=(x,%,...%,)=(0,0,...,0) olur.
P3)<}+§,Z>:(x, +y)z (% + )5+t (x,+,)z,
=XtV T X2 + V0 et X2, +Y,2,
=(x2)+(3.2)
P4 (ax,y)=(ax )y, +(ax,)y, +..+(ax,)y,
=a(xy)+a(xy,)+..+a(x,y,)
=a(x,y)

P5) <x, y> =XV, XY, ot XY, =YX VX Y X,

— -

=% + X, +...+ y.X, = <y,x>
aksiyomlari gergeklendiginden <> fonksiyonu bir i¢ carpim déntsimudir. Dolayisiyla

(R",(.,.)) ic carpim uzayidir. Ayni dusince ile C” <z,z>=zn:ziz_i ic carpimina gore
i=1

kompleks Oklid uzayidir, [4].

Tanim 2.12 V bir i¢ carpim uzayi olsun. Eger V i¢ carpim uzayi tam ise, V ye Hilbert

uzayi adi verilir, [4].

Ornek 2.14 (,):R"xR" >R

(},;7) —> <},;7> =Xy +X2y2 +...+Xnyn

12



fonksiyonu ile tanimlanan R" uzayinin i¢ ¢arpim uzayi oldugunu 6rnek 2.13 ile

b

gostermistik. Simdi ise R” i¢ carpim uzayinin H%—;Hz :(Zn]xi —yl.|2j normuna gore
i=1

tam oldugunu gosterelim.

Coziim

ic carpimin normu  tanimindan H}H:f<;c,;c>:(x12+x22+...+xnz)% esitligi

yazHabiIir.H;c—;H2 :(Z|xi_yi|2j% normuna gore tamhgini incelemek igin bir {xm}
Cauchy dizisini alalim ve
N>R
m— fm)=x,=(x".x"....x")

seklinde tanimlayallm. Bu nedenle &>0 sayisi igin m,n>n, oldugunda

1

n
_ m__.n
e, = x.]l= [Z‘xi i

i=1

2
} <& olacak sekilde ¢ sayisina bagh bir n, sayisi vardir.

2 2 m n
<& :>‘x,. —X]

i=1,2,...,n degerleri icin ‘xi’”—x;’ < ¢ elde edilir. Her bir ;i degeri icin
x;’z(xl",x;,...) reel sayilarin bir Cauchy dizisidir. R reel sayilar kimesi tam

oldugundan bu dizi yakinsaktir. O halde, x' — x; ‘ye yakinsadigini kabul edelim ve

n—»0

x=(x,%,,...x,) diyelim. xeR" dir ve |x, —x,|l, <& elde edilir. Bu {x,} dizisinin
limitinin x oldugunu gosterir ve {xm}'i keyfi aldigimizdan ispat tamamlanmis olur.

Sonug olarak R" bir Hilbert uzayidir.

2.3 Tensor Carpim

Tanim 2.13 (Serbest vektor uzayi ) S #J herhangi bir kime ve K bir cisim olmak

uzere, F(S) = {f ) _>(€(‘ f(s)#0,Vs e S} kimesini tanimlayalim.
s—>f(s
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i:S—F(S)
s—)i(s)

fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanan § kimesinin F(S) kiumesi igine birebir

gomulmesidir. Yani i(s)(x):é'sx:{o ’ seklinde tanimlanan Kronocker
LXES

deltadir. Buradan bir f € F(S) elemani f=Zf(s)i(s) veya notasyonun kolayhgi

seS

agisindan f =" f(s)s seklinde yazilabilir.

ses

F(S) kiimesi asagida tanimlanan toplama ve g¢arpma islemleri ile birlikte K cismi

Uzerinde vektor uzayidir. Bu vektor uzayina S kimesinin serbest vektor uzayr adi
verilir, [5].
Toplama

@:F(S)xF(S)— F(S)

(fr8)>f@g=2 f(s)s®2 g(s)s=2(f(s)®g(s))s

seS seS seS

Dis islem
O:KxF(S)— F(S)
(c,f)—)cOf :Zc.f(s)s
seS

Tanim 2.14 V bir vektor uzayl ve V vektoér uzayinin alt uzaytr W olmak tzere, V de

denklik bagintisi ise, v,,v, €V elemanlan igin v, =v, olmasi icin gerek yeter kosul
v, —v, €W olmasi seklinde tanimlanir. V' vektér uzayinin denklik siniflarinin tamami

V /W ile gosterilir ve bolim uzayi adini alir, [6].

Onerme 2.1 S# bir kime ve i fonksiyonu S kiimesinin F(S) kiimesine

gomilmesiise i(S) kimesi F(S) in bir bazidir, [6].

ispat

14



Varsayalim ki s,,s,,...,s, €S ve «,,a,,...,a, € K olsun. O halde Zaji(sj)zo esitligi
j=1

mevcut iken Vt=1,2,..,n degeri igin Zaji(sj)(st)zo(st) esitliginden «, =0

j=1
olmaktadir. Dolayisiyla i(s,),i(s,),....i(s,) ler lineer bagimsizdir. Bu nedenle i(S)
kiimesi lineer bagimsiz vektorlerin kiimesidir.
Simdi ise i(S) kumesinin F(S)’i gerdigini gostermek icin bir feF(S) keyfi
elemanini alalim. O halde F(S) kiimesinin tanimindan sonlu tane s,,s,,...,s,

noktasinda f fonksiyonunun degeri sifirdan farkhdir. Buradan j=1,2,...,m degerleri

icin f(sj):ajel( ile tek turla belirlenir. O halde fznzlf(sj)i(sj) seklinde

Jj=1

yazilabilir. Yani i(s, ),i(s,),....i(s, ) elemanlari F(S) kiimesini germektedir.

Onerme 2.2 ( Serbest vektor uzaylarinin evrensel 6zelligi )

Varsayalm ki S # bir kime ve F(S) kiimesi serbest vektor uzay olsun. Eger
i:S —>F(S) seklindeki fonksiyon § kimesinin F(S)’e gomulmesi ise, su iki durum

mevcuttur.
i) Eger W bir vektor uzayi ve h:S — W bir fonksiyon ise, h=Noi olmak
Uzere bir tek N:F(S)—)W lineer donlsimi vardir. Eger 6:5 —> S

seklinde tanimli 6zdeslik dontisiimi ise asagidaki diyagram degismelidir.

S i F(S)
_
0 N
v v
S h 4

Sekil 2. 1 Evrensel 6zellik
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Diyagramin degismeli olmasi ise, hod = N oi =h olmasi demektir.

ii) V bir K cismi lzerinde vektér uzayi ve ¢:S —V bir fonksiyon olsun. O

halde her W vektor uzayi ve h:S — W fonksiyonu igin bir tek £:V > W

lineer donlisiml vardir oyle ki h={o¢p dir ve asagidaki diyagram

degismelidir.
S 10} V
0 {
v v
S h Q4

Sekil 2.2 Evrensel 6zellik 2
Yani bu diyagramdan (e @ =heo =h esitligi vardir, [5].
Tanim 2.15 V ve W bir K cismi Uzerinde iki vektor uzayi ve bu vektor uzaylarinin
kartezyen carpimi V. xW olsun. F(VxW) kiimesi K cismi Uzerinde serbest vektor
uzayidir. O halde VxW nin F(VxW) ya bir i gémilmesi vardir ve F(VxW)

serbest vektor uzayinin 'V xW alt kiimesi aslinda F(VxW) kiimesi icin bir bazdir.

F(VxW) bir serbest vektor uzayr ve R ise, F(VxW)nm asagidaki bigimdeki

elemanlardan herhangi birinin olusturdugu alt kimesi olsun. Yani R kimesi

v,v,v, €V, w,w,w, eW ve c e K olmak izere,

(v +vao w) = (v w) = (v2, W)

(vow +wy) = (vow) = (v.w,)

c(vow)—(cv.w)

c(v,w)—(v,cw) bicimindeki elemanlarin herhangi biri tarafindan dretilir. Burada

serbest vektér uzayinin elemanlari igin (v, )+(v,ow, ) = (v +v,,w +w,) Ve

x(v,w) # (xv,, 2w, ) olduguna dikkat edelim.
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L =span,R kimesi ise F(V ><W) nin R kimesini iceren en kigtk alt kimesi olsun.
O halde V ve W vektor uzaylarinin tensoér ¢arpimi V®KW=F(V><W)/L ile verilir.
Eger veV ve weW ise v ve w gibi iki elemanin tensor ¢arpimi, F(VxW) nin bir
(v,w) baz elemaninin kosetidir, yani v®w=(v,w)+L seklinde tanimlanir. Ayrica,

asagidaki esitliklere sahiptir, [5].

(v +,)®@w=v, @w+v,®w

VO (W +w,)=v@w, +v®w, (2.5)

av®w=vQ®cw

Tanim 2.16 V,W ve Z bir K cismi tzerinde vektor uzaylariolsun. Eger h:VxW —Z
fonksiyonu v,v,,v, €V, w,w,w, eW ve a € K elemanlari igin,

h(vl +v2,w)=h(v1,w)+h(v2,w)

h(v,w, +w2):h(v,w1)+h(v,w2)

h(va, w) =h(v,aw)

ozelliklerini saghyorsa bu i fonksiyonuna bilineer fonksiyon adi verilir, [6].

Onerme 2.3 (Tensor ¢arpimlarin evrensel zelligi)

V,W ve Z bir K cismi Uzerindeki vektor uzaylari olsun. Eger h:V xW — Z seklinde
bilineer fonksiyon ise, bir tek (:V®W — Z lineer dénlsimi vardir oyleki h=(c®

ve asagidaki diyagram degismelidir, [5].

VxW ® Vow

»

v v

VxW h Z

»
»

Sekil 2. 3 Tensor carpimin evrensel ozelligi
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ispat

i:VxW — F(VxW) fonksiyonu VxW kartezyen carpim kiimesinin F(VxW) vya

gémilmesi olsun. Notasyonun basitligi icin i kullanimini dislrelim. Burada V xW

kartezyen carpim kiimesi F(V xW) kimesinin alt kimesi olarak davranir. V@W

tensor carpimi, F(V xW) kiimesinin L F(VxW) alt uzayina bélumadir.

7:F(VxW)—> F(VxW)/L=V®W seklinde tanimlanan bélim fonksiyonu ise,
®=smoi olur. Onerme 2.2 ile verdigimiz serbest vektér uzaylarinin evrensel
ozelliginden, bir tek N:F(VxW)—Z lineer déniisimi vardir, 6yle ki h=Noi

esitligi vardir. Amacimiz asagidaki diyagramda (?) ile gosterilen kismi bir tek ¢ lineer

doénisimdi ile tamamlamaktir.

VxW I F(VxW) 7 Vew
o, N (?)
v v v
VxW h zZ 0, z

v
v

Sekil 2. 4 Tensor ¢arpimin evrensel 6zelligi yardimcr diyagram

Varsayalim ki feF(VxW) L alt uzayi igin R Uretici kiimesindeki vektorlerden biri
olsun.h  fonksiyonu bilineer ve h=Noi oldugundan N&=0 dir. Eger

E=(vow +w,)—(vow)—(v,w, ) € F(V xW) seklindeki formda ise,
NE=N(v,w+w,)=N(v,w)—-N(v,w,)
=h(v,w +w2)—h(v,wl)—h(v,w2)

=h(v,w)+h(v,w,)—h(v,w)—h(v,w,)
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=0 bulunur. Boylece R cekN olur ve L=spanR < ¢ekN dir. Bu nedenle
VEeF(VxW)  elemant igin  (:F(VxW)/L—Z  seklindeki fonksiyonu

tanimlanabilir.
[E]-¢[£]=N¢

Burada [&] elemani F(V xW)/ L bélim uzayinda & e F(V xW) elemaninin kosetidir.

Ornek 2.15 V ve W vektor uzaylarinin bazlari sirasi ile {v,} ve {wj} ktimeleri ise,

V&, W vektor uzayinin bazi {vl.®wj} tensorleridir. Tensor ¢arpim ayni zamanda
vektor uzaylari arasindaki lineer fonksiyonlar igin tanimlanir.

Tanim 2.17 Eger S:V > X ve T:W —Y vektor uzaylar arasinda tanimh iki lineer
fonksiyon ise, § ve T lineer fonksiyonlarinin tensér c¢arpimi da
ST :VOW — X ®Y seklinde bir lineer fonksiyondur. Bu lineer fonksiyon da

(S®T)(v®w)=S(v)®T (w) ile tanimlanir. Eger S ve T birebir, érten ve strekli ise

S&®T tensor carpimi da birebir, orten ve sireklidir. Eger vektor uzaylarinin bazlarini
secersek, S ve T lineer donusiimleri matrislerle gosterilebilir. S ®T tensor ¢arpimina
karsilik gelen matrise ise, S ve T donlstumlerine karsilik gelen iki matrisin kronocker

carpimidir.

Yani V,X,Wve Y vyukarida verilen vektor uzaylari, S ve T lineer donusiimlerine
. a,, 4ap b, b, i . [ . )
karsilik gelen matrisler ve seklinde ise, bu iki matrisin tensor
4y Ay b, by,
garpimi
a {bn b12i| a {bn b12:| anb, ab, anb, a,b,
11 12
|:a11 a12:|®{b11 b12j|= by by by, by, _ ayby,  anby, a,b, ay,b,
b, b, ayb, ayb, ayb, ayb,
a22

a21b2] Cl21b22 a22b21 a22b22

ile tanimlanir, [7].

19



2.4 Bir Reel Vektor Uzayinin Komplekslestirilmesi

Ve bir reel vektor uzayr ve C kompleks sayilar cismi olmak Uzere, V; reel vektor

uzayindan kompleks vektor uzayr olusturmak igin bir (a+ib)e(C kompleks sayisi ile

;ceV]R elemaninin (a+ib);c carpiminin Vi reel vektér uzayinda tanimli olmasi
gerekir. Fakat bu carpimdaki bix elemani V; de anlamh olmadigindan bu ifadeyi

anlamlandirmak icin carpim ifadesini (a;c,b;c) seklinde ifade etmeliyiz.

2.4.1 Direkt Toplamlar ile Komplekslestirme

Tanim 2.18 V}, reel vektor uzayl ve C kompleks sayilar cismi olmak tzere ;ceV]R
vektorii ve zeC kompleks sayisi igin, z.;c:(a+ib).;c:a;c+ib;c:(a;c,b;c):(w,,w2)
seklindeki elemanlardan olusan ve V, ={Z.;c‘z.;c=(w1,w2),wi EVR,i=1,2} ile
tanimlanan kiimeye V;, reel vektor uzayinin komplekslestirilmesi adi verilir, [8].

Teorem 2.1 V;, reel vektor uzayinin komplekslestiriimesi olan V. kiimesi, C kompleks
sayllar cismi Uzerinde kompleks vektor uzayidir.
ispat
Toplama

@: V. xV, >V,
(wl,w2),(v1,v2) —)(wl,wz)@)(vl,vz) :(w1 +v,w, +v2) (2.6)
seklinde tanimlanan i¢ isleme gore (2.1) ile verdigimiz grup aksiyomlarini
gercekleyelim.
Gl (w,w,)®(v,,v,)=(w +v,,w, +v,) €V,  oldugundan @ islemi kapallik
aksiyomunu gergekler.

G2) (w1+vl,w2+v2)®(yl,y2)
(Wl +V +Y1’W2+V2+y2):(w1’wz)®(vl +y1’V2+Y2)
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oldugundan @ islemi birlesme aksiyomunu gergekler.
G3) (W, w,)®(v,v,)=(w,w,) iken,
(Wi v, +5) = (w1, w5 )

WY =W
b } esitliklerinden (v,,v,)=(0,0) bulunur.
W, +v, =W,

O halde @ igleminin etkisiz elemani (0,0) dir.
G4) (W, w,)®(v,v,)=(0,0) iken,

w+v, =0 e V=W
esitliklerinden de bulunur.
v, =—W,

w,+v, =0
O halde @ islemine gore bir (w;,w,) eV, elemaninin tersi (—w;,—w, ) olur.
‘v’(wl,wz),(vl,vz)eV(c icin

(W w, ) ® (v, v,) = (W, + v, w, +v,)
= (v, +w,v, +w, ) =(v,v,)®(w,w,) oldugundan V. kimesi &
islemine gore abel gruptur.
Dis islem
O:CxV, >V,

(a+ib),(w,w,) = (a+ib)O(w,w,) =(aw, —bw,,bw, +aw,) (2.7)
seklinde tanimlanan dig islem ile birlikte V. kiimesinin (2.2) ile verdigimiz vektor uzayi
aksiyomlarini gercekledigini gbsterelim.

V1) zy=a+ib,z,=c+id C ve (w,,w,)eV, olmak lzere,

(5+2) ©(mm) =((a+e)+i(b+d)) @ (i)

(2.7) ile verdigimiz dis islem ifadesinden,

(2+2) 0 () = ((@+ ), ~(b+d)wy (a+)w, +(b+d)w)
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= (aw, +cw, —bw, —dw,,aw, +cw, +bw, +dw,)
= (aw, —bw,,bw, +aw, ) +(cw, —dw,, dw, +cw, )
=(a+ib)O(w,w,)+(c+id)O(w,w,)
=2z, 0(w,w,)+2z,O(w,w,) bulunur.
V2) z=a+ibeC ve (w,w,),(v,,v,) €V, olmak iizere,
ZQ((W17W2)+(V1’V2))=ZQ(WI+V1’W2+V2)
=(a+ib)O(w, +v,,w, +v,)
=(a(w +v))=b(w, +v,).a(w, +v,)+b(w, +v,))
= (aw, —bw,,aw, +bw,)+(av, —bv,,av, +bv,)
=(a+ib)O(w,w,)+(a+ib)O(v,v,)
=z0(w,w,)+z0(v,v,)
V3) 7.2, O(w. wy ) =((a+ib).(c+id)) O (w.,w,)

((ac—bd)+i(ad +bc))©(wl,w2)

=((ac—bd)w1 —(be+ad)w,,(ad +bc)w, +(ac—bd)w2)
=3 Q(Zz Q(Wl’wz))
Va) 1, (D(wl,wz) :(1+O.i)®(wl,w2) :(l.wl —-0w,,1.w, +0.w2) =(wl,w2)

aksiyomlari gergeklendiginden, V. kimesi C kompleks sayilar cismi (zerinde bir

kompleks vektor uzayidir.

Not 2.4 Bir (w;,w,) eV, elemaninin i ile carpimi

i(wl,wz)z(—wz,wl) (2.8)
olmak Gzere,

(W, w,) =(w1,0)+(0,w, ) esitligi ve (2.8) ile tanimladigimiz carpim ifadesinden,
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(wi>wy) =(w,0)+i(w,0)
(wl,wz) =w, +Ww,i
yazilabildiginden, V. kompleks vektor uzayini
Vo=V, ®V, veya V.=V, +iV; (2.9)
olarak da ifade edebiliriz, [8].
Tanim 2.19 V; reel vektor uzayi ve Vi reel vektor uzayinin komplekslestirilmesi V.
olsun.V, kompleks vektor uzayinin V,, @{0} veya {O}@VR reel alt uzaylarini alirsak,

8o Ve 2V

w—)(w,O) (2.10)

seklinde tanimlanan fonksiyona, V, reel vektor uzayinin V. kompleks vektor uzayi
icine gdmiilmesi denir, [8].

Ornek 2.16 Eger V, =R olarak alirsak, R nin komplekslestirilmesi olan R. kiimesi
reel sayilarin (x,y) sirali ikililerinin kimesidir ve (a+ib)(x,y)=(ax—by,bx+ay)
carpimi (dis islemi) ile birlikte bir kompleks vektor uzayi olur. (2.9) ifadesinden

Ve =V, @V, olarak yazilabildiginden R, = R®R esitligi vardir.

Teorem 2.2 V,, reel vektor uzayl ve komplekslestiriimesi de V.. olsun. Eger V; reel
vektor uzayinin bir R bazi 1<r <n olmak tizere {e,} ise, {(¢,.0)} V. kompleks vektor

uzayinin bir C bazidir, [8].
ispat
Eger V; =0 ise, (2.9) ile verdigimiz V. =V, ®V}, ifadesinden V. =0 oldugu agiktir. O

halde Vi, #0 ve Vj reel vektér uzayinin bir R bazini {e,} olarak alahim.
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Germe Aksiyomu

V. kompleks vektor uzayinin (w,,w,) elemanindaki w, ve w, bilesenleri e, lerin R

lineer kombinasyonu olarak yazilabilir. Yani,

w, = Zn:alet ve w, = Zn:bret (2.11)
t=1 t=1

biciminde R lineer kombinasyonlari vardir.

(w,wy)=(w,0)+(0,w,) esitliginden (2.11) ile verdigimiz kombinasyonlar yerine

yazilirsa,

(w,w,)= (Zn:atet,Oj + (0, Zn:b,etj = (ialet,O] + i(zn:bte,,OJ
P P P P

n

= z":a, (e,,0)+izn:b, (€,,0)=>(a,+ib,)(e,,0) elde edilir.
t=1 t=1

=1
Bu esitlikten {(e,,O)} larin V. kompleks vektor uzayinin bir C lineer geren kiimesi
oldugu gorulir.

Lineer Bagimsizlik

V. kompleks vektor uzaymnin bir C lineer geren kiimesi olan {(e,,O)} sisteminin lineer

bagimsiz dolayisiyla baz oldugunu gostermek icin, {(e,,O)}Iarm C lineer

kombinasyonundaki bilesenlerin sifir olmasi gerekir.

(a,+ib)(e,0)+(a, +ib,)(e,,0)+...+(a, +ib,)(e,.0)=(0,0)

n-n’

(ae, +aye, +...+ae,,0)+i(be +b,e, +...+b,e,,0)=(0,0)

(e +a,e, +...+a,e,,0)+(0,be +b,e, +...+b,e, ) =(0,0)

(ae, +a,e, +...+a.e,.be +be,+..+be,)=(0,0) esitligi bulunur. Son esitlikte

bilesenlerin esitliginden, Zatet =0 ve Zb,e[ =0 elde edilir. Sonug olarak {et} ler
t=1 t=1
R Gzerindeki lineer bagimsiz oldugundan, tim a, ve b, bilesenleri sifirdir. Yani

Vt=12,...,n degeriigin a, +ib, =0 olur, [8].
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Onerme 2.4 V, ve V', reel vektor uzaylari ve bunlarin komplekslestirilmeleri sirasiyla

V. ve V. olsun. Eger ¢:V, -V, R lineer donlsiim ise, bu donusimu
Q. V. >V,
(W, w,) = ¢’<C(W1’W2)=((/’(W1)’¢(Wz)) (2.12)

seklinde tanimlanan V, ve V. kompleks vektor uzaylarinin C lineer donisiimine
genisletebiliriz ve g, g}c (2.10) ile tanimladigimiz gibi gdmmeler ise asagida verilen

diyagram degismelidir, [8].

Vi @ Ve

8¢ g'<c

v v

Ve e Ve
sekil 2.5 Kompleks déntsimlerin diyagrami

ispat
Eger (2.12) deki gibi tanimlanan bir ¢ :V,, — V. fonksiyonu var ise, bu fonksiyonun

C lineer oldugunu gosterelim.
L1) (w,w,), (v,v,) €V, olmak lzere,
0 (. 2) @ (1.2)) = @ (30w +33) = (@ (w1 +,) .0 (w3 +1,))
yazabiliriz. Buradaki ¢ donlsimi R lineer oldugundan,
Pc ((WI’W2)®(V1’V2))=(¢(W1)+(/’(V1)’¢(Wz)+¢("2))
=(@(w).2(w,))+(e(1).0(v.))
=@ (W, w,) @, (v,,v,) bulunur.
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L2) z=a+ibeC ve (w,,w,) €V, olmak izere,

@c(ZQ(Wl’Wz))zgoC ((a+ib)®(wl’w2))

(2.7) ile verilen dig islem tanimindan,

9. (20(w.w,)) =@, ((aw, —bw,,aw, +bw,)) yazilr. @, dénisiminin (2.12) ile

verilen tanimindan ise,

9 (20(w,w;)) =(p(aw —bw, ), g(aw, +bw))
=(ap(w)=bp(w,).ap(w,)+bp(w,))
=a(p(m).@(w,))+b(=p(w).0(w))
=a(p(w).e(w,))+ib(p(w).0(w,))
=(a+ib)O(p(w).@(w))=20¢: (w,w,) bulunur.

Dolayisiyla ¢, déntsiiminin C lineer dénusim oldugu gosterilmis olur. Burada ¢

donilstimiine @ nin komplekslestirilmesi adi verilir, [8].

Teorem 2.3 V;, ve V', reel vektor uzaylari ve bunlarin komplekslestirilmeleri sirasiyla

V. ve V', olsun. Eger ¢:V, -V, R lineer donusim ve komplekslestiriimesi de
0. V. >V,
(Wwwz) - @c (WI’WZ) =(¢’(W1)’¢(W2))

seklinde tanimhi  C lineer donlsim olmak (zere, ¢ekqp, =(¢ekyp), ve

9. (V) =(o(Vy)), esitlikleri vardir, [8].
ispat

@p:V, >V, R lineer déniiglimiiniin gekirdegini gek(p={erR|gp(x)=0V, }CVR ve

@. Vo > V. C lineer déniisimiiniin gekirdegini cekg, Z{XEV@|¢7@ (x)=0, }CV@

seklinde verelim. Burada (¢eko), . = ceko, esitligini gostermek igin Vx e (¢ekg), <V,
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elemani icin x=(x,x,) seklinde olmak lzere @ (x)=0vvu oldugunu gosterelim.
o: (%)= o (xl,x2)=((p(x1),(p(x2))=(OV‘K,OV,K) =0, oldugundan x € ¢ekg,. olup

(¢eke),, = ceke, (2.13)
elde edilir.
Diger taraftan Vix e cekp, CV, elemaniigin x=(x,,x,) seklinde olup x,,x, €V dir.
0. (x%.%,)=(p(x).0(x,)) = (OV,K 0, ) =0, oldugundan ¢(x)=0, . ¢(x,)=0,

elde edilir. Buradan x, € ceko, x, € cekg , yani xe(gek¢)© olmaktadir. Dolayisiyla

cekp, < (geko),, (2.14)
yazilabilir.
Sonug olarak (2.13) ve (2.14) ifadeleri goz 6niine alinirsa (¢ekg), = gekgy esitligi
gosterilmis olur.
Benzer sekilde, ¢ (VC):(Q(VR))C esitligini géstermek istersek, Vyegq.(V.)=V¢
elemanini aldigimizda ¢ (x)=y olacak sekilde xeV, vardir. y=(y,y,) seklinde
oldugundan ve @. dénisimiinin tanimindan y=(y,y,)=¢. (x):(go(xl),(o(xz))
esitligi yazilabilir. Dolayisiyla y e((p(VR))C olurve ¢, (V) c(<p(VR))(C yazilir. Tersine
ye(@(Vz)), elemaninialdigimizda y =(1,,y,) oldugundan ¢(x,)=y, ve ¢(x,) =y,
olacak sekilde x,x, eV, vardir. y=(y.y,)=0.(x)=(¢(x).0(x,)) esitliginden
y=(»5,)€Ve=¢.(Ve) olur. Buradan (¢(V;)), <@ (V.) vyazlir ve istenilen
esitlik gosterilmis olur.
Sonug 2.1 ¢:V, —V, bir R lineer déniisim ve ¢ :V, >V . donlsimi de (2.12)
ile tanimlanan bir C lineer dénisiim olmak lzere, @ donltsimi bir izomorfizma ise

@ doénlisimi de bir izomorfizmadir, [8].

ispat
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Varsayalim ki ¢:V, -V, R lineer dénusimu bir izomorfizma olsun. @ donlsimi
bir R lineer dontsim iken ¢@. nin de C lineer oldugunu biliyoruz. Aldigimiz
Vx=(x,x,)eV, elemani icin ¢.(x)=0 iken x=0 oluyor ise ¢, dénlsiminin
birebir  oldugunu  gdstermis  oluruz. goc(xl,xz):((p(xl),(p(xz))=(0V.K,0V,R)
oldugundan ¢(x)=0, , ve ¢(x,)=0, esitlikleri vardir. ¢ ddniisiimii izomorfizma
oldugundan 1-1 ve &rten olup, gp(x1)=Ov‘R, gp(x2)=0v,K icin  x,=x,=0 dir. Bu
nedenle x=(x,x,)=(0,0) elde edilir. Yani ¢, C lineer donisimi 1-1 dir. @,
dontsimunin ortenligini gostermek igin VyeV . igin (p@(x)=y olacak sekilde

dx eV, oldugunu gésterelim. Vye V', icin @.(x.x,)=(0(x).0(x,))=(y.7)=y
olur. Buradaki esitlikten ¢(x )=y, ve ¢(x,)=y, bulunur. @ donisimi bir
izomorfizma oldugundan ortendir ve Vy,,y, eV, icin o(x )=y, ¢(x,)=y, olacak
sekilde 3x,x,€V, vardir. Dolayisiyla x=(x,x,)eV, bulunur. O halde ¢,

doénisimiiniin de 6rten, sonug olarak bir izomorfizma oldugu gosterilmis olur.

2.4.2 Tensor Garpimi ile Komplekslestirme

V. reel vektor uzayinin baz secimine bagh olmayan bir diger komplekslestirme
C®, V, seklinde tensor carpimlar yardimiyla olusturulabilir.

Tanim 2.20 V;, reel vektor uzayi ve C kompleks sayilar cismi olmak tzere, ;ceV]R ve
z=a+ibeC kompleks sayisi igin z®@x=(a+ib)@x=a@x+ib@x=1Q@w, +i®w,
seklindeki elemanlardan olusan ve C®_ V, :{z®;c‘ z®;c:1®w, +iQw,,w, eVR} ile

tanimlanan kimeye, V; reel vektoér uzayinin tensér ¢carpim ile komplekslestirilmesi

denir, [8].

Tanim 2.21 V; reel vektor uzayi ve V; reel vektor uzayinin komplekslestirilmesi de

C®; V; olmak tzere,
G.:V, >C®, V,
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w1, ®w (2.15)

seklinde tanimlanan fonksiyona Vj reel vektér uzayinin C®,V, icine gémiilmesi

denir.

Teorem 2.4 V, reel vektor uzayi ve C kompleks sayilar cismi olsun. V; reel vektor

uzayinin komplekslestiriimesi olan C®;, V,, kiimesi C kompleks sayilar cismi Gizerinde

vektor uzayidir, [8].
ispat

C®, Vi, kimesinin vektdr uzayr oldugunu gostermek igin ilk olarak abel grup islemini

tanimlayalim.

Toplama

®:(C®, Vi )x(C®, V) > (C®, V)
(Lc x, 1 ®y) —)(LC ®x)69(LC ®y) =1, ®(x+ y)
seklinde tanimlanan ig isleme gore grup oldugunu gosterelim.

GD 1, ®(x+ y) e C®, V, oldugundan kapalilik aksiyomu gerceklenir.
G2) (1 ®(x+ y))@(l@ ®Z):1«; ®(x+y+z)
=(1,®x)®(1 ®(y+z))

oldugundan birlesme aksiyomu gergeklenir.
G3) (1. ®x)®(1 ®y)=(1_®(x+y))=(1. ®x) esitliginden,
(1. ®(x+y))-(1.®x)=0
1 ®(x+y-x)=0=>y=0
O halde @ isleminin etkisiz elemani (1. ®0) dir.

G4) (1 ®x)®(1. ®y)=(1 ®0)
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(1. ®(x+y))=(1, ®0)
x+y=0=>y=—x
dolayisiyla (1 ®x) elemaninin tersi (1 ®—x) olarak bulunur.

Buradan @ isleminin (2,1) ile verdigimiz grup aksiyomlarini gergekledigi gosterilmis

olur.
Dis islem
0:Cx(C®, V,)—>(C®, V,)
(2.(1. ®x)) > 20 (1. ®x) =(z.1, ®x)

seklinde tanimlanan dis isleme gore (2.2) ile verdigimiz vektoér uzayi aksiyomlarini

gercgekleyelim.

VD) z0((1. ®x)+(1. ® ) =20 (1. ®(x+y)) = 2.1, ®(x+y)
= z.(l(C ®x)+z.(LC ®y)
=z®(1@ ®x)+z®(1C ®y)

V2) (2,+2,)O(1. ®x)=((g,+2,).1c ®x) =21, ®x+2,.1, ®x
=7 0(1. ®x)+2z, O(1. ®x)
V3)(2.2,) O (I ®x) =((2,-2,).1. ®x) =2, O(z,.1. ®x)
=z @(226(1@ ®x))
Va1, 01, ®x) =11, ®x=1. ®x

oldugundan (<C®1R VR) kiimesi € kompleks sayilar cismi tzerinde kompleks vektor

uzayidir. Boylece su sonucu verebiliriz.

Sonug 2.2 {((C ®; Vi ).®,C, +,.,®} altilist kompleks vektor uzayi olur.

Teorem 2.5 V;, bir reel vektor uzayi ve komplekslestiriimeleri de V. ve C®, V, olmak

Uzere,
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[, Ve =>C®,V,
(W wy) = £, (W w,) =1®w, +i ®w, (2.16)

seklinde tanimlanan C lineer izomorfizma vardir ve asagidaki diyagram degismelidir,

[8].
VR

8¢ G,

VC f w ‘C ®R VR

Sekil 2.6 Komplekslestirme diyagrami

ispat

Yukaridaki 6nermede (2.16) esitligi ile tanimlanan f,, donisiminin C lineer

oldugunu gosterelim.

L1) (w,w,), (v,,v,) €V, olmak lzere,

Lo (W)@ (vovy)) = £, (W 0wy +v, ) =1®(wy +v,) +i ® (W, +v, )
=1QOw, +1®v, +i®w, +i®v,
= [ (W) ® £, (v.v,)

L2) z=a+ibeC ve (w,w,) €V, olmak lzere,

£ (z0(w.w,)) = £, ((a+ib) O (W, w,))

(2.7) ile verilen dig islem ifadesinden,

L (z20(w.wy)) = f, (aw, —bw,.bw, +aw,) vyazlir ve (2.16) ile verilen f,
doénidsimiiniin tanimindan da,

£, (z20(w.w,)) =1®(aw, —bw, )+i ®(bw, +aw,) bulunur. Eger (2.5) ile verilen
tensor carpimin lineerligi kullanilirsa,

£ (z0(w.w,)) = 1®aw, — 1@ bw, +i @bw, +iQaw,
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=a@w, —b®w, +ib®w, +ia®w,
=(a+ib)®(1®w1+i®w2)=(a+ib)©fw(wl,w2)
=20 f, (w,w,) elde edilir.

Boylece f, fonksiyonunun C lineer oldugu gosterilmis olur. f, fonksiyonunun

izomorfizma oldugunu gostermek icin,
8., C®,V, -V,
(1®w) —>(w,0)
z®w=z(1®w)— z(w,0)
seklindeki ters fonksiyonunu tanimlayalim.

Bu sekilde tanimlanan g, fonksiyonunun C lineer oldugunu goéstermek igin

1=7@weC®,V, ve zeC olmak izere, gw(z'Ot)zzy(Dgw(t) oldugunu

gostermemiz yeterlidir.
gw(z' Ot)= gw(z' O(z@w))z gw(zyz®w)
= 22(w0)=7 ©(2(10)) =7 ©g, (1)
Sonolarak f, ile g, fonksiyonlarinin birbirlerinin tersi oldugunu gosterelim.
g (£ (mms)) =g, (1®w +i®w,)

g, (f,(w.m,))=g,(1®w +i(1®w,)) yazabiliriz. Biz g, fonksiyonunun C lineer

oldugunu gosterdigimizden,

=gw(1®wl)+igw(1®w2)

gw(fw(wl,wz)):(w1,0)+i(w2,0) :(WI’WZ)

£ (8. (z2®w))= £, (z2(w.0)) = £, (z2w,0) = 1® zw+i ®0 = z ®w bulunur.
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Boylece f, og, =1 elde edilir. O halde f, fonksiyonu terslenebilir bir fonksiyon olup
1-1 ve 6rtendir. Dolayisiyla f,, fonksiyonu bir izomorfizmadir ve C®; V, = V. esitligi

gerceklenir, [8].
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BOLUM 3

KUATERNIYONLAR

Bu kisimda reel, kompleks ve dual kuaterniyonlarin bazi tanim ve 0&zelliklerine

deginilecektir.

3.1 Reel Kuaterniyonlar

Bir ¢ reel kuaterniyonu bir ¢, skalerinin ve ¢, :(ql,qz,%) vektorinin toplami ile

tanimlanir. Yani bir reel kuaterniyonu g=g¢q,+¢q, =q,+¢qi+q,j+qk seklinde ifade

edebiliriz. Buradan hareketle reel kuaterniyonlar kiimesini
Hy, ={q=qy+ai+i+ak 40,414, 4s €RP* = j* =7 = ijk =1 ile
tanimlayabiliriz, [9].

Tanim 3.1 ki reel kuaterniyonun toplami igin,

=p,+pi+tp,j+pk
P=Po+Di+p,J ps} G

q=q,+qi+q,j+qk
reel kuaterniyonlarini goéz oniline alalim. O halde iki reel kuaterniyonun toplami

p+q=(py+4,)+(p,+q)i+(p,+q,) j+(p;+q;)k seklinde tanimlanir. Bu toplama
islemi ile birlikte H, kiimesi abel gruptur. iki reel kuaterniyonun carpimi ise Hamilton

tarafindan verilen

i=j=k=ijk=-1,ij=k=—ji, jk=i=—kj ve ki=j=—ik (3.2
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carpim kurallarina sahiptir ve su sekilde tanimlanir, [9].

Tanim 3.2 p ve 4 gibi iki reel kuaterniyon aldigimizda bu iki kuaterniyonun ¢arpimi,
Pq=(py + pi+ p,Jj+pk)(qo+ai+aq,J +q:k)
= Podo — (21 + P29 + D3 )+ Po (@i + @5 J + @k )+, (pi+ p,Jj + k)

+(p2Q3 _p3qZ)i+(p3Q1 _p1Q3)j+(p1Q2 _pqu)k

esitligi ile tanimlanir. Bu carpim esitligini hatirlamak oldukca gii¢ oldugundan, R® deki

iki vektériin i¢ carpim ve kartezyen c¢arpim tanimini kullanarak, p ve g
kuaterniyonlarinin vektérel kisimlart p =(p,, p,,p;) ve g, =(q,.9,.q,) olmak lzere

bu iki kuaterniyonun garpimini

P4 =Py, — P,*q, T Pod, + 4P, T P, %4, (3.3)
seklinde daha kisa bicimde ifade edebiliriz. Ayrica reel kuaterniyonlar ¢carpma islemine
gére degismeli olmadigindan (Hy,+,.) dgliisii bir yari cisimdir, [9].

Ornek 3.1 H, reel kuaterniyonlar kiimesi R (izerinde 4 boyutlu vektér uzayidir.

Ornek 3.2 p=3+i-2j+k ve g=2—i+2j+3k seklinde verilen iki reel kuaterniyon
olsun. Bu kuaterniyonlarin vektorel kisimlari p =(1,-2,1) ve ¢, =(-1,2,3)
seklindedir. Eger p, ve ¢, vektérel kisimlarinin i¢ carpimini ve kartezyen ¢arpimini

hesaplarsak,

pv'qv :_2
i J k

p,xq, =1 -2 1|=-8i—4j buluruz.
-1 2 3

O halde (3.3) denklemi ile verdigimiz iki kuaterniyonun carpimindan p ve g

kuaterniyonlarinin carpimini,
pq=6—(2)+3(—i+2j+3k)+2(i—2j+k)+(-8i—4j)
=8—-9i—2j+11k olarak buluruz.
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Bu elde ettigimiz sonugtan, iki kuaterniyonun ¢arpiminin yine bir kuaterniyon oldugu
gorilmektedir.
Tanim 3.3 g =g, +q,i+q,j+q;k reel kuaterniyonunun eglenigi Z]:qo -qi—q,j—q;k

ile tanimlanir ve asagidaki ozelliklere sahiptir.

i) g+q =24,

i) g.q=(q,—4,)(4+4,)
iki kuaterniyonun carpim denklemi olarak verdigimiz (3.3) denkleminden ve (3.2) ile
verdigimiz carpim kurallarindan q.q=q,> +q,.q, =q," +q,> + ¢, +¢;> = q.q esitligi elde
edilir, [9].

Tamim 3.4 Bir ¢ reel kuaterniyonunun normu |g|| ile gosterilir. Bu bir skaler degerdir

ve ||q||:«f5.q seklinde tanimlanir. Normu 1 olan kuaterniyona birim kuaterniyon adi

verilir. p ve ¢ gibi iki reel kuaterniyonun g¢arpiminin normu ayri ayri normlarinin

carpim ozelligine sahiptir. | pa|” =(pa)(pa) = pa.ar = plal’ » = prldl =|p[ laf

q

ile
lall

Tanim 3.5 Bir ¢ reel kuaterniyonunun tersi g~' seklinde gésterilir ve ¢ =

tanimlanir, [9].

3.1.1 Reel Kuaterniyona Karsilik Gelen Matris

Bir p reel kuaterniyonunu alalim.

Bir sol garpim fonksiyonunu

L, :H, > Hy

p—>L,(p)=q.p

seklinde tanimlayalim.
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H; reel kuaterniyonlar kiimesinin B:{l,i, j,k} baz vektorlerini kullanarak,
Lq (1):q.1:(q0+q1i+q2j+q3k).1:qo+qli+q2j+q3k

L, (l) =q.i :(% +qli+q2j+q3k).i =—q, +q,+q,] —q.k
L,(j)=q7=(q0+qi+q.j+q:k).j =, —q5i+qoj + gk

L, (k) =qk :(% +qli+q2j+q3k).k =—q;+q,i —q,] +q.k

esitlikleri elde edilir. Boylece L, doénisimiiniin matris temsili,

9 ~4 ~49, —4;

A =B D T8 D olarak bulunur, [9].

! 9 494 9 4
q; —49, q, 9
3.2 Kompleks Kuaterniyonlar

Kompleks kuaterniyonlar, reel kuaterniyonlarin kompleks bir ifadesidir. Yani
g=q)l+qi+q,j+qk, q=q,1+qi+q,j+qk €Hy gibi iki reel kuaterniyonu

aldigimizda bir kompleks kuaterniyon

Q=q+iq veya

Q:(q01+q1i+q2j+q3k)+i(q0'1+qui+q2'j+q3'k)
=(q0 -|—iq6)+(q1 +iql')i+(q2 +iqz')j+(q3 +iq3')k
=Q,1+Qi+0Q,j+0k

seklinde tanmimlanir. Burada i°=j’=k>=-1 olup, Q,,0,,0,,0;, Kkatsayilari ise

kompleks sayilardir. Diger bir ifadeyle bilesenleri reel sayi olan kuaterniyon nasil reel
kuaterniyon olarak adlandiriliyor ise, bilesenleri kompleks sayilar olan kuaterniyon da

kompleks kuaterniyon olarak ifade edilir. Kompleks kuaterniyonlar kiimesini
H. ={0=0,+Qi+0,j+0kK 0).0.0,.0,€C, i’ = j =k’ =ijk =—1}  seklinde

verebiliriz. Bir O kompleks kuaterniyonunun reel kismi S, =Q, ve vektorel kismi da
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V,=0i+0,j+0:k olmak Gzere bir kompleks kuaterniyonu ayni reel
kuaterniyonlarda oldugu gibi Q=S,+V,=0)1+Qi+0Q,j+0;k seklinde de ifade

edebiliriz. Reel ve kompleks kuaterniyonlar cebirsel olarak benzer 06zellikler

gostermektedir.

Kompleks kuaterniyonlar kiimesi reel kuaterniyonlarda oldugu gibi ¢carpma islemine

gore degismeli olmadigindan, yari cisim olmaktadir, [10].
Tanm 3.7 P=EF+Ri+Pj+Pk ve Q0=0,+Qi+0Q,j+0Qk gibi iki kompleks

kuaterniyonun  carpmi,  PQ=(P,+P)(Q,+0)=F0,+PO+Q,P—PQO+PxQ

biciminde tanimlanir.

Tanim 3.8 O kompleks kuaterniyonunun eslenigi é:SQ—VQ =Q,1-0i—-0,j— 0k

ile tanimlanir. Goruldugu gibi bir kompleks kuaterniyonun eslenigi vektorel kisminin

isaretinin degistirilmesiyle elde edilir. Her kompleks kuaterniyon igin bir eslenik

tanimlamak muimkindir. Eger P,Q €. kompleks kuaterniyonlar ise, kompleks
kuaterniyonlarin garpiminin eslenigi (P_Q)zél_J seklinde ters siradaki eslenikleri

carpimlaridir. Kompleks kuaterniyonlar igin kompleks eslenik de Q,,0,,0,.0,

kompleks sayilarinin esleniklerinin alinmasiyla
0" = SQC "‘VQC :(qo _iq0')+(q1 _i%')i+<% _i%')j*'(% _iqsv)k
=0, 1+ Qi+ 0," j+ O,k ile verilir, [10].

Tanim 3.9

Bir 0=0,+Q,i+Q,j+0;k kuaterniyonu |Q||= \/Qé = \/’QOZ +0°+0Q,> + 0, seklinde
tanimlanan bir norma sahiptir. Burada Q,,0,,0,,0; kompleks sayilar olduguna gore,

kompleks kuaterniyonlarin normu kompleks bir skalerdir. Normu birim olan kompleks

kuaterniyona ise, birim kompleks kuaterniyon adi verilir. P ve Q kompleks

kuaterniyonlarinin ¢arpiminin normu herbirinin normlarinin carpimina esittir.

[Pl =(Po)(Po) = PO.OP=00.PP=|0f|P|=[PlIC]
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Tanim 3.10 Normu sifirdan farkli olmak tzere bir Q kompleks kuaterniyonunun tersi

1

Q' ile gosterilir ve yine reel kuaterniyonlarda oldugu gibi Q = seklinde

Q9
N,
tanimlanir, [10].

3.3 Dual Kuaterniyonlar

Bir dual kuaterniyon Q= p,+ pji+p,j+p;k py, P> P2s Ps €R bigiminde ifade edilir.
Dual kuaterniyonlar kimesi ise, i’=j’ =k’ =ijk=0,ij =—ji= jk =—kj = ki =—ik

¢arpim kurallarina sahiptir. O halde dual kuaterniyonlar kiimesini,

I, :{Q=p01+pli+p2j+p3k| Po>Po> Po» Do ER,I* = j> =k* =ijk =O} seklinde
tanimlayabiliriz. Bir Q = ¢q,1+¢q,i +¢,j+¢q;k € H,, dual kuaterniyonunun skaler kismi ¢,

ve vektorel kismi Q =qi+q,j+q;k olmak Uzere, bir dual kuaterniyonu Q=¢,+0,

olarak da gosterebiliriz, [1].
Tanm 3.11 P=p,+pi+p,j+pk ve QO=q,+qi+q,j+qk gibi iki dual

kuaterniyonun toplami, P+Q = (p0 —l—p1i+p2j—|—p3k)—|—(q0 —|—qli—|—q2j-|-q3k)

=(po+a,)+ (P +a)i+(py+a,) j+(ps+a,)k

seklinde tanimlanir. Boylece (IHID,+) ikilisi bir abel gruptur.

Tanim 3.12 P=p,+ pi+ p,j+ p;k, Q=q,+qi+q,j+qg;k gibiiki dual kuaterniyonun

carpimi icin i’ = j2 =k* =ijk =0 bagintilarini g6z 6nlne alirsak,
PO= (p0 +p]i+p2j+p3k).(q0 +qli+q2j+q3k)
= Podo + Podii + P + Ptk + Pidoi + Pyt
+P@l + Pigsik + Dagod + Pagyji+ Pags
+P,45 7k + Psgok + Dyqiki + pigokj + pagik’
= Podo T Podii + PodaJ + Podsk + Piqoi + Paq0J + P3dok

= Podo +(Pod + P10 )i +(Pods + P20 ) J +(Pods + P30 )k esitligi elde edilir,
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P=p,+pi+p,j+pk ve Q=q,+qi+q,j+qgk dual kuaterniyonlarini P=p,+P,
ve O=¢q,+0, seklinde de gosterebildigimizden iki dual kuaterniyonun g¢arpimi
PO=(p,+P).(q,+0,) = Poa, + PO, +q,P,+ PO, olarak da yazlabilir ve burada
i’=j=k>=ijk=0 carpim esitliklerini kullanirsak, PQ, =0  oldugundan
PO=(p,+P).(q,+0,) = Pydo+ PO, +q,P, esitligi elde edilir.

Tanim 3.12 Bir Q= pl+pi+p,j+pk=p,+0, dual kuaterniyonunun eglenigi

0= pol—pii—p,j—pk=p,—0, seklinde tanimlanir ve su ézelliklere sahiptir.

1(2)=(4-0)=4,+0, =0 di.
i) Q+0 = (g1 + i+ ¢, ) +q.k )+ (g1 — i — g, — q:k)
=(q,+0.)+(q,—0Q,) =2q, dir.

i) 0.0 =(q, +0,)-(4,—0,) = 4> — 4,2, + 0.4, —Q,” = ¢, dir.

0

Tanim 3.13 Bir Q dual kuaterniyonunun normu ||Q||=»\fQ.§=«fq02 =|q0| ile
tanimlanan bir degere sahiptir. Normu [|Q[ =1 olan dual kuaterniyona ise, birim dual
kuaterniyon denir. Bir Q dual kuaterniyonunun normundan bahsedebilmemiz igin

g, #0 olmasi gerekir. iki dual kuaterniyonun normlari arasinda su sekilde bir iligki

yazabiliriz. Yani

loo. =(02.)(02.)=(20.)(2.0)
loo. =00,0,0 =0 e[ 0 =00 o[
loe.[ =lelf eI

lo.o.|=]le|l|0.] esitligi meveuttur.

Tanim 3.14 Bir Q dual kuaterniyonunun tersi ise,
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1 po-p_ Q 0
2 2 2
[ dml

1
—= = (3.4)
Q p(0+pv |p0

P

o—Pv)

0=

seklinde bulunur.

Eger bir Q=q,+q,i+q,j+q;k dual kuaterniyonunda ¢, =0 ise, dual kuaterniyona
pure dual kuaterniyon adi verilir. iki P=pji+p,j+p;k ve Q=qi+q,j+qk pure

dual kuaterniyonlarini alirsak, P.Q =0 olur.

Cebirsel olarak ise, T, dual kuaterniyonlar kiimesi (3.4) deki esitlikten de

goriilebilecegi gibi pure elemanlarin tersi bulunmadigindan birimli ve degismeli bir

halka olusturmaktadir.

3.3.1 Dual Kuaterniyona Karsilik Gelen Matris

P=p,+pi+p,j+pk=p,+P seklinde tanimlanan bir dual kuaterniyon olsun.

Bir sol carpim fonksiyonunu,

L,:H, —>H,

P—L,(P)=Q.P seklinde tanimlayalim.

H,, dual kuaterniyonlar kimesinin B ={1,i, j,k} baz vektorlerini kullanarak,
L,(1)=0.1=(qy+qji+q,j+q;k).1=q, +qi+q,j+qk
L,(i)=Qi=(qy+qi+aq,j+qsk)i=qyi+qi’+q,ji+qki=qy
Ly(7)=0.j=(q+@i+aj+a:k)-j=a0j +aiji +@J° +a:kj = q,j

L, (k) =Q0k= (qo +qli+q2j+q3k).k =q,k +qlik+q2jk+q3k2 =q,k

esitliklerini yazabiliriz. Boylece tanimladigimiz L, dontgliminin matris temsili,

g 0 0 0
0 0

A =D seklindedir, [1].
¢ %, 0 ¢, O
q, 0 0 g,

41



BOLUM 4

KOMPLEKS KUATERNIYON UZERINDE ANALIZ YAPISI

Bu bolimde kompleks kuaterniyon vektor uzaylarinin yapisi ve bu yapi lizerine kurulan

bazi cebirsel 6zellikler incelenecektir.

4.1 Kompleks Simplektik Geometri

H, kompleks kuaterniyonlar kiimesi olmak Uzere,

() ={0=(2.0..--0,)

o) EHC,ISZSn} kiimesini  tanimlarsak,  (H, )"

kiimesinin elemanlarina birer vektér ve Q,,0,,...,0, kompleks kuaterniyonlarina da bu

vektorin bilesenleri denir.

Teorem 4.1 (Hc)" kimesi H, kompleks kuaterniyonlar yari cismi Uzerinde bir
kompleks kuaterniyon vektor uzayi olur.

ispat

(]I-]IC)" kiimesinin kompleks kuaterniyon vektor uzayr oldugunu gostermek icin ilk
olarak abel grup islemi tanimlayalim.

Toplama

G_):(HC )n X(HC)n _)HC

(é,f’)—)@@P
ic islemi véz(Ql,Qz,...,Qn) ve VT)Z(Pl,PZ,...,Pn) elemanlari igin
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olur.

Grup aksiyomlarini gerceklemek istersek,

Gl) 0=(Q,...0,) ve P=(R,...P,)e(Hy)" olmak tzere,

n

oldugundan @  islemi

Q®P=(Q,+R.Q, +P....0, +F,)(H,)
aksiyomunu gergekler.

G2 0=(0Q,...0,) ve P=(B,...P,),R=(R,...R,) e (H,)" olmak iizere,

(C®P)®R=(Q +R.Q,+P,...0, +P)®(R,....R,)
=(Q+P+R.0,+P,+R,,...0,+P,+R))
=(0,,0,,-+0,)®(P+R,P, +R,,... P, +Rn)=§@(ﬁ@7e)

esitliginden birlesme aksiyomu gergeklenir.

G3) Q®P =0 yani (Q,....0,)®(B....R)=(Q,.....0,) esitligi var iken,

(QljL O, +P,,....0, +Pn):(Ql""’Qn)

O +F=0
O, +h =0,

esitliklerinden F, =...= P, =0 bulunur.
Qﬂ + B‘l = Ql’l

Dolayisiyla @ isleminin etkisiz elemani (0,0,...,O) dir.
G4 (Q,...0,)®(R,....P,)=(0,0,...,0) esitligi var iken

(Q, +B.0,+B,....0,+B,)=(0,0,...,0)
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O +R=0
Q,+P, =0

esitliklerinden B =-Q,,P, =-0,,...,P,=-0, bulunur,
Q,+F =0

Dolayisiyla 0 =(Q,,...,0,) elemaninin ® islemine gore tersi (—Q,,—Q,.,...,.—Q, ) dir.
Dis islem
O:H x(H. )" — (H )’

a,é—)a@é=(aQ1,aQ2,...,aQn)

seklinde tanimlanan dis islemin Q,@z e(]HI‘,C )" vektorleri ve a,a,,a, € 1. kompleks

kuaterniyonlari igin asagidaki 6zellikleri sagladigi agiktir.
V) a0(Q+0,)=a 00 +a 00,

V2) (¢ +,)00=0,00+a, 00

V3) (¢2,)00=¢, 0(062 QQ)

Va1, 00=0

(]I-]I(C )" kiimesi tanimlanan dis islem ile birlikte sol kompleks kuaterniyon vektor uzayi

olur. Benzer bicimde,

o:(H,.) xH, —(H.)"
(C.8) > Qep=(2B.2.5...0.5)

seklinde tanimlanan dis islem ile birlikte de (]I-]I(C )" kiimesi sag kompleks kuaterniyon
vektor uzayi olur.
Sonug 4.1 Boylece {(H@)",C-B,HC,+,.,®,0} sistemi H_. kompleks kuaterniyonlar yari

cismi Gizerinde bir kompleks kuaterniyon vektor uzayi olur.
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Tanim 4.1 ( ): ()" x(H.)" —(H)"
(P.0)—(P.0)=3 70

t=1

seklinde tanimlanan islem eger asagidaki aksiyomlarini saglyor ise, (]HLc )" Uzerinde

kompleks simplektik carpim adini alir.

P)(G 4G, F)=(0,P)+ (25, P)

747)=(@ 7)1 (0 7)

0,2)=(0,.0,)a

P2)(0.F,
3)(0,
@

P4 (Qa, 2> <Q1’Q2>

~

Q

Bu tanima gore <éé> 3 00, :i“”Qt”2 olmaktadir, [11].
=1 t=1

4.2 Kompleks Kuaternizasyonlastirma

4.2.1 Direkt Toplamlar ile Kuaternizasyonlastirma

Kompleks kuaterniyonlar kiimesini . ile géstererek, H. kiimesinin ikinci isleme gore

degismeli olmadigini ve bu nedenle yari cisim oldugunu 6nceki bollimde belirtmistik.
Kompleks kuaterniyon yari cismi lzerinde vektor uzayr olusturmak igin, dis islem

aksiyomlarini sag ve sol olarak ayri ayri incelemeliyiz.

Tanim 4.2 V.. bir kompleks vektér uzayi ve I, kompleks kuaterniyonlar kiimesi olmak
uzere 0=0,+Qi+Q,j+0k €, kompleks kuaterniyonu ve ;CEV(C vektorl igin,

=(Q,+Qi+0,j +Q3k);6 = (QO;C,QI;C,QZ;C, Q3;c) =(w, wy, w5, w,) seklindeki
elemanlardan olusan ve Vj ={Q.;c‘ Q.;c=(w1,w2,w3,w4),wi eV.,i =1,2,3,4} ile
tanimlanan kiimeye V.. kompleks vektor uzayinin kompleks kuaternizasyonlagtiriimasi

adi verilir, [12].
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Teorem 4.2 V. kompleks vektor uzayi ve bu vektor uzayinin kuaternizasyonlagtiriimasi
olan V},  kiimesi, H,. kompleks kuaterniyon yari cismi Gzerinde kompleks kuaterniyon

vektor uzayidir.
ispat

Vi kuaternizasyonlastiriimasinin  kompleks kuaterniyon vektdér uzayr oldugunu

gostermek icin ilk olarak @ ile gosterdigimiz bir abel grup islemi tanimlayalim.
Toplama

@:VH: xVH: —)VH:
(wl,wz,w3,w4)®(vl,v2,v3,v4) =(wl +VLw, Hv,, Wy v, W, +v4) 4.1
simdi de VH: nin tanimlanan @ islemine gore (2.1) ile verdigimiz grup aksiyomlarini
gercekledigini gosterelim.

Gl) (Wl,wz,w3,w4)69(\/],\/2,\/3,\/4):(w1 +vl,w2+v2,w3+v3,w4+v4)eVH' kapahlik
aksiyomu gerceklenir.
G2) (w1 Vv, W, vy, Wy LWy, +v4)®(yl,y2,y3,y4)
:(Wl+V1+y1’W2+V2+y2’w3+v3+y3’w4+v4+y4)
:(WI’WZ’WS’W4)®(VI +y1,v2+y2,v3+y3,v4+y4)
esitliginden birlesme aksiyomu gercgeklenir.
G3) (wl,W2,w3,w4)®(vl,v2,v3,v4):(wl,wz,w3,w4)
(wl+v1,w2+v2,w3+v3,w4+v4)=(w1,w2,w3,w4)
w Vv, =W,
W, +V, =W, . . .
esitliklerinden v, =v, =v, =v, =0 elde edilir.
Wy +V, =W,

w,+v, =w,

Dolayisiyla @ isleminin etkisiz elemani (0,0,0,0) dir.
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G4) (W, wy, Wy, w,) €V,,. elemaniigin,

(W, Wy w3, W, )@ (v, v5,v5,v, ) =(0,0,0,0) iken,

w,+v, =0 Vi =W

w, +v, =0 T Vo, =W, -
esitliklerinden elde edilir.

w,+v, =0 Vy =W,

w,+v, =0 v, =-w,

Dolayisiyla (w;, wy,w;,w, ) €V, elemaninin tersi (—w,,—w,,—w,,—w,) olur.
Dis islem
(W wy,wyw,) eV ve 0=0,+0i+0,j+0:k el olmak tzere,
o . xVy —Vy
Q,(wl,wz,w3,W4)—>(QO +Qli+Q2j+Q3k)0(w1,w2,w3,w4)

Oow, —Ow, —O,w;y — Ouw,, Oyw, + O w, + Qyw, — Q3w
_ 4.2)

Oyw; —Ow, + O,w, + Oyw,, Oyw, + O w; — Q,w, + O;w,

seklinde tanimlanan dis isleme gore (2.2) ile verdigimiz vektor uzayr aksiyomlarini

gercekleyelim.

V1) (W, wy, wy,wy ), (Vo vy, v55v, ) €V ve Q=0+ Qi+ 0, j+ Ok e H, olmak tizere,
QO((wl,wz,w3,w4)®(vl,v2,v3,v4))
(Q) + Qi+ 0, )+ Ok )@ (W, + v, W, +v,, Wy +v5, W, +V,)

(4.2) ile verilen dis islem tanimini uygularsak,
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Q()wl - Ql W, — Q2W3 - Q3W4’ Q()Vl - lez - szs - Q3V4 >
_ Ow, +Ow, — 0w, + O)w,, @ OV, + Oy, —0sv; +Qyv,,
Q2W1 + Q3W2 + Q0W3 - Ql Wy, szl + Q3V2 + Q0V3 - Q1V4’

Ow, —0,w, +Ow; +Oyw, OV, =0, + O v, + Oy,
=(Q (W Wy Wy w,)) @ (Q 0 (v,.v,.v5.v,)) esitligi gergeklenir.

Diger vektor uzayl aksiyomlari da benzer sekilde gosterilebilir. Bu dis islem ile birlikte

Vy, kimesi, . kompleks kuaterniyon yari cismi tzerinde sol kompleks kuaterniyon

vektor uzayi olur.

OV x H. > Vi
(W Wy w3, ), 0 = (W, wy, wy, w, ) O( Q) + Qi+ Q, j + Osk)

wQy = w,0, = w0, —=w, 05, w0, + w, 0 + w05 —w,0,,
= 43)
w0, —=w, 05 + w0 +w,0,, w,0; +w,0, —w,0, +w,0,

seklinde tanimlanan dis islem ile birlikte Vi, kiimesinin sag kompleks kuaterniyon

vektor uzayi aksiyomlari da benzer bicimde gergeklenir. O halde su sonucu verebiliriz.

Sonug 4.2 {VHC ,,H,+,.,0, } ifadesi bir kompleks kuaterniyon vektor uzayi olur.
Not 4.1 VH: kompleks kuaterniyon vektdr uzayinin (wl,w2,w3,w4) elemani ile,

z(wl,wz,w3,w4):(—wz,wl,—w4,w3)

j(wl,WQ,w3,w4):(—w3,w4,w1,—w2) 4.4)

k(wl,wz,w3,w4) = (—w4,—w3,w2,wl)
carpimlarini tanimlayalim.

(W, Wy wy,w, ) =(w,,0,0,0) +(0, w,,0,0)+(0,0,w;,0)+(0,0,0,w, ) seklinde bilesenleri

ayirirsak ve (4.4) ile verdigimiz i, j,k ¢arpim ifadelerini kullanirsak,

48



(wl,wz,w3,w4):(w1,0,0,0)+i(w2,0,0,0)+j(w3,0,0,,0)+k(w4,0,0,0)

(W Wy, Wy W, ) = W, +iw, + jw; +kw,
esitligini yazabilecegimizden V;;  kompleks kuaterniyon vektor uzayini,

Vo =V OV, V. OV,
4.5)
Vi, =V +iVe + jVe +kV,

biciminde de ifade edebiliriz, [8].
Tanim 4.3 V. bir kompleks vektor uzayi ve bu vektér uzayinin kompleks
kuaternizasyonlastiriimasi Vi, olmak lzere,
. Ve 2 Vi

w:(wl,wz)—>g@(w):(w,0,0,0) (4.6)
seklinde tanimlanan fonksiyona V. kompleks vektoér uzayinin Vi igine gomiilmesi
denir, [12].
Teorem 4.3 Bir V. kompleks vektdr uzayinin kompleks kuaterniyonlastiriimasi Vi,

olsun. Eger V. kompleks vektér uzayinin bir C bazi 1<r<n icin {e} ise, V.

kompleks kuaterniyon vektor uzayinin bir H baz {(et,0,0,0)} olur, [12].

ispat

Eger V. =0 ise, (4.5) ile verdigimiz V,, =V, ®V, BV, DV, esitliginden V,; =0
oldugu agiktir. O halde V. # 0 ve V;, kompleks vektér uzayinin bir C bazini {¢,} olarak
alalim.

Germe Aksiyomu

Vy,. kompleks kuaterniyon vektor uzayinin (w;,w,,w,,w,) elemanindaki her bir
w, eVy (i:l, 2,3,4) bileseni kompleks vektdr uzayinin elemani oldugundan, e, lerin
C lineer kombinasyonu olarak yazilabilir.

O halde bu bilesenler igin,
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n n

W, ZZ(% +iat')e,, w, :Z(ﬁlﬂ'ﬁt')e,

t=1 t=1 (47)

W3 = Z(}/z +i7/rl)et’ W4 = Z(/ur +i/url)er
=1 t=1
lineer kombinasyonlari vardir.

(w],wz,w3,w4):(w],0,0,0)+(0,w2,0,0)+(0,0, w3,0)+(0,0,0, w4)

esitliginde (4.7) ile verdigimiz lineer kombinasyonlar yerine yazilirsa,

= [Z(a +ia,')e,,0,0,0J+(O,i(,Bt +iﬂt')et,0,0]

t=1

+(O’O’Zn:(7z +i}/'t)et’0)+(0’0’0’zn:(’ut +iﬂl’)etj
t=1 t=1

(4.8)

esitligi elde edilir. Bu son ifade (4.4) ile verdigimiz ¢arpimlardan yararlanilarak

dizenlenirse,
= Zn:((a, +ia,')+i(ﬂ, +i,B,')+ j(yt +i;/,')+k(,u, +i,ut'))(e,,0,0,0) (4.9)
=1

bulunur. Burada «, +ia,, +if3,,y, +iy . +iu, € C kompleks sayilar oldugundan
{(€,,0,0,0)} sistemi V,,_ kompleks kuaterniyon vektdr uzayinin bir H lineer geren

kiimesi olmaktadir.
Lineer Bagimsizlik

V. kompleks kuaterniyon vektér uzayinin bir . lineer geren kiimesi olan
{(e,,0,0,0)} sisteminin Vi, nin bir H. bazi oldugunu gostermek igin lineer

bagimsizliklarini inceleyelim. Yani, Vr=1,2,...,n degeriicin

(o, +iB + jy, + k1) (€,0,0,0)+ (e, +ifs, + jy, + ki, )(e,,0,0,0)
(4.10)
+ot+ (o, +if, + jy, +ku,)(e,.0,0,0)=(0,0,0,0)

esitligi varken «, +if, + jy, + ku, =0 oldugunu goéstermeliyiz.

Bu son ifade diizenlenirse,
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(e, +aye, +...+a,e,,0,0,0)+i( Se, + Bre, +...+ B,e,,0,0,0) +

n-n?

4.11)
j(ne +7.6,+...+7,6,,0,0,0)+k (e, + e, +..+ u,e,,0,0,0) = (0,0,0,0)
elde edilir ve (4.4) denklemleri ile verdigimiz carpimlardan da,
(a6, +aye, +..+,e,,0,0,0)+(0, B, + fre, +...+ B.e,,0,0) +

(4.12)

(0,0,7,6, + 7,6, +...+7,€,,0)+(0,0,0, e, + tr,e, +...+ e, ) = (0,0,0,0)

elde ederiz.

ae +a,e, +..+ae, e+ e +..+Pe,
=(0,0,0,0) esitliginde karsilikl
re tre t..tyeue + e +..+ e,

bilesenleri birbirine esitlersek Vr=12,...,n degeri icin o, =8 =y,=u1,=0 olur.

Dolayisiyla Vt=1,2,....n icin o, +if5 + jy, + k=0 bulunur.

Onerme 4.1 V, ve V . kompleks vektor uzaylari ve bu vektor uzaylarinin kompleks
kuaternizasyonlari sirasiyla Vy;  ve V', olsun. Eger ¢.:V, —V . bir C lineer

doénisim olmak Gzere, bu dontsimi
Py, Vi, >V
(wl,wz,w3,w4)—)goH: (wl,wz,w3,w4):(wc(wl),(pc(wz),gc(w3),goc(w4)) 4.13)

seklinde tanimlanan bir H lineer dontsimiine genisletebiliriz ve eger 8u, ,g'H: (4.6)

ile tanimladigimiz gibi birer gdmme ise, asagidaki diyagram degismelidir, [12].
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8. g'H:

>V

»

VH: (0]]_]1: VIH:
Sekil 4.1 Kompleks kuaterniyon dontisimleri diyagrami
Ispat

Yukaridaki 6nermede (4.13) denklemi ile verilen ¢ :V;; —>V'H: déntsiminin [,

lineer oldugunu gosterelim.

L1) (w,, w,, wy,w,) Ve (v,v,,vy,v,) €V, olmak lzere,
P ((Wwwz’Ws’W4)@(VnV2’V3,V4))=§0HC (W +vw, vy, +v,,w, +v,)
(4.13) ile verilen esitlikten,
(% (W +1). 00 (W +v,) 00 (W +v3), 00 (w, +v4)) yazilir.
9. dénisimiinin C lineerliginden ise,
(2 (W) + 00 (1)s2e (W) + 0 (v,). 00 (W) + 0 (v) 0 () + . (v4))

=(@c (W)-@c (W), 00 (w3),2c (W) ® (0 ()00 (v2) 20 (v3) 0 (v,))

=@y (WI,WZ,W3,W4) D @y, (vl,vz,v3,v4) elde edilir.

L2) (W, wy, wy,w, ) €Vy ve Q=0+ Qi +0,j+0:k e, olmak Uzere,

P, (QQ(Wl’WZ’W37W4)) = Oy, ((Qo +Q1i+Q2j+Q3k)O(W1’W2’W3’W4))

(4.2)ile verdigimiz dis islemden,
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Oyw, —Ow, —0,w; — 0w, Oyw, + O w, + Q,w, — O, W,
=Py

¢ yazabiliriz.
Q0W3 - Q1W4 + QZWI + Q3W2’Q0W4 + Q1W3 - Q2W2 + Q3W1

(4.13) denkleminden ise gerekli islemler yapilirsa,

((QO +0i+0,j+0:k)p: (W).(Q, + Qi +Q,j + 0k ) @ (W),
(Qo +Q1i+Q2j+Q3k)(”<c (W3)’(Qo +0i+0,j +Q3k)¢<€ (W4)

(Qy+Qii+Qyj+ k) (@ () (w2). 0 (w3) -0 ()
QO @y (W, wy,wy,w,) bulunur.
Benzer sekilde sag lineerlik incelenirse,
@ (W Wy, w3, w,) O(Q, + Qi+ 0, j + 0k )
(4.3) ile verdigimiz dis islemden,
[leo ~w,0, ~w,0, ~w,0s, WO, +w, 0, +w,0, ~w, 0,

w0, —w,0; +w, 0y + w, 0, wO; +w,0, —wi0, +w,0, j yazabiliriz.

(4.13) denkleminden gerekli islemler yapilirsa,

Pc (W) Qy = 9c (W) Q=9 (w3) 0, — 0 (W,) Qs
0 (W) 0, +0c (W,) 0y + 90 (w;) Qs — 0 (W) O,
P (W) 0, — e (W,) Qs +0c (W) Oy + 0 (w,) O,
P (W) 05 + 95 (w,) 0, =9 (w3) O + 9. (w,) 0,

L(p@(wl)(Qo +Q1i+sz+Q3k),<o@(wz)(Qo+Q1i+sz+Q3k),}
0o (w)(Q, + Qi+ 0, +0sk ), 0. (w,)(Qy + Qi + O, j + Osk )
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(20 (%)5 20 (). (W), 0 (w,))(Qy + Qi+ Qs + Qi)
= g (W wyo o, ) O(Q, + Qi+ Q, j+Q5k) bulunur.

Burada tanimladigimiz Py ‘ye @, donlsiminin kompleks kuaternizasyonlastiriimasi

adi verilir.

Teorem 4.4 V, ve V. kompleks vektor uzaylar ve bu vektor uzaylarinin kompleks
kuaternizasyonlastiriimalari sirasiyla Vi, ve V’H: olsun. Eger ¢.:V. -V . bir C
lineer donusim ve kompleks kuaternizasyonlastiriimasi da (4.13) denklemi ile

verdigimiz gibi tanimli bir H lineer doniisim olmak Gzere, ¢eke, =(¢ekq,), ve

Py (VHQ ) = ((0@ (Ve ))HH esitlikleri vardir, [12].

ispat
Q. Ve >V, C lineer doéntsiminin cekirdegini
cekpe = {x eV.ip- (X) =0, } Ve ve @ Vg oV dénisimiiniin

cekirdegini  de gek(prZ{erHH:(DHW(x)zov, }CVHP ile verelim. Burada

(cekp.), =cekgy  esitligini gostermek icin ilk olarak Vxe(¢ekg.), <Vy,

elemanini igin x=(x,x,,x;,x,) olmak lzere ¢ (x)=0, oldugunu goésterelim. O

V.

halde Py (x1’x2’x3’x4) = ((Dc (Xl),(p@ (xg),(P@ (x3)’¢7<c (x4)) = (Ov',: ’OV'@ ’Ov'c ’OV'@ )

seklinde oldugundan ¢, (x)=0, elde edilir. Dolayisiyla x e cekgy_ olup

Hy

(¢ekepy), < ek, (4.14)

yazilabilir.
Diger taraftan Vxegekp, <V, eleman icin x=(x,x,,x,x,) seklinde olup

X5 Xy, %5, %, €V, dir.
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0 (%002 %,) = (02 ()02 ()02 (%), 2 (%)) =(0,,_.0,. .0, ,0,. ) oldugundan
P (%)= 0, - @ (x,)= Oy Pc (xy)= 0, ve o (x,)= 0, elde edilir. Buradan
x, € ek, x, € gekgy, x; €cekq,, x, ecekp, ve buradan da  xe(gekg, )H;
olmaktadir. Dolayisiyla

cekpy, < (cekp.), (4.15)
yazilabilir.
Sonug olarak (4.14) ve (4.15) ifadeleri goz 6niine alinirsa (gequ@)H; =cekgy  esitligi
gosterilmis olur.

Benzer sekilde, Py (VH )=((p@(VC))HH esitliginin  varligini  gostermek istersek,

VYE(/’HC(VHC) elemanini aldigimizda (/)H:(x):yolacak sekilde xeVy  vardir.

y=(¥.%.y5.y;) seklinde oldugundan ve ¢, dénlsiminin tanimindan ve

Y =222 Y3 34) = (x)z(% ()00 (%) 00 (%) 00 (x4))e(¢<c (VC))H

esitliginden  y e (. (Ve ))HH olur ve @ (VH )c((p(c (Ve ))HH yazilir. Tersine
ye ((oc (Ve ))HH elemanini  aldigimizda  y=(y,,,,y;,¥,) seklinde oldugundan
Pc (xl):y11¢© (xz):y2'¢’c (x3):)’3r§0<c (x4):y4 olacak sekilde y,y,,ys,, EV'C
olur.  Dolayisiyla  y=(y,y,y5,5,) €V y. =@y, (VH:) olur. Buradan da

(go@ (Ve ))HH " (VH ) yazilarak istenilen esitlik gdsterilmis olur.

Sonug 4.3 Eger ¢.:V, —)V'(C bir C lineer donlisiim ve kuaternizasyonlastiriimasi da
Pu. Vi, DV

(w1 w2 o) = . (w1 w5, ) = (0 () 0 () 2 (w3) 2 (w4)

seklinde tanimh M, lineer dénlisiim ise, ¢, bir izomorfizma iken P donlsimi de bir
izomorfizmadir.

ispat
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Varsayalim ki ¢ :V, — V', lineer déniisimu bir izomorfizma olsun. Bu durumda ¢,
déntisimi bir C lineer déniisim iken @y hin de H, lineer oldugunu biliyoruz. Py
doéntgtiminin birebirligini géstermek icin x;, x,, x;, x, €V, olmak Uzere VxeVy icin

Do, (x)=0 iken x=0 oldugunu gdstermeliyiz.

O (%%, x5.2,) = (00 (%) 02 (%,). 00 (x3). 00 (x,)) = (OV‘V‘ .0, .0, .0, ) oldugunda

?c(%)=0, . 0. (%,)=0, .0 (%)=0, ve ¢ (x)=0, dir. @ dénisimi
izomorfizma oldugundan 1-1 ve érten olup, ¢ (x1)=OV‘C, @ (x2)=OV‘C, @ (x3)=OV,C
ve @, (x4):0w icin x, =x, =x, =x, =0, yani x=(x,,x,,x,x,)=(0,0,0,0) elde edilir.
Buradan da ¢ H lineer donisimu 1-1 dir. ¢, donusiminin Ortenligini

gostermek igin Ver'H: elemani igin Py, (x)=y olacak sekilde EIerH: oldugunu

gosterelim.Vy eV, _elemant igin

Py (xl’xz’x3’x4) :(@c (xl)’¢7<c (xz)’Qc (x?,)’(PC (x4)) :(yl’)’2’)’37y4) =y esitliginden

e (%) =y.0:(%)=y.0:(x)=y, ve @.(x,)=y, bulunur. @, donisimi bir

izomorfizma oldugundan Vy,,y,, y;,y, €V ¢ igin

Pe (xl):}’p(Dcc (xz)ZY2’¢<r: (x3):3’3’¢7<c(x4):y4 olacak sekilde Jx;,x,,x;,x, EVH:
vardir. O halde @y doénlgiminin de ortenligi gosterilmis olur. Sonug olarak @y

doénisimi de izomorfizmadir.

4.2.2 Tensor Carpimi ile Kuaternizasyonlastirma

Tanim 4.4 V. kompleks vektor uzayr ve H. kompleks kuaterniyon yari cismi
verilsin.Q=Q, +Q,i+Q, j+ 0,k e, kompleks kuaterniyonu ve ;ceVC vektorl icin
0®x=(Q,+Qi+0,j+0k)®x=0, @x+Qi®x+Q,j@x+Qk x esitliginde

(2.5) ile verdigimiz tensor carpimin lineerligini kullanirsak Q, € C kompleks sayilar

oldugundan, Q®x=1®Q,x+i®Qx+ j®Q,x+k®Q,x ile yazlabilen (QH;Czwi)
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olarak alinirsa Q®x=1Qw, +i®@w, + j®w, +k ®w, seklindeki elemanlardan olusan
ve H.®.V, ={Q®§c 0@ x=1@w +i®w,+ j®w, +k®w,.w, eV@,i=l,2,3,4}
seklinde tanimlanan kiimeye V. kompleks vektdr uzayinin tensér ¢arpim ile kompleks
kuaternizasyonu adi verilir, [12].
Tanim 4.5 V., kompleks vektdr uzayi ve bu vektor uzayinin kuaternizasyonlagtiriimasi
M. ®. V. olmak uzere,

Gy Ve > H, ®: V.

w1y, ®w (4.16)

seklinde tanimlanan fonksiyona V. kompleks vektér uzayinin H_.®.V. igine
gomiilmesi denir, [12].
Teorem 4.5 V. kompleks vektor uzayi ve bu vektdr uzayinin kuaternizasyonlastiriimasi

olan I, ®.V, ifadesi H,. kompleks kuaterniyonlar yari cismi lzerinde kompleks

kuaterniyon vektor uzayidir.
ispat

H,. ®. V. kimesinin vektor uzayi oldugunu géstermek igin ilk olarak abel grup islemi

tanimlayalim.

Toplama
@ (H, ®p Ve )x(H ®¢ Ve ) = (H @ V)
((IH: ®x)’(lH@ ®y))_>1H,g ®(x+ )7)

seklinde tanimlanan @ islemine goére (2.1) ile verdigimiz grup aksiyomlarini

gercgekleyelim.

G I ®(x+y)eH, ®. V. oldugundan kapalilik aksiyomu gerceklenir.
G2) (1HV ®(X+ y))@(le ®Z) = 1HV ®(x+y+Z)

=(1y, ®x)®(1,;, ®(y+2))
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oldugundan birlesme aksiyomu gerceklenir.
G3) (1. ®x)®(1, ®y)= (1, ®(x+))=(1y, ®x) esitligivar iken,
(1, ®(x+y—x))=0= y=0 bulunur.
O halde ® isleminin etkisiz elemani (1, ®0) dir.
G4 (Iy, ®x)®(1, ®y)=(1,. ®0)= (1, ®(x+y))=(1;, ®0)
= x+y=0=y=—x
O halde (1,;, ® x) elemaninin tersi (1, ®—x) elemanidir.

Dis islem

O: H x(H, ® V., ) = (H & V)

0,(Iy. ®x) > 00(l;, ®x)=0.1; ®x

seklinde tanimlanan dis isleme goére (2.2) ile verilen vektdr uzayl aksiyomlarini

gercekleyelim.
VD) QO((1y, ®x)+(Ly, ®y))=00(Ly, ®(x+y))=0.1; ®(x+y)
=0.1; ®x+Q.1; ®y
=00(ly, ®x)+00(ly, ®y)
V2) (0 +0,)0(ly. ®x)=((Q +0,). 15, ®x)=(0,. 14, ®x)+(0,.1; ®x)
=0,0(ly. ®x)+0, (1, ®x)
V3) 0.0, 0(ly, ®x)=0,.0,1;, ®x=0,0(0,-1; ®x)=0,0(0,0(l;, ®x))
V4) 1y 01y, ®x)=(1,;, ®x)

Bu aksiyomlar ile birlikte H, ®. V., sol kompleks kuaterniyon vektor uzayidir.
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o:(H, ® V. )xH, — (H. ®. V)

(@1, ®x) > (1, ®x)00 =1, 0®x

ile tanimlanan dis isleme goére de ayni aksiyomlar gergeklenir ve I, ®. V.. ifadesinin

sag kompleks kuaterniyon vektor uzayi oldugu goérulir.

Sonug 4.4 {(IHIC ®: V). O, H@,+,.,®,o} ifadesi bir kompleks kuaterniyon vektor uzayi

olur.

Teorem 4.6 V. bir kompleks vektor uzayi ve bu vektor uzayinin kuaternizasyonlar V;;_

ile I, ®. V. olsun.Bu taktirde,
Jo Vi, > He & Ve
(wl,wz,wg,m) = fo (Wawy w0, ) = 1@ W, +i®w, + j®w; +k Qw, (4.17)
seklinde tanimlanan bir H . lineer izomorfizma vardir, [12].
ispat

Yukarida (4.17) esitligi ile verildigi gibi bir degere sahip olan f, fonksiyonunun H,

lineer oldugunu gosterelim.

L1) (wy, wy, w3, w, ) ve (v,v,,v5,v,) € Vi, olmak Gzere,

£, ((wl,wz,w3,w4)®(vl,v2,v3,v4)) = £, (W v, W, vy, Wy + vy, W, +0,)
(4.17) ile verilen f, fonksiyonunun tanimindan,

1O (W +v, ) +i®(w, +v, )+ j®(wy +v; ) +k®(w, +v,) yaziir ve (2.5) ile verilen
tensor carpimin lineerliginden de,

IOW +1QV, +i®w, +i®v, + jOwW, + jOV, +kQOw, +k®v,

= £, (W, wy,wy,w, )@ £, (v, v,,v5,v,) bulunur.

12) 0=0,+Qi+Q,j+Qk €M ve (w,w,,w;,w,) eV, olmak uzere dis isleme gdre

sol lineerligi incelersek,

59



fw((Qo+Q1i+Q2j+Q3k)®(W17W2’W3’W4))

(4.3) ile verdigimiz dis islem tanimindan,

f (Q0W1 —Ow, —0,w; —0w,, 0w, +Ow, + O, w, —O;w;

yazabiliriz ve (4.17) ile
’Q0W3 _Q1W4 +Q2W1 + stz’Q0W4 + Q1W3 _szz +Q3W1] ( )

verdigimiz fonksiyonun tanimindan,
=1 ®(Q0W1 —Ow, —O,w, _Q3W4)+i®(Q0W2 +Ow, +O,w, _Q3W3)
+j ®(Q0w3 -Ow, +0,w, +Q3w2)+k ®(Q0w4 +Ow;, —QO,w, +Q3w])

=0, 0w, -0, Ow, -0, dw, =0, Qw, + Qi Ow, +Qi®w, +Q,i ®w, —Q,i Ow,
+jO, @ w;,

—jO, ®w, + jO, ®w, + jO, ®w, +kQ, @ w, +kQ, @ w, —kQ, @ w, +kQ, ®w,
=(Q,+Qi+Q,j+0k)®w, +(—0, + Q)i + 0, j — O,k ) ®w,

+(—0, — Qi+ Q,j +Ok)®w, +(-0, + Q)i — 0, j + Ok ) ®w,
=(Q,+Qi+Q,j+0k)®w, +(Q) + Qi +Q,j + Ok )i ®w,

+(Qy+ Qi+ 0, j+0k) jOW, +(0y+ Qi+ 0, j + Osk )k ®w,
=(0y+Qi+0,j+0k) (1@ W, +i®w, + j®w, +kQw,)

=(Q, +Qi+Q,j+0:k)O f, (W, wy, wy,w, ) bulunur.

Benzer bicimde sagdan ¢arpima gore lineerligi incelersek,
Fu((wwawsw,) (O, + Qi +0,j +0ik))

=f (WlQo — w0, w0, —w, 0, WO, + w0 + w0, — W4Q2’]

W1Q2 - W2Q3 + W3Q0 + W4Q1’ W1Q3 + WzQz - W3Q1 + W4Q0

= 1®(W1Q0 w0, -w,0, _W4Q3)+i®(W1Q1 +w,0, +w,0; _W4Q2)

+J ®(W1Q2 -w,0, +w,0, +W4Q1)+k ®(le3 +w,0, —w,0, +W4Q0)

=1®wQ, -1®w,0, —1®dw,0, - 1®w,0, +i ®w,Q, +i ®w,0,
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HOW,0, =i @w,0, +j w0, — jOW,0, + jOwW,0, + j ®w,Q,
+k @w, 0, +k Ow,0, —k ®w,0, +k ®w,0,

=1®w (Qy+ Qi +Q,j+ Ok ) +i®w, (Q, + Q)i+ O, j +O:k)
=jOW, (0, +Qi+0Q,j+0:k)+k®w,(Q, +Qi+Q,j+0sk)
—(1®w,+i®w, + ] @w, +k ®w, )(Q, +0ji + 0, j +0k)

= f, (W, wy,wy,w, ) e(Q, + Qi+ 0, j + Osk)

= f., (W, w,,w;,w,)®Q bulunur.

Boylece f, fonksiyonunun M. lineerligi gosterilmis olur. f  fonksiyonunun

izomorfizma oldugunu gostermek icin,
g, H.®. V. > Vi
(1®w) > (,0,0,0)
Q®w=Q(l®w)—>Q(W,O,O,O)
seklindeki ters fonksiyonunu tanimlayalim.

g, fonksiyonunun M. lineer oldugunu gostermek icin t=Q0®well,®.V,. ve

Q eM, igin gW(Q'Ot)=Q'OgW(t) ve gw(tOQ')=gw(t)0Q' oldugunu

gbstermemiz gerekir.

2,(0 ©(0®Ww))=4¢,(0.0®W)=00(.0.0,0)
=0 (2(w.0,0,0))=0 0g, (Q®w)

2.((0®w)e0)=g, (0®WQ)=0(w.0,0,0)Q

=(Q(w.0.0.0))Q =g, (Q®w)*Q
Sonolarak f, ile g fonksiyonlarinin birbirlerinin tersi oldugunu gosterelim.

gw(ﬁv(w],wz,w3,w4)):gw(l®w, +i®w2+j®w3+k®w4)
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8 (Lo (W wywy)) =g, (1®w +i(1®w, )+ j(1®w;) +k (1®w,))

g, fonksiyonunun H. lineer oldugunu gésterdigimizden,

g (fo (Wowywyw,)) =8, (10w )+, (i®w, )+, (j ®w;) +8, (kOw,)
=(1,,0,0,0)+i(w,,0,0,0)+ j(w,,0,0,0) +k (w,,0,0,0)
=(w,,wy,w;,w,) bulunur.

Boylece f og, =1 oldugundan f  terslenebilir bir fonksiyondur, yani f 1-1 ve

ortendir. Dolayisiyla f, fonksiyonu bir izomorfizmadir ve H; ®. V. =V olur.

4.3 Kompleks Kuaterniyon Norm Uzaylari
Tanim 4.6

V. bir kompleks vektoér uzayi ve kuaternizasyonlastiriimasi VH: olsun. VH: kompleks

kuaterniyon vektor uzayi lizerinde,
Ve, >R
w= (WI,WZ,W3,W4) —)”W”

seklinde tanimlanan || fonksiyonu Vv,weVy , A€M, elemanlar icin asagidaki
kosullari gerceklerse VH: kompleks kuaterniyon vektor uzayina, kompleks
kuaterniyon norm uzayi adi verilir.
ND|w|=0

N2)|w|=0=w=0

N3) | Aw] = [wa] = |4]]w]
N|w-+v] <|w]+[v]

(4.18)

Kompleks kuaterniyonlar kiimesi carpma islemi (dis islem) ‘ne gobre degismeli
olmadigindan, yukarida verdigimiz norm aksiyomlarindan N3) aksiyomunun iki tarafh

da gerceklesmesi gerekmektedir, [12].
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Ornek 4.1 V. kompleks vektdr uzayl ve kompleks kuaternizasyonlastiriimasi Vi,
olmak Uzere, eger kompleks vektér uzayini V., =C olarak alirsak Vi, kompleks
kuaternizasyonlastiniimasi ise V;; =V..H.=H; bulunur ve V; =H. kompleks

kuaterniyon vektor uzayidir. Bu VH::IHI(C kompleks kuaterniyon vektor uzayi,

aldigmiz Qe icin Q—|0|=(Q.0) seklinde tanimlanan norm ile birlikte

kompleks kuaterniyon normlu uzaydir.
Coziim
Norm fonksiyonu,

:H, >R

0 -0 =y(e.0)

seklinde tanimlandigindan (418) ile verilen normlu uzay sartlarini gerceklemek istersek,

N1 0] =(0.0) =0 oldugu agiktir.
N2 0]=\[0:0) =0(0.0)=00=0
Vo120]- J(30.20) = [x(0.0)2 = [Zlel 2 =[ 2 [lef | =12llel 2 our
ve benzer bicimde ||QA] =[Q4|[|Q4|| esitligi de gosterilebilir.
N4) ||Q+P||2 =(0+P,0+P)=(0.0)+(0.P)+(P,0)+(P,P)
=lel +(e.P)+{e. P)+|Pf

z+z=2Rez

) 2Rez£\z\ ) )
= [l +2Re((0.P))+[P[" < [of +2([(.P)])+|~|

schwartz 2
< llel +2lell#l+ 17" =(lel+71)

Son egsitlikten her iki tarafin karekokd alinirsa |Q + P|| <||Q|+|/P|| bulunur. Dolayisiyla

H . kompleks kuaterniyon normlu uzaydir.
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Ornek 4.2 V, kompleks vektér uzayr olmak lzere bu vektér uzayinin kompleks
kuaternizasyonu Vi, olsun. Eger V., =C" kiimesini alirsak, ;c:(x],xz,...,xn)eC”

vektori ve Q=0, +Qi+0Q,j+0,k €. kompleks kuaterniyonu igin,
0.x=(0, +Qji+ 0, j+0k) (%, %500, X,)
=0, (X Xy X, )+ Qi (X2 Xprns X, ) 4 D (Xys Xpsoms X, )+ O (X2 Xy )
= (0%, Q%5 ., O, ) +(Qyix;, Qjix, ..., Qjix,, )
+(0, 7%, Qs %y s Dy J%, ) +(Qskx,, Ok, .., QX )

(Qoxl +Qix, + Q, jx, + Q:kx, ) , (Qox2 +Qyix, + Q, jx, + Q;kx, ) yeens
= (S (H(C )’1

(Qoxn—l +Qiix, | +0,jx,  +0skx, | )’(QO'xn +Qiix, + 0, jx, +Q3kxn)
olmaktadir. Sonug olarak V. kompleks vektér uzayinin kuaternizasyonu VHC =(]I-]I(C )"

kompleks kuaterniyon vektor uzayidir.

Ornek 4.3 VH: = (]I-]LC )n kompleks kuaterniyon vektor uzayi,

- (He) >R

Q=(Q1,Qz,-.-,Qn)—>||Q||:1/iQ-Q,

seklinde tanimlanan fonksiyon ile birlikte kompleks kuaterniyon normlu uzaydir.
Coziim

VHC :(]I-]I(C)n kompleks kuaterniyon vektoér uzayi icin bu sekilde bir norm taniminin

yapilabilecegini kompleks simplektik geometri kisminda gostermistik. Bu sekilde

tanimlanan ||| fonksiyonu i¢in normlu uzay sartlarini gerceklemek istersek,
Nl)llQIIﬂ/ZQQ, {zngﬂ >0 oldugu agikr.
t=1 t=1
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1
n o__ n 2 n
N2)o|- /ZQ,Qt:{Z”Qt”Z} 0 SO =0 Vi=12....n degerigin
t=1 =1 =1

0=(0,0,....0,)=(0,0,...,0) bulunur.

Vgl =Ji@g, =Ji@m Jza Iro

1=

=14 | 2,00 =|Allel

Nd|Q+P|=[(Q +R.Q,+P....0, +P,)

- Dle+rr =\/" (Q+P)(Q+P)

- 1 1
n - 2 n JR— 2

| Sof s2re(ar)sler | <| el s2fgrf 1o |
- 1 L
n _ 2 n 2

- ol 2leliel+ef | | Sler «2leliet+1er |

0| =
0| =

n

[ Sael-11y |

L =1

< Shek [+ Ser |
“Jel-+11

Teorem 4.7 V. kompleks normlu uzay olmak Gzere, V. nin kompleks kuaternizasyonu

olan M. ®. V,. ifadesi de kompleks kuaterniyon normlu uzaydir, [12].

ispat

V. kompleks normlu uzayinin kompleks kuaternizasyonu olan H_. ®. V.. ifadesinin
elemanlarini Q e, kompleks kuaterniyonu ve ;CEV@ vektord igin Q®;c ile

tanimlayarak, H. ®.V, :{Q®;c‘ QeH(C,er@} seklinde gostermistik. H . &®. V,

65



kompleks kuaterniyon vektor uzayi tzerindeki norm fonksiyonunu || ile gosterirsek,
O®xecH, ®,V, elemaninin normu icin |Q®x|| yazabiliriz. Teorem 4.6 ile

gosterdigimiz V,; kompleks vektdr uzayinin kuaternizasyonlari olan Vy  ve H, ®. V,
arasindaki izomorfluktan HQ®}H=”Q”H;H esitligini tanimlayalim. Bu esitlige goére

(4.18) ifadesinde verilen normlu uzay kosullarini gercekleyelim.
wfoss|-fel =0
N2)e®| =[] [x]=0=]e]=0 veya |x|=0 dr.
lo|=0ise, 0=0 =Q®x=0
|| =0ise, x=0 olurve 0®x=0adr.
Tersine Q®x =0 ise,[Q®x| =0 drr.
v [(eo)|-lree =1l -Iallol |- il
(0®x)]=loz @] =lol | -lelll | -le o141

N4) |0 @ x+0,®4 =|(0 +0,)®x| =0 + .| ||

< (||Q1 |+ ”Qz”) 0, ®;CH

| =l @+

Dolayisiyla tanimladigimiz norm ile birlikte H. ®. V. nin kompleks kuaterniyon

normlu uzay oldugu gosterilmis olur, [12].

Tanm 4.7 V. kompleks kuaterniyon normlu uzayi olsun. Eger bu normlu uzaydaki her
Cauchy dizisi yakinsak ise, VH: normlu uzayina tam uzay veya Banach uzayi adi verilir,
[12].

Ornek 4.4 VH: =M. kompleks kuaterniyon vektdér uzayinda aldigimiz bir Q e H.

kompleks kuaterniyonu igin,

0|=./(0.0) seklinde verilen norm tanimina gore
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normlu uzay oldugunu ornek 4.1 ile gosterdik. VH: =, kompleks kuaterniyon normlu

uzayinin bu norma gore tamhgini gosterelim.
Coziim
Vi;. =H, kompleks kuaterniyonlar kiimesi tizerinde bir {Q,} Cauchy dizisini alalim.
Q:N - H,
n—>Q(n)=0, = Q, +Q i+0Q, j+0O: k

seklindeki fonksiyon ile dizinin elemanlarini beIirIeyeIim.{Qn} bir Cauchy dizisi
oldugundan Vv £>0 sayisina karsilik gelen N(&) dogal sayisi m,n>N(g) iken
|0, —0,,|| < & olacak sekilde vardir. $Simdi ise {Q,} Cauchy dizisinin O, — QO yakinsak
oldugunu, yani vV £>0 icin ||Q, —Q| <& olacak sekilde n>N(&) sayisinin varligini

gosterelim.

{0, } bir Cauchy dizisi oldugundan elemanlarini

0, = Qo +Ql,,ijLanfq‘ank

0,=0, +0, i+Q, j+0, k olarak belirlersek,

lo, -0,

— 3 2
’o (Qn —Qm).(Qn —Qm) <&’ yazlir ve Z‘Qin —Qim‘ <& esitsizligi elde edilir.
i=0

Son esitsizlikten ‘Ql.n —Q,.m‘<8 yazilabilir ve bu bize {Qi"}eC ifadesinin C kompleks

sayilar kiimesinde de bir Cauchy dizisi oldugunu soyler. C kompleks sayilar cismi tam
oldugundan bu dizi O, — Q, gibi bir degere yakinsar. Yani V & >0 icin HQi, —QiH<gi

olacak sekilde n> N (&,) sayisi vardir.

O halde ”Qn —Q” = (QON,QL’,QQ’,,Q% )_(QO’QI’QZ’Q3)

- (Qon 00,0, -0.0, 0.0, _Q3)

IA

0, -0,|+|0, -2|+|e, -a|+|e, -9
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<g+eE +e+g,=¢€ olur.

Dolayisiyla {Q,} Cauchy dizisinin yakinsakligi gosterilmis olur. Sonug olarak Vi, =H,

kompleks kuaterniyon normlu uzayi verilen norma gore tamdir.

Ornek 4.5 V. Z(]HLC)" kompleks kuaterniyon vektdr uzayinin Gzerinde tanimlanan

1
lo|= /ZHJQQt :{i:”Ql”z}2 normuna goére normlu uzay oldugunu ornek 4.3 ile
t=1 t=1

gosterdik. Simdi de bu norma gore tamligini inceleyelim.
Coziim
{0} (]I-]I(C )" kompleks kuaterniyon vektér uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. O halde,

VY & >0 sayisiicgin HQk —QPH <& olacak sekilde k, p > N(g) dogal sayilari vardir.

Dizinin elemanlarini,

0.=(2,.0,-0,)

0,= (Qp1 ,sz,...,Qp”) ile belirleyelim.

Biz {Q,} Cauchy dizisinin yakinsak oldugunu yani Vv &>0 sayisi icin |Q, —Q| <&
olacak sekilde k>N(5) dogal sayisinin varhigini gostermek istiyoruz. HQk _QPH<8

oldugundan,

0.-9,|-[(e..c..-0.)-(2,.0,.-0, ) <=

<o

le.-o,|=|(e. -2,.2.-2,.-0,-0,)

= Zn:(Qk——Q,,)(Qk -0, ) <

2
<&'= HQ,([ -0, H <¢, olur.

-Sle.-e,

Dolayisiyla V i degeri igin HQ,(’_ -0, H<gl. oldugundan {Qki} ler H. de Cauchy dizisi

olur. Ornek 4.4’ de H, nin tam oldugunu gosterdigimizden Q, — Q olacak sekilde
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yakinsadigl bir nokta vardir. Yani V& >0 igin HQki —QI.H<5Z. olacak sekilde ¢, >0

sayilari vardir.

lo. -2l=|(e..e..-0.,)-(2.0.0,)

=H(Qk] -0, ka _Q2""’an _Q")

<|le, -a[+|e. -o|+.-+|a, -2

<0,+06,+..+06,=¢ olur. Boylece

{Q.} Cauchy dizisinin yakinsakligi gosterilmis olur.

4.4 Kompleks Kuaterniyon Hilbert Uzaylan

Bu bolimde daha 6nce olusturdugumuz kompleks kuaterniyon vektor uzaylari igin,

kompleks kuaterniyon Hilbert uzayinin tanimi ve bazi teoremleri verilecektir.

Tanm 4.8 V,;_ kompleks kuaterniyon vektor uzayi olmak Gzere,
() Vi, xVyy > H,
(v, w) = (v, w)

fonksiyonu Yv,w,u €V, ve a,bell, elemanlariigin,

P (v,v)>0
P2)(v,v)=0v=0
P3)<v+u,w>:<v,w>+<u,w> (4.19)

ozelliklerini saglyorsa, <> fonksiyonuna kompleks kuaterniyon degerli i¢ garpim adi

verilir.

Eger bu i¢c carpim fonksiyonu var iken V v eVy. elemani igin ||v|| = H<v,v>H ic carpim
fonksiyonunun normuna goére tam ise, Vi, ye kompleks kuaterniyon Hilbert uzay: adi
verilir, [12].

Ornek 4.6 Vy, =H, kompleks kuaterniyon vektdér uzayl uzerinde, V P,Q el

elemanlariicin
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<.,.>:]I-]Lc xH. — H.

(P,Q)—(P,0)=PQ

seklinde kompleks kuaterniyon degerli bir i¢ carpim tanimi yapalm. V, =H_

kompleks kuaterniyon vektdor uzayr bu i¢c carpim fonksiyonuna goére kompleks

kuaterniyon Hilbert uzayidir.
Coziim
ilk olarak verilen fonksiyonun (4.19) ile verilen i¢c ¢arpim aksiyomlarini sagladigini

gosterelim.

P)(P,P)=PP=||P| >0
P2)(P,P)=PP=||P| =0=P=0
P3)(P+R,Q)=(P+R)Q=PQ+RQ=(P,0)+(R.0)

P4)(P,0)=PQ=0.P=(0,P)

PS){Pa,QB) = Pa.Qfi=a.PQB=a(P,0)B a,BeC

Buradan goriliyor ki, bu sekilde tanimlanan i¢ carpim, kompleks kuaterniyon degerli
bir ic carpimdir. Bu i¢c carpim tanimina gore tamhgi 6rnek 4.4 de gosterdigimizden

kompleks kuaterniyonlar kiimesi kompleks kuaterniyon Hilbert uzayi olur.

Ornek 4.7

VHC = (]I-]I@ )n kompleks kuaterniyon vektor uzayi,
() (H )" x(He )" - Hy
(PP B),(05 000 Q,) > (B P ) (01,0100, ) = D BQ,

seklinde tanimlanan i¢ carpim fonksiyonuna gore kompleks kuaterniyon Hilbert

uzayidir.
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Coziim

ilk olarak bu ic carpim fonksiyonunun kompleks kuaterniyon degerli bir i¢ carpim

oldugunu gosterelim.

Pl) P=(P,P,...P,)e(H.)" elemaninin bilesenlerini r =1,2,...,n degerleri iin

P =P, +P i+P, j+P k seklinde tanimlarsak

(P,P)=((B.P,...B,).(B,P,....P,))=> P.P=>|B| >0 oldugu agiktrr.
t=1 t=1
P2) P=(P,P,...P)e(H,)" olmak uzere,
(P.P)=((P. Py B,)s(R. By B,)) = D PR,

=
=

-3 (P+R)Q, = (E+E)Q,=iE.Q,+iE-Q,

t=1 t=1

=((B:Pss B,)s(01 D505 Q, ) (R Ry s R, ), (015 0554, ))

=(P.0)+(R.0)




P5) a, p e H,. olmak lzere,

a(P.B,...P)(0.0....0,) B

a(P,0)p

Sonug olarak VHC :(]I-]I(C)n kompleks kuaterniyon vektor uzayinin i¢ g¢arpim uzayi
oldugu gosterilmis olur. Ornek 4.5 de VH: :(]I-]I(C)n kompleks kuaterniyon vektor

uzayinin bu i¢ carpima gore tam oldugu gosterildiginden VHC =(]I-]I(C)n kompleks

kuaterniyon Hilbert uzayidir.
Onerme 4.2 V,;. kompleks kuaterniyon vektdr uzayinin herhangi v,w elemanlari igin

Kv, w)‘ S||v||||w|| Schwartz esitsizligi gerceklenir, [12].
ispat

v,weV, ve QeH. elemanlarini alalim ve |v—wQ)| seklindeki norm ifadesini

dislinelim.

0< ||v - WQ||2 = <v -wQ,v— wQ> = <v,v> - <v, wQ> - <wQ,v> + <WQ, WQ>

0<{v,v)=(v, W) Q=0 (w,v)+Q(w,w)Q

0S||v||2—<v,w>Q—§<w,v>+é||w||2Q yazilabilir. Bu esitsizlik VYQeH igin gegerli
oldugundan

o)

[l

0=

olarak secebiliriz. O halde

<IWF (v <v,w>_<v,w> - +<v,w> w2<v’w>
0 <[] (v w) W (w.v) e [ w
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2
(o) <[l o

KV, W>‘ < ||V||||W|| v,weV, , Qe esitsizligi gerceklenmis olur.

Onerme 4.3 V., kompleks Hilbert uzayr olsun. V. uzayinin kompleks
kuaternizasyonlastirimasi  olan  V, =H.®.V, ile tanimlanan V., nin

kuaternizasyonu olan V,;  kompleks kuaterniyon vektér uzayi,

<.,.> (He @ Ve )x(Hg ® Ve ) — Hy
(Q®x,P®y)—><Q®x,P®y>:§<x,y>V:P (4.20)
seklinde tanimlanan i¢ carpim ile birlikte bir Hilbert uzayi olur.

Ispat

Asagida ilk olarak Vi, nin bir i¢ ¢arpim uzayi oldugunu yani, (,) fonksiyonunun i¢

garpim aksiyomlarini gergekledigini gésterelim.

PD(0®x,0@x)=0(x )0 =0|f’ 0 =[lof | >0

P2)(Q®x,0®x)=0(xx)0 =0l Q=[] [ =0 ise,
|O]| =0 veya |x|=0 olmaldir.

Eger ||Q|=0ise Q=0 ve Q®x=0 olur.

Eger |[x|=0ise x=0 ve Q®x=0 olur.

Tersine Q®x =0 ise (Q®x,Q®x)=0 bulunur.

P3)(Q®x,P®y)=0(x,y)P=P(x,y)0=P(y,x)0=(P®y,0®x)

PH (0 ®x+Q,®x,P®Yy)=((Q,+0,)®x,P®y)=(Q,+0Q,){x.y) P

=§1<x,y>P+§2<x,y>P:<Ql ®x,P®y>+<Q2®x,P®y>
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P5)<(Q®x)a,(P®y)b> :<(Qa®x),(Pb®y)> :@<x,y>Pb=5§<x,y>Pb
=aQ(x,y)Pb=a{Q®x,P®y)b

Dolayisiyla bu sekilde tanimlanan i¢ ¢arpimin kompleks kuaterniyon degerli i¢ ¢arpim

oldugu gosterilmis olur.
Simdi tamhigini gésterelim.

{0®x,} V, kompleks kuaterniyon vektér uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. Yani
V &£>0igin |Q®x, —Q®x, | < ¢ olacak sekilde m,n> N dogal sayilari vardir. (4.20)

de verdigimiz i¢ carpim tanimindan,
lo®(x,~,) =(2®(x, ~x,).0®(x,~x,))
=<Q®(xn -x,),09(x, —xm)> =é<(xn -x,).(x, —xm)>Q

2 . . -
xn—xm” <&’ yazlr ve bu ifadenin her 2 yaninin karekokii

=[off
alinirsa HQ®(X,, —X, )H = ”Q”

< & bulunur.

xn - 'xm

<@=5, &>0 yazlabilir. Dolayisiyla {x,} dizisi V,

kompleks vektdr uzayinda Cauchy dizisi olmus olur. V.. bir Hilbert uzayi oldugundan

Bu esitsizlikten de

X, =X,

n

{x,} Cauchy dizisi yakinsaktir. Yani &, >0 sayisi igin |x, —x| <&, olacak sekilde n>N
dogal sayisi vardir.
Biz {Q®ux,} Cauchy dizisinin yakinsakligini, yani |[Q®x, —Q®x| <& olacak sekilde

n> N dogal sayisinin varligini géstermek istiyoruz.

[0®x, -0®x|=[0®(x, -x)|=[Q]-

x, — x|

&

Io]

dir ve

x, = x| <||x, = x|+ |x—x,| < 6 +8, =— secersek,

E
o]

X, —x||<51 <
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[0®x, 0@ =[0®(x,~x)|=|C|

x”—x||<||Q||.51<||Q||@:g olur.  Buradan

{Q@xn} Cauchy dizisinin yakinsakhigi goriliir. Sonuc olarak Vi, kompleks kuaterniyon
Hilbert uzayidir.
Onerme 4.4 Vi, kompleks kuaterniyon vektor uzayi, lizerinde tanimlanan i¢ ¢garpim ile

birlikte bir i¢ carpim uzayi olsun. Eger x eV, vektérini ve Q e, kuaterniyonunu

alirsak ve norm ||x||:,/<x,x> seklinde tanimli ise,

0®x|=/(0.0)(x.x) ifadesi V,,
kompleks kuaterniyon vektor uzayi lizerinde bir norm tanimlar, [12].

Ispat

Vi, kompleks kuaterniyon vektér uzayinin elemanlart xeV, ve Qe icin Q.;c

seklinde oldugundan, HQ}H:”Q”H}H norm tamimi vardir. Teorem 4.6 dan

x| = J(x,x) seklinde

tanimli ise, |0 ® x| = {0 ®x,Q®x) =||Q]|lx| esitligi vardir. Eger her iki tarafin karesi

HQ®}H =||Q||H;cH esitligini alalim. Eger x € V.. vektdri igin norm,

alinirsa, ||Q®x||2=<Q®x,Q®x>=<Q,Q><x,x> bulunur. Bu ifade icin (4.18) ile

verdigimiz norm sartlarini gergeklemek istersek,

ND[e® A" =(0.0)(x,x)>0

N2)[0® A =(0®x,0®x)=(0,0)(x,x)=0= Q0®x=0

N3)[1(0®x)| =[20®| = (210®x,20® x) = 22(0®x,0®x) = |A[ [0 ® ]

NH|Q®x+ POy =(0®x+P®Yy,0@x+PRy)
={0®x,0®x)+{Q®x, PR Y)+(P®y,0®x)+(P®y, PR y)
“lo® i +|P@) +(0®x. PO )+ [0ExPO))
=|0®@x +|P®y| +2Re({Q®x, P®Y))

<lo®A +|P®y| +2[(0®x,P®y)
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2
<lo®af +|pe i +2Jo®|P®s|=(jo® | |P®y)

Her iki tarafin karekdkii alinirsa [Q® x+P® y| =0 ®x|+|P® y| bulunur, [12].
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BOLUM 5

BiR REEL VEKTOR UZAYININ DUALLESTIRILMESi
Tezimizin bu ilk orijinal bolimiinde bir reel vektdr uzayini duallestirerek dual modiilleri

elde edecegiz. Bu kisim tezin sonraki bolimi icin bir dayanak olusturmaktadir.

5.1 Direkt Toplamlar ile Duallestirme

Tanim 5.1 V; reel vektor uzayi ve ) dual sayilar halkasi olmak tzere )ﬁCEV[R vektori
ve delD) dual sayisi igin d;c:(a+8b).;c:a;c+gb;c:(a;c,b;c):(w,,wz)seklindeki
elemanlardan olusan ve V; ={d.;c‘d.;c=(wl,w2),wi GVR,i=1,2} ile  tanimlanan
kiimeye, V; reel vektor uzayinin duallegtirilmesi ad verilir.

Teorem 5.1 V, reel vektér uzayinin duallestiriimesi olan Vj; kiimesi, I dual sayilar
halkasi Gizerinde bir moduldur.
ispat
Toplama

@:V, xV, >V,
(wl,wz),(vl,vz)—)(wl,wz)@(v],v2):(w1 +v,, W, +V2) (5.1)
ic islemine gore (2.1) ile verilen grup aksiyomlarini gergekleyelim.
Gl (w,w,)®(v,,v,)=(w +v,,w, +v,) €V, oldugundan @ islemi  kapalilik
aksiyomunu gercgekler.
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G2) (W +v,,w, +,)® (3, y,)

(W v+ 30w, + 0, + 3, ) = (W, ) @ (v + 3, v, +3,)
oldugundan @ islemi birlesme aksiyomunu gergekler.
G3) (W, w,)®(v,v,) =(w, w, ) iken,

(W v wy + v, ) = (. ;)

Wy =W
bt L egsitliklerinden (v, v,)=(0,0) bulunur.
W, +v, =w,

O halde @ isleminin etkisiz elemani (0,0) dir.
G4) (w,w,)®(v,,v,)=(0,0) iken,

w+v, =0 - . V) =—W
esitliklerinden de bulunur.
Vy =W,

w,+v, =0
O halde @ islemine gére (w;,w,) €V, elemaninin tersi (—w,,—w,) olur.
v (w,w, ), (v,v,) €V igin
(W)@ (v, v,) = (W, + v, w, +v,)

=+ Wy, +w,) =(v,v,) (W, w,)

oldugundan V;, kimesi @ islemine gore abel gruptur.

Dis islem

O:DxV, >V,
(a+gb),(wl,w2) —(a+eb)O(w,w,) =(aw,,bw, +aw2) (5.2)

seklinde tanimlanan dis islem ile birlikte V, kimesinin modul aksiyomlarini

gercekledigini gosterelim.

M1) di=a+éeb,d,=c+éed €D ve (w,w,)eV, olmak lzere,
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(d,+d,)O(w.wy)=((a+c)+e(b+d))O(w,w,)
(5.2) ile verdigimiz dis islem ifadesinden,
(d,+d,) O (w.w,)=((a+c)w.(a+c)w, +(b+d)w)
= (aw, +ow, aw, +cw, +bw, +dw,)
= (aw,,bw, +aw, ) +(cw;, dw, +cw,)
=d, ©(w,w,)+d, ©(w,w,) bulunur.
M2)yd=a+sbeD ve (w,w,),(v,v,) eV, olmaklzere,
dO((w.w,)+(v.v,)) =d O(w, +v,.w, +v,)
=(a+eb)O(w,+v,,w, +v,)
=(a(w +v,).a(w, +v,)+b(w, +v,))
= (aw,aw, +bw,)+(av,,av, +bv,)
=dO(w,w,)+d O(v,v,)

M3) d,.d, O (w.w,)=((a+eb).(c+ed))O(w.w,)
=(ac+e&(ad+bc))O(w.w,)
=(acw,,acw, +(ad +bc)w,)

- 4,0(d,0(w. )
M4, O(w,w,)=(1+0.5)O(w,w, ) = (Lw,, 1w, +0w; ) = (w;, w, )

aksiyomlari gergeklendiginden, V;, kiimesi D dual sayilar halkasi Gzerinde bir dual

moduldur.

Not 5.1 Bir (w;,w,) eV, elemaninin ¢ ile garpimi

s(wl,wz):(O,wl) (5.3)
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olmak Gzere,
(W, wy)=(w,0)+(0,w,) esitliginden ve (5.3) ile tanimladigimiz carpim ifadesinden,
(wl,wz):(w1,0)+8(w2,0)
(wl,w2)=w1 +ew,
yazilabildiginden, V;, dual modulini
V, =V, ®V, veyaV, =V, +&V, (5.4)
olarak da ifade edebiliriz.
Tanim 5.2 V;; reel vektor uzayi ve V; reel vektor uzayinin duallestirilmesi V;, olsun.
Vp dual modiiliinin V,, ©{0} veya {0} ®V, reel alt uzaylarini alirsak,

& Ve 2V,

w—)(w,O) (5'5)

seklinde tanimlanan fonksiyona, V; reel vektor uzayinin V; moduli igine gomiilmesi

denir.

Teorem 5.1 V, reel vektor uzayi ve duallestirilmesi de Vj, olsun. Eger V; reel vektor
uzayinin bir R bazi 1<r<n olmak izere {e,} ise, {(¢,,0)} sistemi de V; dual

modulinin bir D bazidir.

ispat

Eger V; =0 ise, (5.4) ile verdigimiz V;, =V, @V, ifadesinden V;, =0 oldugu agiktir. O
halde V; #0 ve V, reel vektor uzayinin bir R bazini {et} olarak alalim.

Germe Aksiyomu

Vy dual modulinin (w,,w,) elemanindaki w, ve w, bilesenleri ¢, lerin R lineer

kombinasyonu olarak yazilabilir. Yani,

w, = ia[et ve w, = ib,e, (5.6)
t=1 t=1
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biciminde R lineer kombinasyonlari mevcuttur.

(W, w;)=(w,0)+(0,w,) esitliginde (5.6) ile verdigimiz kombinasyonlar yerine

yazilirsa,

(w,w,) (Zat e, j [O,ibtetJ:[zn:atez,OJ+g[2btet,O)
t=1 t=1 =

=34, (e,.0 +ga )= (a, +2b,)(e,.0) elde edilir.
t=1 t=1

Bu esitlikten {(e,,0)} larin V;, dual modiiliniin bir I lineer geren kiimesi oldugu
gorular.

Lineer Bagimsizlik

V,, dual modiliinin bir D lineer geren kiimesi olan {(et,O)} larin lineer bagimsiz

dolayisiyla baz olduklarini géstermek igin, {(et,O)} larin D lineer kombinasyonundaki

bilesenlerin sifir olmasi gerekir.
(a,+&b,)(e.0)+(a, +&b,)(e,,0)+...+(a, +&b,)(e,,0)=(0,0)
(a6, +ae, +...+ae,,0)+&(be +b,e, +...+b,e,,0)=(0,0)

(ae, +ae, +...+a,e,,0)+(0,be +bye, +...+b,e,)=(0,0)

(ae, +ae, +...+ae,.be +be, +..+be,)=(0,0) esitligi bulunur. Son ifadede

bilesenlerin esitliginden, Y ae, =0 ve Y be, =0 elde edilir.

t=1 t=1
Sonug olarak {¢,} ler R Uzerinde lineer bagimsiz oldugundan, tim a, ve b, bilesenleri
sifirdir. Yani V t=1,2,...,n degeri icin a, +&b, =0 olur.

Onerme 5.1 V; ve V', reel vektér uzaylari ve duallestirilmeleri sirasiyla V;, ve V/,

olsun. Eger ¢:V, -V, R lineer donusiim ise, bu déntisimi
oy, Vy >V,

(WI’WZ)_) ¢D(W17W2):(¢(w1)’¢(wz)) (5.7)
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seklinde tanimlanan V, ve V' dual moddllerinin I lineer déniisimiine genisletebiliriz

ve g, &y (5.5) ile tanimladigimiz gibi gdmmeler ise asagida verilen diyagram

degismelidir.
Ve @ Vi
&p En
v v
_
Vi Py Vi
sekil 5.1 Dual dontstimlerin diyagrami
Ispat

Eger (5.7) deki gibi tanimlanan bir ¢, :V,, =V fonksiyonu var ise, bu fonksiyonun

D lineer oldugunu gosterelim.

L1) (w,w,), (v,v,) eV, olmak lzere,

oy ((wl,wz)@(vl,vz)) =@, (W, +vl,w2+v2)=(qo(wl +v,).0(w, +v2))

yazabiliriz. Buradaki ¢ dénusimu R lineer oldugundan,
25 (W w,) ®(v1,)) = (2 (m) + (W) (> )+ 0(,))

=(o(w).0(n.))+(e(m).0(v.))
=@y (W, w,)® ¢y (v,,v,) bulunur.

L2) d=a+ebeD ve (w,w,) €V} olmak lzere,

[ (d@(wl,wz))=g0®((a+8b)@(wl,w2))

(5.2) ile verilen dis islem tanimindan,
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o (d O (w.w,)) =g, ((aw.aw, +bw, )) yazilir ve @, donisiminin (5.7) ile verilen

tanimindan

0 (dO(m.wy)) =(p(am).p(aw, +bw;))
=(ap(w),ap(w,)+bp(w,))
=a(p(w),9(w,))+b(0.0())
=(a+eb)O(p(w).0(w,))=d ©p, (w,w,) bulunur.

Dolayisiyla @, doénltsiminin D lineer oldugu gosterilmis olur. Burada @,

donlsimiine @ nin duallestirilmesi adi verilir.

Teorem 5.2 V,, ve V', reel vekt6r uzaylari ve bunlarin duallestirilmeleri sirasiyla V; ve

V', olsun. Eger ¢:V, — V', R lineer dénisiim ve duallestirilmesi de
o, Vy >V,

(Wow,) = @5 (wow,) = (¢(W1 )’¢(Wz))
seklinde tanimli  D-lineer ~doéniisim olmak iizere, ¢ekqy, =(cekyp), ve
[ (VD) = ((D(VR))D esitlikleri vardir.
ispat
@:Vy, >V, R lineer déniisimiiniin gekirdegini gek(p={erR|q)(x) =OV,K} cV, ve
@, :Vy, >V, D lineer donisimunin de ceke, ={erD|(o® (x):OV‘D} cV, seklinde
verelim. Burada (¢eko), =¢ceke, esitligini gostermek icin aldigimiz Vx e (¢ekep), <V,

elemanini igin x=(x,,x,) seklinde olmak dzere ilk olarak o (x)=0,

. oldugunu
I

D

gosterelim. O  halde (pm)(x):((o(x,),(p(xz)):(OV‘K,OV‘K):OV‘ oldugundan

@,(x)=0, elde edilir. Dolayisiyla x € cekgy, olup

D

(¢cekp), < cekp, (5.8)
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elde edilir.

Diger taraftan Vx e ek, —V;, elemani igin x=(x,,x,) seklinde olup x,,x, €V, dir.

25 (x)= 9 (5.1) = (2(x).0(x,))=(0,..0,. ) oldugundan
(D(XI)ZOV'K’ o(x,) =0, elde edilir. Buradan x, € cekg, x, € ceky, yani x € (gekg),
olmaktadir. Dolayisiyla

cekpy < (cekp), (5.9)
yazilabilir.

Sonug olarak (5.8) ve (5.9) ifadeleri géz oniine alinirsa (gekg) =ceke, esitligi

gosterilmis olur.

Benzer sekilde, ¢, (V]D)):(¢(V]R))D esitliginin  varligini  gbéstermek istersek,
Vyeg,(V,)=V', elemanini aldigimizda ¢, (x)=y olacak sekilde xeV, vardr.
y=(»,) seklinde oldugundan ¢(x,)=y, ve ¢(x,)=y, olacak sekilde x,,x, €V,
vardir. O halde  y=(y.y)=(¢(x).9(x))e(o(V)), olur. Dolayiiyla
¢D(VD)C(¢(VR))D yazilir. Tersine ye(qo(VR))HD elemanini aldigimizda y=(y,,y,)
seklinde oldugundan ¢(x, )=y, ve ¢(x,)=y, olacak sekilde y,y, eV} olur.
Dolayisiyla y=(y,,y,) €V, =, (V;) olur. Buradan da (¢(V;.)), < @, (V) yazlir ve
istenilen esitlik gosterilmis olur.

Sonug 5.1 ¢:V, >V, bir R lineer déniisim ve ¢, :V, -V (5.7) deki gibi
tanimh DD -lineer dénigsiim olmak tzere, @ bir izomorfizma ise ¢, déntsimi de bir

izomorfizmadir.

ispat

Varsayalim ki ¢:V, — V', lineer déniisimii bir izomorfizma olsun. Bu durumda ¢
dénisimy bir R lineer doniisim iken @, nin de D lineer oldugunu biliyoruz. ¢,

déniisiminin 1-1 ligini gésterirken Vx=(x,x,)eV, i¢in @,(x)=0 iken x=0
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oldugunu  géstermeliyiz. %(prz):(40(?51),(9(?52)):(OV‘D’OV‘M) oldugundan
§0(x1):OV*D’ ?(x,) =0, dir. ¢ dénisimi izomorfizma oldugundan 1-1 ve érten olup,
?(x)=0, ., ¢(x,)=0, icin x =x, =0 dir. Yani x=(x,x,)=(0,0) elde edilirve ¢,
D lineer déntstimi 1-1 dir. ¢, donlsimunin 6rtenligini géstermek igin Vy eV, igin
¢y (x)=y olacak sekilde IxeV, oldugunu gosterelim. VyeV' igin
oy (%.%,)=(9(x).0(x,))=(».y,)=y olur. Buradaki esitlikten ¢@(x)=y, ve
@(x,)=y, bulunur. @ dénlsimi bir izomorfizma oldugundan Vy,,y, eV icin

¢(x) =y, 9(x,)=y, olacak sekilde 3x,,x, €V} vardir. O halde @, donisiminiin de

orten, sonug olarak izomorfizma oldugu gosterilmis olur.

5.2 Tensor Carpimi ile Duallestirme

Tanim 5.3 V, reel vektor uzayi ve I dual sayilar halkasi olmak Uzere, ;ceVR vektoru
ve deD dual sayisi icin d®x=(a+eb)®x=a®@x+ebQ@x=1Q@w +&@w,
elemanlanindan olusan ve D®,V, ={d®x|d®x=1®w +c®w,,w,eV,| ile
tanimlanan kiimeye, V; reel vektor uzayinin tensor ¢arpim ile duallestirilmesi denir.

Tanim 5.4 V, reel vektor uzayi ve V; reel vektdr uzayinin duallegtirilmesi de D®,, V,,

olmak tzere,
GV, > D®,V,
w1, ®w (5.10)

seklinde tanimlanan fonksiyona V; reel vektér uzayinin D®,V, icine gémiilmesi
denir.

Teorem 5.3 V, reel vektor uzayl ve I dual sayilar halkasi olsun. V, reel vektor
uzayinin duallestirilmesi olan D®, V, kimesi D dual sayillar halkasi Gzerinde bir
moduldur.

ispat
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Toplama
®:(D®, Vo )x(D®, V, ) - (D®, V,)
(1, ®x),(1, ®y)) >1, ®(x+y)
seklinde tanimlanan @ islemine gore grup oldugunu gosterelim.

Gl) 1. ®(x+y)eD®, V, oldugundan kapalilik aksiyomu gerceklenir.
G2) (1, ®(x+y))@(1,®z2) =1, ®(x+y+z)
=(1, ®x)®(1, ®(y+z))
oldugundan birlesme aksiyomu gergeklenir.
G3) (1, ®x)®(1, ® y) =(1, ®(x+y)) = (1, ®x) esitliginden,
(1, ®(x+y))-(1, ®x)=0
1, ®(x+y-x)=0=y=0
O halde ® isleminin etkisiz elemani (1, ®0) dir.
G4) (1, ®x)®(1, ®y)=(1, ®0)
(1, ®(x+y))=(1, ®0)
X+y=0=>y=—x
dolayisiyla (1, ® x) elemaninin tersi (1 ®—x) olarak bulunur.

Boylece @ isleminin (2.1) ile verdigimiz grup aksiyomlarini gercekledigi gosterilmis

olur.

Dis islem

O:Dx(D®, V,) > (D®, V)
d,(lm) ®x) —>d.1, ®x

seklinde tanimlanan dis islem ile birlikte modiil aksiyomlarini gercekleyelim.
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M1 do((1,®x)+(1,®y))=d O(1, ®(x+y))=d.1, ®(x+y)
=dO(1,®x)+d O(1, ®y)
M?2)(d +d,)0(l, ®x)=(d, +d,).1,®x=d,.1,®x+d,.1,®y
=d, O(1, ®x)+d, O(1, ®y)
M3)d.d, (1, ®x)=d,.d,O(l, ®x)=d,d,.1,®x=d, O(d, O(1, ®x))
M) 1,0(1, ®x)=(1,1, ®x)=(1, ®x)

oldugundan (D®, V, ) kimesi I dual sayilar halkasi Gzerinde moduldir. Boylece su

sonucu verebiliriz.

Sonug 5.2 {(]ID R VR),®,D,+,.,®} altilisi bir I -modduldir.

Teorem 5.4 V. bir reel vektdr uzay! ve duallestiriimeleri de V, ve D®; V, olmak

Uzere,
L,V =>D®, V,

(wl,wz)—)fw(wl,wz)zl@)wl+¢9®w2 (5.11)
seklinde tanimlanan D lineer izomorfizma vardir ve asagidaki diyagram degismelidir.
ispat
Yukaridaki 6nermede (5.11) esitligi ile verilen f, déntstiminin D lineer oldugunu

gosterelim.

L1) (w,w,), (v,,v,) €V, olmak lzere,

Fuo((wew)) @ (vmy)) = £, (W + v wy +1,)
=1®(w,+v,)+£®(w, +v,)
=1Qw +1®v, +e®@w, +&®v,

=fw(wlawz)®fw(vl’vz)

87



L2) d=a+ebeD ve (w,w,) €V} olmak lzere,

fw(dQ(Wqu))=fw((a+gb)®(wl’w2))

(5.2) ile verilen dis islem ifadesinden,

£, (dO(w.w,))= £, (aw,.bw, +aw,) yazlir ve (5.11) ile verilen f, déniisiminin

tanimindan da,

L (dO(w.wy))=1®(aw, )+ & ®(bw, +aw,)

£, (do(w.w,))=1®aw, + &£ ®bw, + & ®aw,
=a®@w, +eb®w, +ea®@w,
=(a+eb)O(1®w +&®w,)=(a+eb)® f, (w.w,)
=d O f,(w,w,) elde edilir.

Boylece f, fonksiyonunun I lineer oldugu goésterilmis olur. f  fonksiyonunun

izomorfizma oldugunu gostermek icin,
g, D&V, =V,
(1®w) —)(W,O)
d®w:d(1®w)—>d(w,0)
seklindeki ters fonksiyonunu tanimlayalim.

Bu sekilde tanimlanan g, fonksiyonunun D lineerligini gdéstermek igin
t=d®weD®,V, ve deD olmak izere, gw(d'Ot):d'(Dgw(t) oldugunu

gostermemiz yeterlidir.
g, (dot)=g,(d o(d®w))=g, (dd®w)=g,(dd(1®W))
=dd(w,0)=d ©d(w,0)=d ©Og,(d®w)=d Og,(t)

Son olarak f, ile g, fonksiyonlarinin birbirlerinin tersi oldugunu gésterelim.
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gw(fw(wl,w2)):gw(1®wl +8®W2)

g, (f,(w.m,))=g,(1®w, +£(1®w,)) yazabiliriz ve g, fonksiyonunun D lineer

oldugunu gosterdigimizden,
=g, (1®w)+¢eg, (1®w,)
:(W],O)+8(W2,O) :(wl,wz)

£, (8. (d®w))=f,(d(w.0))=£,(dw.0)=1®dw+c®0=d ®w bulunur. Boylece
f.,og, =1 elde edilir. O halde f, fonksiyonu terslenebilir bir fonksiyon olup 1-1 ve

ortendir. Dolayisiyla f, fonksiyonu bir izomorfizmadir ve V; =D ®, V, dir.
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BOLUM 6

DUAL KUATERNIYON UZERINDE ANALIZ YAPISI

Tezimizin bu son orijinal kisminda bir reel vektér uzayini iki farkli sekilde dual
kuaternizasyonlastirarak dual kuaterniyon modiillerini elde edecegiz. Daha sonra elde
ettigimiz iki kuaternizasyon arasinda bir izomorfizma tanimi vererek, dual kuaterniyon

modlinin norm, Banach ve Hilbert yapilarini inceleyecegiz.

6.1 Dual Simplektik Geometri
Tanim 6.1

H, dual kuaterniyonlar kiimesi olmak uzere,

(HD)” = {é :(QI’QZ""’Qn)

Q,e]HID,lStSn} kiimesini tamimlayalm. (H,)" in

elemanlarina birer vektor ve Q,,0,,...,0, dual kuaterniyonlarina da bu vektoriin

bilesenleri ad verilir.

Teorem 6.1 (]I-]ID)" kiimesi [, dual kuaterniyonlar halkasi tizerinde dual kuaterniyon

moddul olur.
ispat

(]HID )" kiimesinin dual kuaterniyon modil oldugunu gostermek icin ilk olarak abel grup

islemi tanimlayalim.
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(é?) — é@P
icislemi VO =(Q,,0,,...0,) ve VP =(P,PB,,...,P,) elemanlari igin

Q®P=(Q,+P,0,+P,...0, +P,) seklinde tanimlanirsa ((HD)” ,@) ikilisi abel grup
olur.

Grup aksiyomlarini gerceklemek istersek,

Gl) 0=(Q,,...Q,) ve P=(P,..,P,)e(H,)" olmak izere,

Q®P=(Q +P,0,+P,...0,+P,)e(H,)" oldugundan @ islemi  kapalilik

aksiyomunu gergekler.

G2) 0 =(0,,...0,) ve ﬁ:(ﬁ,...,ﬂ),R =(R,.....R,)e(H,)" olmak iizere,

(O®P)®R=(Q +P.0,+ PO, +B,)O(R,....R,)
=(Q+P+R.0,+P,+R,,...0,+P,+R))
=(0,.0,,-+0,)®(B+R,P, +R,,... P, +Rn)=§@(ﬁ@ﬁ)

esitliginden birlesme aksiyomu gercgeklenir.

G3) Q® P =0 vyani (Q,,....0,)®(B,...P)=(Q,....0,) esitligi var iken,

(O +PR.0,+P,...0,+P)=(0,.....0,)

O +h=0
0, +h =0,

esitliklerinden P, =...= P, =0 bulunur.
Qﬂ + Rl = Qn
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Dolayisiyla @ isleminin etkisiz elemani (0,0,...,0) dir.
G4 (Q,,...0,)®(B,....P,)=(0,0,...,0) esitligi var iken

(O +B.Q,+P,.....0, +P,)=(0,0....,0)

O +F=0
Q,+P, =0

esitliklerinden B, =-Q,,P, =—0,,...,P, =—Q, bulunur.
Q}’l +PI‘1 :0

Dolayisiyla Q:(Ql,...,Qn) elemaninin @ islemine gore tersi (—Ql,—Qz,...,—Qn) dir.

Dis islem

n

O:H, ><(]HID)" —)(]I-]ID)
a,0 ea@éz(an,an,...,aQn)

seklinde tanimlanan dis islemin él,éze(HD)" vektérleri ve a,a,,a, € H, dual

kuaterniyonlari igin agsagidaki 6zellikleri sagladigi agiktir.
M1) a@(@l+§2)=aOQ+a®@
M2)(a,+a,)00=0,00+a, ©0
M3)(e2,)00 =2, 0(a, ©0)

M4)190=0

Sonug 6.1 Bdylece {(HD)H,@,HD,Jr,.,O} sistemi I, dual kuaterniyonlar halkasi

Uzerinde bir dual kuaterniyon modiil olur.

n

Tanim 6.2 ( ):(H, ) x(H,)" —(H,)
(5.0)>(P0)-370
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seklinde tanimlanan islem eger asagidaki aksiyomlarini sagliyor ise, (]I-]ID)" Uzerinde

dual simplektik carpim adini alir.
(0 +0:.P)= (0. P)+(0..P)

R+R)=(Q.R)+{0.R)

0,.0.2)=(0,.0, )

P2)(0.F,
3)(
@

PH(Qa, 2> <Q1’Q2>

~

Bu tanima gore <§§> =3 00, :Zn:”Qt”2 olmaktadir.
t=1 t=1

6.2 Dual Kuaternizasyonlastirma

6.2.1 Direkt Toplamlar ile Kuaternizasyonlagtirma

Tanim 6.3 V, reel vektér uzayr ve H, dual kuaterniyonlar kiimesi olmak (izere
Q=q,+qi+q,j+qkell, dual kuaterniyonu ve ;ceV]R vektérd  igin,
Q.;c:(qo+qli+q2j+q3k);c:(qo;c,ql;c,qz;c,q3;c):(wl,wz,w3,w4) seklindeki
elemanlardan olusan ve VHD ={Q.;c‘ Q.}z(wl,w2,w3,w4),wiGVR,i=1,2,3,4} ile
tanimlanan kiimeye V, reel vektor uzayinin dual kuaternizasyonlastiriimasi adi verilir.

Teorem 6.2 V;, reel vektor uzayi ve bu vektor uzayinin dual kuaterniyonlastiriimasi VHD

olsun. Bu durumda V;; = kiimesi I, dual kuaterniyon halkasi Gzerinde bir moduldar.

Bu modiile dual kuaterniyon modiil adi verilir.
ispat
VH,, dual kuaternizasyonlastirmasinin modil oldugunu gostermek icin ilk olarak abel

grup islemi tanimlayalim.

Toplama
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D:Vy, xVy, >V,
(wl,wz,w3,w4)®(vl,v2,v3,v4) = (W, Vv, W, vy, Wy VW, +y,) (6.1)
VHD kiimesinin @ islemine gore grup aksiyomlarini gercekledigini gésterelim.

Gl) (W, wy, wy, ) @ (v, 15, 15,0, ) = (W, v, Wy + vy, Wy +v3, W, +V,) €V, oldugundan,
kapalilik aksiyomu gergeklenir.
G2) (W, +v,w, +vy, Wy + vy, w, +v,) D (3, Y5, V3. Vs)

= (W VYW, 0, 0y, W+ YW Y, + Y,

= (W, Wy, Wy, W, ) @ (v + v, + 35,5 + 35,v, + 3, ) oldugundan  birlesme aksiyomu
gercgeklenir.
G3) (W, wy, w3, w, ) @ (v, v, 05,0, ) = (W, Wy, wy, W, )

(W + v Wy v, Wy v, w, +1,) = (W, wy, Wy, Wy )

WV, =w,
W, +Vv, =W, - . -
esitliklerinden v, =v, =v, =v, =0 elde edilir.
Wy +V; =W,
w,+v, =w,
Dolayisiyla @ isleminin etkisiz elemani (0,0,0,0) dir.

G4) (wl,wz,w3,w4)eVHD elemani igin,

(W, Wy w3, W, ) ® (v, v5,v5,v, ) =(0,0,0,0) iken,

w,+v, =0 v, =-w

w,+v,=0 o v, =—W, .
esitliklerinden elde edilir.

wy,+v, =0 v, =—w,

w,+v, =0 v, =—w,

Dolayisiyla (w;,w,,w;,w,) €V, elemaninin tersi (—w;,—w,,—w,,—w;) olur.

Dis islem
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(W wy,wy.w,) €V Ve Q=g +qi+q,j+qk €H, olmak zere,
@:]HIDXVHD —)VHD
Q,(wl,wz,w3,w4)—)(qo+qli+q2j+q3k)©(wl,w2,w3,w4)
=(q0w1,q0w2 +q,w,, goWw; + g, W, gy W, +q3w1) (6.2)
seklinde tanimlanan dis isleme goére modil aksiyomlarini inceleyelim.
M1) (W, wy, wy,w,), (v,v,,v5,v,) €V ve Q=¢,+qi+q,j+qk €H, olmak Uzere,
Q@((wl,wz,w3,w4)@(vl,vz,v3,v4))

:(q0+q]i+q2j+q3k)®(wl+vl,w2+v2,w3+v3,w4+v4) (6.2) ile verilen dig islem

tanimini uygularsak,

= (o (W +v) g0 (Wy +v,) +q (W +v,) gy (W +3)+ G, (W +91)- g, (W, +v,) +a5 (W +1,)
= (C]OWI,CZOWZ +qw, goWs + oWy g W, +‘I3W1)

D (V> GoVs + GiVi> doVs + GaV1s GV + 45V))

=(QO (W, wy, w;, ,))®(QO(1,1,.v5.v,)) elde edilir.

M?2) Q =p,+pi+p,j+pk, O =q,+qi+q,j+qk e, ve (w,w,,wy,w,)eV,
olmak tzere,

(O +0,) O (W, wy, Wy, w,)
((Po+@)+(Pi+a)i+(Py+ay) j+(Ps+a: ) k) O (Wi wy. wy,w,)

(6.2) ile verilen dig islem tanimindan,

:((po + ) Wio (Po 0 ) wa + (2 +a) W (2o + @0 )Wy + (22 + @) Wi (P + 0 ) Wy +( s +‘13)W1)
= (PoWis PoWs + PWi, PgWs + PaWys PoWy + 3w, )

D(GoWi» GoWs + W GoWs + @ W5 GoWs + W)

=0, O(w, wy, Wy, w, ) @Q, O (W, w,, wy,w,) bulunur.
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M3) (Ql.Qz)O(wl,wz,w3,w4)

(4, +qli+q2j+q3k)(p0 + pii+ pyj+ pik) (W wywy,w,)

= Qo PoWi + 4o PoWsl + 4o PoWsJ + o PoWak + o Pyii

+qoPoW, J + 4o Wik + q, powii + @, poW, J + g powik

= (% +qi+q,j +q3k)(pow1 + poWsi + pows j + pow,k + pwii + p,w, j + p3w1k)
=0 @(Q2 O(wl,wz,w3,w4))

M4A)(w, wy,wy,w,) €V, olmak lzere,

IHD @(wl,wz,w3,w4)

=(1+0i+0,j+0k) O (w, w,, wy,w, )=

(l.wl,l.w2 +0.w,, Lw; +0.w,, 1w, +O.w1) =(w1,w2,w3,w4)

oldugundan Vi, dual kuaternizasyonlastiriimasi I, dual kuaterniyon halkasi tizerinde

dual kuaterniyon modiil olur.

Buradan asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 6.2 {VHD,@B, ]I-]ID,+,.,®} altilisi bir dual kuaterniyon modul olusturmaktadir.

Not 6.1 V,, dual kuaterniyon moduliniin (w;, w,,w,,w,) elemantile,

i(wl,wz,w3,w4):(O,WI,O,O)

J (Wi wy, wy,w, ) =(0,0,w,,0)

k(wl,wz,w3,w4):(O,O,O,wl)
carpimlarini tanimlayalim. Bu (w;, w,, w;, w, ) elemanini,
(wl,wz,w3,w4):(wl,O,O,O)+(0,w2,0,0)+(0,0,w3,0)+(0,0,0,w4)

biciminde yazarsak ve (6.3) ile tanimladigimiz carpim ifadelerinden,
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(wl,wz,w3,w4):(w1,0,0,0)+i(w2,0,0,0)+j(w3,0,0,,0)+k(w4,0,0,0)
(W, Wy, w3, w, ) = w, +iw, + jw, +kw, seklinde duzenlersek, V, dual kuaterniyon
modulini

Vi =V ®V, @V, @V,

Vi, =Va +iVp + jVi +kV;

olarak da ifade edebiliriz.
Tanim 6.4 V, reel vektér wuzayi ve V, reel vektér wuzayinin dual
kuaternizasyonlastiriimasi Vi, olmak tzere,

g, Vi —>VHD

w—)(w,0,0,0) (6.5)
seklinde tanimlanan fonksiyona V;, reel vekt6r uzayinin V;; -~ dual kuaterniyon moduli
icine gomiilmesi denir.

Teorem 6.3 V, reel vektér wuzayr ve V, reel vektér wuzayinin dual

kuaternizasyonlastiriimasi Vi, olsun. Eger V, reel vektor uzayinin bir R bazi 1<t<n
olmak uzere {e} ise, Vi, dual kuaterniyon vektor uzayinin bir H, bazi da
{(€,,0,0,0)} olur.

ispat

Eger V, =0 ise, (6.4) ile verdigimiz V,; =V, ®V, ®V, ®V, esitliginden V,, =0
oldugu aciktir. O halde V, #0 ve V; reel vektor uzayinin bir R bazi olarak {e,} yi

alalim.
Germe Aksiyomu

V,, ~dual kuaterniyon modulintin (w;,w,,w;,w,) elemanindaki bilesenlerini, ¢, lerin

R lineer kombinasyonu olarak yazabiliriz. Yani,
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n n n n
W=D ae,w, =Y be,w, = ce,w, =Y dge, (6.6)
t=1 t=1 =1 t=1

R lineer kombinasyonlari vardir.

(w],wz,w3,w4):(w],0,0,0)+(0,w2,0,0)+(0,0, w3,0)+(0,0,0, w4)

esitliginde (6.6) ile verdigimiz ifadeler yerine konulursa,

= (ia,e,,o, 0, 0}+(0,ibte,,0,0j+(0, O,ic,et,O}{O, 0, O,Zn:d,etj (6.7)
t=1 t=1 t=1 t=1

esitligi elde edilir ve (6.3) ile verdigimiz ¢arpimlardan yararlanarak bu esitlikleri

duzenlersek,

= (Zn:atet ,0, 0,0j + i(Zn:bte,, 0,0, 0) + j(zn:ctet,o, 0,0j + k(idte[,(), 0,0]
t=1 t=1 t=1 t=1

= i(a, +ib, + jc, +kd,)(e,,0,0,0) bulunur.

t=1

Boylece {(e,,0,0,0)} sistemi V| kuaterniyon modiiliinu H, lineer olarak gerer.

Lineer Bagimsizlik

Vy,, kuaterniyon modiiliinii H;, lineer olarak geren kiimesi olarak buldugumuz
{(e,,0,0,0)} sisteminin lineer bagimsiz oldugunu, yani

(a,+ib, + je, +kd, )(e,,0,0,0)+(a, +ib, + jc, +kd, )(e,,0,0,0)+

(6.8)

+...+(a, +ib, + jc, +kd,)(e,,0,0,0)=(0,0,0,0)

esitligi var iken Vr=1,2,...,n degeriicin a, +ib, + jc, +kd, =0 oldugunu gostermeliyiz.

O halde (6.8) ile verdigimiz esitlikten,

(ae +..+a,e,,0,0,0)+i(be +..+b,e,,0,0,0)

n-n’

(6.9)

n-n? n-n?

+j(clel+..+ce 0,0,0)+k(dlel+...+de 0,0,0):(0,0,0,0)

(alel +...+ae be +..+be ce +..+ce de, +...+dnen):(0,0,0,0) (6.10)

n-n? n-n?® n-n?®
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denklemini elde ederiz. Son olarak (6.10) denkleminde bilesenlerin esitliginden,

Vt=1,2,..n degeri icin, Y ae =0 be =0,> ce =0, de =0 bulunur. Yani
=1 t=1 t=1

t=1
Vt=12,...,n degeriigin, a,+bi+c,j+dk=0 olur.
Boylece {(¢,.0,0,0)} sisteminin V, dual kuaterniyon modiliinin bir H,, bazi oldugu
gosterilmis olur.
Onerme 6.1 V, ve V', reel vektér uzaylari ve bu vektér uzaylarinin dual
kuaternizasyonlari sirasiyla V;; = ve V'HD olsun. Eger ¢:V, >V bir R lineer

donisim ise, bu dénlisimi
Pur, :VHD —>V'Hn
(W1’W2’W3’W4)_>¢MD (WI,WZ,W3,W4)=(¢(W1),¢(W2),(0(W3),§0(W4)) (6‘11)

seklinde tanimlanan V, = ve V'HD dual kuaterniyon modiillerinin bir I, lineer
déniisimine genisletebiliriz ve eger g, ,g}; (6.5) ile tanimlandigi gibi gdmmeler

ise, asagidaki diyagram degismelidir.

Ve %4 Vi
8u, 8w,
L / 4
VHD ¢HD VV H[)

Sekil 6.1 Dual kuaterniyon dénlsimleri diyagrami
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ispat

Yukaridaki énermede (6.11) esitligi ile verilen ¢, :V;, —V déntstiminin T,

lineer oldugunu gosterelim.

L1) (wy, wy, wy,w, ), (V5,5 v5,v, ) €V olmak Uzere,

D, (W w3 w30, ) @ (V120520300 ) ) = @ (W) V0w, 0,0 w3 v, 0, +1,)
@, donlsimi icin (6.11) ile verilen esitlikten,

P, (W vy +v,ws v w40, = (0w +v) . o(w, +v, ). 0 (W +v3 ). 0(w, +v,))
yazabiliriz ve ¢ dontsimi R lineer oldugundan,
(2(w)+0(1).0(w:)+2(v,).0(ws)+ 0(v3).0(w,) + 0 (1))
(w(wl)’¢(W2)’¢(W3)’¢(W4))®(¢(V1)’¢(V2)’¢(V3)’¢(V4))

=@y, (W Wy w3, )@@y (v,v,,v5,v,)  elde edilir.

L2) (W, wy, wy,w, ) €V, ve Q=q,+qi+q,j+qk e, olmak izere,
o, (QO (W wywy,w,)) =0y, ((q0 + @i + @, +a5k) O (W, wy Wy, w,)
(6.2) ile verdigimiz dig islem tanimindan,

@WD(qowl,qowz+qlwl,q0w3+q2w1,q0w4+q3wl) yazabiliriz ve bu ifadeyi ¢,

dénisiminin (6.11) ile verilen tanimini kullanarak diizenlersek

(¢(%W1),¢7(%W2 +Q1W1)7¢’(%W3 +q,W ),(0(q0w4 +Q3W1)) bulunur. ~ Burada ¢

donltsimi IR lineer oldugundan,
(QO(D(WI)’qO¢(W2)+QI¢(w] )’%¢(W3)+%§0(W1 )’QO¢(W4)+Q3(D(W1 ))
=0 (P(W)- (W) 0(w:).0(w,)) + @i ((w). (W, ) 0 (w3),0(w,))

+Q2j((0(w1)’go(wz)’¢(w3)’¢(W4))+%k((o(wl)’go(w2)’¢(w3)’¢(w4))
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=00@, (w,w,,wy,w,) bulunur. Dolayisiyla (6.11) esitligi ile tanimlanan ¢,

dénisuimi H, lineerdir.
Burada ¢, donisimine ¢ donistimunin dual kuaternizasyonlastiriimasi adi verilir.

Teorem 6.4 V;, ve V', reel vektor uzaylari ve bunlarin dual kuaternizasyonlagtiriimalari

sirasiyla VHD ve VVHD olsun. Eger ¢:V, -V, R lineer doéntsim ve dual

kuaternizasyonlastiriimasi da

Pu, :VHD —)V'Hn
(Wi Wy Wiy ) = @y (W wy, Wy, W) =(¢(w1),¢(w2),¢>(w3),(p(w4))
seklinde tanimh [, lineer donlsim olmak Uzere, cekg, :(gek(p)HD ve
P, (Vi )= (2 (Ve ))HD esitlikleri vardir.
ispat
@p:V, >V, R lineer déniglimiiniin gekirdegini gek(p={erR|gp(x)=0V,K}CV]R ve
G, Vi, —)V'HD I, lineer doénigiminin cekirdegini de
cekpy Z{XEVHD‘("HD (x) =OV}HD} ile verelim. (¢ekg), =cekgy esitligini gostermek
icin  Vix e (gekp), <Vy, elemani igin x=(x,x,x,x,) olmak tzere ilk olarak

Py, (x) :OV‘HD oldugunu gosterelim. O halde

- (xl,xz,x3,x4)=((o(xl),¢(x2),¢(x3),(p(x4)):(OVHD,OV‘HD,OV.HD,OV,HD) elde edilir.
Dolayisiyla x € gcekpy olup
(gekq))Hn c ceky (6.12)

elde edilir.

Diger taraftan Vxecekg, <V, elemani icin x=(x,x,,x,x) seklinde olup

XXy, X3, %, €Vp dir.
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P, (xl’xzax3sx4) = ((o(xl ),(p(x2),(o(x3),(p(x4)) = (OV]HD ,OV‘]H[D ’OVIHD ,OVVHD ) oldugundan

gp(x])zOV,r, gp(x2)=0v.r, gp(x3)=0v,r,(p(x4)=ov.r elde edilir. Buradan

x, €geko, x, € cekp , x; € cek, x, € cekg , yani x (¢ekp),, olmaktadir. Dolayisiyla

cekqy, c(gek(p)HD (6.13)
yazilabilir.
Sonug olarak (6.12) ve (6.13) ifadeleri g6z éniine alinirsa cekg, z(gek¢)HD esitligi
gosterilmis olur.

Benzer sekilde, ngD(VHD):(w(VR))H esitliginin varhgini gostermek istersek,

D

V)’E(PHD (VHD)=V'HD elemanini alalim. Bu durumda y:(yl,yz,yB,y4) seklinde
oldugundan @(x)=y, @(x,)=y,.0(x)=y, ve ¢(x,)=y,  olacak sekilde

X5 Xy, X, %, €V vardir.

O halde y=(y,3,. 5 3.) =(2(x).0(x,).0(x;).0(x,)) € (go(VR))H olur. Dolayisiyla

D

Py, (VHD)C((p(VR))HD yazilir. Tersine (go(xl),¢(x2),¢(x3),¢(x4))e((p(VR))HD
alalim. Buradan ¢(x,)=y ve ¢(x,)=y,,¢(x;)=y, ve o(x,)=y, olacak sekilde
Yi»Y2» Vs» ¥4 €V olur. Dolayisiyla y=(.3,.5.5,) €V =@y (VHD) olur. Buradan

da ((o(VR))H C @y, (VHD) yazilir ve istenilen esitlik gdsterilmis olur.

Sonug 6.3 ¢:V, >V bir R lineer dénusim ve O, Vi, —)V'HD dénlsuimi de
(6.11) ile tamimlanan bir H, lineer dénlsim olmak Uzere, @ dénlsimi bir
izomorfizma ise ¢, donlsimu de bir izomorfizmadir.

ispat

Varsayalim ki ¢:V, -V, lineer déntisimu bir izomorfizma olsun. Bu durumda ¢

donisimi bir R lineer dontisiim iken P, nin de M, lineer oldugunu biliyoruz. Pr,
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donisiminin 1-1 ligini gosterirken Vx =(x,x,,x,,x,) €V, elemani igin ¢ (x)=0

iken x =0 oldugunu géstermeliyiz.

Pu, (X%, X3, %,) = ((o(xl),¢(x2),¢(x3),(p(x4)) = (OV]HD ’OV‘HD ’OV'H,, ’OV'HI, ) oldugundan
?(x)=0, . 9(x,)=0, . ¢(x)=0, .¢(x,)=0, dir. ¢ dénisimi izomorfizma
olduundan 1-1 ve &rten olup, ¢(x)=0, ,¢(x,)=0, ,¢(x)=0, .¢(x,)=0,

esitlikleri igcin x, =x, =x, =x, =0 olup x=(x,x,,x,x,)=(0,0,0,0) elde edilir. Yani

@y, H, lineer donisimi de 1-1 olur.

@y, dénisiminin ortenligini gostermek icin VyeVy  icin ¢, (x)=y olacak
sekilde EIerHD oldugunu gosterelim. Ver'HD elemani icin
oy, (5.5, %.%,) =(0(x).0(x,).0(x,). (%)) =(3-,-¥5.,) =y olur. Buradaki
esitlikten o(x)=y,.0(x,)=y,.0(x)=y,.¢(x,)=y, bulunur. @ donisimi orten

oldugundan Vyl,yz,y3,y4eV']R i¢in (P(x1):y1»(p(xz):)’p@()%):)%’(p(x4):)’4
olacak sekilde dx,,x,,x;,x, €V, vardir. O halde P, donlsimiiniin de 6rten, sonug

olarak izomorfizma oldugu gosterilmis olur.

6.2.2 Tensor GCarpimi ile Kuaternizasyonlastirma

Tanim 6.5 V, reel vektér uzayr ve M, dual kuaterniyonlar kiimesi olsun.
0=q,+qi+q,j+qkeMl, dual kuaterniyonu ve ;ceVR vektord igin,
O®x=(qy +qi+qj+qk)®x=q, ®x+qi®x+q,j ®x+qk @x esitliginde (2.5)
ile verdigimiz tensor ¢arpimin lineerligini kullanirsak, g, € R reel sayilar oldugundan,
Q®;c:1®q0;c+i®ql;c+j®q2;c+k®q3;c olarak yazilabilen ve (qH;c)=wi iken
Q®;c=1®w1+i®w2+j®w3+k®w4 seklindeki  elemanlardan  olusan  ve
H,®,V, ={Q®§c 0@ x=10w,+i®w, + j@w, +k@w,w, GVR,i=1,2,3,4} ile
tanimlanan kimeye V, reel vektor uzayinin tensér c¢arpim yardimiyla dual

kuaternizasyonlastirilmasi adi verilir.
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Tanim 6.6 V,, reel vektér uzayi ve dual kuaternizasyonlastiriimasi Hl,, ®, V;, olsun.
Gy, Ve >H,®, V,
woly @w (6.14)

seklinde tanimlanan fonksiyona, V, reel vektér uzayinin H, ®, V, icine gémiilmesi

denir.

Teorem 6.5 V, reel vektoér uzayl ve bu vektdr uzayinin dual kuaterniyonlastirilmasi
H, ®; V; olsun. O halde H, ®, V, kiimesi H, dual kuaterniyonlar halkasi izerinde

dual kuaterniyon modiil olur.
ispat
Toplama

®:(H, ®, V, )x(H, ®, V) (H, ®, V)

(1y, ®x).(1y, ®y) > 1y, ®(x+y)
seklinde tanimlanan @ isleminin grup aksiyomlarini gergekledigini gosterelim.

GD I ®(x+ y) e H, ®; V, oldugundan @ islemi kapalilik aksiyomunu gergekler.

G2) (1HD ®(x+y))®(1HD ®Z):1HD ®(x+y+z):(1Hn ®x)®(1HD ®(y+z))
oldugundan birlesme aksiyomu gerceklenir.

G3) (1, ®x)®(1y, ®y)=(14, ®x)
(1HD ®(x+ y)) :(1HD ®x) esitliginden,
(15, ®0) etkisiz elemandir.
G4) (1, ®x)®(1;, ®y)=(1,, ®0)
(1, ®(x+y))=(1y;, ®0) = (15, ®(x+y—0))=(1, ®0)

esitliginden (IHD ®x) elemaninin tersi (IHD ®—x) dir.

104



Dis islem

©:H, x(IH, ®, V, ) — (H, ®, V,)
(014, ®x) > Q0 (Iy, ®x)=0.1,; ®x

seklinde tanimlanan dis isleme gére modiil aksiyomlarini gergekleyelim.

M1) Q@((lHD ®x)+ (1, ® y)) =00(Iy, ®(x+y)) =01y, ®(x+y)
=01, ®x+Q.1; ®y
=00(ly, ®x)+Q0(ly, ®Y)

M2)(0,+0,)0(ly, ®x)=((Q +Q,) 1y, ®x)=(Q.1y, ®x)+(0y1;;, @)

=0,0(ly, ®x)+0, 01, ®x)

M3) 0,.0,0(ly, ®x)=0.0,.1, ®x=0,0(0,.1,, ®x)=0 0(0, 01, ®x))

M4) 1, O(ly, ®x)=(1y, ®x) bulunur.

Sonug 6.4 {(H, ®; V,,).®,H,,.+...0} altilisi bir dual kuaterniyon modiil olur.

Teorem 6.6 Bir V, reel vektor uzayinin dual kuaternizasyonlastiriimalari Vi, Ve

H, ®, V, olmak lizere,

£ Vi, —->H, ®;V;
(Wi s, wywy ) = f (W wy, wyuw, ) = 1@ W, +i®@w, + j @ w; +k Qw, (6.15)
seklinde tanimlanan bir I, lineer izomorfizma vardir.

ispat

Yukarida (6.15) esitligi ile verilen f fonksiyonunun H, lineer oldugunu gosterelim.
L1) (wy, wy, w5, w, ), (V5 vy,v5,v, ) €V Olmak Uzere,

. ((wl,wz,w3,w4)(-B(v1,v2,v3,v4)) = f, (W +v,w, v, w vy, w, +,)
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f,, fonksiyonunun tanimindaki (6.15) ile verilen esitlikten,

1®(W, +v,)+i®(w, +v, )+ j®(w; + vy ) +k ®(w, +v,) yazlir ve (2.5) ile verilen
tensor carpimin lineerliginden,

I1OW +1QV, +i®w, +i®v, + jOW, + jOV, +kQw, +k v,

IQW +i®Ow, +jOw, +k@w, +1®v, +i®v, + jOv, +kQv,

= £, (W Wy, Wy, w) )@ f, (v),v,,v5,v,) bulunur.

L2) (w,,w,, wy,w,)€Vyy Ve Q =g, +qi+q,j+qk €I, olmak zere,
fw(Q(D(wl,wz,wyw“)) =fw((q0+qli+q2j+q3k)®(wl,w2,w3,w4))

(6.2) ile verdigimiz dig islem tanimindan,

£ (oW, Gows +qwy, gows + @, W, gow, +g;w; ) yazilir ve (6.15) ile verdigimiz esitlikten,
1® gyw, +i ®(gow, +qw, )+ (g, +qow; ) +k ®(qyw, +g,w,)
=q0(1®w1)+q0(i®w2)+ql(i®wl)+q2(j®wl)+q0(j®w3)
+q3(k®w1)+q0(k®w4)

:q0(1®wl+i®w2+j®w3+k®w4)

+qli(1®w1+i®w2+j®w3+k®w4)

+q,j(1®W, +i®w, + j®w;, +k®w,)

+q3k(1®wl+i®w2+j®w3+k®w4)
=(qy+qi+q,j +q:k) (1®W +i ®w, + j®w, +k ®w, )

=Q0 f, (w,w,,w;,w,) bulunur. Boylece f, fonksiyonunun M, lineerligini géstermis

oluruz. f, fonksiyonunun izomorfizma oldugunu géstermek igin ise,
g, H,®; V; —> Vi,
(1®w) —>(w,0,0,0)
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0®w=0(1®w)—> Q(w,0,0,0) (6.16)

ters fonksiyonunu tanimlayalim. Bu sekilde tanimladigimiz g, fonksiyonunun H,

lineer oldugunu goéstermek igin t=Q®weH, ®,V, elemani ve Q €M, dual
kuaterniyonu igin, gW(Q'Qt)=Q'®gW(t) oldugunu gostermemiz yeterlidir.
g.(Q0r)=¢,(0 0(0®W))=¢g,(Q0®W)=00Q(w,0,0,0)

=0 0(2(w.0,0,0))=0 ©g,(Q®w)=0 Og,(1)

oldugundan g, fonksiyonu M, lineer olur. Son olarak f, ile g, fonksiyonlarinin

birbirlerinin tersi oldugunu gosterelim.
g (fo (Wi wywy,wy)) =g, (1@ W, +i®w, + j @w; +k ®@w,)
g, fonksiyonu M, lineer oldugundan,
& (fu(wowpomyw,)) = g, (1®w)+ 2, (i®w,)+g, (i ®w,)+g, (k®w,)
esitligini yazabiliriz. Bu nedenle
g (fu (wowsowywy)) = ¢, (10w + g, (i(1®w,)) + g, (J(1®w,)) +8, (k(1©w,))
seklinde vyazarsak, (6.16) ile verdigimiz g, fonksiyonunun tanimindan,
g, (£, (W wpwyw,)) = (w,0,0,0) +i(w,,0,0,0) + j(w,,0,0,0) +k (w,,0,0,0)

= (W, w,,w;,w,) bulunur,
f.(g.(0®w))=f£,(Q(w.0,0,0))= £, (0w,0,0,0) = 1@ Qw= Q0 ®w

Sonug olarak f, cg, =1 ve f terslenebilir bir fonksiyondur. Dolayisiyla 1-1 ve 6rten

olur. O halde f, fonksiyonu izomorfizmadirve H, ®; V, =V, vazilr.

6.3 Dual Kuaterniyon Yari-Normlu Modiil

Vi, reel vektor uzayi ve bu vektdr uzayinin dual kuaternizasyonu Vi, olsun. Vi, dual

kuaternizasyonunun @, dual kuaterniyon halkasi tizerinde dual kuaterniyon modiil
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olusturdugunu gostermistik. Va, dual kuaterniyon modillniin elemanlarini (6.3) den

w=w, +w,i+w,j+w,k seklinde yazabilecegimizi biliyoruz.
Vy, dual kuaterniyon modiilu Gzerindeki
Ve, =R
w=>|w]

seklinde tanimlanan fonksiyon asagidaki kosullari gerceklerse Vi, ve dual kuaterniyon

yari norm modiilii adi verilir.
ND|w||=0

N2)||2f| = A [[w]
N3)[w+ v <[w]+[v]

Ornek 6.1 V, reel vektdr uzayi ve V, reel vektér uzayinin dual kuaternizasyonu Vi,
olsun. Eger V; =R olarak alinirsa V;; =V;,.H[,, = H,, kolaylikla elde edilebilir. O halde
V xeV, =R sayisive Q =q,+q,i+q,j+qk €, dual kuaterniyonu igin,

Q.x=(q +qi+q,j+q;k)x

=qX+qix+q,jx+qkxeH, elde ediir ve V, =M, dual kuaterniyon

moduludir.

Vi, =H,, dual kuaterniyon modili

TR

0 - 0] =la,|
seklinde tanimlanan || fonksiyonu ile birlikte dual kuaterniyon yari normlu modilddr.
Coziim

V,, =H, dual kuaterniyon modilii Gzerinde tanimlanan || fonksiyonu igin norm

aksiyomlarini gercekleyelim.
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N1) Q=gq,+qi+q,j+qk e, olmak uzere,
”Q” =|6]0| >0 oldugu aciktir.

N2) A=A +Ai+A,j+ A4k eH, olmak lzere,
120] = | Ao + (Aotts + Aty )i+ (Ao + At )+ (ot + A0 ) K|

=20l = &llao| =21 ]

N3)Q=q,+qi+q,j+qk ,P=p,+pi+p,j+pk e, olmakizere,
||Q+P||:|(q0+q1i+q2j+q3k)+(p0+p1i+p2j+p3k)|
=[((a+Po)+(a + )i +(as+ ps) j+ (a5 + s )K)

=90 + Po| <|ao| +|Po| =] + [ P

VQeH, dual kuaterniyonu icin |Q||=|g,|=0=¢,=0 bulunur. Burada
Q0=¢q,+qi+q,j+qk =0 olmak zorunda degildir. Yani I, dual kuaterniyon kiimesi
tizerinde tanimh || fonksiyonu yari norm fonksiyonudur. Boylece V,, =H, dual
kuaterniyon modiiliinin tanimlanan || fonksiyonu ile birlikte dual kuaterniyon yari
normlu modil oldugu gésterilmis olur.

Ornek 6.2 V, reel vektér uzayi olmak iizere bu vektér uzayinin dual kuaternizasyonu
Vy, ~olsun. Eger V., =R" olarak alirsak x=(%,%,,.nx,)€R"  vektdri ve

Q=q,+qi+q,j+qk e, dualkuaterniyonu igin,
Q,;c:(qo + i+, )+ q:k) (X, %5500 x,)
=q, (xl,xz,...,xn)+qli(xl,x2,...,xn)+q2j(xl,xz,...,xn)+q3k(xl,xz,...,xn)

_ [(qoxl +q,ix, + q, jx, + q;kx, ), (q0x2 +q,ix, +q, jx, + g;kx, )

| . ] e(H,)" olmaktadir
o (GoX, + qiix, +q, jX, + q;kx,)

Bu nedenle V,, =V,.H,=R"H,=(H,)" dual kuaterniyon moduli kolaylikla elde

edilebilir.
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Ornek 6.3 V,, =(IH,,)" dual kuaterniyon modiiliiniin

- (B,)" > R
1
n 2
0-(0,0..0)~lel- 00 -| Sof | (017
=1
seklinde tanimlanan || fonksiyonuna gore dual kuaterniyon yari normlu modiil

oldugunu gosterelim.
Coziim
Vi, :(]HID)" dual kuaterniyon moduliiniin norm taniminin bu sekilde verilebilecegini

bolim 6.1’ de dual simplektik geometri tanimindan biliyoruz. O halde (6.17) esitligi ile

verilen || fonksiyonu igin norm kosullarini gerceklemek istersek,

ND) 0=(0,,0,....0,)e(H,)" olmak izere, 0=(Q,,0,....0,) elemanindaki dual
kuaterniyonlarin herbirini 7 =1,2,...,n degerleri icin O, =g, +q,i+q, j+q,k seklinde

gosterirsek,

jol- 320 -| el | -[ler

1

= qul ‘2 +“102 ‘2 +...+‘q0” HZ = [Zn:‘qol ‘2}2 20 oldugu agiktir.
t=1

0, }

1

N2) 0=(0.0,....0,)e(H,)" ve A=A +Ai+A,j+AkeH, olmak iizere,

||AQ||=Jiz_QﬂQt _ Yo \/25 o

[ Sl [ S

VS| vl our
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N3) 0=(0,.0.....0,) ve P=(B,P,...P,) €(H,)" olmak iizere,

lo+rl- 3@ 7).+ £) - [S@T)(0 4 )

- [S@-wre-n-Sie-nr]

t=1

n

=P

=

, %Minkovski— ; ,Ta " T2
9, +po,‘ :| < Z‘%,‘ :| +|:Z‘p0r‘ :|

0| =

| Shol [ +| 3er [ -tet+1o

1

v0=(0,0,,...0,)e(H,)" isin [Q|= /Zn:QQ, :{Zn:\qoﬂz:o ise, Vi=12,..n

degeri igin \qot\zo olur. Dolayisiyla g, =g, =...=¢q, =0 bulunur, fakat

Qo + 4,1+ J+q3 k.90, +q,i+q, J+q k...,

0=(0.0,,...0,) = . .
= do, T4 i+q, J +q3”k

}t(o,o,...,o)

olabilir. Bu nedenle V;; =(H,)" dual kuaterniyon modlii tizerinde tanimlanan ||

fonksiyonu yari norm fonksiyonudur. Béylece V;; =(H,)" dual kuaterniyon modiili
(6.17) esitligi ile tanimlanan ||| fonksiyonuna gore dual kuaterniyon yari normlu

moddul olur.

Teorem 6.7 V, reel vektdr uzayl ve bu uzayin dual kuaternizasyonlastirilmasi da
H, ®; V} olsun. Eger V,, reel normlu uzay ise H, ®; V,, dual kuaterniyon yari normlu
moduldir.

ispat

Vi, reel vektdor uzayinin dual kuaternizasyonu olan M, ®, V, ifadesinin dual
kuaterniyon modil oldugunu sonug¢ 6.4 den biliyoruz. I, ®, V, dual kuaterniyon

moduli Uzerindeki normu || ile gosterirsek, Q=g,+qi+q,j+qgk €H, dual
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kuaterniyonu ve ;ceV]R vektori igin Q®;ceIHID ®p Vi elemaninin normunu HQ@?CH

olarak yazabiliriz. Teorem 6.6 ile verdigimiz V, ve H,®;V, dual kuaterniyon

moddulleri arasindaki izomorfizma tanimindan

lo®x|=lolfx|=la./| (618)

esitligini tanimlayalim. Bu esitlik yardimiyla Uzerinde bir yart norm oldugunu

gosterelim.
N1)HQ®}H = |q0|.H}H >0 oldugu agiktir.
N2)A =2+ Ai+ A j+ Ak e H,, olmak izere,
(6.18) ile verdigimiz norm esitligini kullanirsak,
(oo -frosi|-all-1ulu -0
N3) O, =q,+qi+q,j+aqk ve Q, = p,+ pji+ p,j+ pk € H,, olmak izere,

lo ®x+0,®x=|(g+2)®x|=[o +0].

| =la,+ pold
< (|%| +|po|)H;CH = |qo|H}H +|p0|H;H - ||Q1||H;CH +||Q2||H;CH

=(lel+lel)

o =la @+

0,®

Burada HQ®}H=|q0|'H;CH=0:>|q°|=O veya H%H:o olmalidir. Eger |Q|=|q,|=0 ise
q, =0 dir, fakat Q=¢q,+q,i+q,j+qgk #0 olabilir. Bu nedenle O®x=0 dir. Eger
H;CH =0 ise V, norm uzayi oldugundan, x=0 olmalidirve Q®x =0 dir. Dolayisiyla I

fonksiyonu yari norm fonksiyonudur. Buradan H, ®; V;, dual kuaterniyon modiuilii ||

fonksiyonuna gore dual kuaterniyon yari normlu moddldr.

Tanim 6.7 V,; dual kuaterniyon yari normlu modiil olsun. Eger bu normlu moduldeki

her Cauchy dizisi yakinsak ise V,, ye tam modiil veya Banach modiil adi verilir.
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Ornek 6.4 Vy, =H,, dual kuaterniyon modulinin bir Q=g,+¢i+q,j+q:k €H,
elemani igin Q| =|q,| seklinde tanimlanan norma gore dual kuaterniyon yari normlu

modil oldugunu 6rnek 6.1 ‘de gosterdik. Bu sekilde tanimlanan yari norm fonksiyonu

icin Vi, =H, dual kuaterniyon yari normlu modulin tamhigini inceleyelim.
Coziim

V,, =M, dual kuaterniyon modiliinde bir {Q,} Cauchy dizisi alalim. Yani V& >0 icin

dizisinin yakinsak oldugunu, yani V&>0 sayisi icin |Q, —Q| <& olacak sekilde

0,—0,|<¢& olacak sekilde m,n>N(g) dogal sayilar vardir. Biz {Q,} Cauchy

n> N(g) dogal sayisinin varligini géstermek istiyoruz. Eger {Qn} dizisinin elemanlarini
O, =4y, +aq,i+q, j+q; k

0,=4q, +q,i+q, j+q, k  olarak belirlersek, {Q,} Cauchy dizisi oldugundan

yazabiliriz. Dolayisiyla {qu} R de Cauchy dizisi olur. R tam oldugundan, do, = 9o

0,-0,|= H(qo” 4, )+(Q1n -4, )i+<612n -4, )J"*‘(%” 45 )kH = ‘qo,l —4,, ‘ <&

olacak sekilde yakinsadigl bir nokta vardir. Yani ‘%n —%‘<51 olacak sekilde n> N

sayisi vardir.

Ohalde [0, 0| =((a, .4, 9, -4 ) (4049209,

:‘(qon ~40:%, 99>, — 4920, _%)

S‘%n _QO‘+‘Q1,, _%‘4"%” _Qz‘+‘Q3" _%‘
<g+06,+0,+0, =¢g, olur. Burada 5,,9,,06, degerleri birden fazla

olabilir. I, dual kuaterniyon modiili yari normlu oldugundan, yakinsadigi noktalar

birden fazla olabilir.

Dolayisiyla {Qn} Cauchy dizisinin yakinsakligi gosterilmis olur. Sonug olarak Vi, =H

D

dual kuaterniyon yari normlu modiili verilen norma gore tamdir.
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Ornek 6.5 V;; =(H,)" dual kuaterniyon modiilintn tizerinde tanimlanan ||| normuna
gore dual kuaterniyon yari normlu modil oldugunu oOrnek 6.3 ile gosterdik.

Vi, :(]HID)" dual kuaterniyon moduliiniin bu norma gore tamligini inceleyelim.
Coziim

(]I-]ID)" dual kuaterniyon modiliinde bir {Qk} Cauchy dizisi alalim. Yani V& >0 igin
HQ,{—QA‘<8 olacak sekilde k,p>N(&) dogal sayilari vardir. Biz {Q,} Cauchy
dizisinin yakinsak oldugunu, yani V&>0 sayisi icin |Q,—Q| <& olacak sekilde

k>N(g) dogal sayisinin varligini goéstermek istiyoruz. {Q,} Cauchy dizisinin

elemanlarini,

Qk = (le ’ka’---’ an )

Qp - (Qp1 ’ sz e QPn )

olarak belirlersek, daha acik bir ifadeyle

Qk = (le ’ka ERRRS] Qk" ) = (QOkl +q1k1i+ qzkl J +q3k]k’-”’ qokn +Q1k”i +q2‘<n .] +Q3knk)

0,=(0,.0,.--0, )= (qom G, i+, J4Gy Kondy 4, i+q, %m,k)

seklindeki  elemanlari  alirsak, {Q,}  bir Cauchy dizisi  oldugundan

1

22
Qki _Qpi H <é&

n

lo.-a[=[(e. -2,-0.-¢,.-0,-0,)|=| X

<&

pi

[ » 2
= ZIHQk, _Qp,- H j|< gz = HQki _QP,- H = C]Oki —q,

<¢, oldugundan {%k,} lerin I, de Cauchy dizisi

yazilabilir. ‘Qk,- —QpiH =40, —4o

pi

oldugu sonucuna varilir. Ornek 6.4’ de H, dual kuaterniyonlar kiimesinin tam

oldugunu gosterdigimizden, do, —> 4o olacak sekilde yakinsadigi bir nokta vardir.
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lo. -2 =|(Q,-Q0 Q. ) (21 Bss- Q)

:H(le _Ql’Qk2 _QZ""’an _Q")

:‘(le _Ql’ka _QZ""’an _Q")

<o, -a|+|e. -a.|+-+|e. -2

+

+...+

=140, —40,| " |40, ~ 4o, Qo, —Go,|<EHE Tt E, olur.

Dolayisiyla (H,,)" dual kuaterniyonlar kiimesi || yari normuna gére tamdr.

6.4 Dual Kuaterniyon Yari Hilbert Modiil

Vi reel vektor uzayi olmak lzere, V, reel vektér uzayinin dual kuaternizasyonu Vi,

olsun. Vi, dual kuaterniyon modiili Gizerinde,
<.,.> :VHD XVHD —H,
(v,w) > (v, w)

fonksiyonu VYw,v,u Vi, Ve a,b e, icin asagidaki 6zellikleri saglarsa bu fonksiyon

dual kuaterniyon degerli yari i¢ ¢arpim fonksiyonu adini alir.

Pl)<v,v> >0

P2)<w+ v,u> = <w,u> +<v,u>

P3)<w,v> = <v, w>

P4)<wa, vb> = a<w,v>b

Boylece, <> fonksiyonu Vi, dual kuaterniyon modulu lzerinde dual kuaterniyon

degerli yari i¢c carpimdir.

VweV, eleman |w|= H(w,w)” normuna gore tam ise, V;, ye dual kuaterniyon
yari Hilbert modiil denir.

Onerme 6.2 Vi, dual kuaterniyon modilinin herhangi v,w elemanlari igin

Kv, w)‘ < ||v||||w|| Schwartz esitsizligi gerceklenir.

115



ispat
v,weH, ve QeH, elemanlarini alalm ve |v—wQ| seklindeki norm ifadesini

dislinelim.

0< ||v - WQ”2 = <v -wQ,v— wQ> = <v,v> - <v, WQ> - <wQ,v> + <WQ, WQ>

OS<v,v>—<v,w>Q—Q<w,v>+Q<w,w>Q

0£||v||2—<v,w>Q—é<w,v>+é||w||2Q yazilabilir. Bu esitsizlik VQeH, igin gegerli

oldugundan
(v.w)
0 :W olarak segebiliriz. O halde
w
v, W v, W v, W v, W
O<bff —row) L L),y () e Q)
W I W
2
o<py KL
]

2
(v )" <[l Il

<V, W>‘ < ”V””W” esitsizligi gerceklenir.
Onerme 6.3 V,, reel Hilbert uzayi olsun. V, reel vektér uzayinin Vig, =H, ®; V, dual
kuaterniyon modili

(o) (H, ®, V,)x(H, ®,V,)—>H,

0®x, POy —>(Q®x,POy)=0(x,y), P (6.19)

tanimlanan i¢ carpim ile birlikte dual kuaterniyon yari Hilbert modiildiir.
ispat

Bu sekilde tanimlanan bir fonksiyonu icin i¢ carpim aksiyomlarini inceleyelim.

116



Pl) Q=q,+qji+q,j+qk €H, dual kuaterniyonu ve xeV, icin Q®@xeH, ®,V,

elemanini alalim.

(0®x,00x)=0(x.x)0 =0 0=|x|lo| =[x 4| =0 oldugu agiktr.

P<x,y>Q:;’<y,x>Q:<P®y,Q®x>

P2)(Q®x,P®y)=0(x,y)P

P3)(Q ®x+0,®x,P®y)=((0 +0,)®x,P®y)=(0 +0Q,){x.y) P
=0, (x,y)P+0,(x,y)P ={Q,®x, PR y)+{Q, ®x, PR y)
P4) ((Q®x)a,(P®y)b)=(Qa®x,Ph® y)=Qa(x,y)Pb
=aQ(x,y)Pb=a(Q®x,P®y)b

Burada <Q®x,Q®x>=||x||2|qo|2 =0ise, |=0 olmalidir. Dolayisiyla |g,|=0 veya

|x|=0 olmalidir. Eger |g,|=0 ise, g,=0 dir. Fakat Q=g,+qi+q,j+qk+#0
olabilir. Eger ||x||=0 ise, x €V, oldugundan ve V, reel normlu uzay oldugundan x=0
olmahdir. Buradan Q® x =0 bulunur. Dolayisiyla <> fonksiyonu vyari i¢ ¢arpim
fonksiyonudur. Boylece <> ile gosterilen ve (6.19) esitligi ile tanimlanan

fonksiyonunun dual kuaterniyon degerli yari i¢c carpim fonksiyonu oldugu gosterilmis

olur.
Simdi ise (6.19) esitligi ile verilen dual kuaterniyon degerli yari i¢ ¢garpim fonksiyonuna

gore, V, =H,®,V; dual kuaterniyon modiliiniin tamhgini inceleyelim.

{Q@xn} Vy;,, dual kuaterniyon moduillinde bir Cauchy dizisi olsun. O halde Ve >0 igin
[o®x,-0®x, | <& olacak sekilde m,n>N dogal saylari vardir. Bu durumda
HQ@(xn -X, )H2 = <Q®(xn —xm),Q®(xn -X, )> <&®  esitsizligi  yazilabilir. (6.19)
esitligi ile verdigimiz dual kuaterniyon degerli yari i¢ ¢carpim fonksiyonu tanimindan,

HQ@(xn —xm)H2 :<Q®(xn —xm),Q®(xn —xm)> :é<(xn —xm),(xn —xm)>Q

HQ ®(xn —xm)
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Bu esitsizligin her 2 yaninin karekéki alinirsa,

lo®(x,—x,)|=lellx, —x.] =|a0|-Ix, - x.]| < € bulunur.  Buradan  da
x,—x| <ﬁ =7 dersek, 7>0 dir. Dolayisiyla {x,} V, reel vektér uzayinda Cauchy
9

dizisi olmus olur. V, reel Hilbert uzayi oldugundan, {x,} Cauchy dizisi yakinsaktir. Yani
8, >0 sayisi igin |x, —x| <&, olacak sekilde n>N dogal sayisi vardir. Biz burada
{O®x,} Cauchy dizisinin yakinsakligini, yani |0 ® x, -Q ®x||< & olacak sekilden > N

dogal sayisinin varhigini gostermek istiyoruz.

lo®x, -0® x| =[e®(x,~x)| =[] |~ (6.20)

X, —xm” :”xn —x+x—xm|| S”xﬂ —x||+||x—xm <0, + 0, yazilabilir.

Burada |x, —x,| <8 +8, = olarak segersek, |, -x|<s, <2 olur. Son olarak
ol 4]
(6.20) esitligine donersek, [Q®x, —Q® || = HQ@(xn _x)H =lle]-x, — x| < |q0|.ﬁ —
4y

elde edilir. O halde {Q®ux,} Cauchy dizisi tamdir. Dolayisiyla V;, tanimlanan yari ic

carpim fonksiyonuna gore dual kuaterniyon yari Hilbert modiil olur.

Ornek 6.6 Vi, =H,, dual kuaterniyon modulu Gzerinde,
() H,xH, - H,

(P,0)—(P,Q)=PQ

seklinde dual kuaterniyon degerli bir i¢ carpim tanimlayalim. Bu i¢ ¢arpim tanimi ile

birlikte Vi, =H, dual kuaterniyon modill, dual kuaterniyon yari Hilbert modlddr.
Coziim
ik olarak i¢ carpim kosullarini inceleyelim.

Pl) P=p,+ pji+ p,j+ p;k €H,, dual kuaterniyonu igin,

(P,P) — PP=p,’ >0 oldugu aciktir.
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P2)P,Q,R €, dual kuaterniyonlari igin

(P+Q,R)=(P+Q)R=(P+Q).R=PR+OR=(P,R)+(Q,R)

P3)P,Q €M, dual kuaterniyonlar olmak tizere,

(P.0)=PQ=0P=(0,P)

P4)a, p e, dual kuaterniyonlar olmak Gzere,

(Pa,0p)=(Pa)0B =a(PQ)p

a(P,OYS .,a,feH,
Boylece verilen fonksiyonun dual kuaterniyon degerli yari i¢c carpim fonksiyonu oldugu
gosterilmis olur.

Vi, =H, dual kuaterniyon modiliiniin tanimlanan vyari i¢c carpim fonksiyonuna goére

tam oldugu 6rnek 6.4’ de gosterildiginden dual kuaterniyon yari Hilbert modiil olur.

Ornek 6.7 V,, =(H,)" dual kuaterniyon modild,

(o)1 (H, )" < (HL, )" — T,

n

(BB B):(© Qs Q) (B B B )1 (010500 0, ) = D B,

t=1

seklinde tanimlanan i¢ carpim fonksiyonuna gore dual kuaterniyon yari Hilbert modiil

olur.
Coziim
Vi, = (]HID )" dual kuaterniyon modili Gzerinde boyle bir i¢ garpim tanimlanabilecegini

bélim 6.1’ de dual simplektik carpma tanimi ile vermistik. ilk olarak bu i¢c carpim

fonksiyonunun dual kuaterniyon degerli yari i¢c carpim oldugunu gosterelim.
PYP=(P,P,...,P,)e(H,)" elemaninin bilesenlerini #=1,2,...,n degerleri igin

sLyyeees by

B=p, +pi+p,j+pk seklinde tanimlarsak
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(P.P)={(R-Pa P ) (B P B ) = D B =D B =Y ]po[ 20 oldugu
1
aciktir.
P2)P=(B,P,...P),0=(0,0.....0,) ve R=(R,R,,...,R,) e(H, )" olmak iizere,
(P+R.Q)=((R.B... ) +(R.R,....R ) (0. 0,.....0,))

=((B+R.P,+R,....P,+R,).(0.0,....0,))

n

S BRI =Y (B+R)0 -3 PO + 3RO,

t=1 =1

=((BsPses B,)(Q Qs 0, ) +{(Rs Rses R, ). (Q O, ©,)

=(P.0)+(R.0)

Il
ol
Q

Il
|
Nav!

Il
L

P3)(P.Q)=((R.P.....P,).(01.0;.-.0,))

P4) a,feH, ve P=(P,P,,...P,),0=(0,0,,....0,)

(Pa,QB)=Pa.Qf=aP.QB=a(P,0)B

Buradan (H,)" dual kuaterniyon modiili izerinde tanimlanan i¢ ¢arpim dual
kuaterniyon degerli yari i¢ carpim olusturur. Bu sekilde tanimlanan i¢ carpima gore

tamhgi 6rnek 6.5’ de gosterdigimizden (IHID)" dual kuaterniyon yari Hilbert modiil olur.
Onerme 6.4 VHD dual kuaterniyon modiili, Gzerinde tanimlanan i¢ ¢arpim ile birlikte

yari i¢ carpim modil olsun. Eger xeV, ve Q<M alirsak ve norm [xf =/(x,x)

seklinde tanimli ise, [|Q®x|=,/(0.0Q)(x,x) ifadesi V,, dual kuaterniyon moduli
Uzerinde yari norm tanimlar.

ispat

Vy, ~dual kuaterniyon modulinin elemanlari xeV, vektori ve QeH, dual

kuaterniyonu igin Q.;c seklinde oldugundan,
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o4 =lel-x|=la./| (621

seklinde bir norm esitligi vardir. Teorem 6.6 ile verdigimiz izomorfluk nedeniyle

HQ®;€H:HQ';CH:MO'"‘;CH esitligini yazabiliriz. Eger xeV, vektori igin norm

|| = /(x.x) seklinde tanimli ise,

|0®x|=(0®x,0®x) esitligi yazilabilir ve

(6.21) esitligi goz 6nune alinirsa, [0 ® x| = /(O ®x,0® x) =|g,||lx| norm esitligi elde
edilir. Buradan her 2 tarafin karesi alinirsa ||Q®x||2=<Q®x,Q®x>=<q0,q0><x,x>

bulunur.

Norm sartlarini gergceklemek istersek,

ND[0® A" =(0®x,0®x) =(gy,q, (%, x) >0 oldugu aciktr.
N2 (@O =A@ = (10 x, 10® x) = { Aty At ).
= (2 20) (0 40) (%:%) =4[ o [ =21 o @ o
esitliginden her iki tarafin karekoki alinirsa [4(Q ®x)| =[|4]|@ ® | bulunur.
N3)[0®x+PRy[ =(Q®x+P®y,0®x+P®Y)
=(0®x,00x)+(0®x,0®x)+(P®y,0®x)+(P®y,P®y)
=lo@x +|PRy[ +H{Q®x,POY)+(0®x,P®Y)
=|0®A +|P®y| +2Re((Q®x,P®Y))
<|o®@A +|P®y| +2[(Q®x.POY)
<le@ +|Pes +2]e@ [Poy|=(lo®|+|Pe )

Son olarak her iki tarafin karekoki alinirsa,

O®x+P®y|=||0®|+|P®y| bulunur.

Burada ||Q®)c||2 =(Q®x,0®x) =(q,,q,)(x.x)=0 ise, V; dual kuaterniyon moduli

Uzerinde tanimlanan i¢ carpim fonksiyonu vyari i¢c carpim fonksiyonu oldugundan
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QO ®x=0 olmasi gerekmez ve dolayisiyla HQ@EH:O iken Q®x=0 olmayabilir. Bu

nedenle yari normludur.
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BOLUM 7

SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda dual kuaterniyonlar kiimesi lzerinde dual kuaterniyon modiilleri
elde edilerek analizin bazi tanim ve teoremleri dual kuaterniyon modidilleri igin
incelenmistir. Bu tez calismasindan yola cikarak farkli kuaterniyon cesitleri icin ayni

islemler veya analizin diger konularindaki farklh sonuglar incelenebilir.
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