CELAL BAYAR UNiVERSITESI * FEN BiLIMLERi ENSTITUSU

DUAL LORENTZIYEN UZAYDA BiR PARAMETRELI HAREKETLER VE DISTELI DiYAGRAMI

DOKTORA TEZi

Ars. Gor. Zehra EKINCI

Anabilim Dali: MATEMATIK

Programi: GEOMETRI

MANISA 2013



Tezin Enstitiiye Verildigi Tarih: 25 Ekim 2013




iCINDEKILER

SEMBOL LISTESI. ... ii
SEKIL LISTESI. ...t v
TESEKKUR. ... ..ot vii
OZET oo e viii
ABSTRACT ... ix
GIRIS . ... e, X
1. BOLUM
DUAL GEOMETRININ TEMEL TANIM VE TEOREMLERI........c.cuvtiereeiirreeeeecinnresseennseeeens 1

1.1. Dual VEKIOrIErin UzZayl ......cuoeieiiiiiii et e e ae s 3

Il. BOLUM
DUAL LORENTZIYEN UZAYDA TEMEL KAVRAMLAR VE KURESEL EGRILERIN

GEOMETRIS. ce.cucucurueresecscssasesesssssssssesesessssssssessssssssssssssessasssssasssesessssssssssstssssssssssssssssssssssasssnns 8
2.1. Dual Hiperbolik Kiresel Egrilerin GEOMEtriSi.........ovvuiiiiiiiiiiiiiiiiceeee e 11
2.2. Dual Lorentziyen Kiresel Egrilerin GEOmetrisi..........oovvviiiiiiiiiiiiiecc e 16

. BGLUM

DUAL LORENTZIYEN UZAYDA BiR PARAMETRELI KURESEL HAREKETLER................ 19
3.1. Bir Parametreli Dual Hiperbolik Kiiresel Hareketler..................ccccocooeieiiiiiiiiiieciiireciiee 19

3.1.1. Hiperbolik Kiresel Harekette Eksen YUlzeyleri ile Birlestiriimis Bir Timelike Regle

Ylzeye Blaschke YaKIagimi...... ..o 26

3.1.2. Hiperbolik Kiresel Harekette Dogru Kompleksi.............cooooiiiiiiiiiiie e 31
3.1.8. Hiperbolik Kiresel Harekette Dogru Yoériingeleri ve Disteli Formilii...........ccccceoeeee.. 36
3.1.4. Dual Hiperbolik Agi Yaklagimiyla Lorentziyen Disteli Ekseninin incelenmesi............. 41
315, OIMEK .ttt ettt 44
3.2. Bir Parametreli Dual Lorentziyen Kiiresel Hareketler..................cccocoeviiieiiiiiiec e, 53

3.2.a) a,, ve a, in Timelike Olmasi Durumunda Bir Parametreli Dual Lorentziyen Kiresel

[ E2 1) 1= 1 [T N 55

3.21.a, ve df nin Timelike Olmasi Durumunda Eksen Ylzeyleri ile Birlestirilmis Bir

Timelike Regle Ylzeye Blaschke Yaklagimi......cccoooviiiieiiiiiiiiieiiieee e 60
3.2.2. a nin Timelike Olmasi Durumunda Dogru Kompleksi.............cceeueuererererecnerieeeenen. 65

3.2.3. @ nin Timelike Olmas! Durumunda Dogru Yériingeleri ve Disteli Formili................ 69



ii

3.2.4. Dual Merkez Aci Yaklagsimiyla Lorentziyen Disteli Ekseninin incelenmesi................. 74
32,5, OINEK ..ottt ettt 77

3.2.b.) I;m ve I;f in Timelike Olmasi Durumunda Bir Parametreli Dual Lorentziyen Kiresel

HAPEKEHET ... et 86
3.2.6. Eksen Ylzeyleri ile Birlestirilmis Bir Spacelike Regle Yiizeye Blaschke Yaklasimi....91
3.2.7. h nin Timelike Olmasi Durumunda Dogru Kompleksi..........cooooiiiiie 96
3.2.8. h nin Timelike Olmas! Durumunda Dogru Yértngeleri ve Disteli Formdlg............. 100
3.2.9. Dual Spacelike Agi Yaklagimiyla Lorentziyen Disteli Ekseninin incelenmesi........... 105
3210, OINEK.c.ece ettt 108

Iv. BOLUM

DUAL LORENTZIYEN UZAYDA DISTELI DIYAGRAML.........cccoceererenererernsesnserasasssssssssssssaeaes 117

4.1. Dual Hiperbolik Kiiresel Hareketin Disteli Diyagrami..................c.ccccoceveiieiecieieceennns 117
4.1.1. Dual Hiperbolik Kiresel Harekette Disteli Diyagraminin Genel Durumu.................. 125
4.1.2. Timelike Disteli Diyagraminda Dagilma Parametresi..........ccccceevveceeeeeiniiieeeeee s, 130

4.2. Dual Lorentziyen Kliresel Hareketin Disteli Diyagraml........ccccueseersssmsrssssssssmssssssessans 135
4.2.1. Dual Lorentziyen Kiresel Harekette Disteli Diyagraminin Genel Durumu................ 144
4.2.2. Spacelike Disteli Diyagraminda Dagilma Parametresi ...........cccocvvroeeiiiniinneennnens 149

EK 1

LORENTZIYEN UZAYDA TEMEL TANIM VE TEOREMLER..................oouvvviiiiiieeeennn. 155
E.1.1. Lorentziyen 3-Uzayinda Egrilerin Frenet Formdilleri............................... 162
E.1.2. Lorentziyen 3-Uzayinda Regle Yiizeylerin Diferansiyel Geometrisi..................... 164

REFERANSLAR. ...t e s s s s s s s s s s e s s e e e rmn e n e rnrnas 173

Loy c] (o] {1 3 176



b~ TIDI “ ?Im
o)

T ¥

N o

D oL

IR
I~

S}

M M ™M

w

—t— —t— —t—
N}
<~
bl
~
N
~
[S——

iii

SEMBOL LiSTESI

: Minkowski 2-uzayi

: Lorentziyen birim ¢ember

: Hiperbolik birim gember

: Minkowski 3-uzayi

: Lorentziyen birim klre

: Hiperbolik birim kure

: Dual Lorentziyen uzay

: Dual Lorentziyen birim kire

: Dual hiperbolik birim kiire

: Dual sayilar cimlesi

: Dual birim
: Dual sayi

: Dual vektorlerin uzayi (1D -Moddil)

: Dual vektor

: Birim dual kiire

: Dual agi

: R} de izafi uzay

: R} de sabit uzay

: R} de hareketli uzay

: Hareketli uzayin sabit uzaya gére hareketi
: Dual Lorentziyen izafi uzay

: Dual Lorentziyen sabit uzay

: Dual Lorentziyen hareketli uzay

: X, in ortogonal sistemi
: X, nin ortogonal sistemi

: X, Un ortogonal sistemi
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: Ani dual Pfaff vektéru
: Dual agisal hiz vektorl

: Hareketli pol egrisi

: Sabit pol egrisi

: Hareketli eksen ylizeyinin Blaschke invaryantlari
: Sabit eksen ylzeyinin Blaschke invaryantlari

: Blaschke c¢atisinda Disteli ekseni
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OZET

Dual Lorentziyen uzayda bir parametreli hareketler ve Disteli diyagrami ile ilgili olan bu
tez calismasi dért bélimden olugsmaktadir.

Birinci bélimde, dual geometrinin temel tanim ve teoremlerine yer verilmistir.

ikinci bélimde, dual Lorentziyen uzayda temel kavramlar verilmistir. Ayrica bu uzayda
dual hiperbolik kiresel egrilerin ve dual Lorentziyen kiresel egrilerin geometrisi hatirlatiimigtir.

Uclncl bélimde, dual Lorentziyen uzayda bir parametreli dual hiperbolik kiresel
hareketler ve bir parametreli dual Lorentziyen kiresel hareketler incelenmistir. Bu inceleme,
kireler Uzerinde alinan egrilere karsiik gelen eksen yizeylerinin Blaschke c¢atilari ile
yapiimistir. Blaschke c¢atisinda disteli ekseni ele alinarak, hiperbolik ve Lorenziyen kuresel
hareketlerde Euler-Savary formdll elde edilmistir. Kisimlarin sonlarinda verilen &érneklerde
Lorentziyen anlamda ortogonal dénme matrisleri ele alinarak hareketli ve sabit eksen
ylUzeylerinin reel ve dual invaryantlari elde edilmistir.

Doérdinci bélimde, Martin Disteli tarafindan verilen diyagram Figliolini, Stachel ve
Angeles’in ¢alismalari géz énlne alinarak, Lorentziyen uzayda hiperbolik kiresel hareket ve
Lorentziyen kilresel hareket igin incelenmistir. Bu diyagramlar, Lorentziyen uzayda vida
dislilerinin bir giftinin agisal hizi, konumu ve vida hareketinin adimi aralarindaki bagintiyi
vermektedir.

Son olarak tezin ek béliminde Lorentziyen uzayda temel tanim ve teoremler verilmistir.
Ayrica bu uzayda egrilerin ve ylizeylerin diferansiyel geometrisi hatirlatiimistir.
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ABSTRACT

This thesis which is related to the one parameter motions and Disteli diagram in dual
Lorentzian space consists of four sections.

In the first section, we have given basic concepts and theorems in dual geometry.

In the second section, we have given basic concepts and theorems in dual Lorentzian
space. Moreover, dual hyperbolic spherical curves and Lorentzian spherical curves in the dual
Lorentzian space are brought to mind.

In the third section, we have introduced one parameter dual hyperbolic spherical
motions and one parameter dual Lorentzian spherical motions in the dual Lorentzian space.
This investigation the curves on the sphere corresponding to with Blaschke frame of axodes
have been given. By considering Disteli axis on the Blaschke frame we have obtained Euler
Savary formulae of hyperbolic and Lorentzian spherical motions. At the end of sections, by
obtaining orthogonal rotation matrices in the sense of dual Lorentzian type 3X3, we have
found real and dual invariants of fixed and moving axodes.

In the fourth section, by considering diagram given by Martin Disteli and study of
Figliolini, Stachel and Angeles we have introduced this diagram for hyperbolic spherical and
Lorentzian spherical motions in the dual Lorentzian space. These diagrams, illustrating the
relation between the angular velocities of a pair of skew gears and the position and pitch of their
relative screw motion in the dual Lorentzian space.

Finally, in the appendix of this thesis we have given basic concepts and theorems in the
Lorentzian geometry. Furthermore, differential geometry of curves and surfaces in the
Lorentzian geometry are brought to mind.



1.0. GIRIS

Dogru yéringeleri kinematik dizaynda ve mekanizmde énemli rol oynamaktadir. Uzay
hareketlerinde kati bir cisme baglanmis y6nli dogrularin yérlingeleri regle yizeylerdir. Regle
ylzeylerin diferansiyel geometrisi, dizayn problemleri, uzay mekanigi, bilgisayar modellemeleri
ve robot biliminin analitik araglarinin kinematik modellemelerinde yaygin bir sekilde
kullaniimaktadir.

Hareket geometrisinde 6nemli bir yere sahip olan dislilerin bir ikilisinin hareketi, uzayda
kUresel hareket olarak calisiimaktadir. Bu disinceyle, uzaydaki bir disli kiiresel hareketin eksen
yUzeyi olarak disundlebilir ve bu hareket regle yizeylerin diferansiyel geometrisinin géz éniine
alinmasiyla belirlenebilir. Bbdylece regle ylizeyler, dual uzayin birim dual kiresinin ylzeyi
Uzerinde yatan kuresel egriler olarak ifade edilebilir. Bu karsilik gelme Transfer prensibi veya E.
Study dénlisimu olarak bilinmektedir [18,25]. Bazi yapilarin bir dual vektor ile ifade edilmesi
daha uygun oldugu igin vida teorisi dual kavramlarla dogrudan baglantilidir [3,17,34].

Martin Disteli, diglilerin bir ikilisinin ¢ boyutlu uzayda kire Gzerine transferinde Releaux
prensibini kullanarak inceleme yapmistir [8,9]. Disteli, ayni zamanda vida teorisinde hareketleri
agisal hizi ve konumu arasindaki bagintiyr vermektedir [9,10]. Disteli’'nin makalelerini ahsiimis
olmayan sol el g¢atinin kullanilmasindan, vektér notasyonlarinin eksikliginden ve alt indis
kullaniimadigi igin altidan fazla c¢atinin olusmasindan dolayr anlamak oldukg¢a zordur. Bu
sebeple Figliolini, Stachel ve Angeles Disteli’nin makalelerini daha anlasilabilir bir hale getirmek
igin, yonli dogrulari ve vida hareketlerini ifade ederken dual vektérleri kullanmislardir [12].

Uzay kinematiginde regle yuzeylerin bir pargasi olan hareketli bir cismin ani vida ekseni,
hareketli uzayda hareketli eksen ylizeyi, sabit uzayda sabit eksen yizeyi Uretir. Bu hareket
boyunca bu eksen yuzeyleri tek bir teget boyunca birbiri Gzerinde yuvarlanirlar. Yine bu eksen
ylzeylerine karsilk gelen dual egriler ile bu ylzeylerin kinematigi ve geometrisi bazi
matematikgiler tarafindan incelenmistir [2,11,19,24].

Dlzlem kinematiginde, dizgin bir egrinin herhangi bir noktasinda olan egirilik
¢emberinin yarigapi ve merkezi, noktanin konumu hareketli dizlemde verilmisse Euler-Savary
formdla ile belirlenebilir. Diizlemde verilen Euler-Savary formili daha sonra kire (izerinde de
incelenmistir [2,10,34]. Muller, 1-parametreli kiiresel hareketlerin yériinge egrileri ile baglantili
olarak karsilik gelen Euler-Savary form0linu ifade etmistir [19].

Lorentziyen uzayda Oklidyen uzaya benzer olarak bircok baginti elde edilmistir. Ayrica
Lorentziyen uzayda dogru karakterlerine gbére daha farkli ve ilging sonuglar karsimiza
¢ikmaktadir. Birman ve Nomizu, Lorentziyen uzayda trigonometrik kavramlari ¢alismistir [9].
Lorentziyen uzayda egrilerin ve vylzeylerin diferansiyel geometrisi ile ilgili g¢alismalar
bulunmaktadir [16,22,26,27,30,31,32].
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Lorentziyen uzay kinematiginde klresel hareket, hareketli ve sabit hiperbolik kireler ile
belirleniyorsa hiperbolik kiresel hareket, hareketli ve sabit Lorentziyen kireler ile belirleniyorsa
Lorentziyen kiiresel hareket olarak adlandirilir [21]. Oklidyen duruma benzer olarak Lorentziyen
uzayda Ugurlu ve Galiskan tarafindan verilen E.Study dénisimu ile dual Lorentziyen uzayda
birim dual hiperbolik (veya Lorentziyen) kirenin birim dual timelike (veya spacelike) vektorleri
Lorentziyen uzayda yonli timelike (veya spacelike) dogrulara birebir karsilik gelirler [29].
Kurelerin birbirlerine gbre 1-parametreli kiresel hareketleri Lorentziyen uzayda ve dual
Lorentziyen uzayda bir¢ok g¢alismada incelenmistir [4,13,21,28,29]. Hiperbolik kiiresel harekette
Oklidyen uzaya benzer olarak Euler-Savary formiilii verilmistir [28].

Bu tez calismasinda, ilk olarak dual Lorentziyen uzayda sabit ve hareketli birim dual
hiperbolik kirelerin birbirlerine gére 1-parametreli hareketleri incelenmistir. Bu inceleme,
hareketli ve sabit birim dual hiperbolik kire Uzerinde alinan egrilere karsilik gelen regle
yUzeylerin Blaschke catilan ile yapilmisgtir. Blaschke catisinda, Disteli ekseni ele alinarak
hiperbolik kiiresel harekette dual hiperbolik agi vasitasiyla Euler savary formilline ulasiimis ve
Disteli ekseni verilmistir. Daha sonra Lorentziyen anlamda ortogonal dénme matrisleri ele
alinarak verilen 6rnekte, bir parametreli dual hiperbolik klresel hareketin Pfaff vektort
bulunmus, hareketli ve sabit eksen ylzeylerinin integral invaryantlari elde edilmistir.

ikinci kisimda ise hareketli ve sabit birim dual Lorentziyen kiirelerin birbirlerine gére
hareketleri iki durumda incelenmistir. Bu iki durum, Blascke ¢ati elemanlarinin karakterlerinin
farkl olmasindan dolayl karsimiza g¢ikmaktadir. Yine birinci kisima benzer incelemeler bu
kisimda da yapilmistir.

Son bélimde ise Martin Disteli tarafindan verilen diyagram Figliolini, Stachel ve
Angeles’in ¢alismalari géz énlne alinarak, Lorentziyen uzayda hiperbolik kiresel hareket ve
Lorentziyen klresel hareket igin iki kisimda incelenmistir [9,10,11,12]. Bu diyagram, birim dual
timelike vektor ile verilen dual hiperbolik hareketin ani vida ekseni igin timelike Disteli diyagrami,
birim dual spacelike vektér ile verilen dual Lorentziyen hareketin ani vida ekseni igin spacelike
Disteli diyagrami olarak adlandiriimistir. Bu diyagramlar, Lorentziyen uzayda vida dislilerinin bir
pargasinin agisal hizi, konumu ve vida hareketinin adimi aralarindaki bagintiyr vermektedir.



1. BOLUM
DUAL GEOMETRININ TEMEL TANIM VE TEOREMLERI

Dual geometri, uzay mekaniginin kinematik analizinde biyilk avantaj saglamaktadir.
Dual geometri, 6zellikle kati bir cismin kinematik dénlisim yoluyla yer degistirmesinde
kullaniimaktadir. Ayrica bu kullanimin kinematik, dinamik, robot hareketleri ve mihendislik igin
O6nemli uygulamalari bulunmaktadir. Dual geometrinin avantajlarindan yararlandigimiz
calismamizin bu bélimunde dual geometirinin temelini teskil eden bazi kavramlar verilecektir.

Va,a" € R icin @ =(a,a”) siral ikililerinin climlesi olan RxR kartezyen carpimi

]D)z{(a,a*) a,a’ e R}

ile gOsterilsin. Bu climle lzerinde asagidaki bi¢ciminde tanimlanan islemleri géz 6nlne alalim:
Y(a,a’),(b,b")e D icin,
Toplama:
+:DxD—->D
(a,b)—>a+b,
a+b=(a,a)+b,b)=(a+b,a" +b")
CGarpma:
:DxD—>D
(@,b)—>a-b=(ab,ab" +a'b)
Esitik : (a,a’)=b,b")Ya=bvea =b"
dir [7,15].

Tanim 1.1. D=R xR cimlesine “dual sayilar sistemi’ ve V(a,a”)e D elemanina da bir dual

sayi denir [14].

Teorem 1.1. (ID,+,-) Gglist birimli ve dedismeli bir halkadir [14].



Teorem 1.2. (ID,+,-) U¢lUsi bir cisim degildir [14].

Teorem 1.3 1) dual sayilar halkasi, R reel sayilar cismine izomorf bir alt ciimleyi alt cisim
olarak kapsar [14].

no_En

Tanim 1.2. Bir @ =(a,a’)e Ddual sayisindaki "a" ya a 'nin reel kismi "a"" a da @ ’'nin

dual kismi denir. Bdylece Re(a) =a ve Du(a)=a" yazilir [14].

Tanim 1.3. (0,1)e DD dual sayisina dual birim denir ve

e=(0,1)

notasyonu ile gdsterilir.
Buna goére

e =¢-€=(0,1)-(0,1)=(0,00=0

olur [14].

Teorem 1.4. Bir a =(a,a’)e D) dual sayisi

a=a+é&a’

formunda yazilabilir [14].

Tanim 1.4. Bir a = (a,a”)e D dual sayisinin bir A€ R skalari ile carpimi

Aa=AMa,a’)=(Aa,Aa")

esitligi ile verilir [14].

Teorem 1.5. a,a” € R olmak lizere;



a a
0 a
formundaki matrislerin cimlesi ID ye izomorftur [14].

Tanim 1.5. @ =(a,a’) dual sayilarinin bitiinine dual diizlem denir ve "ID"ile gdsterilir. Her

bir (a,a”) ikilisine de dual diizlemin bir dual noktasi denir [14].

Tanim 1.6. Bir a =a+ £a” dual sayisinin mutlak degeri

@ =ld
biciminde tanimlanir. Bu tanim ) de bir metrik vermez [14].

Tanim 1.7. f, X =x+&x" dual degerli diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu taktirde f

nin Maclaurin seri agilimi
fE)=f(x+ex’)=f(x)+ex f'(x)
ile tanimlanir. Burada f’(x), f nin x e gére tirevidir [14,34].

1.1. Dual Vektorlerin Uzayi ( ID-Modiil )
Dual sayilar halkasinin kendisiyle Ui¢ defa Kartezyen ¢arpimi olan
D’ =DxDxD={a=(a.a, a)|aeD,1<i<3}

clmlesini gdz 6nlne alalim. Elemanlar sirali dual say! t¢lilerinden olugan bu cimle Gzerinde,

toplama ve skaler ile garpma islemleri asagidaki bigimde tanimlansin:



Toplama:
+:’xD* - D’

@,b)—>a+b

@+b=(a.a,a)+b,b,.b,)
=(q, +51"_12 +52"_l3 +b;)
Skaler ile gcarpma:
< DxD’ - D’
(A,4)—>1-a
A-da— A(a,a,,a,)=(Aa,Aa,,Aa,)
Teorem 1.6. (ID°,+,-) Gglusti bir D -moduildiir [14].
Tanim 1.8. ) -Modil'tin elemanlari olan sirali dual sayi tgllUlerine dual vektérler denir [14].
Teorem 1.7. d,a € R® olmak tizere, ) -Mod(il'iin her bir @ dual vektor
a=da+ea, €=(0,1)eD
biciminde yazilabilir [14].
Tanim 1.9. Bir d =a+&d" dual vektorinin A € D skaleri ile carpimi
Ad=A(a,a,,a,)=A.d)=(Ad,Ad")

bigiminde tanimlanir [7,14,34].

Teorem 1.8. R’ vektor uzayi, 1D -ModUl'lin (ﬁ,ﬁ) bigimindeki elemanlarin ciimlesine izomorftur

[14].

Tanim 1.10. (6, 6)6 D -Modul elemanina, sifir dual vektéri denir ve f izomorfizminde kargilik

geldigi 0 reel vektord ile gOsterilir [14].



Tanm1.11. d=a+¢&a b =b +¢eb" e I -Modil dual vektdrlerinin i¢ carpimi

<,>D*xD’ 5D
@,b)—<a.b >,

<a,b>=<da+eda b+eb >=<a,b>+e(<d ,b>+<d,b >)

bigiminde tanimlanir [7,14].

Reel vektdr uzaylari Uzerinde tanimlanan i¢ ¢arpimin sagladigi batiin aksiyomlar, D’
uzayinda da gercgeklenir.

Va,b,é e DModil ve A e D icin,

i) <d,b>=<b,d>

>

]

i) <Ad,b>=1<a,b>==<a,
i) <a+b,é >=<ad,é >+<b,é>, <a,b+¢>=<d,b>+<d, >
iv) <a,a>=0=a=0

sartlari saglanir.

Tanim 1.12. Bir dual vektériinin normu
. - Lo<d,d >) .
lldll=(<d,a>)" =(Ila ||,?J, a+0
a

bigiminde tanimlanir [7,14,34].

Tanim 1.13. Bir d@ =d +&a’ dual vektdr igin
llall=(,0)

ise da ya bir birim dual vektér denir [14].

Sonuc1.1. @=d+&d  bir birim dual vektor ise



lall=1 ve <d,a >=0

olur [14].

Teorem 1.9. d =(d,d )e D -Modul olmak tizere

bir birim dual vektérdir [14].

Tanim 1.14. §° ={£ = i+gi*‘ |%]= 1,0);%, %" R3} ciimlesine I -Modul'de birim dual

kdre denir [7,14].

Teorem 1.10. (E. Study) x # (0, X) € D -Modul olmak tizere D -Modiil'de denklemi
[ #]= .0

olan birim dual kiirenin dual noktalari, R* deki y6nlU dogrulara birebir karsihk gelir [7,14].

Tanim 1.15. ¥ = ¥ + £€x" € ) -Modl olmak (izere,

|§11

U=

L2l

birim dual vektériine X vektériiniin ekseni denir [14].

Tanim 1.16.

reel sayisina X = X + £X" dual vektdriiniin adimi veya yiikselisi denir [14].



Tanim 1.17. @ ve b birim dual vektérleri verildiginde bunlarin i¢ garpimi

ile verilir. Bu esitlikteki & = 6+ £6" dual sayisina @ ve b birim dual vektdrleri arasindaki dual

aci denir [14].
5 dual agisl, a ve I; birim dual vektorlerinin R® deki temsil ettikleri yonll dogrular

arasindaki @ agisi ile bu iki dogru arasindaki en kisa uzaklik olan " dan olusmaktadir.

e
o b

Sekil 1.1.1. Dual agi



1. BOLUM
DUAL LORENTZIYEN UZAYDA TEMEL KAVRAMLAR VE KURESEL EGRILERIN
GEOMETRISI

D’ dual uzayl (zerinde, dual anlamda (—,+,+) isaretli Lorentziyen i¢ garpimi

tanimlanirsa, ]IDf dual Lorentziyen uzayi karsimiza cikar. Bu kesimde dual Lorentziyen uzayin

temel tanim ve teoremleri verilecektir.

Tanm21. a=d+¢ed" ,b=b+eb" e’ olsun. D’ uzayi tizerinde

(@.b)=(a.b)+e|(ab")+(ab)]

bigciminde tanimlanan dual Lorentziyen i¢ ¢arpimi alinirsa (]D)3,< , >) ikilisine dual Lorentziyen

uzay denir ve bu uzay HDf ile gosterilir. Buna gére,

D, ={a=d+ed'|d.d e R}

dir [26,29,35].

Tanm 22. a=da+é&a e D] olmak tizere,

i) @ spacelike vektdr ise d’ya dual spacelike vekiér,
i) @ timelike vektor ise @ 'ya dual timelike vektér,

iii) a lightlike (null) vektor ise @ 'ya dual lightlike (dual null) vektér

denir [29].



Tanm23. a=da+é&a’e )] vektdrinin normu

6

~ ~ o~ — ’a
da|=./(a,a)=||la =
|a]|=y(a@.a) =|[al A

ile verilen bir dual sayidir [29].

Tanim 2.4. d=d+&i' ,b=b+&b e} olmak lizere @ ve b nin Lorentziyen vektérel

carpimi

x: ) xD;) — D7,

(@,b) —>axb=axb+e@xb’ +a xb)

bigiminde tanimlanan bir déniisimdr [29].

Yukarida verilen esitligin sagindaki vektorel carpimlar, R’

| uzayindaki vekitrel

garpimlardir.

Tanm 25. a=a+é&a e D] olmak tzere,

S} ={d =a+é&a’ ‘ ||d|| =(1,0);a,a" € R} @ birim spacelike vekt(')’r}
cumlesine dual Lorentziyen birim kdire,

H; :{ﬁ =d+ed ‘ la|=,0);a.a" € R} ,a birim timelike vektdr}

cumlesine dual hiperbolik birim kiire denir [29].
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Sekil 2.1.1. S~l2 Dual Lorentziyen birim kiresi, I:IO2 dual hiperbolik birim kiresi ve A dual IStk

konisi

Teorem 2.1. (E. Study Déniigimi) D’ uzayindaki H_} dual hiperbolik (veya S’ dual

Lorentziyen) birim kirenin noktalari, R Lorentziyen gizgiler uzayindaki yonlii timelike (veya

spacelike) dogrulara birebir karsilik gelirler [29].

Tanim 2.6. i) Dual Hiperbolik Agi: a ve b birim dual timelike vektérler olsunlar. Bu vektérlere

kargilik gelen yonli timelike dogrular arasindaki hiperbolik agi @ ve bu dogrular arasindaki en

kisa uzaklik 8" olmak lizere, 8 = 6+ £6" dual sayisina @ ve b birim dual timelike vektdrleri

arasindaki dual hiperbolik agi denir ve
<d,l;> =—cosh@
olarak tanimlanir [35].

ii) Dual Merkez Aci: @ ve b birim dual spacelike vektorler ve Sp{d,l;} diizlemi dual timelike

olsun. Bu vektérlere kargilik gelen yonli spacelike dogrular arasindaki merkez agi € ve bu

dogrular arasindaki en kisa uzaklk 8" olmak (zere, 0 =0+¢e6" dual sayisina @ ve b birim

dual spacelike vektorleri arasindaki dual merkez agi denir ve
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olarak tanimlanir [4,26,31,35].

iii) Dual Spacelike Aci: @ ve b birim dual spacelike vektorler ve Sp{d,l;} dizlemi dual

spacelike olsun. Bu vektdrlere karsilik gelen yonlu spacelike dogrular arasindaki spacelike agl
@ ve bu dogrular arasindaki en kisa uzaklik 8° olmak (zere, 0 =0+¢£6" dual sayisina @ ve

b birim dual spacelike vektorleri arasindaki dual spacelike a¢i denir ve
<ii ,I; > =cos@
olarak tanimlanir [4,26,31].

iv) Dual Lorentziyen Timelike Ac¢1: @ bir birim dual spacelike vektér ve b bir birim dual
timelike vektdr olsunlar. Bu vektdrlere karsilik gelen, sirasiyla, yonli spacelike dogru ve yonli

timelike dogru arasindaki Lorentziyen timelike agi @ ve bu dogrular arasindaki en kisa uzaklik

0" olmak iizere, 8 =6+ ¢€6" dual sayisina @ ve b birim dual vektdrleri arasindaki dual

Lorentziyen timelike agi denir ve

olarak tanimlanir [4,26,31].

2.1. Dual Hiperbolik Kiiresel Egrilerin Geometrisi

H? dual hiperbolik birim kiiresi tizerinde yatan bir egri, E. Study dontistimii ile R’
Lorentziyen cizgiler uzayinda anadogrulari timelike olan, yani M! tipinden olan bir timelike
regle yluzeye karsilik gelir. Dolayisiyla dual hiperbolik kiiresel egrilerin geometrisi, M! tipinden

timelike regle ylzeylerin geometrisiyle gakisir [22,26]. Bu kesimde, M! tipinden bir timelike

regle ylizeyin bodaz ¢izgisinin Blaschke tirev formUlleri hatirlatilacaktir.
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g=q(t)+&qg (r) birim dual timelike vektdrl reel bir ¢ parametresine baglanirsa
ﬁé dual hiperbolik birim kiresi Uzerinde bir egri gizer. E Study dénisimu ile bu egriye Rf
gizgiler uzayinda M! tipinden bir timelike regle ylzey karsilik gelir.

¢ =§(r) dual kiiresel egrisinin d@ =d@+ &£d8" dual yay elementi igin,

40’ = (d0+£d0')’ =(dg,dg) =(dg + £dg",dg + £dg" )
= (dg,dg)+¢((dg,dg")+(dg",dg))
= (dg,dg)+2¢(dg,dg" )

ifadesinden

d0’ +2ed0d0" = (dg,dg)+2¢(dg,dg") (2.1.1)
bulunur. Buradan,

d6’ =(dg,dg), dd6" =(dg.dq") (2.1.2)

elde edilir. Dolayisiyla,

0 =—— = — = (2.1.3)

bagintisi ile, timelike regle yiizeylerin en basit diferansiyel invaryanti elde edilir. 5q invaryantina

timelike regle ylzeyin dagiima parametresi veya dral denir. <6',§'>=O olmasi durumunda
timelike silindirler s6z konusu oldugundan bu durum hari¢ tutulur [22].
Simdi, timelike regle ylzeye bagh olmak Uzere Blaschke ¢ yUzlisi olarak

adlandirilan gatiyi olusturalim. Birinci eksen ¢ doguranindan, ikinci eksen

(2.1.4)
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dogrusundan, Gglinct eksen de
a=—qxh (2.1.5)

dogrusundan olugsun. h ve @ vektdrlerinin geometrik anlamlarini belirlemek igin <¢j,d>:—1
esitliginin  diferansiyelinden <(],q~'>:0 bulunur. Simdi, birbirine yakin ¢ ve ¢+q’dt

dogrularinin ortak dikmesinin @ vektéri oldugunu gdsterelim. Gergekten;
(@.q)=0 (2.1.6)

ve

(a.q)=0 (2.1.7)

=~(q.d) (i) +(g.h) (21.8)
1

bulunur. Yani @ vektéri, birim dual spacelike vektérdir. Ugyiizliniin q,ﬁ,d eksenlerinin C
kesisme noktasi ¢ Uzerindedir ve komsu dogurana en kisa uzakliga sahiptir. Bu nokta, timelike
regle ylizeyin bodaz noktasi olarak adlandirilir ve C(t) noktalarinin geometrik yerine de
ylzeyin bogaz gizgisi veya striksiyon ¢izgisi denir. @ dogrusu, ylzeyimizin ¢ doguranina dik
olan bogaz noktasindaki tegetidir. h ise ylizeyin bogaz noktasindaki normalidir. § ve h dan
gecgen diizleme ylizeyin asimptotik diizlemi denir [28].

Simdi, hesaplamalarda kolaylik olmasi bakimindan §=d,, h=d,, @=d, alalm.

1<k <3 igin @, dual vektériiniin @, tirevleri @, cinsinden lineer olarak,
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~7 ~ ~ ~
a, _Zaklal’ ay _<ak’al>

seklinde yazilabilir.

-1, k=I=1
(a,.a,)=1 0, k#l
1, k=1#1

bagintilarindan tlrev alarak
~) o~ ~ ~7
<ak,a,>+<ak,a,> =0
olur. Buradan vektorlerin trevlerini belirten sistem
o - -
a, =u,@, +u,a, +u,d,

- - - -
a, = U@, +Uy)a, +Uya,

- - - -
a; =usa, +Uya, +isd;

(2.1.9)

(2.1.10)

(2.1.11)

olarak yazilabilir. Bu sistem, sirasiyla, @,,a,,a, vektorleriyle ic carpilirsa u,, =u,, =us;; =0

bulunur ve sistem

~ ~ ~
al - u12a2 + u13a3
~r ~ ~
a2 - u21a1 +u23a3

~r ~ ~
a3 - u31al + u32a2

seklini alir. Ayrica, vektorlerin Lorentziyen karakterlerinin de dikkate alinmasiyla <ﬁl,dz>:0

ifadesinin tlrevinden u,, =u,, bulunur. Benzer sekilde <d1,d3>20 ifadesinin tlrevinden

Uy = Uy, Ve <a2,a3> =0 ifadesinin tirevinden u,, =—u,, bulunur. Bdylece

- - -
a, = U, +Uu;a,
- - -

a, =U,a, +uyd,

- - -
a; =Uja; —Uxnd,

(2.1.12)
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denklem sistemi elde edilir. (2.1.4) esitlikleri dikkate alinarak, § =4 =ka, ve

~ ~ S
a, =u,a, +u,a, esitliginden,

u, :El (2.1.13)
ve <df,d3> =u,, esitliginden u;, = u,, bulunur. Benzer olarak,
(@,a,) = uy, (@), 0, )+ 1y, (.4, ) = uy, (2.1.14)
elde edilir. (2.1.4) dikkate alinirsa,
=’ ~r d” ~7 1
K=a,==+a| = (2.1.15)
kl kl
. I axa; § Ny
Ve a,=-a,Xa,=———= oldugundan, (2.1.15) de bulunan deger (2.1.14) da yazilir ve
1
Uyy = l?z ile gosterilirse,
1;2:_(‘14;‘1):_(‘1:‘{ -4) (2.1.16)
k, (G.9)
ifadesi elde edilir. Béylece Blaschke tirev formdlleri asagidaki gibi bulunmus olur:
q/ — klh’ kl — <q”,ql>
W = kg +k.d, g =-44.0) (2.1.17)
(q.9)
a' = —k,h

(2.1.17) denklemlerinden bir 7 = + £ = —k,§ — k@ dual vektori igin

G =wx§, hW=yxh, a=yxa
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yazilabilir. =y +¢ey =—k,g—kd dual vektorine dual Pfaff vektéri denir. ¥ =] P

esitligindeki P dual vektériine de dual pol vektérii denir. Béylece dual Steiner vektéri
d = 951/7 (2.1.18)

ile tanimlanir [22].

2.2. Dual Lorentziyen Kiiresel Egrilerin Geometrisi

S~12 dual Lorentziyen birim kuresi Uzerinde yatan bir egri, E. Study dénisimu ile Rf

Lorentziyen gizgiler uzayinda anadogrulari spacelike olan, yani Ml veya Mf tipinden olan bir
timelike veya spacelike regle ylzeye karsilik gelir. Dolayisiyla dual Lorentziyen klresel egrilerin

geometrisi, Mi ve Mf tipinden regle ylzeylerin geometrisiyle cakisir [22,26]. Bu kesimde,

Mi ve Mf tipinden olan regle ylzeylerin bogaz cizgilerinin Blaschke tlrev formalleri
hatirlatilacaktir [26].

g=q(t)+&q (r) birim dual spacelike vektoril reel bir ¢ parametresine baglanirsa
S~12 dual Lorentziyen birim kiiresi Gzerinde bir egri ¢gizer. E Study doéniisimi ile bu egriye Rf
cizgiler uzayinda Mi veya Mf tipinden bir regle yiizey karsilik gelir.

g = q(t) dual kiiresel egrisinin d@ =dO+ed8’ dual yay elementi icin,

dO* +2ed0d0" = <d¢j,d¢j>+28<d¢j,d¢j*> (2.2.1)
dir. Buradan,
a0’ =(dg,dg), dodeo’ =(dg,dg") (2.2.2)

ve

s 249" _ <dﬁ,dq*> _ <¢j’,ﬁ*'> (2.2.3)

"7 46 (dg.dg)  (q.d)
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bagintisi ile, spacelike anadogrulu regle ylzeylerin en basit diferansiyel invaryanti elde
edilmistir. 5q invaryantina dagiima parametresi veya dral denir. <¢I',¢T> =0 olmasi durumunda

silindirler s6z konusu oldugundan bu durum harig tutulur [22].
Simdi, regle ylzeye bagli olmak Uzere Blaschke (i¢ yizlUsl olarak adlandirilan ¢atiyi

olusturalim. Birinci eksen ¢ doguranindan, ikinci eksen

(2.2.4)

dogrusundan olussun. h birim dual vektriinin spacelike oldugunu kabul edelim. Bu taktirde ¢

birim dual spacelike vektoru Ml tipinden bir timelike regle ylzeye karsilik gelir. Béylece Ug¢

yuzlinin G¢lncl ekseni

(2.2.5)

ISH
1l
N
X
bl

timelike dogrusundan ibaret olur. Ugylizliiniin q,ﬁ,d eksenlerinin C kesisme noktasi ¢
Uzerindedir ve komsu dogurana en kisa uzakliga sahiptir. Bu nokta, timelike regle ylzeyin

bogaz noktasi olarak adlandirilir ve C(¢) noktalarinin geometrik yerine de ylizeyin bogaz ¢izgisi

veya striksiyon ¢izgisi denir. @ dogrusu, bogaz noktasinda ylzeyin ¢ doguranina dik olan

tegetidir. h ise ylzeyin bogaz noktasindaki normalidir. ¢ ve h dan gegen diizleme ylzeyin

asimptotik diizlemi denir [22].
Bu durumda Blaschke tiirev formulleri asagidaki gibi verilmis olur;

' =kph, k=(d.4")

W=k +Ead, A £ £ 8 226
(@.9)

a=kh
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yazilabilir. =W+ =k,g—kd dual vektdrine dual Pfaff vektsrii denir. ¥ =[] P

esitligindeki P dual vektériine de dual pol vektérii denir. Béylece dual Steiner vektéri

J=§w (2.2.7)

ile tanimlanir [22,26].

Eger h=

N||Q£

vektorl timelike olarak kabul edilirse g dual spacelike vektériiniin

cizdigi dual Lorentziyen egri Mf tipinden bir spacelike regle ylzeye karsilik gelir. Bu ylzeyin

Blaschke tlirev formilleri ise

q/ = kﬁ’ El = <q~,’q,>
I =kg+ka, k, :—% (2.2.8)
@' =kh

olarak elde edilir. (2.2.8) denklemlerinden bir {7 = 7 + £ = —k,§ + k,@ dual vektori igin

G =wxq, W =yxh, @=yxa

yazilabilir. =y +&§ =—k,G+kd dual vektorine dual Pfaff vektorii denir. ¥ = || P

esitligindeki P dual vektdrine de dual pol vektérii denir. Béylece dual Steiner vektoéri

J=§w (2.2.9)

ile tanimlanir [22,26].
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. BOLUM
DUAL LORENTZIYEN UZAYDA BiR PARAMETRELI KURESEL HAREKETLER

3.1. Bir Parametreli Dual Hiperbolik Kiiresel Hareketler

R} de sabit ve hareketli sistemler, sirasiyla, L, ve L,; bu sistemlerin ortonormal
koordinat sistemleri de {O';t}f,ﬁf,ﬁf} ve {O;t]m,ﬁm,ﬁm} olsun. L,/L, hareketini
incelemek icin, L, izafi uzayin gatisi olan {Q;(j,ﬁ,d} ortonormal izafi koordinat sistemini
alalim. Lorentziyen uzaylardaki transfer prensibine gére, ayni O merkezli X,,X, ve X, birim
dual hiperbolik kirelerin noktalari {O;tj,ﬁ,d}, {O;df,ﬁf,df} ve {O;tjm,ﬁm,dm} dual

ortogonal sistemleri ile ifade edilebilir. Béylece L,/ L,, L,/ L, ve L,/ L, hareketleri, sirasiyla,

1-parametreli X, /X,, X /X, ve X, /X, dual hiperbolik kiiresel hareketler olarak géz 6niine
alinabilir. Dual Lorentziyen anlamda ortogonal déniistim ile birinden digerine gegilebilir.

A, ve A, matrisleri 3x3 tipinde Lorentziyen anlamda dual ortogonal matrisler

olmak Gzere,
L= AfZZ’ =A%
yazilabilir, burada
Y =\h|X,= hf , X,=|h,
a df a,

dual stitun matrisleridir. A, ve A, , Lorentziyen anlamda dual ortogonal matrislerin elemanlari,

t =t+&t" dual parametresinin yeteri kadar tiirevienebilen fonksiyonlaridir. Burada dual
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Lorentziyen uzayda 1-parametreli hiperbolik kiiresel hareketler inceleneceginden ¢ =0

alinacaktir.
Y, vektodrlerinin X, sabit ve X, hareketli birim dual hiperbolik kirelerine gére

diferansiyellerine bakilirsa

dX,, =dA X, =dA, (Af)"lZl, dy, =dA Y, =dA (A )L,

Im

dir.
- . - .
Q,=dA(A;), L,=dA(A,)

olarak segilirse

dq, 0 9, -9,|4¢ dq, 0o 9, -Q, |4,
dh, |=| Q;, 0 -Q | h |ve|dh,|=|Q, 0 -Q, |bh, (3.1.1)
di, | |-Q,, &, 0 |a da,| |-Q,, €, 0 |a,

olur. Burada f)f:dAf(Af)_l, Q =dA (A)" matrisleri Lorentziyen anlamda anti-

simetrik matrislerdir.

Y,/¥, hareketi boyunca X, birim dual hiperbolik kiresinin, koordinatlari

X, =X, +&X; (1<i<3) olan noktasinin hiz vektdru,

13

=0OxX (3.1.2)

=&

seklinde olup, burada D=w+ew vektdri Y. /X, 1-parametreli dual hiperbolik kiresel
hareketin dual hiperbolik Pfaff vektdri olarak adlandirilir. X, /Y, 1-parametreli dual hiperbolik
kiresel hareketin dual hiperbolik Pfaff vektéri ¢ aninda ]R? uzay egrilerinin diferansiyel

geometrisinde Darboux vektdriine benzerdir. D nn @ reel ve @ dual kisimlar dual

hiperbolik ddnme hareketine karsilik gelen L,/ L, hiperbolik kiiresel hareketinin, sirasiyla, ani
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dénme ve ani o6teleme Pfaff vektdrlerine karsilik gelirler. Hé”:s‘z=a}+ea;* dual sayisl,

X, /X, 1-parametreli dual hiperbolik kiresel hareketin dual agisal hizidir.

0 Q, -Q, Q,
Q=1 Q, 0 -Q|o|Q =0 (3.1.3)
-0, 9 0 Q

2

w

olarak alalim. Buradaki matris dual Lorentziyen anlamda anti-simetrik matristir [13].

Teorem 3.1.1. X./X, 1-parametreli dual hiperbolik kiresel hareketi icin asagidaki durumlar

saglanir.

(i) f)m (t)=A""A" ile belirli 3x3 tipinde dual Lorentziyen anlamda anti-simetrik
matris hareketli pol egrisi olarak adlandirilir.

(i) !}f(t):A'A_1 ile belirli 3x3 tipinde dual Lorentziyen anlamda anti-simetrik
matris sabit pol egrisi olarak adlandirilir.

(iii) Hareketli ve sabit pol egrileri arasinda f)f (t) :adA(t)f)m (t) bagintisi vardir.
Burada adAQ, = AQ, A di.

Q1)
2. 0]

(iv) qf (1) :Hgﬁ ve g, (1) = (3.1.4)

birim dual vektérleri sirasiyla, X, /X, 1-parametreli dual hiperbolik kiiresel hareketin sabit ve

hareketli eksen ylzeyleri olarak adlandirilir.

dq dq
D o, Y
dt dt

da ~
(v) M _ adA =A ad,, A™' bagintisi vardir [4].
dt dt

X, /X, 1-parametreli dual hiperbolik kiiresel hareket boyunca

teR—gq,(t)ek, (3.1.5)
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diferansiyellenebilir egrisi, diiz dogrularin diferansiyellenebilir bir ailesini veya hareketli eksen
yUzeyini gbsterir. Bu egri boyunca hareketli ortonormal cati;

-1

, d, =4, x<h (3.1.6)

m

g, =4, () (tmelike), h, =(d‘1_mj
dt

dq,
dt

ile verilir. Bu cati, Blaschke ¢atisi olarak adlandirilir. Bu ¢ati elemanlarina karsilik gelen dogrular

4, =4, (t) eksen ylzeyinin bogaz noktasinda kesisirler. @, ve h, , siraswyla, ¢, =¢,, (1)
timelike regle ylizeyinin merkez tegeti ve merkez normali olarak bilinir. X" birim dual hiperbolik

~m,dm} olsun. Béylece X" / X, hareketi

klresinin Ureteglerinin ciimlesi {o;qm Jh

dqm 0 1m qm
dhm =k, 0 k,,, n (3.1.7)
ddm 0 _I;Zm 0 dm
ile tanimlanir. Burada
~ 2~
. det Nm,%,d >
- . _|ldq,| + . dt  dt
k, =k, +¢&k,, = e =k,, +&k,, = Elz (3.1.8)

dual fonksiyonlari hareketli eksen yizeyinin Blaschke invaryantlari olarak adlandiriir. Bogaz
gizgisi

ac" -, T ~

ile verilir. Bu takdirde (3.1.8) de verilen dual fonksiyonlar

k =k +éesinhc , k

im = Kim . =k, +&cosho, (3.1.9)

2m 2m

seklinde verilebilir. Burada &, acisi, bodaz cizgisinden ¢, (f) Urete¢ dogrusunun sapma

miktarini élger. Hareketli timelike eksen ylizeyinin dagilma parametresi
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p) _ﬂ_ sinhG,
k

3.1.10
"= ( )

1m 1m

seklindedir.

X, /X, 1-parametreli dual hiperbolik kiiresel hareketi boyunca ani vida ekseni, sabit

dual hiperbolik kiresi X, kiresi tizerinde ani vida ekseni sabit eksen ylizeyini Uretir. Buradaki

eksen ylzeyindeki Blaschke catisi
~ ~ -1
dq, (1) \|dq y
—L =L » Ay =—(q, ><hf (3.1.11)

dt dt

G, =q,(t) (timelike), h, =(

ile verilir. Zlf birim dual hiperbolik kiresinin Ureteglerinin climlesi {O;qfﬁf,df} olsun.

Boylece X/ /X, hareketi

dqf 0 klf 0 tif
dhf = klf 0 sz hf (3.1.12)
ddf 0 —sz 0 df
ile verilir. Burada
dg, d*q

~ aei| g, e U
_ . dqf _ . dr dt
klf k1f+€k1f_ 7, 2f =k2f+€k2f= Ez (3.1.13)

1f

dual fonksiyonlari sabit eksen ylizeyinin Blaschke invaryantlari olarak adlandirilir. Bogaz gizgisi

ile verilir. Bdéylece (3.1.9) denklemine benzer sekilde

ki, =k +esinho,, k, =k, +€cosho, (3.1.14)

seklinde verilebilir [26]. Burada o_'f acisl, bogaz cizgisinden éf (t) Ureteg dogrusunun sapma

miktarini élger. Sabit timelike eksen yiizeyinin dagiima parametresi
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K,

sinh o,
A = /

"k, K,

seklindedir.

Teorem 3.1.2. Timelike eksen ylzeylerinin Blaschke invaryantlari igin

ki =k ky, =k, = HQH

dir.

ispat. Denklem (2.1.7), (2.1.12) ve Teorem 2.1.1 in (v) sikkindan

di, ;Y _;;

d[ 1m""m > dt 15 f

dir. Buradan, i¢ carpim adA altinda invaryant oldugundan

_, di, dg i i iodi\ -
k2 =G A (i D qaan Do) = (Y. W) >
dt dt dt dt dt dt

yazilabilir. k,,, >0, k,, >0 oldugundan k =I;1f bulunur. Simdi,

1m 1m

d~ ~
e T (%j
dt dt

denkleminden adA lineer oldugundan

ki h, =adA(k,h,) = h, =adA(h,)

bulunur. Son denklemin tirevi alinirsa, Teorem 3.1.1 in (iii) sikkindan

(3.1.15)

(3.1.16)
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-1 ~
dA h, A"+ Ah, dA A d g

dh s
_f :i(AhmA‘l) ==
dt dt dt dt

dt

-1 r
_ A Ah, A"+ Ah, A" A d;‘t + adA(dh’” ]

t —_— — dt

S dh,
:gfhf—hfgfmdA( d[ ]

iy dh
=-0.a, +adA| —
s [ dt J

bulunur. (3.1.7) ve (3.1.12) denklemleri bu denklemde yerine yazilirsa
lftif + sz ~f = —.Qfdf +adAk,.q, +k,a,)

kG, +k, G, =—Q,d, +k, adAq, +k,, adAd,,

ki q; +k2faf =-0Q.a, +k1qu +k,,a,

ve

k=Ko =[€] (3.1.17)
bulunur. Bu teoremin sonucu olarak asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.1.1. Herhangi bir ¢ aninda, X, /X, 1-parametreli dual hiperbolik kiiresel harekette

hareketli pol egrisi ani vida ekseni boyunca sabit pol egrisine birinci mertebeden deger. Timelike
eksen ylzeylerinin ortak dagilma parametresi

k,

=L 3.1.18
A ( )

seklindedir.

Y., birim dual hiperbolik kiresinin treteglerinin ctimlesi {O;Q(Iimelike),ﬁ,d} olsun.

Bu sistemde da(t)=a(t)+ea’(t), ¢) ve §(t+dr) nin ortak dikmesi ve
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ait)y=a(t)+é&a (1) :—tixﬁ olarak tanimlanir. Bu gati izafi cati olarak adlandirilir. (j,ﬁ ve a,
Lorentziyen uzayda ortogonal dogrulara karsilik gelirler. Bunlarin kesistigi nokta, hareketli ve
sabit timelike eksen ylUzeylerinin bodaz noktasidir. h ve a, siraslyla, bogaz noktasinda
timelike eksen ylizeyinin merkez normal ve merkez tegetidir. Boylece, X, /X, ve X, /X, 1-

parametreli dual hiperbolik kiresel hareketlerin tirev denklemleri, sirasiyla,

n g 0 k 0
7‘5 =CcM§(n), §n=|k|, can=|k 0o L, (3.1.19)
" a 0 -k, O
ve
i g 0 k 0
7‘5 =C(MH§®), §n=|h|, cH)=k 0 &k, (3.1.20)
! a 0 —k, O
dir. Burada,
k =k +ek, ky, =k, +&ky,, k,, =k, +¢k;, (3.1.21)

X, /X, 1-parametreli dual hiperbolik kiiresel hareketin Blaschke invaryantlaridir.

3.1.1. Hiperbolik Kiresel Harekette Eksen Yiizeyleri ile Birlestirilmis Bir Timelike Regle
Yiizeye Blaschke Yaklasimi

Bu kesimde, pol egrilerinin Blaschke invaryantlari verilecektir ve bunlarin geometrik
ve kinematik manalari incelenecektir. Bu inceleme igin koordinatlari X, = x, +&x; (1<i<3)

olan birim dual hiperbolik kire Gzerinde

X +X]+X:=-1, X=X"§g X-= (3.1.22)

RIS

w

sartini saglayan X timelike vektérind ele alalim.
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Eger X, t nin bir fonksiyonu ise X, hareketli birim dual hiperbolik kiresine gére ¢

aninda X timelike vektdrinin hizi

ax
dt

. i
USSP G | (3.1.23)
dt dt

m m

olur. Benzer sekilde, X, t nin bir fonksiyonu ise X, sabit birim dual hiperbolik kiresine gére ¢

aninda )2 timelike vektdrinin hizi

- - _
ax| _dx i xr % (3.1.24)
dt|, dt dt|,

f
ile verlir. (3.1.19) ve (3.1.20) denklemlerinden
v v T
Xl _[9X %o | (3.1.25)
dr| dt

ve
v T
Xl _[4X L %y | (3.1.26)
dt ; dt

bulunur. X vektori, Y., hareketli birim dual hiperbolik kiiresine sabitlenirse, bu taktirde tirevi

ﬁ =0 dir[15]. Yani,

dt |

dX dX,| dX,| ax,| 0 ko o)
_ 1 2 3 Y Y VY 7 7 A

| - {dt Bl :|+[X1,X2»X3] /;1 —1?0 kz)m Z ,
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ax
dt

dx,
dt

m

}z
m

Ya+(dx, + x.k, — x.k,, )"
+(dx, + x,k,, Ya+ €[(x,k,,, + x,k,, +dx;)a+ (dx, + x,k,, )a" 1=0

- }?3];2m ]’; + (}?2]?2)71 +

_[4X,
. dt

= (dx, + x,k))q + €l(dx; + x,k; + k) g+ (dx, + x,k,)q" ]

o —|. (- dX
+X2kqu+(X1kl+7t2

m

+(dx, + x,k, — x5k, Yh+ €[(x.k, + x 'k, + dx, — x;k,, — x3k,,,

ve

dX > 1 * * *

d_tl =—X,k, = dx, +&x; =—(x, +&x, )k, + €k;)

d}? > 1 —— * B3 * * *
dtz =Xk, — Xk, = dx, + €x; = (x; + €x;)(k,,, + €k;, ) — (x, + €x; ) (k, + €k;)

dX x> 1 * * *
dt3 =-X,k,, = dx, +ex; =—(x, +ex;)(k,, + €k, )

=dx, =-x,p . dx; =—(x,k +x3k))

= dx, = x;k,, —xk, , dx, =xk,, +xk,, —xky, —xk

= de = _x2k2m > dx; = _XZk;m - x;kZm

bulunur. Benzer sekilde, X vektorii Y., sabit birim dual hiperbolik kiresine sabitlenirse, bu

=0 dir [15]. Yani,

o dX
taktirde tlirevi —
dt p

dx dx,| dx,| dX 0 k0
aa | _ X1| ’ Xz| i 3| +|:X1’}?2’Y3J ];1 0 ];2f h
dt dt | dt | dt | — .
f f f f 0 _sz 0 a
ﬂ=&+}?l?q+)?lg+& _XE, |+ X+ g
2 11 3™ f 272 f
dt |, t, dt |, dt |,

= (dx, + x,k,)q + €[(dx] + x,k; +x,k,)q + (dx, + x,k,)q, ]
+(dx, + x,k, — x5k, b+ E[(x k] +xik, +dx, — x;k, , — x.k, b+ (dx, + x,k = x,k, ']

+(dxy + x,)k, a+ 8[(x2k;f + x;sz +dx;)a+ (dx, + Xk, , )a'1=0

ve
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}? v 7. * * *
% =—X,k, = dx, +ex; =—(x, +&x, )k, + €k;)
r,
f
dyz v 7. v 7. # # # # #
i Xk, — Xk, = dx, + €x, = (x, + €x;)(k, , + €k, ) — (x + €x )k, + €k))
t |, ’ ’
f
d}?3 I 1 * * *
ralie -X,k,, = dxy+Exy =—(x, +€x,)(k,, + €k, )
t |,
f
= dx, =—x,p Jdx; =—(x,k +x,k,)
= dx, = x;k,, —xk, Jdx, = x.k , + x5k, — Xk = Xk,
= dx; =—x,k,, Jdxy =—x,ky, = %k,
bulunur.

Simdi, X vektértnin X, hareketli birim dual hiperbolik kiiresine gére sabit oldugunu

kabul edilsin ve X, sabit birim dual hiperbolik kiiresine gére hiz vektérini hesaplayalim:

%: X" (C(F)-C(M)§ (3.1.27)

olup
C(R)=C(F)-C(M) (3.1.28)

olarak ele alalim. Bdylece (3.1.27) denklemi
% =X"(C(R))§ (3.1.29)

seklinde yazilabilir. (3.1.29) ifadesi X timelike vektdriinin Y., birim dual hiperbolik kiresine

godre hizidir, bu hiza siriiklenme hizi denir. Bdylece

Il
—
Lol
><|
(i8]
Kol
[
(@)
(e}
|
|
S

dt _ _ kZm - sz
0 —(k,, —k,,) 0

M
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%:[_23@'"_Ezf)]’;+[yz(’?2m_’;zfﬂd (3.1.30)

bulunur. C(R) Lorentziyen anlamda anti-simetrik matris oldugundan

C(R) +C(R)=0 (3.1.31)
seklindedir.

C(R)X =D xX (3.1.32)

olacak sekilde D, =d +&d” dual vektorii vardir.

Boylece, (3.1.29) denklemi

=D xX, D =D,-D, =-Qg (3.1.33)

r f m

seklinde yazilabilir. Burada HQH:ﬁ:w+ga)* dir.  Boylece, (3.1.17) ve (3.1.33)

denklemlerinden

= = (-X.Qh+(X,Q)i (3.1.34)

IX (B, x XY =(-Dgx Ky
dt
=(-QGxX)—-(QFx X )—(Q¢'xX")
= (—QGx(X,G+ X, h+ X,0)— (Qkh)x (X, G+ X,h+ X @) - (Q§'x (—QGx X))
= (—QGx(X,§+ X, h+ X,@))— (Qkh)x (X G+ X,h+ X @))
—(QF'x(-QGx (X G+ X, h+ X ,d))



31

veya

bulunur.

Reel kisim @ ve dual kism @", hareketli timelike eksen yiizeyi ortak bir ana dogru
boyunca yuvarlanma ve kayma yaparken, sirasiyla, ddnme ve 6teleme hareketlerine karsilik
gelir. Bdylece asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.1.2. Herhangi bir ¢ aninda X, /Y, 1-parametreli hiperbolik kiiresel hareketinde, pol

egrilerine karsilik gelen eksen yiizeylerinin dagiima parametresi A sifirdan farkli iken hareketin

adimi

a)*
h:—:
@

ky,, =k, _2 cothG, —coth &, (5.1.36)
k2m 2f

—k,, coth @, —coth éf

0, bogaz agllar, 8,,8, eksen ylizeylerinin dénmesiyle olusan yonli

ile verilir. Burada O 7 On

f’

koninin tepe agilaridir.

3.1.2. Hiperbolik Kiiresel Harekette Dogru Kompleksi

X timelike dogrusu ile Uretilen timelike regle yiizeyi inceleyelim. X, birim dual
hiperbolik kure Gzerinde X(t) egrisi boyunca hareketli bir ¢ati tanimlayalim. Bu egri, L, sabit

Lorentziyen uzayda bir timelike regle yiuzeye karsilik gelir. X(t) egrisi boyunca Blaschke ¢atisi

asagidaki gibi tanimlanir:

E=X=Xg+X,h+Xd, (time) (3.1.37)
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i (3.1.38)
X>+X;

i, :—(sz@:{@q@zmmme

X+ X:

e o ==
E3:_{(1+X1)q+X1X2h+X1X3aJ (3.1.39)

\/)?22+)?32

E'l birim dual timelike vektérl Rf Lorentziyen gizgiler uzayinda bir yonli timelike

dogrusuna karsilik gelirken, EZ,E3 birim dual spacelike vektorleri de ]Rf gizgiler uzayinda

spacelike dogrularina karsilik gelirler. Bu noktalarin kesigimi

X timelike ana dogrusunun
bogaz noktasidir. Boéylece Blaschke catisi,

d El 0 ];lx 0 El
o E,|=|k, 0 L, |E, (3.1.40)
E3 0 _sz 0 E3
ile verilir. Burada,
_ P e —
kl.x:klx+gkix:‘6ld_t :Q X22+X32’
o _ (3.1.41)
T * 5 ,5 " raS’d k X
k, =k, + kzx:w(X——XzX):QXl"' —zlx 3—2
(k) X, +X;

Blaschke invaryantlaridir.

X timelike dogdrusu ile Uretilen timelike regle ylzeyin dagilma parametresi
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7% * * 2 2
1 = ]ilx _ X% X0+ h(x; +x3) (3.1.42)

X 2 2
(x5 +x7)

=

X

ile verilir. (3.1.42) denklemi, hareketli eksen ylzeylerinin timelike dogrularinin Grettigi timelike
regle ylzeylerin ayni dagilma parametresine sahip oldugu durumlarda kullanilabilir. Dogrularin
bu ailesi dogru kompleksi olarak adlandirilir ve

0,0 +x,0 +(h=A)(x; +x3) =0 (3.1.43)

denklemi ile gosterilir. Bu denklem kuadratik dogru kompleksidir. Sonug¢ olarak asagidaki

teorem verilebilir.

Teorem 3.1.3. X, /X, 1-parametreli dual hiperbolik kiiresel harekete karsilik gelen hareketli

eksen yiizeylerinin timelike dogrularinin bir climlesini g6z énlne alalim. Bu dogrular, L, sabit

Lorentziyen uzayinda ayni dagilma parametresine sahip timelike regle yiizeylerin Uretegleri
olsunlar. Béylece dogrularin bu ciimlesi kuadratik dogru kompleksi olusturur.

X timelike dogrusu tizerinde keyfi bir noktanin konumu p(x, y,z) olsun. Boylece

x'=pxx,
e, —-é, —e,
(xl,xzax3)= X y Z =(yx3_z‘x2’xx3_z‘xl’yxl_xx2)
XN “
dan
X =X Y= X2 Xy =X X—XZ, X; =XV —X,X (3.1.44)

bulunur. (3.1.44) denklemi (3.1.43) denkleminde yerine yazilirsa

X, (6,x = x,2) + 2, (5 y — x,x) + (h—A)(x +x7) =0,

%Y= xx,2+(h=A)(x; +x) =0 (3.1.45)
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bulunur. Bu denklem, hareketli eksen ylzeyinin X timelike dogrularina karsilik gelen ayni
dagilma parametresine sahip bir dizlemde yatan timelike regle ylzeylerin, X, /X, 1-
parametreli hiperbolik kiiresel hareketinin ani vida eksenine paralel oldugunu verir.

(3.1.45) denklemi igin iki farkli durum séz konusudur: /1X =h olmasi durumunda
dagiima parametresi, ani vida ekseni boyunca dizlemdeki dogrular ile baglantilidir. lx =0

olmasi durumunda
XY= XX,z +h(x; +x)=0

hareketli eksen yiizeyinin X timelike dogrusunun bir agilabilir regle ylzey Uretmesi demektir.
Bu durumda, X Urete¢ dogrusu ve komsu X(t+dt) dogrusu, regle ylzeyin doéndugl

noktalarin teget dogrularidir. Boylece asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.1.4. Y,/X, 1-parametreli hiperbolik kiresel hareketi boyunca, karsilik gelen

hareketli eksen ylizeyinin dogrulari L, uzayinda agilabilir regle ylzey Uretir. Bu dogrular 6zel
bir dogru kompleksinde igerilirler.
l?lx =k, +é&k ve IFZX =k, +¢&k,. Blaschke invaryantlari Blaschke gatsinin

kinematik yorumunu verir. Simdi
E, (3.1.46)

biciminde tanimlanan dual vektérinid alalim bu vektdr dual hiperbolik pfaff vektdri olarak bilinir.

HD~H = «/Ei —l?zzx =0, +Ew,, E‘I timelike vektoriinin dual agisal hizidir. Burada,

_ 2 2
a)x - ‘klx _k2x , @ 5 5
‘klx _kZ)c

(3.1.47)

X

reel ve dual kisimlari, sirasiyla, E, timelike vektdrinin dénme ve 6teleme acisal hizlaridir.

Dual hiperbolik pfaff vektérii boyunca E, timelike vektoériinin adimi
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h, =— (3.1.48)
a)x klzx_kZZX
dir. Buna goére;
~ D, —k,E,~kE
U=—*= k“_’ — (3.1.49)
H x kli_kZZx

birim dual timelike vektor(, U Blaschke ¢atisinda E1 timelike dogrusunun hareketinin Disteli
eksenidir. (3.1.49) denkleminden Disteli ekseni X:X(t) timelike regle ylzeyinin teget
dizlemine paraleldir ve E2 spacelike merkez normaline diktir. Béylece X, /X, 1-parametreli

hiperbolik kiiresel hareketin ani vida ekseni ve Disteli ekseni, E1E3 dizlemi ile X, birim dual
hiperbolik klresinin kesisimi ile belirlenen bir tek biytk dual hiperbolik ¢gember lizerinde yatar.

A=0+&d", Disteli ekseni ve X timelike dogrusu arasindaki dual hiperbolik agi ise
U =—-coshAE, —sinhAE, (3.1.50)

yazilabilir. A=J+&3d" dual hiperbolik kiiresel egrilik yarigapidir. (3.1.50) denkleminin tiirevi

alinirsa

U’ =—sinhAE,A’'—coshAE, —coshAE,A" —sinhAE,
U’=(—sinhAE, —cosh AE,)A —cosh A(k, E,) —sinh A(-k, .E,)
U=

(—sinhA E, —cosh A E,)A"+ (k,, sinh A—k, coshA)E, (3.1.51)

elde edilir. Boéylece

==~

cothA ==% (3.1.52)

1x

bl

bulunur. Bu denklem dual hiperbolik kiiresel egrilik p ve dual hiperbolik kiiresel egrilik yarigap!

arasindaki bagintinin

pP=p+& =cothA (3.1.53)

bigiminde oldugunu verir.
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3.1.3. Hiperbolik Kiiresel Harekette Dogru Yoriingeleri ve Disteli Formiilii

Bu kesimde dual Lorentziyen uzayda dual hiperbolik agi vasitasiyla Euler form0li ve

Disteli formdltini elde etmek igin bir metot verilmistir. Hareketli L, Lorentziyen uzayda ydnli bir
timelike dogrunun, sabit L, Lorentziyen uzayda verilen timelike dogru ile sabit hiperbolik agi
yaptigini kabul edelim. Bundan dolayr X, /X, 1-parametreli hiperbolik kiresel hareketinin

sabitlenmis X timelike dogrusunun dogrultusunu belirlemek icin 6 =0+¢e0" dual hiperbolik

acisinive @ =@+ &£ dual merkez agisini alalim. X birim oldugundan X nin bilegenleri

X =cosh@G+sinh@L, L =cosph+sinpa (3.1.54)

olarak yazilabilir.

> Space

Sekil 3.1.1. £, /X, 1-parametreli hiperbolik kiiresel hareketinin sabitienmis X timelike

dogrusu

0 =60+¢€0° dual hiperbolik acisi X, /X, 1-parametreli hiperbolik kiresel

hareketinin ani vida eksenine gére X nin konumunu tanimlar.
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. X

q (time)

F -
E

L ;

1 &

/

/
P L
? -

» d(space)

%

h (space)
Sekil 3.1.2. ¢ nin timelike olmasi durumunda hareketli timelike dogru X vebu dogrunun

Disteli ekseni U

Koordinatlarin cimlesinin bir benzeri, f =, aninda, X= X(t) timelike yizeyinin U
timelike ekseninin belirlenmesinde kullanilabilir. E’Z merkez normal oldugundan Disteli
eksenine diktir. Bu, L,/ L, 1-parametreli uzaysal hareketinin ani vida ekseni etrafinda ayni @

dual merkez agisi ile belirlenir. Ani vida ekseni ile tanimlanan 6_[ =6+ &6, dual hiperbolik agi

ile
U =cosh 8. G +sinh @, cos P h+sinh §_sin pa (3.1.55)
timelike vektori yazilabilir. (3.1.54) ve (3.1.55) denklemlerinden

<X,lj> =—cosh &, cosh @ +sinh 8. sinh  cos’ @+sinh @, sinh & sin” @
=—cosh @, cosh @ +sinh @, sinh @

X,U)=-cosh(6.—0) (3.1.56)
(X.0) c

bulunur. Burada, U timelike Disteli ekseni oldugundan (50 -0), t =t, da ikinci mertebeden

sabit kalir. Yani,
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4@.-6) =0, 4au =0 (3.1.57)
dt =ty dt =
ve
2/n _ n 277
d (0"‘2 9) =0, d 12] =0 (3.1.58)
dt — dt -
olur. (3.1.56) denkleminin tirevinden,
d_X’ [j + ~’ d_U =0
dt dt
ve (3.1.57) denkleminden
<d—X,l7>:0 (3.1.59)
dt
bulunur. (3.1.59) denkleminin tlrevi alinirsa
o - -
EX g\, (4K U\
dt dt  dt
veya
e
<d i(,ﬁ>:0 (3.1.60)
dt
bulunur.
dX

I = Qsinh @ cos @ — Qsinh O sin @ﬂ
U = cosh 8 ¢ +sinh @, cos @h +sinh 8. sin @

vektdrlerinin i¢ garpimi,
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<ﬁ’ lj>:—§_2sinh§sin(5sinh56 cos @+ ﬁsinhécos@sinhé sing =0

dt
olur. Ayrica,
X = o, =, oo
o =(D,xX) =-Q'gx(cosh8q +sinh & cos @h + sinh 8 sin pa)
—Qaﬁx(cosh§d+sinh§ cos¢ﬁ+sinh9_ sin @a)
+ Q%G x (g x(cosh 8 +sinh @ cos Ph +sinh 8 sin Pa))
D I S
e = (—Qk, sinh @ cos @)g + (—€2"sinh @ sin ¢ — Q" sinh & cos )k

+(Q'sinh 8 cos @ — Qk, cosh @ — Q7 sinh 8 sin P)@
oldugundan (3.1.60) esitligi
.

<d_XU> -

dt

((—K_ZI;l sinh @ cos 0)q + (—-Q'sinh @ sin 0— Q’sinh 8 cos (B)I;

+(Q'sinh @ cos @ — Qk, cosh & —Q” sinh 8 sin §)d),

(cosh 8.g +sinh @, cos ph + sinh 8. sin Pa)
= Qk, sinh @ sin @ cosh §. —Q'sinh @ sin @sinh . cos @ — Q7 sinh @ cos” Psinh 6.
+Q'sinh @ cos @sinh 8, sin @ — Qk, cosh @ sinh @_ sin @ — Q” sinh & sin” Psinh §, =0
demektir. Buradan

Qk, sin @(sinh @ cosh @, —cosh & sinh 8,) —Q” sinh @ sinh §, =0

Bu denklemin her iki tarafi sinh &, sinh @ ile boluntirse

(coth 6_[ —coth g)sinaz (3.1.61)

kalllFe]
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elde edilir. (3.1.61) denklemi dual hiperbolik kiiresel hareketin Euler-Savary formaltdar. (3.1.53)

denkleminde p =coth A oldugundan Euler-Savary denklemi

(cothé —coth9) sin@ =p (3.1.62)
formunda yazilir. Burada
kl

$or _Kom (3.1.63)
1 kl

(8.1.62) denkleminin reel ve dual kisimlari
(coth@. —coth@)sinp = p (3.1.64)

ve

* *

coth@. —coth &)@ cos p— c
( ¢ ¢ cosg (sinhzﬁc sinh’6

]sin(p:p* (3.1.65)

ile verilir [28]. (3.1.64) Lorentziyen Euler-Savary denklemi (3.1.65) denklemi ile birlikte Dual
hiperbolik hareketinin eksen yizeylerinin Disteli formill olarak adlandirilir. (3.1.64) denklemi
Lorentziyen uzayda reel hiperbolik kiresel hareketin eksen yuzeyleri igin Euler-Savary
formludir. (8.1.65) denklemini daha basit hale indirgemek igin (3.1.64) denklemi kullanilirsa

* *

PP’ cot go—( % jsin p=p" (3.1.66)

sinh’ @, sinh> 6

bulunur. 6. ve @ bilindiginde (3.1.64) denkleminden @ ve (3.1.65) denkleminden &°

bulunubilir. Tersine & ve " bilindiginde 6, ve €. belirlenebilir.
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3.1.4. Dual Hiperbolik Aci Yaklasimiyla Lorentziyen Disteli Ekseninin incelenmesi

Bu kesimde, dual hiperbolik ag! yaklagsimiyla Lorentziyen Disteli ekseninin yeni bir

karakteristik 6zelligi incelenecektir: X timelike dogrusu ile U timelike disteli ekseni

arasindaki agl ve I~ bunlar arasindaki en kisa uzaklik olmak iizere, W =y + &y =0 -0

dual hiperbolik agisi (3.1.56) esitliginden
—arccosh(<)2,lj>) =y (3.1.67)

bigiminde yazilabilir. Bu baginti, birim dual hiperbolik kiire Gzerindeki noktalar igin bir metrik

tanimlar. X, /X, 1-parametreli hiperbolik kiresel hareketi boyunca bu dual hiperbolik agi

degisir. dS dual yay elementine gore (3.1.67) nin trevi alinirsa

@:—<_X;ﬁ2> (3.1.68)
o J(xo) -

elde edilir. Boylece,
Y0 (-X0)=00T LU < U=AN+45 (3.1.69)

bulunur.
Burada Lorentziyen uzayda transfer prensibini uygularsak sonug¢ olarak asagidaki
teorem elde edilir:

Teorem 3.1.6. X, /X, 1-parametreli hiperbolik kiiresel hareketi igin, X yonll timelike dogrusu

ve bunun timelike U Disteli ekseni arasindaki dual hiperbolik agi ve en kisa uzakliginin birinci

tdrevinin sifir olmasi, X dogrusu igin ve U Disteli ekseninin, ani dénme ekseni ile lineer
bagimli olmasi igin bir karakteristiktir. Béyle dogrular arasindaki dual hiperbolik agi ve en kisa
uzaklik birinci yaklagimda invaryanttir.

Benzer sekilde (3.1.68) denkleminin tiirevi alinirsa
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'y
(3.1.70)
as’ ((%.0)) -1
ve
W LY s (-X0)=(-%"0)=0
N <(AN+K2B),KN> =0
=U=AB
den
(0,0)=-1= 4, =-1
bulunur. Béylece,
%:flg‘fzo@ﬁ:—é (3.1.71)

elde edilir. Lorentziyen uzayda transfer prensibi uygulanirsa asagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 3.1.7. X, /X, 1-parametreli hiperbolik kiresel hareketi igin X yonlu timelike dogrusu

ve bunun U Disteli ekseni arasindaki dual hiperbolik a¢i ve en kisa uzakhiginin birinci ve ikinci
tiirevlerinin sifir olmasi karakteristiktir ve B — —U karsilik gelir ve B vekibril X(t) timelike

regle ylzeyinin Disteli eksenidir.
(3.1.70) denkleminin tirevi alinirsa
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(3.1.72)

_U,(K'N’+/(N’)>:o
sU=-B, <—U,(K’N+K(K’f+fl§)>:0
sU=-B, xT=0sU=-B,7=0(x%0)

bulunur. Lorentziyen uzayda transfer prensibi uygulanirsa asagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 3.1.8. X, /X, 1-parametreli hiperbolik kiiresel hareketi igin X yonll timelike dogrusu
ve bunun U Disteli ekseni arasindaki hiperbolik agl ve en kisa uzakhginin birinci, ikinci ve
dgancd tdrevinin sifir olmasi, burulma dogru konguransinin dogrularini karakterize eder. Burada
lj', X timelike regle ylzeyinin Disteli eksenidir.

7 =0 oldugundan, Disteli ekseni ikinci mertebeden sabitlenir ve timelike X(t) regle

ylzeyinin Urete¢ dogrusu sabit adimla hareket eder.
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3.1.5. Ornek

Bu kesimde, ilk olarak, X, /X, 1-parametreli hiperbolik kiiresel hareketinin ani vida

ekseni icin dual Lorentziyen vektédrler kullanilmistir. X, /X, 1-parametreli hiperbolik kiiresel

hareketi analitik olarak,

X, (0)=A0x,()+m (1) , .i‘m(t)ZA_l(t).f?f t)+m, (1) (3.1.73)

bigciminde tanimlanabilir. Burada JEf, X, , siraslyla, sabit ¢ati ve hareketli gatida bir noktanin

vektorleri ve m ., m, Oteleme vektorleri olup, bunlar t =t+é&t" dual parametresine gore

e
diferansiyellenebilir fonksiyonlardir. Bir parametreli hareket s6z konusu oldugu igin ¢ =0

alinmigtir. Ayrica,

m,=—Am, , m,=—A"m, (3.1.74)

bagintilari mevcuttur ve burada A dual Lorentziyen ortogonal matris olup

-1 0 0
Al=¢eAe; €=|0 1 0 (3.1.75)
0 0 1

sarti saglanir.

X, ve X,,siraslyla, sabit X, ve hareketli X, Lorentz uzaylarinin ortonormal catilarina gére,

ayni X noktasinin konum vektoriini gdsterirler.

%, €X, (¥, =0) noktasinin hizi sabit iken
X, =A%, + A%, +m|=AX, +m, (3.1.76)

olur. (3.1.73) ve (8.1.74) denklemleri (3.1.76) denkleminde yerlerine yazilirsa
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X =AATX, +m,)+,
= A'(A_I)Zf - A‘ln~1f )+ n~1;r
X =AATX + (- AATm ) (3.1.77)
bulunur. A’A™" Lorentziyen anlamda anti-simetrik matris olup,
AA+AATY =0. (3.1.78)

w=A’A"" alinirsa (3.1.78) denklemi

w+a =0 (3.1.79)

seklinde kisitlanabilir. Béylece (3.1.77) denklemi

¥, =0k, + ), - omn,) (3.1.80)
formunda yeniden yazilabilir. Bu denklemin bir sonucu olarak,

Q) =a()+ew (1) (3.1.81)
dual vektori vardir burada,

Ox, =@OXx,;; @ =(m'—wxm). (3.1.82)

Simdi basit bir érnek ile yukaridaki durumlari agiklayalim. X, /X, 1-parametreli hiperbolik

kiresel hareketini incelemek igin

cosh@ —sinh@ O coshg 0 —sinh@
R =|-sinh® coshd 0|, R = 0 1 0 (3.1.83)
0 0 1 —sinh@ 0O cosh@

ve 0=0,6 =¢ =0 olmak iizere,
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cosh’ @ —sinh@ —cosh @sinh @
A=| —sinh@cosh¢ coshg sinh® @ (3.1.84)
—sinh @ 0 cosh @

matrisini ve (€ R olmak Uizere Lorentziyen anlamda anti-simetrik

0 0 Msinh @
m(@p) = 0 0 —cosh @ (3.1.85)
Msinh@  pcosh@ 0

matrisini ele alalim. ¢, g,,, 4, timelike vektrler oldugundan

Mcosh@

m(@)=| #sinh @ (3.1.86)
0

vektdrind alabiliriz. @= A’A™" oldugundan

2cosh@sinhgp  —coshg —cosh® @—sinh’ @ cosh” @ sinh ¢cosh @ sinh @

@(p) =| —cosh’ ¢ —sinh® ¢  sinh @ 2 cosh @sinh ¢ sinh @ cosh ¢ 0
—cosh ¢ 0 sinh @ sinhgpcoshgp  sinh’@  coshe
0 -1 —cosh ¢
(@)= -1 0 sinh @ (3.1.87)

—cosh@ —sinhg 0
Lorentziyen anlamda anti-simetrik matrisi elde edilir. Béylece ddnme hareketinin vektoru
—sinh ¢
w(p)=| —cosh @ (3.1.88)

1

olarak bulunur. (3.1.80) denkleminden 6teleme hareketinin vektorl
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Msinh @ —/sinh @
o (¢)=(m —wxm)=| cosh |—| —gcosh ¢
0 —u
2/sinh @
o (¢)=|2ucoshg (3.1.89)
Y7

olarak bulunur. Béylece, her @ aninda, X,/X, 1-parametreli hiperbolik kiiresel hareketinin

Pfaff vektori

—sinh @+ 2&usinh @
2(p) =o(p)+ew (9)=| —coshp+2&ucoshp (3.1.90)
1+&u
ve Teo. 3.1.1 den sabit eksen yuzeyi
P | —sinh @+ 2&usinh @
q; (@) ==y =—=——=—=| —cosh @+ 2&ucosh ¢ (3.1.91)
B T

olarak bulunur.

Boylece, X, hareketli birim dual hiperbolik kiiresinde hareketli pol egrisi

-1
szdM -M; M =(A+£mA) (3.1.92)
de
ile tanimlanir. Burada
cosh? o+eu(— sinh? ) —sinh @ —sinh @cosh ¢+ £u(sinh ¢ cosh @)
M =| —sinh ¢ cosh ¢ + gu(sinh ¢cosh ¢) cosh @ sinh? Q- &',u(cosh2 )

—sinh ¢ Eu cosh ¢
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olup

0 coshgp 1-¢gu
Q,, =| coshe 0 —sinh @
1-gu sinhg 0

bulunur. Béylece
sinh @
Q (p)=| l-eu (3.1.93)
—cosh @
olur. Hareketli eksen ylizeyi de
sinh @

- 1
‘Im(@:H " =y 1-&u (3.1.94)
—cosh ¢

biciminde elde edilir.

Simdi, t}:tif(go) sabit eksen yuzeyinin Blaschke invaryantlarini hesaplayalim:

X, /X, 1-parametreli hiperbolik kiiresel hareketi i¢in (3.1.91) denkleminden,

Q,(0)=Q4(p); Q=\2-2eu. (3.1.95)

(3.1.95) denkleminin her iki tarafinin @ ye gore turevi alinirsa,

9 b —G+OF
P g+Q4
Q, =Q'G+kQh (3.1.96)

ve tekrar tirev alip (3.1.19) esitligini kullanilirsa
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Q, =Q'G+Q§ +k/Qh+kQh+kQh
= Q"G+ (k) + &k Qh+ k Qh+kQ(k,G +k,

Q" =(Q +k’QG+2kQ +k D+ (kQk, , )a (3.1.97)
bulunur. (3.1.96) ve (3.1.97) denklemlerinin Lorentziyen vektorel carpimi alinirsa

Q,(9)x 2, (p) = Q) x(Q'§+kQh)=—kQ% (3.1.98)
elde edilir. Ayrica,

|2, (0% 2, (@) =~(2, 0.2, @)(2; 0.2, @)+((2, 0.2, @) 3199

ve
. . 2 Nl 2 o
Hgf((p)xg’f((p)u = —(04.04) (0 + k0.0 + ,0h) + (0.0 + K,0h)) =56 (3.1.100)
den
dex(@,.2/.0,)=-(2,x0,.9/) (3.1.101)
det(2,,2,,2,") =k’Qk,, (3.1.102)
bulunur. Diger taraftan (3.1.90) denkleminden,
—cosh @+ 2&ucosh @
Q,(p)=| —sinhp+2¢usinh g (3.1.103)
0

ve
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—sinh @+ 2&usinh @
Q,”(¢)=| —coshp+2¢ucosh g (3.1.104)
0

oldugu gorulir. (3.1.90) ve (3.1.103) denklemlerinden

<!~2f (), f)f’(¢)> = (—sinh ¢ cosh ¢+ sinh ¢ cosh @) + (2 sinh ¢ cosh ¢ + 2 sinh ¢ cosh ¢
—2sinh @ cosh ¢ —2sinh ¢ cosh @)

veya

<.éf(¢),i2f'(¢)> =0 (3.1.105)
bulunur. (3.1.105) nin her iki tarafinin karesi alinirsa

~ ~ 2

(<Qf(¢)),!2f ((p)>) =0 (3.1.106)
elde edilir. Ayrica,

<izf’(go), izf’(¢)> =—cosh® @ +sinh® @+ 2&u(2 cosh® @—2sinh’ @)
dan

<éf’(go),fzf’(¢)>:—1+4gy (3.1.107)

bulunur. (3.1.90), (3.1.106) ve (3.1.107) denklemleri (3.1.105) denkleminde yerlerine yazilirsa,
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—(2-2&u)(—1+4&u) = k*Q*
—(-2+108u) = k,* (4—8&u)
- ’;12 _ 2-10&u _ 1-5¢&u
4-8eu 2-4&u
(2+4en)
2-6&u

(k,+&k')’ =

K2 426k = OH _28“

elde edilir. Son esitlik reel ve dual kisimlarina ayrilirsa,

3\2u

ki =——"— (3.1.108)

s L
NG 4

1

*

, k, y N .
bulunur. (3.1.10) denkleminden A := /lm:/ifz— oldugundan eksen yuzeyinin dagima

1

parametresi

Su (3.1.109)

bulunur. (3.1.91), (3.1.103) ve (3.1.104) denklemleri (3.1.101) denkleminde yerlerine yazilirsa,

El _éz _E3
Q,xQ/ =|-sinhp+2eusinhp —coshp+2eucoshg 1+&u
—cosh@+2&ucoshg —sinh @+ 2&usinh @ 0

‘éf X f)f’ = [(sinh @ + £u(sinh ¢ — 2 sinh @)), (cosh @ + &u(—2 cosh ¢ + cosh @), (1 —4&u)]

ve

<fzfxéf’,i)f”>:—1+3gy (3.1.110)

bulunur. Béylece (3.1.102) ve (3.1.110) denklemlerinden



52

det(2,,2,",2,")=1-3eu=k'Q’%,, (3.1.111)
elde edilir.
1-3&u =
1-3eu= (2-2gu)-\2-2&u -k,,
ve
k. = !

2f

(1- &2 —gu f)

bulunur. Béylece,

k,, =—+&u—— (3.1.112)

elde edilir. (3.1.112) denklemi reel ve dual kisimlarina ayrilirsa,

V2o 32
sz-ZT, sz.:,uT (31113)

bulunur. (3.1.9) denkleminde l?zm —I?zf = f)f oldugundan,

Ezm :(£+€,u 3\/§J+(x/§—ey%j

2 4
32 2
=——+eu—
2 4

olup, reel ve dual kisimlari

k,ng, k;n:ﬂg (3.1.114)

biciminde elde edilir. Bdylece, eksen ylzeylerinin integral invaryantlarinin reel ve dual kisimlari
elde edilmis oldu.
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3.2. Bir Parametreli Dual Lorentziyen Kiiresel Hareketler

]R? de sabit ve hareketli sistemler, sirasiyla, L, ve L;; bu sistemlerin ortonormal
koordinat sistemleri de {O'ﬁf,ﬁf,ﬁf} ve {O;t]m,ﬁm,ﬁm} olsun. L,/L, hareketini
incelemek icin, L, izafi uzayin gatisi olan {Q;(j,ﬁ,d} ortonormal izafi koordinat sistemini
alalim. Lorentziyen uzaylardaki transfer prensibine gore, ayni O merkezli X, ,X, ve X, birim
dual Lorentziyen kiirelerin noktalar {0;d,h~,ii}, {O;Qf,ﬁf,iif} ve {O;Qm,ﬁm,dm} dual

ortogonal sistemleri ile ifade edilebilir. Boylece L,/ L,, L,/ L, ve L,/ L, hareketleri, sirasiyla,

X, /1Y, X, /X, ve X, /X, 1-parametreli dual Lorentziyen kiiresel hareketler olarak g6z dniine
alinabilir. Dual Lorentziyen anlamda ortogonal dénlsim ile birinden digerine gecilebilir.

A, ve A, matrisleri 3X3 tipinde Lorentziyen anlamda dual ortogonal matrisler

olmak lzere,
X = Asz, X, =A%,
yazilabilir, burada
q qf qm
X =\h|,X,= hf , X,=|h,
a a, a,

dual sUtun matrisleridir. Af ve A

,,» Lorentziyen anlamda dual ortogonal matrislerin elemanlar,
t =t+&t" dual parametresinin yeteri kadar tiirevienebilen fonksiyonlaridir. Burada dual

Lorentziyen uzayda 1-parametreli Lorentziyen kiiresel hareketler inceleneceginden t* =0

alinacaktir.
Y, vektorlerinin X, sabit ve X, hareketli birim dual Lorentziyen krelerine gére

diferansiyellerine bakilirsa

d¥, =dAX,=dA, (A, )'Y, dY,, =dA X, =dA (A)'L,
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dir.
N -1 n —1
Qf = dAf (Af) , Q =dA (A)

olarak secilirse

dqf 0 Q3f _g_zzf qf dqm 0 QSm _'(_)‘Zm qm
dh, |=| Q,, 0 -Q |k |ve|dh,|=|Q, 0 -Q,|bh, (3.2.1)
ddf _sz g_zlf 0 df ddm _QZm _lm 0 dm

olur. Burada .f?fszf(Af)"l, Q =dA (A)"' matisleri Lorentziyen anlamda anti-

simetrik matrislerdir.

Y,/X, hareketi boyunca X, birim dual Lorentziyen kiresinin koordinatlari

X, =x,+¢&x; (1<i<3) olan noktasinin hiz vektord,

13

1l
o
X
B

(3.2.2)

s &

seklinde olup, burada D =w+ew vekiori X, /X, 1-parametreli dual Lorentziyen kiresel
hareketin dual Lorentziyen Pfaff vektdri olarak adlandiniir.  X,/X, 1-parametreli dual
Lorentziyen kiresel hareketin dual Lorentziyen Pfaff vektdéri ¢ aninda Rf-uzay egrilerinin

diferansiyel geometrisinde Darboux vektdriine benzerdir. Q nin @ reel ve @ dual kisimlari

dual Lorentziyen dénme hareketine karsilik gelen L,/L, Lorentziyen kiresel hareketinin,
siraslyla, ani dénme ve ani 6teleme Pfaff vektorlerine karsilik gelirler. Q=w+e0' = ”f)” dual

sayisi X, /X, bir parametreli dual Lorentziyen kiresel hareketin dual agisal hizidir.

0 Q, -Q, Q,
Q=1 Q, 0 -Q|=|9, =0 (3.2.3)
-Q, Q 0 Q,

2

w

olarak alalim. Buradaki matris dual Lorentziyen anlamda anti-simetrik matristir.
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3.2.a) a, ve a, Timelike Olmasi Durumunda Bir Parametreli Dual Lorentziyen Kiresel

Hareketler

Y, /X, 1-parametreli dual Lorentziyen kiresel hareket boyunca

teR—gq,(H)elX, (3.2.4)

diferansiyellenebilir egrisi, dogrularin diferansiyellenebilir bir ailesini veya hareketli eksen

yUzeyini gdsterir. Bu egri boyunca hareketli ortonormal ¢atisi;

-1

=g, xh, (timelike) (3.2.5)

L - dq .
=G (), h =|—=m= . a,
q,=4,®) . h, (dtj

44,
dt

ile verilir ve bu g¢ati Blaschke ¢atisi olarak adlandirilir. Bu ¢ati elemanlarina karsilik gelen

dogrular, g, =4,,(t) eksen ylzeyinin bogaz noktasinda kesisirler. @, ve ﬁm, siraslyla,
4, =4q,(t) timelike regle ylizeyinin merkez tegeti ve merkez normali olarak bilinir. X" dual

Lorentziyen birim kiresinin dreteclerinin climlesi {O;tjm,ﬁm,dm} olsun. Bu durumda X" /X,

hareketi

dqm 1m 0 qm
dh, |=|~k, 0 Kk, ||k, (3.2.6)
da,, 0 k&, O |a,
ile tanimlanir. Burada
~ 2 ~
dg de{q'” ’dgtm’ dd;Izm J
klm = klm +8k1m = H d[ 4 2m = kZm +€k2m = ];fn (327)

dual fonksiyonlari hareketli eksen ylizeyinin Blaschke invaryantlari olarak adlandiriir. Bogaz
gizgisi
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dC m

=k .G +k'a
a 2/dm T KAy,

dir. Bu takdirde (3.2.7) de verilen dual fonksiyonlar

k

k, =k,  +&sinho =k

1m Im m?

+é&cosha, (3.2.8)

2m 2m

seklinde verilebilir. Burada &, agisi, bodaz cizgisinden ¢, (¢) Urete¢ dogrusunun sapma

miktarini élger. Hareketli timelike eksen ylizeyinin dagiima parametresi

p) _k,, _sinha,
k

3.2.9
"= (3:2.9)

1m 1m

seklindedir.
Y. /X, 1-parametreli dual Lorentziyen kiresel hareketi boyunca ani vida ekseni, X,

sabit birim dual Lorentziyen kuresinde sabit eksen yUzeyini Uretir. Buradaki eksen ylzeyindeki

Blaschke catisi

U
L7
dt

, @, =§, xh, (timelike) (3.2.10)

dt

q,=q,@), ﬁfz(

ile verilir. Z{' birim dual Lorentziyen kiresinin Ureteglerinin cimlesi {O;qf,hf,df} olsun.

Boylece X/ /X, hareket

dtjf 0 klf 0 q~f
dhf = _klf 0 sz hf (3.2.11)
ddf sz 0 df
ile verilir. Burada
dg, d*q
_ det },ﬂ, qu
_ . dqf _ . dr dt
ki, =k, +ek, =|l—|, k,, =k, , +&k,, = = (3.2.12)
dt ks
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dual fonksiyonlari sabit eksen ylizeyinin Blaschke invaryantlari olarak adlandirilir. Bogaz gizgisi

olup (3.2.8) denklemine benzer sekilde

ki, =k +esinho,, k, =k, +€cosho, (3.2.13)

seklinde verilebilir. Burada o_'f acisl, bogaz cizgisinden qf(t) Urete¢ dogrusunun sapma

miktarini élger. Sabit timelike eksen yiizeyinin dagiima parametresi

k', sinho
,11_ —_f _ f (3.2.14)
klf klf

seklindedir.

Teorem 3.2.1. a, ve df timelike olmasi durumunda timelike eksen yuzeylerinin Blaschke

invaryantlari igin
ok —k, =2 (3.2.15)

dir.

ispat. Denklem (3.2.6), (3.2.11) ve Teorem 3.1.1 in (v) sikkindan

dt — Mmm dt 1f'%f

W _p g Y

dir. Buradan, i¢ carpim adA altinda invaryant oldugundan

_ [dg, dg G q 1w 94, \ _7
dr ~ dt dt dt dt  dt
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yazilabilir. k,, >0, k,, >0 oldugundan k,, =k, , bulunur. Simdi,

1m

bulunur. Son denklemin tlrevini alirsak Teorem 3.1.1 in (iii) sikkindan ve

dh . 8 ~ dA™ A
— = i(AhmA—l) = ﬁhmfr1 +Ah, A A g
dt  drt dt dt dt

-1 r
_ A Ah, A"+ Ah, A" A A | aa|

bulunur. Bu denklemde (3.2.6) ve (3.2.11) denklemleri yerine yazilirsa

—k,,G, +ky,d, = Q,d, +adA(-k,,g, +k,,d,)
—k .G, +k, a,=9.d, -k adA§ +k, adAd

lqu 27 f fer 1m qm 2m m
—ky G, ki, =Qid, ki g, +h,,d,

bdylece

b~k =[]

bulunur. Bu teoremden asagidaki sonug verilebilir.

(3.2.16)
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Sonug 3.2.1. Herhangi bir 7 aninda, X, /X, bir parametreli dual Lorentziyen kiresel harekette

hareketli pol egrisi ani vida ekseni boyunca sabit pol egrisine birinci mertebeden deger. Timelike
eksen ylzeylerinin ortak dagilma parametresi

A=4 =4 =k

— 3.2.17
mn f kl ( )

seklindedir.

Y, birim dual Lorentziyen kiresinin Ureteglerinin climlesi {O;q,ﬁ,d(timelike)}

olsun. Bu sistemde a(tr)=a(t)+é&a (t), ¢(t) ve @§(t+dtf) nin ortak dikmesi ve
ait)y=a(t)+e&a (t) =tj><ﬁ olarak tanimlanir. Bu gati izafi ¢ati olarak adlandirilir. q,ﬁ ve a,
Lorentziyen uzayda ortogonal dogrulara karsilik gelirler. Bunlarin kesistigi nokta, hareketli ve
sabit timelike eksen yUzeylerinin bodaz noktasidir. h ve a, sirasiyla, bogaz noktasinda
timelike eksen yiizeyinin merkez normal ve merkez tegetidir. Béylece X, /X, ve X, /X, 1-

parametreli dual Lorentziyen kiiresel hareketlerin tlirev denklemleri, sirasiyla,

" g 0 k O
7‘5 =CM§(t), §)=\h|, CM)=|-k 0 Kk, (3.2.18)
" a 0 k, O
ve
G g 0 k O
S =Cio.  Gn=|k|. CB)=|k 0k, (3.2.19)
! a 0 k, O
dir. Burada,
k =k +ek, ky, =k, +&k;,, k,, =k, +¢€k;, (3.2.20)

Y. /X, 1-parametreli dual Lorentziyen kiresel hareketin Blaschke invaryantlaridir.
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3.21. a, ve df nin Timelike Olmasi Durumunda Eksen Yiizeyleri ile Birlegtirilmis Bir

Timelike Regle Yiizeye Blaschke Yaklagimi

Bu kesimde pol egrilerinin Blaschke invaryantlari verilecektir ve bunlarin geometrik ve
kinematik manalari incelenecektir. Bu inceleme igin koordinatlari X, = x, +&x; (1<i<3) olan

birim dual Lorentziyen kire Uzerinde,

—_

-X +X]+X:=1, X=X"§ (3.2.21)

(S}

o)
Il
SRS

w

sartini saglayan X vektdrind alalim.

X, t nin bir fonksiyonu ise X, hareketli birim dual Lorentziyen kiresine gore ¢

aninda X spacelike vektériniin hiz

ax
dt

_, 3
:dicﬂfﬂ (3.2.22)
dt dt|,

m

olur. Benzer sekilde, X, ¢ nin bir fonksiyonu ise X, sabit birm dual Lorentziyen kiresine gére

¢ aninda X spacelike vektérinin hizi

- =, N
ax| _dx x4 (3.2.23)
dt dt dt|,

f f
ile verilir.(3.2.18) ve (3.2.19) denklemlerinden
v v’
X\ _[ X g | (3.2.24)
dr| dt

ve



61

ax
dt

v T
:(dx +XTC(F)jcj (3.2.25)
; dt

bulunur. X vektori Y., hareketli birim dual Lorentziyen kiiresine sabitlenirse, bu taktirde tirevi

dX .
—| =0 dir[13]. Yani,

5 _ _ _ 0 k 0|)g
dX| _ dX1| ,dX2| ’dX3| +|:)?1v)?2viz] _,;1 0 ];2 il
dt m dt m dt m dt |m 0 E Om ~

2m a
dX dx _— ). (- dX —— ) [=— dX.| ).
Em :(jm—xzkqu+(x1kl+ dtz m+X3k2th+(X2k2m+ dt3 ,Ja

= (dx, — x,k)q + €l(dx; —x,k; —x,k)q + (dx, — x,k,)q"]

F

+(dx, + x,k, + x;k,, Vh+ €[(x. k| + x k, +dx; + x.k,, + x5k, Yh+ (dx, + x.k, + x;k,, Y]

2m

+(dx, + x,k,, Ya+ €[(x,k,, + x,k,, +dx;)a+ (dx; + x,k,, )a" 1=0

ve

d_tl =X,k = dx, +€x; =(x, +&x;)(k, +€k;)

Cly v 1 ~ 1 * * * * *
dtz =—X.k,, — X k, = dx, + €x, =—(x, + €x;)(k,,, + €k,, ) — (x, + €x) ) (k, + €k;)

dX s 1 * * *
dt3 =-X,k,, = dx, + €x; =—(x, +&x; )(k,, +&k,,)

=dx, =x,p , dx; =(x,k +xk)

= dx, =—x;k,, — xk ) dx; = _'x3k;m _x;kam —xko, — x;kkl

= de = _x2k2m ’ dx; = _XZk;m _x;kZm
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bulunur. Benzer sekilde X vektorii Y., sabit birm dual Lorentziyen kiiresine sabitlenirse, bu

o odX
taktirde tlirevi —
dt p

=0 dir [13]. Yani,

_ ol | af 0 Kk 0|4
a&| _||dK)| dX,| dX,| XXX & 0 &, ||k
dt de | de | dr | A B 2/
f f f ! k. q
0 k, O a
ax| |4 - X,k |G+ )?J?ﬁdxz + Xk, |h+| Xk, RCANP
dt dt dt : T dt
! ! f f
= (dx, — x,k,)q + €[(dx; — x,k; —x,k,)q + (dx, — x,k,)q,]
+(dx, + x,k; + 3k, b+ E[(x k] +xk, +dx, + x:k, , + x5k, )+ (dx, + x,k, + x;k, )R]
+(dxy + x,k, a+ el(x,k,y , + X5k, +dxy)a+(dx; + x,k, )a"]1=0
ve
y v 7. # # E
% =X,k = dx, +€x; =(x, +&x;,)(k, + €k,)
;
y v 1. v 1. * ® ® ® *
ddtz ==Xk, — Xk, = dx, + €x, = —(x; + €x;)(k, , +€k; ) — (x; +€x)(k, +€k))
;
dt3 =-X,k,, = dx; +&x; = —(x, +€x,)(k,, + &k, ;)
;
=dx, =x,p Jdx; = (x,k, +x,k,)

= dx, =—xk,, —xk

= dx, =—xk,,

bulunur.

ydx, = _x3k2f - x03k2f —xk, —xk

,dx, = —xzsz - xzsz

Simdi, X vektdrinin Y, hareketli birim dual Lorentziyen kiresine goére sabit

oldugunu kabul edelim ve X, sabit birim dual Lorentziyen kiresine gdre hiz vektérini

hesaplayalim.

dX

=X"(C(F)-C(M))§

(3.2.26)



63

olup
C(R)=C(F)—-C(M) (3.2.27)

alalim. Bdylece (3.2.26) denklemi
il—)f =X"(C(R)§ (3.2.28)

seklinde yazilabilir. (3.2.28) ifadesi X spacelike vektérinin X, birm dual Lorentziyen

kUresine goére hizidir, bu hiza sdriiklenme hizi denir [13]. Bdylece

& 0 0 0o g
E_[Xl X, X3] 0 _ 0_ ky=ky, || B
0 sz 2m 0 d
dX ro — - 9~ ro —  — .
o [ Xy =) [+ X,k —Es,) ] (3.2.29)

bulunur. C(R) Lorentziyen anlamda anti-simetrik matris oldugundan

C(R) +C(R)=0 (3.2.30)
seklindedir.
C(R)X =D xX (3.2.31)

olacak sekilde D, =d +&d” dual vektorii vardir.

Boylece, (3.2.28) denklemi

13

=D,xX, D,=D,-D,=04 (3.2.32)

> |&
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seklinde vyazilabilir burada HQH:Q:aHga)* dir. Boylece (3.2.16) ve (3.2.32)
denklemlerinden

2 - (X, Qh+(X,Q)i (3.2.33)

dir. (3.2.32) denkleminden X spacelike vektorindn ivmesi

.
d )2( =(D,xX)=(Q4xX)
t
=(QgxX)+(QF' x X )+ (Q¢'xX")
=(Qgx(X,G+X,h+X,@))+(Qkh)x(X G+ X,h+ X.@)+ Q4 x(QGx X))
=(Qgx(X,G+X,h+X,@)+(Qkh)x(X G+ X,h+ X @))

= (—Qk X )G+ (QX, +Q° X )Dh+(—Qk X, +Q'X, +Q°X ) (3.2.34)

bulunur.

Reel kisim @ ve dual kisim @°, hareketli timelike eksen yiizeyi ortak bir ana dogru
boyunca yuvarlanma ve kayma yaparken, sirasiyla, dénme ve 6teleme hareketlerine karsilik
gelir. Bdylece asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.2.2. Herhangi bir ¢ aninda X, /X, bir parametreli Lorentziyen kiresel hareketinde pol

egrilerine kargilik gelen timelike eksen ylizeylerinin dagilma parametresi A sifirdan farkl iken
hareketin adimi

kL —k, cothd, —coth&
p=@ Lty g ! m (3.2.35)
@ sz oy

k coth éf —coth 8,



6,.6, timelike eksen yizeylerinin dénmesiyle olusan yénli

burada &,,0, bogaz agilar,
koninin tepe agilaridir.

3.2.2. @ nin Timelike Olmasi Durumunda Dogru Kompleksi

X dogrusu ile Uretilen timelike regle ylizeyi inceleyelim. X, birim dual Lorentziyen

kire Uzerinde X(t) egrisi boyunca hareketli bir ¢ati tanimlayalim. Bu egri, L, sabit

Lorentziyen uzayda bir timelike regle ylzeye karsgilik gelir. X(t) egdrisi boyunca Blaschke catisi

asagidaki gibi tanimlanir:

E=X=XgG+X,h+Xa, (3.2.36)
P X' DxX  (Qx(X§G+X,h+Xad)
2 / ~ ~ [ = ~
HX <X/’X/> X/’X/>
B QOX,a+ QX h
J(6X.a+0Xh.0X a + OX i)
- X.h+Xad
E, =" L (3.2.37)
VX3 - X;
E,=E xE,=(X,g+X,h+Xd) (X{’; X_z‘;)
X3 _Xz
(3.2.38)

Esz birim dual spacelike vektorleri R? Lorentziyen gizgiler uzayinda yonll
spacelike dogrularina karsilik gelirlerken, E‘3 birim dual timelike vektori R*f Lorentziyen
X ana

gizgiler uzayinda yo6nli bir timelike dogrusuna karsilik gelir. Bu noktalarin kesisimi

dogrusunun bogaz noktasidir. Béylece Blaschke tiirev formdlleri,
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p E, 0 k, O |E
o E,|=|-k, 0 &k, |E, (3.2.39)
t ~ — -
E, 0 k. O |E,;
ile verilir. Burada,
_ L ldXll = ==
k., =k, +ek, :‘d_ :Q\[‘Xaz _Xzz"
t
o — o, (3.2.40)
— . (X, X, X)) - - == kXX
kzt=k2x+8kéx=L2)=kuX3+QX1—%
. (klx) X3 _Xz
Blaschke invaryantlaridir.
X dogrusu ile Uretilen timelike regle ylzeyin dagilma parametresi,
k' xx—xx +h(x2—x2)
A ==="n 3 2 (3.2.41)
k, (x5 —x;)

ile verilir. (3.2.41) denklemi, hareketli eksen ylUzeylerinin dogrularinin Urettigi timelike regle
yuzeylerin ayni dagilma parametresine sahip oldugu durumlarda kullanilabilir. Dogrularin bu
cumlesi dogru kompleksi olarak adlandirilir ve

x5, =X, + (h=A)(x5 —x3) =0 (3.2.42)

denklemi ile gdsterilir. Denklem (3.2.42) kuadratik dogru kompleksidir. Sonug olarak asagidaki

teorem verilebilir.

Teorem 3.2.2. ¥,/X, 1-parametreli Lorentziyen kiresel harekete karsilik gelen hareketli

eksen yiizeylerinin dogrularinin bir clmlesini géz &nlne alalim. Bu dogrular, L, sabit

Lorentziyen uzayinda ayni dagiima parametresine sahip timelike regle yizeylerin
Uretegleridirler. Béylece dogrularin bu climlesi kuadratik dogru kompleksi olusturur.

X dogrusu Uzerinde keyfi bir noktanin konumu p(x, y,z) olsun. Bdylece

x'=pxx,
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veya
e, —-€, —¢,
(X, X%,x5)=x y z | = (x5 — 2, X0, — 2%, YX; — XX, )
XN “
dan
X =XV —X,2, X, =XX— X2, Xy =XV —X,X (3.2.43)

bulunur. (3.2.43) denkleminde (3.2.42) denklemi yerine yazilirsa

—xz(x3x—xlz)+x3(x1y—x2x)+(h—/1x)(x32 —xzz) =0,

XXy =206, x + x,x,2+ (h—A)(x] —x;) =0 (3.2.44)

bulunur. Bu denklem, hareketli eksen ylzeyinin X dogrularina karsilik gelen ayni dagiima
parametresine sahip timelike regle yiizeylerin bulundugu dizlemin, X, /X, 1-parametreli
Lorentziyen kilresel hareketinin ani vida eksenine paralel oldugunu verir.

Denklem (3.2.44) igin iki farkh durum séz konusudur: A, =h olmasi durumunda
dagilma parametresi ani vida ekseni boyunca diizlemdeki dogrular boyunca dizlemdeki

dogrular ile baglantilidir. ﬂx =0 olmasiI durumunda

X,y = 2X,x,X + x,%,7 +h(x; —x;) =0
t aninda hareketli eksen ylzeyinin X dogrusu agcilabilir timelike bir regle ylzey Uretir. Bu
durumda X Uretec dogrusu ve bu dogrunun komsulugundaki X(t+dt) dogrusu regle ylzeyin

déndiigi noktaya tegettirler. Bdylece asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.2.3. X./X, 1-parametreli Lorentziyen kiresel hareketi boyunca, karsilik gelen

hareketli eksen ylzeyinin dogrulari L, uzayinda agilabilir timelike regle yiizey Uretir. Bu
dogrular 6zel bir dogru kompleksinde igerilirler.
k. =k, +ek'. ve k, =k, +&k; ~Blaschke invaryantiari Blaschke catsinin

kinematik yorumunu verir. Simdi
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D .=k, E,—k E, (3.2.45)

X

biciminde tanimlanan dual vektérini alalim bu vektér dual Lorentziyen pfaff vektdrl olarak

bilinir. H[)H =k} —k’ = o, +¢ew’ , E, spacelike vektorinin dual agisal hizidir. Burada,

o k2xk;x _klxkl*x
‘kZZx - klzx

(3.2.46)

reel ve dual kisimlari, sirasiyla, E, spacelike vektdriiniin dénme ve &teleme agisal hizlaridir.

Dual Lorentziyen pfaff vektéri boyunca E‘I spacelike vektdrinin adimi

2 — kz)(kz)c — klxklx

X (3.2.47)
@ k22r - klzx

dir. Buna goére;

U= ﬁ = M (3.2.48)

D| K -k
birim dual spacelike vektora, U Blaschke gatisinda E, spacelike dogrusunun hareketinin
Disteli eksenidir. (3.2.48) denkleminden Disteli ekseni X = X (¢) timelike regle yiizeyinin teget
dizlemine paraleldir ve Ez spacelike merkez normaline diktir. Béylece X, /X, 1-parametreli

Lorentziyen kiresel hareketin ani vida ekseni ve Disteli ekseni, E1E3 dizlemiile X, birim dual
Lorentziyen kiresinin kesigimi ile belirlenen bir tek blyilk dual Lorentziyen gember (zerinde

yatar. A=0+&0", Disteli ekseni ve X spacelike dogrusu arasindaki dual merkez agi ise

U =cosh AE, —sinh AE, (3.2.49)

yazilabilir. A=0+&5" dual Lorentziyen kiiresel egrilik yarigapidir. (3.2.49) denkleminin tiirevi

alinirsa
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U’ =sinh AE,A" +coshAE, —coshAE,A’ —sinhAE,
U’=(sinhAE, —coshAE,)A"+cosh A(k, E,)—sinh A(k, E,)
U=

(sinhA E, —cosh A E,)A"+ (k, coshA—k,, sinh A)E, (3.2.50)

elde edilir. Boylece

<

coth A = =2 (8.2.51)

e

bulunur. Bu denklem dual Lorentziyen kiresel egdrilik p ve dual kiresel egrilik yarigap!

arasindaki bagintinin
p=p+ep =cothA (3.2.52)
bigiminde oldudunu verir.

3.2.3. @ nin Timelike Olmasi Durumunda Dogru Yériingeleri ve Disteli Form{lii

Bu kesimde, dual Lorentziyen uzayda dual Lorentziyen agi vasitasiyla Euler formali

ve Disteli form(iliini elde etmek icin bir metot verildi. Hareketli L, Lorentziyen uzayda y6nli bir
spacelike dogrunun, sabit L, Lorentziyen uzayda verilen spacelike dogru ile sabit dual merkez
ac! yaptigini kabul edelim. Bundan dolay X, /X, 1-parametreli Lorentziyen kiiresel hareketinin

sabitlenmis X spacelike dogrusu X nin dogrultusunu belirlemek icin 0 =0+¢c6" dual

merkez agisini ve @ =@+ £ dual timelike agisini alalim. X birim oldugundan X nin

bilesenleri
X =cosh@G+sinh@L, L =sinh @h+cosh pa (3.2.53)

seklinde yazilabilir.
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3 Space

Sekil 3.2.1. X, /¥, 1-parametreli Lorentziyen kiiresel hareketinin sabitlenmis X spacelike

dogrusu

0 =6+£6" dual merkez agisi X, /X, 1-parametreli Lorentziyen kiiresel hareketinin

ani vida eksenine gére X nin konumunu tanimlar.

4 (space)
F 3

N3l

L

p i (fime)

I (space)
Sekil 3.2.2. @ nin timelike olmasi durumunda hareketli spacelike dogru X vebu dogrunun

Disteli ekseni U
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Koordinatlarin ciimlesinin bir benzeri ¢ =¢, aninda X= X(t) timelike ylUzeyinin U

spacelike ekseninin belirlenmesinde kullanilabilir. Ani vida ekseni ile tanimlanan 6_{ =0.+¢6;

dual merkez agisi ile
U = cosh 8, +sinh §_sinh @h +sinh 8, cosh pa (3.2.54)
spacelike vektdri yazilabilir. (3.2.53) ve (3.2.54) denklemlerinden

<X,lj> =sinh @ sinh &, sin’h @ —sinh @ sinh . cos” h@ + cosh 8, cosh 8
= cosh 8, cosh @ —sinh @ sinh 6,

X,U)=cosh(6-8) (3.2.55)
(X.0) L

bulunur. Burada U spacelike Disteli ekseni oldugundan (5—6_[,), t=t, aninda ikinci

mertebeden sabit kalir. Yani,

a0-%) _ 0, ar (3.2.56)
dt - dt —
ve
2 __ n 277
a6 : 3] 0, d 12] =0. (3.2.57)
dt . dr |,

olur. (3.2.55) denkleminin tirevinden,

X g\ g U\
dt dt

ve (3.2.56) denkleminden
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<£, ,;>:0
dt

bulunur. (3.2.58) denkleminin tirevi alinirsa

e - -
R AN AT
dt dt  dt

veya

bulunur.

CZ—X = (D, x X) = Qg x(cosh 8§ +sinh @sinh O/ + sinh & cosh pa)
t

= Q.cosh @sinh 8k + Qsinh 6 sinh pa
U = cosh 8.4 +sinh @, sinh @h + sinh 6. cosh Pa

vektdrlerinin i¢ garpimi,

dt

olur. Ayrica,

.4
dr*

+ S_leﬁ x (cosh 8§ + sinh @ sinh @/ + sinh @ cosh Pa)
+ Q%G % (§x(cosh 8§ +sinh @sinh @ + sinh & cosh pa))

=(D,x X) = Q'§x(cosh 8§ +sinh @sinh @/ + sinh & cosh pa)

(3.2.58)

(3.2.59)

<£,ﬁ> = Qsinh @ sinh @sinh 6, cosh @ — Qsinh @ cosh @sinh . sinh @ =0
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b
ddti( = (—S_ZI?l sinh @ cosh @) + (Q"sinh @ cosh @ + Q7 sinh 8 sinh ¢7)ﬁ
+(Q'sinh @ sinh @ — Qk, cosh @ +Q sinh @ cosh @)

oldugundan (3.2.59) esitligi
<ddz7‘§ U > =0=
((—S_ZI;1 sinh @ cosh @) + (Q’sinh 8 cosh @ + Q7 sinh  sinh §)h
+(Q'sinh @ sinh @ — Qk, cosh 8 + Q sinh 8 cosh P)a),
(cosh 8.g +sinh €. sinh @h + sinh 6. cosh Pa)

= —Qk, sinh 8 cosh @ cosh 8, + Qsinh & cosh @sinh 8. sinh @ + Q” sinh & sin” h@ sinh 6,
~Q'sinh @ cosh @sinh &, sinh @ + Qk, cosh  sinh @, cosh @ — Q” sinh & cos” hpsinh 8, =0

demektir. Buradan
Qk, cosh @(—sinh @ cosh . +cosh @ sinh ) = Q7 sinh @ sinh 6,

Bu denklemin her iki tarafi sinh @ sinh 8, ile bélintirse

(coth @ —coth é )cosh@ = (3.2.60)

= ol

elde edilir. (3.2.60) denklemi dual Lorentziyen kuresel hareketin eksen ytzeylerinin timelike
olmasi durumunda Euler-Savary formQliduar. (3.2.52) denkleminde p =coth A oldugundan
Euler-Savary denklemi

(coth @ —coth é,)cosh@ =p (3.2.61)

formunda yazilir. Burada
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(3.2.61) denkleminin reel ve dual kisimlari

(coth@—coth@. )coshp=p (3.2.63)
ve
*(coth@—coth @ )sinh p+| — A + o coshp=p" (3.2.64)
4 ¢ 4 sinh® @, sinh’ @ v=r o

bulunur. (3.2.64) denklemini daha basit hale indirgemek igin (3.2.63) denklemini kullanirsak

" tanh @ — A coshp=p" (3.2.65)
PP v sinh®@.  sinh” 6. v=p -

bulunur. 6, ve @ bilindiginde (3.2.63) denkleminden & ve (3.2.64) denkleminden 6"

bulunubilir. Tersine & ve " bilindiginde 6, ve €. belirlenebilir.

3.2.4. Dual Merkez Aci Yaklasimiyla Lorentziyen Disteli Ekseninin incelenmesi

Bu kesimde dual merkez agi yaklasimiyla Lorentziyen Disteli ekseninin yeni bir

karakteristik 6zelligi incelenecektir: i, X spacelike dogrusu ile U spacelike disteli ekseni

arasindaki agl ve ¥ bunlar arasindaki en kisa uzaklik olmak lizere, ¥ =W+ &y’ = §—§C

dual merkez agisi (3.2.55) esitliginden
arccosh(<)2,lj>) =y (3.2.66)

bigiminde yazilabilir. Bu baginti dual Lorentziyen birim kire Gzerinde noktalar icin bir metrik

tanimlar. X, /X, 1-parametreli Lorentziyen kiiresel hareketi boyunca bu dual merkez agi

degisir. dS dual yay elementine goére (3.2.66) nin tlirevi alinirsa
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@:—<X;ﬁ>2 (3.2.67)
(S )

elde edilir. Boylece,
Y00 (X0)=0T LU o U=AN+15 (3.268)

bulunur.

Burada Lorentziyen uzayda transfer prensibini uygularsak sonu¢ olarak asagidaki
teorem elde edilir:

Teorem 3.2.4. X, /X%, 1-parametreli Lorentziyen kiiresel hareketi igin X yénli spacelike

dogrusu ve bunun spacelike U Disteli ekseni arasindaki dual merkez ac! ve en kisa uzakliginin

birinci tlrevinin sifir olmasi, X dogrusu igin ve U Disteli ekseninin, ani donme ekseni ile lineer
bagimli olmasi igin bir karakteristiktir. Boyle dogrular arasindaki dual merkez agi ve en kisa
uzaklik birinci yaklagimda invaryanttir.

Benzer sekilde (3.2.67) denkleminin tirevi alinirsa

(3.2.69)

ve

den
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<17,17>:1:>KZ:1‘

bulunur. Béylece,

2_
= ZS'/; =0 U=iB (3.2.70)

INIRSH
“‘Sl

elde edilir. Lorentziyen uzayda transfer prensibini uygularsak asagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 3.2.5. X, /X, 1-parametreli Lorentziyen kiiresel hareketi igin X yonli spacelike

dogrusu ve bunun U spacelike Disteli ekseni arasindaki dual spacelike ag¢l ve en kisa
uzakhgmnin birinci turevinin ve ikinci tdrevinin sifir olmasi karakteristiktir ve iB—>U karsilik

gelir ve iB vektdri X timelike regle yuzeyinin Disteli eksenidir.

(3.2.69) denkleminin tlrevinin alinmasiyla

(3.2.71)

ve bdylece,

dy/ dl// d’y
s ds®  ds’®

—0 (X,0)=(X"0)=(X"0)=0

< U=iB < (KN)'>:0

Uaz

<U (K‘N+K‘N)>
oU=iB, <U (KN + k(- K‘T+TB)>
oU=iB, -xT=0=U=iB,7=0(x#0)

bulunur. Lorentziyen uzayda transfer prensibini uygularsak asagidaki teorem ifade edilebilir:
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Teorem 3.2.6. X,/X, 1-parametreli Lorentziyen kiiresel hareketi igin X vyénlu spacelike

dogrusu ve bunun U spacelike Disteli ekseni arasindaki merkez agi ve en kisa uzakliginin

birinci, ikinci ve Uglnclh tdrevinin sifir olmasi burulma dogru kongiransinin dogrularini
karakterize eder burada lj, X timelike regle ylzeyinin Disteli eksenidir.

7 =0 oldugundan, Disteli ekseni ikinci mertebeden sabitlenir ve timelike X regle

ylzeyinin Urete¢ dogrusu sabit adimla hareket eder.

3.2.5. Ornek

Bu kesimde, ilk olarak X, /X, 1-parametreli Lorentziyen kiresel hareketinin ani vida

ekseni igin dual Lorentziyen vektérler kullanildi. X, /X, 1-parametreli Lorentziyen kiresel

hareketi analitik olarak,
F ()= ADE, O+, (), E,0)= A" OF @)+, (1) (3:2.72)

tanimlanabilir. Burada if, X, , siraslyla, sabit ¢ati ve hareketli ¢atida bir noktanin vektérleri ve
lﬁf, m, OGteleme vektdrleri olup, bunlar t =t+é&t" dual parametresine gére

diferansiyellenebilir fonksiyonlardir. Bir parametreli hareket s6z konusu oldugu igin ¢ =0

alinacaktir. Ayrica,
m,=—Am, , m,=—A"m, (3.2.73)

f m

bagintilari mevcuttur ve burada A dual Lorentziyen ortogonal matris olup

-1 0 O
Al=¢eAe; €=|0 1 0 (3.2.74)
0 0 1

sartl saglanir.

X, ve X, sirasiyla, sabit X, ve hareketli X, Lorentz uzaynin ortonormal

¢atilarina gore ayni X noktasinin konum vektsrini gOsterirler.
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%, €X, (¥, =0) noktasinin hizi sabit iken

burada (3.2.72) ve (3.2.73) denklemleri, (3.2.75) denkleminde yerine yazilirsa

X =AATX, +m,)+,
= A'(A_I)Zf - A‘lifzf )+ n~1}

X =AAX + () - AATm )

bulunur. A’A™" Lorentziyen anlamda anti-simetrik matris olup,
AA+AATY =0.

w=AA"" alirsak (3.2.77) denklemi
w0+ =0

seklinde kisitlanabilir. Bdylece (3.2.76) denklemini

¥, =X, + (W, —wm,)

formunda yeniden yazabiliriz. Bu denklemin bir sonucu olarak,
Q)= (1) + €@ (1)

dual vektdr( vardir burada,

Wx, =@Xx,;; @ =(m'—wxm).

(3.2.75)

(3.2.76)

(3.2.77)

(3.2.78)

(3.2.79)

(3.2.80)

(3.2.81)

Simdi basit bir érnek ile yukaridaki durumlari agiklayalim. X, /X%, 1-parametreli Lorentziyen

kiresel hareketini incelemek igin
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cosh@ —sinh@ O coshg 0 —sinh@
R =|-sinh@ coshd 0|, R,=| 0 1 0 (3.2.82)
0 0 1 —sinh@ 0 cosh@

ve 0 = @, 8 =¢ =0 olmak lizere, Lorentziyen anlamda ortogonal

cosh” @ —sinh@ —cosh @sinh @
A=| —sinh@cosh¢ coshg sinh® @ (3.2.83)
—sinh @ 0 cosh @

matrisini ve i€ R olmak Uzere Lorentziyen anlamda anti-simetrik

0 0 Msinh @
m(@) = 0 0 —cosh @ (3.2.84)
Msinh@  pcosh @ 0

matrisini alalim. d,dm,df timelike vektorler oldugundan

Mcosh@
m(@)=| —isinh @ (3.2.85)
0

vektdri ele alinsin. @= A’A™" oldugundan

2cosh@sinhgp  —coshg —cosh® @—sinh’ @ cosh” @ sinh ¢cosh @ sinh @

@(p) =| —cosh’ ¢ —sinh® ¢  sinh ¢ 2 cosh @sinh ¢ sinh @ cosh @ 0
—cosh ¢ 0 sinh @ sinhgpcoshgp  sinh’¢@  coshe
0 -1 —cosh @
(@)= -1 0 sinh @ (3.2.86)

—cosh@ —sinhg@ 0



80

Lorentziyen anlamda anti-simetrik matrisini elde ederiz. Béylece donme hareketinin vektéra

—sinh ¢
a(p)=| coshe (3.2.87)
-1

olarak bulunur. (3.2.81) denkleminden 6teleme hareketinin vektoru

Msinh @ —sinh ¢
o (¢)=(m —wxm)=| —pcoshe |—| coshg

0 2
24 sinh ¢
o (¢)=| —2ucosh @ (3.2.88)
—H

olarak bulunur. Bdylece, her @ aninda, X,/X, 1-parametreli Lorentziyen kiresel hareketinin

Pfaff vektord,
—sinh @+ 2&usinh @
Q(p) = o(@)+eo’ () =| coshp—2eucosh g (3.2.89)

—-1-&u

olarak bulunur. Teo. 3.1.1 den sabit eksen yizeyi

P —sinh @+ 2&usinh @
tif((p)=—~=; cosh ¢ —2¢&u cosh @ (3.2.90)
e
—-1-&u

olarak bulunur.

Boylece, X, hareketli birim dual Lorentziyen kiiresinde hareketli pol egrisi

_dM™!
m d¢

M M =(A+emA) (3.2.91)
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ile tanimlanir. Burada

cosh? o+eu(— sinh? ) —sinh @ —sinh @cosh ¢+ £u(sinh ¢ cosh @)
M =| —sinh ¢ cosh ¢+ £u(sinh ¢cosh ¢) cosh @ sinh? - E/J(cosh2 )]
—sinh @ &u cosh ¢

olup
0 coshp 1-¢&u
Q,, =| coshg 0 —sinh @
1-&u sinhg 0

bulunur. Béylece
sinh @
Q (p)=|-1+é&u (3.2.92)

cosh @

olur. Hareketli eksen ylizeyi de

- sinh @
~ Q 1
q,(9)=r"r=—|-l+&u (3.2.93)
|2, V2-2eu
cosh @

bigiminde elde edilir.

Simdi, ti:tif(go) sabit eksen yuzeyinin Blaschke invaryantlarini hesaplayalim.

X, /X, 1-parametreli Lorentziyen kiresel hareketi icin (3.2.90) denkleminden,

Q,(0)=Q4(p); Q=\2-2eu. (3.2.94)

(3.2.94) denkleminin her iki tarafinin @ ye gore tlrevi alinirsa,
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Qh (3.2.95)

Q =QG+Q§ +k/Qh+kQh+k Qi
=QG+Q'(kh) +k'Qh+k Qh+kQ(—k G +k,,d)
Q, = Q" -k’ + (kY +k/ Qh+ (kQk,, )d (3.2.96)

bulunur. (3.2.95) ve (3.2.96) denklemlerinin Lorentziyen vektdrel carpimlari alinirsa
2, (9)x 2, (9) = (QG)x(QG+kQh) =k Q’a (3.2.97)
elde edilir. Ayrica,

|2, (0% 2, (@) =~(2, 0.2, @) (2, 0.2, @) +((2, 0.2, ) (3238

ve
~ ~ 2 — — — —_—— = _— A — — _— A 2 —_ 274
HQf(qJ)xQ'f((p)H =—(Qq,gq><§z’q+k1§zh,§z’q+klgh>+(<Qq,§z’q+klgh>) - -°0"  (3.2.99)
den
det(2,.2, .2, )=—<Qf><.qf 2, > (3.2.100)
det(2,,92,.9,")=k’Qk,, (3.2.101)

bulunur. Diger taraftan (3.2.89) denkleminden,

—cosh@+2&ucosh @
Q,/(p)=| sinhg-2gusinhg (3.2.102)
0
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ve

—sinh @+ 2&usinh @
f)f”((p) =| cosh@—2¢&ucosh @ (3.2.103)
0

bulunur. (3.2.89) ve (3.2.102) denklemlerinden
<Qf (p), !}f’((p)> = (—sinh ¢ cosh ¢+ sinh ¢ cosh @) + £u(2 sinh ¢ cosh ¢+ 2 sinh ¢ cosh ¢
—2sinh ¢ cosh ¢ —2sinh @ cosh @)

veya

<f2f((/’),f2f'(¢)> =0 (3.2.104)
bulunur. (3.2.104) nin her iki tarafinin karesi alinirsa

~ ~ 7’ 2

(<Qf((/’),!2f ((P)>) =0 (3.2.105)
bulunur. Ayrica,

<.r}f’((p), .r}f’((p)> = —cosh? @+sinh? @+ 2&u(2 cosh? @ — 2sinh® @)
dan

<f2f’((/’),f2f'(¢)>=—l+4gﬂ (3.2.106)

bulunur. (3.2.89), (3.2.105) ve (3.2.106) denklemleri, (3.2.98) denkleminde yerine yazilirsa
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(—2+2&u)(~1+4eu) = —kQ*

(2—10&u) = k> (—4 +8&u)

N Ez _ 2-10&u _ 1-5¢&u
4486y -2+4&u

(2 4eu)
(k, +&k')* = —2+ e

4
K2 +2ek - = T3

elde edilir. Son esitlik reel ve dual kisimlarina ayrilirsa,

ko=—— k*:—3\/§

b2 4i

(3.2.107)

. k 3 e s
bulunur. (3.2.16) denkleminden A:= ﬂnlzﬂf:— oldugundan eksen ylzeyinin dagiima
1

parametresi
—_— (3.2.108)

bulunur. (3.2.90), (3.2.102) ve (3.2.103) denklemleri, (3.2.100) denkleminde yerine yazilirsa,

El _Ez _E3
flfxflf, =|—sinh @+2&usinh ¢ cosh@—2&ucoshgy —1-&u
—cosh@+2&ucoshe sinh ¢—2¢&usinh @ 0

‘éf X f)f’ = [(sinh ¢ + £u(sinh ¢ — 2 sinh @)), (—cosh ¢ + £u(2 cosh ¢ — cosh @), (-1 —4&£u)]

<Qf xXQ,,Q, >:—1+3€/¢ (3.2.109)
bulunur. Béylece (3.2.101) ve (3.2.109) denklemlerinden

det(2,.92,.0,")=1-3eu=k’Qk,, (3.2.110)
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bulunur.
—14+3¢&u —
1—36‘/127-(2—26‘,[1)- 2-2eu -k,

ve

= 1
ky, =

(~1+ (N2 —eu f)

bulunur. Béylece,

= —— (3.2.111)

V2 32
ky, =— > k,, = ,UT (3.2.112)
bulunur. (3.2.14) denkleminde I;Zf —I?zm = .Qf oldugundan,
- V232 2
k =———8——\/§—8—
2m ( 2 ll’l 4 ﬂ 2
N2 o2
2 4
olup reel ve dual kisimlari
k,, = ——3\f, ky, = —ﬂg (3.2.113)

elde edilir. Bdylece eksen ylzeylerinin integral invaryantlarinin reel ve dual kisimlari elde edilir.
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3.2.b.) ﬂm ve ﬁf in Timelike Olmasi Durumunda Bir Parametreli Dual Lorentziyen Kiiresel

Hareketler

Y., /X, 1-parametreli dual Lorentziyen kiresel hareket boyunca

teR—§, (NeX, (3:2.114)

diferansiyellenebilir egrisi, diiz dogrularin diferansiyellenebilir bir ailesini veya hareketli eksen
yUzeyini gosterir. Bu egri boyunca hareketli ortonormal ¢atisi;

-1
(timelike) , @, =—¢, xh (3.2.115)

m m

dt

. - dq
=G (), h =|—=m
q4,=4,@) . h, ( jdt

0

ile verilir ve bu ¢ati Blaschke catisi olarak adlandiriir. Bu ¢ati elemanlarina karsilik gelen

dogrular ¢, =¢, () eksen ylzeyinin bogaz noktasinda kesisirler. a, ve h

m ?

siraslyla,

q, =4, () spacelike regle ylizeyinin merkez tegeti ve merkez normali olarak bilinir. X" dual

Nm,dm} olsun. Boylece X"/X,

Lorentziyen birim kilresinin Ureteglerinin cimlesi {0;q~m,h

hareketi

dqm 1m 0 qm
dh, |=k, 0 'k, ||h, (3.2.116)
ddm 0 ]€2m 0 dm
ile tanimlanir. Burada
~ 2~
. det| g, ,%,diq;"
- . _|dq,| + . dt  dt
k., =k, +¢&k, = o =k,, +&k,, = Ef,, (3.2.117)

dual fonksiyonlar hareketli eksen yiizeyinin Blaschke invaryantlari olarak adlandirilir. Bogaz
gizgisi

d m - . -, .
dl' = kqum +k1mam
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olarak verilir. Bu takdirde (3.2.117) de verilen dual fonksiyonlar

k, =k, +€&sinoc,, k, =k, +Ecosoc, (3.2.118)

1m 1m m?

seklinde verilebilir. Burada &, agisi, bodaz cizgisinden ¢, (f) Urete¢ dogrusunun sapma

miktarini élger. Hareketli spacelike eksen ylzeyinin dagiima parametresi

2 =k m (3.2.119)

1m 1m

seklindedir.
X, /X, 1-parametreli dual Lorentziyen kiresel hareketi boyunca ani vida ekseni, X,

sabit birim dual Lorentziyen kiresinde sabit eksen yuzeyini Uretir. Bu eksen yiizeyindeki

Blaschke catisi

-1

(timelike), @, =—G, xh, (3.2.120)

g, (1) \||dq,
dt

qf:qﬂﬂ’ﬁf:{

ile verilir. Zlf dual Lorentziyen birim kiresinin Ureteglerinin cimlesi {O;cjf,l;f,df} olsun.

Boylece X/ /X, hareketi

déf 0 l?lf 0 qf
dh, |=\k, 0 Kk, || h (3.2.121)
di,| | 0 k, O |a,
ile tanimlanir. Burada
dg, d*q
) det qf’ﬂ’ qu
o # dqf - . dt  dt
ki, =k, +ek, = e B, =k,, +&k;, = l;é (3.2.122)

dual fonksiyonlari sabit eksen ylzeyinin Blaschke invaryantlari olarak adlandirilir. (3.2.118)

denklemine benzer sekilde
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ki, =k, +esino,, k,, =k, +€coso, (3.2.123)

seklinde verilebilir. Burada o_'f acisl, bogaz cizgisinden ¢jf (t) Urete¢ dogrusunun sapma

miktarini élcer. Sabit spacelike eksen ylizeyinin dagiima parametresi

A :iz sing; (3.2.124)
ki kys
seklindedir.
Teorem 3.2.7. Spacelike eksen ylzeylerinin Blaschke invaryantlari igin
b=k b=k, =2 (3.2.125)

dir.

ispat. Denklem (3.2.116), (3.2.121) ve teorem 3.1.1 in (v) sikkindan

G o
7=klmhm’ 7:k1fhf

olup,
_, /dg, dg i i i dg\ —
k2 =2 AN (g Bn ggay@n ) - (Dn D32
dt  dt dt dt dt dt
ve k, >0, l;lf >0 oldugundan k,, =/;lf bulunur.

d~ ~
Wy _ ia
dt dt

denkleminden adA lineer oldugundan
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bulunur. Son denklemin tlrevini alirsak teorem 3.1.1 in (iii) sikkindan

dh, - A
—:—(Ah A= h A +Ah di+Adh'" A
dt d dt dt

:@A Ah A"+ AR A Aﬂ+ dA[dh"’j

bulunur. Bu denklemde (3.2.116) ve (3.2.121) denklemleri yerine yazilirsa

k1 f qf + k2 faf Qfaf + adA(klmqm + k2m m )
k, +k, =0Q.d,+k adA§. +k, adAd
14y Tkl Qs 1Ky, 4, Tk, m

kl‘f.qf+1€2fdf gfaf+kl,qf+k

2m

bdylece

by —k, =€ (3.2.126)

bulunur. Bu teoremden asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.2.3. Herhangi bir ¢ aninda, X, /X, bir parametreli dual Lorentziyen kiresel harekette

hareketli pol edrisi ani vida ekseni boyunca sabit pol egrisine birinci mertebeden deger. Bdylece
spacelike eksen ylizeylerinin ortak dagiima parametresi

A=4 =4 =k

N L (3.2.127)
f kl

seklindedir.
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Y, birim dual Lorentziyen kiresinin Ureteglerinin clmlesi {O;d,ﬁ(timelike),d}

olsun. Bu sistemde da(t)=a(r)+e&ea’(t), q(t) ve q(t+dt) nin ortak dikmesi ve
ait)y=at)+ea (1) :q><l; olarak tamimlanir. Bu c¢ati izafi ¢ati olarak adlandirilir (j,ﬁ ve @,
Lorentziyen uzayda ortogonal dogrulara karsilik gelirler. Bunlarin kesistigi nokta hareketli ve
sabit spacelike eksen ylzeylerinin bogaz noktasidir. h ve a, sirasiyla, bogaz noktasinda
spacelike eksen yiizeyinin merkez normal ve merkez tegetidir. Béylece X, /X, ve X, /X, 1-

parametreli dual Lorentziyen klresel hareketlerin tiirev denklemleri, sirasiyla,

i g 0 k O
d—‘f =C(M)§(), §n=|k|, cM)=|k 0 &, (3.2.128)
" a 0 k, O
ve
i q 0 kK
S =CBi0.  Gw=|k|. CE)=|k 0k, (3.2.129)
f a 0 Ezf
dir. Burada,
ky =k +ek;, ky, =k, +€k;,. k,, =k, +€k;, (3.2.130)

Y, /X, 1-parametreli dual Lorentziyen kiresel hareketin Blaschke invaryantlaridir.
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3.2.6. Eksen Yiizeyleri ile Birlestirilmis Bir Spacelike Regle Yiizeye Blaschke Yaklagimi

Bu kesimde pol egrilerinin Blaschke invaryantlari verilecektir ve bunlarin geometrik ve
kinematik manalari incelenecektir. Bu inceleme igin koordinatlari }?i =x,+¢&x; 1<i<3) olan

birim dual Lorentziyen kire Uzerinde

-X 4+ X +X2=1, X=X"§ (3.2.131)

(S}

o)
1]
SIS

w

sartini saglayan X vektdrind alalim.

X, t nin bir fonksiyonu ise X, hareketli birim dual Lorentziyen kiresine gére ¢

aninda X spacelike vektdrindn hizi

g —dXT ~+XTd_q
dt

ar ! dtl,

(3.2.132)

m

olur. Benzer sekilde, X, ¢ nin bir fonksiyonu ise X, sabit birim dual Lorentziyen kiiresine gore

¢ aninda X spacelike vektérinln hizi

ax
dt

_, }
_dx q+XTd—q (3.2.133)
; dt dr|,

ile verilir. (3.2.128) ve (3.2.129) denklemlerinden

v v T
X[ xrewn | (3.2.134)
dr | dt
ve
P

dt

v T
:[dX +XTC(F)jq (3.2.135)
; dt
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bulunur. X vektorii hareketli Y, hareketli birim dual Lorentziyen kiiresine sabitlenirse, bu

. . dX .
taktirde trevi 7 =0 dir. Yani,
1

ak| |[a%| ax,| x| ] ;o o 0k 0l)fq
dt m: [dtl drz ’ d; JJF[XPXZ,XJ /(6)1 ,;O k(z)m Z ,
2m

x| _| X, + Xk, |G+ }?ll?l+dX2 + Xk, |h+| X,k L9 G
dr| | dr|, dt "

= (dx, + x,k,)q + €[(dx; + x,k; + x;k,)q + (dx, + x,k,)q" ]
+(dx, + x,k, + x5k, Yh+ €[(x k] + xk, +dx, + x;k;, + x.k,, Yh+ (dx, + x,k, + x.k,, )1 ]

+(dx, + x,k,, Ja+ el(x,k,, +xk,, +dx;)a+ (dx, +x,k,, )a’ ]=0

ve
d)?l v 1 # % *
i -X,k, =dx, +&x; =—(x, +&x,)(k, + €k)
t
d)?z - 1 ——— * * % % *
i Xk, — Xk, = dx, + £x;, = —(x; + €x;)(k,,, + €k, ) — (x, +€x, )k, + &k;)
” ;
d)? s 1 * * *
y 2 =-X,k,, = dx, +€x; =—(x, +ex; )(k,, + €k,,)
” ; ;
=dx, =—x,p Ldx;| ==,k +x,k,)
= dx, =—x;k,, — xk, Jdx, = —xk;, — x3k,,, — x ko, — X7k,
= de = _x2k2m > dx; = _x2k;m - x;kZm

bulunur. Benzer sekilde X vektdri Y., sabit birim dual Lorentziyen kiiresine sabitlenirse, bu

taktirde turevi ﬂ =0 dir. Yani,

dtf
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i o 0 k 01)q
d—X = Xm| ,dX2| ,dX3| +|:)?1’YZ,X3:| __1 0 _2 h
de| || dt| |’ dr N
f f f ; 0 sz 0 a
ax) _|dx, — Xk, |G+ }?11?1+& + Xk, |+ Yzl?zf+dx3 a
dt ; dt ; dt s dt s

= (dx, — x,k,)q + €[(dx, — x,k; —x,k,)q + (dx, — x,k,)q,]
+(dx, + x,k; +x.k, b+ el(xk; +xk, +dx, + x3k;f + x;sz Y+ (dx, + x.k, +x,k, ']

+(dx, + x,k, )a+ €[(x,k, , + .k, +dxy)a+ (dx, + x,k, )a’]=0

ve
dX > 1 * * *
d—l =-X,k, = dx, +&x; =—(x, +&x,)(k, + €k;)
t,
f
diz > 1 > 1 * % % % %
i = —X3k2f - Xk, = dx, +ex, =—(x; + €x; )(sz +8k2f )—(x, +&x;) )k, +€k;)
;
dX—; > 1 * * *
dt\ =—-X,k,, = dx; + €xy =—(x, + &x,) )k, + &k, )
f
=dx, =—-x,p Jdx| =—(x,k +xk,)
= dx, =-xk,, —xk, Ldx, =—x.k, ;= Xgky, — xk' —xk,
= dx, =-x,k,, Jdxy = =x,ky, = X5k,
bulunur.

Simdi, X vektdrinin Y, hareketli birim dual Lorentziyen kiiresine goére sabit

oldugunu kabul edelim ve X, sabit birim dual Lorentziyen kiresine gdre hiz vektérini

hesaplayalim.
‘Z—f =X"(C(F)-C(M))q (3.2.136)
olup

C(R)=C(F)-C(M) (8.2.137)
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alalim. Bdylece (3.2.136) denklemi

A% cwg
dt

(3.2.138)

seklinde yazilabilir. (3.2.138) ifadesi X spacelike vektorindn 22 birim dual Lorentziyen

kUresine goére hizidir, bu hiza siriiklenme hizi denir. Béylece

dX 0 ° "

52[212223] 0 _ 0_ I;Zf_I;Zm
0 ky, —ky, 0

[ X~k i+ [l ) ]a

S

M

bulunur. C(R) Lorentziyen anlamda anti-simetrik matris oldugundan

C(R) +C(R)=0
seklindedir.
C(R)X =D, xX
olacak sekilde D, =d +&d" dual vektord vardir.

Bdylece, (3.2.139) denklemi

1]

=D,xX, D,=D,-D,=-04

r

=&

seklinde yazilabilir burada HéH:ﬁ:w+ga)* dir.

denklemlerinden

Bdylece

(3.2.126)

ve

(3.2.139)

(3.2.140)

(3.2.141)

(3.2.142)

(3.2.142)
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(3.2.143)

2
d )2( =D, xX)=(-Q4xX)
dt
=(-QGxX)—(QFx X )+(Q§' x X"
= (—QGx(X G+ X ,h+X,@))— (Qkh)x (X G+ X, h+ X)) +(QF x(QGx X))
=(-Qgx(X,G+ X ,h+X.@)—(Qkh)x(X,G+ X,h+ X,d))
+(QF'x(QGx (X G+ X, h+ X d))
=QX,a+ QX h—Qk X d+QkX.g+Q X, h+ QX a
bdylece
d2X~ _ ~7 < ~ _/_ _2_ -~ =37 _/_ _2_ ~
" =(Qk, X )g+(QX, +Q°X,)h+(-Qk X, +Q°X, +Q°X,)a
bulunur.

Reel kisim @ ve dual kisim @’, sirasiyla, hareketli spacelike eksen yiizeyi ortak bir

ana dogru boyunca yuvarlanma ve kayma yaparken dénme ve Oteleme hareketlerine karsilik

gelir. Bdylece asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.2.4. Herhangi bir ¢ aninda X, /X, bir parametreli Lorentziyen kiresel hareketinde pol

egrilerine karsilik gelen spacelike eksen yiizeylerinin dagilma parametresi A sifirdan farkli iken

hareketin adimi

N o Kk, -k, 1 cotd, —cotd,,
® k,,—k,, cotd, —cotf,

burada G,,6, bodaz agilari, 6,,6,

koninin tepe acilaridir.

(3.2.145)

spacelike eksen ylzeylerinin dénmesiyle olusan yonli
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3.2.7. h nin Timelike Olmasi Durumunda Dogru Kompleksi

X spacelike dogrusu ile Uretilen spacelike regle yiizeyi inceleyelim. X, birim dual
Lorentziyen kilre Gzerinde X(t) egrisi boyunca hareketli bir ¢ati tanimlayalim. Bu egri, L,

sabit Lorentziyen uzayda bir spacelike regle ylzeye karsilik gelir. X(t) egrisi boyunca

Blaschke catisi asagidaki gibi tanimlanir:

E=X=XG+X,h+Xd, (3.2.146)

E~2: - — 2 3
”X \/<X,,X,> X,,X,>
_ QX.i+QX.h
J(OX.a+ X, OX,a+ QX )
E, = X{'; X_Z‘; (time) (3.2.147)
Xz _X3
5 . . _ _— - —_ (Xh+Xa
E,=-E XE,=(X g+ X,h+ X,a) ( 1+ —2a)
X:-X;
2 YNALNY Y B Y YA
B - (X?-X; )qi- X X,h+X X, (3.2.148)

E‘I,E‘3 birim dual spacelike vektorleri ]Rf Lorentziyen c¢izgiler uzayinda yoénla
spacelike dogrularina karsilik gelirken, E‘z birim dual timelike vektéri de R? Lorentziyen

gizgiler uzayinda yonli timelike vektériine karsilik gelir. Bu noktalarin kesisimi X spacelike
ana dogrusunun bogaz noktasidir. Bdylece Blaschke ¢atisi,

=

—_

(3.2.149)

I o
oS} Nﬁjz el

E 0
—|E, |=|k,
E

w
(e}
bl
[0
=
(e}
w
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ile verilir. Burada,

N

- o - — (3.2.150)
e * ) ’, " . v v k X X
2w =k, €k, :w(x——XzX):klxX}_QXl_%

() XI_x:

Blaschke invaryantlaridir.
X spacelike dogrusu ile Uretilen spacelike regle yuzeyin dagiima parametresi,
* * 2 2
XX, — XXy +h(X; —Xx7)

2=k 3.2.151
Tk (x; —x3) ( )

ile verilir. (3.2.151) denklemi, hareketli eksen ylzeylerinin spacelike dogrularinin Urettigi
spacelike regle ylzeylerin ayni dagiima parametresine sahip oldugu durumlarda kullanilabilir.
Dogrularin bu cimlesi dogru kompleksi olarak adlandirilir ve

% = X0 +(h—A)(x; —x3) =0 (3.2.152)

denklemi ile gosterilir. Denklem (3.2.152) kuadratik dogru kompleksidir. Sonug olarak asagidaki
teorem verilebilir.

Teorem 3.2.8. X, /X, 1-parametreli Lorentziyen kiiresel harekete karsilik gelen hareketli eksen

yizeylerinin spacelike dogrularinin bir cimlesini géz 6niine alalim. Bu dogrular, L, sabit

Lorentziyen uzayinda ayni dagiima parametresine sahip spacelike regle yizeylerin
Uretegleridirler. Boylece spacelike dogrularin bu cimlesi kuadratik dogru kompleksi olusturur.

X spacelike dogrusu Gzerinde keyfi bir noktanin konumu p(x, y,z) olsun. Bdylece

x ' =pXxx,

veya
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e —e, —e,
(X, x,x)=x Yy Z | =(yxy — 2x,, XXy, — 2X,, X, — XX,)
XN gy
dan
X, =XV —Xy2 Xy = XX~ X2, Xy = XY~ XX (3.2.153)

bulunur. (3.2.153) denkleminde (3.2.152) denklemi yerine yazilirsa

—xz(x3x—xlz)+x3(x1y—x2x)+(h—/1x)(x22 —x32) =0,

XXy =26,xx+ x5 x5,2+ (h=A)(x; —x) =0 (3.2.154)

bulunur. Bu denklem, hareketli eksen ylzeyinin X spacelike dogrularina karsilik gelen ayni
dagilma parametresine sahip spacelike regle ylzeylerin bulundugu dizlemin, X, /%, 1-
parametreli Lorentziyen kiiresel hareketinin ani vida eksenine paralel oldugunu verir.

(3.2.154) denklemi igin iki farkli durum séz konusudur: A, =h olmasi durumunda
dagilma parametresi ani vida ekseni boyunca diizlemdeki dogrular boyunca dizlemdeki

dogrular ile baglantilidir. ﬂx =0 olmasiI durumunda
X,y = 2X,%, + X,%,2 + h(x; —x7) =0

t aninda hareketli eksen ylizeyinin X spacelike dogrusu agilabilir spacelike bir regle ylzey
Gretir. Bu durumda X rete¢ dogrusu ve bu dogrunun komsulugundaki X(t+dt) dogrusu

regle ylzeyin déndiigl noktaya tegettirler. Béylece asagdidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.2.9. X./X, 1-parametreli Lorentziyen kiresel hareketi boyunca, karsilik gelen

hareketli eksen ylizeyinin dogrulari L, uzayinda agilabilir regle ylzey Uretir. Bu dogrular 6zel
bir dogru kompleksinde igerilirler.
k. =k +ek'. ve k, =k, +ek, Blaschke invaryantiari Blaschke gatsinin

kinematik yorumunu verir. Simdi

D =k, E, +k E, (3.2.155)

X
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bigiminde tanimlanan dual vektérini alalim bu vektér dual Lorentziyen pfaff vektdéri olarak

bilinir. HD~H = 1//?21 +Ei =0, +Ew,, E‘I spacelike vektérinin dual agisal hizidir. Burada,

.k kK k'
a)X = k22x + klz’C > a); = zx 2; 1X2 lx
k2x + klx

(3.2.156)
reel ve dual kisimlari, sirasiyla, E, spacelike vektdrinin dénme ve dteleme agisal hizlaridir.
Dual Lorentziyen pfaff vektdri boyunca E‘, spacelike vektdériniin adimi

a)* kZXk;x + kl xkl*x

h =—% =22 i (3.2.157)
) k; +k’.

3 (3.2.158)

birim dual spacelike vektord, U Blaschke ¢atisinda E‘I spacelike dogrusunun hareketinin
Disteli eksenidir. (3.2.158) denkleminden Disteli ekseni X :X(t) spacelike regle ylzeyinin
teget dizlemine paraleldir ve E, timelike merkez normaline diktir. Boylece X,/X, 1-
parametreli Lorentziyen kiresel hareketin ani vida ekseni ve Disteli ekseni, E1E3 dizlemi ile
Y, birim dual Lorentziyen kiresinin kesisimi ile belirlenen bir tek blylk dual Lorentziyen

gember (izerinde yatar. A=J+ &5, Disteli ekseni ve X spacelike dogrusu arasindaki dual

spacelike agl ise

UzcosAE’l—sinAE3 (8.2.159)

yazilabilir. A=J+&0" dual Lorentziyen kiiresel egrilik yaricapidir. (3.2.159) denkleminin tiirevi

alinirsa
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U =sinAE,A —cosAE, +cosAE,A" +sinAE;
U'=(sinAE, +cosAE,)A —cos A(k, E, ) +sin Ak, E,)
U=

(SinAE, +cosAE,)A' +(=k, cosA+k, sinA)E, (3.2.160)

elde edilir. Boylece

Pl

COtA === (3.2.161)

tan

=

bulunur. Bu denklem dual Lorentziyen klresel egrilik p ve dual kiresel egrilik yarigapi

arasindaki bagintinin
pP=p+EP =cotA (3.2.162)

bigiminde oldugunu verir.

3.2.8. h nin Timelike Olmasi Durumunda Dogru Yériingeleri ve Disteli Formiilii

Bu kesimde dual Lorentziyen uzayda dual Lorentziyen agi vasitasiyla Euler formali

ve Disteli formilini elde etmek igin bir metot verilecektir. Hareketli L, Lorentziyen uzayda
yonll bir spacelike dogru, sabit L, Lorentziyen uzayda verilen spacelike dogru ile sabit dual
spacelike agl yapar. Bundan dolayr X, /X, 1-parametreli Lorentziyen kiresel hareketinin

sabitlenmis X spacelike dogrusu X nn dogrultusunu belirlemek igin 0 =60+¢6" dual

spacelike agisini ve @ =@+ &£@" dual timelike agisini alalim. X birim oldugundan X nin

bilesenleri
X =sin@L+cos@d, L=coshq+sinhph (3.2.163)

seklinde yazilabilir. @ = @+ £6" dual spacelike agisi X, /X, 1-parametreli Lorentziyen kiiresel

hareketinin ani vida eksenine gére X nin konumunu tanimlar.
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Sekil 3.2.3. & nin timelike olmasi durumunda X, /X, 1-parametreli Lorentziyen kiresel

hareketinin sabitlenmis X spacelike dogrusu

>t

i (space)
Y

Nl

> it (time)

4 (space)

Sekil 3.2.4. h nin timelike olmasi durumunda hareketli spacelike dogru X vebu dogrunun

Disteli ekseni U

Koordinatlarin ctiimlesinin bir benzeri ¢ =t, aninda X :X(t) spacelike yiizeyinin
U spacelike ekseninin belirlenmesinde kullanilabilir. Ez merkez normal oldugundan ayni

zamanda Disteli eksenine diktir, bu L,/ L, 1-parametreli uzaysal hareketinin ani vida ekseni
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etrafinda ayni @ dual timelike agisi ile belirlenir. Ani vida ekseni ile tanimlanan gc =6 +¢&06;

dual spacelike agisi ile
U =sin 6. cosh @ +sin@.sinh @h+cosb. (3.2.164)
spacelike vektdri yazilabilir. (3.2.163) ve (3.2.164) denklemlerinden

<X,lj> =sin @ sin §, cosh” P —sin & sin &, sinh” @+ cos . cos

=sin @ sin 6. +cos . cos
<X,l7>=cos(6_?c +0) (3.2.165)

bulunur. Burada U spacelike Disteli ekseni oldugundan (6_?L_+§), t=t, aninda ikinci

mertebeden sabit kalir. Yani,

ae.+o) _, dU (3.2.166)
dt — dt .
ve
2/n n 217
d”(6, 2+_9 N o, 4 Ul o (3.2.167)
dt - dt —

olur. (3.2.165) denkleminin tlrevinden,

X g\l z. YN,
dt dt

ve (3.2.166) denkleminden
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bulunur. Bu denklemin tlrevi alinirsa
s ~ -

’X g\, [dX 40\ _,
dt dt  dt

veya

bulunur.

Cil—X = (Dr xX)= (—Q4§)x(sin @ cosh @q +sin 6 sinh gﬁﬁ +cos0ad)
t
= Qsinh @sin 0d +Qcos Oh

U =sin @, cosh @ +sin @, sinh ph +cos 0.d

vektdrlerinin i¢ garpimi,

<Z—X,ﬁ>:§sin§sinh¢cosﬂ_c—S_ZcosH_siné_’c sinh@ =0
t

olur. Ayrica,

-
dd;Y =(D xX) =—Q/'§x(sin 6 cosh @q +sin @ sinh @h +cos Oa)
t

r

— Qk,hx (sin @ cosh g +sin & sinh Ph + cos Oa)
+ QG x (g (sin @ cosh @q +sin @ sinh Ph + cos 8a))

(3.2.168)

(3.2.169)
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2
ddt)z( = (Qk, cos 0)G + (8 cos @ + Q7 sin @ sinh @)h

+(Q'sin @ sinh @ — Qk, cosh @sin O + Q7 cos §)d
oldugundan (3.2.169) esitligi

d ‘f,U =0=

dt

((Qk, cos H)q +(Q'cos @ + Q% sin G sinh P)h
+(Qsin @ sinh @ — Qk cosh @sin 6 + Q7 cos 0)d),

(sin 6’ cosh @g +sin 9 sinh q)h +cos 6. a)
§_2]€ sin 6? cosh @cos @ —Qcos 6 sin 6? sinh @ — Q” sin @ sinh” @ sin

+Q'sin @ smh(pcosé’ Qk smé’cosé’ cosh@ +Q’ cosG cosf =0

demektir. Buradan

Qk, cosh @(sin 8. cos @ —cos 8, sin @) = Q*(sin 8 sin §, sinh® §—cos 6, cos @)

Bu denklemin her iki tarafi sin & sin 8, ile bolintrse

(cot@ —cot@.)coshp (3.2.170)

Q
sinh® @ —cot @ cot 6, kK

elde edilir. (3.2.170) denklemi dual Lorentziyen klresel hareketin eksen ylzeylerinin spacelike

olmasi durumunda Euler-Savary formiliddr. (3.2.162) denkleminde p =cotA oldugundan

Euler-Savary denklemi
t@ —cotf )coshp _
(co —— Jeosho 5 (3.2.171)
sinh” @ —coté cot 6,

formunda yazilir. Burada
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s T T
2:4-"3—'". (3.2.172)
kl 1 kl

(8.2.171) denkleminin reel ve dual kisimlari

(cot@—cotb.)coshg

— (3.2.173)
sinh” ¢ —cot@cot 6,
ve
(cot@—cotd )@ sinh p+| — A + o cosh @
‘ sin®@. sin’ @ )
(3.2.174)

cotf8"  cotf.6 -
.2 + .2
sin"g ~ sin" @

@ 2sinh ¢ cosh p— [

bulunur. @ ve @ bilindiginde (3.2.173) denkleminden & ve (3.2.174) denkleminden &

bulunubilir. Tersine € ve 6" bilindiginde 8, ve 8. belirlenebilir.

3.2.9. Dual Spacelike Aci Yaklagimiyla Lorentziyen Disteli Ekseninin incelenmesi

Bu kesimde dual spacelike agi yaklasimiyla Lorentziyen Disteli ekseninin yeni bir

karakteristik 6zelligini incelenecektir: X spacelike dogrusu ile U spacelike disteli ekseni

arasindaki agl ve ¥ bunlar arasindaki en kisa uzaklik olmak lzere, ¥ =y +&y” = §L +0

dual spacelike a¢i tanimlanirsa (3.2.165) esitliginden
arccos(<)2,lj>)=;7 (3.2.175)
yazilabilir. Bu baginti dual Lorentziyen birim klre Gzerinde noktalar igin bir metrik tanimlar.

X, /X, 1-parametreli Lorentziyen kiresel hareketi boyunca bu dual spacelike agi degisir. dS

dual yay elementine gére (3.2.175) nin tUrevini alirsak

ay __ \"TT) (3.2.176)
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elde edilir. Boylece,

‘;—?=0@<—X',U>=0@T~LU@U= N+AB (3.2.177)

bulunur.

Burada Lorentziyen uzayda transfer prensibini uygularsak sonug¢ olarak asagidaki
teorem elde edilir:

Teorem 3.2.10. X,/X, 1-parametreli Lorentziyen kiresel hareketi igin X yonli spacelike

dogrusu ve bunun spacelike U Disteli ekseni arasindaki dual spacelike a¢l ve en kisa

uzakhginin birinci tirevinin sifir olmasi, X dogrusu icin ve U Disteli ekseninin, ani dénme
ekseni ile lineer bagimli olmasi igin bir karakteristiktir. Boyle dogrular arasindaki dual spacelike
agl ve en kisa uzaklik birinci yaklagsimda invaryanttir.

Benzer sekilde (3.2.176) denkleminin tlrevi alinirsa

d’y
(3.2.178)
as’ 1-((%.0))
ve
WY 0 (-X0)=(-%"0)=0
o <(Z1N+KZB),K‘N> =0
=U=AB
den
(0.0)=1= A, =71
bulunur. Béylece,
W _dV _o L i—=h (3.2.179)

s ds?
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elde edilir. Lorentziyen uzayda transfer prensibini uygularsak asagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 3.2.11. X, /X, 1-parametreli Lorentziyen kiresel hareketi igin X yénli spacelike
dogrusu ve bunun U Disteli ekseni arasindaki dual spacelike a¢l ve en kisa uzakliginin birinci
threvinin ve ikinci tdrevinin sifir olmasi karakteristiktir ve $l§ —U karsilik gelir ve B vektéri

X spacelike regle ylzeyinin Disteli eksenidir.
(3.2.178) denkleminin tlrevinin alinmasiyla

(3.2.180)

bulunur. Lorentziyen uzayda transfer prensibini uygularsak asagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 3.2.8. X, /X, 1-parametreli Lorentziyen kiresel hareketi igin X yonli spacelike
dogrusu ve bunun U Disteli ekseni arasindaki spacelike a¢i ve en kisa uzakliginin birinci, ikinci
ve Uguncl tdrevinin sifir olmasi burulma dogru konglransinin dogrularini karakterize eder
burada 17, X spacelike regle ylzeyinin Disteli eksenidir.

7 =0 oldugundan, Disteli ekseni ikinci mertebeden sabitlenir ve spacelike X regle

ylzeyinin Urete¢ dogrusu sabit adimla hareket eder.
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3.2.10. Ornek

Bu kesimde, ilk olarak X, /X, 1-parametreli Lorentziyen kiresel hareketinin ani vida

ekseni igin dual Lorentziyen vektorler kullanildi. X, /X, 1-parametreli Lorentziyen kiresel

hareketi analitik olarak
X, ()=A0x,O)+m (1) , x,(1)= A_l(t))?f (t)+m, (1) (8.2.181)

tanimlanabilir. Burada ff, X _, sirasiyla, sabit cati ve hareketli catida bir noktanin vekitrleri ve

m?

lﬁf, m, OGteleme vektdrleri olup, bunlar t =t+&t dual parametresine gore

diferansiyellenebilir fonksiyonlardir. Bir parametreli hareket s6z konusu oldugu igin " =0
alinacaktir. Ayrica,

=—Am, , m =—-A"m (3.2.182)

bagintilari mevcuttur ve burada A dual Lorentziyen ortogonal matris olup

Al =¢eAe; €= (3.2.183)

o = O
- O O

sarti saglanir.

X, ve X, , siraslyla, sabit X, ve hareketli X, Lorentz uzayinin ortonormal gatilarina gdre

f

ayni X noktasinin konum vektériinli gosterirler.

%, eX, (£, =0) noktasinin hizi sabit iken
¥, =A%, + A%, +m, =A%, +m, (3.2.184)

burada (3.2.181) ve (3.2.182) denklemleri, (3.2.184) denkleminde yerine yazilirsa
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X, =AAR, +m,)+m
= A'(A"lif - A‘llﬁf ) +n~1;r
X, =AATX () - AAm ) (3.2.185)
bulunur. A’A™ Lorentziyen anlamda anti-simetrik matris olup,
AA+AA"Y =0, (3.2.186)

w=A’A"" alinirsa (3.2.186) denklemi

w+a@ =0 (3.2.187)

seklinde kisitlanabilir. Bdylece (3.2.185) denklemi

X, =X, +(m, —om,) (3.2.188)
formunda yeniden yazilabilir. Bu denklemin bir sonucu olarak,

Q=) +@ (1) (3.2.189)
dual vektéri vardir burada,

Ox, =OXXx,; @ =(m-oxm). (3.2.190)

Simdi basit bir érnek ile yukaridaki durumlari agiklayalm. X, /X%, 1-parametreli Lorentziyen

kiresel hareketini incelemek igin

coshd —sinh@ O coshp 0 -—sinh@
R =|-sinh® coshd 0|, R= 0 1 0 (3.2.191)
0 0 1 —sinh@ 0O coshg@

ve 0=0,0 =¢" =0 olmak zere
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cosh’ ¢ —sinh¢@ —cosh @sinh ¢
A=| —sinh@cosh¢ coshg sinh® @ (8.2.192)
—sinh @ 0 cosh ¢

Lorentziyen anlamda ortogonal matrisini ele alalim. Lorentziyen anlamda anti-simetrik matris

olarak 1€ R olmak lzere

0 0 M sinh @
m(p) = 0 0 —pcosh @ (3.2.193)
Msinh@  pcosh @ 0

matrisini alahm. ﬁ,ﬁm,ﬁf timelike vektorler oldugundan

—ucosh@
m(@)=| usinh@ (3.2.194)
0

vektor alinabilir. @ = A’A™" oldugundan

2 cosh ¢ sinh ¢ —cosh ¢ —cosh’ Q- sinh’ 1) cosh’ ) sinh @cosh ¢ sinh @

@(p) =| —cosh’ p—sinh® ¢  sinh @ 2 cosh ¢ sinh @ sinh @ cosh ¢ 0
—cosh ¢ 0 sinh ¢ sinh @ cosh @ sinh® @ cosh @
0 -1 —cosh @
w@= -1 0 sinh ¢ (3.2.195)

—cosh@ —sinhg@ 0
Lorentziyen anlamda anti-simetrik matrisi elde edilir. Boylece dénme hareketinin vektéri
sinh ¢

w(@)=| —cosh ¢ (3.2.196)
-1
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olarak bulunur. (3.2.190) denkleminden ételeme hareketinin vektéri

—usinh ¢ Msinh @
o (¢)=(m —wxm)=| pcoshy |—| —ucoshg

0 u
—2usinh @
o (¢)=| 2ucoshe (3.2.197)
—u

olarak bulunur. Béylece, her ¢ aninda, X,/X, 1-parametreli Lorentziyen kiresel hareketinin

Pfaff vektor(,

sinh ¢ —2¢&u sinh @
Q(¢) = 0(@)+ e (9) =| —cosh +2&ucosh @ (3.2.198)
—1-&u

olarak bulunur. Teo. 3.1.1 den sabit eksen ylzeyi

sinh ¢ —2&u sinh @
=; —cosh @+ 2&ucosh @ (3.2.199)

H J2-2¢u

®

qf(?) =

o

—-1-&u

olarak bulunur.

Boylece, X, hareketli birim dual Lorentziyen kiiresinde hareketli pol egrisi

-1
Q = ddL-M; M =(A+emA) (3.2.200)
9

ile tanimlanir. Burada

cosh? o+eu(— sinh? ) —sinh @ —sinh @cosh ¢+ £u(sinh ¢ cosh @)
M =| —sinh ¢ cosh ¢ + gu(sinh ¢cosh ¢) cosh @ sinh? Q- &',u(cosh2 )
—sinh ¢ Eu cosh ¢
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olup

0 coshp 1-¢&u
Q,, =| coshg 0 —sinh @
1-&u sinhg 0

bulunur. Béylece
—sinh @
Q (p)=| 1-eu (3.2.201)

cosh @

olur. Hareketli eksen ylzeyi de

5 . —sinh ¢
q,(9)= H[) = e 1-&u (3.2.202)
" #\ cosh Q

bigiminde elde edilir.

Simdi, cjz(jf(q)) sabit eksen yuzeyinin Blaschke invaryantlarini hesaplayalim.

Y. /X, 1-parametreli Lorentziyen kiiresel hareketi i¢in (3.2.199) denkleminden,

Q,(0)=Q4(p); Q=2-2eu. (3.2.203)

(3.2.203) denkleminin her iki tarafinin @ ye gore trevi alinirsa,

9 o —aG0q
dp TR
Q/ =QG+kQh (3.2.204)

ve bu ifadenin tlrevini alip (3.2.128) esitligini kullanilirsa
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Q =QG+Q§ +k'Qh+kQh+k QR
=Q'G+Q (kh)+k'Qh+kQh+kQ(kg+k, &)
Q= Q" +k’Qg+ 2k Q +k'Qh+(kQk, )i (3.2.205)

bulunur. (3.2.203) ve (3.2.204) denklemlerinin Lorentziyen vektdrel carpimlari alinirsa
Q,(9)x 2, (9) = (QF)x(Q§+kQh)=—kQ%a (3.2.206)
elde edilir. Ayrica,

|2, (2% 2, ()| =~(2,(0). 2, (@) (2, (0). 2} () +({2, (). 2, (<D)>)2 (3.2.207)

ve
. . 2 g 2 ol
Hgf (¢)><Q'f(¢)H = —(04.04)(0q + [ 0.0 + F,0k) + (04,0 + F0k)) =k°a"  (3.2.208)

den

de2,.2/.8,)=-(2,x2/.2,) (3.2.209)

det(2,.92,.9,7)=k’Qk,, (3.2.210)
bulunur. Diger taraftan (3.2.198) denkleminden,

cosh@—2¢ucosh @
9, (¢)=| —sinh ¢+ 2&usinh ¢ (3.2.211)

0

ve
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sinh ¢ —2&usinh @
Q,”(¢)=| —coshp+2¢ucosh g (3.2.212)
0

bulunur. (3.2.198) ve (3.2.211) denklemlerinden

<i2f (), s"zf’((p)> — (=sinh cosh @+ sinh pcosh @) + £1(2 sinh @cosh @+ 2 sinh pcosh @
—2sinh ¢ cosh ¢ —2sinh ¢ cosh @)

veya
<s}f(¢),izf’(¢)> =0 (3.2.213)

bulunur. (3.2.213) nin her iki tarafinin karesi alinirsa

(<g}f (¢),g}f’(¢)>)2 =0 (3.2.214)
bulunur. Ayrica,

<!~2f’((0), !}f/(¢)> =—cosh’ @ +sinh’® @+ 2&u(2cosh”® ¢—2sinh’ @)
dan

(20,2, (@) =-1+4eu (3.2215)

bulunur. (3.2.198), (3.2.214) ve (3.2.215) denklemleri, (3.2.207) denkleminde yerine yazilirsa

—(2-2&u)(—1+4&u) = k*Q*
—(=2+10&u) = k> (4—8&u)
N ];12 _ 2-10&u _ 1-5¢u
4-8eu 2-4&u
(2+4ew)
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(k,+ k) = 2-ba

1-3&u

k’ +2€kk; =
elde edilir. Son esitlik reel ve dual kisimlarina ayrilirsa,

k, =ii, k; =i@ (3.2.216)
NG 4

*

k
bulunur. (3.2.127) denkleminden A:=4, =4, :k—l oldugundan eksen yiizeyinin dagiima
1

parametresi

lzi%ﬂ (3.2.217)

bulunur. (3.2.198), (3.2.211) ve (3.2.212) denklemleri, (3.2.210) denkleminde yerine yazilirsa

¢ —e, —€;

.Qfxf)f': sinhp—2¢&usinhgp —cosh@+2&ucoshgp —1-¢&u
coshp—2¢&ucoshgp —sinh@+2&usinh @ 0

‘éf X f)f’ = [(—sinh @ + &u(—sinh ¢ + 2 sinh @)), (cosh ¢ + £u(—2 cosh ¢ + cosh @), (—1—4&£u)]
<.Qf><!2f 2 >:—1+38,u (3.2.218)
bulunur. Béylece (3.2.210) ve (3.2.218) denklemlerinden

det(2,,2,",2,") =1-3eu=k’Q’%,, (3.2.219)

bulunur.
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1—38/121_;8ﬂ-(2—28ﬂ)- 226 -k,

ve

= 1
ky, =

(1- (2 —gu f)

bulunur. Béylece,

2y S EU— (3.2.220)

elde edilir. (3.2.220) denklemi reel ve dual kisimlarina ayrilirsa,

k2f=£, k;*f:u& (3.2.221)
2 4
bulunur. (3.2.126) denkleminde l?zf —l%m zflf oldugundan,
- (N2 32 V2
ky, =| = +eu="|—| 2 —eu =
V2 52
=——+&U——
2 4
olup reel ve dual kisimlari
k,, = —%, k;, = y# (3.2.222)

elde edilir.

Bdylece eksen ylzeylerinin integral invaryantlarinin reel ve dual kisimlari elde edilir.
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Iv. BOLUM
DUAL LORENTZIYEN UZAYDA DISTELi DiYAGRAMI

Bu bélimde, dual Lorentziyen uzayda hiperbolik ve Lorentziyen hareketler igin Disteli
diyagrami incelenecektir. Bu diyagramlar, birim dual timelike vekiér ile verilen dual hiperbolik
hareketin ani vida ekseni igin timelike Disteli diyagrami, birim dual spacelike vektér ile verilen
dual Lorentziyen hareketin ani vida ekseni icin spacelike Disteli diyagrami olarak adlandirildi.
Diyagramlar, Lorentziyen uzayda vida dislilerinin bir pargasinin agisal hizi, konumu ve vida

hareketinin adimi aralarindaki bagintilar verir.

4.1. Dual Hiperbolik Kiiresel Hareketin Disteli Diyagrami

{O;Qmﬁm,ﬁm} , L, hareketli uzayda Lorentziyen anlamda ortonormal koordinat sistemi
ve {O'ﬁf,ﬁf,df}, L, sabit uzayda Lorentziyen anlamda ortonormal koordinat sistemleri
olsunlar, burada ¢,, ve g, vektdrlerini timelike vektérler olarak kabul edelim. L, / L, hareketini
incelemek igin L, izafi uzayin gatisi olan {Q;é,,€,.€,} ortonormal izafi koordinat sistemini
alalim. Lorentziyen uzaylarda transfer prensibine gére, X,,X, and X, ayni O merkezli birim
dual hiperbolik kiirelerin noktalari {0;é,,€,,€,}, {0;¢jf,hf,df} ve {O;Jm,hm,dm} dual
ortonormal sistemleri ile ifade edilebilir. Bdylece L,/ L,, L,/ L, ve L,/ L, hareketleri sirasiyla

X, /X, X, /X, ve X, /X, birim dual hiperbolik kiiresel hareketler olarak géz éniine alinabilir.

Y, hareketli birim dual hiperbolik kiresi,

{qm(timelike), ﬁm=”3‘{m ,dm=quhm},q”m=qm+gtj;,ﬁ =h +eh',q, =d, +¢ed’
q

dual ortonormal sistemi ile ve X, sabit birim dual hiperbolik kiresi de

dqf ~ ~ - ~ — —x 7 7 ko~ — —
qufu’ a,=q;xh,v.q,=q, +€4;.h, =h, +ch;. a, =a, +eda,;

q, (timelike), h~f =
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dual ortonormal sistemi ile Uretilsin. Bu taktirde, X, dual kiiresel hareketin X, ye gére tirev

denklemleri
di =&h
dh=%§+7a
di =-7h,

ile verilir burada K(s)=k(s)+ &K (s), T(s)=7(s)+&7T (s), (s€ IR) sirasiyla dual egrilik

ve dual burulmadir. Lorentziyen uzayda transfer prensibinden, X, Gn X, ye gére kiresel

hareketi boyunca X, dual birim hiperbolik kiire Gzerinde ¢ birim dual timelike vektér bir egri

gizer ve bu dual egri, Rf’ Lorentziyen ¢izgiler uzayinda ana dogrulari timelike olan bir timelike

regle ylizeye karsilik [26].

Sekil 4.1.1 de verildigi gibi, X, disli kutusunun F(O;x,, x,,x;) sabit catisinin x; ekseniile

cakisan p, ekseni etrafinda déndugiing, X, kigtk diglisinin x, ekseninden S* uzakliginda ve

x, ekseni ile S agisi yapan p, ekseni etrafinda dondigini ve X, blylk dislisinin x,

ekseninden ¥ uzakliginda ve x, ekseniile ¥ agisi yapan p, ekseni etrafinda déndigini

kabul edelim.
€ (time)
wi‘:
b
@32 a* at
L3
ol | 2 &, (space)
4 5,
- “
e,
4 d ; ST
n P o>
& \ "X
7 i
03 N\

Sekil 4.1.1. Kiigik ve blyuk dislinin  p,,, p;, timelike eksenleri ve p,, izafi timelike ekseni
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F(O;x,,x,,x;) kartezyen koordinat sistemi icin, €, birim dual timelike ve €, birim
dual spacelike vektorlerine, sirasiyla, x, ve x, eksenleri karsilik gelir. p,, ve p;, sirasiyla
X, /X, ve X, /X, dual hiperbolik hareketlerin ani vida eksenlerinin birim dual timelike

vektorleridir ve bunlarin x; and x, eksenlerine gore simetrik olarak yerlestirildigini kabul

edelim. Bdylece

D, =e,cosha—e,sinhd
{pﬂ ! ? (4.1.1)

Pp;; =e,cosha+e,sinhx

yazilabilir.

Time

Space

Sekil 4.1.2. Kuguk dislinin timelike ekseni p,, ve blytik dislinin timelike ekseni p;,

Vida  durumunda a,d'eR, o +#0 oldugunu kabul edelim ve
w,,, @, € R, sirasiyla, X, disli kutusuna gore X, kugik dislisinin ve X, bliylk dislisinin agisal
hizlari olsun. Verilen ¥, X, ve X, sistemleri icin X,/X, ve X./X, hareketlerinin ani vida
eksenleri sirasiyla, q,,, q;, dual vektorleri olsun. X, birim dual hiperbolik kiresine gére X,
birim dual hiperbolik kirenin hareketi X, /X, ile verilir. X,/X, hareketi, X, /X, hareketi
Y, /X, hareketinin tersi olmak lzere, X, /X, ve X,/X, hareketlerinin birlesiminden olusur
[28]. q;,,X, /X, hareketinin ani vida ekseni olsun. Bu takdirde hareketlerin vidalari arasindaki

baginti

43, =Wy, P3; = Oy Py — Oy, Py
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E3

ile verilir [28]. Ddnme durumunu gbdz 6nlne aldigimizda, yani a)ZI:a);:O ise

43, =@, P35, = W, Py, — 0y, Py, olur ve asagidaki teorem verilebilir.

B

Teorem 4.1.1. @, =@, =0 kosulu altinda X, /X, dual hiperbolik kiiresel hareketinin ani

vida ekseni,

q; = (@, —w,)cosh e, + (w,, + w,,)sinh e, , (4.1.2)

ile verilir.

ispat. Ani vida ekseninin birim dual timelike vektéri p,,

D3, =¢€,cosh@+e,sinh@,

ile verilir.

> Space

Sekil 4.1.3. Ani vida ekseninin birim dual timelike vektort p,,

Burada @=¢+&¢", €, ve p,, arasindaki dual hiperbolik agidir. Ayni zamanda, X,/X,
relatif hareketin vidasi ¢, , ani vida ekseninin birim dual timelike vektori p,, ve @, agisal hiz

ve @, Gteleme hizi olacak sekilde dual agisal hiz olan @,, = @,, + £w;, nin garpimindan

olusur. Boylece,
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s, = 0y, P3, = By, (€, cosh@ +e,sinh @) = @, p;, — @, P,
= m,,¢, cosh @ + @,,¢, sinh ¢ = w, (cosh e, +sinh &e, ) — @, (cosh e, —sinh &re,)
= w,, cosh e, + w,, sinh e, — w,, cosh e, + w,, sinh e,
=(w,, —w,,)cosh e, + (@, + @, )sinh e,

elde edilir.

Teorem 4.1.2. 23/22 dual hiperbolik izafi hareketin p,;, ani vida ekseninin x, eksenine
uzakligi @ agisi cinsinden

*
&

B sinh 2«

sinh 2¢p = Rsinh 2¢p = 2R sinh ¢ cosh ¢ (4.1.3)

ile verilir.

ispat. Denklem (4.1.2) de verilen e, ve e, katsayilari karsilastirildiginda

{QZ o —on o (4.1.4)

@y, sinh @ = (w,, + @,,)sinh .

esitligi bulunur. @,, yi yok etmek icin ilk denklem (—sinh @) ile ikinci denklem (cosh @) ile

¢arpildiginda

(@, + @,,)sinh & cosh ¢ — (@, — @,,)sinh @ cosha =0
@,, (sinh & cosh @ +sinh @ cosh &) + @, (sinh & cosh ¢ —sinh @ cosh &) =0

ve bu denklem diizenlendiginde
w,, sinh(& + @) + @, sinh(& — @) =0 (4.1.5)
bulunur. YA€ R sabiti igin

®,, =—Asinh(ax— @), @, = Asinh(a+ @) (4.1.6)
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reel katsayilari alalim. (4.1.5) denklemi reel ve dual kisimlarina ayrilirsa

@, sinh((a+ @)+ (@ + @)+, sinh((@— @)+ e(a” —¢')) =0,
@, [sinh(a+ @)+ (" + ¢") cosh(a + @)1+ @, [sinh(a — @) + £(a" — ") cosh(r — ¢)] = 0,

@,, sinh( + @) + @, sinh(a— @) + €lw,, (& + ¢@") cosh(a+ @) + @, (" — @) cosh(a — )] =0,
denklemi elde edilir. Dual kisim,
w, (" +¢")cosh(a+ @)+ w, (" — ¢ )cosh(a—p) =0

olup bu esitlikte (4.1.6) denklemi yazilirsa

—(a" +¢")sinh(a — @) cosh(a + @) + (&" — ¢") sinh(e + @) cosh(ar — @) =0

elde edilir. Bu ifade dlizenlenirse

—(a" +¢")sinh(a — @) cosh(a + @) + (& — @) sinh(ax + @) cosh(ar — @) =0,
o, (sinh(a + @) cosh(a — @) — sinh(a — @) cosh(x + @))
—@, (sinh(a — @) cosh(a + @) +sinh(a + @) cosh(a — @) =0

veya

a sinh2¢—¢" sinh2a =0
bulunur. Burada,

*

o

=— (4.1.7)
sinh 2«

oldugundan

P
*

~ sinh 2«

sinh 2¢ = Rsinh 2¢p = 2R sinh ¢ cosh ¢
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bulunur. p,, relatif ekseninin x, koordinati ¢" a esittir. Bitlin izafi eksenlerin geometrik yeri

XX
2 _ 2

Xy =X

X, =2Rcosh ¢sinh ¢ =2R (4.1.8)

denklemi ile verilir ve bunu timelike Pllcker konoidi olarak isimlendiririz. ¢ =10,785 ile

bulunan, iki ana dogru arasindaki 2R uzakligi, ¥ timelike Plicker konoidinin gapi olarak

adlandirilir.

Sekil 4.1.4. Timelike Plicker konoidi
Teorem 4.1.3. 23/22 dual hiperbolik izafi hareketin adimi

E3

hy, =% R(cosh2a—cosh2¢) (4.1.9)

32
ile verilir.

ispat. (4.1.4) denklemi, sirasiyla, (cosh @ ) ve (—sinh @) ile garpilirsa

@,, = (w,, — w,) cosh & cosh @ — (@, + @, ) sinh & sinh
= @,, (cosh & cosh ¢ —sinh & sinh @) — @, (cosh & cosh @ + sinh & sinh @)
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w,, = w,, cosh(a — @) — w,, cosh(xX + @) (4.1.10)

bulunur. (4.1.10) denklemi reel ve dual kisimlarina ayrilirsa

@,, = @, [cosh((@— @)+ (@’ —¢")]— o, [cosh(@+ @)+ e(@ +¢)]
= @, [cosh(a— @)+ (@’ — @) sinh(a@ — @)]— @, [cosh(a + @) + £(&” + @) sinh(x + @)]

=, cosh(a — @) — w,, cosh(a+ @) + €[, (& — ¢ )sinh(a— @) — @, (& + ¢")sinh(ax + @)]

olup, denklemin reel kisminda (4.1.6) denklemi yerine yazilirsa

®,, = A[sinh( + @) cosh(a — @) + sinh(a — @) cosh(a + @)] = Asinh 2¢, (4.1.11)

bulunur. (4.1.10) denkleminin dual kismi,

w,, =0, (" — ¢ )sinh(a— @) — o, (& + @) sinh(a + @)
= A[(a" — ¢")sinh(a + @) sinh(a — @) + (" + ¢ ) sinh(a — @) sinh(a + @)]

=2Aa" sinh(a + @) sinh(a — @) = A" (cosh 2a — cosh 2¢)

bi¢iminde bulunur. Son olarak A,, adimi

h, = @, _ Aa,(cosh2a—cosh2¢)
,=—2=

,, Asinh2a

= R(cosh 2 —cosh 2¢) (4.1.12)

esitligi ile verilir. Denklem (4.1.3) ve (4.1.9) Lorentziyen uzaysal harekette pure dénmelerin

Disteli diyagraminin temelini olusturur.

Lorentziyen uzaysal harekette pure dénmelerin Disteli diyagrami A, adimi, @ agisi ve o

uzakligrile @,, ve @, agisal hizlar arasindaki bagintiyr agiklar. (Sekil. 4.1.5)
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X, (rime) y
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Sekil 4.1.5. Dual hiperbolik kiiresel hareketin Disteli diyagrami

Bu diyagram, p,, ve p,, arasindaki ortak normal olan €, nin dogrultusundaki
izdlsime dayanir. p;,, p5, dogrularinin kesistigi €, =1 noktasinda aralarindaki agi 2 dir.
izafi eksenin pj, izdUsimi, p,, =@, p;, — @, p,, fark vektdrinin dogrultusuna sahiptir.
Hareketin 6zelliklerini vermek i¢in €, dan gegen Lorentz k ¢emberi kullanilacaktir. 13;1, 13;1
bu gemberi, sirasiyla, 1 ve 2 noktasinda kessin ve 2" uzakliginda bulunsunlar. Béylece k ve

Dj,» 3 noktasinda kesisirler ve bu nokta, ijz vektorine ¢ uzakligindadir. Bu diyagram,

(4.1.3) ve (4.1.9) denklemlerinin ve Lorentziyen trigonometride merkez agi teoreminin bir

sonucudur.

4.1.1. Dual Hiperbolik Kiiresel Harekette Disteli Diyagraminin Genel Durumu

Bu kesimde daha genel durum olarak X, ve X, n X, dual hiperbolik kiresine gére
hareketlerini helisel kabul edelim. Bu hareketlerin dual agisal hizlari, sirasiyla, @,, ve @,

olsun. Béylece, @, /@, orani degisirken adimlar

h, = w;l/wﬂ S 6!)3*1/6031 (4.1.13)
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olacak sekilde sabittir. 23/22 izafi hareketin p,, timelike ekseni timelike regle ylzeyi tarar.
Burada dual hiperbolik kiresel hareketin bir Disteli diyagrami vardir.
(4.1.5) denkleminin dual benzeri olan
,, sinh(& + @) + @,, sinh(& - @) =0 (4.1.14)

denklemi alinsin. (4.1.14) denklemi reel ve dual kisimlarina ayrilirsa

(@,, + €m,))[sinh(a+ @) + (@ + @) cosh(x + @)]
+w,, + €d))[sinh(@— @) + (" — @) cosh(a@— )] =0

olup, reel kisim
w,, sinh(a + @) + w,, sinh(a— @) =0

ve dual kisim
@,,, sinh(@+ @)+ @, (& + ¢") cosh(a + @)

+@,;, sinh(a — @)+ @, (" — ") cosh(a— ) =0
olarak bulunur. (4.1.13) esitlikleri bu denklemde yerine yazilirsa

@, [h,, sinh(a + @)+ (" + @) cosh(x + 9)]
+@, [y, sinh(@— @)+ (" —¢") cosh(a— )] =0

bulunur. (4.1.6) denklemindeki @,, ve @,, agisal hizlari g6z 6niine alinirsa,

A[—=h,, sinh(a — @) sinh(a + @) + h,, sinh(a — @) sinh(a + @)
—(a" +¢@")sinh(a — @) cosh(a + @) + (" — ¢") sinh(ar + @) cosh(a — )] =0

elde edelir. Bu esitlik diizenlenirse

%(h21 —hy,)(cosh 2 —cosh 2¢) + & sinh 29— @ sinh 2o =0
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elde edilir. Bu denklem dlizenirse

e ‘smh 2¢ + h“ LY (cosh2a—cosh 2¢),
sinh2a¢  2sinh2¢

bulunur ve (4.1.7) denklemi bu denklemde yerine yazilirsa (4.1.3) denkleminin genellestirilmigi
olan

@" = Rsinh 2¢+M(cosh 2a—cosh2¢) (4.1.15)

2sinh 2«

denklemi elde edilir. Dider taraftan, (4.1.10) denkleminin dual benzeri olan
@, = @, cosh(& — Q) — @,, cosh(& + ) (4.1.16)

denklemi alinsin. (4.1.16) denklemi reel ve dual kisimlara ayrilirsa,

w,, + €0, = (@, + €0, )(cosh(a— @)+ £(a” — ¢")sinh(ax — @))

—(@,, +€w,,)(cosh(a + @)+ (" + @) sinh(a + 9))
olup, reel kisim
w,, = @, cosh(a — @) — w,, cosh(a + @)
bulunur. (4.1.6) denklemi bu denklemde yerine yazilirsa

@,, = A[sinh( + @) cosh(a — @) + sinh(a — @) cosh(a + ¢)]
= /1[% (sinh 2 +sinh 2¢) + (sinh 2 — sinh 2¢)
= Asinh2a¢

bulunur. (4.1.6) denklemi dual kisimda yazilirsa
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@;, = @, cosh(a— @)+ @, (&’ —¢")sinh(a— @)
—;, cosh(a+ @)+ @, (& + ¢ )sinh(a+ @)
= Alsinh(e + @)[ I, cosh(ax — @) + (& — ¢") sinh(a — @)]
+sinh(a — @)[ h,, cosh(a + @) + (" + ¢ ) sinh(a + ¢)]]

= l[é hy, (sinh 2+ sinh 2¢) + %hm (sinh 2 —sinh 2¢) + ¢, (cosh 2 — cosh 2¢)}

elde edilir. Boylece, (4.1.9) denkleminin genel hali olan

60;2 1 }%1_}121 :
=—2=—(h, + +—1—=Lginh 2¢+ R(cosh 2ar —cosh 2 4117
e @, 2(21 i) 2sinh 2 o+ R 2 ( )

esitligi elde edilir. Burada

S = }%1 _hm
2sinh 2

alinirsa, (4.1.15) ve (4.1.17) denklemleri

@ =-Scosh2¢+ Rsinh2¢+ S cosh 2«

1 (4.1.18)
hy, = S sinh2¢— Rcosh2¢+ R cosh 20{+5(hj1 +h,,)
biciminde yazilabilir. Daha sonra, R ve S yerine, T ve ¥ cinsinden
S =-Tsinhy, R=Tcoshy (4.1.19)

degerleri yerine yazilirsa
@" =T coshy sinh 2¢—T sinh i cosh 2 + T sinh ¥ cosh 2¢
= T(% (sinh(y +2¢) —sinh(y —2¢)) — T sinh i cosh 2«

+ T(% (sinh( +2¢) —sinh(i —2¢)),

ve
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hy, = =T siny sinh 2¢—T cosh  cosh 2¢+ T cosh i cosh 20{+%(h31 +h,,)

= —T(% (cosh(y +2¢) —cosh(y —2¢)) — T(% (cosh(y +2¢) —cosh(y —2¢))

+T cosh i cosh 20!+%(h31 +hy,)

olur. Béylece (4.1.18) denklemi

@ =T sinh(Qp+y)—T cosh 2asinh

| (4.1.20)
hy, ==T cosh(2¢+y) +T cosh 2cr cosh iy + 5 (hyy + hy)

formunda elde edilir. Burada, p,, relatif eksenin taradigi ¥ timelike Pllcker konoidinin ¢api

2T =2+/R* -S*.

Sekil 4.1.6. Dual hiperbolik kiresel hareketin Disteli diyagrami igin genel durum
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Sekil 4.1.6 teki diagrami ¢izmek igin ilk olarak bagimsiz  F(U;¢, &) catisi

segilsin. Bunlar, sirasiyla, @* ve hs, nin eksenleri olsun. 13 yay! igin merkez agi 4 olacak
sekilde 1 ve 2 noktasindan gegen k Lorentziyen gemberi belirlensin. €, ortak dikmesinin en
(st noktasi olarak 1€ k noktasi segilsin. Béylece verilen her @ agisi igin p;, ve k Lorentziyen

cemberi 3 noktasinda kesisir ve bu ¢ ve hy, adimina karsilik gelir.
4.1.2 Timelike Disteli Diyagraminda Dagilma Parametresi

g(r)=gt)+e&g" (¢) timelike Pliicker konoidinin &(7) dagilma parametresi

(¢:4)
0= — (4.1.21)
(8.8)
ile verilir. 0 parametresi herhangi bir Gireteg boyunca teget diizlemlerin dagilimini verir.
. x, (rime)
hy
xz(space)

Sekil 4.1.7. ¥ timelike Pllcker konoidinin 0, dagilima parametresi
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Sekil 4.1.8. 23/22 eksen yiizeylerinin 0 dagilma parametresi

Y timelike Pliicker konoidinin herhangi bir g = p,, uretecinin J, dagiima

parametresini hesaplamak igin (4.1.2) ve (4.1.3) denklemleri kullanilirsa,

@ = Rsinh2¢
g = (cosh @+ £¢" sinh p)e, + (sinh p+ £¢" cosh p)e, .

@ parametresine gore turev alinirsa,

g = (sinh @+ £¢" cosh @+ 2&R sinh g cosh 2¢)é,
+(cosh @+ £¢” sinh @+ 2€R cosh g cosh 2¢)e, .

ve burada <él,él> =-1, <62 -e~2> =1 ve <e~1,e~2> =0 esitlikleri kullanilirsa,
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<§, §> = —(sinh ¢+ 2&R sinh @ cosh 29+ £p” cosh @)’
+ (cosh @+ 2&R cosh pcosh 29+ £¢° sinh @)°
=—sinh’® @ —4&Rsinh’ pcosh 2¢— 2&sinh " cosh @
+cosh” @+4&R cosh® pcosh 29+ 2€sinh @ cosh ¢
=1+4eRcos20=(g,8)+2£(4,8")

elde edilir. (4.1.21) denkleminden, <§,§> carpiminin dual ve reel kismi kullanilirsa

0y =2Rcosh2¢ (4.1.22)

bulunur. Sekil 4.1.6, 6zel durumda dual hiperbolik kiiresel hareketin dagiima parametresi Jy, yi
gdsteren Disteli diyagramidir. $imdi, kesim 4.1.2 deki daha genel durumu inceleyelim: p,,, X,
ve X, iki catl arasindaki izafi hareketin ani vida ekseni olsun. Ayrica, p,, ve P,, timelike
eksenlerinin X, disli kutusuna sabitlendigini kabul edelim. Bdylece, @,, and @, sabitleri igin
D, relatif imelike ekseni X, disli kutusunda sabit kalir.  p,,, X,/X, izafi hareketin eksen

ylzeylerinin izidir. Her bir eksen yiizeyi igin dagiima parametresi d nin sabit kaldigini
gostermek istiyoruz. Bunun igin Disteli diyagramindan yararlanilabilir:

¥, eksen yizeyi @, p,, ani vida ekseni ile X, /X, helisel hareketi altinda & = p,,

nin izidir. Teorem 4.1.1. in ispatindaki denklemin dual benzeri alinirsa,
67)32§ = 5’31531 - (7)211321
burada g =—@, jp,, X § tirev ifadesi ve (4.1.1) denklemi ele alinirsa

0,8 =~y Py X (D, P3; — Oy ;)
=00, (Py; X P3;)
=—, 0, (e, cosha —e, sinh &)X (e, cosh & +e, sinh &)
=-m, o, sinh 2xe,

bulunur. Dagilma parametresini hesaplamak igin
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a)12<1‘>; g> @, @], sinh” 201

denkleminin reel ve dual kismina ihtiyag duyulur. @,, #0 sarti altinda @;, nin tersi vardir ve

(4.1.13) denklemi kullanilirsa,

(@, +£0,)" (8.8) = (@, +£0],)’ (@, + €@, )’ (sinh 20+ 2 cosh 2a)’
g,

(@, + Zea)ua)u) < g> (@5, + 2860216021 N @;, +2€w, @}, )(sinh® 2a + 4ea” sinh 2 cosh 2a)
o7, (1+ 28 < > @ (1+2e 2L )a)“(l +26 ) sinh 2a(sinh 20+ 4ear” cosh 2a)
21 6031

Loz h2
(2.8)= W(Hz% )(1+2€h,, )(1- 2€h,,)(sinh 2+ 4€a’ cosh 2ar)
32
A*sinh® (o — @) - A* sinh® (& + @) 5
= -sinh” 2¢-(1+2&(h,, + h,, —h,, + 2Rcosh 2«
A?sinh” 2 (14 260+ by = )
= A’ sinh*(a— @) -sinh*(a + @)

+2&A’[sinh* (@ — @) - sinh* (@ + @)(hy, + by, — hy, + 2R cosh 2a)

bulunur. Béylece eksen ylizeylerinin dagiima parametresi, (4.1.21) denkleminden

0=h, +h,—h,+2Rcosh2c

seklinde bulunur. Son denklemde (4.1.18) denklemi ve daha sonra (4.1.19) esitlikleri yerine
yazilirsa,

0 =hy, +h,, —(Ssinh 2¢ — Rcosh 2¢ + R cosh 20{+%(h31 +h,,))+2Rcosh2¢

0 = Rcosh 2¢)+%(f@1 +h,,)— S sinh 2¢+ R cosh 2«

ve son olarak
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0 =T coshy cosh 2¢)+%(hj1 +h,,)+T sinh ' sinh 2¢+T cosh i cosh 2«

= T(% (cosh(y +2¢) +cosh( —2¢)) + T(% (cosh(y +2¢) —cosh(yy —2¢))

+%(h31 +h,,)+T coshy cosh2«

0 =T cosh(2p+w)+T cosh 2a cosh l//+%(f51 +hy,) (4.1.23)

bulunur. Bu, 23/22 izafi hareketin eksen ylzeylerinin dagilma parametresidir. Sekil 4.1.8, sekil

4.1.6 te verilen diyagramin benzeriile & nin nasil bulunacagini gésterir.
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4.2. Dual Lorentziyen Kiiresel Hareketin Disteli Diyagrami

{0;¢jm,fzm (time),ﬁm} , L, hareketli uzayinda ve {0';¢jf,ﬁf (time),df}, L, sabit
uzayinda Lorentziyen anlamda ortonormal koordinat sistemleri olsunlar. Burada ¢, ve [jf
vektorlerini spacelike vektorler olarak kabul edelim. L,/ L, hareketini incelemek icin, L, izafi
uzayin gatisi olan {Q;El,éz,é3} ortonormal izafi koordinat sistemini alalim. Transfer prensibine

gore, X,,X, and X,, aynt O merkezli birim dual Lorentziyen kirelerin noktalari,
{0s¢,.¢,.¢,}, {O;Qf,ﬁf,df} ve {O;QM,ﬁm,dm} dual ortogonal sistemleri ile ifade edilebilir.

Boylece, L /L,, L,/L, ve L,/L, hareketleri, sirasiyla, X, /X,, X /X, ve X,/X, dual
Lorentziyen klresel hareketler olarak géz énline alinabilir.

Y, hareketli birim dual Lorentziyen kiresi,

{qm, h, =ﬁ(ﬁmeli/«e), a,=—q, xﬁm}, g,=4q,+€g. . h,=h, +eh  a,6 =ad, +ed,
qm

dual Lorentziyen ortonormal sistemi ile ve X, sabit birim dual Lorentziyen kiresi,

e

- d ~ - ~
G, by =L (timelike), @, =—G, xh, +, G, =G, +&G;.h, =h, + ¢k, @, =a, + £,

" |

dual ortonormal sistemi ile Uretilsin. Bu taktirde, X, dual Lorentziyen kiiresel hareketin X, ye

gore tirev denklemleri,

dg =xh
dh=K§+7a
dia =7h

ile verilir. Burada &(s) = k(s)+ &k (s), T(s)=7(s)+ &7 (s), (s€ IR), sirasiyla, dual egrilik

ve dual burulmadir. Lorentziyen uzaylarda transfer pensibinden, X, Gn X, ye goére kiresel
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hareketi boyunca X, birim dual Lorentziyen kiire lizerinde g birim dual spacelike vektorl bir

egdri gizer ve bu dual egri, ]Rf Lorentziyen cizgiler uzayinda ana dogrulari spacelike olan bir
spacelike regle ylzeye karsilik gelir [24].
Sekil 4.2.1 de verildigi gibi, X, disli kutusunun F(O;x,,x,,x;) sabit catisinin X,

ekseni ile cakisan p, ekseni etrafinda dondigind, X, kigik dislisinin x, ekseninden f°
uzakliginda ve Xx; ekseni ile dual hiperbolik B agisi yapan p, timelike ekseni etrafinda
doéndugini ve X, biyik diglisinin x, ekseninden ¥° uzakliginda ve x, ekseni ile dual

hiperbolik ¥ agisi yapan p, timelike ekseni etrafinda déndugini kabul edelim.

€ (time)

i

&

Sekil 4.2.1. Kiigik ve blyuk dislinin  p,,, p;, spacelike eksenlerive p,, izafi spacelike ekseni

F(O;x,,x,,x;) kartezyen koordinat sistemi icin, €, birim dual timelike ve e, birim
dual spacelike vektorlerine, sirastyla, x, ve x, eksenleri karsilik gelir. p,, ve p,, sirasiyla
Y, /X, ve X, /X, dual lorentziyen hareketlerin ani vida eksenlerinin birim dual spacelike

vektorleridir ve bunlarin x; and x, eksenlerine gore simetrik olarak yerlestirildigini kabul

edelim. Bdylece

p,, =e,sinh&—e,coshx
{p” ! ? (4.2.1)

P;; =é€,sinha+e,cosha

yazilabilir.
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Space

Sekil 4.2.2. Kugik dislinin spacelike ekseni p,, ve blyuk dislinin spacelike ekseni p;,

Vida  durumunda a,aeR, o #0 oldugunu kabul edelim ve

.

L, @y, € R sirasiyla, X, disli kutusuna gére X, kiglk dislisinin ve X, blytik dislisinin agisal

hizlari olsun. Verilen X,, X, ve X, sistemleri icin X,/Y, ve X,/X, hareketlerinin ani vida
eksenleri sirastyla ¢,;, ¢,, dual vektorleri olsun. X, birim kiresine gdre X, birim kiresinin
hareketi X, /X, ile verilir. X, /X, hareketi, X, /X, hareketi X, /X, hareketinin tersi olmak

uzere, X, /X, ve X, /X, hareketlerinin birlesiminden olusur [28]. ¢,,, X, /X, hareketinin ani

vida ekseni olsun. Bu takdirde, hareketlerin vidalari arasindaki baginti

q;; = WypP3; = Wy Dy — 0Py

E3

ile verilir [28]. Dénme durumunu gbdz 6nlne aldigimizda, yani a)ZI:a);:O ise

q;, = O, P;, = @y P, — W, P, Olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.2.1. @, =®, =0 kosulu altinda X,/X, dual Lorentziyen kiresel hareketin ani

vida ekseni,
q;, = (@, —w,,)sinh e, + (w,, + ,,)cosh e, , (4.2.2)

ile verilir.
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ispat. Ani vida ekseninin birim dual spacelike vektori p,,

D3, =¢€,sinh@+e,cosh@,

ile verilir.

Time

Space

Sekil 4.2.3. Ani vida ekseninin birim dual spacelike vektéri p;,

Burada @=¢@+¢£¢", é ve p,;, arasindaki dual timelike agidir. Ayni zamanda,
¥,/%, izafi hareketin vidasi §,,, ani vida ekseninin birim dual spacelike vektdri p,, ile @,

acisal hiz ve @, Gteleme hizi olmak (izere dual agisal hiz olan @, =@, +£®,, nin

¢arpimindan olusur. Béylece,

q;, = 0, p;, = @y, (€, sinh @ +¢, cosh @) = @, p;, — 4,
= m,,¢, sinh ¢ + @,,e, cosh @
= w,, sinh e, + @, cosh e, — w,, sinh &e, + w,, cosh e,
=(w,, —w,,)sinh e, + (w,, + w,,) cosh e,

elde edilir.

Teorem 4.2.2. 23/22 dual Lorentziyen izafi hareketin p;, ani vida ekseninin x, eksenine

uzakligi, @ agisi cinsinden



139

9, =—2sinh 2 = Rsinh 2¢ = 2R sinh pcosh ¢ (4.2.3)

sinh 2«

ile verilir.

ispat. (4.2.2) denkleminde verilen €, ve €, katsayilari karsilastiriidiginda

{67)32 sinh @ = (@, — ®,,)sinh& (4.2.4)

w,, cosh @ = (@, + @,;)cosh &

esitligi bulunur. @,, yi yok etmek icin, ilk denklem (—sinh @) ile ikinci denklem (cosh @) ile

¢arpildiginda

(@, + @,;) cosh & sinh ¢ — (w,, — w,,) cosh @sinh & =0
@,, (cosh & sinh @ + cosh @ sinh &) + @, (cosh & sinh ¢ —cosh @ sinh &) =0

ve bu denklem diizenlendiginde

,, sinh(@ + &) + @, sinh(¢p — &) =0, (4.2.5)
bulunur. YAe R sabiti igin

®,, =-Asinh(p—q), @, =Asinh(p+a) (4.2.6)
reel katsayilari alalim. (4.2.5) denklemi reel ve dual kisimlara ayrilirsa
, sinh((a+ @)+ (@ +¢") + @, sinh((p—a)+ (¢ —a')) =0,

@, [sinh(a+ @)+ &(a” + @) cosh(a + @)1+ @, [sinh(¢p— ) + £(¢" — &) cosh(p—a))] =0,

@, sinh(a + @) + @,, sinh(p— Q) + e[ @, (& + @) cosh(a+ @)+ @, (9" — ") cosh(p—x))] =0,

elde edilir. Dual kisim,

@, (¢"+a )cosh(a+ @)+ w, (¢ —a )cosh(p—a) =0
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olup, (4.2.6) denklemi yerine yazilirsa

—(¢" + ") sinh(¢p— @) cosh(p+ ) + (¢" —a") sinh(¢+ @) cosh(p— ) =0
elde edilir. Bu ifade dizenlenirse
—(¢" + ") sinh(p— a) cosh(a + @)+ (¢* — ) sinh(a + @) cosh(p— ) =0,

—a (sinh(¢ — &) cosh(a + @) + sinh(& + @) cosh(@ — &)
+¢" (sinh(a + @) cosh(¢ — @) — sinh(¢— @) cosh(a + ) =0

buradan
- sinh 29+ ¢  sinh2a =0.
Burada,
__a (4.2.7)
sinh 2¢
alinirsa

*

% Ginh2¢ = Rsinh 2 = 2Rsinh gcosh @
sinh 2¢¢

bulunur. p,, relatif ekseninin x, koordinati ¢@" a esittir. Bitin izafi eksenlerin geometrik yeri

XXy

(4.2.8)
X=X

x, =2Rcosh ¢sinh @ =2R

denklemi ile verilir. Bunu spacelike Plicker konoidi olarak isimlendiririz. @ ==20,785 ile

bulunan, iki ana dogru arasindaki 2R uzakhg W spacelike Plicker konoidinin ¢api olarak
adlandirilir.



141

Sekil 4.2.4. Spacelike Pliicker konoidi

Teorem 4.2.3. X, /%, dual Lorentziyen izafi hareketin adimi,

ok

hy, = Do _ R(cosh 2 —cosh 2¢) (4.2.9)
w32

ile verilir.
ispat. (4.2.4) denklemini sirasiyla (—sinh @) ve (cosh @) ile garpilirsa

5)32 = (w31 + @, )cosh & cosh Q- (w31 -, )sinh & sinh 7]
= @,,(cosh & cosh ¢ —sinh & sinh @) + @,, (cosh & cosh @ + sinh & sinh @)

w,, = w,, cosh(¢ — &)+ w,, cosh(@ + &) (4.2.10)

bulunur. (4.2.10) denklemi reel ve dual kisimlara ayrilirsa,
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@,, = @, [cosh((p— )+ (¢ —a")]+ @, [cosh((a+ @)+ (¢ +a)]
= @, [cosh(p— )+ &(¢" — ) sinh(¢p— )]+ @, [cosh(a + @) + £(@" + ") sinh(a + @)]

=, cosh(p—a) + @, cosh(a + @) + €[, (¢° — ") sinh(¢— @) + @, (9" + &) sinh(x + @)]

olup, denklemin reel kisminda (4.2.6) denklemi yerine yazilirsa
@,, = A[sinh(@+ &) cosh(¢ — ) — sinh(¢ — &) cosh(¢+ )] = Asinh 2¢, (4.2.11)
bulunur. (4.2.10) denkleminin dual kismi,

w,, = @, (¢ —a')sinh(p—a) + @, (¢ + " )sinh(p+ @)
= Al(¢" — & )sinh(p+ @) sinh(p— @) — (¢ + &) sinh(¢— @) sinh(¢+ )]
=-2Aa" sinh(¢+ &) sinh(¢ — )

=2 % (cosh2¢p—cosh 2c)

= A’ (cosh 2a — cosh 2¢)

denkleminden olusur. Son olarak h,, adimi

h, = @, _ Ad (cosh2a —cosh 2¢)
,=—2=

,, Asinh 2a

= R(cosh 2 —cosh 2¢) (4.2.12)

olarak bulunur. (4.2.3) ve (4.2.9) denklemleri, Lorentziyen uzay hareketinde pure dénmelerin

spacelike Disteli diyagraminin temelini olusturur.

Lorentziyen uzaysal harekette pure dénmelerin spacelike Disteli diyagrami; A,

adimi, @ agisi ve @ uzakhgi ile W, ve w, agisal hizlar arasindaki bagintiyr aciklar. (Sekil.

4.2.5)
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(e} (space)

Sekil 4.2.5 Dual Lorentziyen klresel hareketin Disteli diyagrami

Bu diyagram, p,, ve p,, arasindaki ortak normal olan €, nin dogrultusundaki izdiislime
dayanir. p),, P, dogrularinin kesistigi &, =1 noktasinda aralarindaki agi 2 dir. izafi

eksenin p;, izdlisiml, p,, = @, ps, — @, p,, fark vektdrinin dogrultusuna sahiptir. Hareketin
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ozelliklerini vermek igin, e, dan gegen Lorentziyen k gemberi kullanilacaktir. 13;1, [7;1 bu

gemberi, sirasiyla, 1 ve 2 noktasinda kessin ve 2¢" uzakh§inda bulunsunlar. Béylece, k ve

P;, 3 noktasinda kesisirler bu nokta fLﬂ eksenine @" uzakligindadir. Bu diyagram, denklem

(4.2.3) , (4.2.9) ve Lorentziyen trigonometride merkez agi teoreminin bir sonucudur.

4.2.1. Dual Lorentziyen Kiiresel Harekette Disteli Diyagraminin Genel Durumu

Bu kesimde daha genel durum olarak X, ve X, n X, dual Lorentziyen kiresine
gére hareketlerini helisel kabul edelim. Bu hareketlerin dual agisal hizlari, sirasiyla, @,, ve @,

olsun. Béylece, ®,, /@, orani degisirken adimlar

hy, = ;1/(021 , Iy = a);l/wSI (4.2.13)

olacak sekilde sabittir. 23/22 izafi hareketin p,, spacelike ekseni spacelike regle ylizeyi tarar.
Burada dual Lorentziyen klresel hareketin bir Disteli diyagrami vardir.
(4.2.5) denkleminin dual benzeri olan
@, sinh(& + @) + @, sinh(¢—a) =0 (4.2.14)

denklemi alinsin. (4.2.14) denklemi reel ve dual kisimlarina ayrilirsa:

(@,, + €m,))[sinh(a+ @) + £(a” + ¢ ) cosh(ax + 9)]
+(@,, + €w;))[sinh(p— ) + (" — ") cosh(p— )] =0.

Reel kisim
,, sinh(a + @) + w,, sinh(¢p—a) =0
ve dual kisim

@}, sinh(a + @) + @, (& +¢") cosh(a + @)
+w;, sinh(p— )+ @, (9" —a’)cosh(p—a) =0
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olarak bulunur. (4.2.13) esitlikleri bu denklemde yerine yazilirsa

@,,[h,, sinh(a + @)+ (" + ¢ ) cosh(x + @)]
+@,, [y, sinh(p— )+ (¢ — ") cosh(p—a)]=0

bulunur. (4.2.6) denklemindeki @,, ve @,, agisal hizlari goz 6niine alinirsa

A[—h,, sinh(¢ — @) sinh(a + @) + h,, sinh(¢ — &) sinh(a + @)
— (& +¢@")sinh(¢p— @) cosh(ax + @)+ (¢" — ") sinh(a + @) cosh(¢p— )] =0

elde edilir. Bu esitlik dizenlenirse,

%(h31 —h,,)(cosh2¢p—cosh 2a) — & sinh 29+ ¢ sinh 20 = 0

elde edilir. Bu denklem dUlizenlenirse,

e 'smh 2¢ + h“ Ty (cosh2ar—cosh2¢),
sinh2¢r  2sinh 2«

bulunur ve (4.2.7) denklemi bu denklemde yerine yazilirsa (4.2.3) denkleminin genellestirilmisi
olan

@" = Rsinh2p+ M (cosh 2a —cosh 2¢) (4.2.15)
2sinh 2

denklemi elde edilir. Diger taraftan, (4.2.10) denkleminin dual benzeri olan
w,, = W, cosh(p — &) + w,, cosh(@ + &) (4.2.16)

denklemini alalim ve bu denklemi reel ve dual kisimlara ayiralim:

w,, + €0, = (@, + €0, )(cosh(p— ) + £(¢" — ") sinh(¢— @)

+ (@, + £, )(cosh(a+ @)+ (@ + ¢" ) sinh(a + @)
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reel kisim
w,, = @, cosh(¢—a) — w,, cosh(a + @)
olur. (4.2.6) denklemi bu denklemde yerine yazilirsa

@,, = A[sinh(a + @) cosh(¢ — &) —sinh(¢ — &) cosh(a + 9)]
= /1[% (sinh 2¢ +sinh 2¢) + (sinh 2¢ —sinh 2¢)
= Asinh2«¢

bulunur. (4.2.6) denklemi dual kisimda yazilirsa,

w;, = W}, cosh(p— )+, (¢" — ') sinh(p— )
w, cosh(a+ @)+, (¢" +a")sinh(a+ @)
= Alsinh(e + @)[ I, cosh(¢p— ) + (¢" — ") sinh(¢ — )]
+sinh(¢— a)[h,, cosh(a + @)+ (¢" + ") sinh(a + ¢)]]

= l[é h,,(sinh 20/ +sinh 2¢) —%hm (sinh 2¢—sinh 2@) — " (cosh 2¢ — cosh 20{)}

elde edilir. Boylece, (4.2.9) denkleminin genel hali olan

h31 hm

hy, = ﬂ:—(hm hy,) +——=sinh 2¢+ R(cosh 2ax — cosh 2¢) (4.2.17)
Q. 20

32

esitligi elde edilir. Burada

h31 th
2 sinh 2«

alinirsa, (4.2.15) ve (4.2.17) denklemleri

@ =-Scosh2¢+ Rsinh2¢+ S cosh 2a

! (4.2.18)
hy, = S sinh2¢— R cosh 2¢+ R cosh 20{+5(f51 +h,)
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seklinde bulunur. Daha sonra,
S =-Tsinhy, R=Tcoshy (4.2.19)
degerleri (4.2.18) denkleminde yerine yazilirsa

@" =T coshy sinh 2¢—T sinh i cosh 2 + T sinh ¥ cosh 2¢

= T(% (sinh(y +2¢) —sinh(y —2¢)) — T sinh i cosh 2«

+ T(% (sinh(y +2¢) —sinh(i —2¢)),
ve

hy, = =T siny sinh 2¢—T cosh  cosh 2¢+ T cosh i cosh 20{+%(h31 +h,,)
= —T(% (cosh(y +2¢) —cosh(y —2¢)) — T(% (cosh(y +2¢) —cosh(y —2¢))

+T cosh i cosh 20{+%(h31 +h,,)

bulunur. Béylece (4.2.18) denklemi

@ =T sinh(2p+y)—T cosh 2asinh

1 (4.2.20)
hy, ==T cosh(2@+y) +T cosh 2axcoshy + 5 (hy, +h,,)

formunda elde edilir. Burada, p,, relatif eksenin taradigi ¥ spacelike Pliicker konoidinin ¢api

2T =2+/R* - S* dir.
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I M
F)
FH
] 1
] %
I k]
I Y
! 1

Sekil 4.2.6. Dual Lorentziyen kilresel hareketin Disteli diyagrami igin genel durum
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4.2.6 seklindeki diagrami cizmek icin ilk olarak bagimsiz ~ F(U;¢&,E,) catisini

segelim. Bunlar, sirasiyla, ¢* ve hy, nin eksenleri olsun. 13 yay! icin merkez agi 4a olacak
sekilde, 1 ve 2 noktasindan gegen k Lorentzian gemberini belirleyelim. €, ortak dikmesinin en
Ust noktasi olarak 1€ k noktasini segelim. Bdylece, verilen her @ agcisi icin p;, ve k

Lorentzian gemberi 3 noktasinda kesisir ve bu @ ve h;, adimina karsilik gelir.
4.2.2. Spacelike Disteli Diyagraminda Dagilma Parametresi

g(1)=g(t)+ &g (r) spacelike Pliicker konoidinin () dagilma parametresi

4.2.21
(.2) @221

ile verilir. 0 parametresi herhangi bir Gireteg boyunca teget diizlemlerin dagilimini verir.
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X (time)

. S

Sekil 4.2.7. ¥ spacelike Pliicker konoidinin &P dagilma parametresi
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k J

Sekil 4.2.8. 23/22 eksen yiizeylerinin & dagiima parametresi

s
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Y spacelike Pliicker konoidinin herhangi bir g = p,, Uretecinin o, dagiima

parametresini hesaplamak igin (4.2.2) ve (4.2.5) denklemleri g6z dniine alinsin:

@ = Rsinh2¢
g = (sinh @+ &’ cosh p)é, + (cosh @+ €9 sinh p)e, .

@ parametresine gore turev alir ve <él,él>=—1, <éz-éz>:1, <él,éz>:0 esitlikleri

kullanilirsa,

g = (cosh @+ &g’ sinh ¢+ 2€R cosh pcosh 29)é,
+ (sinh @+ £¢° cosh @+ 2€R sinh @ cosh 2¢)é,.

Bdylece
<§, §> =—(cosh @+ ¢’ sinh @+ 2&R cosh g cosh 2¢)°
+ (sinh @+ £¢" cosh @+ 2&R sinh @ cosh 2¢)*
=—cosh® ¢—4&R cosh® pcosh 2¢— 2¢&sinh @ cosh @
+sinh® @ +4&R sinh’® g cosh 2¢ + 2 sinh @ cosh ¢

=—1-4eRcos2p=(g,&)+2¢(g.8")
bulunur. (4.2.21) denkleminden, <§,§> carpiminin reel ve dual kismi kullanilirsa

0y =2Rcosh2¢ (4.2.22)

bulunur. Sekil 4.2.7, 6zel durumda dual Lorentziyen kiiresel hareketin dagiima parametresi J,
yi gosteren Disteli diyagramidir. Simdi, kesim 4.2.2 deki daha genel durumu inceleyelim: p,,,
X, ve X, iki cati arasindaki izafi hareketin ani vida ekseni olsun. Ayrica, p,, ve p,, spacelike
eksenlerinin X, disli kutusuna sabitlendigini kabul edelim. Bdylece, @,, and @, sabitleri igin
D, izafi spacelike ekseni X, disili kutusunda sabit kalir. p,,, X,/X, izafi hareketin eksen

ylzeylerinin izidir. Her bir eksen yiizeyi igin, dagilma parametresi d nin sabit kaldigini

gbstermek istiyoruz. Bunun igin Disteli diyagramindan yararlanilabilir:
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¥, eksen yizeyi @, p,, ani vida ekseni ile X, /X, helisel hareketi altinda g = p,,

nin izidir. Teorem 4.2.1. in ispatindaki denklemin dual benzeri olan
0,8 =@, P3; — Oy Dy »
esitligi, g = —, P,; X g ve (4.2.1) denklemi alinirsa

0,8 =—0y Py X(WyP3; — Oy, Psy)
=—00,,@;(Py; X P3;)
=— 67)2167)31(51 sinh& —e, cosh &) x (e, sinh & + e, cosh @)

= @, @, sinh 2are,

bulunur. Dagilma parametresini hesaplamak igin

a)%2<1‘>; g> @, @], sinh” 21

denkleminin reel ve dual kismina ihtiya¢ duyulur. @,, # 0 sarti altinda 67)322 nin tersi vardir ve

(4.2.13) denklemi kullanilirsa,

(@, +£0,)" (8.8) = (@, +£0},)" (@, + €@, )’ (sinh 20+ 20 cosh 2a)’

(@, +260,0),)-(§.8) = (0, + 28(0216021 )&, + 2w, ), )(sinh® 20+ 4ea’ sinh 2¢ cosh 2)

L (1+2€ 32) (2.8)= a)21(1+28 )a)31(1+28 Z3l)s1nh2a(s1nh2a+4ga cosh2a)
21 31

L 2\ @05 sinh 2
(2.8) o
A*sinh*(a— @) - A% sinh® (& + @)
- A% sinh® 2
= A’ sinh’ (@ — @) -sinh* (@ + @)
+2&A*[sinh’* (¢ — @) - sinh* (@ + @)(hy, + by, — hy, + 2R cosh 2a)

(1+2¢h,, )(1+ 2eh,,)(1—2&h,, )(sinh 20+ 4ea’ cosh 2¢x)

-sinh’® 2 (14 2&(hy, + hy, — hy, + 2R cosh 2a))

bulunur. Béylece eksen ylzeylerinin dagiima parametresi (4.2.21) denkleminden
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0 =hy, +h, —h, +2Rcosh2«

ve (4.2.18) denklemi son denklemde yerine yazilirsa

0 =hy, +h,, —(Ssinh 2¢— Rcosh 2¢ + R cosh 20{+%(h31 +h,,))+2Rcosh 2

1 .
0 = Rcosh 2¢)+E(h31 +h,,)— S sinh 2¢+ R cosh2a
elde edilir. Son olarak , (4.2.19) esitlikleri son denklemde yerine yazilirsa

0 =T coshy cosh 2¢+%(f%1 +h,,) +T sinh ysinh 2¢+ T cosh i cosh 2o
= T(% (cosh(y +2¢) +cosh( —2¢)) + T(é (cosh(y +2¢) —cosh(yy —2¢))
+%(h31 +h,,)+T coshy cosh 2«

0 =T cosh(2p+y)+T cosh2a coshyy + % (hy, +h,,) (4.2.23)

bulunur. Bu, 23/22 relatif hareketin eksen yizeylerinin dagilma parametresidir. Sekil 4.2.7,

sekil 4.2.5 da verilen diyagramin benzeriile d nin nasil bulunacagini gdsterir.
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EK1. LORENTZIYEN UZAYDA TEMEL TANIM VE TEOREMLER
Bu ekte, Lorentziyen geometride temel olan ve kullanilacak olan bazi kavramlar

verilecektir.

R’ Lorentziyen 2-Uzayi

Tanim E.1. R* vektor uzay (izerinde, Oklid i¢ garpimi yerine

(,):R°xR* >R

@.b)—(a@.b)=-ab +ab,;d=(a,a,), b =(b,b,) (E1)

biciminde taniml Lorentziyen i¢ garpim alinirsa, R? afin uzayi, Minkowski 2-uzayl veya
Lorentziyen 2-uzay olarak isimlendirilir ve ]Rf ile gosterilir.

Lorentziyen i¢ carpim pozitif tanimli olmadigindan, bu uzaydaki vektérler ¢ sinifa
ayrilirlar.

Tanim E.2. ]Rf uzayinda herhangi bir vektér a@ = (a,,a,) olmak Uzere;
<d,¢f> >0 veya a =0 ise a ya spacelike vektor,
<ﬁ,ﬁ> <0 ise @ ya timelike vekior,

<ﬁ,ﬁ> =0, a #0 ise aya lightlike( veya null) vektér

denir [20].
Tanim E.3. Bir @ € R} vektdriniin normu
Jal = l(a-a) E2)

bigiminde tanimlanir [6].
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Tanim E.4. R} uzayinda iki vektor @ ve b olsun.

(@.6)=0

ise @ ve b vektérlerine Lorentziyen anlamda diktirler denir [32,33].
Bu tanima gore. 1. veya 2. aglortaya goére simetrik olan vektorler Lorentziyen anlamda
diktirler.

Tanim E.5. Rf dizleminde Lorentziyen birim gember
S\ ={ae R} |(d.a)=1}

bigiminde tanimlanir. Bu gemberin tedetleri daima timelike vektérlerdir. Benzer olarak, hiperbolik
birim cember de

Hy={aeR; |(da.a)=-1}

bigiminde tanimli olup, bu egrinin tegetleri de spacelike vektdrlerdir [32,34].

Sekil E.1. Lorentziyen ve hiperbolik birim gemberler

Teorem E.1. ]Rf uzayinda iki spacelike (veya timelike) vektdr dik olamaz [32,33].

Tanim E.6. G € R}, bir timelike vektdr olsun. € = (0,1) olmak iizere,
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i) <¢f ,e > <0 ise aya future pointing timelike vektor,

ii) <ﬁ ,e > >0 ise d’ya past pointing timelike vekt6r

denir [32,33].

Tanim E.7. @ ve l; Rf uzayinda futura pointing (veya past pointing) timelike iki birim vektér

olsun.
coshé sinh@ || q, b,
. = (E.3)
sinh@ cosh@ || a, b,

esitligini saglayan @€ R sayisina, a dan b ye (yonlendiriimig) hiperbolik agi denir [6].

Sekil E.2. Hiperbolik agi

Teorem E.2. A ve B, x’—y>=r’, x>0 Lorentziyen cemberde iki nokta olsun. Bdylece

T, tedetdogrusuve AB yayi arasindaki agi AB yayini géren merkez aginin yarisidir [6].
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v (time)
b

> X (space)

Sekil E.3. Lorentziyen diizlemde merkez aci teoremi

Ri Lorentziyen 3-Uzayi

Tanim E.8. R’ standart reel vektor uzayi Uzerinde

(,):R'xR' >R

@.b)—(a.b)=-ab,+ab, +ap, (E.4)

ile verilen Lorentziyen i¢ carpimi tanimlanirsa, R® afin uzayl, Minkowski 3-uzayr veya

Lorentziyen 3-uzay olarak isimlendirilir ve ]R? ile gésterilir [20].
Tanim E.9. R’ uzayinda herhangi bir vektér @ = (a,,a,,a,) olmak zere,

i) <d,d> >0 veya a =0 ise, d ya spacelike vektor,
ii) <ﬁ,d> <0 ise, a ya timelike vektor,
iii) (d@,a)=0 ve d=0 ise, d yalightlike (null) vektor

denir [20].
Timelike vektérler, 1sik konisinin icinde, lightlike (vaya null) vektérler i1sik konisinin

Uzerinde ve spacelike vektérler de i1sik konisinin diginda bulunurlar.
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a timelike

b lightlile

¢ spacelike

Sekil E.4. R; uzayinda vektérler

Tamim E.10. R} uzayindaki bir @&:1 c R —R; egrisi igin @&'(¢) tirevi timelike vektor ise
egriye timelike egri, @'(t) tirevi spacelike vektor ise egriye spacelike edri ve @'(¢) tlrevi bir
null vektér ise egriye null egri denir [20].
Tanim E.11. Rf uzayinda Lorentziyen birim Kiire

St={aeR; |(da.a)=1}
bigiminde tanimlanir. Benzer olarak, hiperbolik birim kiire de

H;={deR; |(a.d)=-1}

seklinde tanimlanir [30,31].
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Sekil E.5. R} uzayinda birim kireler

Tanim E.12. R] uzayinda A™' =¢A’¢ esitligini saglayan A matrisine Lorentziyen anlamda

ortogonal matris denir [20].

Tanim E.13. S" =—£S¢ esitligini saglayan S matrisine Lorentziyen anlamda anti-simetrik

matris denir [20].

Tanim E.14. R} uzayinda @ ve b iki vektér olsun. @ = (a,,a,,a;),b = (b,b,,b,) olmak

Uzere,
e, =€, =€

ixb=\a, a, a,|=(ab,—apb, ab,—ab,ab —ab,) (E.5)
bl b2 b3

vektorine, a ve b nin Lorentziyen vektérel ¢arpimi denir [29,33].

Teorem E.2. R} uzayinda iig vektér @ = (a,,a,,a,),b = (b,b,,b,) ve € =(c,,¢c,,c;) olsun.

Bu durumda,
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i) (d@xb,¢)=—det(@b,c) (E6)
i) @xb)xé =—(@,é)b+(b,¢)a (E7)
it) (@xb,d)=0 ve (axb,b)=0 (E8)
iv) (@xb,axb)=—(a.a)(b.b)+(db)’ (E9)

[32,33].

Tanim E.15. R, Minkowski 3-uzayinda bir yiizey M ile gosterilsin. M ylizeyinin her

noktasindaki ylizey normal vektorl timelike ise bu ylzeye spacelike ylizey, ylzey normal
vektdrl spacelike ise de ylzeye timelike ylizey denir [1].

—

Tanim E.16. i) Hiperbolik A¢i: d ve b, ]Rf uzayinda future pointing ( veya past pointing)

timelike vektérler olsunlar. Bu taktirde, <ﬁ,l;> = —||6||H5Hcosh§ olacak sekilde bir tek 8=>0

reel sayisi vardir. Bu 82>0 reel sayisina @ ve b vektorleri arasindaki hiperbolik agi denir [6].

ii) Merkez Ac¢i: a ve l; Rf uzayinda iki spacelike vektdr olsun ve bu vektdrler timelike alt

vektodr uzayini gersinler. Bu taktirde, ‘<ﬁ,l;>‘ = ||¢i||HI;Hcosh§ olacak sekilde bir tek >0 reel

sayisi vardir. Bu €20 reel sayisina @ ve b vektorleri arasindaki merkez agi denir
[5,23,29,35].

iii) Spacelike Aci: d ve I;, ]Rf uzayinda iki spacelike vektdr olsun ve bu vektérler spacelike alt

vekidr uzayini gersinler. Bu taktirde, <6,I;>:||ﬁ||ul;ucos§ olacak sekilde bir tek 8>0 reel

sayisi vardir. Bu @2>0 reel sayisina a@ ve b vektodrleri arasindaki spacelike aci denir
[5,23,29,35].

iv) Lorentziyen Timelike Aci: ]R? uzayinda a bir spacelike vektor ve b bir timelike vektdr

olsun. ‘<ﬁ,5>‘=”ﬁ”“5”sinh§ olacak sekilde bir tek @>0 reel sayisi vardir. Bu 820 reel

sayisina @ ve b vektorleri arasindaki Lorentziyen timelike agi denir [5,23,29,35].
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E.1.1. Lorentziyen 3-Uzayinda Egrilerin Frenet Formiilleri

Bu kesimde Lorentziyen 3-uzayinda verilen egrinin karakteri g6z 6nlinde tutularak
Frenet tlrev denklemleri hatirlatilacaktir [16].

a) Timelike Durumu

o/(s)=T(s), s aninda teget vektér olarak adlandirilir. a(s) timelike egdri olsun. Bu

takdirde T'(s)#0 , T(s) den bagimsiz bir spacelike vektérdir. s aninda @ nin egriligi

x(s) =|T'(s)| olarak tanimlanir. N (s) normal vektérii ise

_T'(s) _ a(s)
K(s)  |o'(s)

N (s)
olarak tanimlanir. Ayrica k(s) =(T"(s), N (s)). B(s) binormal vektéri

B(s)=T(s)XN(s)

olarak tanimlanir. B(s) birim ve spacelike vektordlr. Her bir s igin, {T,N,B} ]R? an bir

ortonormal bazi olup & nin Frenet lgyizIisd olarak adlandirilir. s aninda & nin burulmasi
7(s)=(N"(s). B(s))

olarak tanimlanir. Frenet tgyzIUsinln vektdr fonksiyonlarinin her birinin tirevinin alinmasiyla

T’ 0 « O]|lT
N'|=|x 0 7||N (E.10)
B'| |0 -t 0| B

Frenet tiirev denklemleri elde edilir [16].

b) Spacelike Durumu
o spacelike bir egri olsun. T’(s) nin karakterine bagll olarak @i¢ durum sbz

konusudur.
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i) T'(s) spacelike vektdor olsun. &(s)= T'(s)|, N(s)=T'(s)/x(s) ve
B(s)=T(s)XN(s) dir. N(s) ve B(s) vektorleri, sirasiyla, normal vektdr ve binormal vektor
olarak adlandinihr. & nin egriligi x ile tanimhidir. & nin burulmasi T:—<N',B> ile tanimhdir.

Frenet tlirev denklemleri

T 0O x O||T
N|=|-x 0 7||N (E.11)
B’ 0O 7 O0||B

seklindedir [16].

i) T’(s) timelke vektdér olsun. N=T'/K normal vektérdlr burada
K(s)= —<T'(s),T'(s)> a nin egriligidir. B=T XN binormal vektdér olup spacelike

vektordir. & nin burulmasi 7= <N',B> ile tanimlidir. Frenet tlirev denklemleri

T 0 x OlT
N|=|x 0 7||N (E.12)
B’ 0  O|| B

seklindedir [16].

iii) T'(s) lightlike vektér olsun. Normal vektér N (s)=T’(s) ile tamimhdir. B
binormal vektori <N,B>:1 olacak sekilde tektir ve T ye diktir. 7, & nin burulmasidir. & nin

egdriligi taniml degildir. Frenet tirev denklemleri
T’ 0O 1 0T
Nl|={0 7 0[N (E.13)
B -1 0 —¢|| B

seklindedir [16].
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E.1.2. Lorentziyen 3-Uzayinda Regle Yiizeylerin Diferansiyel Geometrisi

Bu kesimde Lorentziyen 3-uzayinda regle yuzeylerin diferansiyel geometrisini
hatirlatahm [22,26].

. [ 3
I, reel sayilarda bir acik aralik olsun. k =k(s) egrisinin R;

uzayinda [ (izerinde
tanimlanmis oldugunu ve g = q(s) vektdrinin de ]Rf uzayinda bir birim vektdr dogrultusunda

verilmis bir yoénlu dogru oldugunu kabul edelim. Bu taktirde bir M regle ylzeyinin parametrik
ifadesi

o(s,v)=k(s)+vq(s) (E.14)

ile verilir.

Oklit uzayinda verilen tiim tanimlarin Lorentziyen 3-uzayinda da karsiliklari mevcuttur.
Bir M regle ylizeyinin bodaz noktasi, iki komsu ana dogrunun ortak dikme ayaklarinin ug
noktalaridir. Bogaz noktalarinin cimlesi ytizey (izerinde bir ¢ =c¢(s) egrisi meydana getirir. Bu
edriye bodaz c¢izgisi denir. Bu regle ylzey Uzerindeki ¢ =c(s) bogaz gizgisinin parametrik

ifadesi

(dg)ds,dk/ds)

C(S) :k(S)—W

(E.15)

ile verilir. Bdylece, regle ylzeyin dayanak egrisinin bodaz cizgisine esit olmasi igin gerek ve
yeter sart <dq/ds,dk/ds> =0 olmasidr.

(E.14) ile verilen regle ylzeyin dagilma parametresinin (dralinin) ifadesi

_|dk/ds . q.dq/ds|
* (dg/ds,dg/ds)

(E.16)

olarak verilir [1]. Eger |dk/ds,q,dq/ds|=0 ise, bu takdirde, ayni ana dogrunun bdtiin

noktalarinda normal vektérler lineer bagimhidir ve M ylzeyinin singller olmayan noktalarinda
teget dizlemler ayni kalir. Bu durumda teget dizlemin ylzeyle bir dogru boyunca temasta

oldugunu soyleriz. Boyle bir ana dogruya torsal ana dogru denir. Eger |dk/ds,q,dq/ds| #0
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ise, bu takdirde M ylUzeyinin tedet dizlemleri ayni ana dogru Uzerindeki tim noktalarda
birbirinden farklidir. Boyle bir ana dogruya da torsal olmayan ana dogru denir [30,31].

Tanim E.17. Minkowski 3-uzayinda bltiin ana dogrulari torsal olan bir regle ylzeye acilabilir
regle yizey denir. Diger regle ylzeyler de aykiri (agilabilir olmayan) regle ylizeyler olarak
adlandirilirlar [30,31].

Teorem E.3. Minkowski 3-uzayinda bir regle ylzeyin agilabilir olmasi igin gerek ve yeter sart

her noktasinda dagiima parametresinin 0 =0 olmasidir [1,26,27,30,31].

_ dq/ds _ (dq/ds)xq
|da/ds| |dg/ds|

normali ve asimptotik normali olarak adlandirilirlar. Bogaz noktasi C ile gosterilmek (zere

ve a vektorleri, sirasiyla, M regle ylzeyinin merkez

{C;q,h,a} ortonormal sistemine regle ylzeyin Frenet ¢atisi denir. M regle ylzeyinin bir s,
ana dogrusundan gegen ve a vektdriine dik olan diizleme asimptotik diizlem denir ve « ile
gosterilir. s, ana dogrusundan gecen ve & asimptotik dlzlemine dik olan ¥ teget diizlemine

de merkez diizlem denir [30,31].
Simdi, Frenet vektdrleri ve tirevleri null olmayan bir M regle yizeyini ele alalim. Ana

dogrularin ve merkez normalin Lorentziyen karakterine gére M regle ylzeyi icin asagidaki
siniflandirmalar verilebilir:

i) Eger h merkez normal vekidrii spacelike ve ¢ ana dogrusu timelike ise, bu
taktirde M regle ylzeyine M' tipindendir denir.

ii) Eger hem h merkez normal vektérii hem de ¢ ana dogrusu spacelike ise, bu
taktirde M regle ylizeyine M| tipindendir denir.

iii) Eger hem h merkez normal vektérii timelike, ¢ ana dogrusu spacelike ise, bu
taktirde M regle ylizeyine Mf tipindendir denir [15,22,30,31].

Bu siniflandirmada gésterim yaparken alt indis olarak ana dogrularin karakteri dikkate
alinmisg, Ust indis olarak da regle yizeyin timelike veya spacelike olmasi durumu disUndlerek,
timelike regle yizeyler igin 1, spacelike regle yuzeyler igin de 2 st indisi kullaniimistir. Buna

gore Mi ve M' tipinden olan regle yiizeyler timelike, Mf tipinden olan regle ylzeyler de

spacelike regle ylzeylerdir.
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Bu siniflandirmaya gére M regle ylzeyinin parametrik ifadesi asagidaki gibi
verilebilir:

O(s,v)=k(s)+vq(s). (E.17)

Burada (h.h) =& (=£1), (¢.q)=¢&,(=%1) drr.

q(s) birim vektorleri bir O baslangi¢ noktasina baglanirsa bir koni olustururlar. Bu
koniye M regle yizeyinin yénli konisi denir. Eger &, =—1(&, =1) ise g(s) vektdrlerinin ug
noktalari H(f hiperbolik birim kiresi (S12 Lorentziyen birim kiresi) Gzerinde bir egri gizerler. Bu

egriye, M regle ylizeyinin hiperbolik (Lorentziyen) kiiresel resmi denir [22,30,31].

a) Timelike Regle Yiizeylerin Frenet Denklemleri ve Frenet invaryantlari
{C;q.h,a} uglusu, bir M timelike regle yiizeyinin Frenet catisi olsun. Burada C, M
timelike regle ylzeyinin bogaz noktasi ve q,h,a vektorleri de, sirasiyla, ana dogrunun birim

dogrultmani, merkez normal ve merkez tegetidir. Bu cati, Mi veya M' tipinden olan M

timelike regle ylzeyinin Frenet ¢atisi olarak adlandirilir ve bu ¢ati igin
gxh=¢&a, hxa=-¢£q, axq=-h, <a,a>=—€2 (E.18)

esitlikleri gecerlidir.

M timelike regle ylizeyinin bitin birim dogrultman vektorleri, yani g(s) vektorleri, bir
O baslangic noktasina baglanirsa bir koni olustururlar. Bu koniye timelike regle ylizeyin yénlii
konisi denir. & =—1 (veya &, =1) ise q(s) vektorlerinin u¢ noktalari H(f hiperbolik birim
kiresi (S12 Lorentziyen birim kiresi) Uzerinde bir kiiresel spacelike egri gizerler. Bu egri M

timelike regle ylzeyinin hiperbolik (Lorentziyen) kiresel gdstergesi olarak adlandirilir ve yay

parametresi s, ile gbsterilir [22,26,30].

Teorem E.4. Ml veya M' tipindeki bir M timelike regle ylizeyinin ve bu yiizeyin yonli

konisinin {O;q,h,a} Frenet catisinin vektorlerinin ¢, kiresel egrisinin s, yayina gére tirev

denklemleri
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dq/ds, 0 1 0llg
dh/ds, |=|-&, 0 K| h (E.19)
da/ds, 0 &k 0fla

seklindedir [22,26,30]. (E.19) esitligi yardimiyla {O;q,h,a} Frenet catisinin Darboux vektorl

d.
w, = &,kq —a olarak verilebilir. (E.19) denklemlerinin d—ssl: k, birinci egriligi ile carpilmasiyla

asagidaki teoremi elde ederiz:

Teorem E.5. Ml veya M! tipindeki bir M timelike regle yizeyinin ve bu ylzeyin yonll
konisinin {O;q,h,a} Frenet catisinin vektérlerinin bogaz ¢izgisinin s yayina gbre tirev

denklemleri

dq/ds 0k
dh/ds |=| -ek, 0
dads 0 &k,

(E.20)

o 5 o
Q =9

ds ds . : s
—L, k,=—2 olup, s, ve s, ifadeleri de sirasiyla ¢ ve a vektdrleri ile

ile verilir. Burada k, = y
K

cizilen a; ve a, kiresel egrilerinin yay parametreleridirler [22,26,30].
{O;q,h,a} Frenet catisinin vektérlerinin yizeyin bogaz ¢izgisinin yayina gore tirevleri

icin Darboux vektori w, = £,k,q —k,a olarak verilebilir.

Simdi ¢ bogaz cizgisinin timelike veya spacelike olmasi durumlarini ayri ayri ele alalim.

1. Durum: ¢ Bogaz Cizgisinin Timelike Olmasi Durumu

¢ bogaz cizgisinin timelike ve regle ylizey M' tipinden olsun. Bu taktirde bogaz

cizgisinin t teget vektdrl ile ile timelike ana dogru arasindaki @ acisi hiperbolik acidir.

Buradan,

t= % = (cosh 8)q + (sinh &)a (E.21)
s

yazilabilir. Bdylece timelike regle yizeyin denklemi
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@(s,v) =c(s)+vq(s)

iken bogaz ¢izgisinin denklemi

c(s)= j((cosh 0)q + (sinh B)a ) ds

dir. (E.16) ve (E.20) ifadeleri yardimiyla dagilma parametresi igin

de dq N
Jas T as|_Jea

" [dq dq k,
ds’ ds

yazilabilir. (E.17) ve (E.20) esitliklerinden de

sinh @ = <a,t> :<—q><h,t> =

t.q.h|=k0,

elde edilir.

(E.22)

(E.23)

(E.24)

(E.25)

M! tipinden timelike regle ytzeyin yénll konisinin dl hiperbolik kuresel egrisinin yay

parametresi s, olsun. (E.25) ile, (E.21) denklemi ve timelike regle ylizeyin Frenet formlleri

dc cosh@ sinh @
ds, k, k,
dq _,

ds,
dn
ds,

da _ —kh
ds,

a=fqg+da

(E.26)

seklini alir. f(s,), 5q(s1), K(s,) fonksiyonlari M' tipinden timelike regle yiizeyin invaryantlari

olarak adlandirilirlar. Bu invaryantlar, timelike regle ylzeyi, uzaydaki konuma gére tek olarak

belirlerler [22,26,30].



169

1. Durum: ¢ Bogaz Cizgisinin Spacelike Olmasi Durumu
¢ bogaz cizgisi spacelike ve regle ylzey Ml tipinden olsun. Bu takdirde bogaz

cizgisinin ¢ teget vektori ile spacelike anadogrusu arasindaki @ agisi merkez agidir. Buradan,
dc .
t= I = (cosh 8)q + (sinh 8)a (E.27)
s

yazilabilir. Mi tipinden timelike regle ylzeyin yonld konisinin - @, Lorentziyen kiresel egrisinin
yay parametresi s, olsun. Bu taktirde yukarida verildigi gibi timelike regle ylizeyin Frenet tlirev

formdilleri asagidaki gibi verilir:

dc _ cosh@ N sinh &

— a=fqg+o.a
ds, Kk k, Ja+o,
d_,
d
o (E.28)
—=—q+ka
ds, 1
da _ Kh
ds,

fGsp), 5q(s1), k(s,) fonksiyonlari Ml tipinden timelike regle ylzeyin invaryantlari

olarak adlandirilirlar. Bu invaryantlar, timelike regle ylzeyi, uzaydaki konuma gére tek olarak
belirlerler [22,26,30].

b) Spacelike Regle Yiizeylerin Frenet Denklemleri ve Frenet invaryantlari

M regle ylizeyi, Mf tipinden spacelike regle ylzey olsun. Yizeyin Frenet ¢atisi da

{C;q.h,a} uclusi ile verilsin. Burada C, M timelike regle yiizeyinin bogaz noktasi ve ¢,h,a

vektdrleri de, sirasiyla, ana dogrunun birim dogrultmani, merkez normal ve merkez tegetidir. Bu
vektorler arasinda

gqxh=—a, hxa=—q, axq=h (E.29)

esitlikleri saglanir.
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M spacelike regle ylUzeyinin bitiin birim dogrultman vektorleri, yani g(s) vektorleri,
bir O baslangig noktasina baglanirsa bir koni olustururlar. Bu koniye spacelike regle yiizeyin
yénli konisi denir. g(s) vektodrlerinin u¢ noktalari 512 Lorentziyen birim klresi Uzerinde bir

kirresel timelike egri cizerler. Bu edri, M spacelike regle ylzeyinin Lorentziyen kiresel

gdstergesi olarak adlandirilir ve yay parametresi s, ile gosterilir [22,26,30].

Teorem E.6. Bir M timelike regle ylizeyinin ve bu ylzeyin yonll konisinin {O;q,h,a} Frenet

catisinin vektoérlerinin @, kiresel egrisinin s, yayina gore tirev denklemleri
01 Oflqg

dh/ds, |=|1 0 «||h (E.30)
0 x Ofla

seklindedir [22,26,31].

{O;q,h,a} Frenet catisinin vektdrlerinin yuzeyin bogaz ¢izgisinin yayina gére

ds,
threvleri icin Darboux vektérii w, =—kg +a olarak verilebilir. (E.30) denklemlerinin d—‘: k,
s

birinci egirligi ile ¢carpilmasiyla asagidaki teorem verilir.

Teorem E.7. Bir M spacelike regle yizeyinin ve bu ylzeyin yonli konisinin {O;q,h,a}

Frenet gatisinin vektérlerinin bodaz ¢gizgisinin s yayina gore tirev denklemleri ile verilir.

dg/ds| [0 k 0]lq
dh/ds |=|k 0 k,| h (E.31)
daj/ds| |0 k, Ofla
ds, ds, , , o
Burada k, :E’ k, :E olup s, ve s, ifadeleri de sirasiyla ¢ ve a vektorleri ile gizilen

a, ve «, kiresel egrilerinin yay parametreleridirler [22,26,31].
{O;q,h,a} Frenet catisinin vektorlerinin ylzeyin bodaz cizgisinin yayina goére

tirevleri igin Darboux vektorli w, = —k,q + k,a olarak verilebilir.
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¢ spacelike egrisi, spacelike regle ylzeyin bogaz ¢izgisi olsun. Bu taktirde bogaz

cizgisinin ¢ teget vektori ile ile spacelike ana dogru arasindaki @ acisi merkez agidir. Buradan,
dc .
t=—=(cosB)q+ (sinBa (E.32)
ds
yazilabilir. Béylece spacelike regle yizeyin denklemi
o(s,v)=c(s)+vq(s) (E.33)
iken bogaz ¢izgisinin denklemi
c(s)= I((cos 6q + (sin 67)a)ds (E.34)

dir. Buradan dagiima parameresinin ifadesi ve (E.31) ifadeleri yardimiyla dagilma parametresi

igin

de  dg
'Y t, ,h
5 —lds__ ds _lta.h (E.35)
! <d‘1 d‘1> ki
ds’ ds
yazilabilir. (E.32) ve (E.35) esitliklerinden de
sin@ ={a,t)=(—-qxh,t)=|t,q.h|=k0, (E.36)

elde edilir.
Mf tipinden spacelike regle yizeyin yonli konisinin ¢/, Lorentziyen kiresel egrisinin
yay parametresi s, olsun. (E.36) ile, (E.32) denklemi ve spacelike regle yilizeyin Frenet

formulleri
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dc cosf@ sin @

—= + a=fqg+oa

ds, k, 1 k, Ja+o,

da_,

ds,

h (E.37)
—=qg+ka

ds, 1

ds,

seklini alr.  f(s)), 5q(s1), k(s;) fonksiyonlari spacelike regle ylizeyin invaryantlari olarak

adlandinlirlar. Bu invaryantlar, spacelike regle ylzeyi, uzaydaki konuma godre tek olarak
belirlerler [22,26,31].
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