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OZET

Yiksek Lisans Tezi
Dual Vektor Uzayinda Sabit Genislikli Dual Egriler
Nihal ERTEN

Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitist
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Yrd. Do¢. Dr. Hiiseyin KOCAYIGIT

Dual Oklid uzayinda sabit genislikli dual egriler ile ilgili olan bu ¢alisma bes
boliimden olusmustur.

Birinci boliimde sabit genislikli egriler iizerine daha once yapilmis olan
calismalar belirtilmistir.

Ikinci bdliimde, bu cahismada sdzii gegen kavramlara ait temel tanimlar,
saglanmas1 gereken sartlar verilmistir. Ayrica Oklid 3-uzayir tanimlanmis ve bu
uzaydaki egrilerin ¢atis1 hakkinda bilgiler verilmistir.

Uclinci bolimde, Dual geometri ile ilgili temel tamimlar ve teoremler
verilmistir.

Dordiincii bolimde Dual Oklid uzayinda sabit genislikli Dual egrilerle ilgili
diferensiyel karakterizasyonlar verilmistir.

Besinci boliimde de sonug ve Onerilerden bahsedilmistir.

Anahtar Kelimeler : Egri, sabit genislikli egriler, Dual ¢at1.

2016, 46 sayfa
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The Dual Curves of Constant Breadth in Dual Euclidean space
Nihal ERTEN
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This study which is related to the Dual curves of constant breadth in Dual
Euclidean space consists of five sections.

In the first section the studies which were done about the curves of
constant breadth are mentained.

In the second section, the some basic definitions and conditions mentioned
in the study are given. Furthermore, Euclidean 3-Space is defined and informations
about the curves 3-space and their frames are given.

In the third section, the basic definitions and theorems about Dual geometry
are given.

In the fourth section, the differential equations characterizing the Dual curves
of constant breadth in Dual geometry are given.

In the fifth section, the results and suggestions are given.
Keywords: The curve, the curves of constant breadth, Dual frame
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1. GIRIS

Sabit genislikli egriler {lizerine ilk c¢alismanin 1778'de Euler tarafindan
yayinlandigi goriilmektedir [1]. Euler diizlemdeki sabit genislikli egrileri vermistir. Ball
[2], Barbier [3], Blaschke [4] ve Mellish [5] diizlemdeki sabit genislikli egrilerin
ozellikleri iizerine ¢alismustir. Fujiwara 1914'deki ¢alismasinda 3 boyutlu Oklid uzayinda
sabit genislikli uzay egrisi kavramini tanimlamistir [6]. Daha sonra Hammer diizlemsel
sabit genislikli egrilerin analitik gdsterimini vermistir [7]. F. Reuleaux ise bu tiir egrileri
bulmak i¢in bir metot ile kinematik ve miihendislikte uygulamalarini vermistir [8].
Smakal da sabit genislikli egriler iizerine caligmustir [9]. 1984’te Kdse, Minkowski
fonksiyonu tarafindan verilen bir ovalde sabit genislik kosulunun giderildigini gostermistir
[10]. Daha sonra Kose, bir uzay egrisi (C) verildiginde, bir uzay egrisinin (C”) ters
yonlerde karsilikli noktalarinda aralarindaki uzaklhigi sabit paralel tegetlerin
belirlenebilecegini gostermistir [11]. Daha sonra Sezer ¢alismasinda ele aldig1 kavramlari
kullanarak, bu tiir egrileri karakterize eden diferansiyel denklemleri kurmus ve bir uzay
egrisinin sabit genislikli egri olmasi i¢in bir kriter vermistir [12]. Daha sonra E®de
incelenen bu tiir egriler E*’e tasmmus ve bazi1 karakterizasyonlar elde edilmistir [13]. Bu
calismalarm ardindan Akdogan E"de bu tiir egriler i¢in olusturulan diferansiyel
denklemin ¢oziimiinii vermistir [14]. 2013 yilinda Minkowski 3-uzayinda sabit genislikli
uzay egrilerini H. Kocayigit ve M. Onder ¢alismislardir. S. Yilmaz , 2008 yilinda Dual
Lorentz uzayinda sabit genislikli timelike dual egriler ile ilgili bir caligma yapmistir. 2013

yilinda D] Dual Lorentz uzayinda sabit genislikli dual egrileri farkli bir agidan ele alip

incelemislerdir [15]. Ayrica onlar E.de timelike veya spacelike egrinin sabit geniglikli
olmasi igin gereken kriteri vermislerdir. Kocayigit ve Onder de, baz1 6zel durumlarda
normal egriler, helisler ve kiiresel egrilerin E;’’de spacelike ve timelike sabit genislikli
egriler olabilecegini gdstermislerdir.

Biz bu ¢aligmada, Dual Oklid uzayinda sabit genislikli dual egrilerle ilgili  baz1

karakterizasyonlar verecegiz.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimde, tezin ana konusuna temel teskil edecek tanim ve kavramlar verilmistir.

Tammm 2.1. (Oklid Uzayr): R reel sayilar cismini gostermek iizere,

R™ ={(X,, %,y X3y, X, ) : X% € R,i =1,2,...,n} vektor uzaymnda, iki vektor X = (X, X,,X;,...,X,) V€

V=Y Yy Vs ¥ ,) OIMak tizere,
<X,y >=inyi
i=1

esitligi ile tanimlanan,
R'xR" >R (X, y) ><X,y>

fonksiyonu R" uzayinda bir i¢ carpimdir. Bu i¢ ¢arpima OKklid i¢ carpimm denir [16].

Tamim 2.2: E® Oklid 3-uzayinda standart bir g metrigi
g =dx’ +dx +dx?

ile verilir. Burada (x,,X,,%,) E®tn bir dik koordinat sistemidir [16].

Tanm 2.3, E°® de X=(X,%,,%) V& ¥=(Y¥,,Y,,Y;) vektorleri i¢in vektdrel ¢arpim

& € &
XAY=(X X X :(Xzys_X3y2’X3y1_X1y3’X1YZ_X2y1)
Yi Y2 Y

ile tanimlanir. Burada

1 i=],
é}j:{o i;t} € =(31,0,.0,) Ve @ AE =€, 8, AC =6 , & AE =6,

olarak verilir [16].



Tamm 2.4. (Norm):  p e R"olmak Uzere,

[pll=+(P. p)
diyelim. R" >R, p—)|| p|| fonksiyonu R" uzaymda bir normdur. Buna gore R" vektor
uzayl, normlu vektdr uzaydr. d(p,q)=||p—q| bi¢iminde tammlanan d:R"xR" >R

fonksiyonu, R" uzayinda bir metriktir. Dolayisiyla R" bir metrik uzaydir. Bu metrikle

birlikte R" uzayma OKklid uzay: denir ve kimi zaman E" ile gosterilir [16].

Tamm 2.5. f, R"uzayindan Rye giden bir fonksiyon olsun. f strekli ise f
fonksiyonu C°smifindan bir fonksiyondur. R"den Rye giden C°sinifindan biitiin
fonksiyonlarm kiimesi C°(R",R) bigiminde gdsterilir.

R"nin her noktasinda f fonksiyonunun kismi tiirevleri varsa ve bu tiirevler siirekli
fonksiyonlar ise f fonksiyonu C*sinfindandir denir.

f fonsiyonunun R" nin her bir noktasinda k mc1 basamaktan kismi tiirevleri varsa ve
bu tiirevler siirekli fonksiyonlar ise f fonksiyonu C* sinifindandir.

R" den R ye giden C*smifindan biitiin fonksiyonlarin kiimesi C*(R",R) bigiminde
gosterilir.

R" nin her bir pnoktasinda f fonksiyonunun her basamaktan kismi tiirevleri varsa

f fonksiyonu C” smifindandir veya diizgiin (piiriizsiiz) fonksiyondur, denir. R"den Rye
giden C” smifindan biitiin fonksiyonlarm kiimesi C”(R", R) bi¢iminde gosterilir.

peR" icin f fonksiyonu p noktasmim en az bir agik komsulugunda diizgiin ise f

fonksiyonu, p noktasinda C” sinifindandir veya diizgiin (pUrizsiiz) fonksiyondur [16].

Tanmm 2.6. |, R reel sayilar cisminin bir agik araligi olmak tizere, :1 c R —>E"

biciminde diferensiyellenebilir ¢ doniisiimiine, E" uzay: iginde bir egri denir [16].

Tanmim 2.7. |, R reel sayilar cisminin bir agik araligi olmak tizere, a:1 c R —>E"

bir diferensiyellenebilir bir egri olsun. «'(t) vektOrine o egrisinin «(t) noktasindaki hiz

vektora denir [16].



Tanmm 2.8. «:1 — R" egrisi verilsin. Her teligin a'(t) #0ise « egrisine dizenli

egri (regiiler egri) denir [16].

Tamm 2.9. E" uzayinda, a:l cR—>E" egrisi igcinVsel, ||&'(s)|=1 ise «

egrisine birim hizh egri denir [16].

Tanmmm 2.10. 3-boyutlu Oklid uzaymnda birim hizh «:l cR—E® egrisi icin
t(s)=a'(s) esitligiyle belirli t(s) vektdrine o egrisinin S noktasindaki birim teget

vektori denir [16].

Tamm 2.11. 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli ;1 = R — E? egrisi igin,
x:l >R
s—x(s) =T ()|l
fonksiyonuna « egrisinin egrilik fonksiyonu denir. x(s) sayisina egrinin s noktasindaki

egriligi denir [16].

Tamm 2.12. 3-boyutlu Oklid uzaymda birim hizh «:l cR—E® egrisi icin,

ﬁ(s):%?(s) esitligi ile belirli fi(s) vektoriine, egrinin s noktasindaki asli normali denir
K(S

[16].

Tamm 2.13. 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizh «:1 cR—E® egrisi igin,
b(s) =T (s)xi(s) esitligi ile tanmimli b(s) vektoriine, egrinin s noktasindaki binormali denir

[16].

Tamm 2.14. {(s),n(s) b(s) vektorlerine «:1 —R® egrisinin  «(S) noktasindaki

Frenet vektorleri denir.
HOOLION

kiimesine , « egrisinin «/(S) noktasindaki Frenet catist denir.



t,n, b vektor alanlarina, « egrisi Ustiinde Frenet vektor alanlar denir [16].

Tanm 2.15. ;1 = R — E® birim hizli egrisinin Frenet vektorleri T,/,b olmak lzere,
i1 >R,  7(s)=—<b'(s),f(s) >
fonksiyonuna, « egrisinin burulma fonksiyonu denir. z(s) sayisma egrinin «(S)

noktasindaki burulmasi denir [16].

Teorem 2.1. Birim hizli & : | — R®egrisinin Frenet vektor alanlar1 T, 7, b ise

t' =il
i =—«f + b
b'=—zn

dir [16].

Teorem 2.2. «:1 — R*birim hizli egrisinin Frenet vektor alanlari, t,7 b olduguna

gore
fixh=T
bxt =M
fxfi=h
dir [16].

Tamim 2.16. o : 1 — R? egrisinin egrilik fonksiyonu x olmak Uzere 1 fonksiyonuna,
K

a egrisinin e@rilik yaricap: fonksiyonu denir ve p ile gosterilir.
tel igcin p(t) sayisma o:1 —R® egrisinin, a(t) noktasindaki egrilik yaricap

denir [16].

Tamm 2.17. Cve C*, E® de C' smifindan iki egri olsun. Eger bu egriler karsilikli

noktalarinda zit yonlii paralel tegetlere sahip ve bu noktalar arasindaki uzaklik sabit oluyorsa
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C egrisine E® de sabit genislikli egri denir. Bu durumda C ve Cegrilerine E*de sabit
genislikli egri cifti denir [6,10,11].



3. DUAL GEOMETRININ TEMEL TANIM VE TEOREMLERI

Dual geometri, uzay mekaniginin kinematik analizinde biiyiik avantaj saglamaktadir.
Dual geometri, 6zellikle kat1 bir cismin kinematik doniisim yoluyla yer degistirmesinde
kullanilmaktadir. Ayrica bu kullanimin kinematik, dinamik, robot hareketleri ve miithendislik
icin  Oonemli uygulamalar1 bulunmaktadir[17]. Dual geometrinin avantajlarindan

yararlandigimiz calismamizin bu boliimiinde dual geometirinin temelini teskil eden bazi

kavramlar verilecektir.

Va,a’ ell igin a=(a,a") sirali ikililerinin ciimlesi olan [J x[J Kkartezyen carpimi
D= {(a, a*)‘a, a" el }
ile gosterilsin. Bu ciimle iizerinde asagidaki bigiminde tanimlanan iglemleri g6z Oniine
alalim. V(a,a"),(b,b") eD icin,
Toplama
+:DxD—>D
(a,b) >a+b,
a+b=(aa’)+(b,b)=(a+b,a +b")
Carpma
-:DxD—D
(a,b) > a-b =(ab,ab* +a'b)
Esitlik (@, a)=(b,b)=a=b ve a"=b"
dir [17,18].

Tanim 3.1. D=0 x[J ciimlesine “dual sayilar sistemi” ve V(a,a") eD elemanma da

bir dual say: denir [18].
Teorem 3.1. (D,+,-) UGglust birimli ve degismeli bir halkadir [18].

Teorem 3.2. (D,+,) Ugliisii bir cisim degildir [18].



Teorem 3.3 D dual sayilar halkasi, [1 reel sayilar cismine izomorf bir alt ciimleyi alt

cisim olarak kapsar [18].

Tamim 3.2. Bir a=(a,a’) eDdual sayisindaki "a" ya a nin reel kismu "a"" a da

a nin dual kismi denir. Boylece Re(a) =a ve Du(a)=a" yazilir [18].

Tamm 3.3. (0,1) eD dual sayisina dual birim denir ve
£=(0,2)
notasyonu ile gosterilir.
Buna gore
g?=¢e-¢=(0,1)-(0,1)=(0,0)=0
olur [18].
Teorem 3.4. Bir a=(a,a’) eD dual sayis1
a=a+ea’
formunda yazilabilir [18].
Tanim 3.4. Bir a=(a,a") eD dual sayisinm bir A €[ skalar1 ile ¢arpimi
la=A(a,a’) =(la,1a")
esitligi ile verilir [18].
Teorem 3.5. a,a” €[l olmak Uzere;
a a
o

formundaki matrislerin ciimlesi D ye izomorftur [18].



Tanim 3.5. a=(a,a") dual sayilarmin biitinine dual duzlem denir ve "D"ile

gosterilir. Her bir (a,a”) ikilisine de dual diizlemin bir dual noktas: denir [18].

Tanim 3.6. Bir a=a+¢&a" dual sayisinin mutlak degeri

|§|:|a|+g§a* (a=0)

bi¢iminde tanimlanir. Bu tanim D de bir metrik vermez [17,18].

Tamim 3.7. f, X =x+¢&X" dual degerli diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu

taktirde f nin Maclaurin seri agilimi
f(X)=f(x+ex)=fF(X)+ex f'(X)

ile tanimlanir. Burada f'(x), f nin x e gore tlrevidir [17,18].

3.1. Dual Vektorlerin Uzayr (D -Modul)

Dual sayilar halkasinin kendisiyle ii¢ defa Kartezyen ¢arpimi olan

D’ =DxDxD={4=(a,4,,a,)|d D, 1<i<3|

climlesini goz Oniine alalim. Elemanlar1 sirali dual say1 {gliilerinden olusan bu climle

iizerinde, toplama ve skaler ile carpma islemleri asagidaki bigcimde tanimlansin:

Toplama:

+:D*°xD* »D?
(a,b)>a+b
d+b=(a,a,,a,)+(b,b,,b;)

=(a,+b,a,+b,,a +b,)

Skaler ile carpma:



:DxD?® »>D?
(1,8) > 1-a
Z'é_)z(givazvas):(_51’1521153)

Teorem 3.6. (D3, +,-) Uclisti bir D -moduldiir [18].

Tamim 3.8. D -Modiil’iin elemanlar1 olan sirali dual say1 tgliilerine dual vektorler

denir [18].

Teorem 3.7. 3,3 e[1° olmak lizere, D -Modiil’iin her bir & dual vektori
=d+ed, £=(01)eD , 4=(3,a)

bi¢iminde yazilabilir [18].

Tamm 3.9. Bir &=a+&a  dual vektoriinin 4 D skaleri ile ¢arpimi
Ad=1(a3,a,a)=A1(4,a)=(14,14a")

bi¢iminde tanimlanir [17,18].

Teorem 3.8. [ *vektdr uzayi, D -Modiil’iin (&,0) bicimindeki elemanlarin ciimlesine

izomorftur [18].

Tamm 3.10. (0,0) eD-Modiil elemanina, sifir dual vektorii denir ve f

izomorfizminde karsilik geldigi O reel vektori ile gosterilir [18].

Tamm 3.11. =a+£3",b=b+¢&b" €D -Modiil dual vektdrlerinin i¢ carpimi
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<,>D*xD® »D

(a,b) »><4a,b >,
<8,b>=<d+68 ,b+eb >=<a b>+e(<d",b>+<a,b >)
bigiminde tanimlanir.

Reel vektor uzaylar1 iizerinde tamimlanan i¢ ¢arpimm sagladig: biitiin aksiyomlar, D*

uzayinda da gerceklenir.
v4&,b,& eD Modiil ve 1 €D igin,

)} <é,5>z<5,é>

i) <14,b>=1<4,b>=<4,1b>

(o]
Vv
_|_
AN
i1
(@1}
Vv

iii) <d+Db,6>=<4,6>+<b,>, <a,b+E>=<4
iv) <a,a>=0<4a=0

sartlar1 saglanir [17,18].

Tamim 3.12. 4,3 €R® . 4,beD?® igin vektorel arpim
aA6=§A6+€(§/\6*+§*/\6)

seklinde tanimlanir [18].

Tanmim 3.13.Bir dual vektortiniin normu

- o _.o<daa>) .
||a||=(<a,a>)]/2=[I|aII,WJ,a;tO
a

bigiminde tanimlanir [17,18].

Tamim 3.14. Bir &=4a+&a dual vektord igin

11



lall=(0)

ise & ya bir birim dual vektor denir [18].

Sonug 3.1. d=&+¢&d bir birim dual vektor ise
|a|=1ve <&,a >=0

olur [18].

- x

Teorem 3.9. a=(d,a ) eD-Modil olmak uzere

bir birim dual vektérddr [18].

Tamm 3.15. §*={x=X+X| |%|=(@L0);X, X" e0°} cimlesine D -Modil'de

birim dual kire denir [17,18].

Teorem 3.10. (E. Study) X = (0,X) eD olmak tizere D -Modiil’de denklemi
[¥]|=.0)

olan birim dual kiirenin dual noktalari, [ * deki yonlii dogrulara birebir karsilik gelir [17,18].

Tanim 3.16. X = X+ &X D -Modil olmak lzere,

birim dual vektoriine X vektorunun ekseni denir [18].

12



Tanim 3.17. k=

reel sayisina

X = X+ X" dual vektorinin adimi veya yiikseligi denir [18].

Tamim 3.18. & ve b birim dual vektdrleri verildiginde bunlarin i¢ ¢arpimi
<é, 6> =cos@d

ile verilir. Bu esitlikteki 6 =0+¢£60" dual sayisina & ve b birim dual vektorleri arasindaki

dual agi denir [18].

@ dual agis;, & ve b birim dual vektérlerinin [ ® deki temsil ettikleri yonlii dogrular

arast ndaki @ agisi ile bu iki dogru arasindaki en kisa uzaklik olan * dan

olusmaktadir.

a
X g

"

W o

Sekil 3.1.1. Dual a¢1



p:1cR->D’
S yay uzunlugu parametresi ile verilmis bir dual egri olsun.Birim teget vektor

do

e , k=0 ve "7 5 yegoretirevi gosterir.

¢=—=F ve asli normal vektor fi= t:
K
K(5)= HfH =x(s)+ex (s) dual egrisinin dual egriligidir. ¢ nm binormal

vektori

olarak tanimlanir.

Boylece {t, n,b} tcliisiine ¢ nin Dual-Frenet ¢atis1 denir ve Frenet tiirev formiilleri

— -

0 x O0)(f
ni=|—-k 0 7 [|A (1)
z 0 -7 0)lp
b p b

ile verilir. Burada

ve

dir.

7(5)=7(s)+7 (s), ¢ dualegrisinin dual burulmas: denir ve 7 =0 dir [19].
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4. DUAL OKLID UZAYINDA SABIT GENIiSLiKLi DUAL EGRILER

Tamm 4.1. Cve C,, D’ de konum vektérleri sirasiyla, (5) ve ;7(§;)olan birim
hizli iki dual egri olsun. C ve C; egrilerinin karsilikli noktalarda zit yonlii paralel tegetlere

sahip ve bu noktalar arasindaki uzaklik daima sabit kaliyorsa C dual egrisine D®de sabit

genislikli dual egri denir. Bu durumda C ve C; egrileri sabit genislikli bir dual egri ¢ifti

olarak adlandirilir.

C konum vektorii ¢(5) olan , D® de bir dual egri  olsun . Bu dual vektorler

karsilikli noktalarda zit yonde paralel tegetlere sahiptir.

{t,n,b} ticliisine ¢ min Dual-Frenet catis1 denir ve Frenet tiirev formiilleri

f 0 x O0)(f
Al=|-x 0 7||f (4.)
b 0 -7 0)l\p

ile verilir. Burada <f,f>:<ﬁ,ﬁ>:<6,6>:1 , <f,ﬁ>:<ﬁ,5>:<f,b>:0 ve

7(5)=7(s)+7 (s), ¢ dualegrisinin dual burulmas: denir ve 7 =0 dir [19].

CwveC,, D® de konum vektorleri sirasiyla, (Z)(§) ve 77(§7~) olan sabit genislikli egri ¢ifti olsun.

Bu durumda C; dual egrisinin konum vektord,

7 =@+t + LA+ b , (4.2)
dir,burada Ai,22,4s  ( L=A+ed , h=lteldy, , h=A+ek ) ler

S nin keyfi fonksiyonlaridir. (4.2) nin S ye gore tlrevi alinarak,

15



d7 dyds, d@g di.,_, -,_.df di ., . = ,_
A e Ak k'R i 2.0
a5 ds a5 s as At M) ARG ds
olur. Burada,
= RE(5)+7B(s) 52 =71 () | %:;:_f
_ds, dﬂ_,l~ T 7 —r 30 T =
_td—gy:t+§t+ﬂ1/<n+/lz(—xt+rb)+—§b+/13(—rn),

yazilir. £, fi, b parantezlerine alindiginda,

— _ s ~ . — i _d ) -
0= 1+d/31—;?/12+—_y t+ /11E+d—/32—/13f A+ /12?+d—/33 b
ds ds ds ds
ve 20, A=0 b=0 oldugundan,
p— r d . - . d .
1+d’31—mz+i_7=0:d—/31=1?/12—i_“1'
ds ds ds ds
Te+ 3% _Fzr-0= 9% Ggid, (4.3)
ds ds
Zz’f+d{3 :0:>d_/33:_/_12?’
ds ds

elde edilir. @, @ egrisinin tegeti ile arasindaki ag1 olmak tizere

da _ 1 da _ 1
—=K=— ve — =K, =—
ds Yo} ds, " p,

16



ifadesi d—_ ile genisletilirse,
da

S dA  _- dS ds; ds
= e R — T2
da ds da ds da
p - ds
d/h:,?/bl__y_li
da Kk da «
212_15;7_15’
=ﬁz—(ﬁi+/_)),
elde edilir. Burada f (@)= p+p, olarak alinirsa
=1 — (@)
olup, burada
di - _
S
— =4 (@)

elde edilir. (4.3) sisteminin ikinci denklemi olan

da - =
d§2 =K+ AT

e A5 .
esitligi FE; ile genisletildiginde,
a

CRTNE SO
da ds da da
elde edilir. d_s_ = é ifadesi yerine yazilirsa,
da «
94 gelizzl
da K K
1 _ . .. -
bulunur ve.. —=p ifadesi yerine yazildiginda,
K

17
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dA, e
T RpT (45)

elde edilmis olur. (4.3) denklem sisteminin tglnci denklemi olan

=7

ds

esitligini g—s_ ile genisletip ayn esitlikler kullanilirsa
a

san_ oo
da ds da
Z—ij oy - (4.6)

elde edilir. (4.4) ,(4.5) , (4.6) dan ;

S4 -1 (@),
d’l_z =—4L+4L,pT, ¢ (4.7)
d&
d—ﬂf’=—12/37,
o

elde edilir. Bu denklem sistemi matris formunda yazilirsa,

di

da _ _

7 0 1 04| |-f(a)

2i=|-1 0 pr|A4|+ O (4.8)
@il 57 0z 0

d7s P

18



olur. (4.4) denkleminden ZZ cekilirse:

olur. Burada & ya gore tiirev alalim.

di, _d’4  df (@)

da da? da

bulunur. d—l_z yerine (4.5) denklemindeki esiti yerlestirilirse

- 5. d?q di(a)
ﬂi”gpr_d&” da

elde edilir. Buradan 4, ifadesini gekildiginde,

- 1|5 d*4 df(a)
ﬂg_ﬁf{ﬂi+d&2+ da }

olur. Bu denklemi a ya gore tiirev aldigimizda,

di d*a d*f (&)

_ 427 di(a
da da p7| da da da

_?SE%J’f(&)j:i—[—i—]{@J”i}fi_(é)d—f_Jf:—_er_—_ — -
da a\ pt )| da dal\ p7 Jda pr da p7t| da” da
_z d_ﬂl”(g)J_i(Ej dZZM—l i(ﬁ}ﬂ kd*f(a) Fid°A di

i\ da da\7 )| da? da\7 )da 7 da* 7|da® da|

19



a

jldﬁuﬂ}g(‘;—@f(&)}o,

1@ 4 5 +1(5jdf <&>+(5jdf2<a> (5
da\7 d&zﬂ1 da\7 ) da \7) da? )l d&® da

d (&) d*4 - df(a)| 7(dr .,_\) (&) df*(a) d°L ou1

o PR }E[E”(“)H?j{ d@ a7 } 09

* * * *
7., K- K- T, sabit kabul edilirse,

j{dfdo—gz o d% gﬂ

elde edilir. Burada K 1Kz, T
( ) {dﬂl A+ —(_)}4_2(%4-]:(&)}-{’?
da| d da | & 7

olur. Bu denklem Tj ile genisletilirse,
K

o
Q|

37 ) 2 —\2 El
df;+dﬂj+d~f2+(£_) d—ﬂj+f(d) + —t+——3
da® da da K da da® da’ d
37 ¥ 2 —\2 ¥
2 d_/1§+d2_1+d_f2 +[;j d—ﬂ_1+f(&) =0,
da® da da K de
3 q 2 —\2 5 —\2
o d zﬂ+2dﬂl+2d_‘; +(1_j d—’1_1+(1_j f(@)=0,
k) da K

2
elde edilir. Bu denklemde 2 _f2 (
da

20



do do
olur. Burada,
37 T —\2
3 _/E =y" j—{l =y ve 2+ (;J =m olarak yazildiginda,
a a K

elde edilir. Bu denklemin ¢oziimu  y=ut+v  seklindedir. Bunun igin
(2D*+mD)y =0

olup ¢6zimi asagidaki gibidir:

y=u  olsun.

(2D3+mD)u:O,

2a®+ma=0,
a(2a2+m):0,

denkleminin ¢dziminden

=0 a, = mi veya a,=— mi
& ) «/2 & «/2
bulunur. Buradan,
u=ce’ +c, cos[, ’g§j+c3 sin[‘ /%&J (4.12)

yazilabilir. Simdi y=v olsun. Buradan,

21



11 _
V:B(2D2+m)(_ (@)
IS S
Dm(1+riD2j( (@)
i (a(@) = 2T D (a(@)
m1+D—2 2 (2)
2

olur. Boylece,

elde edilir. Bu durumda y=u+v denklemi (4.11) ve (4.12) esitliklerinden,

y(@)=ce" +c, cos[@&}+%sin[@&}+%&(—g (@)

olarak elde edilir. (4.13) esitliginde c,=A ve c,=B yazildiginda,

(4.12)

(4.13)

A(a)= Acos[\/g&}u Bsin(\/g&j+%(—g(§))+cl (4.14)

22



elde edilir. (4.14) esitliginin &  ya gore tiirevi alindiginda,

bulunur. (4.4) esitliginden,

o |
R ‘.}‘)I

_ 4z .
=—+f(x 4.16

7=% (@) (416

yazilabilir. (4.16) esitliginde, (4.15) esitligi yerine yazildiginda,
2, =E{—Asin(€&]+ Bcos(E&ﬂ—%g(&ﬁ f(@) (4.17)
elde edilmis olur. Burada f ((7) ve 0 ((Y) sabit oldugundan
1 _ _
Lo(@)+1(@)=h(@

seklinde sabit bir h(&) fonksiyonu yazilabilir. Bu durumda,

Ay = E[—Asin[\/g&} Bcos[\@&ﬂm(&) (4.18) olur,

(4.5) esitliginde A, ifadesi cekildiginde,

3

Tpr=he e (4.19)

bulunur. (4.19) esitliginin her iki tarafi 7p ile bolunirse,

% =5(ﬂ1 +%J (4.20)

23



olarak bulunur. (4.18) esitliginin & ya gore tiirevi alindiginda,

% - g{—Acos(\/g&J —Bsin (\E&ﬂ + d:(;) ,
% - g{—Acos(\/g&j— Bsin [\/g&ﬂ (4.21)

elde edilir. (4.20) esitliginde, (4.14) ve (4.21) esitlikleri yerine yazildiginda,

o o 5]

7 :g_gAcos[E&}ngin(E&]%— Aco{Ea} Bsin(E&}r%(—g(é)ﬁq},
7, =§_(1—%) Acos(E&}r[l—g) Bsin(Eﬁj—%(g (&))Ha} (4.22)

2

elde edilir. 2 +(Tjj =m nin degeri (4.14), (4.18) ve (4.22) de yerlerine yazilirsa,
K

(4.29)

sistemi elde edilir. Boylelikle agagidaki teoremi elde ederiz:
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Teorem 4.1.C ve C,, D° de konum vektdrleri sirastyla, ¢(5) ve ;7(§7~)0Ian sabit

genislikli egri ¢ifti olsun. Bu takdirde

7=p+ At + LA+ b

dir. Burada,

|7~ @l= (A + 2+ 26,48 + 2+ AB) =27 + 27 + 25 = b,
ve 4,4, A degerleri(4.23) denklemi ile verilir.

Teorem 4.2. C ve C,, D° de konum vektérleri sirasiyla, ¢(5) ve 7(§7)olan sabit

genislikli egri ¢ifti olsun. Bu takdirde,

dir.

Ispat: Bu dual egri icin,

|7~ = J(Af + 20+ 2B, ZE + i+ AB) = [A7+ 27 + 257 =sh,

oldugunu biliyoruz. Buradan « ye gore tiirevi alinirsa,

2/leij+2zz ‘:'ji_z +22_3‘;—i_3=o

= (4.24)
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2(%—@}0 , (4.25)

elde edilir.

Sonug 4.1. (4.25) esitliginde, 2_1 =0 ise dual sabit genislikli egri

L . KdA, ~
=¢+f n+———=D>b
7o t@)n =z
olur.
Ispat: (4.4) sisteminden
=1 (@),
di, = __
d—/1_2=ﬂspf,
(04
= 1 dj
23_,5? da '

(4.26)

olarak bulunur.
e dy, = .. L .
Sonug 4.2.  (4.25) esitliginde d—_—ﬂ? =0 ise dual sabit geniglikli egriyi karakterize eden
a

diferensiyel denklem,
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seklindedir.

Ispat: (4.4) sisteminde 3% 2, —f(a)
(04

oldugundan,

(- f(a))-4=0=f(a)

0

olur. 2, = —ﬂ_l

_ -
oldugundan « ya gore tiirev alindiginda, z—ﬂf = (cjl _ﬂ;‘ olur. Bu deger
a

(4.20) esitliginde yerine yazilirsa,

%-E(9%a)

elde edilir. Tekrar (4.4) sisteminin G¢linct denkleminin d4

Sy ﬁ; oldugunu biliyoruz.
a
Yukaridaki

_ _E dz,Ti _
23_?(%72”1}

denkleminin & ya gore tiirevi alindiginda

dz, _ d (gj[d22+;1j+5(ﬂ+%j (4.27)
da dal\7 )| da? zlda® da ) '

- d(&k\(d*4 ) K(d4 dA
lz/or_d&[fj[dc‘zz +ﬂlj+f[d&3+d_}

olur. p=— degeri yerine yazildiginda

Al
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olarak denklemde yerine yazildiginda,

ve buradan,

elde edilir. Burada i,z sabit olarak alinirsa,

— 3_ ru -

E(oA 4,047
T\l da do da xk
e 3_ . A A —

gd_ﬁé+§dﬁ+dﬂ_15_=0,
7T da 7 da dax
— 3_ — — A

93 (£ )
T Kk )da

olur. Son denklemi

Al

bulunur.
Boylece asagidaki sonug elde edilir:

Sonu¢4.3. ¥=7 , K =7 olsun. Budurumda,

28
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F=@+Af+ LA+ b |

%, = Acos(v2a )+ Bsin(V2a )+,
A, —ﬁAsin(ﬁ&)JrﬁBcos(ﬁ&)
7 =—Acos(2@)-Bsin(v2z) +¢,

dir.

Ispat: =7 , &K =7 oldugundan (4.29) denkleminden,

bulunur. Bu diferensiyel denklemi ¢ozelim:

y"+2y =0,
(D*+2D)y =0,
a’+2a=0,

a(a2+2)=0,

ve

y=ce% +c, cos(ﬁ&) +¢,sin (ﬁ&) (4.30)
elde edilir. (4.30) esitliginde c,=A ve c,=B alinirsa,
A= Acos(ﬁ&)+ Bsin(«E&)m1 (4.31)
elde edilir. (4.4) sisteminden,
dAs

5 =~ f (&) ve f(@)=0 oldugundan 2 =C(Ij—/2_; olur.

Oyleyse A: in @ ya gore tiirevini almirsa,

% - —ﬁAsin(ﬁ&)wﬁB cos(\/i&),
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2 =—\/§Asin(x/§&)+«/§Bcos(\/§&) (4.32)

bulunur. 4, =

S| R

( A+ ?j_{?J oldugunu biliyoruz.

% ifadesini bulmak igin (4.32) deki 4, nin @ ya gore tiirevi alinirsa,
a

a4 _ —2Acos(\/§&)—285in(\/§&)

da

olur. Bu esitlik 2_3 te yerine yazilirsa,
,Tg = S(Acos(\/i&)+ Bsin(\ﬁ&)jtcl —2Acos(\/§&)—288in(\/§§)),
A, = g(—Acos(\E&)— Bsin (\/5&)+c1),

ve k=7 oldugundan,

2 :—Acos(ﬁ&)—Bsin(«E&)ml (4.33)
elde edilir. (4.31), (4.32), (4.33) ifadeleri bir arada yazilirsa,

A = Acos(ﬁ&)+ Bsin(\/ﬁ&)ml

A, = —ﬁAsin(ﬁ&%ﬁB cos(«ﬁ&) (4.34)

2, = —Acos(ﬁ&)— Bsin (\ﬁ&)wl

olur. Bu degerler (4.2) denkleminde yerine yazilirsa Dual Oklid uzayda sabit genislikli Dual

egrinin genel denklemi elde edilmis olur.

Al
[

Sonug 4.4. =— olsun. Bu durumda,

*

A
|
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—2 —
ﬂ_lza1+AcosU1+%§}+Bsin 1+ —a |,
_ 72 72 72 2
A== 1+§AS'” 1+§& + 41+ FBCOS 1+ —a |,
=2 2 =2 —
[ai(r_—szcos£4,1+—a] (T_—Zsti{ 1+ ‘} ,
K K K

Al
+ —
m|ﬁ|

Ay =

I

N—

K,LP

olur.

f* = _i oldugundan (4.29) diferensiyel denkleminden,
K T

T
olur. Son denklemde 1+—=m olsun. Bu durumda,

K

y"+my' =0,
(D*+mD)y=0,

a’+ma=0,
a(a*+m)=0,

a=0 ,a,=mi ,a=ymi olup,
yzaieoa+a2cos(\/ﬁ&)+agsin<\/a§),

A=a+a, cos(ﬁ&)+assin(ﬁ&),

=2

olur. (4.35) esitliginde m :1+T_—2 yazildiginda,
K
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—2 2
A =a1+a2cos[,’1+%&]+assin[ﬂ/1+%&j (4.36)

(4.36) esitliginde a,=A ve a, =B olarak almirsa,

—2 —2
7 =a+ Acos[ 1+ %a} Bsin( 1+ %&J (4.37)

elde edilir. Benzer sekilde A, = % oldugundan,
a

_2 —2 =2 =2
Ay =— 1+%a2 sin(,flJr%&}r,’lJr%ag cos(1 ,1+%&J (4.38)

bulunur ve (4.38) esitliginde a,=A , a,=B olarak alinirsa,

= —2 =2 =2
e 1+T_—2Asin(\/1+r_—2&J+\/1+T_—ZBCOS[J1+T_—2&] (4.39)
K K K K

elde edilir. (4.39) esitliginin & ya gore tiirevi alinirsa,

dﬂ? [1+—2j Acos(1 /1+_—z(zJ—LlJr_—szsln[1 /1+i—z&} (4.40)

elde edilir. (4.37) ve (4.40) esitlikleri (4.20) esitliginde yerine yazilirsa,

— —2 -2 -2 —2 =2 -2
Ay = g[a1+Acos[4’1+T_—2&]+Bsin[4f1+r_—2&]—[1+f_—zjAcos[,/l{—z&]— 1+T_—szsin[,/l+T_—2&j
T K K K K K K
— —2 =2 =2 =2
L==|a +[1—1—i—2] Acos{, /1+Z—Z&J+(1—1—T_—2 Bsin(, /1+ T_—ZaJ
T K K K K
— —2 -2 =2 =2
== ai_(%J ACOSUHT_—Z&J—(%jBsin[*/1+r_—2§ } (4.4
T K K K K

elde edilir. (4.37), (4.39), (4.41) bir arada yazilirsa,
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—2
/Tl=a1+Acos{ 1+T_—2&J+Bsin( +T—a
K K

;_/

= T 77 _
A, =— 1+EA5|n 1+?a + 1+—Bcos 1+

Ay =

S R

o (B

elde edilir.

R||“\|

[y
+
sl

—2
1+—a}— Bsm{
K
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5. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada Dual Oklid uzaymda sabit genislikli dual egrilerin (4.2) de belirtilen
konum vektoriini yazarak buradaki A4, , 4, ve A, nin degerlerini her birisi igin iiglincii
mertebeden diferensiyel denklem yardimiyla ¢ozerek degerleri bulunup yerlerine yazilmistir.

Béylece Dual Oklid uzaymda sabit genislikli dual egrilerin yapis1 incelenmistir. Bu egrileri
karakterize eden diferensiyel denklemler bulunup, bunlara ait yorumlar yapilmistir.

Bu dual egriyi ifade eden diferensiyel denklemlerin farkli metotlarla yaklasik ¢oziimii
yapildiginda bu sabit genislikli dual egrilerin yapisi ve 6zelligi daha farkli bir agidan
incelenmis olacaktir.
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