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OZET
Bu tez ¢alismasi alti bolimden olusmustur.

Birinci BolUim tezin giris kismidir. Bu bélimde, konisel egriler, 1sik konisi ile ilgili literattr
bilgisi ve bu tezde yapilanlar hakkinda kisaca bilgi verilir.

ikinci bolimde, IRl3 Minkowski Uzayinin temel kavramlari verilir.

Uglincii bélimde, dual ve dual Lorentziyen uzayin temel kavramlari verilir.

Doérdincl bolimde, dual i1sik konisi Uzerinde ki bir egrinin dual asimptotik ortonormal
¢atisi reel parametre ve dual yay parametresine gore incelenir. Dual koni egrilikleri bulunur.
Dual konisel edrinin dual baglanti egrileri bulunur.

Besinci bolimde, Yapi fonksiyonlari tanimlanir. Yapi fonksiyonlari yardimiyla dual isik
konisi Uzerinde ki bir egrinin ve bu egrinin baglanti egrisinin dual temsil formdlleri verilir.

Altinci bélimde, dual 1sik konisi tizerinde ki bir egrinin karakterizasyonunu egrinin dual
yap! fonksiyonu ve dual koni egrilik fonksiyonu yardimiyla verilir.
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ABSTRACT
This thesis consists of six chapters.

First section is introduction. In this section, literature review about conical curves,
lightlike cone and some information about this thesis is given.

In section two, preliminaries of Minkowski space IR13 is given.

In section three, preliminaries of dual space and dual Lorentzian space are given.

In section four, Asymptotic ortonormal frame of dual cone curve according to real
parameter and dual arc lenght parameter are examined. Dual cone curvatures are found. Dual
associated curves of the dual cone curve are found.

In section five, Structure functions are defined. Dual representation formulas of dual
cone curve and dual associated curve are determined by using dual structure functions.

In section six, we have given the caharacterization of the curve lying on dual lightlike
cone by using dual structure functions and dual cone curvature function.



1. GiRiS

Egriler hayatin her alaninda kullanilan geometrik yapilardir. Farkli disiplinler de, egrileri
kendi alanlarinda kullanmaktadirlar. Ornegin; Mimaride kopriilerde, kartografyada haritalarda,
askeri teknolojide fluze roket firlatmada, klasik fizikte kitle ¢ekim teorisinde, astronomide
uzaydaki bazi cisimlerin hareketlerinde vb. Bu nedenle birgok egri tirii ve kullanim alani ortaya
cikmistir. Geometride de konikler disinda bazi 6zel egriler vardir. Ornegin; Bezier egriler, B-
spline egliler, kiiresel egriler ve associated egriler vb. Associated egriler bir cok egri grubunu
icinde bulundurur. Bunlar bertrand egrileri, Mannheim egrileri, Smarandache egrileri vb. dir. Bu
egriler ile ilgili calismalar Oklid uzayinda oldugu gibi Lorentz uzayinda da mevcuttur.

Oklidyen uzayda yada Minkowski uzayinda diferansiyel geometrinin egriler teorisi
¢alismasinda, genellikle Frenet hareketli ¢atisi kullanilir. Bununla birlikte, bazi 6zel egriler ile
calisildiginda, Frenet hareketli ¢ati daha az elverigli olur. Ornegin, Frenet hareketli gatisini
kullanarak, oklidyen uzayda birim klre Uzerindeki egriler, Frenet formulleri, edrilik ve burulma
yardimiyla tanimlanir. Ama eder kiresel Frenet c¢atisi kullanilirsa, bu kosullar kiresel Frenet
formalleri ve kuresel egrilik fonksiyonu olarak degisir. Bu nedenle, 6zel kiresel egriler ile ilgili
calismalarda hareketli gatinin ve arastirma metodunun segimi 6énemlidir. Liu [15] ¢alismasinda
U¢ boyutlu Minkowski uzayinda bir null egri tGzerindeki asimptotik ortonormal cati tanimini
vermistir. Bu c¢ati Ferrandez, Giménez, ve Lucas [7] tarafindan verilen cartan catidir. Kilig,
Karadag ve Karadag [10] tarafindan bir null egri boyunca egrinin yari darboux vektori
tanimlanmistir. Liu [12] galismasinda isik konisi Uzerindeki egrileri incelemistir. (n+1) boyutlu
Isik konisi Gzerindeki konformal invaryant yay uzunlugunu tanimladiktan sonra iki boyutlu ve tg¢
boyutlu 1sik konisi Uzerindeki egrileri karakterize etmistir. Liu [13,14], G¢ boyutlu minkowski
uzayinda koni egriler teorisinin bazi uygulamalarini vermigtir. Liu [16], iki boyutlu 1sik konisi ve
Uc boyutlu 1sik konisi Uzerindeki spacelike egriler icin temsil formullerini vermis ve bu formulleri
kullanarak, iki boyutlu ve (¢ boyutlu i1sik konisi Uzerindeki egrilerin 6zelliklerini ve yapilarini
incelemistir.

Dual sayilar ilk defa W. K. Clifford (1845-1879) [4] tarafindan tanimlanmistir ve dual
sayilarin bir cebir yapisi olusturdugunu fakat bir cisim olmadigi gésterilmistir. Dual sayilarin kati

cisim kinematigine uygulamalari daha sonra Kotelnikov [11] ve Study [21] tarafindan



geligtirilmistir. 3-boyutlu Oklid uzayindaki yénli bir dogru ile 3-boyutlu dual uzaydaki dual birim
kiure ylzeyi Uzerindeki bir dual nokta arasinda bire-bir bir esleme mevcuttur. Bu karsilik gelme

Kotelnikov [11] tarafindan transfer prensibi ve daha sonra Study [21] tarafindan E. Study
doénlsumu olarak isimlendirilmistir. Bu teoriye dayanarak, E* Oklid uzayindaki bir dogrunun
hareketinin geometrik yeri, ID’ dual uzaydaki birim dual klre ylzeyi Uzerindeki bir noktanin

geometrik yeri ile tanimlanir. Dolayisiyla E’ uzayindaki bir regle yuzey, ID’ uzayinda dual
birim kire yuzeyi Uzerindeki bir dual egriye karsilik gelir. Yani regle yluzeylerin geometrisi ile
birim dual kirre Gzerindeki dual egrilerin geometrisi cakisir. Veldkamp [27], dual birim vektorler

ve dual vektor ciftleri yardimiyla dual birim kireyi ifade etmis ve dual kiresel hareketleri

vermistir. Ayrica dual hareket ve reel uzay hareketi arasindaki bagintiy gbstermistir.E3, 3-

boyutlu Oklid uzayi yerine 3-boyutlu Minkowski uzayini géz éniine alarak, bu uzaydaki yonli
spacelike (timelike) dogrularin, ID13 dual Lorentz uzayinin Sf (Hg )dual Lorentziyen
(Hiperbolik) birim kiresinin noktalari ile birebir eslenebilecegi Yayli, Ugurlu ve Caliskan [28]

tarafindan gosterilmistir. Ayrica Minkowski uzayinin yonli lightlike dogrularinin, ID13 dual

Lorentz uzayinin é2 dual 1sik konisinin noktalari ile birebir eslenebilecegi Ugurlu [25]

tarafindan gdsterilmigtir.

Bu calismada, Dual Isik Konisi tzerindeki bir dual spacelike egrinin dual asimptotik
ortonormal c¢atisi, dual koni Frenet tirev formdilleri ve dual koni egrilik fonksiyonu verilmistir. Bu
egrinin dual baglanti egrisi tanimlanmistir. Ayrica bu egrinin dual yapi fonksiyonu ve dual yapi
fonksiyonun cinsinden temsili verilmistir. Dual koni egrilik fonksiyonunun yapi fonksiyonlari
cinsinden ifadesini veren denklemin dual riccati denklemi oldugu gdsterilmistir ve bu denklemin
¢6zUmu koni egrilik fonksiyonuna bagli olarak verilmistir. Koni egrilik fonksiyonunun sabit oldugu
durumlarda dikkate alinarak egri incelenmistir. Liu [16] nun reel i1sik konisi lUzerinde yaptig
irdeleme, bunu kapsayan dual isik konisi GUzerinde yapilmistir. Dolayisiyla elde edilenler Liu [16]

tarafindan elde edilenleri kapsamaktadir.



2. IR13 MINKOWSKIi UZAYININ TEMEL KAVRAMLARI

Tanim 2.1. IR’ reel vektér uzayi iizerinde

<u,v> =uV, +u,v, — U5V,

ile verilen Lorentziyen i¢ ¢arpim tanimlanirsa, IR’ afin uzayi, Minkowski 3-uzay veya 3 boyutlu

Minkowski uzayi olarak isimlendirilir ve IR13 ile gosterilir [18].

Burada u =(u1,u2,u3) ve v :(vl,vz,v3)eIR3 dir. u ve v vektorlerinin i¢ carpimi igin w.v
gOsterimi de kullanilabilir.

Lorentziyen i¢ carpimi pozitif tanimli olmadigindan IR13 deki vektorler asagidaki gibi tg¢

farkll karaktere sahip olabilirler.

Tanim 2.2. v = (vl,vz,v3), IR13 de keyfi bir vektor olsun.
i) <v,v> >0 yada v=0 ise v ye bir spacelike vektor,
ii) (v,v) <0 ise v ye bir timelike vektor,

iii) (v,v) =0 ve v #0ise v ye bir lightlike (null) vektdr
denir [17,18].

Tanm 2.3. v = (vl,v2,v3), IR} vektériiniin normu

= |(vv)

olarak tanimlanir. Normu 1’ e esit olan vektore birim vektér denir [18].



Tanim 2.4. uz(ul,uz,u3) ve v=(vl,vz,v3)eIR13 iki vektor olsun. u ve v vektorlerinin

Lorentziyen vektdrel carpimi

bigiminde tanimlanir [22,24].
Teorem 2.1. u=(u,,u,,u;), v =(v,,v,,v;), w =(w,,w,,w;) € IR} olsun. Bu durumda,
i) (wxv,w)=—det(u,v,w)
i) (wxv)xw=—(uv)v+(v,w)u
iii) (wxv,u)=0 ve (uxv,y)=0
iv) (wxv,uxv)=—(u,u)(v,v)+({uxv))

esitlikleri saglanir [24].

Tanim 2.5. IR13 uzayindaki butin spacelike birim vektorlerin kiimesine Lorentziyen birim kire

denir ve S12 ile gosterilir. Buna gore
S} = {u = (. 1y ;) € IR, | (u,u) = 1} ,

seklindedir [24].

Tanim 2.6. IR13 uzayindaki bitin timelike birim vektorlerin kiimesine hiperbolik birim kiire denir

ve Hg ile gosterilir. Buna gore
H; = {u = (1, u,) € IR} | (u,u) = —1} :

dir [24].



Tanim 2.7. IR13 uzayindaki bitin null (lightlike) vektorlerin kiimesi de 1sik konisi olarak

adlandirilir ve Q2 ile gosterilir. Buna goére

sz{u:(ul’uz’MS)EIRIS‘ <u,u>=0},
dir [16].

Tanim 2.8. IRl3 Minkowski 3-uzayinda bir a:a(s) bir diferansiyellenebilir egri olsun.

Vs el C IR icin

i. (@'(s).a'(s))>0 ise @(s) e bir spacelike egri,

ii. (@'(s).a'(s))<0 ise a(s) e bir timelike egri,

iii. (o'(s).a'(s))=0 ise a(s) e bir nul(lightlike) egri
denir [18].

Tamim 2.9. u ve v, IR, uzayinda iki vektér olsun.
i. u ve v timelike ise
(1.9)=[ulcoshe
olacak sekilde bir >0 reel sayisina u ve v vektorleri arasindaki hiperbolik agi denir

[2,19,23].

ii. # ve v spacelike vektorler ve bu vektorlerin gerdigi dizlem timelike olsun.

(.9) = |y cosho
olacak sekilde bir & >0 reel sayisina u ve v vektérleri arasindaki merkez agi denir [19,23].
iii. u ve v spacelike vektorler ve bu vektorlerin gerdigi dizlem spacelike olsun.

(1.9) = ]y eoso

olacak sekilde bir & >0 reel sayisina u ve v vektorleri arasindaki spacelike agi denir [19,23].

iv. u, bir spacelike vektor ve v , bir timelike vektor olsun.
(.v) = ull|v[sinh &

olacak sekilde bir >0 reel sayisina u ve v vektorleri arasindaki Lorentziyen timelike agi
denir [19,23].



3. ID’ DUAL UZAYIN VE IDf DUAL LORENTZIYEN UZAYIN TEMEL KAVRAMLARI

3.1. ID’ Dual Uzayin Temel Kavramlari

W. Clifford tarafindan tanitilan dual sayilar, [20] g¢alismasinda, bilesenleri reel sayilar

* . N . *
olan (a,a ) siral ikilileri olarak tanimlanirlar. a ve a sayilarina sirasiyla dual sayinin reel ve

dual kismi denir. a ve a reel sayilarinin her ikisi de sifirdan farkli ise dual sayiya has dual sayi
sadece reel kismi sifir ise sirf dual say! denir. Sadece dual kismi sifir ise dual sayiya bir reel

say! olarak bakilabilir [29].

Tanim 3.1.1. Dual sayilarin kiimesi
ID = {5 = (a,a*) ca,d e IR}
ile gosterilir. ID Uzerinde iki i¢ islem ve esitlik asadidaki gibi tanimlanir;

a= (a,a*), b= (b,b*) olmak iizere

Toplama : a+b=(a+b, a +b")

Carpma : ab = (ab, ab’ +a*b).

Esitlik : a=b olmasi icin gerek ve yeter sart a=b, a =b
olmasidir.

Teorem 3.1.1. [D kimesi yukarida tanimlanan toplama ve c¢arpma islemlerine goére bir

degismeli halkadir [8].

Sirf dual sayilar ile bélme islemi tanimh olmadigindan ID, verilen islemlere gore bir

cisim degildir.



Teorem 3.1.2. ID dual sayilar halkasi, IR reel sayilar cimlesine izomorf bir alt ciimleyi alt

cisim olarak kapsar. Dolayisiyla (a,0) dual sayisi izomorfu oldugu a reel sayisi ile

gosterilebilir. Yani, (a,0) = a alinabilir.
Tanim 3.1.2: ¢ =(0,1) € ID dual sayisina dual birim denir ve
e#0, & =0, el=le=¢
oldugu aciktir [30].
Teorem 3.1.3. Her @ =(a,a’) € ID dual sayis|,
a=(a,a)=a+ea’
bigiminde yazilabilir [8].
Tanim 3.1.3. Bir @ =a+¢&a” dual sayisinin, b#0 olan bir b =b +&b" dual sayisina balimi

a ab-ab
b b*

Sl

bigiminde tanimlanir [8].

Tanim 3.1.4. |a| # 0 olmak lizere bir @ =a+&a’ dual sayisinin mutlak degeri

| =|a|+&—a’

al
bigiminde tanimlanir [27].

Tanim 3.1.5. Bir @ =a+&a’ dual sayisinin eslenigi a —¢ed’ dual sayisidir [8].

Tanim 3.1.6. Bir dual sayiya bagh bir f(ﬁ) fonksiyonunun & degiskenine gére Maclaurin

serisine agilimi, n >1 tam sayisi igin &” =0 oldugundan,
f@)=fa+ea)=f(a)+ed f'(a)

dir. Burada f'(a), f (a) fonksiyonunun a degiskenine gére tirevidir [5].



Tanim 3.1.7. Bir dual X degiskenine bagl F (X) dual fonksiyonu
F(x)=f(x)+&f (X)

=f(x)+gx*f'(x)+g(f*(x)Jrgf*'(x))

= f(x)+e(xf(x)+ £ (x)) (3.1.1)
esitligini saglar. Eger x bir reel sayl yani x =0 ise (3.1.1) esitligi ile verilen fonksiyon
F(x)=f(x)+ef'(x) (3.1.2)
esitligi ile ifade edilir. (3.1.1) esitliginin dual degisken Xx ye gore tiirevi
- 5 .
dF(x)=f(x)+g[x*d f(ZX)erf (X)J (3.1.3)
dx dx dx dx

esitligi ile verilir. (3.1.3) esitliginden goriliyor ki dual degisken x ya gore tlrev reel degisken x
e gore tureve indirgenir [5].

Tanim 3.1.8. Bir sirali dual sayi tglistne dual vektor denir ve
a=(a, +¢aa, +£a,,a, + £a,)
ile gsterilir. Dual vektérlerin kimesi 1D’ ile gésterilir ve
ID’ ={a = (a.a,.a,):| @ eID,i=1273|
bicimindedir. [8].

Tanim 3.1.9. a =(a,,a,,a,), I;=(l;1,l;2,l;3) ve A eID olsun. iki dual vektoriin esitligi, iki

dual vektoriin toplami ve bir dual vektor ile bir skalerin garpimi asagidaki gibi tanimlanir [8].

b<a =b,(i=12,3)

Esitlik a

Toplama a+b= (@ +b,a,+b,,a,+b,)

Skaler ile garpma



Teorem 3.1.4. ID’ kimesi, yukarida tanimlanan toplama ve skaler ile ¢arpma islemleri ile

birlikte /D halkasi (izerinde bir modiil yapisi olusturur. Buna, kisaca, ID — Modiil denir [8].

Teorem 3.1.5. a,a* e IR’ ve & =0 olmak iizere bir dual vektér @ =a + ea’ bigiminde ifade

edilebilir [20].

Tanim 3.1.10. /D’ deki herhangi iki @ =a +a’ ve b=b+¢eb" dual vektsriin ic carpimi ve

vektorel carpimlari sirasiyla,

<d,l;> =(a,b)+ g((a,b*> + <a*,b>),
ve

&xl;zaxb+g(axb*+a*xb),
ile tanimlanir. Burada <a,b> ve axb, sirasiyla, a ve b vektérlerinin IR’ uzayindaki i¢ ve
vektorel carpimlaridir [8].

Tanim 3.1.11. ||a|| # 0 olmak lizere bir @ dual vektériniin normu

a,a*>
fal=lel++ %22, @z0)
m

ile tanimlanir [8].

Tanim 3.1.12. Normu 1 olan bir @ dual vektdriine dual birim vektdr denir. Dual birim vektorlerin

kimesi
§* ={d=(a,.a,a,)eID*: (@ a@)=1+s0},
ile verilir ve birim dual klire olarak isimlendirilir [3,8].

Teorem 3.1.6. (E.Study Déniisiimii) Dual birim kirenin noktalari, 7R> deki yénlii dogrulara
birebir karsilik gelir.

Yani, x= x(s)+gx*(s) birim dual vektorind reel bir § parametresine bagli olarak dustnelim.

Bu taktirde, X dual birim vektdrii S? dual birim kiiresi izerinde bir dual egri gizer. E.Study
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dontstiimiinden bu egriye gizgiler uzayinda bir regle ylzey karsilik gelir (Sekil 3.1.). X = i(s)

dual kiresel egrisine, gizgiler uzayindaki X regle yiizeyinin dual klresel resmi denir.

E. Study

Sekil 3.1 Regle yuzeyin E. Study dénlsumu

Tanim 3.1.13. a ve I; iki birim dual vektor olsun.

<d,l;> =cosf

esitligini saglayan 6 dual sayisina, @ ve b arasindaki dual agi denir. Burada 6 ve
H*,swaswla, birim dual vektorlere karsilik gelen yonli dogrular arasindaki agli ve en kisa

uzakliktir [8,20].

Tamim 3.1.14 ID’ dual uzayinda @(t) = a(t)+ca’ (t) ifadesine bir dual uzay egrisi denir.
Burada a(t) = (& (1), &, (1), (1)) ve & (t)=(&5 (1.5 (1.5 (1)), IR’ de reel degeri
egrilerdir. Eger «,(f) and a,f*(t), (1<i £3) fonksiyonlari diferansiyellenebilir ise
a:1cIR—ID’
t—>a)= (al (1) +ea; (1), a, () +ea, (1), a,(t)+ea; (t))
=a(t)+ea’ (1)

dual uzay egrisi de diferansiyellenebilirdir. & = a(t) dual egrisinin () reel kismina gdsterge

egrisi denir [1].
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3.2. ID; Dual Lorentz Uzayinin Temel Kavramlari

ID’ dual uzayi iizerinde Lorentziyen i¢ carpim tanimlanirsa, ID° dual uzayina dual

Lorentziyen uzay denir. ID13 ile gosterilen bu uzay
ID} = {d =a+sa :a,a e IRf}
biciminde gosterilebilir [9,26].

Tanim 3.2.1. ID® deki herhangi iki d=a+¢a’, b=b+eb" dual vektdriin dual Lorentziyen i¢

garpimi ve dual Lorentziyen vektdrel carpimi, sirasiyla,
<&, I;>=<a ,b>+8(<a,b*>+<a*,b>),
ve

dxb~=a><b+€(a><b*+a*xb),

bigiminde tanimlanir. Burada "( ,)" Lorentziyen i¢ carpimi ve "x" Lorentziyen vektorel carpimi

gOsterir [6,19].

Tanim 3.2.2. @ =a+&a" € ID; olsun.
aec IR; bir spacelike vektor ise, d =a+ca” € ID13 vektoriine dual spacelike vektor,
ac IRf bir timelike vektor ise, a =a+ a” € IDl3 vektoriine dual timelike vektor,

a € IR] vir lightlike vektor ise, @ =a+ £a” € ID; vektériine dual lightlike vektor
denir [26].

Tanim 3.2.3. |[af| 0 olmak izere bir @ =a+ ca” € ID; dual vektsriinin normu

|all =l + &5
|

(a.a’)
||

ile tanimlanir [8].
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Tanim 3.2.4. IDl3 uzayindaki butin dual spacelike birim vektorlerin kiimesine birim dual

Lorentziyen kiire denir ve

S ={a=(a,a,a)eID}| (@.a)=1}
= {(i —a+éea ‘ ||d|| = (1,0),a,a* € IRl3 vea spacelike vektb'r}

seklinde tanimlanir [28].

Tanim 3.2.5 Ui’l3 uzayindaki butiin dual timelike birim vektorlerin kimesine birim dual hiperbolik

kire denir ve
H; =l =(a,a,.a,) € ID; | (d.d) =1}
= {d —a+éea ‘ ||d|| = (—1, O),a,a* € IRf vea timelike vektb‘r}

ile gosterilir [28].

Tanim 3.2.6. IR13 uzayindaki butiin dual null (lightlike) vektorlerin kimesi de dual isik konisi

olarak adlandirilir ve

Q' =li=(a,a,a,)eID; | (d.d)=0},
seklinde gosterilir [25].

Teorem 3.2.1. IDl3 Dual Lorentziyen uzayinin I:IO2 birim dual hiperbolik kiiresinin noktalari

Loretziyen gizgiler uzayinin yonli timelike dogrularina birebir karsilik gelirler.

Ispat: (=): H; de @ =a+&a" dual timelike birim vektdri verilsin. Tanimdan

oldugunu biliyoruz. Burada a , aradigimiz yonli timelike dogrunun birim dogrultman vektéraddr.

Bu timelike dogru lizerinde bir X noktasi alirsak

a =xxa (3.2.1)



13

olur. Burada x, X noktasinin konum vektoridar. (3.2.1) den x vektorli parametreye bagl
olarak bulunur. Parametrenin herhangi bir degeri icin, dogrunun gectigi bir X noktasi bulunmus

olur. Dolayisiyla, @ ya karsilik gelen yonlii timelike dogru tek olarak bulunmus olur.
(<:): Bir yonlt [ timelike dogrusu verilsin. Eger [ (zerinde iki nokta X ve M,

dogrunun birim dogrultman vektorl a ise bu timelike dogrunun vektorel denklemi
(x—m)xa=0 (3.2.2)

olur. Burada m, M noktasinin konum vektoriidir. Eger, bu timelike dogru lizerinde baska bir

nokta Z ise

(x—z)xa=0 (3.2.3)
yazilabilir. Burada z, Z noktasinin konum vektortidir. (3.2.2) ve (3.2.3) den

xxa=zxa=a (3.2.4)

oldugu gorulir. Burada a, yonlu timelike dogrunun moment vektoridir. Biliyoruz ki a

moment vektord, timelike dogru Gzerindeki noktalarin secilisinden bagimsizdir. Sonug olarak,

yonli [ timelike dogrusuna karsilik gelen birim dual timelike vektér @ —a+ca’ biciminde

yazilir.

Simdi bu yonli timelike dogrunun tek oldugunu goésterelim: Timelike duzlemde
O baglangi¢ noktasindan gegen ve a’ moment vektdriine dik olan O merkezli ve r yarigapli

Sl1 (timelike egri) Lorentz gemberini gbz 6niine alalim. O baslangig noktasindan a vektoriine
gizdigimiz dikey dogru S| Lorentz gemberi ile iki noktada kesisir. Bu noktalardan S, Lorentz
cemberine gizilen teget dogrulari (a,a*) ve (a,—a*) vektor giftleriyle verilir. Bu, (a,a*) vektor

ciftine karsilik gelen yonli timelike dogrunun tek olmasi demektir [25].

‘a*‘ =|z><a| =|z||a|cos@
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Sekil 3.2 Yonli paralel timelike dogrular ve bu dogrularin moment vektorleri

Teorem 3.2.2. ID13 Dual Lorentziyen uzayinin §12 birim dual Lorentziyen kuresinin noktalari ile

IR]3 Lorentziyen gizgiler uzayinin yonli spacelike dogrulari birebir karsilik gelirler.

ispat: (=): S2 de @ =a +sa" birim dual spacelike vektorii verilsin. Tanimdan

(a,a) =1, <a,a*> =0

oldugunu biliyoruz. Burada a aradigimiz yonli spacelike dogrunun birim dogrultman

vektoridir. Bu spacelike dogru lzerinde bir X noktasi alirsak
a =xxa (3.2.5)

olur. Burada x, X noktasinin konum vektoridir. (3.2.5) dan x vektorli parametreye bagh
olarak bulunur. Parametrenin herhangi bir degeri igin, dogrunun gectigi bir X noktasi

bulunmus olur. Dolayisiyla, @ ya karsilik gelen yénlii spacelike dogru tek olarak bulunmus olur.
(<:): Bir yonli [ spacelike dogrusu verilsin. Eger [ Ulzerinde iki nokta X ve M,

dogrunun birim dogrultman vektori a ise bu spacelike dogrunun vektorel denklemi
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(x—m)xa=0 (3.2.6)

olur. Burada m , M noktasinin konum vektoridir. Eger, bu spacelike dogru lizerinde baska bir

nokta Z ise

(x—2)xa=0 (3.2.7)
yazilabilir. Burada z, Z noktasinin konum vektoridiir. (3.2.6) ve (3.2.7) den

xxa=zxa=a (3.2.8)

oldugu gérulur. Burada a, yonlu spacelike dogrunun moment vektéradir. Biliyoruz ki a

moment vektorl, spacelike dodru Uzerindeki noktalarin segilisinden bagimsizdir. Sonug olarak,

yonll [ spacelike dogrusuna karsilik gelen birim dual spacelike vektér @ =a +ea’ bigiminde

yazilir. Simdi bu yonli timelike dogrunun tek oldugunu gosterelim:

Durum 1 : z bir timelike vektor olsun. Timelike diizlemde O baslangi¢ noktasindan gegen ve

a spacelike vektoriine dik olan O merkezli ve r yarigapli H(l) hiperbolik cemberini (spacelike

egri) g6z onidine alalim. Bu noktalardan H(l) hiperbolik gemberine ¢izilen teget dogrulari (a,a*)

ve (a,—a*) vektor ciftleriyle verilir. Bu, (a,a*) vektor ciftine karsilik gelen yonli spacelike

dogrunun tek olmasi anlamina gelir.

Durum 2 : z bir spacelike vektor olsun. Bu durumda a’ timelike vektoriine dik ve O baslangi¢
noktasindan gegen spacelike diizlemde O merkezli ve r yarigapli bir E spacelike gemberini

(Oklidyen elips) géz oniine alalim. Baslangig noktasindan E g¢emberine cizilen dik dogru E

¢emberini iki noktada keser. Bu noktalardan E g¢emberine cizilen tegetler (a,a*) ve (a,—a*)

vektor ciftlerine karsilik gelen yonli spacelike dogrulardir (Sekil 4 b)). Boylece, moment vektoru

pozitif ydnde segilirse, (a,a*) vektor ciftine karsilik gelen yonlu spacelike dogru tektir. Sonug

olarak, Rf deki bir yonli spacelike dogru (a,a*) vektor giftiyle birebir karsilik gelir [25].
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Sekil 3.3 Yonll paralel spacelike dogrular ve bunlarin moment vektorleri

Teorem 3.2.3. IDl3 dual Lorentziyen uzayinin Qz dual 1sik konisinin noktalar ile Rf'

Lorentziyen gizgiler uzayinin yonli lightlike(null) dogrulari birebir karsilik gelirler.

ispat: (:>) Q2 de bir dual lightlike(null) vektdr @ =a +sa olsun. Tanimdan

(a.a)=0 (a,a”)=0 (3.2.9)

oldugunu biliyoruz. Burada a, aradigimiz yonla lightlike dogrunun dogrultman vektéridir. X ,

dogru Uzerinde bir nokta olmak Uzere
a =xxa (3.2.10)

olur. Burada x, X noktasinin konum vektéradir. (3.2.10) esitliginden x parametreye baglh
bulunur. Parametrenin 6zel bir degeri igin dogrunun gectidi X noktasi bulunur. Dolayisiyla, a

dual lightlike vektdriine karsilik gelen yonlu lightlike dogru yazilabilir.

(<:): Bir yonli lightlike [/ dogrusu verilsin. Eger, [ Uzerinde X ve dogrunun birim

dogrultman vektért a ise bu dogrunun moment vektoru
a =xxa

dir. Sonug olarak, yonlii [ dogrusuna karsilik gelen dual lightlike vektér @ =a +¢ga olur.
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Simdi, bu yonli lightlike dogrunun tek oldugunu gosterelim:

Kabul edelim ki, @ =a +&a’ dual lightlike vektoért, O orijinine gore simetrik ve paralel [ ve ['

dogrularina karsilik gelsin. /' niin yon vektori a ve gegtigi nokta —X oldugundan
a =-xxa (3.2.11)

olur. Bu (3.2.10) esitligi ile gelisir. Yani; [ ye karsilik gelen dual lightlike vektér a =a +¢ea’ iken,

[' ye karsilik gelen vektor b=a-ca" dr [25].

Tekil yon
A
bea—cd a=a+ea
A a a A
» Uzay yonu
Z 0) Z
-a A 4

Sekil 3.4 Yonla lightlike (null) dogrular ve bunlarin moment vektorleri

Tanim 3.2.7. @ve b, ID; uzayinda iki birim dual vektor olsun.

i. a ve b timelike iseler

<d,b~> =—cosh @

olacak sekilde @ =0+ £0" dual sayisina @ ve b birim dual vektdrleri arasindaki dual

hiperbolik agi denir.

Burada 6 ve 19*, sirasiyla, birim dual vektorlere karsilik gelen yonli dogrular arasindaki reel

hiperbolik a¢i ve en kisa Lorentziyen uzaklktir.
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ii.d veb , ki birim dual spacelike vektor ve bu vektorlerin gerdidi dual diizlem timelike olsun.
K&,I;)‘ =cosh 6

olacak sekide @ =@ +&6" dual sayisina @ ve b birim dual vektérleri arasindaki dual

merkez agi denir.

Burada 6 ve 9*, sirasiyla, birim dual vektorlere karsilik gelen yonli dogrular arasindaki reel

merkez agi ve en kisa uzakliktir.

iii. @ ve b , birim dual spacelike vektorler ve bu vektorlerin gerdigi dual diizlem spacelike olsun.
<d,5> =cos@

olacak sekilde @ =@+ £0* dual sayisina @ ve b birim dual vektérleri arasindaki dual

spacelike ag¢i denir.

Burada & ve 6 sirasiyla birim dual vektorlere karsilik gelen yoénli dogrular arasindaki

spacelike agi ve en kisa uzakhktir.

iv. @ birim dual spacelike vektor ve b , bir birim dual timelike vektor olsun.

‘<d,l;>‘ =sinh @
olacak sekilde 0 =0+¢cb6" dual sayisina @ ve b birim dual vektorleri arasindaki dual
Lorentziyen timelike agi denir.

Burada 6 ve O° sirasiyla birim dual vektdrlere karsilik gelen yénli dogrular arasindaki

Lorentziyen timelike agi ve en kisa uzaklktir [25].
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4, Q~2 DUAL ISIK KONIiSi UZERINDEKI BiR EGRININ DUAL ASIMPTOTIK GATISI

Bu boélimde, IDI3 uzayinin dual 1sik konisi Uzerinde yatan bir egri boyunca dual

asimptotik ortonormal cati ve bu egrinin baglanti egrisi tanimlanacaktir. Egrinin sirasiyla reel
gOsterge egrisinin yay parametresine ve dual yay parametresine gore dual koni Frenet tirev

formdalleri ve koni egrilik fonksiyonu verilecektir.

X =x+&x bir lightlike vektor olsun. Bu vektor bir ¢ € IR parametresine

baglandiginda dual i1sik konisi Gzerinde bir J?(t) = x(t)+8x* (t) egri cizer. Reel gosterge

egrisi x(¢) nin yay parametresi s olsun. Bu durumda,
x(s)=x(s)+ex (s) (4.1)

egrisini elde ederiz.
3y ) /Hms)
ds ds

esitligi kullanilarak, X egrisi boyunca asagidaki esitlikleri saglayan {.f?,&,j)} dual asimptotik

4.2)

ortonormal gati olusturulur:
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ve x egrisinin teget vektdriiniin normunu

4

ds

=V

ile gosterelim.

Dual asimptotik ortonormal gatinin Ggincli elemani olan y dual vektord; X, X've

X "vektorlerinin lineer birlesimi olarak
y=ax"+bx'+cx, a,b,celD (4.4)
biciminde yazilabilir. (4.4) esitli§i x ile carpilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

(%,5)=a (%, %"V +b (%,%")+C (% %)

ve

bulunur. (4.4) esitliginin kendisiyle i¢ carpimi alinir ve gerekli dizenlemeler yapllirsa,
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ve=-2 +2c

elde edilir. Buradan

~ ~n\2 ~n ~
_ 1 p(xLx" x"x"
= { & ) ¢ e ) 47

bulunur. (4.5), (4.6) ve (4.7) esitliklerinde elde edilen degerler (4.4) de yerine yazilirsa,

elde edilir.

Tanm 4.1: x: I IR — Q2 c IDf egrisi verilsin. (4.8) esitlidi ile tanimlanan _)7(5) egdrisi de

Q2 Uzerindedir ve .f(s) egrisinin dual baglanti egrisi olarak adlandirilir.

Simdi, .f:(s)dual egrisinin dual koni Frenet formullerini elde edelim:

¥=va (4.9)

oldugunu biliyoruz. a,,b,, ¢, € ID dual fonksiyonlar olmak tizere

=aX+ba+cy (4.10)

olarak yazilabilir. (4.10) esitliginin her iki tarafi, sirasiyla, x, a ve y ile i¢ carpilirsa,

6=—Fl=—.5=0.a=(5.a)=F
elde edilir. Béylece

a'=KXx-vy (4.11)
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bulunur. Benzer sekilde; c_lz,l;z, ¢, € ID dual fonksiyonlar olmak Uzere,

y'=a,%+ba+c,y (4.12)

yazilabilir. (4.12) esitliginin her iki tarafi, sirasiyla, x, & ve y ile i¢ carpilirsa,

¢,=0,b,=(a,y)=-k,a,=0
elde edilir. Buradan da
y'= _,?1& (4.13)

olur. Dolayisiyla Dual 1sik konisi Uzerindeki bir egrinin dual koni Frenet formulleri matris

formunda

'(s) = _1(5) 0 —17(s) &(s) (4.14)

seklinde elde edilir. (4.11) ve (4.8) esitliklerinin i¢ ¢arpimindan, reel gosterge egrisinin yay

parametresine gore verilen bir dual konisel egrinin koni egrilik fonksiyonu

s B a2
(e E B ) E

oy am2 e am2
1 ~n o= 1 ~n =~ x'x“ x'x“ —
=—F<x )+ —(x ,x>2+< _5> —< — ) V2
1 "‘”"‘"2 ~vv’~u o
ST R
~y o~ g\ 2 ~ ~
~n =n 1 ~n o= \2 1 x'9x" x",x"
—-Lieene e —5[< Sl >J
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elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapllirsa,

Sno=h 2 Sno=n _2
_ xX,x) —(x,x)V
KI(S)=< ) 2‘7<5 ) (4.15)

bulunur.

Onerme 4.1. x:1 IR —)Qz C ID13 reel gosterge egrisinin yay parametresine gore verilen

bir dual spacelike bir egri ve bu egri Uzerinde {i,&,j}} dual asimptotik ortonormal gatisi

verilsin. Bu taktirde x egrisi boyunca

=WXX, —=WXad, —=WXJ (4.16)

ﬁ da dy
ds " ds K

kosullarini saglayan bir w dual frenet ani ddnme vektorii vardir. Bu vektor

=

(s)=Kx+y (4.17)

esitligi ile verilir. Ayrica, dual frenet ani dénme vektoriiniin karakteri koni egrilik fonksiyonuna

baglidir.

ispat: {.f?,&,j)} dual asimptotik ortonormal catiya gore

w(s)=AX+L,a+A)
Yazilabilir. Burada /Tl ler @ boyunca dual katsayilardir. Béylece

+AAX X+ XX

=1

fozzli'x

=X+ a

ve
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esitlikleri elde edilir. (4.9), (4.11) ve (4.13) esitliklerinden 4, =k,, 4, =0 ve A =1 dir. Yani

. da . .
(4.17) saglanir. Ustelik, d_ = w x a oldugunu gérmek kolaydir.
s

w (s) vektdrund reel ve dual kisimlarina ayiralim:

w(s)=w(s)+ew (s)

diyelim.
w(s)=kx+y
=(x(s)+ex; (s))(x(s) +ex (s)) +y(s)+ey ()
=i (s)x s)+y(s)+g(/cf (s)x(s)+y (s))
dir. Boéylece

bulunur. Simdi,
<w(s),w(s)> =2k, ()
oldugundan, w (s) ani ddnme vektérinin karakteri x; koni egrilik fonksiyonuna baghdir. Bu da

ispati tamamlar.

Verilen dual egrinin dual yay uzunlugu, reel gdsterge egrisinin yay uzunluguna bagli
olarak

5 = [|%]do = [7do (4.18)
0

0

bigiminde tanimlanir. X nin 5 dual yay parametresine gére tiirevlerini
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ile gosterelim. (4.18) esitliginden,

s y.u -
& ey @19

elde edilir. Bu durumda, X egrisinin dual yay parametresine gore tiirevi

=a (4.20)

olur. 5, X dual spacelike egrisi icin yay parametresi oldugundan
(@(5).a(7))=1

olur. @ nin 5 ye gore tiirevi,

X-§=kX-§ (4.21)

olur. Burada « =

., dxds ._ _.
X =——=qQv =V, (4.22)
ds ds
ve
., d(dxds\ds o_  .dv)_
X'=—|——|—=|lav+a— |v (4.23)
ds \ ds ds ) ds ds

dir. (4.2) ve (4.23) esitliklerinden

(#,%)=v>, (4.24)
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(,x")=v" ‘% , (4.25)
~ ~ —\2
(#"&")=7" <d—a,d—“>+(d—vj 7 (4.26)
ds ds ds

esitlikleri elde edilir. (4.22), (4.23), (4.24), (4.25) ve (4.26) esitliklerinin (4.8) esitliginde yerine

yazilmasiyla, y dual baglanti egrisinin s parametresine gore ifadesi
~f — Py 1 PRy PRy g— ~ f —
y(s):—x(s)—E(<x(s),x(s)>)x(s) (4.27)
olur. ¥(5) de dual 1sik konisi Gizerindedir. Yani <§(E),}(E)> =0 dir. Ayrica
(#(5),5(5))=1ve (¥(5).5(7)) =0
sartlari da saglanir.

y (3) nin s dual yay parametresine gore tiirevi
_dy @Z( G=xa (4.28)

L N |
y(s)_ds ds _Kla)g__

olur. Bu durumda dual i1sik konisi tizerindeki bir X dual egrisinin s dual yay parametresine gore

trev formulleri matris formunda asagidaki gibidir:

)| [ o 1 o][#5)
a(s)|=|x(s) 0 -1|a(s) (4.29)
(5 &(5) 0 ][5(5)

(4.24), (4.25) ve (4.26) esitliklerinin (4.15) esitliginde vyerine yazilmasiyla dual vyay

parametresine gore verilen bir egri icin koni egrilik fonksiyonu

E(E)=—%< ¥, %) (4.30)

ile verilir.
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5. Q~2 DUAL ISIK KONIiSi UZERINDEKI EGRILERIN DUAL TEMSIL FORMULLERI

5.1. Reel Yay Parametresine Gore Verilen Dual Spacelike Egri

Bu bélimde dual i1sik konisi Uzerinde reel gdsterge egrisinin yay parametresine gore
verilen bir dual spacelike egrinin dual yapi fonksiyonu ve dual temsil formilleri ve dual baglanti

egrisi tanimlanir.

Dual isik konisi Uizerinde

x(s)=x(s)+ex (s) (5.1)

=(x(5).%,(5).x,(s) )+g(xf(s),x§(s),x§(s))

egrisi verilsin. Bu taktirde
(%,%)=0 (5.2)
veya
X +X, -X =0 (5.3)

dir. (5.3) esitligini reel ve dual kisimlarina ayiralim:

2 2
—(x,+ex;)

-2, =2 =2 _ )2 *
X +X, =X —(xl +gx,) +(x2+£x2)
=X +X —x] + 25(x1x1* + X,%, —x3x3*) =0 (5.4)

elde edilir. (5.4) esitliginin reel kismi olan
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2 2 2
x +x;,—x; =0

esitligi, x(s) reel gosterge egrisinin i1sik konisi zerinde olma sartidir. Simdi, i‘(s) egrisi 1s1k

konisi Uizerinde oldugundan X’ +X, — X, =0 dir. Buradan
—2 =2 =2
X —X; =—X, (5.5)

yazilabilir. (5.5) esitligi carpanlarina ayrilir ve gerekli diizenlemeler yaplilirsa,

X +X -X X +X X
TS Th eye TS 2
Xy X=X X, X=X

yazabiliriz. Boylece, .ft(s) egrisi igin

ve

elde edilir. Burada ]?'l(s) ifadesi =— anlamindadir. (5.8) denklemlerinden %(s) egrisinin

koordinat bilesenleri

X, =2p(s) (5.9)
% =p(s)(f (s)+ 7 (5))

bulunur. O halde, ¥ (s) dual spacelike egrisini asagidaki bicimde yazabiliriz:
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£=5(5)=(P()(F ()7 () 22(5). () (F()+ 7 () 510

(5.10) esitligiile p ve f fonksiyonlari cinsinden verilen dual konisel egri reel ve dual

kisimlarina ayrilirsa,

£=%(s)=(p(s)(F ()= T (5))-28(5).2(s)(F (s)+ 7 (5)))

=[(p+gp*)(f+gf* - f}‘ff*j,zpugp*,(pwp*)(f+gf“ + f}ffjj (5.11)
elde edilir. (5.11) de gerekli diizenlemeler yapilirsa, esitligin reel kismi
x=x(s)=(p(5) (£ ()1 (5)20(). ()£ ()41 () G2
konisel egrisi ve dual kismi
X =x"(s)= ( (F=r)+ (1 17), 2p*,p*(f+f*’)+f*p(1—f*2)) (5.13)
egrisidir.

(5.12) esitligi Liu [16] tarafindan elde edilen, isik konisi Uzerindeki bir egrinin f ve p

fonksiyonlarina bagh temsilidir.

X egrisinin  reel gosterge egrisinin s yay parametresine gére tirevi, (5.10)

esitliginden,
dx dp 7 7 7, 7 —d_]7 ) 72
- ds(f FL2.f+f )+pds(1+f L0.1-f7) (5.14)

esitligi ile verilir. (5.10) esitligi ile verilen f(s) egrisinin tegetinin normu, (5.14) esitliginden,

_ dx dx
= —_—— ) = B 5.15
v <ds ds> Pff ( )

df

elde edilir. Burada ﬁ = d_ dir. O halde (5.15) esi
s



30

p(s)=v L (5.16)

oldugu géruldr.

(5.15) esitligi reel ve dual kisimlarina ayrilirsa,

v+Ey = (f+gf)
vtev = (p+€'0 )(ff—;‘jfv )(f—gf)

viev =2pf " fo+e(20 f7 4200 £ 2010 f )
elde edilir. Esitliginin reel kismi

v=2pf £ =1 (5.17)

ve dual kismi

V=20 . 2pf " i -2pfp [ (5.18)
dir.

(5.17) esitliginden [)(s) fonksiyonunun reel kismi
p=— (5.19)

elde edilir. (5.18) esitliginden de ﬁ(s) fonksiyonunun dual kismi

g LL LRV
2f, 2f,

elde edilir. (5.16) esitligi bir dual konisel egrinin teget vektorinin normunun [ ve p

fonksiyonlarina bagh ifadesidir. (5.17) esitligi de, o fonksiyonun f fonksiyonuna bagli

ifadesidir. Yukarida yapilan islemlerin sonucu olarak asagidaki teorem verilebilir:
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Teorem 5.1.1: .fé(s) :IcIR—> Q2 C D13 , reel gbsterge egrisinin yay parametresi s olan bir
dual konisel egri olsun. O zaman X = it(s) = ()_cl , X, )_C3) , sabit olmayan bir f(s) fonksiyonu
icin agsagidaki gibi yazilabilir:

VI -L2f. 7 +1) (5.20)

H(0)=7 (77

[\.)I'—

Tanim 5.1.1. f () fonksiyonu, dual konisel .1E(s):IcIR—>Q2 c D} egrisinin dual yapi
fonksiyonu olarak adlandirilir.

(5.20) esitliginin s parametresine goére birinci ve ikinci turevleri

. Wi -v(f-1)f, W -2ff, 2 fP-V(FP+1)],
1 £ f;
+vsf%(f —12f.f* +1)
=(V.f V) L2 f )+ 20 (fLLL F) (5.21)
ve
v v oV fu V) FE-20ff — _
25 = Vssfs _zl/sfss _(VA fA.s +Vfu}_2fs stfm (f2—1,2f,f2 +1)

(7 I =V L) (2F 20028 £)+ 20, £.0.F )+ 27 £, (1,0,1)
= (Voo =20 [ o VP fua + 27 0 F2) (2 127,72 41)

(4v 20l )(f 1f)+2vf(101) o
olur. (5.22) esitliginin kendisi ile ic carpimindan,
(2x",2%") =16V —8vv, —120° f f2+8V ' f...
elde edilir. Buradan
(2, X" =4V —2vv, =3V f 7 f2+20° ' £, (5.23)

bulunur. (5.21) ve (5.22) esitliklerinin i¢c garpimindan
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(2x,2%") =4V V.

s

elde edilir. Buradan
(X, %)=V, (5.24)

elde edilir. (5.21) esitliginin kendisiyle i¢ garpimindan,

(2x,2x") =4V’
ve buradan
(x.%)=v" (5.25)

bulunur. (5.28), (5.24) ve (5.25) esitlikleri (4.8) esitliginde yerlerine yazilirsa,

—2 — —
|4 14 V6 V4

N L, VP, ., L7y, 47207 I A eIl A R
J(s)=—=F"+—* x"+5 x

elde edilir. Burada X, X've X" vektorleri yazilirsa,

()= (7o =20 2R =V E 2 Fu + 20 T2 (£ =127, 7 1)
§)= -
y 2 (47, =201 1, )(F 1.7 )+ 27 7, (1,0.1)

P (R TR (P - 12F 7 1)+ 27 (P F)

+%£17_1g 4v? —2vv, —3v’ f4 f +2v°? ﬂ fsss}[‘?f_;l(fz_l’2f’f2+l)j|

14 14

bulunur. Bu denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa,

F2F2 L L5173
& f”( J a2 iR (F2-1.27.72+1)
_%(‘7_3‘73]?;1 ) 4(V_417s 7- ) (5.26)

_%(4?211 ~27 =2 )(F LT ) (101

¥(s)=
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oldugu gorulir. (5.26) denklemi, y dual baglanti egrisinin, X egrisinin yapi fonksiyonu ve teget

vektoérinin normuna bagli bir ifadesidir.
5.2. Dual Yay Parametresine Gore Verilen Dual Spacelike Egri

Bu boélimde, dual i1sik konisi Gzerindeki dual yay parametresine goére verilen bir dual
spacelike egrinin dual yapi fonksiyonu ve dual temsil formilleri ve dual baglanti egrisi ifade

edilir.

i:]c]D—)QZCIDf, reel gOsterge egrisinin yay parametresi s olan bir dual

konisel egri olsun. Her egri kendi yay parametresine gére ifade edilebileceginden; 5 ,X egrisi

icin dual yay parametresi olmak Uzere

¥(5)=x(5)+ex (5) (5.27)
yazilabilir. (5.27) esitiigi ile verilen egri reel ve dual kisimlarina ayrilirsa,
*(5)=(%(5).-%(5).%(5))
=(x,(5)+&x (5).x,(5)+ x5, (5) . x, () + &, (5))
=(x (). (). () + (s (3 () ()., () + (5 ()22 (5). 33 (5))) (5:28)
elde edilir. (5.28) esitliginin reel kismi
x(5)=(x(5) % (), %,(s)) (5:29)
egrisi ve dual kismi
€ (5)= (57 ()45 (5).575,(5) + 5, (5).57x, () 1 (s))
egrisidir.
X(5) egrisi dual 1sik konisi iizerinde oldugundan,
(%,%)=0 (5.30)

dir. Yani,
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X (5)+% (5)-%(5)=0 (5.31)
dir.

(5.34) esitligini reel ve dual kisimlarina ayiralim:

% (7)+ % (5) - T (F) = (x(s) v s’ (s) + ox,(5)) + (. (s) + 56, () + exi(s))
~(x,(s) +es () +ex (5))
=x+x,— X+ Zg(xle + XX, XX, XX, — X — XX, ) =0
elde edilir. (5.31) esitliginin reel kismi olan
x+x—x =0
esitligi x(s) reel gosterge egrisinin stk konisi izerinde olma sartidir. Simdi, (5.31) esitligini

X -X =X, (5.32)

biciminde yazalim. (5.32) esitligi carpanlarina ayrilir ve gerekli dizenlemeler yapilirsa,

X +X -X X +X X
e N N Bl 2
X, X=X X, X=X

olur. Bdylece, X egrisiicin

e e
A5 R CF(F) (5.33)
Xy X=X

ve
X, =2p(5) (5.34)

kabul edebiliriz. Burada ]7(5) sabit olmayan dual degiskenli dual fonksiyondur. (5.33) ve
(5.34) den
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X, = 2:5(5)
% =%, =-2p(5)f"(5)

(5.35)

X+ X :2:5(§)]7(§) }

(5.36)

- 1 e
bulunur. f_l(s) ifadesi f(_) anlamindadir. O halde, x(s) dual spacelike egrisini asagidaki
S

bicimde yazabiliriz:

£=5(5)=(p(5)(7(5)-7"'()22(5). AT E)+T (7). 537

Once, (5.36) nin birinci denklemini reel ve dual kisimlarina ayiralim:

S0 =(ol5) o O 4o ()
p(s)+ g(s*p'(s)+p*(s)))(f(s)+ g(s*f'(s)+ f*(s)))

(
—(p(s)+g(s*p‘(s)+p*(s))) !
(

f(s)+ S(S*f'(S)-f‘ f*(s))
(s)+ g(s*p'(s)+p*(s)))(f(s)— f_l(s)+ 8(1+ f_z(s))(s*f'(s)+ f(s)))

ho)

Buna gore,

3 (s)=p(s)(f(s)=17(5))
5 ()= p(s)((1+ £ (D)1 ()47 () +(£ ()= () (50" (5)+ 27 (5))

elde edilir. Simdi, (5.36) in ikinci denklemini reel ve dual kisimlarina ayiralm:

% (5)=2(p(s)+£p'(5))
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= 2p(s)+g(2p* (s)+s*p'(s)).

Buna gore,

{xz (s)=2p(s)

x; (s) = 2s*p'(s)+ Zp* (s)

elde edilir. Son olarak, (5.36) in Uglinct denklemini reel ve dual kisimlarina aryalim:

= (o(F)+ 0 )[<>+efwa+ ]

f(S)+«9f( )
:@, (N () (s )+ (5))+)
+(p(s)+ )) +g(sf( )+ £ (5))
=((s)+ p%>»w«>+f (s)=e(1 72O () +77(5)
Buna gore,

%, (s)=p(s)(£ () 477 (5))
5(3)=(£(5)+ £ ()52 ()40 ()= p()((1= 2 () (51 (5)+ £ (5)))

elde edilir. Yani, (5.37) esitliginin reel kismi
x(5)=( P& (£(5)~ (). 2000 p(F () + £ 7(5))) (5.38)

egrisi ve dual kisminin koordinat bilesenleri

x5 ()=p()(1+ 777 )+ () + (£ ()= ())(sp'(5)+ 2 (5))
X (s)=2p"+2sp'(s) (5.39)

x5 ()= (£ () + (D)5 () + 2/ () = p()(1= 57 ()) (57 () + £ (5)))

olan bir egridir. (5.38) esitligi Liu [16] tarafindan elde edilen, isik konisi Gzerindeki bir egrinin f

ve p fonksiyonlarina baglh temsilidir.
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X egrisinin dual yay parametresine gére tiirevi, (5.37) esitliginden,

(f FlL2 f+f)+ Zj;(ufz 0.1-f7) (5.40)

%I&z
QA"bl

elde edilir. (5.40) esitliginden,

dx dx - =
N ol i
<d§ d§> P

bulunur. X egrisinin teget vektoriiniin normu

<dxdx

of.f 5.41
d§d§> plf (5.41)

bulunur. 5, X dual egrisi igin yay parametresi oldugundan
dx dx
<—,—> =1 (5.42)

dir. Boylece (5.41) ve (5.42) esitliklerinden

f5)
2£:5)

p(3) = (5.43)

oldugu gorulur.
(5.41) esitligi reel ve dual kisimlarina ayrilirsa,

2(p+8p*)(fv+8fj)

Z:BfEfP = (f+8f*)

_2pf fi+e(20 1 4201 £ =2p1p)
f2

=2pf" fo+&(20" F f 20 2010 f )

elde edilir. Esitliginin reel kismi
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[« (s)|=20r (5.44)
ve dual kismi

|« (=207 1" £, +20f7 1 =2p1,p "1 7 =0
dir.

(5.43) esitligi reel ve dual kisimlarina ayrilirsa,

o fref _TEre(AFHIF)
f+efl) 217

elde edilir. Buradan esitliginin reel kismi

f

2f (5.45)

P

ve dual kismi

. (-1 1)
-

dir. (5.41) esitligi dual yay parametresine gore verilen bir egrinin teget vektoriinin normunun ]7

ve p fonksiyonlarina bagl bir ifadesidir. (5.43) esitligi de o fonksiyonun ]7 fonksiyonuna

bagh olarak verilen bir ifadesidir. Yukarida yapilan islemlerin sonucu olarak asagidaki teorem

verilebilir:
Teorem 5.2.1. x:/ C D—)Q2 c D?, dual yay parametresi 5 olan bir dual konisel egri

olsun. O zaman X = f(E) = ()_cl, Xy, X, ) , Ssabit olmayan bir f(E) fonksiyonu igin asagidaki

gibi yazilabilir:

P S U - -
x(s):%(f—f 2. F+f ‘):E (FP-L2f ) (5.46)
Tanim 5.2.1. f(E) fonksiyonu, dual konisel JZ'(E) egrisinin dual yapi fonksiyonu olarak

adlandirilir.
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(5.46) esitliginin s parametresine gore birinci ve ikinci tirevleri alinirsa,

2;_[217?3 (721 2727 Fs 2 12 (F2+1) s

f A .
=2 f (P -12f 2+ 1)+ 2(F.0F) (5.47)

23?:[_ M+2];Tj(f L2 J* 1) = 175 (2F 102102

= s (PP 128 P+ )+ 200 F2 (£ =12 P +1) =20 e (F1 )

=2 = R s (PP -12F P +1)=2f foo (L F)+2£,(10.1)  (5.48)
esitlikleri elde edilir. (5.48) esitliginin kendisi ile i¢ carpimindan,
(%.%)=F7 70 =27 (27 = Fss)
=37 f2+2 . foes (5.49)

bulunur.
(5.46), (5.48) ve (5.49) esitlikleri (4.25) esitliginde yerine yazilirsa,

i(a:{(_fﬁi—lﬁ‘zf}(f LA TR T )+ﬁ(1’0’1)}

3-53—5 I -,=
{Z =Ry f_y](f —1,2f, f* +1)
=_%(f-*f2)(f2 L2f . F )+ £ f (F1.F) - £ (1.0.1)
TR T (P 12T ) T T (T ) T (101)
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S EE) L (FLF)- (L0 (5.50)

elde edilir.
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6. Q2 DUAL ISIK KONiSi UZERINDEKI EGRILERIN KARAKTERIZASYONLARI

Bu bélimde, dual temsil formdlleri kullanilarak dual i1sik konisi Gzerindeki dual egrilerin

diferansiyel denklem karakterizasyonlari verilecektir.

Reel gdsterge egdrisinin yay parametresine gbre verilen )?(s)egrisi icin asagidaki
teoremi verelim.
Teorem 6.1. %(s):/ IR —> 0% c ID?, reel gbsterge egrisinin yay parametresi s olan bir
dual egri olsun. Bu egrinin dual yapi fonksiyonu f(s) ve dual koni egrilik fonksiyonu

l?(s) olmak lizere X egrisini karakterize eden denklem

K (s)=—v" e(logﬂ )" ~(log7, )JW“ G(log £,) ~(log f, )SJ

esitligi ile verilen diferansiyel denklemidir.

ispat: (5.23), (5.24) ve (5.25) esitlikleri (4.15) esitliginde yerine yazilir gerekli diizenlemeler

yapllirsa

N L e 4
K (s)= —
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elde edilir.

Yani, Koni egrilik fonksiyonu i (s) ;f(s) ve v cinsinden ifade edilir. (6.1) diferansiyel

denklemi dual 1s1k konisi Uzerinde reel gOsterge egdrisinin yay parametresine gore verilen, bir

konisel egrinin koni egrilik fonksiyonuna bagli karakterizasyonunu veren denklemdir.

Her egri kendi yay parametresine gore ifade edilebilir. (6.1) esitligi ile, reel gosterge
egrisinin yay parametresine goére verilen bir dual konisel egrinin diferansiyel denklem
karakterizasyonunu verdik. Simdi, verilen bu X egrisinin dual yay parametresi olan s ye goére

diferansiyel denklem karakterizasyonunu verelim:

Teorem 6.2. ¥(5):/ —ID — 0 < ID?, dual isik konisi lizerinde yay uzunlugu parametresi

s, dual yapi fonksiyonu ]7(5) ve dual koni egrilik fonksiyonu I?(E)olan bir egri olsun. Bu

durumda X egrisini karakterize eden denklem

#(5)=3(0e 7). ] [0 7), ]

esitligi ile verilen dual riccati denklemidir.

ispat: (4.27) esitliginin her iki tarafinin 52(3) ile ic carpimi alinirsa,

esitligi elde edilir. (4.21) esitliginin her iki tarafini jr(E)iIe carpalim:
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(@(5).3(5))=(2(5).5()) =2 (5)(%(5).5(5)) - (3(5). 5(5))
(¥(5).5(5))=%(5). (6.3)

(6.2) ve (6.3) esitliklerinden

7(5) :—%(3’”&(5),5?(5)} (6.4)

oldugu gorillr. (5.49) esitligi (6.4) esitliginde yerine yazilirsa, x(s) koni egrilik fonksiyonu,

f(E) yapi fonksiyonu cinsinden elde edilir:

Buradan, logaritmik fonksiyonlarin tirevi géz énine alinirsa,

() =3[ (02 ), ] ({102 ), ] e
elde edilir.

(6.5) denklemi lineer terimi sifir olan bir Dual Riccati denklemidir.

Bir Dual Riccati denkleminin genel ifadesi

dy

EzP()_c)§2+Q()_c)i+R()_c)
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bicimindedir. Burada, P()_c),Q()_c) ve R()_c) fonksiyonlari ID Uzerinde tanimlanmis surekli

fonksiyonlardir. Eger P()_c) =0 ise Dual Riccati denklemi lineer diferansiyel denkleme, ve eger

R()_C) =0 ise Dual Bernoulli diferansiyel denklemine déndsr.

(6.5) esitligi ile verilen dual riccati denkleminin ¢ézimd icin, (6.5) denkleminde,

E(s)=(log )

s

alinirsa,
— 1=,y =,_
7(5)=58(5)-£(5)
elde edilir. Buradan

()= 8 ()-F(5)

(6.6) esitligini reel ve dual kisimlarina ayiralim:

Erel” :%(§+g§*)2 —(K+gzc*)

f ey 1 2 * *
+&& ==& —Kk+¢ —-K
Frel =28 (&8 -«")
elde edilir. Esitligin reel kismi
' 1 2
=—¢"—K
g 5 g
ve dual kismi

§mg =k

(6.7)

(6.8)

dir. Reel kisimda elde ettigimiz (6.7) denklemi, Liu [16] tarafindan bulunan ve lineer terimi sifir

olan bir riccati denklemi, (6.9) denklemi de birinci mertebeden bir lineer diferansiyel denklemdir.

(6.6) denkleminin ¢ézimu igin
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7(s)=e
dénusiminu uygulayalim. (6.9) denkleminin tirevi alinirsa,

7(5)=—3 £ )exp| |32 |

-3 E®7()

elde edilir. O halde

1(5) (6.10)

G (6.11)

(6.11) denklemini K(s) degerinin pozitif ve negatif olma durumlarina gére ayri ayri inceleyelim:

i Eger K‘(S) <0 ise, kutupsal koordinatlari kullanarak,

(6.12)

1
osinf =—1n./|lK
P > |
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pcos@ =17 (6.13)

2= == ] = \Eﬁsiné (—’?)
psiné + pcosf 0 =—=,/|kK|pcosO + (6.14)
N i NN N T
elde edilir. (6.13) denkleminin turevi alinirsa
s = _ . == _psinf
pcosf —psind 0 =—«k (6.15)
7
elde edilir. (6.14) esitliginin her iki tarafi cosd ile carpilirsa,
= = o= 1 -i) 1
psin@ cos@ + pcos’ 06 = ,\f pcos 20 + \/_psmﬁcos ( )— (6.16)
A2 V2
elde edilir. (6.15) esitliginin her iki tarafi —sin@ ile carpilirsa,
L= =5, = sin” @
—psinf cos@ + p~sin 0 = (6.17)

"B

elde edilir. Buradan (6.16) ve (6.17) esitlikleri taraf tarafa toplanir ve gerekli dizenlemeler

yapilirsa,

( )psm@cos@ _psm@

ﬁcos2§5+ﬁsin2§§=%\/ﬁﬁcoszé \/_2\/> \/— \/—\/*

- psm@cos@ _psm ‘0

50 = E—cosz_+L
RN - B S r
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L —ic sin@cosf _ sin’O

§:L K| cos® O + (K) +K
e 0 ﬁ B

5 %(\/_cos 9+\/_s1n 0) )sm900519
H;:%+2ﬁ__sm§cos§. (6.18)
K

elde edilir.

(6.18) esitligi reel ve dual kisimlarina ayrilirsa,

Mo

- K 1 " _ ] 1 N

0 = +K’§+5KK f’{ —sin20 + &0 cos20
2 2K 2K 2

9'+80*'—\2ﬁ 4\{7 [ I(K_]J(%sin20+56’*00826’j

Oreox =" _, K +(£+51[K—D[lsin2t9+gt9*cos26j
2 4«/—;( 2K 2\ K 2

elde edilir. Esitligin reel kismi

6?’=;K+—s1n4900s9 (6.19)
2 2K

ve dual kismi

%

+—9 cos 2¢9+l(—J sin 26 (6.20)
4\ x

0" —

44_

dir. (6.12) ve (6.13) denklemleri oranlanir ve gerekli dizenlemeler yapilirsa,

Bhe]
o
o
w2
'\'DI Q)
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elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin integrali alinirsa,

o=l g

\FCOS@
7y = J.»\/_smé’

olarak bulunur. Bu esitligin her iki tarafi e tabaninda yazilirsa,

cos¢9

\/_J.\Fsmﬁ
.[ __cos¢9
ale\F s1n6’

elde edilir. (6.9) ve (6.21) denklemlerinden

1z 1 =Cc0os 0
) Lty
S R
¢l _ =Kk cosd
e( J é(s)dsj_elnal+j 5 o

—j—§ ds—.“ K050 e yna
sin @ 1

— _\/—_Ecosg
20 ="5 s

E(5)=—-2k cot@

olarak bulunur. (6.22) denklemi reel ve dual kisimlarina ayrilirsa,

(6.21)

(6.22)
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E=¢+ef =\/2£|K|+8|K| JCOt(9+€0 )
K

=— 2(|K| - gK*) (cot 0—cb (cos ec@)z)

—I(J——K :

j(cotﬁ— £’ (coseco)’ )

2ﬁ

=2k cotf+ 3( 26" (cos ec¢9)2 + cot Hj

elde edilir. Bu esitligin reel kismi
& =—-2Kkcotd (6.23)

ve dual kismi

cotd

=206 (cos ec(9)2 + \/’—(2_1(

olarak bulunur. (6.23) esitligi Liu [16] tarafindan elde edilen, (6.6) esitligiyle verilen dual riccati

denkleminin, x <0 igin bir gdzUmud(ir.

G
n'

<1 durumunda,

i. Eger K(s) >0 ise,

psinh @ = %ﬁ Ji (6.24)

pcosh@ =77 (6.25)

doéndsimlerini uygulayalim. Burada (6.24) esitliginin tirevi alinirsa,

( .

Al
~——

. — —_ = 1
psinh@ + pcoshf 6 = 77\/_ +—=7 (6.26)
7R

ﬂ\

elde edilir. (6.25) esitliginin turevi alinirsa,
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1 2psinh@ ( )

;sinh§+_cosh§§ —\/_ cosh@ + ——
P P NI NN N
- = _ == ] psmh@
pcoshé + psinhf 0 =— —. (6.27)
NN
(6.25) esitliginin her iki tarafi cosh @ ile carpilirsa,
L= = _ == 1 \2psinh@coshd 1 (’?)
sinh @ cosh@ + pcosh’ 6 6 = \/_ cosh’0 + — — (6.28)
g g N A NN 2 2J%
ve (6.27) esitliginin her iki tarafi sinh @ ile carpilirsa,
L= — L, = 1 _psinh’@
—psinh @ cosh @ — psinh® 0 = ——=ik ———. (6.29)
elde edilir. (6.28) ve (6.29) esitlikleri taraf tarafa toplanir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,
o, o 1 . (K) psinhBcoshd 1 _psinh’@
cosh? 80 — psinh? 00 = —[k pcosh? 0 + -k
P P N NN N RN =
= 1 =_ = (E) psinh@coshd 1 _ psinh*@
6’=—«/; cosh® @ + ———K
R NN NN
= 1 = = (’?) sinh@coshd 1 _sinh®@
0 =——Jiccosh? @ + K
;) NN N LN~
L(x/_cosh2 9 —/ic sinh? @ ) ( )smh6’ cosh &
2 2K
5 £+£smh9 cosh @ . (6.30)
\/5 2K

bulunur.

(6.30) denklemi reel ve dual kisimlarina ayrilirsa,



(J;+g x

£ *
K K—K'K
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9;:

2 2k’

2 e

9'+69*'—(£+84J_J {K +&

o j(sinh Ocosh @+ &0 (cosh2 6 +sinh’ 9))
K

[K—J ](sinh @cosh @+ £0" (cosh2 6 +sinh? ‘9))
K

elde edilir. Buradan esitligin reel kismi

Je o o«

0'=——+—sinh@coshd (6.31)
2 2K
ve dual kismi
+—6’ cosh? @ +sinh? @) + sinh @ cosh @
4J_ ( : 2[ K j
1" 'sin 26 (6.32)
4J_ 4\ & '

olur. (6.24) ve (6.25) denklemleri oranlanir,

pcosh B \/577
psinh @ 77\/%

ve her iki tarafinin integrali alinirsa,

77 «/; coshé?
I_d_ I\/_ sth

1nﬁ:j£Cf’Sh€d§
J2 sinh @

bulunur. Bu esitligin her iki tarafi e tabaninda yazilirsa,



52

\/Ecosh éd_

_ _— —ds
611177 —e J2 sinh @

K .
>3 s 2 sinh @ (633)

elde edilir. (6.9) ve (6.33) denklemlerinden

cosh 0

n= exp[—jég(i)cﬁj = ale«/ij < inh @

9

1z,— _ Jkcosh@
—|5&(s)ds Ina ds
e[ 12 ( ) J: ij\/_sth

x/;coshﬁ
— d_ 1
[F @)= 72 sinhg T
1= \E cosh @
)= T 5me
E(5)=-2K cothd (6.34)

oldugu gorulur. (6.34) denkleminin reel ve dual kisimlari,

E=f+el =— 2(K+5K*)cot(o9+gz9*)

*2
- _\/2[1( +ex +&° Z—j (coth O—cb (cosech@)z)

K

= \/2[«& +e 2’5;]2 (cotho— 6" (cosech)’)

=—2Kxcoth@+¢ (\/2/(49* (cos echt9)2 +-X_coth Gj

N

elde edilir. Esitligin reel kismi
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&= —@coth 0 (6.35)

ve dual kismi

B

K

N

biciminde bulunur. (6.36) Liu [16] tarafindan elde edilen, (6.6) esitligiyle verilen dual riccati

coth @ (6.36)

5* = \/ﬂ@* (cos ech9)2 +

denkleminin, x > 0 igin bir gézUmud(ir.

Teorem 6.3. X(5):/ — Q*> cID}, O yay uzunlugu parametresi 5 ve dual yapi fonksiyonu
]T(E) olan bir egri olsun. X egrisi icin koni egrilik fonksiyonu E(E) sabit ise ]?(E) yapl

fonksiyonu
[(log . )E ]2 — 2(10g ﬁ) =2K(5)=c =c+e&c =sabit (6.37)

esitligini saglar ve

o . =N 2 as . e :
i. —a’=c<0ve —a’=cise f(5)==tan— ve X(5)dual isik konisi iizerinde bir
a
dual elips,
. 2 o . mN 2 as . e .
i. —a’=c>0ve—-a’=cise f(5)==tanh——ve %(5) dual isik konisi iizerinde bir
a
dual hiperbol,

. N7 o o .
ii. ¢=0ve-a’ =cise f(5)== ve X(5) dualisik konisi iizerinde bir dual parabol
5

belirtir.

ispat: (6.37) esitligi ile verilen dual riccati denkleminde ZE(E):sabit olursa bu denklem

degdiskenlerine ayirma yontemi ile ¢ézulebilir:
—2 —_
—-a” =c
olmak Uzere,

i. —a’=c<0ise
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(1og]§)E =3 (6.38)

donldsima uygulanir ve (6.38) esitligi (6.37) esitliginde yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapllirsa,
v -2y=-a’
§2+52=2Q
A
dy _d&s
y+a> 2

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin integrali alinirsa,

dy ds 1_
s 177 639
ve
y=atan® , dy =asec’ 0dO (6.40)
dénlisimi uygulanirsa,
Y —tang
a
— v 6.41
6 = arctan = (6.41)

S

olur. (6.41) esitlikleri (6.40) esitliginde yerine yazilir, gerekli dizenlemeler yapilir ve integrasyon
sabitleri ihmal edilirse,
— 20 — 20
,[ asec 0 d§=J. asec” 0
a’tan’@+a’ a_z(tan26’+1) asec’ 0
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arctan% = EE
a 2
% = tan (ﬁ EJ
a 2
y=a tan(%?j (6.42)

olarak bulunur. (6.38) esitligi (6.42) esitliginde yerine yazilirsa,

(logﬁ) =atan (%Ej

5

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin integrali alinir ve gerekli dizenlemeler yapilirsa,

I(logﬁ)xﬁ:jﬁtan(%u?}di

w2

=.

=]
VR

(6.43)

“
&'

o)

log _; = c‘zf—
cos

o]
“|
N—

VR

olur. Bu denklemde
a_)\ _ a . (a_ _
cos| —5 |=u, ——sin| —=s |ds =du
2 2 2
donusimleri uygulanir ve integrasyon sabitleri ihmal edilerek gerekli diizenlemeler yapilirsa,

. (a_j
Sin ES
ds

logﬁ :c_zf—_
cos(a_j

—
2

Y i

dii
u

log fi = —2I

log f. =—2Ini
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2

log f. =Iniz"
fi =u (6.44)
elde edilir. u degeri yerine yazilir, (6.44) esitliginin her iki tarafinin integrali alinirsa
—= 1
j fods = j ———ds (6.45)
a _
COS—S§
( 2 j
elde edilir. (6.45) denklemine
as _ a
—=Vv, —ds =dv
2 2
doénlsimul uygulanir ve integrasyon sabiti ihmal edilirse
- 2 a_
f=tan<s (6.46)
a 2
bulunur.

(6.46) denklemi reel ve dual kisimlarina ayrilirsa,

- 2 a_
f=—tan—s%s
a 2
. 2 as+ g(as* +a*s)
f+ef = - tan
a+éea 2

elde edilir. Bu esitligin reel kismi
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.f=zﬁm(%SJ (6.47)

a

ve dual kismi

. 2a a . as ,( as
f = e tan ES +| s +7 sec ? (6.48)
dir.
ii. a>=c>0
(log £,). =¥ (6.49)

dénusuml uygulanir ve (6.49) esitligi (6.37) esitliginde yerine yazilir ve gerekli dizenlemeler

yapllirsa,
v -2y'=a’
—2_52=2ﬂ
ds
dy _ds

=|—=—=—=5 (6.50)

Idy s 1_
y-a> 2 2

ve

y=atanh@ , dy =—asech’0d0 (6.51)

<

dénlsimu uygulanirsa,
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=tanh @

Q| =<
[

_ v 6.52
6 = arctan h% (6.52)

a

olur. (6.52) esitlikleri (6.50) esitliginde yerlerine yazilir, integrasyon sabiti ihmal edilerek gerekli
dizenlemeler yaplilirsa,

= 2n _ = eanlD _ eer2Dd 1 - @8 1
,[—2 asezcﬁ H_Zdezj asec_@ 40 =_[ _sec 20_d6’ =I:de9=§=——§
a’tanh’ @ —a a_2(tan26?+1) —asec’ 6 a a 2
éarctanh%z—lﬁ
a a
%:tanh(_ﬂgj
a 2
_ _ a_
y=a tanh(—asj (6.53)

bulunur. (6.53) esitligi (6.49) esitliginde yerine yazilirsa,
- a
lo =atanh| ——%
(log 7,). ( : j

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin integrali alinir ve integrasyon sabiti ihmal edilerek gerekli
dizenlemeler yapllirsa,

J.(logﬁ)? ds = J.Etanh(—%EjdE

sinh| —

log ﬁ = a__[—
cosh (—

“l
S

%)

NSRRI SRR
“|
~

ve
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cosh| ——¥s |=u, —ﬁsmh ——s ds =du
2 2

[N IRNY|

doénisima uygulanirsa,

log f = —ZJ—du

log ﬁ =2Ilnu
log ﬁ =Ini
f.=u’ (6.54)

elde edilir. (6.54) esitliginin her iki tarafinin integrali alinir ve integrasyon sabiti ihmal edilerek

u degeri yerine yazilirsa,

- 1 —
j f.ds = J—_za’s (6.55)
a_
cosh(—s)
ve
2=y, Zas=dv
2 2
doénisima uygulanirsa,
72t s (6.56)
a 2
elde edilir.

(6.56) denklemi reel ve dual kisimlarina ayrilirsa,
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=ztanh(gsj+g _23 tanh(ﬁs}L a—s+s* sec h’ (ﬂj
a 2 a 2 a 2
elde edilir. Bu esitligin reel kismi

f= %tanh(g Sj (6.57)

ve dual kismi

e _j? tanh[g sj+[%*s+ s*]sechz (%) (6.58)
dir.

iii. c=0

(log /) =7 (6.59)

doénlsimi uygulanir, (6.59) esitligi (6.37) esitliginde yerine yazilir ve integrasyon sabiti ihmal
edilerek gerekli diizenlemeler yapilirsa,

y2-2y=0
y =2y

- dy
2=2_
Y ds
b _d
o2

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin integrali alinirsa ve integrasyon sabiti ihmal edilirse,

dy ds 1_
[2-12-1s
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ylot3
2
_ 2
y=— (6.60)
s
bulunur. (6.60) esitligi (6.59) esitliginde yerine yazilirsa
(6.61)

- —2
(lOg f? )7 =—
s K
ve her iki tarafinin integrasyon sabiti ihmal edilerek integrali alinirsa,
— -2
ngg)d§=y?d§
s K
log f. =—2In¥s
fi=53

her iki tarafinin integrali integrasyon sabiti ihmal edilerek

elde edilir. Elde edilen esitligin

alinirsa,
[fds=[57d5
F= _g (6.62)
S
bulunur.
(6.62) denklemi reel ve dual kisimlarina ayrilirsa,
= a
1=
. a+é&a .
f+ef ——( = )(s—gs )

elde edilir. Bu esitligin reel kismi
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f _a (6.63)
ve dual kismi
" a as
S K

dir.

Sirasiyla (6.46), (6.56) ve (6.62) esitlikleri (5.46) esitliginde yerine yazildiginda, asagidaki
sonuca ulasllir.

Sonug 6.7. X = 377(5) :1c ID— Q® c ID; yay parametresi 5 olan bir spacelike egri olsun.
1. X(5) bir dual elips ise,

2 as 1 as 1 as 2 as 1 as
f(?) = ( sin’ (ﬂ) — —cos’ ( a9 j,—sin (ﬂj, sin’ (ﬂj + —cos’ (ﬂ)) (6.65)
a 2 2 2 ) a 2 Ja

esitligi ile verilir.

% () bir dual hiperbol ise,

(2  as\ 1 (aF\1 v\ 2 . (as\ 1 . (av
x(s): —sinh’ ——cosh”| — |, —sinh[ —],—sinh" { — |+ —cosh (6.66)
a 2 2 2 )@ 2 ) a

esitligi ile verilir.

% () bir dual parabol ise,

(6.67)
esitligi ile verilir.

(6.65) esitligi reel ve dual kisimlarina ayrilirsa,

2 1 1 2 1
x(s): — sin’ D Zeos?| £, Zsin| & ,—sin’ B Zcos?| & (6.68)
a 2 2 2 ) a 2 ) a 2 2 2

ile verilen reel kisim 1s1k konisi Uzerinde bir elipstir.
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Sekil 6.1 Isik Konisi Uzerindeki (6.68) denklemi ile verilen elips

(6.66) esitligi reel ve dual kisimlarina ayrilirsa,

2 . ,fas 1 ,(fas) 1 . as\ 2 ., as 1 ,( as
x(s) = (— sinh (—j ——cosh (—),—smh(—),—zsmh (—j +—cosh (—j) (6.69)
a 2) 2 2) a 2)a 2) 2 2

ile verilen reel kisim 1s1k konisi Gzerinde bir hiperboldur.

Sekil 6.2 Isik konisi tGizerindeki (6.69) denklemi ile verilen hiperbol
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(6.67) esitligi reel ve dual kisimlarina ayrilirsa,

a S2 a S2
x(s)=| z—=—,-s,—+— (6.70)
2 2a 2 2a

ile verilen reel kisim 1s1k konisi Uzerinde bir paraboldar.

Pl [ A

Sekil 6.3 Isik konisi Uzerindeki (6.70) denklemi ile verilen parabol

Ornek 1. x(s,v)=(vcoss,vsins+1,v) (6.71)

yiizeyini ele alalim. Bu yiizey dayanak egrisi a(s)=(0,1,0), ve ana dogrularinin dogrultman

vektori d (s) =(coss,sins,1) dir.
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Sekil 6.4 x(is,v)=(vcoss,vsins+1,v) denklemiile verilen koni.

Simdi, bu regle yizeye karsilik gelen dual konisel egriyi bulalim. Burada x(s) =d(s)
ve
—i -j k
x"(s)=a(s)xx(s)=| 0 1 0
coss sins 1

= (—1,0,—cos s)
olur. Buna gore dual konisel egri
%(s)=(coss,sins,1)+&(—1,0,—coss)

biciminde yazilir. Bu egrinin dual yapi fonksiyonu

f(s

coss +1 coss+1
(s)=

sin s sin s

bulunur. Bu egri igin,

<.i(s),.fc(s)> =cos’ s+sin” s —1+2&(—cos s +cos s)
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dir. O halde X(is) egrisi dual 1sik konisi tizerinde oldugundan, bir dual konisel egridir. X(s) dual

egrisinin reel kismi
x(s)=(coss,sins,1)

koni iizerinde bir gemberdir.
% (s) egrisinin tiirevi alinirsa,
x'(s)=(-sins,coss,0)+£(0,0,sins)

elde edilir.

<)7:'(s),f'(s)> =sin’s+cos’s+20=1

oldugundan, X(s)dual konisel egrisi bir dual spacelike egridir. X(s)dual spacelike egrisinin

dual yay uzunlugu,
5= [|Edo=[1do =5
0 0

olarak bulunur. Buradan, s reel gosterge egrisinin yay parametresi dual yay parametresine esit

oldugundan,
%(5)=(coss,sins,1)+&(—1,0,—coss) (6.72)
yazilabilir. (4.15) esitliginden
a(5)=x(5)=(-sin5,cos5,0)+&(0,0,sin’¥)
dir. X()egrisinin ikinci tirevi alinirsa,

x(5)=(—coss,-sin5,0)+£(0,0,cos5) (6.73)

elde edilir. Buradan
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(%(5).%(5))=1 (6.74)

dir. (6.72), (6.73) ve (6.74) esitlikleri (4.19) esitliginde yerlerine yazilirsa, i(?) egrisinin dual

baglanti egrisi
~—\ 1 _ . _ & _
y(s):E(coss,s1ns,—1)+§(1,0,3coss)

olur.

K

o

Sekil 6.5 X(s)=(coss,sins,1)+&(—1,0,—coss) denklemiyle verilen dual konisel egrinin

reel gésterge egrisi  x(s)=(coss,sins,1) (==) ve bu egrinin dual baglanti egrisi

y(s)= %(cos s,sins,—1) (==).

Béylece {X,&,J} dual asimptotik ortonormal catisi elde edilir. () dual spacelike

egrisinin dual koni Frenet tirev formdlleri

x (E) =(—sin¥,cos E,O) + 5(0, 0,sin’s)
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a(5)=(—coss,—sins,0)+&(0,0,cos¥)

i(E) = %(—sin 5,¢085,0) +§(0, 0,sin s)

dir. E(E) koni egrilik fonksiyonu (5.30) denkleminden

olarak bulunur. Bu durumda i(s) in dual koni Frenet formdlleri matris formunda asagidaki

gibidir:

%'(5) (1) b0

a'(s)|= -5 0 -1 a(s)

y'(5) 01, y(5)
2

Ani donme vektoru
w(s)=(0,0,—1)+&(1,0,2cos )
olarak bulunur.
Ornek 2. Parametrik ifadesi
x(s,v)=(coss—vsins,sins+vcoss,v), s € IR (6.75)

olan regle yizeyi ele alalim. Bu yiizeyin dayanak egrisi a(s):(coss,sins,O) ve ana

dogrularinin dogrultman vektsrii d () = (=sin s,cos s,1) dir.
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(] E=N

o

Sekil 6.6 x(s,v)=(coss—vsins,sins+vcoss,v) denklemiyle verilen tek kanatli hiperboloid.

Simdi, regle ylzeye karsilik gelen dual konisel egriyi bulalim:

x(s) =d (s) ve moment

e
x (s)=a(s)xx(s)=|coss sins 0
—sins coss 1

=(—sins,coss,1)
olur. Buna gore dual konisel egri
X(s) =(—sins,cos s,1)+ &(—sin s,cos 5,1)

olarak bulunur. Bu egrinin dual yapi fonksiyonu

- —sins+1
f(s) ~ coss

bicimindedir. Bu egri igin,

(6.76)

<.fc(s),.fc(s)> =sin® s +cos’ s—1+25(sin2 s +cos? s—l)
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dir.O halde % (s) egrisi dual i1sik konisi iizerinde oldugundan, bir dual konisel egridir. X (s)dual

egrisinin reel kismi
x(s)=(-sins,coss,1)
koni Uzerinde bir cemberdir.
X () egrisinin tiirevi alinirsa,
%'(s)=(—coss,—sins,0)+&(—coss,—sins,0)
elde edilir.
<.77:'(s), J?'(s)> =cos’ s+sin’ s+ 2£(COS2 s+sin’ s)
<i‘(s),i'(s)>=1+25 (6.77)
HJE'(S)H =1l+¢
oldugundan & (s) dual konisel egrisi bir dual spacelike egridir. (4.2) esitliginden
&(s) = (—cos 5,—sin 5,0)
dir. % (s)egrisinin ikini tiirevi alinirsa,
x"(s)=(sins,—coss,0)+&(sins,—coss,0) (6.78)
elde edilir. Buradan

(#(s),#(s)) =1+2¢ (6.79)

(#(s).8(s)) =0
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dir.(6.76), (6.77), (6.78) ve (6.79) ve esitlikleri (4.8) esitliginde yerine yazilirsa, .it(s) egrisinin

dual baglanti egrisi
. 1 . g, .
¥(s)= E(—sm §,COS s,—1)+§(sm 5,—cos s,1)

bulunur.

Sekil 6.7 x(s)=(—sins,coss,1)+&(—sin s,cos s,1) denklemiyle verilen dual konisel egrinin

reel gosterge egrisi x(s)z(—sins,coss,l) (==) ve bu egrinin dual baglanti egrisi

y(s)= %(—sin 5,c085,—1) (==).

Boylece {i,d,j} dual asimptotik ortonormal catisi elde edilir. .if(s) dual spacelike

egrisinin dual koni Frenet tirev formdlleri

|

x'(s)=(—coss,—sins,0)+&(—coss,—sin s,0)

a'(s)=(sins,—coss,0)
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l(—cos s,—sins,0) +%(cos 5,sin 5,0)

dir. k, (s) koni egrilik fonksiyonu (4.15) denkleminden

_ -1+¢
i (s)= >

olarak bulunur. Bu durumda X(s)in dual koni Frenet formilleri matris formunda asagidaki

gibidir:
(s 0 1+¢ 0 (s
sy T
7 0 —(—%Jr%] 0 )

Ani donme vektori

= L . 1
#(5) =(0.0-1)+ o Jsinsi S coss. ]

olarak bulunur.
X () dual spacelike egrisinin dual yay uzunlugu
(6.80)

5 = ||i:'||da=.f(1+g)da=(1+e)s
0

O ey

olarak bulunur. Buradan,

%:(Hg)s

dir. x egrisinin dual yay parametresine gore dual koni Frenet tiirev formdilleri

dx ds _ ((—coss,—sins,0)+&(—coss,—sins,0))(1-¢)
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=(—coss,—sins,0),

&(s) =j—f% =(sins,—coss,0)(1-¢)

=(sins,—coss,0)+&(—sin s,cos 5,0)

ve

j(s) = %% = (%(—sin §,COS s,—1)+§(sin §,—COS s,l)j(l—g)

= %(—sin §,COS s,—1)+%g(sin s,—cos s,1).

E(E) koni egrilik fonksiyonu (5.30) denkleminden

_ 1
K=——+¢
2
dir. Bu durumda X egrisin dual yay parametresine gére dual koni Frenet formiilleri matris

formunda asagidaki gibidir:

K- =

Il

|

| —

+

M
~_

(@)

|

[S—

K[ =

s 2 .
Yy 1 Yy
0 _(__+gj 0
— 2 -
Ornek 3. Parametrik ifadesi
1 2 . 1— 2 . 1 2 . 1— 2 .
x(s,v)z(l(cz—l)lns,—l( +c) s _l( c) K _l( +c) s +l( c) s
2 4 c 4 c 4 c 4 c
(6.81)
¢ 4¢ (;+ —c
M ERHCEPHIES o
¢ 2 c 2 c

olan regle yuzeyi ele alalim. Bu ylzeyin dayanak egrisi
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1 (1+c)2 s¢1 (1—c)2 s (1+c)2 s 1 (1—c)2 s¢

a(s)= %(cz—l)lns,—— —— —— b

220

—
u]
=

]
=

oo
=

1807

Sekil 6.8 (6.81) denklemiyle verilen B-scroll .

Simdi, bu regle yizeye karsilik gelen dual konisel egriyi bulalim:

x(s) =d (s) ve moment vektori

x (s)=a(s)xx(s)

i —j k
:l(cz—l)lns C1(1+e)'st 1(1-e)'s” _l(1+c)2s‘+l(1—c) s
2 4 c 4 c 4 c 4 c
s 1 s(sr —s_") 1 s(s" + s_")

¢’ 2 ¢’ 2 ¢’
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:[l s(1+c2) s((sc +s76)(c3lns—lns+2c)+(sc —sic)(c2 +1))7

1
3 ’Z 3

C C

1
4 c’

s((s" —s"')(c3 Ins—Ins+ 2c)+(s" + s"')(c2 +1))J

olur. Buna gdére dual konisel egri

¢ S
f(S)=[C—S2%S(Sczs ),%s(sczs )}
g %s(l;cz)&s((s +s“)(c3lns—lns; 2c)+(sc—s"‘)(c2+1)) 6.2)
1S (s”—s”)(c31ns—lns+20)+(sc+s“)(cz+1))J
4 ¢’

olarak bulunur. Bu egrinin dual yapi fonksiyonu

7(5)= €41 _g(s3”+2s2”+s")(czlns—lns+2)

s¢—1 |
olarak bulunur.
Bu egri icin

<i(s),f(s)> =sin’ s +cos’ s—1+2g(sin2 s+ cos? s—l)

dir. O halde fc(s) egrisi dual 1sik konisi Uzerinde oldugundan, bir dual konisel egridir.

.f'(s)dual egrisinin reel kismi

C

koni Uzerinde bir egridir.
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X (s) egrisinin tlrevi alinirsa,

f'(s)— 1 1s' s +es"+es 1s°+s5 45" —cs™ e 1(14‘02)
22 c’ 2 ¢’ 2 &
1(s"+s_")(c3lns—clns+3c+c3)+(sc—s_")(1+3cz—czlns+c4lns)
4 ; ’
1(s”—s’c)(c31ns—clns+3c+c3)+(sc+s’”)(1+3c2—czlns+c4lns)
4 c
elde edilir.
- - 1 1+¢?
(#(s).8(s)) = +e Ef
g 1 1+
Hx'(S)H=;+€ ;Ci (6.83)

oldugundan % (s) dual konisel egrisi bir dual spacelike egridir. (4.2) esitliginden

b
c 2 c c

1 15°—s“+ces“+es 1s°+s5“+es"—cs™
(S)_(" 2 ]
+g[0 l(sc+sC)(C21n5—1n3+2)+(sc—sC)(c3lns—clns+2c)’

c

(sC - s’c)(c2 Ins—Ins+ 2)+(sC + s’c)(c3 Ins—clns+ 20)]

c

-

dir. x (s)egrisinin ikinci tdrevi alinir ve gerekli dizenlemeler yapilirsa,

. . -1 —1+c*
<x (s),% (s)>:— e - g (6.84)
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dir. (6.83) ve (6.84) esitlikleri ile X(s) ve X"(s) degerleri (4.8) esitliginde yerine yazilirsa

% () egrisinin dual baglant egrisi

lc
y(s)=[; K _Z K _4 K

+8( 1-1+¢t 1(s =s7)(-1-2c" s —2¢ s +2¢" —¢* )+ (s +57) (' Ins — clns)

4 cs 8 c

1@f+sﬁ(q—zﬁms—m#ms+m¥—&)+@“—sj@?ms—dng}

8 c
bulunur.

Sekil 6.9 (6.82) denklemiyle verilen dual konisel egrinin reel gdsterge egrisi

(=) 1s(s +s™)) o
(==) ve bu egrinin dual baglantt egrisi

s 1
x(s):[?’i c’ 2 c*

1 -1
y(S)_LE s ’_Z s ’_4 s

Boylece {¥,&,y} dual asimptotik ortonormal gatisi elde edilir. % () dual spacelike

egrisinin dual koni Frenet tirev formalleri matris formunda



0
x'(s) ; s
i €22, {=2)
2s° 4s”
y'(s)
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0
1 1+¢
—t+e——
c 2c
0

)

dir. i, (s) koni egrilik fonksiyonu (4.16) denkleminden

olarak bulunur.

Ani donme vektoru

[l

5 (s) c+ct—c—1 1sc(c3+c2+c+l)+s7”(—c3+3cz+c+1)
w = _
cs 4 cs

4 cs

_lsc(c3+cz+c+l)+s6(03—3cz+c+1)J+8[ 1c' -1
4 cs

x(s)
a(s)

y(s)

1 sc(lns(c5 +c —c—)+l—c4) 1 sf“((c5 —3¢" +4c° —c—l)lns—4c2 +ct +3)

B

8 cs 8 cs
lsc((—CS -t +c+1)lns+c4 —l) Jrlsfc((c5 —3¢* +4¢° —c—l)lns—4c2 +ct +3>J
8 cs 8 s

olarak bulunur.

X (s) dual spacelike egrisinin dual yay uzunlugu,
il o1 1+c 1 1+c
E:j‘”x’”dd:_[ —+& +i do=|—+¢ +i s
o o\ ¢ 2c c 2c

olarak bulunur. Buradan,

(6.85)
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ds 1 1+c°

3 2
ds ¢ 2c

dir. X egrisinin dual yay parametresine gore dual koni Frenet tiirev formdilleri matris formunda:

=
—_~
(9

(38

|

—_
N—
™
—_
(9

o~

|

—_
N—
(@)

|
—_
[ =0

R
Il

<
|
TN
f—
—~~~
9
|
[
N—
M
—~
o
~
|
—
SN—
N~
(@)
<

X egrisinin dual yay parametresine gore koni egrilik fonksiyonu

(c2 —1) £ (C4 —1)

SN |
By

olarak bulunur.

Ornek 4. Parametrik ifadesi

x(s,v) = [5(2 + lns)3 —icz lns,—ic(2+ lns)2 ,—é(Z +Ins)’ —%cz lnsj
(6.86)

_H{l s(c2 —lnzS)’slns’lS(Cz +21n2s) e

2 c’ c 2 c
olan regle yuzeyi ele alahm. Bu ylizeyin dayanak egrisi

a(s):(é(Z—i-lns)S _icZ lns,_%c(z-f—lns)z’_é(z_i_lns)?: _iczlnsj’

ve ana dogrularinin dogrultman vektoru

d(s)z

1s(c2—ln2s) sln s 1s(c2+1n2s)
5 C2 ’ C ’5 C2

dir.



x (s)

x(s)

L, = B
i o s3] s3] s3]
li111]

R
=

o
I
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Sekil 6.10 (6.86) denklemiyle verilen B-scroll.

Simdi, bu regle yiizeye karsilik gelen dual konisel egriyi bulalim:

=d (s) ve moment

zd(s)xx(s)

12

1s(—16lns—121n2s+1n4s—3c21n2s+12c2+12c21ns) 1

T4

1

2

—i

s(cz - ln2 s)

i~

1 1 1 . 1 R
—(2+Ins) ——c'Ins -—c(2+Ins) —-—@Q+Ins) ——c’ Ins
4 4 4

ﬂ ls(cZ +1n2s)

—j k

12

2

c 2 c

c

,——s(—4—6lns—3ln2 s+In’ S),
6

1 s(-16Ins-12In*s+In* s +3c’In* s—12¢* ~12¢” Ins)

24

c
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olur. Buna gore dual konisel egri

JN‘(S)=£1 s(¢"=In"s) sins 1s(c +lnzs)]

b} )

2 ¢’ c 2 ¢’
1 s(—l6ln s—12In° s+In"s =3¢ In" s +12¢" +12¢" In s)

+e| — , (6.87)
24 c

1 , N 1 s(—16lns—121n2s+ln4s+3czlnzs—1202 —12021ns)
——s(-4-6lns-3In*s+In's),-—
6 24 c

olarak bulunur. Bu egrinin dual yapi fonksiyonu

Ins 12 In’s

bulunur. Bu egri igin

<.ft(s),f(s)> =0
dir.O halde )E(s) egrisi dual 1s1k konisi Uzerinde oldugundan, bir dual konisel egridir. .f:(s)dual
egrisinin reel kismi

1s(c2—ln2s) slns 1s(c2+1n2 s)

x(s): 5 c? e 2 c?

koni Gzerinde bir egridir.

X (s) egrisinin tegetinin normu

- - 1 2
<x'(s),x'(s)> = C—2+g;
% (s)| = %Jf € (6.88)

oldugundan % (s) dual konisel egrisi bir dual spacelike egridir. (4.2) esitliginden



82

. 1In®s+2Ins—c? 11In®s+2Ins+c?
a(s)- - Ins+1, >
c c

+¢& iln4s+lln3s—lc21n2s+(—c2 —%jlns+lc2 —%,—lc(ln3s—6lns—4)
24 6 8 3 2 3 6

(%'(s). %" (s)) =55 +e— (6.89)

(#(s).8(s)) =0

dir. (6.88) ve (6.89) esitlikleri ile )?(s) ve i:"(s) degerleri (4.8) esitliginde yerine yazilirsa,

.f:(s) egdrisinin dual baglanti egrisi

5(s) lln*s+4Ins—c*+4 1c¢(2+Ins) 1In’s+4lns+c’ +4
Y= 4 s T2 s T4 s

1 c(In*s+8In’s+(24-3¢*)In” 5 +32In 5 +12¢> +16)
+te| —— ,
48 s

1 A(I’s+3In°s—4) | c(In*s+8In*s+(24+3¢°)In” 5 +32In5 ~12¢> +16)

2

12 S 48 Ry

bulunur.
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B
>

Sekil 6.11 (6.87) denklemiyle verilen dual konisel egrinin reel

2 _p2 1 | 2 4 p2
x(s)[%S(C Cz S)’S:S’ES(C C211 S)

gOsterge  egrisi

(==) ve bu egrinin dual baglanti egrisi

1In’s+4lns—c*+4 1¢(2+Ins) 1In’s+4Ins+c*+4
y(s)=| 7 =5 — (==).
4 s 2 s 4 s

Boylece {i,d,j} dual asimptotik ortonormal gatisi elde edilir. .i(s) dual spacelike

egrisinin dual koni Frenet tirev formdllerinin matris formu

0 l+g 0
¥'(5) ¢ %(s)
-, 1c 1 -
as) |=|-—5— 0 —(—+3j a(s)
-, 2s c -
y'(s) ¢ y(s)
Y e 0

ile verilir.

&, (s) koni egrilik fonksiyonu (4.16) denkleminden
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olarak bulunur. Ani donme vektoru

l1Ins+2c+clns

- (1 —*+In°s+4clns+4c—c’ +cln’s
W(S): — 5 s

4 cs 2 )

1 +In°s+4clns+4c+c +cln’s
4 cs

>

( 1 In*s(1+c)+In’ s(8c)+1In” s(-3c" =3¢ + 24 = 12) + Ins (12 +32¢ - 16)
+ —_——
48 s

lln3 s(c2 +c) +1n’ s(302 —3c)—lns(6c)—4c2 —4c

s

2 s
| In*s(1+c)+1In’s(8c)+In” s(3c” +3c” +24c —12) + Ins(-12¢7 +32c—16)}
48 s

olarak bulunur.

X (s) dual spacelike egrisinin dual yay uzunlugu,

s s 1 1
_: N'd = —_— d = —_—
= [1efa !(CHJ - (C+8js

olarak bulunur. Buradan,

(6.90)

ds 1
—=—+4¢
ds c

dir. X egrisinin dual yay parametresine gére dual koni Frenet tiirev formdlleri matris formunda:

. 0 1 0|-_

x 2 3 X

X 1c c -

a ——te— 0 1| a|.

. s? s? B

’ o (129 o
i s° s?
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X egrisinin dual yay parametresine gore koni egrilik fonksiyonu

olarak bulunur.

Ornek 5. Parametrik ifadesi

x(s,v) =(s+v,vsinhs,vcoshs), selR (6.91)

olan regle ylzeyi ele alaim. Bu ylzeyin dayanak egrisi a(s)z(l,(),()) ve ana dogrularinin

dogrultman vektsrii d (is) = (1,sinh s,cosh s) dir.

—
e

=
i

o’
™

L
™

Sekil 6.12 (6.91) denklemiyle verilen ana dogrulari lightlike olan regle ylzey

Simdi, regle yuzeye karsilik gelen dual konisel egriyi bulalim:

x(s) =d (s) ve moment
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A k

x (s)=a(s)xx(s)=|1 0 0
1 sinhs coshs

= ((), scosh s, ssinh )

olur. Buna gore dual konisel egri

% (s)=(1,sinh s,cosh s)+&(0,scosh s, ssinh s) (6.92)

olarak bulunur.

Bu egrinin dual yapi fonksiyonu

- 1+coshs 1+coshs
(s)=— +&—
sinh s sinh s

bulunur. Bu egri igin

<i(s),it(s)> =1+sinh® s—cosh” s —1+2¢( s cosh ssinh s — s sinh s cosh )

dir.O halde .f(s) egrisi dual i1sik konisi Gzerinde oldugundan, bir dual konisel egridir. i(s)dual
egrisinin reel kismi

x(s)=(1,sinhs,coshs)
koni Uzerinde bir egridir.

X (s) egrisinin tlrevi alinirsa,

x'(s)=(0,coshs,sinh s)+&(0,cosh s+ ssinh s,sinh s +scosh s)

elde edilir.

<.ft'(s), .f:'(s)> =cosh” s —sinh” s + 28(C08h2 s+ ssinh scosh s —sinh? s — s cosh s sinh s)
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<)?(s),£'(s)>=1+28 (6.93)
e )-1e

oldugundan X (s)dual konisel egrisi bir dual spacelike egridir. (4.2) esitliginden
a(s)=(0,coshs,sinhs)+&(0,ssinhs,scosh s)

dir. % (s)egrisinin ikini tiirevi alinirsa,
¥(s)=(0,sinhs,cosh s)+&(0,2sinh s +scosh s,2cosh s + ssinh s) (6.94)

elde edilir. Buradan

(¥(s5),%(s))=—1-4¢ (6.95)

dir. (6.92), (6.93), (6.94) ve (6.95) esitlikleri (4.8) esitliginde yerlerine yazilirsa, i'(s) egrisinin

dual baglanti egrisi
¥(s)= %(1,—sinh s,—cosh s) +§(O, —scosh s,—ssinh s)

bulunur.
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Sekil 6.13 X (s)=(1,sinhs,coshs)+&(0,scoshs, ssinhs) denklemiyle verilen dual konisel

egrisinin reel gosterge egrisi x (s)=(1,sinhs,coshs) (==) ve bu egrinin dual baglanti egrisi
1 .
y(s)za(l,—smhs,—coshs) (==).

Béylece {X¥,&,y} dual asimptotik ortonormal gatisi elde edilir. X(s) dual spacelike

egrisinin dual koni Frenet tiirev formlleri

%'(s)=(0,cosh s,sinh s)+&(0,cosh s+ ssinh s,sinh s +scosh s)

a'(s)=(0,sinhs,coshs,0)+&(0,sinh s+ scosh s,cosh s+ ssinh s)
y'(s)= %(0,—cosh s,—sinh s)+g(0,—coshs—ssinh s,—sinh s —scosh s)

dir. k, (s) koni egrilik fonksiyonu (4.15) denkleminden

olarak bulunur. Bu durumda X(s)in dual koni Frenet formulleri matris formunda asagidaki

gibidir:



xX'(s)
a'(s)
y'(s)

=|—+¢

Ani donme vektori

89

x(s)
a(s) |.

y(s)

- 1 1. 1
w(s) —(1,(),0)+8[5,§smhs,§coshsj

olarak bulunur.

X(s) dual spacelike egrisinin dual yay uzunlugu,

E=I”i'"dcr=I(1+g)da=(1+e)s

olarak bulunur. Buradan,

ds
ds

—=(1+¢&)s

(6.96)

dir. x egrisinin dual yay parametresine gére dual koni Frenet tiirev formilleri

R =
Il

<.

1 0

0 -1
l+£l 0
2 2

[ =

<

biciminde yazilabilir. E(E) koni egrilik fonksiyonu (5.30) denkleminden

K=—+¢&—

dir.
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Ornek 6. Parametrik ifadesi

x(s,v) =(sins+vsins,coss+vcoss,—s +v), s € IR (6.97)

olan regle yuzeyi ele alalim. Bu yuzeyin dayanak egrisi a(s):(sins,coss,—s) ve ana

dogrularinin dogrultman vektori d (s) = (Sin s,COS s,l) dir.

=~ ~
[8,] [}

n
[

[
]

n
wm

o
m
T T T T U U T T A 0 O A Y

&0
=]

'
-

Sekil 6.14 (6.97) denklemiyle verilen ana dogrulari lightlike olan regle yizey.

Simdi, regle yuzeye karsilik gelen dual konisel egriyi bulalim:
x(s)=d(s) ve moment

—i —j k
x (s)=a(s)xx(s)=[sins coss -s

sins coss 1

= (—(s+1)cos s,(s+1)sin s,O)
olur. Buna goére dual konisel egri
*(s)=(sins,cos s,1)+€(—(s+1)cos s,(s+1)sin s,O) (6.98)

ve dual yapi fonksiyonu
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- sins +1 s+1
f(s)= +E—
COS § sins —1

olur. Bu egri igin

(s),.f(s)> =sin” s+ cos” s—1+28(—(s+1)sinscoss+(s+1)sinscoss)

dir.O halde .i:(s) egrisi dual 1s1k konisi Uzerinde oldugundan, bir dual konisel egridir. .i:(s)dual
egrisinin reel kismi

x(s)=(sins,coss,1)

koni Gzerinde bir gemberdir.

X (s) egrisinin tlrevi alinirsa,

%'(s)=(coss,—sin s,0)+g((s+1)sins—coss,(s+1)coss+sins,0)

elde edilir.

<.\~¢'(s),.§'(s)> =cos® s+sin’ S+28((S+1)Sil’1 scoss—cos’ s—(s+1)cos ssins—sin’ s)

<£'(s),£'(s)>=1—28 (6.99)

[ (s)|=1-¢
oldugundan % (s) dual konisel egrisi bir dual spacelike egridir. (4.2) esitliginden
@(s)=(coss,—sins,0)+&((s+1)sins,(s+1)coss,0)
dir. % (s) egrisinin ikinci tiirevi alinirsa,

,\?(s) =(—sins,—cos s,0)+g((s+1)coss+2sin s,—(s+1)sins+2cos s,O) (6.100)
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elde edilir. Buradan

(%(s).%(s))=—1-4¢ (6.101)

dir. (6.79), (6.80), (6.81) ve (6.82) esitlikleri (4.8) esitliginde yerlerine yazilirsa, i(s) egrisinin

dual baglanti egrisi olarak
¥(s)= %(sin s,cos,—1)+§(—(s+1)cos s,(s+1)sin s,O)

bulunur.

Sekil 6.15 % (is)=(sins,cos s,1)+€(—(s+1)cos s,(s+1)sin s,O) denklemiyle verilen dual

konisel egrinin reel gdsterge egrisi x (s) = (sins,cos s,1) (=) ve bu egrinin dual baglanti egrisi
1,. . - o~ =~ ) ) -

y(s)= 5(s1n s,co8,—1) (==). Béylece {¥,&,¥} dual asimptotik ortonormal catisi elde edilir.
i(s) dual spacelike egrisinin dual koni Frenet tirev formulleri

x'(s)=(cos s,—sins,0)+g((s+1)sins—cos s,(s+1)cos s +sin s,())
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a'(s) :(—sins,—coss,0)+g(sins+(s+1)coss,cosss—(s+1)sin s)

¥'(s) :l(cos s,—sins,O)+§((s+l)sins—cos s,(s+1)cos s+sin s,())

dir. k, (s) koni egrilik fonksiyonu (4.15) denkleminden

olarak bulunur. Bu durumda )E(s)in dual koni Frenet formdlleri matris formunda asagidaki

gibidir:
%(s) 1 0 1 1-¢ 0 %(s)
(},(S) = —§+85 0 —(1—5) (f(s) .
¥'(s) ( . 1) ¥(s)
0 —| —=+&—
L 2 2 -

Ani donme vektori
w(s)=(0,0,-1)+¢& lsin s,lcos s,l
2 2 2

olarak bulunur.

.i'(s) dual spacelike egrisinin dual yay uzunlugu,

E=j||£'||da=j(1+g)da=(1+e)s (6.102)

olarak bulunur. Buradan,

B _(11e)s

ds

dir. x egrisinin dual yay parametresine gére dual koni Frenet tiirev formdalleri matris formunda
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i 0 1 0.
: 1 i
al=|-= 0 -l|la|.
- 2 .
y y
0o L o
L2

K (5) koni egrilik fonksiyonu (5.30) denkleminden

dir.
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