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YUKSEK LiSANS TEZi

DUAL SONLU &4,-TUMLENMIiS MODULLER
FERIDE CEYLAN

SINOP UNIVERSITESI LISANSUSTU EGITIiM ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

DANISMAN: DR. OGR. UYESi ESRA OZTURK SOZEN

Bu ¢alismanin birinci kisminda &5 —timlenmis modiillerin bir genellestirmesi olarak dual
sonlu  &g¢ —tiimlenmis  modiiller tanimlandi. Bir M  modiliinin  dual sonlu
8¢ —timlenmigliginin bolim modiilleri, direkt toplam terimleri ve M —iiretilmis modiiller
altinda korundugu gosterildi. Herhangi sayida dual sonlu §4¢ —tiimlenmis modiiliin keyfi direkt
toplaminin da  dual sonlu &g —tiimlenmis oldugu gosterildi. Bir modiiliin dual sonlu
d5s —timlenmis olmasina esdeger kosul olarak her maksimal alt modiiliiniin 844 —tiimleyene
sahip olmasi elde edildi. Caligmanin ikinci kisminda bol dual sonlu &4 —tiimlenmis modiiller
tamimlanarak birinci kisma paralel olacak sekilde temel cebirsel 6zellikler irdelenmistir. Son
olarak da bol dual sonlu ss —tiimlenmis modiiller ile bol dual sonlu § —tiimlenmis modiiller
arasinda bir ara yapinin teskil edildigi bu tezde kapsamalarin 6z oldugunu somutlayan érneklere
yer verildi.

ANAHTAR KELIMELER: Dual sonlu &4 —tiimlenmis modiil, bol dual sonlu
055 —tiimlenmis modiil, 65, —miikemmel halka.
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ABSTRACT

MSC THESIS

COFINITELY &855-SUPPLEMENTED MODULES

FERIDE CEYLAN

SINOP UNIVERSITY INSTITUTE OF GRADUATE PROGRAMS
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

SUPERVISOR: ASST. PROF. DR. ESRA OZTURK SOZEN

In the first part of this study cofinitely ;s —supplemented modules are introduced as a
generalization of &5 — supplemented modules. It is shown that the case of being
cofinitely 6,; —supplemented for a module M is preserved under factor modules, direct
summands and M —generated modules. An arbitrary sum of cofinitely
dss —supplemented modules is also cofinitely 6, —supplemented. A module is cofinitely
dss —supplemented if and only if each maximal submodule has a §,; —supplement. In
the second part of the study amply cofinitely §,; —supplemented modules are defined
and basic algebraic properties are investigated similar to first part. At the end some
examples are given showing that mentioned module inclusions are proper.

KEYWORDS:  Cofinitely &4 —supplemented ~ module, amply  cofinitely
dss —supplemented module, 8, —perfect ring.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

: Birimli halka

: Birimli R halkasinin birimi

: Tamsayilar halkas1

: Tamsayilar halkasinin kesirler cismi

: Dogal sayilar kiimesi
: Bos kiime

: Alt kiime

: Alt modiil

: Oz alt modiil
: Bir M modiiliinde x elemani tarafindan tiretilen devirli alt modiil
: Bir M modiiliiniin {M,};¢; alt modiiller ailesinin i¢ direkt toplam1
: Bir M modiiliiniin {M,};¢; alt modiiller ailesinin dis direkt toplami1
. {M,;};¢; modiiller ailesinin dis direkt ¢arpimi
. f homomorfizmasinin goriintii kiimesi

. f homomorfizmasinin ¢ekirdegi

. A ile € modiilleri izomorftur.

: Igerme monomorfizmasi

: Dogal homomorfizma

: M modiiliinin birim homomorfizmasi

: M modiiliiniin N alt modiiliine gore boliim modiilii
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: M modiiliiniin / indis kiimesine gore kopyalarinin direkt toplami1
: M modiiliiniin sifirlayani

. M modiiliiniin tiim basit alt modiillerinin toplami1

: M modiiliiniin tiim kiigiik ve basit alt modiillerinin toplami1

: M modiiliiniin tiim §-kiigiik ve basit alt modiillerinin toplami1
: Kiigiik alt modiil

: Biiyiik alt modiil
. § —kiigiik alt modiil

: M modiiliiniin radikali

: M modiiliiniin § —radikali

: Z sol Z modiilu

: Q sol Z modiili



1. GIRIS

R bir halka ve (M, +) bir Abel grup olsun. r € R ve m € M olmak {izere, rm seklinde
tanimli Modiil Teori Hilbert (1890) tarafindan ortaya konmustur. Bilinen en temel
cebirsel yapilar olan grup, halka ve cisim kavramlar1 goz oniine alindiginda, her abel
grup bir modiil, her halka kendi {izerine bir modiil, her cisim kendisi iizerine bir vektor
uzay1 ve her vektor uzay: bir modiil yapisi teskil ettiginden Modiil Teori oldukca genis
aragtirma ve uygulama alanina sahiptir. Bir vektdr uzayinin her alt uzay1 bir direkt
toplam terimi iken bu durumun modiil tizerine genellenemeyecegi agiktir. Buradan yola
cikarak bir modiiliin alt modiillerinin direkt toplam terimi seklinde yazilmasi veya alt

modiillerinin tiimleyene sahip olmasi temel aragtirma problemlerinden biri olmustur.

Tiimlenmis modiillerin karakterizasyonunda onemli rol oynayan kiigiik alt modiil
kavrami Zhou (2000) tarafindan genellestirilerek & —kiiciik alt modiil kavrami
verilmistir. Bundan hareketle Kosan (2007) tarafindan § — tiimlenmis ve & —lifting
modiller calisilmistir. Boylece bilinen tiimleyen kavramindan daha genel olan
§ —timleyen kavramina gec¢ilmistir. Kosan (2007) ayni ¢alismasinda bu tanimlarini
Zhou (2000) nun § —miikkemmel ve & —yar1 miikemmel halkalariyla iliskilendirerek

cesitli karakterizasyonlar elde etmistir.

Kaynar vd., (2020) ss —tiimlenmis modiilleri yar1 basit modiillerin uygun bir
genellemesi olarak tanimlamistir. Eger M nin her alt U modiilii U NV yar1 basit olacak
sekilde M modiiliinde bir V tiimleyenine sahip ise M modiilii ss — tiimlenmis olarak
adlandirilir. Ayn1 zamanda giiglii lokal modiillerin uygun bir genellemesi olarak bol

ss —tiimlenmis modiiller tantmlanmis ve karakterizasyonlar1 yapilmistir.

Daha sonra Nisanci Tiirkmen ve Tiirkmen (2020) &5 — tiimlenmis modiiller ve halkalar

izerine ¢alismis ve bu modiillere ait ¢esitli 6zellikler elde etmistir.

Nisanc1 Tirkmen ve Kilig (2022) (bol) dual sonlu ss —tiimlenmis modiil kavramini
tanitmiglar ve bu modiiliin 6zelliklerini (bol) ss — tiimlenmis modiillerin uygun bir

genellemesi olarak ¢alismislardir.

Bu tez calismasinda dual sonlu &4 —tiimlenmis ve bol dual sonlu §g¢ —tlimlenmis

modiillerin tanimlar1 ve bu modiillerin 6zellikleri ¢alisiimistir.



2. GENEL BiLGILER

Bu boéliimde, tizerinde ¢aligilan konu ile ilgili temel kavramlara yer verilecektir.
2.1. Halkalar

Tanim 2.1.1: Asagidaki kosullar saglandigi takdirde (R, +,.) tgliistine halka ad1 verilir.

(i) (R, +) abel gruptur.

(i) Her x,y,z € R i¢in (x.y).z = x. (y.z) dir.

(i) Herx,y,z€R i¢cin x.(y+z)=x.y+x.zve (x+y).z=x.z+y.z dir
(Hungerford, 1973).

Bu tez galismasinda R ile (R, +,.) halkasi kastedilecektir.

Tamm 2.1.2: R bir halka olsun. Her x,y € R eleman1 x.y = y.x sartin1 ger¢ekliyorsa
halkaya degismeli halka, her x € R elemant i¢in 1z.x =x.1z =x kosulunu

gercekleyen 1z € R mevcut ise halkaya birimli halka ad1 verilir (Hungerford, 1973).
Bu ¢alismada birimli halka tizerinde ¢alisilacaktir.

Tamm 2.1.3: R bir halka ve @ # 1 € R olsun. I,R halkasmin bir alt grubu ve her
a,b € I keyfi elemanlari i¢in a.b € [ ise, I alt grubuna R halkasiin bir alt halkas1 ve
her r €R, her a €1 igin r.a € I (a.r €I) ise I alt halkasina R halkasinin sol (sag)
ideali denir. I, R halkasinin hem sol hem de sag ideali ise, I alt halkasina R halkasinin
bir ideali denir (Hungerford, 1973).

2.2. Modiiller

Tamim 2.2.1: R bir halka ve (M, +) bir abel grup olsun. r € R ve m € M olmak iizere,
rm ile tanimli o: R X M — M fonksiyonu r,s € R ve m,n € M keyfi elemanlari i¢in

(i) rm+n)=rm+rn

(i) (@+sm=rm+sm

(iii)  (rs)m =r(sm)
kosullarin1 ger¢ekliyorsa M abel grubuna " e " dis islemine gore bir sol R —modiil denir.
R birimli olmak tizere eger her m € M i¢in 1;m = m oluyorsa M sol R —modiiliine

tiniter sol R —modiil denir (Wisbauer, 1991).



Tamim 2.2.2: M bir modiil ve @ # N € M olsun. N, M modiiliiniin bir alt grubu olmak
tizere r € R ve n € N keyfi elemanlar i¢in rn € N oluyorsa N ye M modiiliiniin alt
modiilii denir ve N <M ile gosterilir. {0} ve M modiiliiniin kendisi M nin alt

modilleridir. Bu alt modiillere M modiiliiniin asikar alt modiilleri denir (Hungerford,

1973).

Tanim 2.2.3: M modiiliiniin kendisinden farkli bir alt modiilii N olsun. Bu durumda N

alt modiiline M modiiliiniin bir 6z alt modiilii denir ve N £M seklinde gosterilir

(Hungerford,1973).
Tanim 2.2.4: R bir halka, M bir R —modiil ve A € M alt kiime olsun. Bu taktirde
freR| rm=0,vme A}

kiimesi R halkasinin sol idealidir. Bu sol ideale A kiimesinin sifirlayicisi denir ve
Ann(A) seklinde gosterilir. Eger A, M nin bir alt modiilii ise Ann(4) , R halkasinin bir
idealidir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Tamim 2.2.5: Asikar alt modiillerinden baska alt modiilii bulunmayan sifirdan farkli bir

M modiiliine basit modiil denir (Kasch, 1982).

Onerme 2.2.6: M bir basit modiil olsun. {0} alt modiilii M nin maksimal alt modiiliidiir.

Her 0 # a € M elemani igin Ra = M olup M devirlidir (Kasch, 1982).

Lemma 2.2.7: (Zorn Lemmas1) Kismi sirali bir A kiimesinin her zinciri bir {ist sinira

sahip ise, A bir maksimal elemana sahiptir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Teorem 2.2.8: Bir M modiiliiniin herhangi sayida alt modiillerinin arakesiti M nin bir
alt modiiliidiir (Hungerford, 1973).

Tanim 2.2.9: M bir modiill ve XSM olsun. M modiiliiniin X kiimesini kapsayan tim alt
modiillerinin kesisimine M modiiliiniin X tarafindan iiretilen alt modiilii denir ve < X >

seklinde gosterilir (Hungerford, 1973).

Tamim 2.2.10: M bir modiil olsun. M modiiliiniin tirete¢ kiimesi 4 = {m,, m,, ..., m,,}
seklinde sonlu elemanli ise, M modiiliine sonlu iiretilmis modiil denir ve M =<
my,my, ..., my, >= Rmy + Rm, + ---+ Rm,, seklinde gosterilir. M modiiliinlin iirete¢
kiimesi A = {m} tek elemanli ise M modiiliine devirli modiil denir ve M = Rm =<

m > ile gosterilir (Hungerford, 1973).



Onerme 2.2.11: M bir modiil ve H, K, N da M modiiliiniin alt modiilleri olmak {izere

H < N olsun. Bu taktirde (H + K) n N = H + (K n N) dir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Tamim 2.2.12: M bir modiil ve N < M olsun. M / N bélim grubu, r € Rve m+ N €
M / N keyfi elemanlar olmak tizere, r(m + N) = rm + N ile taniml ikili islemine gore
bir sol R —modiildiir. Bu modiil M modiiliiniin N alt modiiliine gore boliim modiilii

olarak adlandirilir.(Hungerford, 1973).

Tanmm 2.2.13: M bir modiil ve U < M olsun. % boliim sonlu tretilmis ise U < M alt

modiiliine dual sonlu alt modiil denir (Hungerford, 1973).

Tamm 2.2.14: M modiil ve K < M 6z alt modiil olsun. K + L = M kosulunu saglayan
M nin bir L 6z alt modiilii yoksa K ya M nin bir kii¢iikk alt modiilii denir ve K <« M
seklinde gosterilir (Wisbauer, 1991).

Teorem 2.2.15: Herhangi bir M modiilii i¢in

z A = Rad(M)

ALM

dir (Kasch, 1982).

Tanim 2.2.16: M modiil ve K, M nin bir alt modiilii olsun. K modiiliinin M nin sifirdan
farkli her alt modiilii ile arakesiti sifirdan farkli ise, K ya M modiiliiniin biiyilik alt
modiilii denir ve K < M seklinde gosterilir (Wisbauer, 1991).

Tamm 2.2.17: M bir sol R —modiil olsun.

Z(M) = {m € M: Ann(m) 2 4R} alt modiiliine M nin singiiler alt modiilii ad1 verilir.
Eger Z(M) = M ise M ye singiiler, Z(M) = 0 ise M ye singiiler olmayan modiil adi
verilir (Goodearl, 1976).

2.3. Modiil Homomorfizmalar: ve izomorfizma Teoremleri

Tamm 2.3.1: M ve N birer modiil ve f: M — N bir fonksiyon olsun. V x;,x, € M ve
Vr €Rigin f(x; +x3) = f(x1) + f(xy) ve f(rxy) = rf(x;) kosullari saglaniyorsa f
fonksiyonuna R —modiill homomorfizmasi veya kisaca homomorfizma denir

(Hungerford, 1973).

Bir homomorfizma bire bir ise monomorfizma; orten ise epimorfizma; hem bire bir hem

Orten ise izomorfizma olur.



Tamm 2.3.2: M bir modil ve f:M — M bir homomorfizma olsun. Bu taktirde f
homomorfizmasina M modiliniin endomorfizmasi denir ve tim endomorfizmalarin

kiimesi End(M) seklinde gosterilir (Hungerford, 1973).

Teorem 2.3.3: M bir modiil ve N < M olsun. Her a € M i¢in I1(a) = a + N ile tanimh
II:M - M /N doniisiimii epimorfizmadir. Bu II epimorfizmasit dogal homomofizma

olarak adlandirilir (Hungerford, 1973).

Teorem 2.3.4: M ve N birer modiil olmak iizere, f: M — N homomorfizmasi verilsin.
Bu takdirde,

(1) C <Mise f(C) < Ndir.

(i) U<Nise, f71(U) < M du.

Ozel olarak U = {0} < N almirsa f~1({0}) = {a € M | f(a) = 0} alt modiildiir. Bu
fY{0H <M alt modiline f’nin ¢ekirdegi denir. Cek(f) = f1({0}) =
{a e M| f(a) =0} seklinde gosterilir. [I:M - M / N dogal homomorfizmasi igin
Cek(IT) = N oldugu agiktr.
(i) C<Mise f71(f(C)) = C + Cek(f) dir.
(ivy C<MveU<Nise ffIFf[OO+U)=C+f Y U)vef(f XU)NC) =
U n f(C) dir (Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 2.3.5: M ve N birer modiil ve f: M — N homomorfizma olsun. [I:M - M /
Cek(f) dogal homomorfizma olmak iizere; f = gIl olacak sekilde bir tek g: M /
Cek(f) — N monomorfizmasi vardir ve M / Cek(f) = f(M) dir (Alizade ve Pancar,
1999).

Teorem 2.3.6: M bir modiil ve N,U <M olsun. Bu durumda, (N+U) /U =N/
(N n U) dur (Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 2.3.7: M bir modill ve N < U <M olsun. Bu durumda, M/U = (M/N) /
(U/N) dir (Alizade ve Pancar, 1999).

Tamim 2.3.8: M bir modiill ve N < M olsun. M nin N alt modiiliinii kapsayan N den

baska 6z alt modiilii yoksa, N ye M nin maksimal alt modiilii denir (Kasch, 1982;
Wisbauer, 1991).

Onerme 2.3.9: M bir R —modiil ve N < M 6z alt modiil olsun. N nin M modiiliiniin
maksimal alt modiil olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her a € M — N i¢in N + Ra =

M olmasidir (Kasch, 1982).



Teorem 2.3.10: M bir modiil olsun. M nin alt modiilii olan N modiiltiniin maksimal alt

modiil olmasi1 i¢in gerek ve yeter kosul M/N nin basit modiil olmasidir (Wisbauer,

1991).

Lemma 2.3.11: M sonlu iiretilmis bir modiil ve 6 de M nin alt modiillerinin bir ailesi
olsun. Her A € 8 ig¢in M # N + A olacak sekilde M nin bir N alt modiiliiniin oldugu
kabul edilsin. O halde U

Q={L<MINCSLveherA€®f icin M #L+A}

alt modiillerinin kiimesinde maksimal olacak sekilde M nin bir U alt modiilii vardir

(Tribak, 2013).

Tanmm 2.3.12: M bir modiil olsun. Eger M modiiliiniin tiim 6z alt modiillerinin toplami1

yine M nin bir 6z alt modiilii ise, M modiiliine lokal modiil denir (Wisbauer, 1991)

Tamm 2.3.13: R bir halka ve M bir modiil olmak tizere M modiiliiniin tiim maksimal alt
modiillerinin kesisimi M nin radikali olarak adlandirilir ve Rad(M) seklinde gosterilir.
Eger M nin maksimal alt modiilii yoksa Rad(M) = M seklinde tanimlanir. Bu taktirde
M modiiliine radikal modiil denir (Kash, 1982; Wisbauar ,1991).

Tamm 2.3.14: R herhangi bir halka olmak tizere sifirdan farkli her sol R —modiil

maksimal alt modiile sahip ise R ye sol maksimal halka denir (Faith, 1995).
2.4. Direkt Carpimlar ve Direkt Toplamlar

Tammm 2.4.1: M bir modill ve {M;};c;, M nin alt modiillerinin bir ailesi olsun.
M =Y, M; ve her v € I igin M, N (32, M;) = 0 ise, M ye bu alt modiiller ailesinin
i¢ direkt toplami denir ve her bir M; alt modiiliine de M nin direkt toplam terimi denir
ve @,/ M; ile gosterilir. Ozel olarak I = {1,2} ise, M = M; @ M, olmasi icin gerekli ve
yeterli kosul M = M; + M, ve M; N M, = 0 olmasidir (Hungerford, 1973).

Eger M modiiliiniin {0} ve kendisinden baska direkt toplam terimi bulunmuyorsa M

modiiliine par¢alanamaz modiil denir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Tamim 2.4.2: R bir halka ve I # @ indis kiimesi olmak tizere, {M;};c;, R —modiillerin
bir ailesi olsun. {a|a:I »U;; M;,V i € I icin a(i)eM;} doniisiimlerin  kiimesine
{M;};c; ailesinin ¢arpimi denir ve bu kiime [[;¢; M; seklinde gosterilir. Her i € I igin
a(i) = a; ve a = (;);¢ ile gosterilirse a; ye a donilisiimiiniin i. bileseni denir. Eger I

sayilabilir ise, @ = (;);e; = (aq, @3, ..., q;, ... ) seklindedir. a, B € [];; M; olmak tlizere
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(i) a=f < heri€ligina; =,
(i)  a+pB=(a;i+Bier
(i)  —a=(—a)iern

(iv) 7 € R olmak lizere ra = (ra;);e;

ile tanimli cebirsel islemlerine gore [[;e; M; bir sol R —modiil yapisina sahiptir. Bu
modiile {M;};c; modiiller ailesinin dis direkt ¢arpim1 denir.

by My = {(@)e; | sonlu sayida i € I igin a; # 0} kiimesi [];.; M; modiiliiniin bir alt

modiiliidiir. @, M; alt modiiliine {M;};c; modiiller ailesinin dis direkt toplami denir. I

indis kiimesi sonlu ise, [T;e; M; =, M; dir (Alizade ve Pancar, 1999).

Tamm 2.4.3: M bir modiil olsun. I # @ indis kiimesi olmak tiizere her i € [ igin
M; = M almirsa, @i, M; dis direkt toplamma M nin kopyalarinin toplami denir ve

M@ jle ifade edilir (Kasch, 1982).

Tamim 2.4.4: M ve N birer modiil ve I # @ bir indis kiimesi olsun. Eger f:M® - N
epimorfizmast mevcut ise, N ye M —iiretilmis modiil denir. Eger I indis kiimesi sonlu

elemanli ise, N ye sonlu M —iiretilmis modiil denir (Wisbauer, 1991).

Tamim 2.4.5: Dis direkt toplam tanimindan eger M = R halkas1 alinirsa F = RO

modiilii olugur ve bu modiile serbest modiil ad1 verilir (Kasch, 1982).

Tamim 2.4.6: Her modiil bir serbest modiiliin homomorfik goriintiisiidiir (Sharpe ve

Vamos, 1972).

Teorem 2.4.7:
(i) M ve N birer modiil olsun. Her g: M — K epimorfizmasi ve her f: N - K
homomorfizmasi i¢in asagidaki diyagram degismeli ise, N ye

M —projektiftir denir.

N
h,/ yf
M - K->0
g

Yani yukaridaki diagramda g epimorfizma ve her f, g homomorfizmalari i¢in N
f = gh olacak sekilde bir h: N - M homomorfizmasi varsa N modiiliine

M —projektiftir denir.



(i) N bir modiil olsun. Her g: M — K epimorfizmasi ve her f: N - K
homomorfizmasi i¢in asagidaki diyagram degismeli ise, N ye projektiftir

denir.

N
h, {f
M - K—->0
¢}

Yani yukaridaki diagramda g epimorfizma ve her f,g homomorfizmalari i¢in N
f = gh olacak sekilde bir h: N - M homomorfizmas1 varsa N modiiliine projektiftir

denir. N, N —projektif ise, N ye kendi kendine projektiftir denir (Wisbauer, 1991).
Onerme 2.4.8: Her serbest R —modiil projektiftir (Kasch, 1982; Wisbauer, 1991).

Tamm 2.4.9: R bir halka ve M bir R —modiil olsun. M = U + V kosulunu gerg¢ekleyen
her U, V alt modiili i¢in Gor(f) < U ve Gor(Iy — f)(M) <V olacak sekilde bir
f € End(M) var ise, M modiiliine m —projektif modiil denir (Wisbauer,1991).

2.5. Yar Basit Modiiller

Tamm 2.5.1: M bir modiil olsun. M nin her alt modiilii direkt toplam terimi ise, M

modiiliine yar1 basit modiil denir (Kasch,1982).

Onerme 2.5.2: R bir halka olmak iizere, R nin sol R —modiil olarak yar1 basit olmas1

igin gerek ve yeter kosul R nin sag R —modiil olarak yar1 basit olmasidir (Kasch, 1982).

Sonug 2.5.3: R halkasi i¢in asagidaki ifadeler denktir:
(1) R yar basit halkadir.
(i)  Her sol R —modiil yar1 basittir.
(ifi))  Her sag R —modiil yar basittir (Kasch, 1982).

Teorem 2.5.4: Bir M modiili i¢in asagidaki ifadeler denktir:

(1) M nin her alt modiilii basit alt modiillerin toplamidir.
(i) M basit alt modiillerin toplamidir.
(ili) M basit alt modiillerin direkt toplamidir.
(iv) M yar basittir (Kasch, 1982).
Tamm 2.5.5: M bir modiil olsun. M nin basit alt modiillerinin toplamina M nin destegi

denir ve Soc(M) seklinde gosterilir (Sharpe ve Vamos, 1972).



Teorem 2.5.6: Bir M modiilii i¢in Nyapy N = Soc(M) dir (Kasch, 1982).
Sonug¢ 2.5.7: Bir M modiilii i¢in asagidaki ifadeler denktir:

(1) M modiiliiniin her N alt modiilii i¢in N = Soc(N) dur.
(i) M = Soc(M) dur.

(ili) M basit alt modiillerin direkt toplamuidir.

(iv) M yan basittir (Kasch, 1982).

Sonug 2.5.8:
(i) Yari basit modiillerin her alt modiilii de yari basittir.
(i) Yar basit bir modiilin homomorfik goriintiisii de yar1 basit modiildiir.

(iii)  Yar1 basit modiillerin herhangi sayidaki toplam1 da yari basittir (Kasch,
1982).

2.6. 6 —Kii¢iik Alt Modiiller

Tamim 2.6.1: M bir modiil ve N < M olsun. Eger M nin M /X singiiler olacak sekilde
her X alt modiilii icin N + X = M olmast X = M olmasimi gerektiriyorsa N ye M
modiiliinde § —kiigiik alt modiil denir ve N <5 M ile gosterilir (Zhou, 2000).

Lemma 2.6.2: Bir M modiilii igin asagidakiler denktir:

(i) M <g N dir.
(ii) M nin her E genislemesi i¢in M < E dir.
(ili) M projektif yar basittir (Tribak, 2013).

Lemma 2.6.3: N < M olsun. Bu taktirde asagidakiler denktir:
(i) N <s M dir.
(i) Bir X <s M i¢in N + X = M ise bu taktirde projektif yar1 basit bir Z < N
alt modiili i¢cin M = Z @ X dir (Zhou, 2000).

Lemma 2.6.4: M bir R —modiil olsun.
(1) C < N olmak tizere M nin C, N ve U alt modiilleri i¢in
Q) NKsM & CKLsgMveN/C Ks M/C dir.
b) N+UKsM & N KLsM velU Kg M dir.
(i) C <«sMvef:M - N bir homomorfizmaise f(C) < N dir. Ozel olarak,
CKsMC NiseC <sN.



(iii)

(iv)

CL,<M <M,C, <My, <MveM=M, @ M,olsun.C; B C, Ks M &
C; Ks My ve C, KLs M, dir.

C <N <MveN, M nin direkt toplam terimi olsun. C <s M ise C <g N
(Zhou, 2000; Al-Takhman, 2007).

Tamim 2.6.5: ¢ tiim singiiler basit modiillerin bir ailesi olmak {lizere bir M modiilii i¢in

(M) =n{N < M|M/N € @} seklinde tanimlanir (Zhou, 2000).

Lemma 2.6.6: M ve N modilleri verilsin.

(i)
(i)

(iii)
(iv)

(M) = Y{C < M|C K5 M }dir.

M bir modiil ve N < M olsun. Her f: M - M homomorfizmasi i¢in

f(N) < N ise N’ye tam degismez alt modiil denir (Wisbauer,1991).

M =@;c; M; ise bu taktirde §(M) = @;¢; §(M;) dir.

Eger M modiiliiniin her 6z alt modiilii M nin bir maksimal alt modiiliinde
iceriliyorsa bu taktirde 6(M), M modiliiniin en biyik & —kiicik alt
modiiliidiir (Zhou, 2000).

Not 2.6.7: M sonlu iiretilmis bir modiil ise §(M) «s M dir (Nematollahi, 2009).

Tanim 2.6.8: M bir modiil olsun. §(M) <5 M ve §(M), M nin maksimal alt modiilii ise
M modiiliine § —lokal modiil denir (Tribak, 2012; Tribak, 2013).

Tamim 2.6.9: M bir modiil, P bir projektif modiil ve f:P - M homomorfizmasi

Cek(f) <s P sartin1 gercekleyen bir epimorfizma ise (P, f) ikilisine M nin projektif
6 —ortiisii denir (Zhou, 2000).

Bir M modiiliiniin her projektif ortiisii ayn1 zamanda projektif § —ortiidiir.

Tanmm 2.6.10: R bir halka olsun. Her R —modiil projektif § —ortiiye sahipse R ye

6 —miikemmel halka denir. Eger her basit R —modiil projektif § —ortiiye sahipse R ye
6 —yar1t milkemmel halka denir (Zhou, 2000).
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3. MATERYAL METOD

3.1. Tiimlenmis Modiiller

Timleyen alt modil kavrami Zoschinger (1974a) tarafindan ilk kez direkt toplam
terimlerinin bir genellestirilmesi olarak tanimlanmistir. Bir modiiliin her alt modiiliiniin
tiimleyene sahip olmast miimkiin olmadigindan, her alt modiilii tiimleyene sahip olan

modiilleri yani tlimlenmis modiilleri calismak 6nemli bir ¢aligsma alani olmustur.

Tanmm 3.1.1: M bir modiil ve U < M olsun. M = U + V seklinde bir V < M var ve V
bu sarta gére minimal ise, yani M = U + L kosulunu gergekleyen her L < Vigcin L =V
ise, V ye M de U nun tiimleyeni ve U ya M de tiimleyene sahiptir denir. Eger M = U +
V kosulunu saglayan her V alt modiilii icin M de U nun V tarafindan kapsanan bir

tiimleyeni mevcutsa, U ya M de bol timleyene sahiptir denir (Wisbauer, 1991).

Tanmm 3.1.2: M modiil olsun. M modiiliiniin her alt modiilii tiimleyene sahipse M ye
timlenmis modiil denir. M nin her alt modiilii bol tiimleyene sahip ise, M modiiliine bol

timlenmis modiil denir. Her yar1 basit modiil tiimlenmistir (Wisbauer, 1991).

Tamim 3.1.3: M modiiliiniin her dual sonlu alt modiilii timleyene sahip ise M ye dual

sonlu timlenmis modiil denir (Alizade vd., 2001).
Tamm 3.1.4: M modiliiniin her dual sonlu alt modiilii bol tiimleyene sahip ise, M
modiiliine bol dual sonlu tiimlenmis modiil denir (Alizade vd., 2001).

3.2. § —Tiimlenmis Modiiller

Tamim 3.2.1: M bir sol R — modiil ve N,L < M olsun. Eger M = N+ Lve NNL <5 L
ise L ye N nin M de bir § — tiimleyeni ad1 verilir. Eger M modiiliiniin her alt modiilii M

de bir § —tiimleyene sahip ise M ye § — tiimlenmis modiil ad1 verilir (Kosan, 2007).

Tanmmm 3.2.2: M bir modil olsun. Eger M modiiliiniin her alt modiili M de bol

§ —tiimleyene sahip ise M bol § —tiimlenmis modiil olarak adlandirilir (Tribak, 2012).

Tanim 3.2.3: M bir modil olsun. M modiliiniin dual sonlu her alt modiili M de bir

6 —tiimleyene sahip ise M modiiline dual sonlu § —tiimlenmis modiil denir (Al-

Takhman, 2007).
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TUmlenmis = Dual Sonlu Tiimlenmis

U U

60 — Tumlenmis = Dual Sonlu ¢ — Tiimlenmis

Tanmim 3.2.4: Eger M nin her dual sonlu alt modiilii M de bol § —tiimleyene sahipse M
ye bol dual sonlu § —tiimlenmis modiil denir (Al-Takhman, 2007).

Teorem 3.2.5: Bir R halkasi i¢in asagidaki ifadeler denktir:

) R 6 —yar1 miikemmeldir.

i) Her sol R —modiil bol dual sonlu § —tlimlenmistir.

11)) Her sol R —modiil dual sonlu § —tiimlenmistir.

Iv) Her projektif sol R —modiil dual sonlu § —tiimlenmistir.

V) R nin her sol ideali zR de bir § —tiimleyene sahiptir (Al-Takhman, 2007).
3.3. ss —Tiimlenmis Modiiller

Tamm 3.3.1: M bir modiil olsun. Eger M lokal ve Rad(M) yar1 basit ise M ye giiglii
lokal modiil ad1 verilir (Kaynar vd., 2020).

Tanim 3.3.2: M bir modiil ve U,V < M olsun. Eger M =U +V ve UNV < Socg(V)
ise V ye U nun M de ss —tiimleyeni denir (Kaynar vd., 2020).

Tamim 3.3.3: M bir modiil ve U < M olsun. M = U + V kosulunu saglayan her V < M
icin U nun V' <V olacak sekilde bir V' ss —tiimleyeni varsa U, M de bol

ss —tiimleyene sahiptir denir (Kaynar vd., 2020).

Tanmm 3.3.4: M bir modil olsun. Eger M nin her alt modiilii bol ss —tiimleyene

sahipse, M ye bol ss —tiimlenmis modiil denir (Kaynar vd., 2020).

Tanmm 3.3.5: M bir modil ve VU <M dual sonlu alt modiili icin M =U +V,
UNV KV veUNYV yan basit olacak sekilde M nin bir V alt modiilii varsa M ye dual

sonlu ss —tiimlenmis modiil denir (Nisanc1 Tiirkmen ve Kilig, 2022).

Tanmim 3.3.6: M bir modiil olsun. Eger M nin her dual sonlu alt modiili M de bol

ss —tiimleyene sahip ise M ye bol dual sonlu ss —timlenmis modiil denir (Nisanci
Tiirkmen ve Kilig, 2022).
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3.4. §,; —Tiimlenmis Modiiller

Tanmmm 3.4.1: Bir M modili 6 —lokal ve §(M) S Soc(M) ise giglii & —lokaldir
(Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2020).

Tanmmm 3.4.2: M bir modill ve VU <M igin M =U+V, UNV < Socs(V) olacak
sekilde bir V. < M var ise V ye M de U nun 8, —tiimleyeni denir. Burada Socs(V) =
Soc(V) n §(V) dir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2020).

Onerme 3.4.3: M bir modiil ve U da M nin bir maksimal alt modiilii olsun. Eger U, M
modiiliinde bir V' §g¢ —tiimleyenine sahip ise V giiglii § —lokal veya projektif yari

basittir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2020).

Lemma 3.4.4: Her giiclii § —lokal modiil §¢¢ —tlimlenmistir (Nisanc1 Tiirkmen ve
Tiirkmen, 2020).

Lemma 3.4.5: M bir modiil ve U < M olsun. M nin bir M; alt modiili 65 —tiimlenmis
olsun. Eger M; + U, M modiilinde &g, —tiimleyene sahip ise U da M modiiliinde bir
&5 —tiimleyene sahiptir (Nisanci1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2020).

Tanim 3.4.6: M bir modil olsun. M moduliinin her alt modili bir maksimal alt modul

tarafindan igerilirse M modiiliine es-atomik modiil denir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen,

2020).
Onerme 3.4.7: M bir modiil olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

(i) M giiclii § —lokal veya projektif yari basit alt modiillerin toplamidir.

(i) M es-atomiktir ve M nin her dual sonlu alt modiilii M de bir §4; —tiimleyene
sahiptir.

(ili) M es-atomiktir ve M nin her maksimal alt modiilii M de bir 4, —tiimleyene

sahiptir (Nisanc1 Tiirkmen ve Tiirkmen, 2020).
Sonu¢ 3.4.8: M sonlu iiretilmis bir modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

(i)  Her M; giiclii & —lokal ve projektif yari basit olmak iizere M = ¥, M; dir.

(i) M modiilii 65 —tlimlenmistir.

(ili) M nin her maksimal alt modiiliit M de bir §¢; —tiimleyene sahiptir (Nisanci
Tiirkmen ve Tiirkmen, 2020).
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Teorem 3.4.9: Bir R halkasi i¢in asagidaki ifadeler denktir:
(1) rR, 655 —tiimlenmistir.
(i) R, § —yar1 milkemmel bir halkadir ve §(R) = Soc( zR) dir.
(ili) R/ Soc(R) yar basittir ve idempotentler Soc( zxR)’ye yiikseltgenir.
(iv)  Her projektif sol R —modiil §5¢ —tiimlenmistir.
(v) Her sol R —modiil (bol) 8¢, —tiimlenmistir.
(vi) M sol R —modiiliiniin her maksimal alt modiilii 65, —tiimleyene sahiptir.
(vii) R nin her maksimal ideali R de bir §g; —tiimleyene sahiptir. (Nisanci
Tiirkmen ve Tiirkmen, 2020).

Onerme 3.4.10: R bir sol 8§, —miikemmel halka olsun. Bu durumda R bir sol

maksimal halkadir (Nisanc1 Tirkmen ve Tiirkmen, 2020).
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4. BULGULAR

4.1. Dual Sonlu 644 —Tiimlenmis Modiiller

Tanmm 4.1.1: M bir modiil ve A < M herhangi bir dual sonlu alt modiilii olsun. Eger
A+ B =M ve AN B < Socs(B) olacak sekilde bir B < M varsa M ye dual sonlu 655 —
timlenmis modiil denir. Burada Socg(B) = Soc(B) N §(B) seklindedir.

Agik¢a, M dual sonlu ss —tiimlenmis modiil oldugunda V A < M dual sonlu alt modiilii
icin A+ B =M ve AN B < Socg(B) olacak sekilde bir B < M vardir.

Her 65, —tiimleyen bir § —tiimleyen oldugundan dual sonlu §4¢ —tiimlenmis modiillerin
dual sonlu & —tiimlenmis oldugu da aciktir. Boylece bir M modiilii i¢in asagidaki
iligkinin varlig1 goriilebilir.

dual sonlu ss —tiimlenmis = dual sonlu §g¢ —timlenmis = dual sonlu

§ —tlimlenmis

Onerme 4.1.2: Bir dual sonlu 85 — tiimlenmis modiiliin boliim modiiliide dual sonlu

d5s — timlenmistir.

Ispat: M dual sonlu &4 — tiimlenmis modiil ve A < M olsun. % nin herhangi % dual

xR

sonlu alt modiilii i¢in — = % nin sonlu tretilmis oldugu sdylenebilir. O halde K < M

ENES NS

dual sonludur. Hipotez ile K+ T =M ve KNT < Socs(T) olacak sekilde M

e e - , M K T+A K _T+A _ Kn(T+A
modiiliiniin bir T alt modiili vardir. Boylece Tt ve S n—/—= (A ) =

A+(ZOK) L % oldugu Lemma 2.6.4 den goriilebilir.

Ayrica Sonu¢ 2.5.8 den K NT yart basit modiil oldugundan boliim modiilii olan
KnT _ (KNT)+A

ANT — A

T+A T+A M
T4 olur. O halde 224 M
A A A

yar1 basittir. Boylece Modiiler kuraldan, A < K oldugundan (KnZ)M <

K , L1 M
Socg da ~ nimn d4s —tlimleyenidir. Sonug olarak " dual sonlu
d5s —tiimlenmistir. m

Sonug¢ 4.1.3: Bir dual sonlu §,; —tiimlenmis modiiliin herhangi homomorfik goriintiisii

de dual sonlu §,5 —tiimlenmis modiildiir.

Sonug¢ 4.1.4: Bir dual sonlu &, —tiimlenmis modiiliin herhangi direkt toplam terimi de

dual sonlu &5 —tiimlenmis modiildiir.
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Lemma 4.1.5: M bir modiil ve X <5 M olacak sekilde A, X < M olsun. Eger A + X, M
de B &5, —tlimleyenine sahip ise bu takdirde, B + P, M de A nin 4 —tiimleyeni olacak
sekilde M nin projektif, yar1 basit bir P direkt toplam terimi vardir.

Ispat: Hipotez geregi (A+X)+B =M, (A+ X) N B < Socs(B) olacak sekilde bir
B <M vardir. O halde (A+X)NB KsB ve (A+X)NB yar basittir. M =X +
(A+ B) ve X K5 M oldugu i¢cin M = P @ (A + B) olacak sekilde projektif yar1 basit
bir P < X vardir.

Ayrica; AN(B+P)<[BN(A+P)]+[PNn(A+ B)] oldugu goz Oniine alinarak
Lemma26.4ile[BN(A+P)|<[BN(A+X)] KsBvePN(B+A) Ks P dir. Yine
Lemma 2.6.4 ile AN (B + P) K5 B + P oldugu goriilebilir. Benzer iliski Sonug 2.5.8
ile yar basitlik i¢in de saglanir. Bu durumda A N (B + P) < Socs(B + P) olup ispat

tamamlanir. m

Dual sonlu 8¢ —tiimlenmis modiillerin keyfi toplamlarinin dual sonlu §45 —tiimlenmis

oldugunu goérmek i¢in kullanisli olan asagidaki lemma verilir.

Lemma 4.1.6: A < M dual sonlu §;; —tiimlenmis ve B < M dual sonlu olacak sekilde
birer alt modiil olsun. Eger A + B, M de bir §,; —tiimleyenenine sahip ise B, M de

&5 —tiimleyene sahiptir.

Ispat: M de A+ B nin 8, —tiimleyeni S olsun. Bu taktirde M = (A+ B) + S ve
(A+ B) NS < Socs(S) olacak sekilde bir S < M vardir. Ayrica B < M dual sonlu

M
oldugundan, B < S+ B <M iliskisi gbz oOniline almarak <2z = % = (S";i)BJ'A
B

IR

ANGTD sonlu tiretilmis oldugu goriilebilir ve boylece [A N (S + B)] < A dual sonludur.

Hipotezden A=[AN(S+B)]+T ve [An(S+B)INT=Tn(S+B) < Socs(T)
olacak sekilde A nmn T alt modiilii vardir. Ispatin geri kalan kisminda M de B nin
d¢s —timleyeninin S + T oldugu gosterilecektir. Ag¢ikga M = A+ (B + S)={[AN
S+B)+T}+(B+S)=B+(S+T) elde edilirr Ayrica BN(S+T)<
SNB+DHTNB+)]<[SNB+A]+[TNn(B+S5)]<KsS+T ve [Sn
(B+A)]+ [T n(B+S)] Sonug 2.5.8 ile yar1 basittir. Boylece B N (S + T) de Lemma
2.6.4 ve Sonug 2.5.8 ifadelerinden [S N (B + A)] + [T n (B + S)] nin alt modiilii olarak
S + T de yar basit ve § —kiigiiktiir. m
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Onerme 4.1.7: Dual sonlu &g, —tiimlenmis modiillerin keyfi toplami1 da dual sonlu
855 —tiimlenmistir.

Ispat: {M;};; dual sonlu 84, —tiimlenmis modiillerin bir ailesi ve M = ¥,;c; M; olsun.
Herhangi dual sonlu K < M i¢in n € N Ve iy, iy, ..., [, olmak iizere M = M; + M;, +
++ M; + K vardir. Hipotez ile M; dual sonlu s —tiimlenmis ve 0, M nin agikar
8ss —tlimleyeni oldugundan M;, + M;, ...+ M; + K, Lemma 4.1.6 dan M de
&5 —tlimleyene sahip olur. Benzer sekilde Lemma 4.1.6 tekrar edildiginde M de K nin

bir 8¢ —tiimleyene sahip oldugu goriiliir. m

Sonug¢ 4.1.8: Dual sonlu §45 —tiimlenmis modiillerin herhangi direkt toplami da dual

sonlu 85, —tiimlenmistir.

Sonu¢ 4.1.9: M dual sonlu &g —timlenmis modiil olsun. O halde herhangi

M —iiretilmis modiilde dual sonlu 8¢, —tlimlenmistir.

ispat: G, M —iiretilmis bir modiil olsun. O halde f:M® =@ M — G epimorfizmasi
vardir. Sonuc¢ 4.1.8 den M@ nmin dual sonlu O5s —tiimlenmis oldugu agiktir. Ayrica

Sonug 4.1.3 ten G de dual sonlu §¢; —tiimlenmis olur. m

Tamim 4.1.10: Eger M nin her dual sonlu alt modiilii M de direkt toplami olan bir

d5s —tiimleyene sahip ise M modiilii dual sonlu @ —§,; —tiimlenmis olarak adlandirilir.

nin her

Onerme 4.1.11: M bir dual sonlu &, —tiimlenmis modiil olsun. O halde Socs ()
1)

dual sonlu alt modiilii bir direkt toplam terimidir.

Ispat: K _<_™__qual sonlu olsun. O halde K < M dual sonlu alt modiiliidiir ve
Socs(M) — Socg(M)

hipotez ile K+ T =M ve KNT < Socs(T) olacak sekilde T < M vardir. Agikga,

SOCI,:(M) T;j:;a%) = SOCIZ(M) olur.  Ayrica SOCI(:(M) n T;j:fg) = (Knngfﬁfw) =
:::EZ_EZ; = 0 dir. Buradan SOCI;(M) <® SOCIZ(M) oldugu goriiliir. m

Sonug¢ 4.1.12: M bir dual sonlu §¢; —tiimlenmis modiil olsun. O halde SOCI:(M) @ —dual
sonlu 8¢, —tiimlenmistir.

Sonu¢ 4.1.13: M bir dual sonlu &4, —tiimlenmis modiil olsun. Eger SoesOT) sonlu

iretilmis ise, d5s —tiimlenmistir ve yar1 basittir.

M
Socg(M)
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Asagida bir modiiliin dual sonlu & —tiimlenmisliginin maksimal alt modiiller

yardimiyla karakterizasyonunu saglamaya yardimci bir lemma verilmektedir.

Lemma 4.1.14: M bir modiil, T, M nin bir maksimal alt modiiliiniin §¢; —tiimleyeni ve
T + X de M de bir §¢; —tiimleyene sahip olsun. O halde X, M de bir §¢; —tiimleyene
sahiptir.

Ispat: T, M nin bir maksimal alt modiiliiniin 8, —tiimleyeni oldugundan T giiclii
5 —lokal veya Onerme 3.4.3 ile projektif yar1 basittir. Eger T projektif yar1 basit ise T
nin &, —timlenmis oldugu agiktir veya T giiglii 6 —lokal ise Lemma 3.4.4 den T
dgs —tiimlenmistir. Her iki durum da goz 6niine alindiginda X in Lemma 3.4.5 den M de

bir §;; —tlimleyene sahip oldugu goriiliir. m

Simdi bir M modiiliiniin dual sonlu &4 —tiimlenmis olmasina esdeger olan kosullar
olusturulacaktir. Bu amagla M nin tiim dual sonlu &4 —tlimlenmis alt modiillerinin

toplamu Cofs (M) ile gosterilecektir. Eger boyle bir modiil yoksa Cofs (M) = 0 kabul

edilecektir. Ayn1 zamanda &-Locg(M) ve Socp(M) ile sirasiyla giigliic & —lokal alt
modiillerinin toplami1 ve M nin projektif yar1 basit modiillerinin toplami olarak

gosterilecektir. m
Teorem 4.1.15: Asagidaki ifadeler bir M modiilii i¢in denktir:

) M dual sonlu 645 —tlimlenmistir.
i) M modiiliiniin her maksimal alt modiilii M de bir 8¢, —tiimleyene sahiptir.

ii) ul
6-Locg(M)+Socp(M)

maksimal alt modiile sahip degildir.

iv) Cors. (D) maksimal alt modiile sahip degildir.

Ispat: (i) = (ii) P < M maksimal alt modiil olsun. O halde %basit oldugundan P < M

dual sonlu olur. Béylece P, hipotez ile M de bir §;; —tiimleyene sahiptir.

y P M - .
(i) = (iii) 5 Loc.()+50er () = 5-Locc)+Socn D) alt modiilii maksimal olsun. O halde

P, 6 — Locg(M) + Socp(M) yi igeren M nin bir maksimal alt modiiltidiir.

Hipotez ile P+ T =M ve PN T < Socs(T) olacak sekilde M nin bir T alt modiilii
vardir. Buradan Onerme 3.4.3 ile T giiclii lokal veya projektif yar1 basittir. O halde
T < 8-Locgs(M) + Socp(M) < P iliskisi vardir. Boylece T + P = P = M celiskisi elde
edilir.
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. T M pon .
<
(iii) = (iv) Kabul edelim ki CoF a0 = Cors D alt modiilii maksimal olsun. O halde

P, M nin Cofs (M) yi igeren bir alt modiildiir.

8-Locs(M) < Cofs (M) ve Soc,(M) < Cofs (M) oldugundan &-Locs(M) +

M
6-Locg(M)+Socp(M)

Socp(M) < Cofs (M) < P geregi m: M - dogal epimorfizmasi goz

P < M
6-Locg(M)+Socp(M) — &-Locs(M)+Socp(M)

Ontine alinirsa maksimaldir.

(iv) = (i) M nin bir dual sonlu alt modiilii K olsun. %, K <K+ Cofs (M) < M igin

M

~

NP < z M et .
sonlu iretilmis oldugundan + +CO;; 0 = Krcors 0D sonlu iretilmistir. Boylece
—_— SS

K

K + Cofs (M) dual sonludur. Dahas1 K + Cofs (M), M de 6z degildir. Aksi taktirde

0z olsaydi, sonlu iiretilmis de oldugundan un her 6z alt modiiliinii igeren bir

M
K+C0fé*ss(M)

P
K+C0f5$S(M) _ K+COf5$S(M)

olmak {iizere Cofs (M) < K + Cofs (M) <P <M oldugu aciktir. Bu durumda

maksimal alt modulii var olurdu. Burada P, M de maksimal

P <M maksimal oldugundan Cofs (M) < K + Cofs (M) <P <M iliskisi goz

Oniline alinarak g <—" __ maksimal alt modiilii olur. Bu ise (iii) kabuli ile
COfgSS(M) COfgSS(M)

celisir. Bu celiskiye K + Cofs (M) 6z alt modiil olsun kabulii ile diisiiniildiigiinden
K + Cofs (M) = M olmalidir. % sonlu tiretilmis oldugundan, A,, A,, ..., A, ler M nin
dual sonlu &4, —tiimlenmis alt modiilleri olmak tlizere M = K+ A; + A, + -+ A,
seklinde yazilir. A,, & —timlenmis ve M de 0 asikar &4, —tiimleyenine sahip
oldugundan K + A, + A, + -+ A,,_;4 M de bir §¢; —tiimleyenine sahiptir. Benzer
sekilde Lemma 3.4.5 den islemleri tekrar edilerek sonunda M de K nin bir

dss —tiimleyene sahip oldugu gosterilir. Boylece M dual sonlu &4 —tiimlenmistir. m

Yukarida teorem araciligiyla dual sonlu §¢¢ —tiimlenmis bir modiiliin §¢; —tiimlenmis

olmayabilecegini dogrulayan asagidaki 6rnek verilebilir.

Ornek 4.1.16: Z —modiil @ higbir maksimal alt modiile sahip olmadigindan o fQ @
Sss

bolim modiilii de maksimale sahip degildir. Bu durumda Teorem 4.1.15 geregi ,Q dual
sonlu &§g¢ —timlenmistir. Fakat, Q, &g —tlimlenmis modiil degildir (Al-Takhman,
2007).
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Simdi daha 6nce bahsedilen kapsama bagintilarinin terslenebilirligini saglayan kosullar

verilecektir.
Asagidaki 6nermeye bu boliimiin biitiinliigl i¢in yer verilmistir.
Onerme 4.1.17: Asagidaki 6nermeler sonlu iiretilmis bir M modiilii igin denktir:

) M &4 —tiimlenmistir.

i) M dual sonlu 64, —tiimlenmistir.

i) M =M, + M, + -+ M, burada her bir M; giiclii 5§ —lokal veya projektif
yar1 basittir (Nisanc1 Tirkmen ve Tiirkmen, 2020, Sonug 4.11).

Teorem 4.1.18: M, 6(M) < Soc(M) ile bir dual sonlu § —tiimlenmis modiil olsun. O

halde M dual sonlu 64, —tiimlenmistir.

Ispat: K <M dual sonlu alt modiilii olsun. Hipotez ile K+S =M ve KNS Kz S
olacak sekilde M nin bir S alt modiilii vardir. Burada K NS < §(S) < 6§(M) oldugu
cikarilir. K N S hipotez ile yar1 basittir. Boylece K NS < Socs(S) olup S, M de K nin

bir §;¢ —tiimleyenidir. Boylece M dual sonlu &5 —tiimlenmistir. m
4.2. Bol Dual Sonlu 84, —Tiimlenmis Modiiller

Tamim 4.2.1: M bir modiil ve A < M olsun. M nin M = A + B kosulunu gergekleyen
her B alt modili M de A nin bir §g; —tiimleyenini iceriyorsa A ya M de bol

dss —tlimleyene sahiptir denir.

Tamim 4.2.2: Eger M modiiliiniin her dual sonlu alt modiilii M de bol §,, —tiimleyene

sahip ise M bol dual sonlu 8¢, —tiimlenmis modiil olarak adlandirilir.

Onerme 4.2.3: Bir M modiiliiniin her alt modiilii dual sonlu &¢; —tiimlenmis ise, M bol

dual sonlu &5 —tiimlenmis modiildiir.

Ispat: K < M dual sonlu ve bir B < M i¢in M = K + B olsun. %: % = B% sonlu
tiretilmis oldugundan K N B < B dual sonludur. O halde (KNB)+T =B ve (KN
B)NT K5 T ve KNT yar basit olacak sekilde bir T < M alt modiilii vardir. Ayrica
M=K+B=K+[(KNB)+T]=K+T olur. Boylece T, B de kapsanan K nin bir

dss —timleyenidir. Yani M, bol dual sonlu §,; —tiimlenmistir. m
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Sonug 4.2.4: Asagidaki ifadeler bir R halkasi i¢in denktir:

i) Her R —modiil dual sonlu §45 —tlimlenmistir.

i) Her R —modiil bol dual sonlu 8¢ —tiimlenmistir.

Onerme 4.2.5 : R bir halka olsun. Her sol R — modiiliin bol dual sonlu &, —tiimlenmis
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her sol R —modiiliin gii¢lii § —lokal alt modiillerinin

veya projektif yar1 basit alt modiillerinin toplami1 olmasidir.

Ispat:(=) M keyfi bir sol R —modiil olsun. Hipotezden M bol dual sonlu
§5s —tlimlenmistir ve boylece Sonug 4.2.4 den M dual sonlu &4, —tiimlenmistir. Burada
Onerme 3.4.10 geregi R, bir sol maksimal halkadir. Bdylece M es-atomiktir. Sonug
olarak Onerme 3.4.7 den M giiglii § —lokal alt modiillerinin veya projektif yar1 basit alt

modiillerinin toplamidir

(&) Yeterlilik igin M keyfi bir modiil olsun. Hipotez ile M, gigli § —lokal alt
modiillerinin veya projektif yar1 basit alt modiillerinin toplamidir. O halde M es-
atomiktir ve M, Onerme 3.4.7 geregi dual sonlu 8y, —tiimlenmistir. Boylece Sonug

4.2.4 den M bol dual sonlu §45 —tlimlenmistir. m

Onerme 4.2.6: M bir m —projektif dual sonlu 85, —tiimlenmis modiil olsun. O halde M

bol dual sonlu &5, —tiimlenmistir.

Ispat: K < M dual sonlu alt modiilii ve B, M = K + B olacak sekilde M nin bir alt
modiilii olsun. Hipotezden f(M) <K ve (I —f)(M) < B olacak sekilde bir
f:M = M endomorfizmasi vardir. (I, — f)(K) < K oldugu kolaylikla goriilebilir. T,
M de K nin bir 8¢, —tiimleyeni olsun. O halde K + T =M, KNT K5 T ve KN T yari
basittir. Buna gore M =f(M)+ Uy —f)M)=fM)+ Uy —f)K+T)<K+
Iy —NE)+ Uy —HTM<K+Uy—f)T)<M elde edilir O halde
K+ y—f)T) =M olur. Ayrica (I, — f)(T) < Uy — f)(M) < B dir. Simdi
Kn(y—f)T)=Uy—f)KNT) oldugu gosterilecektir. y € KN (I, — f)(T)
olsun. ye K ve y = (I — f)(t) =t — f(t) olacak sekilde 3t € T vardir. Buradan
y+ f(t) =t € KNT olup Lemma 2.6.4 geregi

Kn(y =T =Un—-HENT) Ls Uy = f)T)

elde edilir ve ayn1 zamanda Sonug 2.5.8 ile yar1 basittir. m
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Lemma 4.2.7: { L;};e; her bir 1 < i < n i¢in M nin giiglii § —lokal ya da projektif yari
basit alt modiillerinin bir ailesi ve A < M alt modili, A+ L; + -+ L,, M de bir T
dss —tiimleyenine sahip olacak sekilde M nin bir alt modiilii olsun. O halde X; = L;
veya X;, L; nin bir projektif yar1 basit direkt toplam terimi olmak tizere T + }.;¢; X, A
nin M de bir §4 —tiimleyeni olacak sekilde sonlu bir {1,2,...,n} S I alt indis ailesi

vardir.

Ispat: n = 1 oldugunu kabul edelim. Hipotezden (A+ L)+ T =A+ (L, +T) = M,
(A+L)NT KLsT ve (A+T;) NT yan basittir. Eger AN (L; + T) < Socs(L; +T)
oldugu gosterilebilirse X; = L, olmak iizere M de A nin bir 653 —timleyeninin L; + T

oldugu dogrulanacaktir.
AN(Li+T)<[Lin(A+T)]+[Tn(A+Ly)]
oldugunu kullanarak H = L; N (A + T) alt modiilii g6z 6niine alindiginda,

Durum 1: H=L, N(A+T)<KsL; olsun. TN(A+L;) KsT oldugundan AN
(L + T) <5 Ly + T olur. Diger taraftan L; N (A + T) <5 6(L;) olur ve boylece L; in
giiclii 6 —lokal veya projektif yar1 basit olmas1 durumunda H yar1 basittir.

Durum 2: Kabul edelim ki H, L; de & —kiiciik olmasin. O halde L; <sL;
olamayacagindan L;, Lemma 2.6.2 geregi projektif yar1 basit degildir. L, giigli
& —lokal oldugu i¢in 6(L;) <5 L, veya 6(L;) < L, maksimal alt modiildiir. Bylece
maksimallik geregi H + 6(L,) = L; olup §(L;) <g Ly oldugundan H @ X = L, olacak
sekilde projektif yar1 basit bir X < §(L;) vardir. Buradan H =L N (A+T) <A+T
oldugundan A+ (T + L) = A+ (T+H+X) = A+ (T + X) elde edilir. Ayrica

AN(T+X) =[Tn(A+X)]+[Xn(A+T)]
<S[TN(A+L)]+[XN(A+T)] <KsT+X

saglanir. Diger yandan T N (A+ L;) yarnn basit oldugundan TN (A+X) <Tn
(A + L,) alt modiilii ve X projektif yari basit oldugundan X N (A + T) < X alt modiilii
de yar1 basittir. Sonug olarak A N (T + X) yari basittir. Buna gére T + X, A nin M de
bir §,; —tiimleyenidir. Burada X, L, in bir projektif yari basit direkt toplam terimidir.
Boylece ispat n = 1 i¢in tamamlanir. Simdi n > 1 oldugunu kabul edelim. n {izerine
tiimevarim ile {2, ...,n} nin bir J alt indis ailesi ve T + 3 ;c;X;, A+ L, in M de bir
8ss —tlimleyeni olacak sekilde X; < L; alt modiiller ailesi vardir. Ayrica her bir j € ]
i¢in X; = L; veya X;, L; nin bir projektif yar1 basit direkt toplamidir. Bu taktirde n = 1
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durumundan, T+ X; + ¥, X;, A nin M de bir §s; —tiimleyeni olacak sekilde bir
X, < L, alt modiilii vardir ve burada X; = L; veya X, L; in bir projektif yar1 basit

direkt toplam terimidir. Boylece ispat tamamlanir. m
Teorem 4.2.8: Bir M modiilii igin asagidaki ifadeler denktir:

) M bol dual sonlu &5 —tiimlenmistir.

i) M nin her maksimal alt modiilii M de bol §,;¢ —tiimleyene sahiptir.

1)) M nin her K dual sonlu alt modiilii ve M = K + L olacak sekilde bir L alt
modiili i¢in, her bir L; < L giiglii § —lokal ya da projektif yar1 basit alt
modiiller olmak tizere M = K + Ly + L, + -+ + L, kosulunu saglayan en az

birn € Z* vardir.
Ispat: (i) = (ii) agiktir.

(ii) = (iii)) K <M dual sonlu ve bir L <M alt modili i¢in M = K + L olsun.
M =K + (X; + X, + -+ X;,) kosulunu saglayan sonlu sayida X;,X,, ..., X, < L giiglii
6 —lokal ya da projektif yar1 basit alt modiillerin varlig1 gosterilecektir. X = X; + X, +
-+ X,, ve her bir X; giiclii § —lokal veya projektif yar1 basit olmak iizere L nin X alt
modiillerinin ailesi ¢ olsun. Her X € ¢ i¢in M # K + X oldugu kabul edilsin. O halde
M # U + X olacak sekilde U alt modiillerinin bir kiimesini bulmak miimkiindiir.
Boylece Lemma 2.2.7 ile M # V + X kosulunu saglayan bu toplulugun bir V maksimal
elemani1 vardir ve boylece Lemma 2.3.11 geregi K < V olur. V < M alt modiiliiniin dual
sonlu oldugu agiktir. Bu durumda % sonlu iiretilmistir ve V 6z oldugu i¢in, V yi iceren
M nin bir P maksimal alt modiili vardir. O halde V < P alt modiili M #V + X
kosulunu ger¢ekleyen maksimal eleman oldugundan M = P + X. Ayrica P < M dual
sonlu alt modiil oldugundan bir T < M §¢ —tiimleyen alt modiilii T € ¢ olacak sekilde
vardir. Burada V # V + T olduguna dikkat edilmelidir. Eger aksi olsaydi T <V < P
zinciri i¢in T + P = M iligkisi gbz Ontline alindiginda M = P +T =T g¢eligkisi elde
edilecektir.

VX€¢@ icin M #V + X kosulunu gercekleyen maksimal eleman V oldugundan
V<V+TveM=V+T)+S=V+(T+S) olacak sekilde en az bir S € ¢ vardir.
BudurumdaT +S € p olup M =V + (T + S) elde edilir ve bu V nin maksimal olmas1

ile celisir.

(iii) = (i) Lemma 4.2.7 den agiktir. m
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Teorem 4.2.9: K ve L, M = K + L olacak sekilde M nin alt modiilleri olsun. Eger L,

dss —tlimlenmis ise L, M de K nin bir ;¢ —tlimleyenini igerir.

Ispat: Hipotezden (KNL)+T=L ve (KNL)NT=(KNT)<Socs(T) olacak
sekilde L nin bir T alt modiilii vardirr M = K+ (KN L)+ T = K + T oldugundan T, K

nin M de L tarafindan igerilen bir §5; —tiimleyenidir. m

Onerme 4.2.10: M her devirli alt modiilii §s; —tiimlenmis olan bir modiil olsun. Bu

taktirde M bol dual sonlu 64, —tiimlenmistir.

Ispat: P < M bir maksimal ve bir L <M igin M =P + L olsun. O halde P nin
maksimalligi geregi en az bir x € L — P igin P + Rx = M dir. Hipotez ve Teorem 3.6.9
geregi Rx < L, M de P nin bir §;; —tiimlenenini igerir. Boylece M, Teorem 3.4.9 dan

bol dual sonlu &5, —tiimlenmistir. m
Teorem 4.2.11: Asagidaki ifadeler bir sonlu iiretilmis M modiilii i¢in denktir:

i) M bol 6, —tiimlenmistir.

i) M nin her maksimal alt modiilii M de bol §,; —tiimleyenlere sahiptir.

iii) AB<M i¢cin M =A+B olsun. Bu durumda M =A+ (B; + -+ By)
olacak sekilde giiglii & —lokal ya da projektif yari basit By, ..., B, < B alt

modilleri vardir.
Ispat: Teorem 4.2.8 geregi agiktir. m

Sonug 4.2.12: Eger M her devirli alt modiilii 65 —tiimlenmis olan devirli bir modiil ise,

M bol §¢, —tiimlenmistir.
Ispat: Teorem 4.2.11 den ve Onerme 4.2.10 dan elde edilir. m
Teorem 4.2.13: Asagidaki ifadeler bir R halkasi i¢in denktir:

i) R 65; —milkemmeldir.

i) &R bol dual sonlu &5 —tiimlenmistir.

i) R & —yar1 miikemmel ve §(R) = Soc(R) dir.

iv) Her projektif sol R —modiil (bol) dual sonlu §55 —tiimlenmistir.

V) Her sol R —modiil (bol) dual sonlu 8¢, —tiimlenmistir.

vi) Her sol R —modiil, gii¢lii & —lokal veya projektif yar1 basit alt modiillerinin

toplamudir.
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vii) rR giiclii § —lokal alt modiillerin veya projektif yar1 basit alt modiillerin
toplamidir.

viii) R nin her sol maksimal ideali R de bol § tiimleyenlere sahiptir.

ispat:

(i) = (ii) R nin her I ideali i¢in, I ideallerine de (alt) modiiller goziiyle bakilirsa
Teorem 3.4.9.(vii) geregi, I idealleri dual sonlu &4 —tlimlenmistir. R nin her I alt
modiilii dual sonlu 845 —tiimlenmis oldugundan Onerme 4.2.3 geregi zR bol dual sonlu

d5s —tiimlenmis olur.

(i) = (iii) gR bol dual sonlu 45 —tiimlenmis oldugunda dual sonlu §45 —tiimlenmis
olur. xR dual sonlu §g¢ —tiimlenmis oldugunda ise R nin her sol maksimal ideali R de
dgs —tiimleyene sahiptir Teorem 3.4.9.(ii) geregi R, § —yar1 mikemmel ve §(R) =
Soc( gR) dir.

(iii) = (iv) (iii) saglansin. Teorem 3.4.9 geregi R, 8¢, — milkkemmeldir ve yine
Teorem 3.4.9 geregi iizerindeki her modiil dual sonlu 65, —tlimlenmistir. Bu durumda
Sonug 4.2.4 geregi R lizerindeki her modiil bol dual sonlu &5, — tiimlenmis olacaktir.
Ozel olarak herhangi bir projektif sol R modiil de bol dual sonlu §¢; —tiimlenmis olur.
Dolayistyla dual sonlu 45 — tiimlenmis olur

(iv) = (v) Herhangi bir M modiiliinii alalim. Teorem 2.4.7 geregi her modiil bir
serbest modiiliin epimorfik goriintiisii oldugundan ayn1 zamanda bir projektif modiiliin
de epimorfik goriintiisii denilebilir. Dolayisiyla P projektif olmak {izere en az bir
f:P = M epimorfizmasi1 vardir. Kabul geregi P —projektif modiilii (bol) dual sonlu

ds¢ — tiimlenmis olur.
(v) = (vi) Onerme 4.2.5 den agiktir.
(vi) = (vii) (vi) geregi agiktir.

(vii) = (viii) gR giicli § —lokal ve projektif yari basit at modiillerinin toplami
seklinde yazilsin. Sonug 3.4.8 geregi R birimli oldugundan sonlu iiretilmis olup hipotez
geregi R dual sonlu §g; —tiimlenmistir. R sonlu iiretilmis oldugundan her ideali dual
sonlu olup xR &4, —tiimlenmis olur. Teorem 3.4.9 (v) geregi xR bol 65 —tiimlenmistir.

R her ideali dual sonlu alt modiil oldugundan xR bol dual sonlu &5, —tiimlenmistir.

Yani (viii) saglanir.
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(viii) = (i) zR nin her maksimal ideali bol §,; —tiimleyene sahip ise o zaman her sol
maksimal ideali &, —tiimleyene sahip olur. Buna gore Teorem 3.4.9 (vii) den R,

§5s —milkemmeldir. m

Bir M modiilii i¢in asagidaki hiyerarsi verilir.

Bol Dual Sonlu ss — Tiimlenmis=Bol Dual Sonlu §,; —Tiimlenmis = Bol Dual Sonlu
6 —Timlenmis

Asagida, yukarida verilen iligkinin tersinir olmadig1 6rneklerle dogrulanmaktadir.

Ornek 4.2.14: Q =12, Z, ve R de 1¢ ve B2, Z, ile iiretilen Q’nun bir alt halkas
olsun. R/®;2, Z, tek singiiler (tekil) basit modiil oldugundan, §(R) =D, Z, =
Soc(R) olur. Ayni zamanda R yar1 miikkemmel olmayan bir § —yar1 milkemmel halkadir
(Example 4.1, Zhou,2000). Boylece zxR Teorem 4.2.13 ile §;; —mitkemmel oldugu gibi

bol dual sonlu §¢; —tiimlenmistir. Diger taraftan, R bol dual sonlu ss —tiimlenmis
degildir (Nisanc1 Tiirkmen ve Kilig, 2022).

Ornek 4.2.15: F bir cisim,

R = {(xl, Xy ey X, %, X )| N EN ,X; € My(F),x € (1(; i)}

olsun. Burada R,
Soc(R) = {(xq, X3, ..., %,0,0...)Jn EN,,x; € M(F)},

g 1’::) = Rad(R)}

6(R) = {(xl, X2y ey Xp, X, X .. ) N EN,, x; € M,(F),x € (
olacak sekilde bilesen bilesene toplama ve ¢arpma islemleri ile bir halkadir. R bir
& —yar1 miikemmel halkadir (Example 4.3, Zhou, 2000). Fakat Teorem 3.4.9 geregi
6(R) # Soc(R) oldugundan 8¢, —miikemmel degildir. Boylece zR Teorem 3.2.5

geregi bol dual sonlu bir § —tlimlenmis modiildiir. Fakat Teorem 4.2.13 (ii) geregi bol

dual sonlu &5 —tiimlenmis degildir.
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5. SONUC VE ONERILER

Dual sonlu ve bol dual sonlu 8¢, —tiimlenmis modiillerin tanimlanarak tanitiminin
yapildigi bu tezde, dual sonlu ss-timlenmis modiiller ile dual sonlu &-tiimlenmis
modiller arasinda yeni bir cebirsel yap1 insa edilmistir. Ayn1 zamanda bu ara yapinin
ist ve alt cebirsel yapilarniyla olan kapsama iligkisinin 6z oldugunu gdsteren
orneklemelerle somutluk saglanmistir. Diger taraftan, §(M) < Soc(M) kosulunu
gercekleyen bir dual sonlu § —tiimlenmis modiiliin, dual sonlu §g¢ —tiimlenmis oldugu
gosterilmistir. Tanimlarin her birinin esdeger karsitlar1 irdelenmistir. Bununla birlikte
tizerindeki her sol R-modiilii dual sonlu 84, —tiimlenmis olan halkalar tespit edilmistir.

Elde edilen veriler 151¢inda dual sonlu zayif §;4 —tlimlenmis modiilleri tanimlamak ve

cebirsel ozelliklerini ve halka karakterizasyonlarini ele almak miimkiindiir.
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