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Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Giris boliimiinde regle yiizeylerin tarihsel gelisimi
hakkinda bilgiler verildi. Materyal ve yontem béliimiinde Oklid uzayindaki temel kavramlar ve
egrilerle Serret-Frenet catis1 ve alternatif catilar, regle yiizeyler, dual egriler, dual uzayda Serret-
Frenet catis1 ve alternatif ¢atilar, Blaschke catisi ile ilgili temel tanim ve teoremlerle dual sayilar,
dual vektorler, E-Study doniisiimii verilip ¢esitli 6rneklendirmeler yapildi. Bulgular boliimiinde
ilk olarak regle yiizeyler N-Bishop catisina gore olusturuldu ve karakterizasyonlar1 hesaplandi.
Modifiye catiya gore regle ylizeyleri olusturulup karakterizasyonlart hesaplandi. Daha sonra
dayanak egrisi Ozel egrilerden secilen regle ylizeyler incelendi. Dordiincii boliimde ise bu
olusturulan yiizeyler ile ilgili 6rneklendirmeler yapildi. Besinci boliimde ise konu ile ilgili sonug

ve Oneriler verilmistir.

Anahtar kelimeler: Dual vektor, E-Study doniisiimii, Dual egri, Regle ylizey, Alternatif NCW
catisi, N-Bishop ¢atisi
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ON SOME SPECIAL CURVES IN DUAL SPACE
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Master Thesis
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This thesis consists of five chapters. In the introduction section, information was given
about the historical development of ruled surfaces. In the material and method section, basic
concepts and curves in Euclidean space, Serret-Frenet frame and alternative frames, ruled surfaces,
dual curves, Serret-Frenet frame and alternative frames in dual space, dual numbers with basic
definitions and theorems about Blaschke frame, dual vectors, E- Study mapping was given and
various examples were made. In the findings section, the ruled surfaces were firstly created
according to the N-Bishop frame and their characterizations were calculated. Ruled surfaces were
created according to the modified frame and their characterizations were calculated. Then, ruled
surfaces selected from special curves of based curves were examined. In the fourth chapter,
examples of these created surfaces were made. In the fifth chapter, conclusions and suggestions

related to the subject are given.

Keywords: Dual vector, E-Study mapping, Dual curves, Alternative frame, N-Bishop frame

il



TESEKKUR

Yiiksek lisans egitimim siirecinde goriis ve Onerileriyle beni yonlendiren bilgi ve
tecriibelerinden her zaman yararlandigim, bana her konuda fikirlerini ve destegini esirgemeyen
saygi deger hocam Dog. Dr. Hatice KUSAK SAMANCI’ya en samimi duygularimla, saygilarimi
ve tesekkiirlerimi sunarim. Bu tezde emegi gecen Masallah SALGIN, Omer AYDOGDU ve Giilay
OSKAY ve manevi desteklerini esirgemeyen basta sevgili babam Kazim CENGIZ’e, sevgili esim

Berna CENGIZ’e ve aileme en icten sevgi, sayg1 ve tesekkiirlerimi sunarim.

il



ICINDEKILER DIZIiNi

Sayfa

OZET ... i
ABSTRACT ...ttt ettt ettt et e et e st et e e st e bt enteesee st enaeeneenseensesaeeseeneans il
TESEKKUR ...ttt ettt ettt ettt et et et et et et et et et e e et et et et et eeet et et eseneeas iii
ICINDEKILER DIZINT ... iv
SEKILLER DIZINI ...ttt s s vii
SIMGELER DIZINI .....o.ooiiiiii st ix
Lo GHRIS e ee e seeeseeeeenaeen 1
2. MATERYAL VE YONTEM .........coooimiiiiiiieeeeieeeeee e eee e 4
2.1 OKIA UZAYL ..ottt sttt s e es s senaees 4
2.2. Serret-Frenet ve Alternatif Catilar...........cc.ooovviiiiiii i 7
2.2.1. SerTet-FIeNet CatIST...cc.uviiiieiiiiieeceiieeeeeeie ettt e et e e e et e e e e e eabaeeeesaaaeeeennsaeeeennns 7
2.2.2. NCW ARErNatif CatIST ...ueeeiuiiiiiiiieeieeceiiee ettt et e et e e eesaeeeeareseeaaeeeaseeenaeeenns 9
2.2.3. TIp 1 BiShOP CAtIST .eeeuiiiiiiiiieeiiieiiecie ettt ettt st et eteesaaeenseeennas 11
2.2.4. Tip 2 BiShOP CatIST .ecuuiiiiiiiiiiiiiieiiecie ettt ettt ettt ettt e seaeebee s 11
2.2.5. N-BiSROP CatIST..ueieeiiiiiiiieeiiieeiieecieeestee et e et eeteeetveestaeessseeessbeeessseeessseaessseeensseenns 12
2.3, Smarandache EGTIIETT .....cccuviiiiiiiiiiiceie e e e 13
T NS 4 (S 1 /<) (< SRR 16
T B 11 B 6 7 PP 19
2.5.1. Dual Sayilar ve I -mOdUL.......ccciiiiiiieiieeee e e e 19
2.5.2. Dual Uzay EZrisi V€ Catllari.........cccveeiiiieiiieeiiie ettt en 24
2.5.2.1. DUAL UZAY EGTIST.uueiiiiiiciiieiiie ettt ettt e e etae e saae e et e e ensaeesneeesnseeensee s 24
2.5.2.2. BIaSChKE CaIST ....eccuviiiiiiiiieiie ettt ettt e e e e e e e e e eave e e aveeeaseeeanaeens 25
2.5.2.3. Dual Serret-Frenet CatiS1 .........cccuiiiiiiieiiieeciee et 26
2.5.3. DUAl REEIE YUZEYICT ... .ccvieiiieiieie ettt ettt ettt et s es 28

v



B.BULGULAR ..ot ettt e e nee e s 31

3.1, B Uzayida N-Bishop ve NCW Catilar1 Arasindaki Gegis Matrisi .......ccceveeveeveeneennenn 31
3.2. Dual NCW AREIrNatif CatISI.......cccuieieuiiiiiiieiiiecciie ettt ettt e e e e eeeaveeeeareeeennee s 35
3.3. Dual N-BiShOP CatIST..c.eieiiiiiiiiiieiiieiieciie ettt ettt et e e steesseeenseenns 36
3.4. Dual N-Bishop Regle YUZEYIETT ....cccvvieiiieeiieceeceeeeeee et e 36

~

3.5. Dual Uzayda NN, N, Catisna Goére Smarandache Egrileri ve Karsilik Geldigi Regle

437757 (3 TP SRURPRURPRRPO 56

AN AN

3.5.1. Dual Uzayda NN, N, Catisna Gére NN; Smarandache Egrileri ve Karsilik Geldigi

REELE YUZEYICT ...ttt ettt et e e e e e s st e enbeesaaeenseennnas 57

AN AN

3.5.2. Dual Uzayda NN, N, Catisina Gore NN Smarandache Egrileri ve Karsilik Geldigi

REELE YUZEYICT ....cieiiieiieee ettt ettt ettt et e e e e enseesaaeenseenenas 70

AN AN

3.5.3. Dual Uzayda NN, N, Catisina Gére N; N, Smarandache Egrileri ve Karsilik Geldigi

|24 (S A1 /(<) Y [ (O TP 83

~

3.5.4. Dual Uzayda NN, N, Catisina Gore NN, N, Smarandache Egrileri ve Karsilik Geldigi

ST e4 (S A1 (<) Y [ (O SR 95

AN AN

3.6. Dual Uzayda N CW Catisina Gére Dual Egriler ve Karsilik Geldigi Regle Yiizeyler....108

AN A

3.6.1. Dual Uzayda NCW Catisina Gore ]/\\7 6 Smarandache Egrileri ve Regle Yiizeyler

AN A

3.6.3. Dual Uzayda NCW Catisma Gore CW Smarandache Egrileri ve Regle Yiizeyler

.............................................................................................................................................. 134
3.6.4. Dual Uzayda NCW Catisna Gére NCW Smarandache Egrileri ve Regle Yiizeyler
.............................................................................................................................................. 148



3.7. SAYISAL OTNEKICT ... 163

3.7.1 Dual N-Bishop Catisinin Karsilik Geldigi Regle Yiizeyleri .......ccccoeeveeeiriiincieeenneenn. 164
3.7.2. Dual Smarandache Regle YUZEYi.....cccceoueeeriieeiieeeiieecite ettt 169
3.7.2.1. Dual NN 1 Smarandache Egrisinin Karsilik Geldigi Regle Yiizeyi...................... 171
3.7.2.2. Dual NN > Smarandache Egrisinin Karsilik Geldigi Regle Yiizeyi.........c.cccc..ee.. 172
3.7.2.3. Dual ]/\7\1 ]/\7\2 Smarandache Egrisinin Karsilik Geldigi Regle Yiizeyi..................... 173
3.7.2.4. Dual NN 1 N 2 Smarandache Egrisinin Karsilik Geldigi Regle Yiizeyi................. 175
3.7.2.5. Dual NC Smarandache Egrisinin Karsilik Geldigi Regle Yiizeyi.......ccccveennennes 176
3.7.2.6. Dual NW Smarandache Egrisinin Karsilik Geldigi Regle Yiizeyi........cccoceeunennee. 180
3.7.2.7. Dual CWW Smarandache Egrisinin Karsilik Geldigi Regle Yiizeyi.........cccccueneee. 182
3.7.2.8. Dual NCW Smarandache Egrisinin Karsilik Geldigi Regle Yiizeyi.................... 185
4. SONUC VE ONERILER ..........ccoooiiiiiiiniiiniiniesineiisesesese st 189
5. KAYNAKLAR ..ottt ettt sttt ettt ettt sat ettt st et entesanenaeens 193
OZGECMIS .....coooomi e 194

vi



SEKILLER DiZiNi

EKIL Sayfa
2.1, OKId UZAYINAA EFTT ....vvoeeeeeceeeeeeeeeeeee ettt ses s e an s neeee 6
2.2. Oklid uZayInda h1Z VEKEOIT. .......cvoveviveeeeeeceeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt ettt s st s s en s 7
2.3. Oklid uzayinda Serret-Frenet VEKtOTIEIT .............c.ovovevevieeeeeeeeeeeeeeee e, 8
2.4. Oklid uzayinda de bir 1€Z1E YUZEY .......oeveviveeeeeereeeeeeeeeeeeeeeeee e eee e ses s sen s eeeeas 16
2.5. Regle yiizeyinin dagilma parametreSi.......c.eccuierieeriierieeiieniieeiieesieeieesieeeieeseeeaeesenesseesane e 18
2.6. Oklid uzayinda u yoniiyle verilen bir dOZIU ......c.cevieiiiiiiiiiiieiieee e 23
2.7. Geometrik olarak dual ag1 ... e 24
2.8. Regle yiizeyin dual KUresel r@SMi......ccvieeuieeiieriieiiieiieeieecite ettt ettt sae e ees 29
2.9. DUAL TRZIE YUZEY ... ettt ettt 31

4.1. JX, (s,v) = (% sins —vcos s,O,—%coss —vsin sj dual egrisine ait regle ylizeyin Maple

(031721111 Y [ OO O PU PSR PRUSRPRRI 177
— 1 : 1 4 . .

42. y, (s, v) = _ﬁ coss +vsins,0, —ﬁsms —vcoss |dual egrisine ait regle yiizeyin Maple

(03172111 1Y [OOSR P TP PSRRI 178

43. yi(s,v)= —LCOSS-I-L@SHISV—LSiHS—LCOSS dual  egrisine ait regle
3 vy (sv)=| eosse g sinev sins =

YUZEYIN MAPIE GIZIM c.viiniiieiiieiieeiteeiie ettt ettt ettt e et e e e eateenbeeenbeenseesnseenseenenas 179
4.4, J;, (s, (o) = (—v cos s,%,—v sin sj dual egrisine ait regle yilizeyin Maple ¢izimi.............. 180
4.5. y/c s, v (—v COS §,—=,—Vsin sj dual egrisine ait regle yiizeyin Maple ¢izimi ........... 181
hS 1 . ST . .
4.6. l//W s, v 7 coss,V,— \/5 sins | dual egrisine ait regle yiizeyin Maple ¢izimi.......... 182
4.7. 1,1/ s (p ( ! sins —vcoss ! ———=C0S s —Vvsin sj dual egrisine ait regle ylizeyin Maple
! 2 V2T 2
GIZIITIL 1.tviieeiiee et ee ettt e ettt e et e e et e e eaaeeeeaaeeeeaaeeeeaseeeaasesesseeessaeenssaeeasaeesasaeeeasseeensseeassseensseeenaseeennreeas 183

vii



4.8. 1//C s, v (v sin §,—,—V oS sj dual egrisine ait regle ylizeyin Maple ¢izimi ................ 184
4.9. wc s, v (v sin §,—=, —VC0s sj dual egrisine ait regle yilizeyin Maple ¢izimi ................ 185

1 1
4.10. 1// 3 (s v) (— sins —vcoss,——,——=coss —vsins | dual egrisine ait regle ylizeyin Maple
NG NG

GIZAIMNL ..ttt e e ettt e e ettt e e e ettt e e e e ettt e e e e eettaeeeeeateeeeeaaaseeeeaassaaeeeeasaeeeeeaaaeeeeaabaeeeaantaeaeeeateeeeaanaraaaann 186

4.11. &5 (s, v) = (—Lcos s +vsin S,L, —Lsin §—VCos sj dual egrisine ait regle ylizeyin
V2 V27 A2

A B3] (03 V72111 PSPPSR 187

= 1 . 1 1 1 . . . .
4.12. yy; (s,v)z Esms—Ecoss,v,—ﬁcoss—ﬁsms dual egrisine ait regle ylizeyin

A B3] (03 V72111 USSR 188

viii



)

A

S T TR TR

ol N =) =)

~ b

Nwmkgm

SIMGELER DIiZIiNi

Reel sayilar kiimesi

3 boyutlu Oklid uzay1
Oklid i¢ carpim
Oklid vektorel carpim

Norm

Frenet ¢atisinin egrilik fonksiyonu

Frenet ¢atisinin burulma fonksiyonu

Frenet catisinin birim teget vektor alani

Frenet ¢atisinin asli normal vektor alani

Frenet catisinin binormal vektor alani

Serret-Frenet catili Darboux vektor yoniindeki birim vektor
Frenet catisinin dual birim teget vektor alani

Frenet catisinin dual asli normal vektor alani

Frenet catisinin dual binormal vektor alani

Ana tlirevin yoniindeki dual birim normal vektor alan
Serret-Frenet catili dual Darboux vektor yoniindeki dual birim vektor
N-Bishop ¢atisinda asli normale dik olan dual birim vektor
N-Bishop catisinin diger vektorlerine dik olan dual vektor
NCW catisinin egrilik fonksiyonu

NCW catisinin burulma fonksiyonu

N-Bishop catisinin egrilik fonksiyonu

N-Bishop ¢atisinin burulma fonksiyonu

Regle ylizeyinin dagilma parametresi
Regle ylizeyinin normal vektor alani
Regle ylizeyinin dagilma parametresi (drali)
Ortalama egrilik
Gauss egriligi
I.Esas form
X



17

> Ol

II.LEsas form
Dual sayilar ctimlesi

D-modiil
s parametresine gore yonlil tiirev

Dual Darboux vektori
Dual Steiner vektori

Dual a¢inin egimi



1. GIRIS

Misir'da tahmini MO 3000 yilinda Nil nehrinin tasmasi sonucu kaybolan sinirlarin tekrar
belirlenmesi ve verginin daha diizgiin olarak toplanmasini saglayan alan ol¢limiine bagl olarak
bulunmasi geometrinin tarihsel ¢ikis noktasi kabul edilir. Gliniimiize ulagmis ilk 6rneklerine de
papiriis sayfalarinda rastlanmistir. Papiriis kagitlar1 ismini de aldig1 bataklik ve dere kiyilarinda
yetisen 2-3 m boylarinda kamisa benzeyen, ¢cok yillik otsu bitki olan papiriisten almaktadir. Bilinen
en eski matematik¢inin Baudhayana (- , MO 800) oldugu kabul edilse de bu matematikc¢i hakkinda
cok da bilgi sahibi degiliz. Hakkinda daha ¢ok bilgi sahibi oldugumuz ve geometrinin babasi
olarak da kabul edilen Iskenderiyeli Yunan matematik¢i Oklid’dir. Kendisine atfedilen
matematiksel bir sistem olan Oklid geometrisi kendi kitab1 olan Elemanlar adl1 ders kitabinda tarif
edilmektedir. Bu kitap glinlimiiz geometrisi i¢in de saglam bir kaynak teskil etmektedir [1,2].
Matematik, zaman igerisinde geliserek dallara ayrilmistir. Bu dallarin en 6nemlilerinden bir tanesi
de geometridir. Aym sekilde gelisen geometri de farkli dallara ayrilmistir. Ozellikle gelisen
teknoloji ile beraber bu geometri dallarindan biri olan diferansiyel geometriyi ¢ok daha onemli
hale getirmistir. Diferansiyel geometri, geometrideki problemleri incelemek i¢in diferansiyel
hesap, integral hesap, dogrusal cebir ve ¢ok ¢izgili cebir tekniklerini kullanan matematiksel bir
disiplindir. U¢ boyutlu Oklid uzayindaki diizlem ve uzay egrileri ve yiizeyler teorisi, 18. yiizy1l ve
19. yiizyilda diferansiyel geometrinin gelisiminin temelini olusturmustur. Diferansiyel geometri
ilk olarak 18. ylizyilda ortaya ¢ikmistir ve ilk 6rneklerini de L. Euler ve G. Monge calismistir.
Yiizeyler teorisi tizerine ilk inceleme Monge (1795) tarafindan yazilmistir [3]. 1827'de egri ve
ylizeyler lizerine genel bir ¢calisma baglhigi altinda bir ¢calisma yapan C.F. Gauss; bu ¢alisma ile
modern haliyle yiizeyler teorisinin temellerini atmistir [4]. Bu ¢alismayla birlikte diferansiyel
geometri, analizin yalnizca bir uygulamasi olmaktan ¢ikmistir ve matematigin bagimsiz bir dali
haline gelmistir. Siire¢ igerisinde diferansiyel geometri 6nem kazanmaya baslamistir. Oyle ki
Rusya’da F. Minding ve K.M. tarafindan bir diferansiyel geometri okulu kurulmustur.
Matematikte egri (eski metinlerde egri ¢izgi olarak da adlandirilir), bir ¢izgiye benzetilmektedir
fakat bu ¢izginin diiz olmasina gerek yoktur [5]. Baska bir deyisle egri, hareketli bir noktanin
biraktig1 iz olarak diigiiniilebilir. Modern matematikte ise egrinin tanimi su sekilde verilmistir:
Egri, siirekli bir fonksiyonla ile topolojik uzaya ait bir araligin goriintiistidiir. Gelisen teknoloji ve
artan caligmalarla birlikte gelisen egriler teorisi ¢ok genis bir calisma alani olusturmaktadir.
Egrilerin baslica kullanim alanlari; mimaride kopriilerin yapiminda ve estetik olarak tasariminda,
geometrik modelleme ve bilgisayar grafiklerinde, kartografyada haritalarin ¢iziminde, askeri

teknolojilerde fiize ve roketlerin firlatilmasinda, klasik fizikte kiitle ¢ekim teorisinde, astronomide
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uzaydaki bazi cisimlerin hareketlerinde vb. [6-9]. Egrilerin yapisi ve uzaydaki konumu analitik
olarak pek bilinmemektedir. Fakat sabit bir egimi, yon ve dogrultusu olmayan egriler ile ilgili daha

cok bilgi sahibi olunmasin1 saglayan Serret-Frenet vektorleri sayesinde egrinin egrilik ve

burulmasi hesaplanabilmektedir. Frenet catisinin elemanlar1 olan {f , N,T x N :E} vektorleri

sirastyla bir o regiiler egrisinin teget, normal ve bu iki vektoriin vektdrel ¢arpimi ile elde edilen
binormal vektordiir. Bu ¢at1 ismini, ¢atidaki formiilleri birbirinden bagimsiz olarak kesfeden ve
tezlerinde de kullanan Jean Frédéric Frenet (1847) ve Joseph Alfred Serret (1851) den almaktadir
[10-11]. Boylelikle egrilik ve burulma yardimiyla egriler hakkinda daha fazla bilgi sahibi
olabiliyoruz bu durum da yeni egri tilirlerinin bulunup yeni ¢alismalarin yapilmasina imkan
saglamistir. Fakat bu catida egrinin en az ii¢lincii mertebeye kadar tiirev almak gerekmektedir. Bu
durum beraberinde alternatif yeni ¢atilarin olusturulmasini saglamistir. 1975 yilinda Richard L.
Bishop tarafindan tanimlanan Bishop ¢atis1 da bu c¢atilardan birisidir [12]. Bu ¢at1 egrinin ikinci
tirevi olmadig1 durumlarda tanimlanabildiginden hemen hemen tiim egriler hakkinda bilgi
edinmemizi saglar. Bu catinin tanimlanmasiyla birlikte bircok ¢alisma yapilmistir. Biik¢li ve
Karacan Minkowski uzayinda Bishop catisi1 lizerine ¢alismalar yapmis, ayrica slant helisleri de bu
catrya gore incelemistir. Bu cat1 iizerine daha birgok c¢alisma yapilmistir [13-20]. Bishop ¢atis1

olusturulurken egrinin sadece birinci tiirevi ile elde edilen tegetine paralel olarak egri boyunca

tagmir. 1995 yilinda E’ de bir =4S )egrisi boyunca Scofield tarafindan kesfedilen ve

{N , C , NxC= W} ile tanimlanan alternatif hareketli ¢catinin sirasiyla birim asal normal vektor N

-

, asal birim vektoriin tirevi C  ve Darboux vektorii W ile temsil edilmektedir [21]. Yayl ve
3 . T T .
arkadaslari K7 debir H=u(s) egrinin {N ,C,NxC= W} alternatif ¢atisinin normal vektoriiniin

sabit almmasiyla bu catinin € derecelik bir dondiirme yapilmasiyla tanimladigi yeni catiya
hareketli alternatif N-Bishop catis1 denir [22]. Ozel bir egri cesiti olan Smarandache egrileri de
farkli uzay ve catilar iizerinde ¢alisma yapilan 6zel bir egri ¢esitidir. Konum vektorii baska bir
diizgiin egri iizerindeki Serret-Frenet catis1 vektorlerinden olusan diizenli bir egriye Smarandahe
egrisi denir [23]. A.T. Ali, Oklid uzayinda baz1 6zel Smarandache egrilerini incelemistir [24].
Bektas ve Yiice, ii¢ boyutlu Oklid uzaymnda 6zel Smarandache egrilerinin Darboux catisini
incelemistir [25]. Iki gercel degiskenli ve gercel degerli bir fonksiyonun ii¢
boyutlu uzaydaki grafigi tipik yiizey ornegidir. Diferansiyel geometride daha ¢ok dogrularin
olusturdugu yiizey olarak tamimlayabildigimiz regle yiizeyleri calisiimaktadir. Ozel bir yiizey tiirii

olup tizerinde bir¢ok calisma yapilmistir. Regle yiizeyleri ilk olarak Monge (1850) tarafindan
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tanimlansa da bunun iizerine c¢alismalar Guggenheimer tarafindan yapilmistir [26]. Regle
ylizeylerin agilabilir olmasi i¢in Gauss egriliginin sifir olmast gerekmektedir. Biitiin agilabilir
ylzeyler regle ylizeydir. Regle yiizeyler bilgisyar destekli tasarim ve modelleme, mimari mekanik,
kinematik ve bircok alanda kullanilmaktadir. Onder, rektifiyan regle yiizeyleri ilgili ¢alisma
yapmustir [27]. Regle yiizeyler geometrisi, kinematik ve uzaysal mekanik ¢aligmalar1 gibi bir¢cok
alanda da kullanilmasi ile 6nem kazanmustir [28-30]. Ayrica regle ylizeylerin farkli ¢atilarda
incelenmesi iizerine ¢alismalar yapilmistir [31]. Karmasik sayilarla Oklid uzayinda sadece dénme
isleminin tek yapilabilmesi Oteleme hareketinin yapilamamasi arastirmacilari bir arayisa
koymustur. Bu arayis sonuunda hem déonme hem de Gteleme hareketlerini yapmamizi saglayan
dual sayilarin kesfini saglamistir. Dual uzayin elemanlar1 olan dual sayilar ilk kez 1873 yilinda
W.K. Clifford tarafindan kesfedilmistir [32]. Daha sonra E. Study dual sayilar1 dual vektorleri
olusturmak i¢in kullanmis ve birim dual kiire ile yonlii dogru arasindaki bagintiy1 agiklamistir.
Dual sayilar ve dual vektorler uygulamali geometride robotik hareketleri kolay bir bicimde
gerceklestirebilmek i¢in kullanilmaktadir. Bir¢ok disiplinlerarasi bilim dallarinda uzaydaki

hareketi temsil etmek i¢in yaygin bir sekilde kullanilmaktadir. Dual uzayda E-study doniisiimiiyle

beraber I’ uzayi, Minkowski uzayi, Galile uzay1 ve diger bir¢ok uzayda incelenmis olan egriler
bu uzayda da tanimlanmis ve bu egriler {izerine bu uzayda bir¢ok calisma yapilmistir [33-37].
Baky (2002) dual kiiresel egrilerin agik bir karakterizasyonu adli ¢alismasinda dual uzayda
Blaschke catisin1 ve bir dual egriyi Serret-Frenet catisindaki vektorler yardimiyla tanimlamigtir
[38]. E-Study teoremi ile birlikte dual egrilerin Oklid uzayinda bir regle yiizeye karsilik geldigi
gosterilmistir [39]. Ugurlu ve Kahraman dual Smarandache egrilerini kullanarak E-Study
dontlistimii yardimiyla Smarandache regle yiizeyleri olusturulmustur [40]. Caliskan ve Senyurt,
egriler ve yiizeylerin alternatif catisin1 dual uzayda incelemislerdir [41]. Oklid uzayinda siklikla

calisilan Smarandache egrileri ile dual egriler lizerinde hala yeni caligmalar yapilmaktadir [42-49].

Bu tez ¢alismamizda N-Bishop ve NCW c¢atilarinin dual uzayda olusturdugu dual egrilerle

E’ oOklid uzayinda karsilik geldigi regle yiizeyleri incelenmistir. E’ oOklid uzayindaki bu regle
ylizeyleri i¢in dagilma parametresi I. ve II. esas form, normal vektdr alani, Gauss ile ortalama
egrilik, dual Darboux ve dual Steiner vektorii ile beraber dual agilim agilart hesaplanmistir. Ayrica
elde edilen bu regle yiizeylere ait sayisal 6rnekler verildi. Son olarak, elde edilen regle ylizeylerin

grafikleri ¢izilmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde Oklid uzayindaki egriler ve regle yiizeyler verilmistir. Ayrica bu egrilere ait
Serret-Frenet ¢atisi, alternatif catilar, N-Bishop ¢atis1 incelenmis ve regle yiizeylerin bazi
ozellikleri, dual uzaydaki baz1 tanim ve teoremler verilmistir. Ayrica dual vektor ve dual egriler,
Blaschke ¢atisi ile ilgili temel kavramlar verilmistir. Ayrica bu konularla ilgili sayisal 6rnekler de

verilecektir.

2.1 Oklid Uzay1

Tammm 2.1.1 A bos olmayan bir ciimle ve V' de K cismi iizerinde bir vektdr uzayr olsun.
Asagidaki 6nermeleri saglayan bir f : AX A —>V fonksiyonu varsa, 4 ya V ile birlestirilmis afin

uzay denir.

i. VP,O,Red i¢in f(P,O)+f(O,R)=f(P,R)
ii.hVP e A ve aeV icin f(PO)=a olacak sekilde bir tek Q€ A4 noktas1 vardir [9].

Tamm 2.1.2 A bir reel afin uzay ve V ise A ile birlesen bir vektdr uzayi olsun. V' de;
<> VxV—-R

(x,y) ><x,y>= Z X,y

X, = (X, X, X550 , X,
i=1

Vi =V Vas Vypurennn V)

seklinde bir i¢ carpim tanimlanirsa, 4 afin uzayma Oklid uzay1 denir. A=R" noktalar ciimlesi
ve V=R" n—boyutlu standart reel vektdr uzay: olarak segilirse, A standart reel Oklid uzay

adint alir ve 6" ile gosterilir [9].

Tanm 213 d:E"xE" > R, (x,y) > d(x,y)z“};H = fi:(yi—xi)2 olarak tanimlanan
i=1

d fonksiyonuna " Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d(X,)) reel sayisma da (x, y)e

& " noktalar arasindaki uzaklik denir [9].

Tamm 2.1.4 d:E"xE" > R, (x,y) > d(x,y) = H;&H bi¢iminde tanimlanan d fonksiyonuna

E" de Oklid metrigi denir [9].



Tamm 2.1.5 n—boyutlu Oklid uzayinda xeE” icin x vektdriiniin normu H;CH =<x,x>

bi¢giminde tanimlanir [5].

Tamm 2.1.6 / R bir acik aralik olmak iizere (/,&) koordinat komsulugu ile tanimlanan

a:1— R diferensiyellenebilir fonksiyona " de bir egri ad: verilir. Burada / C R araligina o
egrisinin parametre araligl, s € / degiskenine de & egrisinin parametresi denir [6].
Tamm 2.1.7 K" de bir M egrisi (I,a) ve (J,8) gibi iki koordinat komsulugu ile verilsin.

h=a"'of:J — I diferensiyellenebilir fonksiyonuna M egrisinin / araligindaki parametresinin

J araligindaki parametre ile degisimi denir [6].

Tamim 2.1.8 f,R" uzayindan R ye giden bir fonksiyon olsun. f siirekli ise f fonksiyonu C’
sinifindan bir fonksiyondur. R" den R ye giden C’ siifindan biitiin fonksiyonlarin kiimesi
CO(R’,R?) ile gosterilir. IR" nin her noktasinda f* fonksiyonunun kismi tiirevleri varsa ve bu

tiirevler siirekli fonksiyonlar ise f fonksiyonuna C' sinfindandir denir. f fonsiyonunun R”

nin her bir noktasinda k 1nc1 mertebeden kismi tiirevleri var ve bu tiirevler siirekli fonksiyonlar
ise f fonksiyona C" siifindandir denir. R'den R ye giden C* smifindan biitiin
fonksiyonlarm kimesi C*(R",R")  bigiminde gosterilir. R"nin her bir p noktasinda f
fonksiyonunun her mertebeden kismi tiirevleri varsa f fonksiyonuna C” smifindandir veya

diizgiin fonksiyondur denir. R" den R ye giden C” siifindan biitiin fonksiyonlarin kiimesi
C*(R",R) bigiminde gosterilir. peR" igin  f fonksiyonu P noktasmin en az bir agik
komsulugunda diizgiin ise f fonksiyonu, p noktasinda C* smifindandir veya diizgiin
fonksiyondur denir [9].

Tamm 2.1.9 IR reel sayilar cisminin bir agik araligi olmak iizere, & [ c R—I" bi¢iminde

diferensiyellenebilir Sekil 2.1°deki o déniisimiine, " uzayinda bir egri denir [9].
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Sekil 2.1. Oklid Uzayinda Egri

Tamm 2.1.10 I,R reel sayilar cisminin bir agik aralig1 olmak iizere, o.:IcR —>[E" bir

diferensiyellenebilir bir egri olsun. o' (t) vektoriine Ol egrisinin Ot(t) noktasindaki hiz

vektori denir [16].

Tamm 2.1.11  o.:1—>R"egrisi verilsin. Her tel igin a'(t)#0 ise o egrisine regiler
egri denir [9].

Tamm 2.1.12 o egrisinin bir birim hizli egri olmasi i¢in gerek ve yeterli sart ||a|| =1 olmasidir.
[E" uzayinda birim hizli regiiler bir o.:I— E"egrisi igin Sekil 2.2°de verilen o egrisi i¢in
T(s)=0a'(s) ise verilen T(s) vektoriine, O egrisinin a'(s) noktasindaki birim teget vektorii

veya hiz vektori denir.



=) ()

/ a(r)

Sekil 2.2 Oklid uzayinda hiz vektorii

2.2 Serret -Frenet ve Alternatif Catilar

2.2.1 Serret -Frenet Catisi

Tanim 2.2.1.1 3-boyutlu Oklid uzayinda birim izl a.:IcR— E" egrisi icin T(S) = a'(s)

—

esitligiyle belirli 7 (S) vektorliine « egrisinin s noktasindaki birim teget vektorii denir [9].

Tanim 2.2.1.2 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli o:IcR—E’ egrisi icin,
k:I—>R

—!

S—k(s)=|T (s) (2.1)

fonksiyonuna « egrisinin egrilik fonksiyonu ve & (S) sayisina egrinin S noktasindaki
egriligi denir [9].
Tamm 2.2.1.3 E" de M egrisi (I, ) koordinat komsulugu ile verilsin. S={0L'(t), Oc"(t),...,ocr(t)}

lineer bagimsiz sistemi goéz Oniine alinsin. Bu sisteme Gram-Schmidth ortogonallestirme ve

ortonormallestirme metodu uygulanirsa; elde edilen sistemine {¥,(1),V,(¢t),...,V,(t)} r<n Serret —

Frenet r—ayaklis1 veya r—ayakli alan1, Sekil 2.3teki her bir V,(¢), 1 <i <r vektorlerine de

Frenet vektorleri adi verilir.



Sekil 2.3 E’ te Serret-Frenet vektorleri

Tamm 2.2.1.4 3-boyutlu Oklid uzaymnda birim hizh  a:IcR— E’ egrisi icin,

N(s)=——t

(s)

(s) esitligi ile belirli ﬁ(s) vektoriine, egrinin  § noktasindaki asli normali denir

[6].

Tamm 2.2.1.5 3-boyutlu Oklid wuzaymmda birim hizh o:IcR—>FE’ egrisi  icin,
E(S) =T(S)XN(S) esitligi ile taniml E(s) vektoriine, egrinin s noktasindaki binormali

denir [16].

Tanim 2.2.1.6 T(S),ﬁ(s),ﬁ(s) vektorlerine o1 > egrisinin Cl(S) noktasindaki Serret

-Frenet vektorleri denir. {"_l: (s) , N (s) , B (s)} kiimesine, & egrisinin d (S) noktasindaki Frenet

catis1 denir. T’ (S),N (S),B (S) vektor alanlarima, o egrisi Ustlinde Serret -Frenet vektor

alanlar1 denir [16].



— o

Tanm 2.2.1.7 T (S),N (S),B (S), a:IcR—E’ birim hizli egrisinin Frenet vektorleri

olmak iizere, T: | >R, 7 (s) ——<B (s) N(S) > fonksiyonuna, « egrisinin burulma fonksiyonu

denir. z(s) sayisina egrinin o (s) noktasindaki burulmasi denir [9].

—_— — —

Teorem 2.2.1.8 Birim hizli oi:1 >F egrisinin Frenet vektor alanlart 7, N, B olmak iizere;

Frenet-Serret vektor alanlarinin tiirev matrisini asagidaki sekilde verilir.

r 0 « O|T
N |=| -« N
B 0 -t B
veya

T =xN

N =—xT+7B

B =—rN

olarak tiirev denklemleri verilir [9].

Teorem 2.2.1.9 7, N, B , al - birim hizl egrisinin Frenet vektor alanlari, olduguna gore

NxB=T

BxT =N (2.2)
TxN =8

dir [9].

2.2.2 {N,C,W} Alternatif Catis1

Tamm 2.2.2.1 E’ de )/ egrisi boyunca {NEW} alternatif hareketli ¢atis1 sirasiyla birim asal

normal vektor, birim asal normal vektoriin tiirevi ve Darboux vektori



N, C:i ve W=——or—es (2.3)
N

esitlikleri ile tanimlanir. Bu alternatif hareketli {N a W} catisinin tiirev denklemleri

N’ 0 f(s) 0 N
Cl=|-f(s) 0 gs)|C
w' 0 -g(s) 0 ||w

matris formu veya

N'=f(s)C
C'=—f(s)N+g(s)W
W’:—g(s)a

denklemleri ile verilir. )/ egrisinin alternatif hareketli gatiya gore egrilikleri

— “[3
olmak iizere [ = K+T  ve g=o0f= SEAN. VA% esitlikleri ile hesaplanir [21]. Buradan
(zcz + rz)

- K - T —_ o
doniisiimleri yardimiyla alternatif hareketli {N ,C, W} catist {T N ,B}

K= ve T
g(s) g(s)

Frenet-Serret catis1 arasinda asagidaki gegisi trigonometrik fonksiyonlart kullanmadan da

yapabiliriz.

gecis denklemleri yardimiyla egrilik ve burulma ile diger karakterizasyonlar rahatlikla yapilabilir.
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2.2.3 Tip-1 Bishop Catis1

Tamm 2.2.3.1 Tip-1 Bishop catis1 egrinin hareketli bir ortonormal catisinin sadece tegetine
paralel olarak egri boyunca tasinmasini saglar. Bu ¢at1 egrinin ikinci tlirevi olmadigi durumlarda

bile iyi bir sekilde tanimlanabilir. %, ve k, Tip-1 Bishop egrilikleri olmak iizere, y egrisinin

{T,N J,Nz} Tip-1 Bishop catisinin tiirev denklemleri

T\ To & &7
ﬁ’z—kl()oﬁ
N | Lk 0 oW

matris formu ile ifade edilir. Frenet ¢atis1 ile Bishop ¢atis1 arasindaki doniisiim matrisi

r 17 o o T

N|=|0 cosp sing|| N,
B 0 —sing cos@ ﬁz

ile verilir. Burada ¢(s)= arctan (ﬁj T(S)Z (p'(s) ve K‘(S)\/kf +k;  esitliklerinin

1
saglandigi  goriilmektedir. Ayrica Tip-1 Bishop egrilikleri £, (S) =Kcos@Q (S) ve

k, (s) =KSing (S) esitlikleri ile hesaplanir [17].

2.2.4 Tip-2 Bishop Catisi

Tamim 2.2.4.1 Tip-2 Bishop catis1 Oklid uzayinda bir egrinin ortonormal ¢atisinin sadece binormal

vektoriine paralel olarak bir egri boyunca tasinmasinmi ifade eder. Bu ¢at1 egrinin ikinci tlirevi

olmadigi durumlarda alternatif olarak kullamilabilir. &’ J egrisinin Tip-2 Bishop ¢atisi

{ﬁ; E E} olup tiirev denklemlerin

N To o -kN
ﬁzf =0 0 -k, E
B| |k k 0]B

11



matris formudur. Burada k, ve k, Tip-2 Bishop catisinin egrilikleridir. Frenet ¢atisi ile Tip-2

Bishop catis1 arasindaki ge¢is matris formu

T sing —cosgp O] N,
N|=|cosp sing Of N,
B 0 0 1| B

ile ifade edilir. Tip-2 Bishop ¢atisinin egrilikleri £, (s)=-7cos0(s) ve k,(s)=-7sin6(s)

esitlikleri ile hesaplanir. Bu egriliklerden faydalanarak

denklemleri yazilabilir [17].

2.2.5 N- Bishop Catisi

Tamm 2.2.5.1. 3 boyutlu Oklid uzayinda bir y egrisinin N-Bishop catis1, ortonormal {N C, W}

alternatif ¢atisinin sadece normal vektoriine paralel olarak bir y egrisi boyunca taginmasini ifade

eder. Bu cat1 y egrisinin ikinci tiirevi olmadig1 durumlarda alternatif olarak kullanilabilir. y egrisi

E’  de birim hizh regiiler bir egri olsun. y egrinin N-Bishop catisi {ﬁﬁjﬁz} olup tiirev

denklemleri

N| Tk k 07N
Nj =10 0 -k N;
NZ 0 0 -k | N

matris formudur. y egrinin ortonormal {N C W} alternatif catisinin normal vektoriine paralel

keyfi bir @ ag1 ile dondiirerek N-Bishop ¢atisi {Nﬁ;ﬁ;} bulunur. Buradaki ¢ agisi ﬁ; ve

12



C vektorleri arasindaki acidr. {NEW} alternatif catis1 ile {Nﬁﬁz} N-Bishop catist
arasindaki doniistim

N o o 1N
C|= cosp sing 0 E (2.4)

—_—

74 —singp cosp O|| N

matris formu ile hesaplanir. Burada &, = f COS(p(s) ve k,= fsin (p(s) N-Bishop

catisinin egrilikleridir. ﬁ; ve C vektorleri arasindaki ¢ acist

o(s)=[ g(t)dt=arctan [%j

S s
esitligi ile bulunur [22].
2.3 Smarandache Egrileri

Tammim 2.3.1 Herhangi bir egrinin Frenet vektorleri, konum vektorii olarak alindiginda bu
vektorlerin lineer birlesimi olarak yazilan vektoriin ¢izdigi regiiler egriye Smarandache egrisi

denir.

Tanmm. 2.3.2 s yay parametresi ve 4= (S ) egrisi B’ Oklid uzaymnda birim hizli regiiler bir

egri olsun. (S ) egrisinin Serret-Frenet vektorleri {Tﬁﬁ} olmak lizere,

VTN(S)zi(T+N)

NE)

seklinde tanimlanan egriye B’ Oklid uzayinda TN Smarandache egrisi denir.

Tanmm 2.3.3 s yay parametresi ve 4= (s ) egrisi B’ Oklid uzayinda birim hizl regiiler bir

egri olsun. £{S) egrisinin Serret-Frenet vektorleri {TNE} olmak tizere,
Vyul(s)=—=(T+B)
V2

seklinde tanimlanan egriye B’ Oklid uzayinda T B Smarandache egrisi denir.

13



Tanim 2.3.4 s yay parametresi ve 4= (s ) egrisi B’ Oklid uzayinda birim hizl regiiler bir

egri olsun. ,L( S ) egrisinin Serret-Frenet vektorleri {Tﬁﬁ} olmak iizere,

(N+B)

Vys(s)= \/}

seklinde tanimlanan egriye B’ Oklid uzayinda N B Smarandache egrisi denir.

Tamim 2.3.55 yay parametresi ve 4= (S ) egrisi B° Oklid uzayinda birim hizh regiiler bir

egri olsun. £{S) egrisinin Serret-Frenet vektorleri {TNE} olmak tizere,

T+N+B)

Ving () = \/§(

seklinde tanimlanan egriye [’ Oklid uzayinda TNB Smarandache egrisi denir.

Tanmm. 2.3.6 s yay parametresi ve 4 = (s ) egrisi B’ Oklid uzaymnda birim hizli regiiler bir

dual egri olsun. () egrisinin NCW catisinin vektorleri {]V C, W} olmak tizere,

N+C)

Viels)= 7 L
seklinde tanimlanan egriye [’ Oklid uzayinda N C Smarandache egrisi denir.

Tamm 2.3.7 s yay parametresi ve 1= (S ) egrisi E’ Oklid uzayinda birim hizl regiiler bir

egri olsun. £{S) egrisinin NCW catisinin vektdrleri {N C, W} olmak iizere,

N+W)

Viw(s)= \/—(

seklinde tanimlanan egriye [’ Oklid uzayinda NW Smarandache egrisi denir.

Tamim 2.3.8 s yay parametresi ve 4= £4(s) egrisi B’ Oklid uzayinda birim hizli regiiler bir

egri olsun. (S) egrisinin NCW catisinin vektorleri {N C, W} olmak tizere,

14



C+W)

Vew(s) = \/>(

seklinde tanimlanan egriye [’ Oklid uzayinda CW Smarandache egrisi denir.

Tanim 2.3.9 s yay parametresi ve 4 = £('s) dual egrisi &> Oklid uzayinda birim hizli regiiler

bir egri olsun. 4S) egrisinin NCW ¢atismin vektorleri {N C, W} olmak tizere,

] — = —
Vew(S) =ﬁ(N+C+W)
seklinde tanimlanan egriye B’ Oklid uzayinda N C W Smarandache egrisi denir.
Tanmm. 2.3.10 s yay parametresi ve £ = () egrisi B® Oklid uzaymnda birim hizli regiiler bir

egri olsun. (S ) egrisinin N-Bishop ¢atisinin vektorleri {N Njﬁ;} olmak iizere,

Vv, (s) = \/5(1\7 N1)

seklinde tanimlanan egriye [’ Oklid uzayinda N j\fj Smarandache egrisi denir.

Tanmm 2.3.11 s yay parametresi ve 4= (s ) egrisi &’ Oklid uzayinda birim hizli regiiler bir

egri olsun. 4(S) dual egrisinin N-Bishop vektorleri {Nﬁjﬁz} olmak iizere,

VNNZ(S)=%(N+m)

seklinde tanimlanan egriye [’ Oklid uzayinda Nﬁ; Smarandache egrisi denir..

Tanmm 2.3.12 s yay parametresi ve 4= (') egrisilB® Oklid uzayinda birim hizli regiiler bir

egri olsun. £{S) dual egrisinin N-Bishop vektorleri {Nﬁ]ﬁz} olmak iizere,

N+N)

(s)=
N N, \/‘ (
seklinde tanimlanan egriye B’ Oklid uzayinda EE Smarandache egrisi denir.
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Tanm 2.3.13 s yay parametresi ve = () egrisi E° Oklid uzayinda birim hizli regiiler bir

egri olsun. £{S) egrisinin N-Bishop vektorleri {Nﬁlﬁ} olmak iizere,

VNN,NZ(S)Z%(N‘*'E"'E)

seklinde tammlanan egriye I&° Oklid uzayinda Nﬁlﬁ; Smarandache egrisi denir.

2.4. Regle Yiizeyler

Tanmm 2.4.1. Sekil 2.4” deki gibi bir M |’ yiizeyi verilsin. VP €M noktasinda E’ iin M de

kalan bir dogrusu var ise M ye bir regle yiizey ve P € M noktasindan gegcen ve M de kalan dogruya

da M nin dogrultmani denir.

Sekil 2.4. Oklid uzayinda bir regle yiizey

Teorem 2.4.2 M C T’ bir regle yiizey olsun. M nin dogrultmanlar;, M de hem asimptotik ve

hem de jeodezik ¢izgilerdir.

Ispat. XeX (M) M nin bir dogrultmaninin teget vektor alan1 olsun. Her bir dogrultman, bir

dogru oldugundan, E’ de jeodeziktir. Boylece,

D_-X=0

X
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elde edilir. Bu ise DX =D_X+(S(X),X)N Gauss denkleminden, 0=(S(X),X)N,
DXY el,, NeT,, T,nT;= 0 oldugundan, D}Y =0 ve (S (Y), )?) = 0 olmasi gerekir.
D})? =0 oldugundan M nin dogrultmanlari, M nin jeodezik c¢izgileri olurlar. (S ()7),)?> =0

olmasi ise bu dogrultmanlarin asimptotik ¢izgiler oldugunu gosterir.

Teorem 2.4.3 M CIE’ bir regle ylizey olsun. K ve H da sirastyla M nin Gauss ve ortalama

egrilik fonksiyonu, siarasiyla £, F,G 1. esas formun ve K,L,M de Il. esas formun katsayilari

olmak tzere

LN - M?

T 2.5
EG-F? 2:5)
EN — MF +GL

= > (2.6)

2(EG—F )

dir. Ayni zamanda VP € M igin K(P)<O0dur.

Tamm 2.4.4 Regle yiizeyin komsu iki anadogrusu arasindaki en kisa uzakligin bu iki komsu

anadogru arasindaki agiya oranina regle yilizeyin dagilma parametresi denir. Anadogrularin birim

dogrultman vektorii X olan bir regle yiizeyinin dralini P ile gdsterelim.

Komsu anadogrularin orta dikmesi dogrultusundaki birim vektor, vektorel carpim ile XAX

oldugundan bu dogrultudaki birim Vektér d1r burada X' = D, X dir. Dayanak egrisinin

T H
komsu iki noktasi, a(s) ve a(s+ds)=a(s)+da(s) oldugundan bu noktalardaki ana dogrular

rasindaki en kisa uzaklik d Zl vektoriniin

vektorii lizerindeki izdiisiimiidiir. Béylece en

X‘i)H(’ det[a’Ha;.ﬁ(, il olarak bulunur. Eger

anadogrularin kiiresel gostergesini goz Oniine alirsak bu gosterge yay elementi olan

kisa uzaklik k ile gosterilse k =(da,




—_—

dX

S

do= DT?(“ds:\/az +c’ds komsu iki ana dogru arasindaki a¢1 olarak almabilir.

ds:‘

Boylece regle ylizeyin drali i¢in

o det|da, X, X7]
VTR (”)

bulunur. Regle yiizeyler i¢in dral koordinat degisimlerine gore en basit diferansiyel invaryanttir.

Sekil 2.5’te bir regle ylizeyine ait dagilma parametresi (drali) verilmistir.

Sekil 2.5 Regle Yiizeyinin Dagilma Parametresi

Tamm 24.5 S IxRSE’, 9t,v) > It v)=a()+vX (1) regle yizeyivie I icin
Ht+27,v)=Ht,v) olacak sekilde periyodik ise regle yiizeye kapalidir denir. Kapali regle

yiizeylerin dayanak egrileri ve anadogrularinin kiiresel gostergeleri kapali egrilerdir. Bir diger

ifade ile bir periyod sonra her anadogru kendisi tizerine gelir.

Tamm 2.4.6 Bir $(¢,V) regle yiizeyinin anadogrularinin herbirini dik olarak kesen egriye regle

ylizeyin ortogonal yoriingesi denir.
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Tamm 2.4.7 Bir $(¢,V)regle yiizeyinde komsu iki dogrultmanin ortak dikmesinin esas

dogrultman tlizerindeki ayagina bogaz(merkez veya striksiyon) noktasi ad1 verilir.

Tamm 2.4.8 Bir $(¢,V) regle yiizeyinin anadogrusu dayanak egrisi boyunca yiizeyi olustururken
bogaz noktalarinin geometrik yerine regle yiizeyin bogaz ¢izgisi (egrisi) adi verilir.
Tamm 2.4.9 c#0 olmak iizere, kapali M regle yiizeyi 9(¢,v)=a(t)+vX(t) icin atlas

{(] XR,LQ)} olarak verilsin. M nin her bir dogrultmani tizerinde Sekil 2.5’teki degerine karsilik

gelen noktaya o dogrultman iizerindeki merkez nokta (bogaz noktasi) ve M nin merkez

noktalarinin geometrik yerine de M nin sitriksiyon ¢izgisi denir.
Teorem 2.4.10 M regle ylizeyi {(I xR, )} atlasi ile verilmis olsun. O zaman, o(t) noktasindan
gecen anadogrultman tizerinde $(¢,v,) noktasi merkez noktasidir. <> o nin teget vektor alani T

ve dogrultmanin teget vektor alanida X olmak iizere, Ht,v,) noktasindaki teget diizlemin bir

normali DT)? dir.

Sonug¢ 2.4.11 Bir regle yiizeyin dagilma parametresi yalnizca dogrultmanlara baghdir.

2.5 Dual Uzay

2.5.1 Dual Sayilar

W.K. Clifford 1873 yilinda a, " € R ve £ #0, & =0 olmak iizere A=a+ea* sayi1sini

dual say1 olarak tanimlamistir. & bir dual birim olarak kabul edilir. Dual sayilar halkasi sifir

bélenli olmadigindan yani £d * £Ebx=0 oldugu i¢in £a * elemanlarinin tersi yoktur. Bu nedenle

dual sayilar bir cisim belirtmez sadece bir cebir belirtmektedir. Dual sayilar ciimlesi
ID)={21=a+5a*:a,a* eR, &° =0}

ile tanimlanir [7].

A

Tamm 2.5.1.1 a,axb,bxcR ve & =0 olmak tizere A=a+sca* ve B=b+eb* dual
sayilarmin +:DxD — D toplama islemi
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:4+1A3=(a+b)+g(a*+b*) (2.8)
ile tanimlanir [7].

Ornek 2.5.1.2 A=13+£15 ve B=11+¢12 dual sayilarin toplami islemi (2.8) denkleminden

A

A+B=(13+11)+5(15+12) =24+ 27

olarak hesaplanir.

A~

Tamm 2.5.13 a,a%b,b*eR ve & =0 olmak iizere A=a+sa* ve B=b+¢eb* dual

sayilarinin —:DxID — D ¢ikarma islemi

A~

;I—Bz(a—b)+g(a*—b*) (2.9)
ile tanimlanir [7].

Ornek 2514 A=199+£19 ve B=72+¢35 dual sayilarinin ¢ikarma islemi (2.9)

denkeleminden
A-B=(19-72)+¢£(19-35)=127-¢16

olarak elde edilir.

A~

Tamm 2.5.1.5 a,axb,b<cR ve & =0 olmak tizere A=a+sca* ve B=b+¢eb* dual
sayilarinin .: DxI) — D ¢arpma islemi
2.§=ab+g(ab*+a*b) (2.10)

olarak tanimlanir [7].

Ornek 2.5.1.6 A=15+¢18 ve B=1+¢12 dual sayilarin ¢arpma islemi (2.10) denkelminden

AB=151+¢(15.12+18.1)=15+£198 olarak bulunur.

Tamm 2.5.1.7 a,a*b,b*eR & =0 olsun. A=a+sa*, B=b+eh* dual sayilarn esitlik

bagintisi
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;1=§<:>a=b ve cax =¢gb *

ile verilir [7].

~

Boylece D = {2 cA=a+¢ca* a,ea*e R} ctimlesi yukaridaki islemler ile degismeli bir

halka olusturur.

A~

Tanmm 2.5.1.8 a,a%,b,bxcR £ =0,b#0 olmak iizere A=a+¢ca* ve B=b+gb* dual

sayilarmin +:DxD — D ile tanimli bolme islemi

_%”# @.11)

SN

bicimindedir [7].
Ornek 2.5.1.9 A=3+¢&l ve B=9+s4 dual sayilarin bolme iglemi (2.11) denkelminden

4 3 19-34 1 1
==—+¢ = —
B 9 81 3 27

olarak hesaplanir.

Tamm 2.5.1.10 (D°,+) sistemi bir abel gruptur ve I) iizerinde bir modiildiir. I’ ciimlesine

D — modiil dedenir. D — modiil ’iin elemanlari olan sirali dual tigliilere dual vektorler denir
[7].

~

Tamm 2.5.1.11 a,a*b,b*cR® ve & =0olmak iizere A=a+ga* ve B=b+sb* dual

vektorlerinin  +:DxID— I toplama islemi

K+]A3:(a+ga*)+(b+gb*)

2.12)
=(a+b)+e(a*+b¥)

ile tamimlanir [7].

Ornek 2.5.1.12 A= (4, 5, 6) + 8(1, 2, 3) ve B= (1, 2,3) + 6‘(4, 5, 6) verilen dual vektorlerin

toplama islemini (2.11) denkleminden
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A+B=(4+1,5+2,6+3)+5(1+4,2+5,3+6)
= (5,7,9)+£(5,7,9)

olarak bulunur.

~

Tamm 2.5.1.13 a,a*bb*cR’ ve &> =0olmak iizere A=a+ga* ve B=b+eb* dual

vektorlerinin i¢ ¢arpimi ve vektorel ¢arpimi

(A,B) = (a,b) + &[{(a*,b) + (a,b*)] (2.13)
ve
gxﬁ:axb+6(axb*+a*xb) (2.14)

ile tanimlidir [7].

Ornek 2.5.1.14 A=(2,5,6)+8(O,2,3) ve ]§=(25,4)+8(5,&7) dual vektorlerinin i¢ carpimi (2.13)

denkleminden

(A,B)=((2.5,6).(2,5.4))+2[((0.2,3),(2,5.4)) +((2.5,6).(5.8.7))]

=53+¢ll4

olarak hesaplanir.

Ornek 2.5.1.15 :& = (1, 2,3) + 8(1, 2,3) ve ]§ = (2, 3, 4) + 8(2, 3, 4) dual vektorlerinin vektorel

carpimi (2.14) denkleminden

AxB

(1,2,3)x(2,3,4) +£((1,2,3)x(2,3,4) +(1,2,3)x(2,3,4))
= (-1,2,-1)+&(-2,4,-2)

olarak hesaplanir.

Tamim 2.5.1.16 a,a* b,b*ec R’ ve &% =0olmak iizere A=a+ga* dual vektdriiniin normu

] = (AA) :||a||+8<a’a*> (2.15)
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HKH =1 ise A ya birim dual vektor denir ve
5= {K eD':(AA)- (1,0)}
climlesi birim dual kiireyi temsil eder [7].

Ornek 2.5.1.17 ;‘: = (4, 3, O) + 6‘(5, 3, 6) dual vektoriin normu (2.15) denkelminden

~ ((4.3.0),(53.6)) _ 29
[Al=tes ol S pnG =50 e %

olarak hesaplanir.

Teorem 2.5.1.18 (E. Study)gi(O,a) €D olmak iizere HKH =(1,0) kosulunu saglayan birim

dual kiirenin dual noktalar1 Sekil 2.6 da verildigi gibi ii¢ boyutlu Oklid uzayinda yénlii dogrulara
karsilik gelir [7].

Sekil 2.6.  Okid uzayinda u yoniiyle verilen bir dogru

Tamim 2.5.1.19 a, be D’ iki dual birim vektorlerine karsilik gelen yonlii dogrular arasindaki agi

@ ve en kisa uzaklik 8" olmak iizere,

<&, l;>= cos@ =cos(0 +€6")

esitligiile Sekil 2.7° de verilen 0=0+¢0" dual sayisina a ve b arasimdaki dual act denir [7].
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Sekil 2.7. Geometrik olarak dual ac1

2.5.2 Dual Uzay Egrisi ve Catilar:

2.5.2.1 Dual Uzay Egrileri

Tamm 2.5.2.1 I’ dual uzayinda &(t) =a(t)+ea”(¢t) ifadesine bir dual uzay egrisi denir. Burada
at)=(a,),a,(t),a) ve a (t)=(a/ (1), (t),a; @) , E’ Oklid uzayinda reel degerli

egridir. Eger o,(f)ve «; (t),1<i <3 fonksiyonu diferansiyellenebilir ise
a:1 Rt >at)=(a(t)+ & (b),...) =alt) + e (£)

dual uzay egrisi de diferansiyellenebilirdir. &(l) dual egrisinin c(¢)reel kismina gosterge egrisi
denir.a:/c R > Dt — &(t):a(t)+ga*(t) bir dual egri olmak {izere; &(t) dual uzay

egrisinin £, den ¢ ye kadar olan dual yay uzunlugu
_ b Lo Lo
s= [l = [laofee] @a opar =s+es

olarak tanimlanir. Burada T vektorii, c(f)reel gosterge egrisinin birim teget vektoriidiir.
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2.5.2.2 Blaschke Catis1

Tanm 2.5.2.2.1 X (1) = x(¢)+ ex*(¢) egrisi dual birim kiire lizerindeki bir dual egri olmak

lizere, X (t) dual egrisinin Blaschke catis1

Ai=X(),
~ A
A = 1, ,
Al
23 =;‘:1 ng

ile tamimlanir. Blaschke catisi i¢in
(AL AY=(Ao, Aoy =(As, As) =1
(A Aoy =(A1, As) =(As, Ao) =0
i¢c carpim Ozellikleri saglandigi i¢in N , As , As dogrulari ii¢ boyutlu Oklid uzayinda ayn1 anda

karsilikli olarak dik dogrular1 gostermektedir. Kesisme noktasinin merkezi A1 noktasidir ve bu

nokta dual egrinin tegeti olarak adlandirilir. A2 =A(f) dogrusuna merkezi noktadaki A\(t) nin

normal ortasi denir. Blaschke catisinin tiirev formiilleri

0 P 0)\4A
A |=[-P 0 O] A
oy 0 -0 0|
A 0 Aj

det(A, A", A")
= T

ile verilir. P= p+epx=| A Il, @ =q+&eq* ifadeleri ise Blaschke integral

invaryantlar1 olarak isimlendirilir. J.Pd(t) ve I Qd(t) integralleri sirastyla Ai(?) ve As(f) dual

egrileri arasindaki dual yay uzunlugudur [38].
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2.5.2.3 Dual Serret-Frenet Catisi

X =X(S) birim dual kiire iizerindeki birim dual egri olsun.Bu dual egrinin dual Serret -Frenet

catis1 dual birim vektorlerin ikili olarak vektorel carpimiyla olusan ortogonal catidir. T,N ve B

dual birim kiire tizerindeki dual Frenet-Serret ¢atisinin elemanlar1 olmak {izere;
X'=T ve [7] =1,
dir. T teget vektoriin normali olmak tizere N dual vektorii 7 dual vektdriiniin normalidir ve

S T _—A+¥ 4
T

rl 2

formiilii ile verilir. Tanimlanan dual fonksiyonda K =k+¢k” = HT

, X=X(S) dual egrisinin

dual egriligidir. Boylece dual egrilik
K=J1+>"

e T . d )= = .
olarak verilebilir. B dual Frenet-Serret ¢atisinin binormali d_<N ,T > =0, normal ve tegetin i¢
s

carpiminin sifir olmasindan <7\7',T> =—K, olarak verilir. Burada B pozitif degerli oldugundan

d — —

g<N, B)=0
(-KT+TB,B)+(7.F) =0,

olur ve dual Serret-Frenet ¢atisinin burulmasi da

r=r+éer :—<N,§'>.

olarak verilir. Ayrica B=-TN dir. Dual Serret-Frenet catisinin tiirev formiilleri matris formu
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T 0 x 0T
Nl=|l-x 0 7| N
B 0 -z 0]| B

olarak verilir [38].

Sonug¢ 2.5.2.3.1 a(s)= X birim hizli bir dual egri olmak iizere, bu egriyi {T, N,E} catisinin

elemanlarinin lineer

—X =F(s)T +G(s)N + H(s)B (2.16)
(2.16) denkleminin her iki tarafinda da tiirev alma islemini uygularsak,

T =(F'-Gx)T +(G'+ Fx—H7t)N +(H'+ Gr)B

verilen ifadeyi biraz diizenlersek,

O:(F'—GK)T+T+(G'+FK—HT)N+(H'+GT)§

. . _ (2.17)
0=(F'-Gx+)T'+(G'+Fx—-Ht)N+(H'+Gr)B

olur. (2.17) denklemini kullanarak asagidaki esitligi yazabiliriz.
F'-Gxk+1=0,G'+Fx—Hr=0,H'+Gr=0 (2.18)
(2.18) deki denklemlerden {F "G',H '} elemanlarini yalniz birakacak olursak,

F'=Gk-1

G'=—-Fk+Hr

H'=-Gr

esitlikleri elde edilir. &(s) = X egrisi birim hizli oldugundan i¢ ¢arpim aksiyomlarindan
<—X,—X >=<F(s)T + G(s)N + H(s)B, F(s)T + G(s)N + H(s)B >=1

denklemleri olusturabiliriz, buradan,

FF+G+H =1 (2.19)

27



elde edilir. (2.19) denkelminde taraf tarafa tlirev alma islemini uygularsak asagidaki

farklilagtirlmis denklemi verebiliriz.

2FF'+2GG+2HH'=0
FF'+GG'+HH'=0

elde edilen bu denklemde {F WG H '} elemanlar1 yerine yazilirsa,
F(Gx-1)+G(—Fx+Hr)+H(-Gr)=0 (2.20)

elde edilir. (2.20) denkelminde gerekli islemler yapildiginda asagidaki denklem elde edilir.

F=0, G—l:O, H—li(l]w
K Tds\ K

olur.

2.5.3 Dual Regle Yiizeyler

X:x+5x*=X()q,x2,x3;xl*,x;,x;) dogrusunun (XI,XQ,)@;XI,XZ,)%) normlanmig
homogen olmayan alt1 Pliicker dogru koordinatlar1 arasinda
2 2 2 * * *
X +x,+x, =0, xx +x,x +xx, =0
bagintilarindan bagka
F(xp, %5, X350, X5, x7) = 0,0(X,, X5, X33%,, %5, x3) = 0,
l//(x1sx27x3;x1 »xzaxs) =0

bagintilar1 da varsa X dogrusunun bagimsiz parametre sayist bir tanedir. Bir regle yiizey bir ¢
parametresine bagli X = X(r) birim dual vektorel fonksiyon olmak iizere; X = ;c(t) +ex® (t)

seklinde de yazilabilir. X = X () fonksiyonun ¢ ye gore istenildigi kadar tiiretilebildigi kabul

ediliyor. X = ;c(t) +ex* (¢) birim dual vektoriine HY” = HO—XH = (1,0) birim dual kiiresi tizerinde

bir dual X noktasi karsilik gelir. Biliniyor ki bu noktaya da R de bir X dogrusu karsilik gelir.

¢t parametresi degistikce
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OX =X (1) = x(t) + ex*(?)

birim dual vektérii ,birim dual kiire iizerinde bir X dual egrisi ¢izer. Bu egriye de R de bir

regle yiizey karsilik gelir. Sekil 2.8°deki X dual egrisine regle yiizeyin dual kiiresel resmi denir.

x(t)

x(z + dr)

Sekil 2.8. Regle yiizeyin dual kiiresel resmi

Tamm 2.5.3.1 Bir parametreli K / K ' dual kiiresel hareketinde K da tespit edilmis bir X dual

noktast K' sabit dual kiiresi Tlzerinde ¢ e R parametresine bagli olarak Dbir

X :)?( t), H)?( t )H=1 egrisini ¢izer. t — parametresine gore diferensiyallenebilen bu dual

kiiresel egriye E’ oOklid uzayinda bir regle yiizey karsilik geldigini E-Study nin dual birim kiire
iizerindeki bir noktanm I’ Oklid uzayinda bir yonlendirilmis dogruya denk geldigini gosteren

teorem yardimiyla I’ Oklid uzayinda bir regle ylizeye karsilik geldigini sdyleyebiliriz. Eger dual
kiiresel egri kapaliysa bu dual kiiresel egriye karsilik gelen regle yiizey de kapalidir.

X =X(t),teR, dual kiiresel egrisine E Oklid uzayinda X regle yiizeyinin dual kiiresel resmi

denir. X =X(t), dual kiiresel egrisinin d¢=dp+edp’ yay elementi igin
do’ =<d;c, d;c>, dpdg" = <d;c d?> elde edilir. Burada d@ ve d¢"reel biiyiiklikleri ise

sirastylav E’ Oklid uzayindaki regle yiizeyin X(t) ve X(t+dt) anadogrular arasindaki ac1

ve en kisa uzaklig1 temsil eder.
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Tamm 2.53.2 L=9%dx*) _dede* do*
d (dx,dx) dpodp do

ifadesindeki é biiyiikliigiine regle ylizeyin ¢

parametresine ait olan X ana dogrusu boyunca dagilma parametresi veya drali denir.

Tamm 2.5.3.3 Komsu ana dogrular1 kesisen regle yiizeylere torslar veya agilabilir regle ylizeyler
denir. Dral’in sifir olmasi torslar igin karakteristiktir. Ciinkii dral sifir ise d@*=0 dir. Dral’in bu
tanimu silindir i¢in gegerli degildir. Dral’i sifir olmayan bir regle yiizeyde komsu ana dogrular
aykiridir yani komsu iki ana dogru bir diizlem teskil etmez. X(¢) ana dogrusunun , X (¢ + dt)
komsu ana dogrusundan en kisa uzakliktaki X noktasina bogaz noktas1 veya merkez noktasi veya
sitriksiyon noktas: denir. Bu noktanin X(¢f) geometrik yerine de bogaz ¢izgisi veya sitriksiyon
cizgisi denir. Verilen bir regle yiizey iizerinde biitiin ana dogrular1 kesen bir (C) egrisi yiizeyin bir

referans egrisi olarak alinabilir ve bu egriye direktris ad1 verilir.
Tamm 2.5.3.4 Dayanak egrisi Sekil 2.9° da a= Zl(t) denklemi ile belli olan (C) egrisi ve ana

dogrular x = x(¢) birim vektsrii olan regle yiizeyin denklemi y(Z,u) = a(t)+ux(t)

- = —

dir. Burada X*=aAX ve XAX*=a—(a,X)Xx olduklarindan dolay: regle yiizeyin denklemi

icin ¥ =u+(a,x) olmak iizere ;(t V)= ;c(t) AXH @) +v;c(l‘) bulunur.

Sekil 2.9. Dual Regle Yiizey

3. BULGULAR

3.1 E’ Uzayinda N-Bishop ve NCW Catilar1 Arasindaki Ge¢is Matrisi
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Ug boyutlu Oklid uzayin da bir o birim egrisinin N-Bishop ¢atis1, ortonormal {N C W}

alternatif ¢atisinin sadece normal vektoriine paralel olarak bir o egrisi boyunca taginmasini ifade

eder. Bu ¢at1 y egrisinin ikinci tiirevi olmadig1 durumlarda alternatif olarak kullanilabilir. o egrisi

E’  de birim hizli regiiler bir egri olsun. o egrinin N-Bishop ¢atis1 {Nﬁjﬁz} olup tiirev

denklemleri

N\ Tk k 07N

Nj =10 0 -k N;

Nz 0 0 -k | N

matris formudur. o egrinin ortonormal {N@W} alternatif catisinin normal vektoriine

paralel keyfi bir ¢ ac1 ile dondiirerek N-Bishop catisi {Nﬁjﬁz} bulunur. Buradaki ¢ agis1

Nj ve C vektorleri arasindaki agidir. {NEW} alternatif ¢atisi ile {Nﬁjﬁz} N-Bishop
catis1 arasindaki doniistim

N o o 1N

Cl|=|cosp sing 0| N,
74 —singp cosp O|| N

matris formu ile hesaplamir. Burada k, = f cos (0(S) ve k,=fsin (0(S) N-Bishop catisinin

egrilikleridir. N, ve C vektorleri arasindaki ¢ ag1s1

s k
o(s)= I g(t)dt =arctan (FZ]
So 7
esitligi ile bulunur.
Teorem 3.1.1 o birim hizli egri ve {N,Nl,ﬁz} catis1 a egrisinin N-Bishop catist olsun. s yay
parametresi igin N-Bishop catisinin egrilikleri &, = f cos qo(s) ve k,=f sinqo(s) olmak tizere

Nve C vektorleri arasindaki ¢ acist
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(o(s) = J-:n g(t)dt = arctan [i—jj
k] - . k - . . - o~ -
olmak iizere cos (D(S) =— =K sin (D(S) = 7 =7  degiskenleri alindiginda {N,N,,N,}ve

{N, E,ITV} catilar1 arasindaki gegis matrisi

N 1 0 O0]N
N, |=|0 7 «||C
MoE-%W
dir.

ispat. k, = fcosp(s) ve k,=fsinp(s) egriliklerinde cosp(s) ve Sin¢(s)

ifadeleri yalniz birakilip degisken degistirilmesi yapildiginda,

k= fcosp(s)= cosq)(s):%:;
k, =fsingo(s):> Singo(s)zl;—zzg

elde edilir. {N,ﬁl,ﬁz} catist ile {I_\I»,T:,W/'} catis1 arasinda asagidaki gecis matrisi asagida
verilmigtir.
N 0 0o 1IN

Cl|=|cosp sing 0| N,
74 —sing cosp O N

bu bilgiler diizenlenirse,

—_—

N

N
C = cos qpﬁz +sin @Nz
W =—sin qoﬁz +cos goﬁz

elde edilir. Yukarida elde ettigimiz yeni degiskenleri getirip yerine yazarsak,
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N=N
C=xN;+7N;

W= —;Nz + ;Nz

olur. Bu esitliklerden {N,j\f.{,ﬁ} elemanlarimi ¢ekersek,

N=N
Ni=xC—1W
N:=1C+xW

bulunur. Elde ettigimiz bu bulgular1 matris formunda yzarsak,

N| [t o o]N
Ni|=[0 x -7 ||C
Na| [0 ¢ & ||W

elde edilir ve bdylelikle teorem ispatlanmis olur.

Teorem 3.1.2 Oklid 3-uzayinda birim hizli bir & (s) = J. N (s)ds integral egrisinin N-Bishop

catisinin bilesenlerinden olusan
~a(5)= 7N +7,(5)Ni + 75 ()N

konum vektoriiniin  diferansiyelinden 1+, '(s) =y, ()k, —75(s)k, =0, y,(s)k, +7,'(s) =0,

7,8k, +7,'(s)=0 ve =0 esitlikleri elde edilir.

Ispat.

~a(s) = 1,(S)N +7,(s)N1 +7,(s)N2

ifadesinin her iki tarafinda da tiirev alma iglemini uygularsak,

~a'() =7 ON + 7N +7, (N1 + 7, (N '+ 7, (N2 + 73 ()N

elde edilir. {N',N',,N',} yi yerine yazar ve verilen ifadeyi biraz diizenlersek,
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—N =7, ()N + (3, ()[k, N + k, N2 1+ 7, )Ny + 7, ()[=k, N1+ 7, ()N + 7, () [k, N
0=(1+7,'() = 7,k = 75N + (7 (k, + 7, (SDN1 + (7, ()k, + 75 ()N

olur. Bu denklemi kullanarak asagidaki esitligi yazabiliriz.
L+ 7, () =7, ($)ky = 73(s)k, =0,

71($)k +7,'(s) =0,

71($)ky +75'(s)=0
bu ifadede {y,',,',;'} elemanlarini yalniz birakacak olursak,
') =1k +7;5(9)k, ~1,

7, '(8) ==1(s)k,

75'(8) ==7(s)k,

esitlikleri elde edilir. —(S) egrisi birim dual kiire iizerinde oldugu i¢ ¢arpim aksiyomlarindan

asagidaki denklmeleri olusturabiliriz.

<—a(s),—a(s) >=< 7,()N +7,(s)N1 +7,()N2 , 7,(s)N + 7, (s)N1 +7, () N> >

buradan, 7/12 + 7/22 + 7/32 =1 elde edilir. Bu denklemde taraf tarafa tiirev alma islemini

uygularsak asagidaki farklilastirlmis denklemi verebiliriz.
29027,y 2y, =0

ifadesinin her iki tarafi ikiye boliiniirse,

N HY 1y =0

elde edilen bu denklemde {y,,7,',7,'} elemanlar1 yerine yazilirsa,

Nk —y;()k, +1) =0
7,(=7()k) =0
75(=71()k,) =0
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elde edilir. Gerekli islemler yapildiginda asagidaki denklem elde edilir. Buradan », =0 olur.
3.2 Dual NCW Alternatif Catis1

Ug boyutlu dual uzayda bir 7 dual egrisinin dual NCW catis1, 7 dual egrisi D’ de birim

hizli  regiiler dual egri  ve N=N+ 8?, C=C+ 6‘6:, W=W+eW* olsun.
T=r+er'  K=Kk+ex’ olmak iizere, y dual egrisinin dual NCW alternatif hareketli ¢atisi

sirasiyla birim dual asal normal vektdr, birim asal dual normal vektoriin tiirevi ve dual Darboux

vektori
N, C=— ve W=—7—,——

—_ = —
~ X X

esitlikleri ile tanimlanir. Bu alternatif hareketli {N, C, W} catisinin tiirev denklemleri

N =7(s)C
C'=—7(s)N+g(s)W

W'=—g(s)C

ile verilir. ¥ dual egrisinin alternatif hareketli catiya gore egrilikleri }": f+ef”, éz g+eg

AN
A2 T
K | =

~ A2 A2 A~ K

olmak iizere  f = +7 ve g= (Az—Az esitlikleri ile hesaplanir.
<+t

3.3 Dual N-Bishop Catis1
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D® dual uzayinda birim hizli regiiler 7 dual egrisinin, dual N-Bishop catisi,
N=N+eN',N, =N7+FI*,Z/\\72 :N;+F; olsun. 7 dual egrisinin dual N-Bishop ¢atisinin

turev denklemlerin

N' /21 //C‘z 0 N
Nil=lo 0o -k || N:
N

—_—
—~

Nol 1o 0 —k

alternatif catisinin normal

/\/\/\}

matris formudur. y dual egrisinin ortonormal <N ,C,W

vektoriine paralel keyfi bir g;=g0+5¢* dual ac¢1 kadar dondiirerek dual N-Bishop c¢atist

{Nﬁjﬁ;} bulunur. Buradaki (?) dual agis1 N: ve C dual vektorleri arasindaki acidir.
{N, C,W} alternatif dual catis1 ile {J/\}]V 1,]/\} 2} dual N-Bishop c¢atis1 arasindaki doniisiim
N 0 0 11 N

C|= cosg; Sil’l(/[; 0| N:
ﬁ —singB COS(/p\ 0 ﬁ

matrisi formu ile hesaplanir.

3.4 Dual N-Bishop Regle Yiizeyleri

E-Study déniisiimii yardimiyla dual birim kiire iizerinde segilen {N, N, N,} alternatif

hareketli ¢atisinin elemanlar1 ile dual uzayda ¢izilen kapali egriler E’ Oklid uzayinda bir regle

ylizey temsil etmektedir. Buradan secilen dual egriler

~N AN~

N=N+&N',N,=N,+&eN],N, =N, +&N," olmak iizere, {N,N,,N,} egrilerinin belirttigi

regle yiizeyleri asagidaki sekilde verilmistir.

0 (5,v)= () +VN(s) , B (s)=N AN,

05 (5:9)=B;, () +VN(s) . By (5)=N, AN,
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03, (V)= B () +VN,(5) . By () =N, AN;,

[ —

Bu denklemler bize c(s) birim hizli egrisini {N,C,W} vektorleri yardimiyla asagidaki formda
verilebilir. a(s) =AN+ALCHAW egrisinde {N, Ni, Nz} elemanlan {N, C, W} vektorleri
cinsinden
a(s)=A4N+4, (k_lﬁj +k_2ﬁ2)/13 (—Eﬁ +k_ﬁ)

= N +( A ), = A0, )N, + (A, ke, + Ak, )N,

=/1,n+[/12ﬁ—/13§]ﬁ]+[1 k—+/1 k, JN
s s

AN+ LAk, — k)N, + L (Ak, + k),
f f

formunda verilmistir. Bu denklemleri dikkate alip N, N\, N, vektorlerinin vektorel momentleri

N =aaN

AN

— Ak Ak, — ALk, +A1k —) —
:(/IIN_'_ 2 32N,+ 272 31N2j
/—’; /—’%
/1/( ikzN N4 ﬂk;ﬂk A N

Ak, + Ak, — Ak -k, —
LT R Wy VT Bt 2 2y
f f

ile hesaplanir, ayn1 sekilde
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/—/% /—/%
VAN e Rt
A
Akt
f
Ve
N, =anN,

~

olur. Bu denklemler kullanilarak  {/V, N, V,} dual egrilerinin belirttigi regle yiizeyleri sirasiyla

vi(s9)=NAN +WN

ile hesaplanir. Ayni sekilde J ~, dual egrisi,
Wi, (59)=N, AN, +vN,
:EA(ijﬁ_wﬁjﬂﬁ

= A,N + w]v +VN,
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—_—

ve YW, dual egrisi de
s, (s,v) =N, AN, +VN,

:ﬁz (MN ZNJ"'VE

MN + 4, N+vN

olarak elde edilir.

—~

Teorem 3.4.1 {N,N,,N,} dual egrileri kapal bir regle yiizeyini belirtmek iizere,

!
/ , Ak, =k
L [/121«2 + Ak, j ikt ( Ak, + Ak, j Ak, J{zzfsz)
P f » _ / e =
N k12 + k22 > TN kl 2 kZ
olarak hesaplanir.
Ispat. N dual egrisinin belirttigi kapali regle ylizeyinin dagilma parametresini
s P 5 AN
B ds, ds, det((N/\N) NN)
S i S .
ds,
determinantini hesaplayabilmek i¢in dncelikle (N AN *) tiirevi
(NAF) =(/12k2 + Ak, — N Ak, — Ak, N}]
f f
_ (ﬁzkz +/13k1j E_(Azkz + Ak, jkﬁ{%k’ —zgkzj N]._(/@.kl — Ak, jkfﬁ
f f f f

dir. Determinant alma islemi
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_ A’zkzz + ﬂ'zklz {ﬂzkl — ﬂ'3k2 j' (;szz + ﬂSkl ],
B / / /
det(NAN"),N,N'") = 1 0 0
k, k, 0
olur. Verilen dual egrinin dagilma parametresi
ks + AR [zzkl ~ 25k, J (@kz + Ak j
f f f
1 0 0
k, k, 0 '
[ﬂzkz + 2k j
k, | s
_ f
P = 2 2 r 2 2
N ki +k, ki +k,
e [N AN N

olarak hesaplanir. Ayni sekilde PK/I =

!

— bu determinant1 hesaplayabilmek
[

i¢in Oncelikle (N ;AN 1*) tiirevini hesaplayalim;

!

(5457)
denklemi ile elde edilir. Boylece

_ ks + Ak,

AT

det((ﬁAﬁ*)le,Nl )=

determinant1 hesaplandiginda,

:ﬁ,rﬁm,(k,mk@){—%’%”s"zj N,
7

Ak, + 4k, N
2

f

1#5)

W Ak {%m}la)’
1 2 f

1 0
0
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P 1
,11'_M Ak, 21k2+(/12kz+’13li
S S
0 1 0
k, 0 0
P]/\\/] = k12

ile verilen dual egrinin dagilma parametresi

Ak, {/12/«2 + Ak, j
P, =- !

N; k
1

olarak bulunur. $imdi de benzer islemleri P, i¢in yapalim.

det((ﬁz A ﬁf)'ﬁ;ﬁ:’)

N» Y

[

(mﬁ;’)%@mmj

. 2 _ . _ ' . .
(MoAN) = {_[—%’9 fﬂ“fkfkf j + 4, } N+ (—’U‘f f’lsz j + Ak, |N; + Ak, N,

!

bu determinanti hesaplayabilmek i¢in 6ncelikle (N ,AN 2*) tiirevini hesaplayalim;

2_ B ’
BRE D RPN EEIN
dez((ﬁ;ANf)',ﬁ;,E'): 0 0 ]
k, 0 0

olur. Buldugumuz bu sonuglar1 denklemde yerine yazalim.
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determinant1 hesaplandiginda, dual egrinin dagilma parametresi

41k1 + [ ﬂzk1 - /13k2 j
S

k;

P. =
N>

olur ve bdylelikle ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.4.2 {N,N,, N,} dual egrilerinin karsilik geldigi kapali regle yiizeylerinin ortalama
egrilikleri ;
N2

k, (’12"2;/13"1} + Ak,

=0, KZ:_ = ve

2 i
(/11,_(121«2%31«1)]{2”]{1} W aks /12k2+2,3k1j
S

2
— kz [ﬂ’zkl}ﬂSsz +ﬂjk1

]/\\’2_ 2 2
2

(’12"1_/13]‘2J + Ak, +(—’12k1}ﬂ3k2 k, +ﬂj'—vk2]

ve Gauss egrilikleri
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Ve

(

(@@+@@j
|| =+
[

f

!

2 (k) +42

lzkI_/%sz + vk, (/13]{2"'/13]{1) + vk, +(
/ f
vsz[(ﬁzk’ _Z3k2j +vk1]

/

k,+ vk k,

2
S S

2k, {(Wj Ak, | K

+ {(lzkz;%kl j + /11k2]

k3 + Ak k3

Ak, — vk k, —(

f

+
{[U@ + Ak,

f

j +/11k2}

I

/

Al -
/

3

2
vk, ]

(/11’ ki _(/Izkz;/13k, jkzj

yre [( ke, + (Ask k,

)T+4@]@

: (/Izkz + Ak, jkz _ij}

2 (,11’ - (szz ; Ak jkz vk,

2

+ [/Ilkz + [ Ak,
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—24k; [(’U‘f ~ Ak j + /’L]k,}
f
! 2
~ (izk, J—{zjkz j ia kf}{( A,k —f Akk, i szj

B 3 42 _ !
+ —712](1 fﬂ3k2 k, +/”t], —vkzj (/Izkl fijk[ k, —/11'/{1 vk]k2]+[/1]k1 +{/12k1 f;tjkzj

— Ak + Ak, + (ﬂ“zkf }lsz j k,

2 3
4 2
2 [(U@ }’13"2 ] + z,kl] + [_U@ }’131‘2 k,+ A, —vkzj
olarak elde edilir.

Ispat. N dual egrisinin belirttigi kapali regle yilizeyinin Gauss ve ortalama egriligini bulmak icin

L. esas form ve II. esas form ile birlikte normal vektdr alanini bulmamiz gerekli. Oncelikle N

egrisinin sirastyla s ve v ye gore yonlii tiirevlerini almamiz gereklidir.

_ 2,k +k; _ _ ’ . ’ .

Wy = —2( ! 2)+vk N+ ok, — Aky +vk, |N, + Aok + Ak, +vk, |N
Ny f 1 f 1 1 f 2 2

ve y 5 =N dir. Buradan yonlii tiirevlerin i¢c carpimi yardimiyla 1. esas formun katsayilari

sirastyla;
2 2 2 ’ 2 , 2
- Lk +k —
E:<l//]/\}s"/”]/\\'.x >= M_kal + [MJ +Vk1 + (ﬁ?kZ-‘rﬂgk]j +Vk2
f f f
- A, (k] +k;
F=<y,.yy >= 2( 1f 2)—\/1

olarak bulunur. Buradan da I. esas form
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I= [—ﬂZ(kZ;kzz)wk,] + [—ﬂ?kf}ﬂskz J +k, | + (—ﬂ?kz}%?k’ j +Vk, d92+2{—%(léf+kj)+vkljdsdv+ldvz

olarak elde edilir. Simdide II. esas formun katsayilarini bulabilmek i¢in N dual egrisinin belirttigi

- v FYEVAN v =
normal vektor alanini bulmaliyiz. Normal vektor alant , = Va, KN

s, v
belirttigi normal vektdr alani icin 6ncelikle asagidaki determinanti

dir. N dual egrisinin

kK +k Ak Ak, + k)
12—( ’ 2)—vk1 [—%k’ ’%kzj + vk, (ks + 26,) +V,
f f
Wi AWy = 1 0 0
N N, N,

dir. Bu determinant yerine yazildiginda N dual egrisinin belirttigi normal vektor alani

{(/IzkI }/131‘2) +vk1}N; [(lzkz '}23](1) +vk2}ﬁ.;
! 2 ! 2
{(ﬂ?kl }/13]{2) +vk1] +[(/12k2 ;/13]{1) _’_ka}

—~

n=

olarak elde edilir. N dual egrisinin belirttigi normal vektor alan1 yardimiyla simdide bu egriye

ait II. esas formun katsayilarin1 bulalim. N dual egrisinin s ve v ye gore tekrardan yonlii tiirev
alma islemini uyguladigimizda;

vy =— ka] N+ ka] (kjﬁﬁkzﬁz)Jr (Mj +vk, | N,
’ f f S

!

- [—ﬂ?k’_%kzj +vk, k,]V+ (MJ +Vk, N;— (MJ +Vk, kzN
f S J
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ifadesi biraz daha diizenlenirse
o (5
kk[(wjk} v

A (k] +3) Ak, — Ak,

f

Ak, + A5k,
f

Juf

k, +vkk, | N,

olarak verilir.Benzer islemlerle y . = klﬁ ve Vi = 0 olarak bulunur. Simdi bu yénlii

tiirevler ve N dual egrisinin normal vektor alanin i¢ ¢garpimindan, II. esas formun katsayilari

w

!

b ' ' A, (k2 + k2
(/bk] 43;(2] vk, [/13"2”‘3"1) vk, +( -k 2)k2+vk,k2
/ f f
! 2 ! 2
(k= 2k;) | | (Ao +Ask,)
. f f
n>=
(/Izk2+/13k1j ok (/lzk]—/ljkzj ok
2 1
f f
! 2 ! 2
[zzk,—ﬂ,jsz R (ﬂzkﬁz}k]j ok
1 2
f f
",ﬁ >=0
n>=0

olarak elde edilir. Elde edilen ;) (2.5) ve (2.6) denklemlerinde yerine yazarsak,

KN:O ve
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’ ' (A 4K
[’12"1_’13k2j vk, (ﬂ“fkﬁ’%kfj v, +( ok + 2)k2+vk1k2
S S S
(Ak, = Ak, 2+ (Ak, + 25k,) 2
S S
(12k2+,13k,] ok, (Azk,—;gkzj ok,
S S
(U@—%} vk, |+ [Mj vk,
S S
S S

olarak bulunur. Simdi de benzer islemleri N1 ve N, dual egrileri i¢in yapalim. I. Esas formun

2

katsayilari sirasiyla;

!

‘_”’fvzs 21'1N+11k]ﬁ]’+1]k2ﬁ2’+[wj N,

- [_/% ; Ak ]kﬁ vk, N

Wﬁ/v = N]

olmak tlizere

2

2 '

F=<wyy, . vz, >=4k,
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esitlikleri ile bulunur. Buradan I. esas form

2

2 '
I:(ll'—[Mjkz—vk]J A+ /11k2+(MJ ds? + 24k dsdv + dv*
S 1 S

olarak elde edilir. Simdide II. esas formun katsayilarini bulabilmek i¢in N dual egrisinin belirttigi

" - Wﬁu A l/jﬁlv
normal vektor alant 7 =7— —
Wﬁh N l//j\\/] v

dir. N 1 dual egrisinin belirttigi normal vektor alan1 igin

oncelikle asagidaki determinant1 hesaplayalim.

s (ﬂzkz + Ak, ) k—vk Ak (ﬂzkz + /13k1) Ak,
f f
Ve, AV = 0 1 0
N N, N,

Bu determinant yerine yazildiginda N 1 dual egrisinin belirttigi normal vektor alani,

L ' [, (Ak,+ Ak .
Vi, AV, =- (Mj + Ak, N{ﬂ, —(“%’)kz—vk]}Nz

' — T, (A + Ak .
_ (’12]‘2;}“3]{1) + Ak, N+[lj _ Rk, + Ak,) 2; : ’)kz—vk,}NZ

n =

2

’ 2
,(Ak, + Ak
(ﬂfkf;%kfj + Ak, {/11 _(Eka+ Ak 2; ; I)kz—vkj}

olarak elde edilir. N | dual egrisinin belirttigi normal vektor alan1 yardimiyla simdide bu egriye

ait II. esas formun katsayilarini bulalim. N 1 dual egrisinin s ve v ye gore tekrardan yonlii tiirev

alma islemini uyguladigimizda;
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{ﬂj-—vkj—(ZEﬁiilEEijb} f?4—{i}+vk]+(i§ﬁiﬁ:§ﬁi)k2}(kjﬂﬁ—%kZKC)
S S

Vi, = | |
(k) N+ (1) (@j o | 7 [

MJ”" KN
LIS

/

ifadesi biraz diizenlenirse,

!

N[?;H&+(£&%£&J@J+&ﬁk{(££%;2&j+&hJ

~

&;v]m =l+N, [ﬂl'kl—ka—[wjklkzj_{_(ﬂlkl)l

3 2 /
- ﬁ@—ka{%@+%h@]+U%@+%h]+%@]

’

LN}

f f

olarak elde edilir. Ayni1 sekilde vy = k,N ve vs,. =0 olmak iizere

[%h+%hJ+4@
f

L=< l//ﬁm’n >= =

M =< l/jﬁlw’n >=




K. =-

N

2 ’
(/11,_[/12k2+l3k1jk2+vk1] NPT /12k2+/13k1]
S

2k1 |:( iZkZ;ﬂ/}k] j + ﬂa]kz])«]klz

, (ﬁ/—vkz—(%kz;%k’jkzj

.\ {(/12/{2+/13li +/11k2] |
/ g |[RRer(ARK) ) o
"1 f 172 2

3 2]
Ak vk, - ( Ak +f/13k1k2 ]

, ' [/11,—(%1{2;%}]{2_"]{1}
+[[/12k2;/13k1j +/11k2}

, 2

+[/1,k2 +[ﬂzk2;/13k1) }

olarak elde edilir. Simdi de 7 dual egrisine bakalim.

3
2

2 (,11’ - (szz ; Ak jkz vk,

vy = (Mj N;-(M]klﬁmjﬁmjkﬁ;+/1,k2ﬁ2—vkzﬁ
28 f f
verilen ifade biraz daha diizenlenirse,
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elde edilir. Y5, =N, oldugundan I. esas formun katsayilari sirasiyla;

2
2

E=<ys, Wi, >= [M] + Ak, +[Mk,+ﬂ,’+vk2] + A7k?

F=< Y5, Vi, >= ﬂ“]kz

G= JIA\/ZV’JIAVZV >=]

ile bulunur. Buradan I. esas form

2\

2 !
I= [_Mk1+ gl’_vkzj N [Mj T+ Ak, |+ 2K |ds® + 22k dsdv + dv
A

—

olarak elde edilir. Simdide II. esas formun katsayilarini bulabilmek i¢in N, dual egrisinin

- Yy, NVA,
belirttigi normal vektor alan1 72 = = =
Ya, NVN,

dir. N » dual egrisinin belirttigi normal vektor

alani1 i¢in oncelikle agsagidaki determinant1 hesaplayalim.

Ak Ak, ;Mz k,+ A, vk, (—ﬂzkf ;’U‘?j + Ak, Ak,

Vi, AVs, = 0 0 1
N N, N,
Vi AV = (w] + Ak, ﬁ{—wkﬁz{—vl@jﬁ,

Bu determinant yerine yazildiginda N > dual egrisinin belirttigi normal vektor alani
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- (’V‘f}ﬂszj + Ak, N{—’V‘I}%k? k1+/1,’—vk2jﬁ1

n=

2

' 2
(’12"1_/13"2 + Ak, | + _ Ak = Ak, k,+ A, —vk,
A ’ f ’

olarak elde edilir. N » dual egrisinin belirttigi normal vektor alan1 yardimiyla simdide bu egriye

ait II. esas formun katsayilarini bulalim. N > dual egrisinin s ve v ye gore tekrardan yonlii tiirev

alma islemini uyguladigimizda;

2 r 2 y .
l//ﬁlss =+(M_ﬁ]' _vkzj N+(M_i; —szj(kle‘szNz)

!

z,k]+(—/12kf}’l3k2J N, - z,k,{—/l?kf}%@] k,N

+(4k,) N, - 2k:N
ifadesi biraz daha diizenlenirse,

ﬁ /12/{12—/13](1]{2 —/II—Vk —/1k2+/1k2+ ﬂ“zk1_ﬁ’3k2 k
f 1 2 17v2 1"V f 1

3 _ 2 B '
Vi, =1+N, M—A{k,—w@kz} z,kﬁ(wl

!

EVal ﬂvzksz _/13k1k22
S

— Ak, —vk? ] +(Ak, )’}

olarak bulunur. Simdi bu yonlii tlirevler ve N> dual egrisinin normal vektdr alanin i¢

carpimindan, II. esas formun katsayilari,
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_ (izkl _/13k2 +/11k1 }szf _ﬂ’skaz _21’ _sz _ﬂlkzz +/11k12 + X’Zkl _ﬂskz k
S S S !

B 3492 B !
+ —lzkjfﬂ?kz k, +/11’ —VkZ] (ﬂzkj Aski k, —/11'/(] —vk]sz-F[/llk] +(ﬂ,2k1 ﬂ3k2] J

f f

L=<yy, n>n=

2
! 2
((’12"1‘/131‘2 e | 4| AR g
f f 1 1 2

k, (’U‘f }’U‘zj + Ak,

3
I

M =< l//]/\}st 4

2

Ak, - Ak, Ak, — Ak, ;Y
7f + Ak, | + 7f k,+ A, —vk,

N=<yyg, ,n>=0

olarak elde edilir. Elde edilen bu bilgileri (2.5) ve (2.6) denklemlerinde yerine yazarsak,

2

~| k, [12"1_’13"2) + 4k,

S
K. =

N> 2 ?

Ak, — Ak, ) Ak =Ak, o Y
7}( + A4k | + 7}( k,+ A, —Vk,
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—20,k; H’U‘f }/13"2 j i ;le,J

— [ﬂ’z/@ _13/(2 +/11k1 ﬂ'zkzz _l3k1k2 _21’ —vk2 —/%k; +/11k12 + ﬂ“zkz _/13k2 k
A A / 1

f

_ 342 _ '
NCL 5} f’% ky+ 2, — vkzj [’12]‘1 Akik, _ Ak, = vk k, j + [z,kl + (/121@ ks J

> 3

! 2
2 [[’% }’U@ j + z,kl] i [—’V‘f }’13"2 ky+ A, - vkzj

elde edilir ve boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.4.3 Dual darboux (@ ) ve dual Steiner (D) vektorlerini asagidaki sekilde verilebilir

@ =k, N, +k N, +&((hk, + gk, )N = fk, N, - fk,N,) Ve

D=pw=-N,pk,+N,pk, +&(Np(hk, + gk, )~ N, p fl, - N, p fk, ) dir.
Ispat. Darboux vektoriiniin tanimindan

o =w+ew'

W= AW

= (/N +gN,+hN; ) A(~k, N+, N,
——fk,N, +hk,N — fk,N, + gk, N

= (hk, + gk, )N — fk, N, - fk, N,

olur, burada.

@=—k,N,+k N, + g((hk2 + gk, )N - fk,N, - ﬂczf\fj) olarak elde edilir. Dual Steiner vektoriin

tanimindan .

B:j’j;":_ﬁu{jkz +Ef)k1 +5(ﬁp(hk2 +gk1)—ﬁ1’f)jk1—ﬁ2’:[9jk2)

olarak elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanms olur.
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Teorem3.44 N N, N, dualegrilerinin olusturmus oldugu kapali regle yiizeylere ait dual agilara

ait egimler sirasiyla

AL - _8((% - gh))- ﬂzkz;/gk, sz Ak, }131(2 f?kzj
A =ph-o(-p s 4 i)

Ay ==-Ppk+e(p i+ 2, Pk, )

dir.

ispat. Ay =—(D,N)=—(d+2d N+2N')

ifadesi daha agik bir halde yazilrsa

=—<—7v”,j9kz+ﬁjf>k,,ﬁ>
<N'b(hk2 +gk1)_ﬁﬁﬁ1 _ﬁz’_’bsz ,TV>

—-& — — —— N7
+</12k2+l3k1 N _/12/(1 Ak, Ng,_N1J-Dk2+N2.{Dk1>
2 A

elde edilir. Burada i¢ carpimlar yapilirsa,

:—g((hkz +gk])—wvbk2_@pk1j

olarak elde edilir. Benzer islemler N, ve N, i¢in yapilirsa,
Ay = _<B,N;> = —<3 +ed N, + gﬁ;>
=—(-N.pk,+ N, pr, ;)

N I N N N ok, + Ak, N
—g[<N'f>(hk2 +gk,)=N, P 1, —szﬂcz,N,>+</1,N2 —%N,—N,ijz +N,pk, >j

=-pr—e(-p i +2,pr)

ve
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s, == (D)= ~{ o el
B - <Np(hk2+gk1)—ﬁ1§9fk,—E{Dﬂeﬁz>
:_<_N14bk2+N2§9k1’N2>_8 +</12k1_/13k2

=Pk +e(p s, +2,pk,)

olarak elde edilir ve boylelikle ispat tamamlanmis olur.

WA N N ph e N )

AN AN

3.5 Dual Uzayda NN, N, Catisina Gore Smarandache Egrileri ve Karsihk Geldigi Regle

Yiizeyleri

Dual N-Bishop caisinin dual bilesenleri N=N+eN' ,]/\}l =N, +8]\71*,]/\72 =E+8Nz* olsun.

Tamim 3.5.15 yay parametresi ve 4= () egrisi D’ dual uzayinda birim hizh regiiler bir

dual egri olsun. (S ) egrisinin vektorleri {Nﬁ;ﬁ;} olmak iizere,
J— ] EY; EN;

seklinde tanimlanan egriye D’ dual uzayinda N N, Smarandache egrisi denir.

Tammm 3.5.2 s yay parametresi ve 4= 4(S) egrisi D’ dual uzayinda birim hizl regiiler bir

egri olsun. £{s) dual egrisinin dual vektorleri {NN:N;} olmak tizere,
Vo (s)=—(N+N
m(s)_ﬁ( +N:)

seklinde tanimlanan egriye D’ dual uzayinda NN Smarandache egrisi denir..

Tamm 3.5.3 s yay parametresi ve 1= £(S) dual egrisi D’ dual uzayinda birim hizh regiiler

_— s —

bir dual egri olsun. £(S) dual egrisinin dual vektorleri {N ,N,,N 2} olmak tizere,

Vﬁ;ﬁz(s):%(ﬁj +N2)
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seklinde tanimlanan egriye D’ dual uzayinda NN Smarandache egrisi denir.

Tamim 3.5.4 s yay parametresi ve £ = (S ) dual egrisi D’ dual uzayinda birim hizli regiiler

bir dual egri olsun. £(S) dual egrisinin dual vektorleri {Nﬁ;ﬁ;} olmak iizere,

- L(N+N.+W)

];,;\,1”2(5) \/}(

seklinde tanimlanan egriye D’ dual uzayinda NN/ N> Smarandache egrisi denir.

A~ AN~

E-Study doniisiimii yardimiyla dual birim kiire iizerinde segilen {N,N,,N,} alternatif

hareketli ¢atisinin elemanlar1 ile dual uzayda ¢izilen kapali egriler D* Oklid uzayinda bir regle

~N AN~

yiizey temsil etmektedir. {N,V,,N,} dual Smarandache egrilerinin belirttigi regle yiizeyleri
asagidaki sekilde verilmistir.

AN AN

3.5.1 Dual Uzayda NN, N, Catisina Gére NN, Smarandache Egrileri ve Karsik Geldigi
Regle Yiizeyler

A~ AN~

E-Study doniisiimii yardimiyla dual birim kiire {izerinde segilen {N,N,,N,} alternatif hareketli

catisinin elemanlari ile dual uzayda ¢izilen kapali egriler E’ Oklid uzayinda bir regle yiizey

temsil etmektedir. Buradan secilen dual egriler N=N+&N', N, =ﬁ1+€]\fl*,N2 =N, +&N,’

A~ AN~

olmak iizere, {N,N,,N,} egrilerinin belirttigi regle yiizeyleri asagidaki sekilde verilmistir.

0 (5,v)= By ()+VN(s) , By(s)=N AN",

(DNA] (S’V)z lBN,(S)"'VjV_;(S) , ,BNI(S) = 7\71/\ Nl*,

Py, (S’V): ﬂNZ(S)Jr VN?(S) , 'BNz (s) = Nj AN,
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—~

Bu denklemler bize a(S)egrisine ait a,, (s) Smarandache egrisini {N,N,,N,} vektorleri

—_ —

AN AN~

N+N,
yardimiyla Oy ( S):TI olarak verilir. Bu egriye bagh olarak {N,N,,N,} vektorlerinin

vektorel momentleri sirasiyla

V2 2
WZQAE:(NJENIJAFZ_NJENI

olarak elde edilir. Bu denklemler kullanilarak {N,N,,N,} dual egrilerinin belirttigi regle yiizeyleri

sirastyla

aﬁ(s,v):mmvﬁzm( Nz]wﬁzﬁw

V2 V2

RN —_—

v — - — —~ N, — N —
i (59)=N, AN, +VN, = N, A"+ VN, ==+ v,

V2 V2

17/]@ (s.v) =ﬁ2/\N—2*-|—vﬁ2 =N, /\(N_NIJH/NZ =

NG

N+N,

NG

+VN,

bigiminde verilir.
Teorem 3.5.1.1 ( N ),(]/\7\1 ),(]/v\z) dual egrilerinin karsilik geldigi kapali regle yiizeylerinin dagilma

parametreleri P =0, P v = 0 ve PJ@ :TJZ olarak hesaplanur.

Ispat. N dual egrisinin belirttigi kapali regle yiizeyinin dagilma parametresini
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1

ds, ’dst] _det((NAN")'N,N
aN
ds,

det(dﬁ’v N dN
P. =

N

2 ‘N!Z

!

esitliginden hesaplayabilmek i¢in dncelikle (N AN" ) tiirevini hesaplayalim;

(mﬁ)’{%} —

determinant alma islemi yapildiktan sonra

kl
“5o0 0

L 2
det(NAN),N,NY=| 1 0 0
0k Kk

olur ve

k,
-—— 0 0
V2
1 0O 0
0 Kk &
PX/_
ki +k;

verilen dual egrinin dagilma parametresi P = 0 olarak hesaplanir. Benzer sekilde P, ve P de
det((ﬁlAﬁj),ﬁ,Nj'j
‘ 2

determinantini hesaplayabilmek i¢in dncelikle (ﬁ, AN ,*) tirevi

P

N

N,
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(¥ AN) (Lj __kN

olarak elde edilir.

det(N, AN, ), N,,N,") =

k2
-——— 0 0
2
0 0
k0 0
P. = -0
N1 k12

olarak bulunur. Simdi de benzer islemleri P icin yapalim.

det[(N;AN—;) N“NJ

]/\\/2_ ‘

2

N,

!

determinant1 hesaplayabilmek i¢in dncelikle (Fz AN 2*) tiirevini hesaplayalim;

(E/\NZ*) = NG Vi

' (N+FIJ _ kN, +k,N,—k,N

simdi de dagilma parametresini hesaplayabilmek i¢in determinatin sonucu
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det(N, AN,),N,, N, ) =

S o
o 6“_‘»
=R N ‘:*

olur formiilde yerine yazildiginda

o o s"fw*

Ky
2
1
0

;oo
8] s"»_»

v
|
=~
N
5

olur. Bdylece ispat tamamlanmis olur.

o = N‘g*

Teorem 3.5.1.2 {N,N,,N,} dual egrilerinin karsilik geldigi kapali regle yiizeylerinin ortalama

egrilikleri

2
—vk.k, + vk, k r
Kﬁ=—( "2 21j’ KNA,_

272 272
vik; +vk;

ve Gauss egrilikleri de

k12

vk
o vk, vk, 2( J2

__ kTR
k,y+2vik)

k , kk ,
+vk2j—vkl( \1/52 +vk2j

o AVE R
=

k’k, k, (kf k2

> TR\

4#5+#

k) ’

+2+vk1'j+vk](k2'+vk1k2)

veE

Z k) +2vk}
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_Zk;k,+51§[(vk2_%j'+ }Zgg}(k })(W A kf]

olarak elde edilir.

Ispat. N dual egrisinin belirttigi kapali regle ylizeyinin Gauss ve ortalama egriligini bulmak i¢in

L. esas form ve II. esas form ile birlikte normal vektdr alaninit bulmamiz gerekli.

&X/x :_k]_N'i'v(]QN:"'kzﬁz) Ve s =N

NE]

Buradan I. esas formun katsayilari sirasiyla;

- i
_ _ 272 27 2
E—<I//X/S,(//K,S >—7+V k] +V k2

olarak bulunur. Buradan 1. esas form
k’ —
I =[j+v2kf +v'k, )a{vz + Nk dsdv+dv

2
= (% +vk’+vk, j ds’ — Nk, dsdv+dv’

olarak elde edilir. Simdi de II. esas formun katsayilari1 bulabilmek i¢in N dual egrisinin

belirttigi normal vektor alanina ihtiyacimiz var. N dual egrisinin belirttigi normal vektor alani

- Wi AWs VKN, +vk, N ~
p= LAV VRN VI NV ek elde edili. N dual egrisinin belirttigi
Hl//ﬁs /\WNTH VK] vk

normal vektor alan1 yardimiyla simdide bu egriyemait II. esas formun katsayilarini bulalim. N

dual egrisinin s ve v ye gore tekrardan yonlii tiirev alma islemini uyguladigimizda;
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_ k[N +k, (k, N, +, N, )

Y5, = \/E

+vk! N, + vk, N + vk N, +vk,k, N

ifadesi biraz daha diuzenlenirse

Y kJ, 2022 |07 kJZ | [ Kk '
l//ﬁ,ﬂ =N —E-l-\/k] +k2 +]V] ﬁ‘l‘\/kl +N2 ﬁ—l_sz
olarak verilir. Ayn1 islemlerle y, = kjﬁ: +k2N; ve . =0 olarak bulunur. Simdi bu yénli

tirevler ve N dual egrisinin normal vektor alanin i¢ ¢arpimindan, II. esas formun katsayilari

kk , k,k '
.o - vkz( 1_22 +vk2j—vk1( 1,_22 +vk2j
=<VYgR,n>=
. vk +k;

M=<l/_}]§, ',I_’; — —Vk1k2 +Vk2k1
N Wk VS

N =< 1//%,5 >=0

olarak elde edilir. Elde edilen bu bilgileri (2.5) ve (2.6) denklemlerinde yerine yazarsak,

2
—vk,k, +vk,k,
Wk v ) _( vk k, + Ik, jz

K. =—
N vk +vk,)’ vk +vk;
k. k kk
vk, | =2 +vk) | —vk, | =2 +vk]
\/Ek —vk,k, + vk,k, n 2( \/5 2] 1( \/5 2)
o AVE R vk +k
N

2(v2kf +v2k22)

Ayni sekilde simdi de {17/ 7 R A } ylizeyleri i¢in Gauss ve ortalama egriliklerini hesaplayalim.
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. kN, +k,N,
NIS - \/_
2

elde edilir. Buradan 1. esas formun katsayilari sirasiyla;

+w@f?=ﬁ@

- - k' +k)’
_ _K Ry 22
E=<yy w5 >=———+v k,

1

Fe<ys v, >=7
G =< J}\,A”,l/*/‘}\?” >=1

olarak bulunur. Buradan 1. esas form

2 2
I= [%ﬁu vk j ds® + 2k, dsdv + dv?

—

olarak elde edilir. II. esas formun katsayilarini bulabilmek icin V| dual egrisinin belirttigi normal

- YN ANVYE, .. . gl b ... " e
vektor alan1 7 = ————"= dir. N, dual egrisinin belirttigi normal vektdr alani icin 6ncelikle
ZRNZA

asagidaki determinanti hesaplayalim.

k k
vk —L L
"2 2
Vi, AR, =00 10
N N, N,
ve boylece

zzawaﬁv:_%mvk,m

olarak elde edilir. N, dual egrisinin belirttigi normal vektdr alani yardimiyla simdide bu egriye

ait II. esas formun katsayilarini bulalm. N, dual egrisinin s ve v ye gore tekrardan yénlii tiirev

alma iglemini uyguladigimizda;
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[ 27 [ 237
Vi AN AR NAIR N AN N ek N+ vk b, N,

N

ifadesi biraz diizenlenirse,
1

2 2
Vs, ( L VAl j+N1(k,’ +ka)+N2(k2' +vk1k2)

‘;NAI = kIN

—

olarak bulunur. Simdi bu yonlii tiirevler ve N, dual egrisinin normal vektdr alanin ic

carpimindan, II. esas formun katsayilar

L=<y ,n>= i (kz ks +Vk,j+Vk k, +vk k
- Ny’ —_\/— \/— \/— 1 1( 2 1 2)
M =< Jﬁ;x/’2>:_kl_g

N =< ‘//6”.”; >=0

olarak elde edilir. Bdylece Gauss ve ortalaam egrilikleri

kjky
S 27 2
K . = 2 — _ k] k2
Nk k7 + 20k}
L_szk]z 2 1

k,zkz k, (kz k? ) ,
—= +—=+vk; |+vk, |k, +vkk
\/_ \/— \/_ 1( 2 1 2)

N k) +2vk,]

olarak elde edilir. Simdide ¥ 57,  dual egrisine bakalim.
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Vs, = IC’M%%N%N

Y, =N,

dir. I. esas formun katsayilari sirasiyla;

2
- = k’ k k)’
E=<ys we > —L+|| vk, +—& || +—=
V/st l//Nzx P [( 2 (_2 jj P

G:<()_V’]/\\’2v’l)_y’]/\\72v >:]

olarak bulunur. I. esas form

k) k) LK
I= ?+((vk2+712]] +? ds’ +~[2k,dsdv + dv’

olarak elde edilir. Simdide II. esas formun katsayilarini bulabilmek i¢in N, dual egrisinin

. .. - VN AVE . AT T N
belirttigi normal vektor alani » = 2s » dir. V, dual egrisinin belirttigi normal vektdr

H‘”ﬁ N, H

alani i¢in oncelikle asagidaki determinant1 hesaplayalim.

L) kK
vk A K
( ’ «/Ej NERENE
Vi, AR, =| 0 0 1

N N, N,

k]

_ _ _ k) —
Wy AVR :ﬁN—(vkﬂLT’sz,

—

Bu determinant yerine yazildiginda /V, dual egrisinin belirttigi normal vektdr alani
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kl —
— vk, + N
e
2 2
\/vk+ k

2

—

olarak elde edilir. N, dual egrisinin belirttigi normal vektdr alan1 yardimiyla simdide bu egriye

—

ait II. esas formun katsayilarii bulalm. V, dual egrisinin s ve v ye gore tekrardan yonlii tiirev

alma iglemini uyguladigimizda;

- k) ~ k) ~— .~ k'N

v = | vk,+—=| N+|vk,+—= |(k,N, +k,N, |+ ——=-+—-~=N+ +
Vi, (\/Ej £2J§j(” NP G EV R
ifadesini biraz diizenlersek,

- kY K kk Kk’ k)—
o= || vk, 4= | +—=+ 222 [N +| vk k, +—=+— +| vk + =2 |N
YN, ( 2 \/Ej NERNG] [ \/» \/—] [ 2 \/}] 2

olarak verilir.Benzer yolla 1/7 N = k,N ve v Ny, = 0 olarak bulunur. Simdi bu yonlii

—

tiirevler ve N, dual egrisinin normal vektdr alanin i¢ garpimindan, I1. esas formun katsayilart

\I/CIE[(VICZ+5]§j’+j;+l?/%]_(‘}k2+\]/(_j[%k +\/Z_ j;j

kY k7
k,+——| +—*
\/(” ﬁj 2

L=< l/lﬁzm,n >=

k] kZ

J2
kY k?
k,+—~ | +—
J( ﬁj 2

N =<y 5 .n >= ()

M=<§1/ﬁ7 S, >=

olarak elde edilir. Elde edilen bu bilgileri (2.5) ve (2.6) denklemlerinde yerine yazarsak,
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_ _ 1

N, 2 2 2 > 2\?
k1+((vk2+ J D ek P ]LIZ+ ok 4+
2 2 2 2 P 2 \/5

o s e e
s (B

R s

2\/{[%2 + \%jz + k; ]3

=
L)
b
+
él a
7~ N
=
B
+
QI ka

elde edilir ve bdylelikle ispat tamamlanmais olur.

Teorem 3.5.1.3 Dual Darboux (@ )ve dual Steiner (D) vektdrlerinin ani déniisii asagidaki

sekilde verilebilir

5:_k27v7+k,ﬁ2+g("1N—kzNz—kazj ,

J2

Bpa=-Wph+ Nk vo Np( L |- W[ dr )-Wip 4y ar

Ispat. Darboux vektoriiniin tanimindan

T=0+E®

g)“_a/\a)» N+N, (—kZN +kN) k,N—k,N,—k,N,
J2 V2

dir. Burada
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k1ﬁ_kzﬁz_k17v7

NE}

@ = —k, ﬁ] +k, ﬁz + c{ ] olarak elde edilir. Dual Steiner vektdriin tanimindan

Bepr=-Wpt s Wi pho Np[ 25 W[ 2 |- ¥p s

ile elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

e~

Teorem 3.5.1.4 N , ]T’\I ,N, dual egrilerinin olusturmus oldugu kapali regle yiizeylere ait dual

acilara ait egimler sirastyla A =0, AJVI = —j'j k, + 5(%{9 klj ve Az@ =f)kl dir.
Ispat. A; = —<l_j, N> = —<3 +ed ,N+&eN *> ifadesi daha agik bir halde yazilrsa

A, =<-ﬁ,jpk2+ﬁz§;k,,ﬁ> 4
([ mnmpn B ) molie s () )

by

=0

elde edilir. Benzer islemler N, ve N, igin yapilirsa,

R
G e e e C R U
=—f>k2+g[%f>k,j

Ve
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(Rl T, )
([ {7 ol o ) )

:f)k1+g(%f)kz—£f)k2]
:f)k}

olur ve boylelikle ispat tamamlanmis olur.

NN~

3.5.2 Dual Uzayda NN, N, Catisina Gore NN:Smarandache Egrileri ve Regle Yiizeyler

AN AN~

E-Study doéniisiimii yardimiyla dual birim kiire iizerinde segilen {/V,N,,NV,} alternatif hareketli

catisinin elemanlari ile dual uzayda cizilen kapali egriler £ > Oklid uzayinda bir regle yiizey

temsil etmektedir. Buradan secilen dual egriler N=N+&N *,]/\/\1 = 7\71 + 5NT*, ]/\7\2 = ﬁz + SN—Z*

~

olmak iizere, {N, 1,N2} egrilerinin belirttigi regle yiizeyleri asagidaki sekilde verilmistir.
04 (5:9)= B +VN(s) . fu(s)=N AN,
05 (5,V)= By () +VN,(s) , By ()=N, AN/,

05 (5:9)= B () +VN(5) , By () =N, AN,

—~

dir.  o(S)egrisine ait ayy (s)  Smarandache egrisini {N,N,,N,} vektorleri yardimiyla

AN AN~

oy (s)= N+ N, formunda verilebilir. Bu egriye bagh olarak {/V,N,, N,} vektorlerinin vektorel

NG

momentleri sirasiyla

Voo NN oM
N N
(NN . NaW
N*ZOK/\NZ 2/\]\]: 2
1 1(\/5 1 2
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e — (N+N,) — =N,
N, =anN, = L NG = j =—1
olarak elde edilir. Bu denklemler kullanilarak

ylizeyleri sirasiyla aggidaki sekilde verilmistir.

_—

V2

o N N
~(s,v)=NAN " +vN=NA| =L [+VN="2+v
e ( J 7

{N,ﬁl,ﬁz} dual egrilerinin belirttigi regle

N

_ e RWeW o TN —
l//@(s,v):NIANI+vN1:N1ATZ vN]:Tz+vN]
~ N — — (=N N  —
vy (s,v)=N,AN, +VN2:N2A(W1J+VN2:$+VN2

Teorem 3.5.2.1 (]Tl),(]/\f\

1

treleri P- =0, P, =
parame releri 5 =U, {1+ :T
2

N N,

),(]/v\z) dual egrilerinin karsilik geldigi kapali regle yiizeylerinin dagilma

k
ve P :TIZ olarak hesaplanir.

Ispat. N dual egrisinin belirttigi kapali regle yiizeyinin dagilma parametresini

s _
det ﬁNdiN = TRy
~ ds, ds, ) det(NAN"),N,N’)
x| v

ds,

determinantini1 hesaplayabilmek i¢in dncelikle (N A ﬁ) = (ij = iZ tiirevi bulunur.

Sonra
k2
— 0 0
- 2
det(NAN*),N,N)=| 1 0 O
0 k Kk
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determinantindan

k2
%0 0
2
1 0 0
0 k k
P. =
YooK

verilen dual egrinin dagilma parametresi P, = 0 olarak hesaplanir. Benzer sekilde P ~ ve P~
bulalim.
da () .37

P =

N

2

N

determinant1 hesaplayabilmek icin 6ncelikle

NE 72

(N:ANI:)’:(N+N2] _ kN, +k,N,+k,N

tiirevi elde edilir. Boylece

|

det((N; AN, N, N, )= 0

[\
oS = ﬁd}v‘
o o sl‘@‘

Ren

determinant1 hesaplandiginda,

LA
V2 2
0 1

0

i

ki

— k2

N K V2

olarak bulunur. Simdi de benzer islemleri PJ\T i¢cin yapalim.
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det((N, AN,")',N,, N, )

Py = —
1

N,

determinant1 hesaplayabilmek i¢in oncelikle (ﬁ/\ N_Z’:) tiirevini hesaplayalim.

k2

2 2
0 1
0 0

ve boylece

0 K
det((N, AN,")\ N, N, ) =0

kz

olur. Dagilma parametresi

0o ko ok

V2 2

0 0 1

kK, 0 0
k
P = =1L
N, kz \/E

olur ve bdylelikle ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.5.2.2 {]V ,C ,I7V\} dual egrilerinin karsilik geldigi kapali regle ylizeylerinin ortalama

egrilikleri

N —\2
—vk .k, N, +vk ,k, N
K. —_ 1"21V5 CAd AT I
N [ vkl +vk] J

N, i
2L5+ [vkl +
KA:_ k]2k22

N, 2 2
2(’3+(vk2)2j
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ve Gauss egrilikleri

k,k k;
— . vk2(\1/£ +Vk}}—vk1(\/i+vk;j
\/Ekl —vk,k,N, +vk,k,N, N 2 2

.- VK +vk T viJk? +
" ) %(\%+\%+ vk}j—(vk, +\%j(\%+ k, +vk1k2j
(2] oo 2s) () o 2s)
. e ohr )
o f[[ LA ] ( ;)[MT IJ

e

olarak elde edilir.
Ispat. N dual egrisinin belirttigi kapali regle yiizeyinin Gauss ve ortalama egriligini bulmak icin

I ve IL esas formu bulalim. y 3 :%ﬂ/(k]ﬁ +k2E) ve vav =N esitlikleriyle hesaplanir.

Buradan I. Esas formun katsayilar sirasiyla;

- i?
— _ V2 272 2 2
E=<y3; . .v5 >—7+v k; +vk,

- - k
F=<y, W, >—"=
N, YN, \/E

G=<ys5 w5 >=1

olarak bulunur. Buradan I. esas form
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2
I :(’% Wk +v2k22jds2 ks

ile elde edilir. Simdide II. esas formun katsayilarin1 bulabilmek i¢in N dual egrisinin belirttigi

—~

normal vektdr alanina ihtiyacimiz var. N dual egrisinin belirttigi normal vektor alani

Wi AVS  —vkN,+vE,N,
Vi AVy vk +v'k;

olarak elde edilir. N dual egrisinin belirttigi normal vektor alan1 yardimiyla simdide bu egriye

ait I1. esas formun katsayilarini bulalim. N dual egrisinin s ve v ye gore tekrardan yonlil tiirev
alma islemini uyguladigimizda;

. KN+k(EN+EN) o _

Wi, = +Vk; N, +vk,N + vk, N, +vk,k, N

V2

ifadesi biraz daha dizenlenirse

—

k) —( &}
s =N +"k2+k2j+N( L k’j+N — +Vk,
Y, ( B /— 1 2\ 2

olarak verilir. Ayn1 sekilde

olarak bulunur. Simdi bu yonlii tiirevler ve N dual egrisinin normal vektor alanin i¢ carpimindan,

II. esas formun katsayilar1

(ol

K} +k;

L=<y5; ,n>=
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- (= vk, N, +vi,k, N,
M_<V/ﬁsv’n >_(W”)”_ \/v2k2+v2k2
1 2

N=<yy5 ,n>=0

olarak elde edilir. Elde edilen bu bilgileri (2.5) ve (2.6) denklemlerinde yerine yazarsak,

N vk +vk,)’ vk +vk;

. _N\?
—vk,k, N, +vk,k,N,
K. =- “ Vi +vh - _[ _Vklkzﬁ; + sz’ﬁﬁ jz

vk (klkz +vk’J—vk ﬁ+vk'
P R G O ) B O A
1 \/ 2p2 212 \/ 2 2
vk; +v7k, Valk; + k5
2(v2k12+v2k22)

H. =
N

ayni yolla simdi de {I,_V’]VIQ_V’N\} ylzeyleri i¢in Gauss ve ortalama egriliklerini hesaplayalim.

Ocelikle yiizeylerin yonlii tiirevlerini bulalim.

1/7N75 = k2N2+lif/]§V1+k2N+vk1N ve vy, =N,

oldugu i¢in yiizeyin nornal vektor alani

pa J}V /\;/’ﬁv _ —Vk,N, +Vk,N,

- - N 2712 2712
‘lﬂ;,: N5 H VK] V7S

ile hesaplanir.Buradan I. Esas formun katsayilar1 yonlii tiirevlerin i¢ carpimi yardimiyla sirasiyla;

— — KP4k kY
E=<ys Wy >=—1—2+|vk,+—=%
YN, VN, 5 [ 1 \/5)

1

F=<yyg ¥g, =77

G=< Wﬁlv,l//ﬁ]v >=]

olarak bulunur. Buradan I. esas form
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2
I = (vkl +&j ds’ +\/§k1a’sdv+dv2

NG

olarak elde edilir. Simdide II. esas formun katsayilarii bulabilmek i¢in C dual egrisinin

—

belirttigi normal vektdr alania ihtiyacimiz var. N | dual egrisinin belirttigi normal vektdr alani

icin Oncelikle asagidaki determinanti hesaplayalim.

vk, + X kR
V2 2 2 i i
Wy, AVy = g i i :_T;N+(VkI+TZ2jN2
N N N,

oldugu i¢in C dual egrisinin belirttigi normal vektor alani,

- = —I%N+(vk1+l€2JN2
- Ve nve, _ 2 J2

<!
o)
>
<
o
g
7~ N\
S5
N—
¥
4L
7~ N\
=
Kan
+
SIE
N——
(¥

ile elde edilir. N, dual egrisinin belirttigi normal vektor alan1 yardimiyla simdide bu egriye ait I1.

esas formun katsayilarmi bulalm. NV, dual egrisinin s ve v ye gore tekrardan yonlii tiirev alma

islemini uyguladigimizda;

2
_k/N,+k!N+k/N,+kIN+kk,N, +kIN, 2+ Vk!N + vk’ N, + vk k,N,

Vjﬁ, - \/5

ifadesi biraz diizenlenirse,

v —N(k’z ky +vkj+ﬁ£k'+vk2 ik, ]+N(k2 +k, + vk k,
= 2 V2 2 2

'/71?, = k1N

V5, =0
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—

olarak bulunur. Simdi bu yonlii tiirevler ve N, dual egrisinin normal vektdr alanin ig

carpimindan, II. esas formun katsayilar

k, (k] k] ( k j koo
| vk || VE,+ &= || &=+k, +Vvkk
. = 2(\/} \/} 1 1 \/} \/E 2 12

L:<1//ﬁm,n >= = =
V2 2

J—

M =< l//ﬁ“V,n >=

N=<wy; ,n>=0

olarak elde edilir. Elde edilen bu bilgileri (2.5) ve (2.6) denklemlerinde yerine yazarsak,
k’k,

kY kY
2| &= | +2| vk, +—*~
1 o ) RO

k)’ ( k JZ k,’ kY
+| vk, + 2 2 2
5 AN 2 5 +(vk1+\/§)

N,

Kk, A22

k 2
k) +2| vk, +—~
e )

olarak elde edilir. Simdi de 1/7 v, dual egrisi i¢in

Vi, = ALt N’jgkz vk, N

&1\//;" = Nz
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kismi tiirevlerinden yararlanarak I. esas formun katsayilar1 sirasiyla;

e k? : k)7

E=<l//]\7 Wi >= —+(Vk2) +—

A 2
F=<yg vy, >= kzz

G=<yy, W5, >=1
olarak bulunur. Buradan 1. esas form

k12 2 k22 2 2
I= 7+(vk2) = ds® +~[2k,dsdv + dv

—

olarak elde edilir. Simdide II. esas formun katsayilarini bulabilmek i¢in /N, dual egrisinin

— a/’ = A ‘7/’ (e —~
belirttigi normal vektor alan1 7 = H dir. V, dual egrisinin belirttii normal vektor
2R
alan1 i¢in 6ncelikle determinanti
k, k
vk 4 2]
l//](,;s/\l//](,;vz 0 0 1 Z—IN—(Vk2)N1

_ | 2

N N, N,

olur. Bu determinant yerine yazildiginda N, dual egrisinin belirttigi normal vektr alan

ko .
- T;N_(sz)Nz

ile elde edilir. NV, dual egrisinin belirtti§i normal vektdr alan1 yardimiyla simdide bu egriye ait

—

II. esas formun katsayilarin1 bulalm. N, dual egrisinin s ve v ye gore tekrardan yonlii tiirev

alma iglemini uyguladigimizda;
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i 37 —_— . ''X\T kZ . y—
Vi o= vk, N+vk2(k,N,+k2N2)+ki/g1 e KN,

ifadesini biraz diizenlersek,

v k’z K, +| v +’2+k’ v2+k—2’a
v~ % IM"" V: IJ (k2 ﬁ]“

olarak verilir.Benzer yolla &/' V.= kzﬁ ve l//]T/;W =0 olarak bulunur. Simdi bu yonlii tiirevler

—

ve N, dual egrisinin normal vektdr alanin i¢ carpimindan, I1. esas formun katsayilart

2

k, ,+k’ i, —(w vk, +—= i k,
N ﬁ[(VkZ) 5 ﬁj W[“‘ Vi f]

L=< Wy, n>=

kZ
k,) +5L
(vk;) P
klkZ
M <Jl’@s,n >= \/5 >
(o) +

N =< Y, N >=()

olarak elde edilir. Elde edilen bu bilgileri (2.5) ve (2.6) denklemlerinde yerine yazarsak,

2

Kk,
B R
kZ
3 (ka )2 + ? . k12k22
@_kz y k2 kz_ PE 2
ERR e S LU
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-2—= +
\/E 2 5 PE
Vk2+ﬁ +£ (sz)z"l‘L
H . = \/3 2 2
" 2 k—’Z+(vk )2+k—22 k)’
? 2 2

2k22k,+5’§{(vk +\]/€_j' 52— ]i/iJ (k +\l/€—j["kk+\/— \/—J

2\/((ka y +"2j

elde edilir ve bdylelikle ispat tamamlanmais olur.

Teorem 3.5.2.3 Dual Darboux ( ) ve dual Steiner (D) vektorlerinin ani doniisli asagidaki sekilde

verilebilir .

;:_kﬁ,+k,ﬁ;+g("1N‘kzNz"‘INIJ y

N}

g7 ) 1)

Ispat. Darboux vektorii tanimindan

_

T=0+cw

O =ano= N+, ( kN+kN) kN =k N, =k, N,
V2 V2
olur buradan da, 5=—k27\77+k1ﬁ2+5{k1 N—kz\/]éz —k N, ] olarak elde edilir. Dual Steiner

vektoriin tanimindan.
= — — —r( k —r( k —r k
=pw=-N,pk,+N,pk,+¢| Np| —= |-N,p| = |-N,p—=
pa =N ph e N p o WP |- W {4 | -Wips)
elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 3.5.2.4 ﬁﬁf\]ﬁ: dual egrilerinin olusturmus oldugu kapali regle yiizeylere ait dual

acilara ait egimler sirasiyla
A, =e(—%f>k2 +%J§)k1j, Ay =Pl +e(N2pk). Ay =Pk,
dir.

Ispat. A= —<5 N> =— <d +ed” N+ 8V> ifadesi daha acik bir halde yazilrsa

Ay =(-N,pk,+ N, Pk, N)
o (e T (o) o))
1 1
8(—$§Dk2+$f>k]j
elde edilir. Benzer islemler Kf\] ve X/\Z icin yapilirsa,
Aﬁl = <_F1bk2 +F2Jb kz’ﬁz>

[ 2B (53 () ) )
~-pi+e(VZp)

=(-N,pk, + NPk, N;) B
T N YO EAR AP
§k1+8(\/]§§7k2\/]§.&k2j

olarak elde edilir ve boylelikle ispat tamamlanmais olur.
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AN AN

3.5.3 Dual Uzayda NN, N, Catisina Gore ]/V\]]/\\f > Smarandache Egrileri ve Regle Yiizeyler

A~ AN~

E-Study doniisiimii yardimiyla dual birim kiire izerinde segilen {N,N,,N,} alternatif hareketli

catisinin elemanlari ile dual uzayda cizilen kapali egriler E® Oklid uzayinda bir regle ylizey

temsil etmektedir. Buradan segilen dual egriler N =N+¢eN* I\ =]vl+€]\fl*,N2 =E+€Nz*

~

olmak iizere, {N, 1,N2} egrilerinin belirttigi regle yiizeyleri asagidaki sekilde verilmistir.

0 (5:v)= B, () +VN(s), B(s)=N AN,

? 5 (s,v)= ﬂjv—l(s)+vj\71(5), ﬂN—I(S) = NT AN,

0 (5.v)= B () + N, (), By, (5)= Ny AN,

~

Bu denklemler bize (S)egrisine ait a5 (S) Smarandache egrisini {/V, 1,N2} vektorleri

N +N ~ o~
yardimiyla 05——( s)= \/— esitligiyle tanimlayabiliriz. Bu egriye bagh olarak {N,N,,N,}

—~

vektorlerinin vektorel momentleri sirasiyla

V :aAN{_NﬁNz}AN:M—Nz

V2 V2

|

Nmyﬁujyi

V2

olarak elde edilir. Bu denklemler kullanilarak {N,ﬁl,ﬁz} dual egrilerinin belirttigi regle

ylizeyleri sirasiyla

J2

wa(sv)= =NAN +WN= N/\[ NZJ N—N\/EN +vN
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RN RN

V5 (59) =N AN, +VN, =N, A~ + VN, = 2 4V,

J2 J2
Ve (s,v):mﬁfwﬁ;:m(

olarak bulunur.

1

Teorem 3.5.3.1 ( N ),(]/V\ ),(]/\7\2) dual egrilerinin karsilik geldigi kapali regle ylizeylerinin

dagilma parametreleri P 7= 0, P T 0 velP N; =0 olarak hesaplanir.

Ispat. N dual egrisinin belirttigi kapali regle yiizeyinin dagilma parametresini

gg
det ﬁN,N,d—N A
P - ds, ds, ) det(NAN'),N,N))

2 ‘NVZ

N

a
ds,

!

determinantin1 hesaplayabilmek i¢in dncelikle (N AN® ) tiirevi

(NAF)':[NJJEMJ z(kI'i/l%z)N

olur. Determinant alma iglemi yapildiktan sonra

k +k, 0 0

. V2
det(NAN"),N,N)=| 1 0 0
0 kK,

ifadesi diizenlenirse,
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k, +k, 0 0
NG
1 0 0
0 &k k
P. =
N K+

verilen dual egrinin dagilma parametresi P, = ( sonucu bulunur. Benzer sekilde P~ ve PNA

2

dagilma parametrelerini hesaplayalim.

det((ﬁl/\ﬁf),ﬁ;,N;j
P —

FI _ ‘

2

!

N,

] __kN hesaplanr.

V2

determinantin1  hesaplayabilmek igin Oncelikle (ﬁ]/\ﬁl') :[

LA
2

det(N, AN,)\N,, N, ") =

determinant1 hesaplandiginda,

k2
-2 0 0
NG
0 0
k0 0
Py = - =0

olarak bulunur. Simdi de benzer islemleri PJ\T i¢in yapalim.
de{(ﬁz /\E) ,E,Nz'j

‘ 2

]3\/_2:

—_—

N,
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kl
-—— 0 0
—v (N)_ kN — V2
hesaplamak i¢in (EAN;) =£Téj == \1/5 ve det((N, AN,),N,,N,)=| 0 0
k, 0 0

oldugu i¢in

kl
-— 0 0
V2
0 0
k, 0 0
P = =0
N, kz

sonucu elde edilir.

Teorem 3.5.3.2 {7\7 , ]/V\], Kf\z } dual egrilerinin karsilik geldigi kapali regle yiizeylerinin ortalama

egrilikleri
k]zkz2

2[kg+(vk2)2j2

. ——\2

—vk k,N, +vk,k,N K =

Kﬁ — _( 1v§k22+ VZkzz 1 1J , Kz'\T, =( VE N,
1 2

ve Gaus egrilikleri

2 2
. —. VK, L7 +vk; |-k, ks thky +vk,
ok, kKN, Rk N, J2 J2
1

\/vzkf +v7k; v\/kf +k;
2(\/2]{12 +v2k22)

H. =
N

(k2 +~2vik i,
HJV - 2
N2 (K 2vk))
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olarak elde edilir.

Ispat. N dual egrisinin belirttigi kapali regle ylizeyinin Gauss ve ortalama egriligini bulmak i¢in

kismi tiirevlerinden I. Esas formun katsayilar1 sirasiyla;

(k,+k, )

- - 272 27 2
E=<ys; . v5z >= +vk; +vk,

olarak bulunur. Buradan I. esas form

k+k,)’
I= (% +v'k)} +v2k22}ds2 2k dsdv+dv’
olarak elde edilir. Simdide II. Esas formun katsayilarini bulabilmek ig¢in N dual egrisinin
belirttigi normal vektor alani

pl %l\,wﬁ/ﬁv _—kaN;+vk27\/7

- - 2712 272
‘V/ﬁ: Yy H VK] +Vk,

olarak elde edilir. N dual egrisinin belirttigi normal vektor alan1 yardimiyla simdide bu egriye

ait II. esas formun katsayilarin1 bulalim. N dual egrisinin s ve v ye gore tekrardan yonlii tiirev

alma iglemini uyguladigimizda;
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~ k+kYN+(k +k) kN +k N, . . _
t//ﬁf(l :) (1\52)(1 SR 2)—vk,’N1+vk,N—vk2'N2+vk2k2N

ifadesi biraz daha dizenlenirse

N ) (K (2
vi = LL—ﬁl+%ﬁ%j+N{&iﬁﬁ+%q+N{&iﬁﬁ+%g

V2 V2 V2

denklemini verir. Ayni sekilde kismi tiirevler y. = k,N,+k,N, ve y, =0 olarak bulunur. Simdi

bu yonlii tiirevler ve N dual egrisinin normal vektdr alanin i¢ ¢arpimindan, II. esas formun

katsayilari

L=<yg5 ,n>= V2 V2

2 2
vk, (kf ks, vk}J — vk, (kz Yk, vk;j

_ —vk,k,N, +vk,k,N,
5y \/vzkf + vzkj

N:<Wﬁwﬁ>:0

olarak elde edilir. Elde edilen bu bilgileri (2.5) ve (2.6) denklemlerinde yerine yazarsak,

\/vzkf +v2k22

K. =-

. __\?
—vk,k,N, +vk,k,N,
_(—vk,kzﬁz T vkk, N, jz

N vzkf +v2k22 v2k12 +v2k22
2 2
_ — vk, ki + Kk +vk; |- Vk, ks + kiky + vk}
ok Yk N, +vEk N, 2 2
bV K wkl + &
HA — 1 2 1 2
N 2(v2k12 +v2k22)

olur. Benzer sekilde simdi de {J ﬁj@Tl Nj} ylizeyleri i¢in Gauss ve ortalama egriliklerini
hesaplayalim.
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~ k4N~ (k2N
Y, = \/} +vk, N = \/E ve 5 =N, kismi tiirevler yardimiyla I esas

formun katsayilar1 sirasiyla;

(2w,

E =< Wﬁzs’wﬁz: >=

F:<l//171:’l//171v >=()
G :<‘/7NA/ ’l;NA, >=]

olarak bulunur. Buradan 1. esas form

I = ds’ +dv’

(k, +/2vk, )
2

olarak elde edilir. Simdide II. esas formun katsayilarmi bulabilmek i¢in C dual egrisinin

) - YN ANYN, )
belirttigi normal vektor alam1 7= H_.I—_,I dir. N, dual egrisinin belirttigi normal vektor
vs, V|

alani1 i¢in Oncelikle agsagidaki determinant1 hesaplayalim.

(kz +\/§ka)

0 0
L V2 (K, +2vk,) .
Wy, AVR, = 0 L0 :TNz
N N, N,

Bu determinant yerine yazildiginda N | dual egrisinin belirttigi normal vektdr alani

(kz‘*‘\/Evk])
L R R

N
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—~

olarak elde edilir. /N, dual egrisinin belirttigi normal vektor alan1 yardimiyla simdide bu egriye

ait II. esas formun katsayilarini bulalm. N, dual egrisinin s ve v ye gore tekrardan yénlii tiirev

alma islemini uyguladigimizda;

(k) .

(e +2vk,)
SN N

(kINI +k2E)

ifadesi biraz diizenlenirse,

. _(k2+\/§vk,)'N+(k1k2+\/§ka)ﬁ+(kj+ﬁvk,k2)ﬁ
Yy, = \/5 \/5 1 \/E 2

—~

olarak bulunur. Simdi bu yonlii tiirevler ve N, dual egrisinin normal vektdr alanin ig

carpimindan, II. esas formun katsayilar

~ L (B2
L=<ys .n>=
VN, . \/5

M :<'/71%’” >=(

=l

=< Jaw,;fl‘ >=()
olarak elde edilir. Elde edilen bu formullerden,

(k2 +~2vik i,
K.=0ve H_. =

K Y2 (kN2

Gauss ve ortalama egrilikleri elde edilir. Simdi de l/7 v, dual egrisine bakalim.
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—_—

kN, — v
W = #"'VkZNVG V/ﬁz :]\/'2

Nog J}

Kismi tiirevlerden I. Esas formun katsayilar1 sirasiyla;

2

I k
E=yg yg >= j+(vkz)2
F:<J@s’a@, >=()

G:<JIA\,2V,J7\,2V >:]

olarak bulunur. Buradan I. esas form

ka 2 2 2
I= 7+(vk2) ds’ +dv

—

sonucu elde edilir. Simdide II. esas formun katsayilarini bulabilmek igin /N, dual egrisinin

Vv, "NV,

belirttigi normal vektdr alani 7 = dir. N, dual egrisinin belirttigi normal vektor

s, v,

alani1 i¢in oncelikle agsagidaki determinant1 hesaplayalim.

k

(vk,) —12 0
2 i
NN W,

determinati hesaplandiginda

- k — _
AL :T;N_(sz)Nl

—

olarak elde edilir. Bu determinant yerine yazildiginda N, dual egrisinin belirttigi normal vektor

alam
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olarak elde edilir. N, dual egrisinin belirttigi normal vektdr alan1 yardimiyla simdide bu egriye

—

ait II. esas formun katsayilarii bulalm. V, dual egrisinin s ve v ye gore tekrardan yonlii tiirev

alma iglemini uyguladigimizda;

v 2
KN R
V2

vy, = vkz'ﬁ+vk2(k,ﬁl'+k2ﬁ;)+—’+

S

ifadesini biraz diizenlersek,

_ AN N
Vi = {vkz +ﬁjN+{vkzk1 +%JN, +VkI N,

olarak verilir. Ayni1 yolla

——

olarak bulunur. Simdi bu yonlii tiirevler ve NV, dual egrisinin normal vektdr alanin ic

carpimindan, II. esas formun katsayilar

kz ! k12 k1,
\/E[sz + \/EJ —(vk,) [vkzk, + \/EJ

P

L=<l//1\72“,n >=

k e
(V 2) + 2
kaz
M =< ;/’]\72”,;1 >= \/5 >
(vk, )2 + ki

92



—

N =< Wﬁzw,n >= ()

olarak elde edilir. Elde edilen bu bilgileri (2.5) ve (2.6) denklemlerinde yerine yazarsak,

2

kik,
~ J2
k2
(vk2)2+# J
K_ = 2 - kK, ve
N, 2 kz 2
~+(vky) 2(§+(vk2 )ZJ
k . kZ [
IZ[VkZ +\/‘§J—(vk2){vk2k1+\/_J
2
(v, ) + 5
H_ - 2
Ny k’ 2
2[é+(vk2) ]

elde edilir ve boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.5.3.3 Dual Darboux (5) ve dual Steiner (5) vektorlerinin ani doniisii asagidaki sekilde

verilebilir

k,+k,)—

N ve
V2

l_)'z'[o%'=—ﬁ1§9k2+ﬁ2')bk1+g(ﬁ§9(%}—ﬁlﬁ(%)—ﬁzﬁ%}dir.

=k N kN 4l

Ispat.
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olur buradan da

(k,+k,) —
NG,

w-kN+kN+3 N

olarak elde edilir. Dual Steiner vektoriin tanimindan
— — — — — (kl +k, )
:J.DZU:—NI?ICZ‘FNZ{DICI'F&' NJE)T

olarak elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.53.4 N, ]T/\I , ]T/: dual egrilerinin olusturmus oldugu kapali regle yiizeylere ait dual

agilara ait egimler sirasiyla A =0, As = —j? k,+ g[_{?(k L j] Ao —J}?k dir.

Ispat. A = —<B N> = —<67 +ed" ,N+eN *> ifadesi daha agik bir halde yazilrsa

(N, + Nk, W)+ [<[ W i+ Wi 2 ﬂj> <Nf9( =) >]

- fbueb)

=0

elde edilir. Benzer islemler N, ve N, igin yapilirsa,

ve
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=)

v e T g ) ({5
~ bk,

olarak elde edilir ve boylelikle ispat tamamlanmais olur.

AN AN

3.5.4 Dual Uzayda NN, N, Catisna Gore NN, N>Smarandache Egrileri ve Regle Yiizeyler

AN AN~

E-Study doniisiimii yardimiyla dual birim kiire iizerinde secilen {V,N,,N,} alternatif

hareketli catisinin elemanlari ile dual uzayda cizilen kapali egriler £ > Oklid uzayinda bir regle

ylizey temsil etmektedir. Buradan secilen dual egriler

AN AN~

N=N+&N',N,=N,+&eN],N, =N, +&N," olmak iizere, {N,N,,N,} egrilerinin belirttigi

regle ylizeyleri

qu(s,v):,BN(s)+vN(s) , By(s)=N ANT,
¢NA1(S,V)=ﬁN1(S)+VN1(S) JﬂNl(S):Nl/\Nl*’

P (5:v)= By, (s)+vN,(s) , By, (s) =N, AN, ,

ile verilir. Bu denklemler bize a(s)egrisine ait a,, (s) smarandache egrisini N, N, N,
_ N+N;+N; - —
vektorleri yardimiyla Gy, (s) :T olarak tamimlanir. Bu egriye baglh olarak NV, N}, N,

vektorlerinin vektorel momentleri sirasiyla asagida verilmistir.

N* ZO[AN: N+Ni+N» /\N: Ni—N»
B N5

olur. Benzer yolla

Nl*:a/\le(wj/\Nl M

V2 NG
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olarak elde edilir. Bu denklemler kullanilarak {N,N,,N,} dual egrilerinin belirttigi regle yiizeyleri

sirastyla aggidaki sekilde verilmistir.

= (R = FeF -
’//IA\,(S;V):N/\N*'FVN:N/\( ! 2j+v Qi

N=""""4wN
J2

NE

(W) = 4N -
Y, (5,v)=N:i AN +vNi =N /\(TzJ‘FVNI =TZ+VN1

N G AT ot
W@ (S,V)=N2 AN: +vN> =N, /\(—1]+sz :%4_\;]\]2

NE

Teorem 3.5.4.1 (1/\\/),(]/\7\l ) ,(1/\/\2) dual egrilerinin karsilik geldigi kapali regle yiizeylerinin dagilma
k, k,
—£  ve P~ =—= olarak hesaplanur.
N-ES RN ’
Ispat. N dual egrisinin belirttigi kapali regle yiizeyinin dagilma parametresini
B _ %

det ﬂN,N,d—N - — =
P ds, ds, ) det((NAN"),N,N')
2 - —2

[

parametreleri P, =0, B, =-

T —
N
ds

t

!

determinant: ile hesaplayabilmek i¢in dncelikle (N AN *) tiirevini hesaplayalim.

(mﬁ)':[%}’:—("f}’;)ﬁ

determinant alma islemi yapildiktan sonra

k +k,
0 0

- 2
det(NAN"),N,N)=| 1 0 0
0 kK

ifadesi biraz diizenlenirse,
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k, +k, 0 0
2
1 0 0
0 kK
P. =
N i+

olur buradan da verilen dual egrinin dagilma parametresi P, = 0 olarak hesaplanir. Ay sekilde
PNA, ve P]V; de
de (W A ). |

P. =

N

2

p——
HNJ

bu determinant1 hesaplayabilmek i¢in

(YVT/\NT*)’: N+N, :kzﬁ+klﬁ,+k2ﬁ2'
Ng) J2
tirevinden
ko kK
B RGN
det((N, AN;"),N,,N,")=| 0 1 0
k0 0

olur. Bu determinant hesaplandiginda,

k
PA = =——2
N1 klz /2

olarak bulunur. Simdi de benzer islemleri P icin yapalim.

det [(ﬁz A N‘; )

ey

N: 2

[
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!

bu determinant1 hesaplayabilmek i¢in dncelikle (N 2N N;) tiirevini hesaplayalim;

— — (N+N) kN +kN.+kN
(o7 o[ B et

elde ettigimiz bu tiirevi determinatta yerine koydugumuzda

k, kK

V22 2

det(N2 AN,) N2 N,)=| 0 0 1
kb, 0 0

ifadesi biraz diizenlendiginde

ko kK
V22 2
0 0 1
k, 0 0
P. =
N> k2

k
determinant1 hesaplandiginda verilen dual egrinin dagilma parametresi PX/; :TJZ olur ve

boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.5.4.2 {]/V\ ,C ,V/V\} dual egrilerinin karsilik geldigi kapali regle yiizeylerinin ortalama

egrilikleri

27 2
K _ v2k12k22 K . k12k22 K,\ —_ k1 k2

4 2 , N 2\
(V2k2+V2k2) Ni k2 k 2 2 kIZ ( k )
! ? 2 2 2| L4 | vk, ——&
2{ 5 +(Vk1+ ,—2j ] 2 2 /2

ve Gauss egrilikleri

ok vk, (kjkg e vkz')—vk] (kf kK, +vk1')
o wki +k; wki +k;
N

2(v2k12 +v2k22)
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k| K2 +k+k) ( k, j K +k)
Y5 R B [ B B BIRY) 4 vk, +—= 2 2 4vkk
172 \/E{ \/E J \/} \/5 1"v2

Hy, = oy
k) +2| vk, +—2
CREE)
ok, + KL (vk —k’j,+ K LI —(vk —k’j vk,k, + K + by
RV N2 2 2 T2 N2 A2
H_ . =

N

olarak elde edilir.
Ispat. N dual egrisinin belirttigi kapali regle yilizeyinin Gauss ve ortalama egriligini bulmak icin
I. Esas form ve II. esas form ile birlikte normal vektor alanin1 bulmamiz gerekli. Bunun i¢in verilen
egrinin Oncelikle s ve v ye gore yonlii tiirevini alalim.

—  (k,+k,)N
YN, = T

Va, =

kismi tiirevlerinden 1. Esas formun katsayilari sirasiyla;

+v(k, N, +k,N;)

~ (k, +k,)’

- 2712 27 2
E=<ys; y5 >= +v'k; +Vvk,

k,+k,

F=<yy vy >=

5 S

olarak bulunur. Buradan 1. esas form

L(k +2k ) VR k] }zﬁ( (k, +, ) dscv-+ v’

olarak elde edilir. Simdide II. esas formun katsayilarini bulabilmek i¢in N dual egrisinin belirttigi
normal vektor alanina ihtiyacimiz var. N dual egrisinin belirttigi normal vektor alani
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pa '/ZV YN _ —vklﬁz +vk2N
Haﬁ /\Jﬁ” \/vzkf +v7k;

olarak elde edilir. N dual egrisinin belirttigi normal vektoér alan1 yardimiyla simdide bu egriye

ait I1. esas formun katsayilarini bulalim. N dual egrisinin s ve Vv ye gore tekrardan yonlii tiirev

alma iglemini uyguladigimizda;
Wi, =k + ) N+ (k+ k) (kN1 4k, N2 )+ vk, N +vi, N + vk, N2 + vk, N
ifadesi biraz daha diizenlenirse

wi. = N|(k +k,) +vk +k:

+ﬁ](kf Tk, +vk1’)+ﬁ;(k,k2 K +vk2')

olarak verilir. Benzer sekilde /= k, N, +k, N ve V., = 0 sonucu bulunur. Simdi bu yoénlii

tirevler ve N dual egrisinin normal vektor alanin i¢ carpimindan, II. esas formun katsayilari

vE, (k,k2 k2 vk, ) vk, (kf k4 vk/)

L=<y; ,n>=

v kP + K

olarak elde edilir. Elde edilen bu bilgileri (2.5) ve (2.6) denklemlerinde yerine yazarsak,

2
—vk,k,
© v ki +k; vk k)

N 272 27 2 2
vik; +v'k, (vzkf +v2k22)

kg Y (k,k2 e +vk2')—vk1 (kf Tk k, +vk,’)
+
. - wki +k; ki +k;
S v

2(v2kf +v2k22)
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Benzer yolla simdi de {1/7 N, 1/7 P } ylizeyleri i¢in Gauss ve ortalama egriliklerini hesaplayalim.

l)—”'ﬁ“ _ kzN-i-k]\/]\%] +k2N2 +Vk1N

W](/\[ ) = NI

kismi tiirevlerinden 1. esas formun katsayilari sirasiyla;

V2

2 2 2
E=<yy vy5, >:%+(ka +£j

F:<Jﬁ1,’l/_j’ﬁ1, >=£

J2
G =< Jﬁ)&&? >=]
olarak bulunur. Buradan 1. esas form

2 2 Z
I = [%4_ [V/ﬁ +%j ]dsz + \/EkldeV-F av’

olarak elde edilir. Simdide II. esas formun katsayilarmi bulabilmek i¢in ]T/\l dual egrisinin

_ l);f\ /\&/”\ —
belirttigi normal vektor alam 7 = T dir. N  dual egrisinin belirttigi normal vektor
s s |
alan1 i¢in oncelikle
k k, k
vk, +—% &= =&
Y2 22
74 N, AN "4 N, = 0 1 0
N N/ N,
ifadesi diizenlenirse,
- - k. — ko \—
Yy AV, =—T;N+(vk] +TZ2JN2
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dir. Bu determinant yerine yazildiginda ]T’\l dual egrisinin belirttigi normal vektor alani

2 NE
2 2
k +| vk, Jrk—2
2 V2
olarak elde edilir. ]/\/\l dual egrisinin belirttigi normal vektor alan1 yardimiyla simdide bu egriye

ait I1. esas formun katsayilarini bulalim. ]/\7\1 dual egrisinin s ve v ye gore tekrardan yonlii tiirev

alma iglemini uyguladigimizda;

— k' N+kh,Ni+k;N>+k/Ni+k!N+k) N2 +kIN

Y, . \/3

+Vk|N + vk} N, +vik,k,N >

ifadesi biraz diizenlenirse,

2 2 4 i 2 I}
% :NL—kI +%+k2 +vk,’J+N{—k1kj/12rk1 +kaj+N{k2\7§k2 +vk1k2J

Jﬁl = k1N
vy, =0

o~

olarak bulunur. $imdi bu yonli tirevler ve N, dual egrisinin normal vektor alanmn ic

carpimindan, II. esas formun katsayilari
2 2 ! 2 l
_ky | KK+, +vk; +(vk,+ k, j ks +k, + vk, k,
. 20 V2 2\ N2

L:<l’;ﬁm’n >= >
k,’ k,
—= | vk, + =
2 J2

k,’ k, Y
2,72 +| vk, +—F&
\/2 [” ﬁj

M =< l//j\//\lsv’n ==
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N =< l/_/’aw,l_”l >=()

olarak elde edilir. Elde edilen bu bilgileri (2.5) ve (2.6) denklemlerinde yerine yazarsak,

2

kok,

2 2
2\/k2 + (vkl + kzj
2 J2 N kk)

k, kY k) kYY)
| vk, + 22 —Z
5 ( 1 \/Ej 2( 5 +[vk1+\/§j

ky [ k] +k] +k, ( k ] K +k,
— 2| L2 T2 k! 4| vk, + A || 22— +Vk k
kfk2 /—2[ /—2 1 1 /—2 /—2 "2

— +
2 2 2
\/kj+2£vk1+\/2§] \/kzZ +£vk1+%]
H/(/\[z k 2
kzz+2(vk1+2
J2
k, | K2 +k2+k) ( k ] K +k)
—klk, — A L2 T2 Lk | vk, +—2 || S22 wvk k
1772 \/E[ \/E IJ 1 \/E \/5 12
o=

olarak elde edilir. Simdide ¥ 5, dual egrisine bakalim.

;/*A _ ICIR +k2N2 —klﬁ
N, T \/—
s 2

l//@ =N

v

+vk2N

kismi tlirevlerinden I. esas formun katsayilari sirasiyla;

2 2 2
E=<yg vy, >= %-F([sz—ﬁj] +k4

J2 2
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k2

G:< !r//]/\\lzv’ !r//]/\\lzv >= ]
olarak bulunur. Buradan 1. esas form

k) k)Y k2
= §+[(vk2—Tf2D += ds® +2k,dsdv + dv’

—~

olarak elde edilir. Simdide II. esas formun katsayilarini bulabilmek i¢in N, dual egrisinin

. .. - ¥y AVE . AT T N
belirttigi normal vektor alani » = 2s » dir. V, dual egrisinin belirttigi normal vektdr

HW@SAW@W

alani i¢in oncelikle asagidaki determinant1 hesaplayalim.

( k] j k] k2
vk, -—=| —L
J2) 2 2
&@Sw—)@f 0 0 1
NI NZ

k]

ifadesi biraz diizenlendiginde v Ay = ﬁﬁ—(vkz —ﬂj N olur. Bu determinant yerine

NE}

yazildiginda N, dual egrisinin belirttigi normal vektdr alan

8- 55

- 2 2

n= - -
2 \/5 2

olarak elde edilir. N, dual egrisinin belirttigi normal vektdr alan1 yardimiyla simdide bu egriye

—~

ait II. esas formun katsayilarmi bulalim. N, dual egrisinin s ve v ye gore tekrardan yonlii tiirev

alma iglemini uyguladigimizda;

[y 2 =7
1

vy, = (vkz —%} N+(vk2 —%)(k,M +k2N;)+%+$N+kz\/Z_;72 +k1/\;2§N
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ifadesini biraz diizenlersek,

- kY K kk k|~
vy, = || vk ——’j+—’ S22 N +| vk, + 1+ AN, o] v+ N
Nag (( 2 /2 / J2 N2 A2 : : 2

olarak verilir. Ayni sekilde l,; N, = k,N ve 1/7 Ny = 0 sonuglar1 bulunur. Simdi bu yonlii

—

tiirevler ve N, dual egrisinin normal vektdr alanin i¢ carpimindan, I1. esas formun katsayilari

AR ) e )

2 2
o+

L=< l//ﬁzm’n >=

kik,
2

2 2
g

N =<y .n>= 0

M =< Wy, h>=

olarak elde edilir. Elde edilen bu bilgileri (2.5) ve (2.6) denklemlerinde yerine yazarsak,

2

kzkz
_ 2
2 2
4T
2 2 k’k,’
KA//; k2 k 2 k2 kZ - 2 2 2
L | vk, - || + =2 P T R
2 2 2 2 2 2 \/>
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k kY kK kk ( kj Kook
kk || vk, ——= | +—=+—Z || vk, ——& || vh,k, +—=+—
‘ 7 2[(2\E]J§\/512ﬁ“\/§\/§
2
v (-] 4 (-] 8
2 2
g J2) 0 2 J2) 2
N, 2
2 k—’2+ vk—L +k—22—£
2 NG )
2

k K kk ( k j Kook
=2k k, + | | vk, - | + =+ 22 | vk, - || vk, + =+ T
2 K \/5[( 2 ZJ NE) \/EJ N NN

klgv

elde edilir ve bdylelikle ispat tamamlanmais olur.

—_—

Teorem 3.5.4.3 Dual Darboux (ZU) ve dual Steiner (5) vektorlerinin ani donmesi

E =—k2N1 +kjﬁz +£(k1N_k2N2 _kINIJ Ve

NE
5:'[95:—N1J5k2+ﬁzfjk1+5(ﬁ§9(%}—ﬁz{j(%)—ﬁzﬁ%j

ile verilir.

Ispat. Darboux vektorii tanimindan

T=0+c0"

— —~ (N+N,+N — — k,+k,)N—k,N:~k,N
O =ar0= NAN+N> /\(—kZN1+k1Nz)=(1 :) SEEEAL
V2 V2
olur, buradan da
— — — (k1+k2)ﬁ—kzﬁz—klﬁ1 o . e
o=—k,Ni+kN:>+¢ 7 olarak elde edilir. Dual Steiner vektdriin

tanimindan da

B:ﬁgz—ﬁzﬁ@+N2_{9k,+g[ﬁ§9(k’\7§k2j—ﬁjb(k—;}—ﬁzjb%]
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olarak elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.5.4.4 N, Xf\l , ]Tl; dual egrilerinin olusturmus oldugu kapali regle ylizeylere ait dual

agilara ait egimler sirasiyla A =0, Aﬁj =—_{9k2 ve A]@ = f)kl dir.
Ispat.

A/T/ = —<5ﬁ> = —<c7 + 8},N+ 8F>

ifadesi daha acik bir halde yazilrsa

Aﬁ =<—N1j}7k2 +N2J‘9kl,ﬁ>

a2 s

A, =g(—%ﬁ)k2 —%f:}k] +%j‘9k, +k2j

A, =0

N

elde edilir. Benzer islemler N, ve N, igin yapilirsa,
Aﬁ = <—N1f7k2 +N2f7k1,ﬁl>

e

Ay =-Ppk, +g(\/_.bk \/_jgkj
Ay ==pk.

Ve
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As =<—N1§9k2 +szk],ﬁz>

+g(<[_ﬁ, pi,+ ph%»«ﬁp(’@ 2
Ay ikﬁg(\/]zpkz\/]}bsz

olarak elde edilir ve boylelikle ispat tamamlanmis olur.

ROCRIEI)

A

AN AN

3.6 Dual Uzayda NCW Catisina Gore Dual Egriler ve Karsihk Geldigi Regle Yiizeyler

AN A A

3.6.1 Dual Uzayda NCW Catisina Gore NC Smarandache Egrileri ve Regle Yiizeyler

E-Study doniistimii yardimiyla dual birim kiire {izerinde segilen {N,E‘, W) alternatif hareketli
catisinin elemanlari ile dual uzayda cizilen kapali egriler £ * Oklid uzayinda bir regle yiizey

temsil etmektedir. Buradan segilen dual egriler N =N+&N' IV, =ﬁ1+8ﬁ1 IV, :ﬁz+gﬁ£

olmak tizere, {]/\\7,]/\/\1,]/\7\2} egrilerinin belirttigi regle ylizeyleri asagidaki sekilde verilmistir.
P (5.v)= Bo(s)+VN(s) , By(s)=N AN",

9 (5:v)= Bo(5)+vC(s) , By (5)=CAC",

05 (5.9)= B () + VW (5) , Bi-(s) =W A w*,

Bu denklemler bize (S)egrisine ait a.-(s)  Smarandache egrisini {N,C,W} vektorleri

N+C N
yardimiyla &(s)= \/} ile tamimlanir. {N,C,W} vektorlerinin vektdrel momentleri

N*:am:(“c}m:_ﬁ

V2

olur. Benzer sekilde
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2 V2
= 5 (N+C) 5 N-C
W' =an —(—\/5] W——\/E

olarak elde edilir. Bu denklemler kullanilarak  {N,C,W} dual egrilerinin belirttigi regle yiizeyleri

sirastyla asagidaki sekilde verilmistir.

7o () =N AN +vﬁ=m£_ﬁ]+vﬁ=£+m,

V2 V2

—_—

I;A( v)= CAC +vC= C/\K+v6—

N,
3

Cj+vW— N+C+VW

NG

21

I,_U’;V (S, v) —W AW VW = W/\(
olarak elde edilir.

Teorem 3.6.1.1 ( N ),(6),([/7/) dual egrilerinin karsilik geldigi kapali regle yiizeylerinin dagilma

. g -/
arametreleri, P~ =—=— P. =0 ve P = olarak hesaplanir.

Ispat. N dual egrisinin belirttigi kapali regle yiizeyinin dagilma parametresini

det(dﬂﬁ NdNJ
ds, ds det((N/\N)NN)

S
HN!Z

i

|
ds

t

!

determinantin1 hesaplayabilmek i¢in éncelikle (N AN *) tiirevini hesaplayalim.
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(N/\ﬁ)' _ [EJ _ —fﬁ\/%gW

determinant alma islemi yapildiktan sonra

o

-
- V2
det(N AN"),N,N") = 0
0

=

~ O

ifadesi biraz diizenlendiginde

=L 0 &
V2 V2
1 0 0
0O f 0
P,\:

N fZ

: . ., _ & _ 8 :
verilen dual egrinin dagilma parametresi Pﬁ = x/EfZ = \/Ef olarak hesaplanir. Ayni sekilde P

ve PW de bulalim.

det[dﬂa ,C,ﬁl - =
ds, ds, )] det((CAC").C, C)
= o B =

ac 1

ds,

!
determinantin1 hesaplayabilmek i¢in dncelikle (C /\C*) tiirevini hesaplayalim.

(a@)’{%} -1

olarak elde edilir.
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f
0 < 0

- J2
det(CAC),C,CY=|0 1 0
-/ 0 g

determinant1 hesaplandiginda,

pa
RN

=]

0 1
—f 0

R o

P =
C f2+g2

gerekli islemler yapildiginda P, = 0 olarak bulunur. $Simdi de benzer islemleri P i¢in yapalim.

P
det ﬁWd—W .
ds, _ det((W AW )\ W, W)

ds,
F, = —2 e
di 71
ds,

!

determinantini hesaplayabilmek i¢in dncelikle (W A W*) tiirevini hesaplayalim.

= v _[(N+C) _SCH(-SN+gW)
(7 A7) _[ 5 ]_ NG

olarak elde edilir. Simdi de verilen dual egrinin dagilma parametresini hesaplayabilmek i¢in

det((W A W) WW ") heasaplayalim.

=S I &

- V2 2 2
det((W AW W, W)=|0 0 1
0 -g O

ifadesini yerine koydugumuzda
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- f &

NI

0o 0 1

0 -g O
P, = .
g

determinant1 hesaplandiginda verilen dual egrinin dagilma parametresi £, = NG olur ve
g

boylelikle ispat tamamlanmis olur.
Sonug¢: Dayanak egrisi NC Smarandache egrisi ile iiretilen (W) dual egrisine karsilik gelen

gT/;,@ kapali regle yiizeyini i¢gin g =0 veya L bt olmast durumunda dagilma parametresi
K

hesaplanamamaktadir.

Teorem 3.6.1.2{]/\7\ ,C ,I7V\} dual egrilerinin karsilik geldigi kapali regle yiizeylerinin ortalama

egrilikleri
Eo—_ fZgZ Koo KA iy ngZ
N g2 2’ ¢ > fz P \?
2| =—+ szz} 2 Z—+ —
[ 2 2\
ve Gauss egrilikleri
f2 g ! _f2 !
“=+vg |+ -
(1°2)7 f[ 2% j (e

2 ) ‘H&:_ 3 B

Hﬁzm 271 +¢°)
L *[Vg‘d(‘ﬁ(ﬂg‘@
2\/[(\/}; —fzjz +CZJ

olarak elde edilir.

~
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Ispat. N dual egrisinin belirttigi kapali regle ylizeyinin Gauss ve ortalama egriligini bulmak i¢in

I. esas form ve II. esas form ile birlikte normal vektdr alanin1 bulmamiz gerekli bu ylizden de
oncelikle v dual egrisinin yonlil tiirevleri

_ [ofNegl o] - =
Vs, {ngwa} veys, =N

olur. Buradan I. esas formun katsayilar1 sirasiyla;

f2og

E:<l//ﬁx,lﬂﬁr >:7+7+V2f2

= = -/
F=<yy .yy >=—F

olarak bulunur. Buradan 1. esas form

_ f_z g_z 202 | 32 i 2
1_( P + P +v'f jds +2(\/§jdsdv+ldv

:[fjﬂ%ﬂvz fzjdqz (V21 ) dsdv-+ 1c?

olarak elde edilir. Simdi de II. esas formun katsayilarii1 bulabilmek i¢in N dual egrisinin

- > N —~

belirttigi normal vektor alan1 n= ZN KN” olarak elde edilir. N dual egrisinin belirttigi
s~

normal  vektdr  alam1  icin  Oncelikle  asagidaki  determinanti  hesaplayalim.
g
— o=
NG
Wy Ay =l 1 0 0

N C W
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\/g_ C- vf w R

2—2 olarak elde edilir. N dual egrisinin belirttigi
262, g
vif p

determinant: yerine yazildiginda n=

—~

normal vektor alan1 yardimiyla simdide bu egriye ait II. esas formun katsayilarin1 bulalim. N

dual egrisinin s ve v ye gore tekrardan yonlii tiirev alma islemini uyguladigimizda;

— _d|-fN+gW
‘//Nss—dg{ \/} -HfC}

:—fN—f(fC)\/‘gg W+g(_gc)+\f’z’+\f(—fﬁ+gl/7)

ifadesi biraz daha diuzenlenirse

~ w2 Bl ® L F o 8
Vi N(ﬁ fj”(f 2 ﬁ]*W(f“ﬁj

olarak verilir. Ayn1 sekilde kismi tiirevler vy = f E veys = 0 ile bulunur. Simdi bu yonli

tiirevler ve N dual egrisinin normal vektor alanin i¢ ¢arpimindan, I1. esas formun katsayilari

L=<yg; ,n>=

2
Vs
! 2

olarak elde edilir. Elde edilen bu bilgileri (2.5) ve (2.6) denklemlerinde yerine yazarsak,
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2

kismi tiirevlerinden 1. esas formun katsayilar1 sirasiyla;

f2

E:<§/’au;/’€} >=7-|—v2f2+v2g2
- -/
F=<ye. ye, =

G=<vye.We >=1

olarak bulunur. Buradan 1. esas form
2 2
1= [f?+vzf2 +v2g2jds2 +2f7dsdv+dv2

2
=(f7+v2f2+v2g2)ds2 + fldsdv+dv’
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olarak elde edilir. Simdi de II. esas formun katsayilari bulabilmek i¢in C dual egrisinin

o~

belirttigi normal vektor alanini bulalim. C  dual egrisinin belirttigi normal vektor alani igin

oncelikle asagidaki determinant1 hesaplayalim.

A
-V, - v
f NG
g//a\_ AW@- =| 0 1 0
N C W

determinant1 hesaplandiginda,
We, ANWe =—vfW —vgN

olarak elde edilir. Bu determinant yerine yazildiginda C dual egrisinin belirttigi normal vektor

alam

2__va+vgN__fW+gN

wi+g P +g

olarak elde edilir. C dual egrisinin belirttigi normal vektor alan1 yardimiyla simdide bu egriye

ait II. esas formun katsayilarini bulalim. C dual egrisinin s ve v ye gore tekrardan yonli tiirev

alma islemini uyguladigimizda;

e, =[f Chd) (nggW) —(vf)'ﬁ_(vf)(f6)+(vg)'W+(vg)(—g6)J

ifadesi biraz diizenlenirse,

olarak bulunur. Benzer sekilde kismi tireviler Wo, =—f N +gW ve W = 0 olarak

—~

bulunur. Simdi bu yonlii tiirevler ve C dual egrisinin normal vektor alanin i¢ ¢arpimindan, II.

esas formun katsayilar
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olarak elde edilir. Elde edilen bu bilgileri (2.5) ve (2.6) denklemlerinde yerine yazarsak,

620 ve

(e )

VP +g g . ~fA
. =_f(ﬁ+vg j+g(\/§ —ij
c Z[f;_i_vgfg_i_vzgz_f;} 02 (f2+g2)

olarak elde edilir. Simdi de ¥ & dual egrisine bakalim.

- f C- f N+ gw+v( —ga)

Y, = \/}

_ Sy S

verilen ifade biraz daha diizenlenirse, kismi tiirevler y, = N —( —j6+il/7/ ve

N2 INEY RN

Yy = W olarak elde edilir. Buradan I. esas formun katsayilar1 sirasiyla;

2
- - 1’ f g’
E=<wyy wy >= —+ = ||t
Vi, W, P 174 \/5 P

g
F=< s >=-—=

ey
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G:<JIA\,2V,J7\,2V >:]

olarak bulunur. Buradan I. esas form
f? RS
I= 7+ [(vg —$D +g7 ds’ + \/Egdsdv+ av’

olarak elde edilir. Simdide II. esas formun katsayilarini bulabilmek i¢in W dual egrisinin belirttigi

normal vektor alanmi bulalim. W dual egrisinin belirttigi normal vektor alani icin Oncelikle

asagidaki determinanti hesaplayalim.

0 0 1

—_— — —

N C w

determinant1 hesaplandiginda

Vi AV =(vg—%}ﬁ—$C

—

olarak elde edilir. Bu determinant yerine yazildiginda W dual egrisinin belirttigi normal vektor

alam

o)

=

olarak elde edilir. W dual egrisinin belirttigi normal vektor alan1 yardimiyla simdide bu egriye

n=

_fe
\/EC
2+L2
2

ait II. esas formun katsayilarin1 bulalim. W dual egrisinin s ve v ye gore tekrardan yonlii tiirev

alma islemini uyguladigimizda;
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Ao G AT N SRR AN A
-~ 57O e e o) T )

N R

olarak verilir.Benzer sekilde ¥ 7 = —8C ve 1/7 #.. = 0 olarak bulunur. $imdi bu y6nlii tiirevler

ve W dual egrisinin normal vektor alanin i¢ carpimindan, II. esas formun katsayilari
f j /! f f(_f ( / j g
Vg——= || —=+| fg—F= ||| = —|vge—F= |-F=
) A - on e

L:<JWSS,7’Z>: B )
2
J2 2

AN
\/(vg \/EJJFZ _ g f’

(2{(+4))
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[fadesi biraz daha diizenlenirse,
Y _ LS A | A O S G A I -
L '+ ﬁj( s @D Al b5
AWa
2\/((\/;; \/Ej + 2}

elde edilir ve boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.6.1.3 Dual Darboux (5) ve dual Steiner (5) vektorlerinin ani donme vektoru

NG}

5:gﬁ+fW+8(Mj ve

B-pa-Nperip o Np( |- wp ] dir

Ispat.

_—

T=0+s0"

;:aAZO—:(N+CJ/\(gN+fV—V'):fN—fC—gW

V2 V2
fN=-fC+gW

NE;

olur buradan da @ = gﬁ+ f W+ 5[ j olarak elde edilir. Dual Steiner vektoriin

o-pa=mpemh oo S H )T

olarak elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanmuis olur.
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Teorem 3.6.1.4 N ,C,W  dual egrilerinin olusturmus oldugu kapal regle yiizeylere ait dual

acilara ait egimler sirasiyla
_ & _
Af\;_ﬁ)ga Aé:ﬁﬁf ve AW_Pf

dir.

Ispat.
A= —<5N> = —<d+8a’*,ﬁ+ 8ﬁ>

ifadesi daha acik bir halde yazilrsa

Ay =(Vpg i f,ﬁ>+e(<(ﬁ_f9g+l/7{9 f,%)>+<ﬁjb(%jv7jb%,ﬁ>}
e -g5pr 5 b)
Ay =Ppeg

elde edilir. Benzer islemler C/j\ ve VT/\ igin yapilirsa,

A=W f,5>+g{<£ﬁ'bg+l/_lf’_f9 f,%j>+<ﬁp%j_wp%,a>]
1

= 5P

Ve

A = (W s 1)+ [<(N§og+wpf ]> (5p( )b W>J
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olarak elde edilir ve boylelikle ispat tamamlanmais olur.

AN AN

3.6.2 Dual Uzayda NCW Catisina Gore N Smarandache Egrileri ve Regle Yiizeyler

E-Study doniisiimii yardimiyla dual birim kiire iizerinde segilen {N,C,W} alternatif

hareketli ¢atisinin elemanlari ile dual uzayda ¢izilen kapali egriler E® Oklid uzayinda bir regle

ylizey temsil etmektedir. Buradan secilen dual egriler

—k ~ AN~

N=N+$Nﬁk,]\f1 =ﬁl+6‘]\7l N, =ﬁ2+8ﬁ2 olmak iizere, {V,N,,N,} egrilerinin belirttigi

regle yiizeyleri asagidaki sekilde verilmistir.

0 (5:v)= Bu()+VN(s) , B(s)=NAN",
@ (s,v):ﬂc(s)Jrva(s) , ﬂﬁl(s)zg/\E,
P (s,v) =B, (s)+ VW(S) ’ 'Bﬁz (s)= W A W,

N+ W
Bu denklemler bize &(S) Smarandache egrisini {N,C,} vektorleri yardimiyla aNTV(S) = \/}

olarak elde edilir. Bu egriye bagli olarak {N,C,W} vektorlerinin vektorel momentleri sirastyla

olarak elde edilir. Bu denklemler kullanilarak  {N,C, W} dual egrilerinin belirttigi regle yiizeyleri

sirastyla asgidaki sekilde verilmistir.
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) G

T (50) =NAN m:m[i}vﬁlwﬁ

benzer yolla

we(sv)=CAC nC=C N e N6

72 72

Ve

7 (s) T AT +VVV:7VA(‘_C]+VVV:LVW

V2 V2

olarak elde edilir.

Teorem 3.6.2.1 {Z/\\f ,6 ,V/I;} dual egrileri kapali bir regle yiizeyini belirtmek {izere, dagilma

parametreleri P =0, P, = 0 ve P =0 olarak hesaplanir.

Ispat. N dual egrisinin belirttigi kapal regle yiizeyinin dagilma parametresini bulmak i¢in

iB %
det ﬂN’N,dN - T A7
ds, ds, ) det((NAN"),N,N’)

2 HN!Z

i

I
ds

t

!

determinantin1 hesaplamak gerekir. Oncelikle (NAN—> :(K] _ =8¢ esitligini kullanarak

7))

verilen egrinin dagilma parametresini bulabilmek icin det((ﬁ A j\’d*) 'N,N ") hesaplamaliyiz.

g
0 ——= 0

. 2
det(NAN),N,NY=[1 0 0
0 f 0
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Ve

g
0 - o
2
1 0 0
0O f 0
P, = =

elde edilir. Determinant alma islemi yapildiktan sonra verilen dual egrinin dagilma parametresi

P = 0 olarak hesaplanir. Ayni sekilde P, ve P, de

det dﬂc ;6)d£ = T w A A
p_ ds, ds, ) det((CAC"),C,C")
T =
ds,

olarak  verilebilir. Simdi de bu determinanti

v (N+W) (f-g)C y
CnAC ) = = olarak elde edilir.
( [ V2 j V2

(f-g)
B 0 N 0
det((CAC*),C,CN=]| 0 1 0
-f 0 g

determinant1 hesaplandiginda,

N

(f-g)
0 NG 0
0 1 0
-/ 0 g
= 2, 2 =0
fi+g
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igin

Oncelikle



olarak bulunur. Simdi de benzer iglemleri P icin yapalim.

g
det ﬁ,W,dl .
ds, ds, ) det(WAW") W, W'

PA: 2 ‘WQ‘

w

a7
ds,

!

olarak verilebilir. Simdi de bu determinant1 hesaplayabilmek i¢in oncelikle (W/\ W*) tiirevini

hesaplayalim.
_ v (NY sc
WAW") =| = | ==
77 -(5)- 5
yardimiyla
f
0 =— 0
. V2
det(W AW W, WH=[0 0 1
0 —g O

f
0 = 0
2
0 0 1
0 —g O
P = e =0

olur ve boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.6.2.2{ﬁ ,6,171/\} dual egrilerinin karsilik geldigi kapali regle yiizeylerinin Gauss

egrilikleri ve ortalama egrilikleri

K.=0, K.=0ve K.=0
N ¢ w
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P el A S8
o g . g( f( \/Ej ij+f(g[ 7 ]+ g]
I N el e R e

olarak elde edilir.

Ispat. N dual egrisinin belirttigi kapali regle yilizeyinin Gauss ve ortalama egriligini bulmak icin

I. esas form ve II. esas form ile birlikte normal vektor alanini bulmamiz gerekli bunlar1 bulmak

icinde ¥ 5 dual egrisinin yonlii tiirevlerini bulalim.

Yy, = T

e, ] ()
{\/3+fo}—— )

kismi tiirevlerinden I. esas formun katsayilari sirasiyla;

_. AN (\/Evf—g)2

E=<yy W5 >= 5

F =< ’/_/’Nv’lr/_/’Nx >=0

olarak elde edilir. Simdide II. esas formun katsayilarmi bulabilmek i¢in N dual egrisinin

belirttigi normal vektor alanina ihtiyacimiz var. N dual egrisinin belirttigi normal vektor alani

icin Oncelikle agsagidaki determinant1 hesaplayalim.
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vy Apy=|1 0 0

determinant1 hesaplandiginda,

ﬁ= \/5 :—W

-]

(‘/Evf_g)ﬁ

2

olarak elde edilir. N dual egrisinin belirttigi normal vektor alan1 yardimiyla simdide bu egriye

ait II. esas formun katsayilarin1 bulalim. N dual egrisinin s ve v ye gore tekrardan yonlii tiirev

alma iglemini uyguladigimizda;

_ (\/Evf—g) ,q (\/Evf—g) _
T C+ 7 (~/N+gW)

ifadesi biraz daha diuzenlenirse

~ N(\/EVf—g) (\/fvf—g)’6 W(\/Evf—g)
vy, =S \/E + \/E +g T

olarak verilir. Benzer sekilde l/7 7. =fCve J 5., = 0 olarak bulunur. Simdi bu yénlii tiirevler ve

—~~

N dual egrisinin normal vektdr alanin i¢ ¢garpimindan, II. esas formun katsay1lar

. (V2 -g)
J2
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olarak elde edilir. Elde edilen bu bilgileri (2.5) ve (2.6) denklemlerinde yerine yazarsak,
K;=0

Ve

(V3 o)
R

) _ -
' , (\/EVf—g)2 ‘E(ﬁvf_g)

2

olarak elde edilir. Benzer yolla simdide {y7 @yjﬁ} ylizeyleri i¢in Gauss ve ortalama egriliklerini

hesaplayalim. J@ = %6+ v(— f N+ gW) ve 1;5 =C denklemlerinden I. esas formun

katsayilari sirasiyla;

2 2 2 o2 2 2
E=<V/a,,l//a,>=f fete ijf”vg

f-g
J2

G=<ye¢ ve >=1

F=<ys pe >=

olarak bulunur. Buradan I. esas form

][fz—ng—i-gz-1—2\/2f2-1—21/2g2

. jds2+\/§(f—g)dsdv+dv2

—~

olarak elde edilir. Simdide II. esas formun katsayilarin1 bulabilmek i¢cin C dual egrisinin

belirttigi normal vektor alanin1 bulalim. C  dual egrisinin belirttigi normal vektdr alani igin

oncelikle asagidaki determinant1 hesaplayalim.
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f-g
-V, —_— Vv
f 7 g
we, AWe =| 0 1 0
N cC W

determinantti hesaplandiginda

Vo Ao, =T —vgN

olarak elde edilir. Bu determinant yerine yazildiginda C dual egrisinin belirttigi normal vektor

alam

2__fW+gN

g

olarak elde edilir. C dual egrisinin belirttigi normal vektor alan1 yardimiyla simdide bu egriye

ait I1. esas formun katsayilarini bulalim. C dual egrisinin s ve v ye gore tekrardan yonlii tiirev

alma iglemini uyguladigimizda;

Ve {ﬂj 6+(ﬁj(_ FN -+ g )—vf N T g g’

V2 V2

ifadesi biraz diizenlenirse,

’

i;afd[—f[%j—w”}@ (f—_zg] —vf? —vg’ +W(g(f\bg]+vg'j

olarak elde edilir. Ayni sekilde kismi tirevier Wo, =—fN+gW ve ¥ ¢, = 0 ile bulunur.

Simdi bu yonlii tiirevler ve C  dual egrisinin normal vektor alanin i¢ carpimindan, I1. esas formun

katsayilari
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(e [ o ow ol S o
_fW+gN
N

i¢ carpimi hesaplanirsa
_ f_g _ L f_g ’
L:_g( f( \/Ej f} f[g( NE j+vgj
N +e

olarak elde edilir. Ayni yolla

L=<y ,n>=

—

ve M :<y7@”,ﬁ>:0 N =<yg .,n >=0

olarak elde edilir. Elde edilen bu bilgileri (2.5) ve (2.6) denklemlerinde yerine yazarsak,

" i Vg

Z[fz—ng+g2+2v2f2+2v2g2—(f—g)2}

f-g : f-g :
- 2 2 2
Vg | 1 -2fg+g’ +27f +2°¢" ~(f -g) |

olarak elde edilir. Simdi de &W dual egrisine bakalim.

Wi, = %W(—gc)
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verilen ifade biraz daha diizenlenirse,

Vo = f—2vg c
W \/5

elde edilir.

v, =W

v

Buradan I. esas formun katsayilar1 sirasiyla;

” f=~2vg ]2

E=< JWS)V/W\. = ( \/E

F=<ygy vy >=0
G=<y5,, Wi, >=1

olarak bulunur. Buradan I

I f=2vg
2

esas form

Z
ds’ + \/Egdsdv+ av’
V2 j

olarak elde edilir. Simdide II. esas formun katsayilarini bulabilmek i¢in W dual egrisinin belirttigi

normal vektor alanmi bulalim. W dual egrisinin belirttigi normal vektor alani icin Oncelikle

asagidaki determinant1 hesaplayalim.

f=~2vg
0 |+——=1| o0
J2
vi Ay =0 0 1
N C w

determinant1 hesaplandiginda

S=2vg |~
7 JN

Vo AT [
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olarak elde edilir. Bu determinant yerine yazildiginda W dual egrisinin belirttigi normal vektor

alani
f—ﬁvgJN
n= [ V2 =N
[
J2

olarak elde edilir. W dual egrisinin belirttigi normal vektoér alan1 yardimiyla simdide bu egriye

ait II. esas formun katsayilarin1 bulalim. W dual egrisinin s ve v ye gore tekrardan yonlii tiirev

alma islemini uyguladigimizda;

Vi, \/3

[f \/\/:VgJ [f \/\/:VgJ(—fN+gW)

ey

ifadesini biraz diizenlersek,

| L2 o £ | of L2
g 7 )SUE N
olarak verilir.Benzer yolla l;W =— ga ve ¥ =0 olarak bulunur. §imdi bu ydnlii tirevler ve

—

W dual egrisinin normal vektor alanin i¢ ¢arpimindan, II. esas formun katsayilari

L=<y, ,n>= —f{f_T\/;vg],

M =<y ,n>=0 ve

olarak elde edilir. Elde edilen bu bilgileri (2.5) ve (2.6) denklemlerinde yerine yazarsak,
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olarak elde edilir ve boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.6.2.3 Dual darboux (5) ve dual Steiner (5) vektorlerinin ani doniisii asagidaki sekilde

verilebilir

E:gﬁ+fW+8(_f+g6j ve

NE;

szgzﬁpg+wpf+g(ap(—f+gjj

S

esitlikleri ile verilir.

Ispat.

V2 V2

EzaAg)Z{N+WjA(gN+fW)=_fC+gC=_f+g6

olur burada.

@ = gﬁ +f W+e ( i Ej olarak elde edilir. Dual Steiner vektoriin tanimindan .

V2

szRzﬁpgmpﬂg[ap(—ﬁgn

olarak elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanmais olur.

Teorem 3.6.2.4 N , c , w dual egrilerinin olusturmus oldugu kapali regle yiizeylere ait dual

acilara ait egimler sirasiyla
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Afv:,bg’ A.=0 ve sz;bf dir.
Ispat.
A= —<5ﬁ> = —<c7 + 8},N+ 8F>

ifadesi daha acik bir halde yazilrsa

Ay =(Npa+ P f,ﬁ>+{<(ﬁpg+wp f,%}>+<5f)(_{/§gj,ﬁ>J— be

elde edilir. Benzer islemler C ve W icin yapilirsa,
A, _<Nﬁg+l/7f)f,5>+g(<(ﬁ_f)g+Wﬁf,@}>+<5§;({/gg],5>]
o b HE )

=0

Ve

Ay (PP f,W>+g£<£ﬁpg+Wp f,£]>+<5§9({/§gjﬁ>]
_pr

olarak elde edilir ve boylelikle ispat tamamlanmais olur.

AN AN

3.6.3 Dual Uzayda NCW Catisina Gore C/V Smarandache Egrileri ve Regle Yiizeyler

E-Study doniisiimii yardimiyla dual birim kiire iizerinde segilen {N,C,W} alternatif

hareketli ¢atisinin elemanlari ile dual uzayda ¢izilen kapali egriler E® Oklid uzayinda bir regle

ylizey temsil etmektedir. Buradan secilen dual egriler

N=N+$Nﬁk,]\f1 =ﬁl+8ﬁl , N, =ﬁ2+8N2* olmak iizere, {N,N,,N,} egrilerinin belirttigi

regle yiizeyleri asagidaki sekilde verilmistir.
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0 (5.v)= B (s)+VN(s) , B (s)=N AN,
P (s,v)=ﬂ6(s)+v6(s) , ﬂﬁl(s):f/\g,
P (s,v) = ,BW(S)-F VW(S) , ﬂﬁz(s) =W A W,

C+W

J2

ile

Bu denklemler bize &(s) Smarandache egrisini {N,E‘, W} vektorleri yardimiyla %W(s):

verilir. Bu egriye bagh olarak {N,C,W} vektorlerinin vektorel momentleri sirasiyla

iv‘*:a_(s)AN{C*W]AN:—‘W*C

cw \/5

W =a (S)AW:(“WJAW:l

i 7
olur. Bu denklemler kullanilarak  {N,C, W} dual egrilerinin belirttigi regle yiizeyleri sirasiyla

Vi (5.0) =N AN +VN=NA[C‘_WJ+VN=W_+C+VN

V2 V2

—_— —_—

e (sv) _CAC C=CA N o= e

VARG

JV; (s,v):W/\AVIF+vW=W/\[C+—W}+vﬁzﬂ+vﬁ

72 RE

olarak elde edilir.
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Teorem 3.6.3.1 {]V,@,V/I;} dual egrileri kapali bir regle ylizeyini belirtmek iizere, dagilma

/g P =0

. f
parametreleri P. = ve b, = NG olarak hesaplanir.
2g

Ispat. N dual egrisinin belirttigi kapali regle ylizeyinin dagilma parametresini

IV
det 'BN,N,d—N o
ds, ds, ) det((NAN") N,N’)

2 N!2

P. =

N

a
ds,

!

seklinde yazilabilir. Bu determinanti hesaplayabilmek icin oncelikle (NAN *) tirevini

hesaplayalim.

(75 :[WJ;J' 4 _ga_g+gw

olur. Determinant alma iglemi yapildiktan sonra

-/ & &
L V2 2 2
det(NAN),N,N)=[1 0 0
0 f 0
ve
-/ -g2 g
V2 2 2
1 0 0
0 f 0
P = _ /g

g R ed)

olarak hesaplanir. Benzer sekilde P ¢ ve P de
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ds,’ ’dst] det(CAC" ).C.C")
2 = C—'Z’

de{dﬂc C ac

P=—
ac
ds,

!

determinantini hesaplayabilmek i¢in oncelikle (C AC *) tiirevini hesaplayalim.

olarak elde edilir.

-g
0 —= 0
. V2
det(CACH,C,C"Y=|0 1 0
-f 0 g
Ve
-g
0 -2 0
J2
0 1 0
-f 0 g
P = = =0

olarak bulunur. Simdi de benzer islemleri PV? igin yapalim.

o

det ﬁ)W}dE . . I

P - ds, ds, ) det(WAW" )W W'
ds,

!

determinantini hesaplayabilmek igin dncelikle (W A W*) tiirevini hesaplayalim;
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= =\ c _—fﬁ—kgW
(W/\W)—(ﬁj— 7
ve
A
- 2 V2
det((W AW W, W)=|0 0 1
0 —-g O

hesaplandiginda verilen dual egrinin dagilma parametresi,

L oy &
V2 V2
0 0 1
0 -g O
/
P’\: =
v g’ V2g

olur ve boylelikle ispat tamamlanmis olur.
Sonug¢: Dayanak egrisi CW Smarandache egrisi ile iiretilen (W) dual egrisine karsilik gelen

vy kapali regle yuzeyini icin g =0 veya ¥ —sbt olmast durumunda dagilma parametresi
K

hesaplanamamaktadir.
Teorem 3.6.3.2 {ﬁ , C , IjV\} dual egrilerinin karsilik geldigi kapali regle ylizeylerinin ve Gauss ve

ortalama egrilikleri

Jg
J2
2
\/(ﬁvf+f_g) L&
— g
EG-F (V2vr-g) +g’
2
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> 282 | T2 2
-2 /2 +
5 \/(ﬁvﬂf o g \/(\/§Vf+f J &
o 2 2 2 2
’ (\/EVf—g) +g
2
A ot e
~ fi+e _ f
T3 [2v2f2+2v :I ’ HW y f—\/zvg
NG

olarak elde edilir.

Ispat. N dual egrisinin belirttigi kapali regle yilizeyinin Gauss ve ortalama egriligini bulmak icin

I. esas form ve II. esas form ile birlikte normal vektor alanin1 bulmamiz gereklidir.

— {gC SN gl fg}: (‘/_Vf g) g

VR, = NG \/— \/_ NG C+ NG

vy =N

kismi tiirevlerinden I. esas formun katsayilari sirasiyla;

- (\EVf—g)Z+g2+f2

E=<y; W5 >= P

- = ]
F=<wyy.vy >=$
G vy Wy >=1

olarak bulunur. Buradan I. esas form
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(V2 +/-g

2
I= ) ds’ +1adv’
2

olarak elde edilir. Simdide II. esas formun katsayilarini bulabilmek i¢in N dual egrisinin belirttigi

normal vektor alanim bulalim. N dual egrisinin belirttigi normal vektor alani i¢in oncelikle
asagidaki determinant1 hesaplayalim.

f (\/Evf—g)

g
V2 2 2
0
W

vy rpy=| 1 0

N C

olarak bulunur. Burada gerekli islemler yapildiginda,

(V2 -g) - gC

T +7

.~ 5 "5
[T

L&
2 2

olarak elde edilir. N dual egrisinin belirttigi normal vektdr alan1 yardimiyla simdi de bu egriye

ait II. esas formun katsayilarin1 bulalim. N dual egrisinin s ve v ye gore tekrardan yonlii tiirev
alma iglemini uyguladigimizda;

o [(arer—) _ (Var+r-g

N —

5|5 (~/N+g)

ifadesi biraz daha dizenlenirse
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o o) [V2re)) o SN2 e) po s en g
N N2 RN S N - N LN i
o (k) o) ()] | () g
e I a8 k| - Al RN B

olarak verilir. Ayn1 sekilde l; 5. =fC ve l/7 7., = 0 sonucu bulunur. Simdi bu yénlii tiirevler ve
N dual egrisinin normal vektor alanin i¢ carpimindan, II. esas formun katsayilari

FE (L= (8

2 2 2

\/(ﬁvfﬁg)z g
2

+
2
M=<;;;, n>= /g 3
f\/(ﬁvﬂf—g) s
2 2

olarak elde edilir. Elde edilen bu bilgileri (2.5) ve (2.6) denklemlerinde yerine yazarsak,

2

Jg
NG
\/(\/EVf+f—g)2 +g72
K. = 2 i 2
' (V2vf -g) +¢’
2
Ve
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olarak elde edilir. Benzer yolla simdide {y7 517/”7} ylizeyleri i¢in Gauss ve ortalama egriliklerini

hesaplayalim.

17/’55 :i6+v(—fﬁ+gﬁ)

NE

ve =C
Buradan 1. esas formun katsayilari sirasiyla;

2 2 r2 2 2
- = g+ +2vg
E=<y¢ ye >= 5

olarak bulunur. Buradan 1. esas form

2 r2 2 2
[[2\/ f ;Zv g jdsz+\/§(—g)dsdv+dv2

olarak elde edilir. Simdide II. esas formun katsayilarmi bulabilmek i¢in C dual egrisinin

—~

belirttigi normal vektor alanina ihtiyacimiz var. C  dual egrisinin belirttigi normal vektor alani

icin Oncelikle agsagidaki determinant1 hesaplayalim.
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-V, — Vv
f 7 g

We, Ave, =0 1 0

N C W

determinant1 hesaplandiginda 17/@ AW e = W —vgN olarak elde edilir. Bu determinant yerine
Ve = _JW+eN

olarak elde edilir. C dual egrisinin belirttigi normal vektor alan1 yardimiyla simdide bu egriye

yazildiginda C dual egrisinin belirttigi normal vektor alani n ='/76.v A

o~

ait I1. esas formun katsayilarini bulalim. C dual egrisinin s ve v ye gore tekrardan yonlii tiirev

alma iglemini uyguladigimizda;

ve {%} 6+(%j(— [N+ gT7)—f N —vf Cvg T g

ifadesi biraz dﬁzenlenirse,
fg lj ( g j’ 2 g2 2 ’
A =N| 2=-— +C o | +W| —-2=— +
Ve, ( \/— vf \/— vf \/— v TV8

olarak elde edilir. Benzer sekilde ¥ ¢ = —fN+gW ve ¥ Co — 0 olarak bulunur. Simdi

o~

bu yonlii tiirevler ve C dual egrisinin normal vektdr alanin i¢ ¢arpimindan, II. esas formun

katsayilari

B ’ . P — —
L=<yg, ,n>= N(E—vf'j+C (—gj —vf? +W(—g——vg2+vg'],—M

NE NE 72 e

ifadesinde i¢ ¢arpim hesaplanirsa,

g(%—f’j—f{—%—%“%'}
Vfi+g

L=-
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-fg+/g
[f2+g2

edilir. Elde edilen bu bilgileri (2.5) ve (2.6) denklemlerinde yerine yazarsak,

olarak bulunur. Ayni sekilde M =<y e n>=— =0 ve N=<y %, ,n >=0 olarak elde
K.=0
ve
f—gj : (f—gJ S
g\ —f| == |-V |- —-vg  +V,
_2g[f(\/§ ffg\/z g +vg
'f2+g2
H@Z

Z[g2 + 20 P+ g’ —(—g)z}

g(—f(f\/_z—gj—Vf’}f(g(f\/_Egj—vgz +vg'j
o Jri+g’

¢ [2v2f2+2v2g2]

biraz daha diizenlenirse,

fg—fgn+g(—f(f\bgj—Vf’]+f(g£f\}2gj—vg2 +vg’j

H. =
C g g e e —(f-g) |

olarak elde edilir. Simdi de 1/7 ¢ dual egrisine bakalim.

—

;}Ws = % +V(_g6)

—f—2vg —

verilen ifade biraz daha diizenlenirse, &V?/S = L Y22 C elde edilir.Benzer sekilde E/’ﬁ/ =W

V2

olur. Buradan I. esas formun katsayilar1 sirasiyla;

o —f —2vg ’
2

</
)

E=<yy,,

F=<ygz vy >=0
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G:<JIA\,2V,J7\,2V >:]

olarak bulunur. Buradan I. esas form

2
_f_\/EVg 2 2
[=|——F""2 | ds +\/§ dsdv +dv

[ 2 &

olarak elde edilir. Simdide II. esas formun katsayilarini bulabilmek i¢in W dual egrisinin belirttigi

normal vektor alanin1 bulmaliyiz. W dual egrisinin belirttigi normal vektor alani i¢in oncelikle

asagidaki determinanti hesaplayalim.

—f —~2vg
o( 3 J 0

0

i
C W

=zl =

determinant1 hesaplandiginda,

olarak elde edilir. Bu determinant yerine yazildiginda W dual egrisinin belirttigi normal vektor

alam

—f=2vg =
; [ NG ]N _

n= - =N
S
2

olarak elde edilir. 77 dual egrisinin belirttigi normal vektor alan1 yardimiyla simdide bu egriye

ait II. esas formun katsayilarin1 bulalim. W dual egrisinin s ve v ye gore tekrardan yonlii tiirev

alma iglemini uyguladigimizda;
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- —f —2vg '
Vi, = [—\E CJ

( f\/«_/_vg] [ f\/\_/_vg](_fﬁJrgW)

ifadesini biraz diizenlersek,

WA_fo+\/_vg f\/_vg f\/_vg
g N NV NV
olarak verilir.Benzer yolla l; P, =8 6 ve l; #.. = 0 olarak bulunur. Simdi bu y&nlii tiirevler

ve W dual egrisinin normal vektor alanin i¢ carpimindan, II. esas formun katsayilari

L=<y n>= f{f%/;vgJ

M =< &V;w ,ﬁ >=()
N =< JV;Z >=(
olarak elde edilir. Elde edilen bu bilgileri (2.5) ve (2.6) denklemlerinde yerine yazarsak,

K. =0
w

Ve

f+2vg
f[ V2 j ]

{3 )

olarak elde edilir ve boylelikle ispat tamamlanmais olur.

Teorem 3.6.3.3 Dual Darboux (5) ve dual Steiner ( D) vektorlerinin ani doniisii asagidaki sekilde

verilebilir
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w ZOCAE)
:(CJEWJA(gm /7)
_—gW+fN-gC _ S5

s
Z v

7
J—
olur buradan da

. — — f — g = g —»j . . -
T=9N+ fW+e| “=N---C—--—=W | olarak elde edilir. Dual Steiner vektOriin tanimindan
N/ (ﬁ NERG

b-pa- Npg+W;;f+g(c;9[ -£c %Wjj

olarak elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.6.3.4 N , C , w dual egrilerinin olusturmus oldugu kapali regle yiizeylere ait dual

agilara ait egimler sirasiyla Ag = jﬁ)g, A, =+¢ (—2 j'j %) ve A= J.f) f dir.
Ispat.
Ay =~(DN)=~(d+ad" N+oN')

ifadesi daha agik bir halde yazilrsa,
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elde edilir. Benzer islemler C veW i¢in yapilirsa,
Ae=(Npg+p f,6>+{<£m9g+wp f,%j>+<ﬁf)%—€’f)%—l/7f)%ﬁ>}
:+5(—2J‘9%j

ve

Ay (PP f,W>+g£<{ﬁpg+Wp f,%}>+<ﬁﬁ%—5ﬁ%—ﬁp%ﬁ>]
_pr

olarak elde edilir ve boylelikle ispat tamamlanmais olur.

AN A AN A

3.6.4 Dual Uzayda NCW Catisina Gore NCW Smarandache Egrileri ve Regle Yiizeyler

E-Study doniisiimii yardimiyla dual birim kiire iizerinde segilen {N,C,W} alternatif

hareketli ¢atisinin elemanlari ile dual uzayda ¢izilen kapali egriler E® Oklid uzayinda bir regle

ylizey temsil etmektedir. Buradan secilen dual egriler

N=N+eN',N, =N, +eN;,N, =N, +&N," olmak iizere, {N,N,,N,} egrilerinin belirttigi
regle ylizeyleri
0 (5.v)= B () +VN(s) , Bo(s)=N AN",

0z (5:v) = Ba()+vC(s) , B (s)=CAC",

07 (5.9)= Br($)+ VW (5) . B () =W AW,
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ile verilmistir.Bu denklemler bize o(S)egrisine ait Qe (8)  Smarandache egrisini (N,C,W}
N+C+W o
vektorleri yardimiyla %@W(S):T ile tamimlariz. Bu egriye bagl olarak {N,C,W}

vektorlerinin vektorel momentleri sirasiyla

N g aNo| NECHW W +C
J2 J2
— — (N+C+W ) = W-N
C'=anC-= AC =
( ;3 N5
V‘V—*':a =

olarak elde edilir. Bu denklemler kullanilarak {]/\\/ , C . V/T;} dual egrilerinin belirttigi regle yiizeyleri

sirastyla asgidaki sekilde verilmistir.

. (C-W) - W+T -
(s,vV)=NAN +vN=NA| ——— |+ VN =——F+VN
‘//N( ) ( NE; j NE

& A
(s,v)=CAC"+vC=CAh +vC = +vC
V’c( ) NE] NE]

. (NG - W+ -
(s, V)=W AW +vW =W A +vW = +vW
l//W( ) ( \/} ] \/}

olarak elde edilir.

Teorem 3.6.4.1 {fv,éﬁ/} dual egrileri kapali bir regle yiizeyini belirtmek {izere, dagilma

. g S
arametreleri . =—=—, P. =0 ve P, = olarak hesaplanir.
P N JE f ¢ \/5 g P

C

Ispat. N dual egrisinin belirttigi kapali regle yiizeyinin dagilma parametresini
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PP
det ﬁN,N,dN o
P ds, ds, ] det(NAN"),N,N)
R
ds,

olarak verilebilir. Simdi de bu determinant1 hesaplayabilmek i¢in oncelikle (N/\N *) tiirevini

hesaplayalim.

(N/\ﬁ)' _(W\/J%EJ, :(_f—g\/);+gW

determinant alma islemi yapildiktan sonra

—f-g o &
- 2 2
det(N AN"),N,N)=| 1 0 0
0 f 0
—f-g& , &
2 2
1 0 0
0 f 0
P, = :
S

verilen dual egrinin dagilma parametresi

p_ 8 _ &
Yoz N2f

ayni sekilde P, ve P de

9B
det ﬁC,C,d—C o —
ds, ds, ) det((CAC"),C,C))

¢ —
ac
ds,
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olarak verilebilir. Simdi de bu determinant1 hesaplayabilmek i¢in dncelikle (6/\ C*) tiirevi

(@ :(NJEW)' _ (f:/_Zg)E

olarak elde edilir.

0 0

det(CAC),C,C)=| 0 0

f-g
V2

1

_f ()

determinant1 hesaplandiginda,

f-g
0 0
2
0 1 0
-f 0 g
P = =0
C f2+g2

olarak bulunur. $imdi de benzer islemleri P i¢in yapalm.

o

det 'BV_VWd—W e

P ds, ds, ) det(WAW")\W.W')
ds,

!

olarak verilebilir. Simdi de bu determinant1 hesaplayabilmek i¢in 6ncelikle (W/\ W*) tiirevi

| (4] L)
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-f 1 &
B NG
det(W AW W, W)=l 0 0 1
0 -g 0

determinant1 hesaplandiginda verilen dual egrinin dagilma parametresi,

S f &8

V2 2 2

0 0 1

0 —-g 0
P = .
g

determinati hesaplandiginda

/
J2g

B = olur ve boylelikle ispat tamamlanmis olur.

AN A

Sonug: Dayanak egrisi NCW Smarandache egrisi ile iiretilen (W) dual egrisine karsilik gelen
W sep Kapali regle yiizeyini i¢in g =0 veya L _ sbt olmasi durumunda dagilma parametresi
K

hesaplanamamaktadir.

Teorem 3.6.4.2 {]V ,6’ ,W} dual egrilerinin karsilik geldigi kapali regle yiizeylerinin Gauss ve

ortalama egrilikleri

5
. \/[“Jg?j*gz K.<0, K. - &1
(vf+\/g§j +g; 2(f22+(vg+f\/__g)]
ve
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olarak elde edilir.

—~

Ispat. N dual egrisinin belirttigi kapali regle yiizeyinin Gauss ve ortalama egriligini bulmak igin

I. esas form ve II. esas form ile birlikte normal vektor alanini bulmamiz gerekli.

— —fﬁ+gW+g6 —
5 = +vfC
YR, { \/} f

vi =N

Buradan I. esas formun katsayilari sirasiyla;

— - f7.eg (g ’
E=<wys ws >=L—+— 4| 4y
Vi, VA, 5 (\/} f}
_

G=<yy vy >=1

olarak bulunur. Buradan I. esas form

/

[f?z +g° +v2f2jds2 +2(_T§jdsdv+ldv2

z[f?z+ &+ fzjdgz —(V2f ) dsctv+1a?
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olarak elde edilir. Simdide II. esas formun katsayilarini bulabilmek i¢in N dual egrisinin belirttigi

normal vektor alanina ihtiyacimiz vardir. N dual egrisinin belirttigi normal vektor alani igin

oncelikle asagidaki determinant1 hesaplayalim.

f g g
Z e

vy Ave=| 1 0 0 =%C—va
N C w

ve buradan da
g = g |\
= C—| v+ W

- 2 (f 2

n:

g &
v+ 2= | +2—
J(f ﬁJ 2

olarak elde edilir. N dual egrisinin belirttigi normal vektor alan1 yardimiyla simdide bu egriye

—~

ait II. esas formun katsayilarini bulalim. N dual egrisinin s ve v ye gore tekrardan yonlii tiirev

alma islemini uyguladigimizda;

Y, = s \/}
_—'N=f(fC)+gW+g(~gC)+g C+g(~fN+gW)

NG

— i|:—fﬁ+gw+g6+‘f6:|
+f'C+vf(—fN+gW)

ifadesi biraz daha dizenlenirse

- =(=f gf} = . g f g = g g
< =N| —- -2 |+C -2 44 +W +— 2

V., (,/2 v 2 [Vf V2 N2 A2 Ve N2 A2

olarak verilir. Benzer yolla W5 = SCve l/_; 5. = 0 olarak bulunur. Simdi bu yénlii tiirevler

ve N dual egrisinin normal vektor alanin i¢ carpimindan, I1. esas formun katsayilari
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2 2

K - r
N fz 2 2 fZ 2 ?
R 20 B o oA
ve
5 /g :/J_”
2 5 2
ﬁ\/(vf+gj +&
H - - V2) 2
g | &
2(2 J{\/E—Wf]J
)

benzer sekilde simdide {J&&W} ylizeyleri i¢in Gauss ve ortalama egriliklerini hesaplayalim.
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Ve, = T + V(_f N+g W) ve l/_/’a = C dir. Buradan L. esas formun katsayilari
sirastyla;
- - f2—2fg+g2 202, 2 2

olarak bulunur. Buradan 1. esas form
2 _ 2 il
[ = —f 2/g+8 +v2f2 +v2g2 ds2+2—f gdsdv+dv2
2 N5

2 2
:[—f 22fg+g +v2f2+v2g2]dsz+\/§(f—g)dsdv+dv2

—~

olarak elde edilir. Simdide II. esas formun katsayilarin1 bulabilmek i¢cin C  dual egrisinin

belirttigi normal vektor alanina ihtiyacimiz vardir. C  dual egrisinin belirttigi normal vektor alani

icin Oncelikle asagidaki determinant1 hesaplayalim.

f-g
- = g
V2
we AWe = 0 0
N C W
determinant1 hesaplandiginda 17/@ AW e = W —vgN olarak elde edilir. Bu determinant yerine

yazildiginda C dual egrisinin belirttigi normal vektor alani

_va_V+vgﬁ__fW+gN

n=
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olarak elde edilir. C  dual egrisinin belirttigi normal vektor alan1 yardimiyla simdide bu egriye

ait I1. esas formun katsayilarini bulalm. C  dual egrisinin s ve v ye gore tekrardan yonlii tiirev

alma islemini uyguladigimizda;

Ve = (f_g)f*(f;?g)(_fmgﬁ)—(vf)'ﬁ—(vf)(fc) +(vg) 7+ (vg)(~&C)

ifadesi biraz diizenlenirse,

Ve _N( fﬁfg o j+c[(f\/_g) 7 —ve }W(fgﬁg +vg,J
olarak elde edilir. Ayni sekilde

——fN+gW
ve, =0

olarak bulunur. Simdi bu yonlii tiirevler ve C dual egrisinin normal vektor alanin i¢ ¢arpimindan,

II. esas formun katsayilari

g-g P+ fg
A e

olarak elde edilir. Elde edilen bu bilgileri (2.5) ve (2.6) denklemlerinde yerine yazarsak,

Ve
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(B
Jri+gl fe-g S
A e

H. = _
C 2 2 2 2 3
Z{J’ngtngfzwzgz_fg’gtg} 2w (17 g)

olarak elde edilir. Simdi de 1; ¢ dual egrisine bakalim.

Y, \/}

— (f—g)a—fﬁ+gw+v(_g6)

verilen ifade biraz daha diizenlenirse,

I,T/VAVS = —iﬁ—(vg+ﬁj6+£w ve Vi = W elde edilir. Buradan 1. esas formun katsayilar1

V2 V2 ) A2

sirastyla;
il f -8\ . &

E=<y; Wy >= —+||vg+ +2=
Vi Vi, P (( g NE j} 5
- - g

F=<yy vy, >=-%

G:<l)_[/’1AVZv’§/’IAV2v >:1

olarak bulunur. Buradan I. esas form

I= £§+ ((vg + f—\/_EgD + %ZJ ds’ +\[2gdsdv + dv’

olarak elde edilir. Simdide II. esas formun katsayilarini bulabilmek i¢in W dual egrisinin belirttigi

—~

normal vektor alanimi1 bulalim. W dual egrisinin belirttigi normal vektor alani i¢in oncelikle

asagidaki determinanti hesaplayalim.
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e G
) 0

N C w

determinat1 hesaplandiginda

o ~is, = e+ L8N -L

V2 V2

olarak elde edilir. Bu determinant yerine yazildiginda W dual egrisinin belirttigi normal vektor
alani

e+l =8 \Ns L
- (vg+ \/EJNJF 2C

=5+

—~

olarak elde edilir. W dual egrisinin belirttigi normal vektor alan1 yardimiyla simdide bu egriye

ait II. esas formun katsayilarini bulalim. W dual egrisinin s ve v ye gore tekrardan yonlii tiirev
alma islemini uyguladigimizda;

ifadesini biraz diizenlersek,

159



olarak verilir.Benzer sekilde l/_j 7. =8 C ve Wy, = 0 olarak bulunur. Simdi bu yonli

tiirevler ve w dual egrisinin normal vektor alanin i¢ carpimindan, II. esas formun katsayilar
fj /! LN, S e &
—|vg+-= || ==+ + b ———| Vg + e
I ) UM Gl L o R

L=<I,VV?,SS,I’I>= >
FANA
J(W L)L

olarak elde edilir. Elde edilen bu bilgileri (2.5) ve (2.6) denklemlerinde yerine yazarsak,

2

g
J2
f-gY . S
K. = \/(vng V2 j "2 g f’
Py 5]
veE
of (vor TN L e L LS (e, 88 ) &
B3 Ni] (gﬁJ(ﬁ(ﬁg\/ED 2{2(5’ \/EJ\/EJ
2 AN AN
Y \/(vg+\/_j +7 \/vg+\/§j +7

ifadesi biraz daha diuzenlenirse
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s ) o ) )

H. =
w

olarak elde edilir ve boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.6.4.3 Dual Darboux (5) ve dual Steiner (5) vektorlerinin ani dontisli asagidaki sekilde

verilebilir

5:gﬁ+fW+g£MJ ve

NE]

B-pa-Nperip oo Wp(L5)-7p-s Jar

Ispat.

T=0+s0
— - (ﬁ+5+W —f€‘+gW—fﬁ—g5

' =arnw= NE] ]/\(gNJrfW): NG}

olur buradan da

E=gﬁ+fW+g(_fN_(gg)C+gW]

olarak elde edilir. Dual Steiner vektoriin tanimindan

sz%:N{Qg+WJ5f+g(ﬁfj(%j—5f)(g+f)+W§9%j

olarak elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanmais olur.

Teorem 3.6.44 N , C IjV\ dual egrilerinin olusturmus oldugu kapali regle yiizeylere ait dual

acilara ait egimler sirasiyla

A;vzjbg , Aa:\/EgJ.Df ve Aﬁ/:{jf
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dir.

Ispat.
Ay =~(DN)=~(d+ad" N+oN')
ifadesi daha agik bir halde yazilirsa

. . F+C
QNpg+WPﬁ 7 D

— f] — — g —
HNPp| == |-C +f)+Wp—+~=,N
(NP )-cple=r)p.7 )

A =<Nj‘9g+V_V'j‘9f,N>+g

elde edilir. Benzer islemler Cve W i¢in yapilirsa,

T

|(Fpeomr 25
+<N§9%j_ap(g+ f)+Wf9%,6>

oo b b s
A; =\/§8§9f

A= (Wpe+p )

(w2255
+<Np%j_6p(g+ f)+Wp%,W>
s he- e

A, =prs

A, :<Nf)g+WfJf,7V>+g

olarak elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.
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3.7. Sayisal Ornekler

3.7.1 Dual N-Bishop Catisinin Karsilik Geldigi Regle Yiizeyleri

.. 3 3 .
Ornek 3.7.1.1. a(s) = (E cos S,Eszn S’ES) egrisini goz online alalim.

3 3 4 '
a'(s ):(—Esins,gcoss,gj , e S)HZI oldugundan &(S) egrisi birim hizhdir. (s)

egrisinin (2.1) denkleminden tegetini

= 3. 3 4
T'=a'(s)=|——=sins,—coss,— | olarak buluruz. Tegetin tiirevinin normuna oranlanmasiyla da
5 5 5

egrinin normal vektorini

3 3 . 0
. i :(—5coss,—5szns, J( 3 3 J
I

——cos s,——sins,0
1 5 5

olarak elde edilir. (2.2) denkleminden egriye ait binormal vektor

k
B=TxN = —isins icoss i = gsins,—gcoss,i
5 5 5 25 25 25
0

olarak bulunur. Buradan {NZ‘ W} catisinin elemanlarindan N( S)=(—COSS,—SinS,0) vektoriiniin

tirevi N’ (s) = (sins,~coss,0) ve normu HN'H =1 olarak hesaplanir. Boylece (2.3)

—_—

4

denkleminden E(S ) = ﬁ” = (Sin s,—cos S,O) ve alternatif ¢atinin {i¢ilincii bileseni de
i J k
W=NAC=|-coss —sins 0 :(0,0,1)
sins —coss 0
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N

olarak elde edilir. @ (S ) = _[ g (S ) ds ve N-C-W catisinin egrilikleri
0

2 !
K T —
f = Nl +1?, ve &= —KZ g (;j dir [21]. Gerekli islemler yapildiginda K=‘T‘=1 ve

. 4
——sins —coss —
5 5
——coss ——sins 0
5 5
) 3 4
_det(a,a".a") _ 5o TS 0 _ 5 _ 4
|4 ! L5

41
olarak elde edilir buradanda f :g ve & =0 bulunur.

(2.4) denkleminden ve gecis matrisleri yardimiyla N-Bishop catis1

N =(—coss,—sins,0)
N,=Ccosr—W sinr = (sinscos r,—cosscosr,—sinr)

N, =Csinr+W cosr =(sinssinr,—cosssinr,cosr)

olarak elde edilir. {]V,NpNg} alternatif catisinin dual bilesenleri yardimiyla,

164



—

w5V =NAN +vN

WN( v)=

Moty .%f N-nN

f

vi(sv)=

Af sins+Af ass ﬂzf cassj:ﬂgf SZI’lS—' N

/

E/;\,(S,v) =(A, sins+7, CUSS)JVZ+(ZZ ass—4, gns)ﬁﬁvN

vi(sv)=

vil(s)=

(/12 Sins +ﬂ3 cass) (&'nssinr,—casssinr, cmr)
H A, coss—A, sins) (sinscasr,—cos scosr,—sinr) H —vcoss,~vsins, OJ
A, SiT’ SSInT+A, CosSSins sinr+2, coss sins cosr—, Sirt Saosr—vaoss
A, SISO SSinr—7,cos” SSinr+4,cos” Saosr+A, sinscosscosr—vsins

A, Sinscosr+A, cos scasr—A, cas ssinr+/, sinssinr

olarak elde edilir. Ayni sekilde

s, (s.9)

a]A\O (S’ q))

a]A\O (S’ q)) =

ai\\h (S’ ¢)

_l//’]AW (S’ q)) =

s, (s.0)=

Ve

=N, AN, +WN,

N AR N
7 f 2 1

ﬂ.j\h %fszns;ﬂyfcoss N, +vN

:ﬂ.j]~\7+(ﬂ,_, sins+4, coss)ﬁzﬂ)ﬁ,

A (—coss,—sins, 0) +(ﬂ2 sins+4, coss)(sinssinr,—cosssinr,cosr)
+v( SINScosr,—cos Scosr,—Sin r)

.2 . . . .
—A,coss+A, Sin” s sinr+ A, cos s Sins sinr +vsins cosr

. . . 2 .
,—A, Sins—A, Sinscos s Sinr — A, cos” s Sinr —cos s cosr

,A, Sinscosr+ A, cos s cosr —sinr
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w3, (5,0)=N, AN, +VN,

. (5,v)= %NMNwN

A,f coss— /lfsmsN /1N+VN

af\’z (S,V)

§;fv2 (s,v)=(4,coss—4, Sins)ﬁ,+/ljﬁ+vﬁ2

— (A, coss—A; sins)(sinscosr,—cosscosr,—sinr)
Vi, (s.v)= . - .
+A, (—cos s,—sins,0)+v(sins sinr,—cos s sinr,cosr)
. .2 . .
A, cosssinscosr—A, Sin” scosr—A, cos s+ vsinssinr
wx, (s,v)=|,—4, cos’ scosr+A; sinscosscosr— A, sins—vcoss sinr
—A, cos ssinr+ A, sins sinr +vcosr

regle yiizeyleri elde edilir.

. 5 ) 12 < J .
Ornek 3.7.1.2. a(s)=| —coss,—sins,—s | egrisini gdz Oniine alalim.
13 13 13

oldugundan (s) egrisi birim hizhdir. o('s)

, 5
S ——Sll’lS —COSS,—
'(s)= ( 13713 j

. o . . = , 5 5 12 ..
egrisinin  birinci tlirevi egrinin tegetine esit olup 7T =a'(s)= —Esms Ecoss 3 dir.

Buradan da &('s) egrisinin tegetinin normuna béliinmesiyle egriye ait normal vektor

—icoss —iszns 0

N:T‘_( 13 13 )_(

— ——cos s, —isms 0)
I ! 13

13

olarak elde edilir. (2.2) denkelminden binormal vektorii bulalim.

1 J k
E=7‘xﬁz —isins icoss 2 = ﬂsins,—ﬂcoss,ﬁ
13 13 13 169 169 169

5 .
——-coss ——sins 0
13 13
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olur (2.3) denkleminden de normalin sabit tutulmasiyla {N, C, W} catisi

7\7( s) :(—cass, —sins, 0)

—_—

N'(s) = (sin s,—coss,O),

—~ N
Cls)=—=(sins,—coss,0
(5)= = )

W=NAC=(0,0,1)

olarak elde edilir. @ (S ) =

S C—y

g (S )dS ve N-C-W catisinim egrilikleri f = V&’ + 77, ve

2

1
K T —
————| = | dir[21]. Gerekli isleml ldizmd K=‘T‘=1
K2+2'2(1(j ir [21]. Gerekli islemler yapildiginda ve

_ 12
——sins ——coss —
13 13 13
5 .
——coss ———sins 0
13 13
S5 5 12
__de(dara”) |37 37 o

< (Y 1 (13Y :
f= K2+72’g:/<2+z-2 (;j :]+144(3) :()—)(p(s):‘([g(s)dszrzsbl‘
169

olur. (2.4) denkleminden ve gegis matrisleri yardimiyla N-Bishop catist

—

N:(—coss,—sins,O)
N,=Ccosr—W sinr :(Sinscosr,—cosscosr,—sin r)

N,=Csinr+W cosr =(Sinssinr,—cosssinr,cosr)
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elde edilir. {N,N],NZ} alternatif ¢atisinin Dual bilesenleri yardimiyla,

(s V) =NAN +vN
T AR
S
ﬂyfszns;ﬂ?fcass— ﬂ?fcassfﬂ?fSlns—+vN

&/’];,(S,v) =(A, sins+4 coss)i+(% coss—A;sins) N, +vN

WN( )

wi(sv)=

_ (27 sins+4, coss)(sinssinr, —cosssinr,cosr)
Va (S’ V) - +(22 COS S —/13 Sins)(sins COSV',—COS SCOSV,—SIin r) +(—vcos S, —VSIns, 0)]
A, SN’ $Sinr+ A, cos S Sins sinr+ A, cos s Sins cos v — A, Sin’ § cosr —vcos s
&/’];,(S,v) =| ,—A, sins cosssinr—A,cos’ ssinr+,cos’ scosr+ A, Sins cos s cosr —vsins
,A, Sinscosr+A, cos scosr—A, cos s sinr + A, sins sinr

olarak elde edilir. Benzer islemlerle

—

Vi, (50) =N AN, +98

— — Ak +Ak — —

v (w)%m%zvﬁwv]

/LN. ﬂzfsms+23fcossN N ﬁ
/

&/’;v] (s.9) =&N+(ﬂg sins+4, cass)ﬁzﬂ/ﬁ[

s (s.0)=

— A, (—coss,—sins,0)+( A, sins+A; coss)(sins sinr,—cos s sinr,cosr)
l//]/\\/] (S’§D) = . .
+(sins cosr,—cos s cosr,—sinr)
—, cos s+ A, Sin’ S Sinr-+ A, cos s Sins Sinr+vsins cosr
%,1 (s.90)=| ,—A, sins—A, sinscos s sinr—7 cos’ §SinF—coss cosr
, A, sinscosr+ A, cos scosr—sinr
A%~
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w3, (5,0)=N, AN, +VN,

. (5,v)= %NMNwN

A,f coss— /lfsmsN /1N+VN

J;IAVZ (S,V)

§;fv2 (s,v)=(4,coss—4, Sins)ﬁ,+/ljﬁ+vﬁ2

— (4, coss—A; sins)(sinscosr,—cosscosr,—sinr)
Vi, (s.v)= . - .
+A, (—cos s,—sins,0)+v(sins sinr,—cos s sinr,cosr)
. .2 . .
A, cosssinscosr—A, Sin” scosr—A, cos s+ vsinssinr
wx, (s,v)=|,—4, cos’ scosr+A; sinscosscosr— A, sins—vcoss sinr
—A, cos ssinr+ A, sins sinr +vcosr

regle yiizeyleri elde edilir.

3.7.2 Dual Smarandache regle yiizeyi

2

Ornek : o(S)= ——=SINS | eprisini goz oniine alalim.
(\/_ J_3 i3 j s

a'(s )H =1 oldugundan &(S) egrisi birim hizlidur.

()= ( Z s rj

Bu egriye ait birinci tiirev bize bu egriye ait tegeti verir.

l

me= (r I r]

Tegetin tlirevinin normuna oranlanmasiyla da bu egriye ait normal

[_200ss 0 _Zsinsj
N = Z = \/E \/E =(—coss,0,—sins)
T’ 2

J13
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olur. Simdi de (2.2) denkleminde buldugumuz teget ve normalin degerlerini yerine yazip binormali

hesaplayalim.
i J k
E—Txﬁ—— 2 sins 3 2 coss—(isins—i icossj
J13 J13 13 N/E RN TERNIE]
—cos s 0 —sins

olur. Bu egrinin egriligi (2.1) denkleminden x = m = [ olarak bulunur. Egrinin burulmas1 da

——SI

3 2
13 ns ﬁ \/E COS S
2 0 2
\/E cos s \/E sins
2 2
det (a', a”,a”’) \/E sins 0 \/E cos s 1 \/B

I - I 169

dur. Buradan {N, C, W} catisinin elemanlarindan N( s) =(—COSS, 0, —Sins) N’ (s)=(sins,0,—coss)

Nl
[V

Alternatif ¢atinin li¢iincii bileseni de (2.3) denkleminden

= ] olarak hesaplanir. Boylece C (s) =

Ve normu ‘ !

=(sins,0,—coss) vektorii elde edilir.

i J k
W=NAC=|-coss 0 —sins =(0,1,0)

sins 0 —coss

olarak elde edilir. (/7(S ) =18 (S ) ds N-C-W ¢atisinin egrilikleri

S ey

PN e \/[12\/_J L :\/2041 _ 2041 ve g- K’ [1]120 bulunur [21].

13 169 13 K+ \ Kk

(2.4) ve gecis matrisleri yardimiyla da N-Bishop ¢atisinin elemanlari
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N = (—COSS,O,—SinS)
N,=Ccosr—W sinr = (Sinscosr,—sinr,—cosscosr)

N, = Csinr+Wcosr:(SinSsinr,cosr,—cosssinr)

olarak elde edilir.
3.7.2.1 Dual NN 1 Smarandache Egrisinin Karsihk Geldigi Regle Yiizeyi

Ornek 3.7.2 de verilen egri i¢in Dual NN 1 Smarandache egrisinin karsilik geldigi regle

ylizeylerini bulalim.

wi(sv) =NAN +wN

: 1 W - :
= (Tsznscos ¥,——=SIinr,—=CoS S COS T +(—vcos s,0, —vszns)
2 2

NE]
—(Lsinscosr—vcoss —Lsinr —Lcosscosr—vsins]
J2 V22

olarak elde edilir. Ayni1 sekilde

—_—

vy (sv)=N, AN, +VN,

N, ALV,

NG

N —
=—=+VN,
\/} 1

= (—coss,O,—sins) +(vsinscos r,—VSin r,—vcosscosr)

—

= (—coss +vsinscosr,—vSinr,—Sins —vcos s cos r)

Ve
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—_—

w5 (sv) =N, AN, +VN,

1 1 1 1
———c0s$,0,———=sins |+| —=sinscosr,——=sinr,———cos s cos r
= ( V2 V2 ] (ﬁ V2 J2 j

+(vsinssin 7, VCOS¥,—VCOS S Sin r)

———=CoSS+—=Sinscosr+vsSinsSinr,———=sinr+vcosr,
1/2 N N

I . .
—TSZI’ZS—C‘OSSCOSI"—VCOSSSZI’II’

olarak verilir.
3.7.2.2 Dual NN > Smarandache Egrisinin Karsihik Geldigi Regle Yiizeyi

Ornek 3.7.2 de verilen egri i¢in Dual 1/\\/]/\\72 Smarandache egrisinin karsilik geldigi regle

ylizeylerini bulalim.

wi(s,v)=NAN +vN

- ﬁj’ —
= N/\($}+VN

_—

NN

V2

= (Tsinssin ¥V,——COSV,———=COS S Sin rj+(—vcos s,0,—vsin s)

V2 V2
= (Lsinssinr—vcoss Lcosr Lcosssinr—vsin s]
V2 22

olarak elde edilir. Benzer islemlerle

v (s.v)=N, AN +VN,
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N N
w5 (s,v)=N, /\TZ+VNI

&ﬁ[ (s,v)= N\-}-EN2 +VN,

&ﬁ (s,v) = (—coss,O,—sins) +(isinssin r,icosr,—icosssin rj
1 V2 V2 V2
+v(sinscos v,—SInr,—cos S cos r)

I .. . .
—COSS+—Sll’lSSll’ll"+VSZI’ZSCOSI",TC0SI"—SZI’ZI",

_ NG

vy (s,v)=
—SinS ———=coS S SINr—VCcos SCosr

V2

Ve

Vi (sv)=N, AN, +VN,

— (=N .
=N, A L1+vN
2 (\/}J 2

_N LW,

2

= (—cos S,O,—sins)+v(—sinssin r,coS8¥,—CoS S Sin r)

= (—coss +VSIinSSinr,vcosr,—Sins —vcos s Sin r)
olarak verilir.

3.7.2.3 Dual ]/V\]]/\/; Smarandache Egrisinin Karsihik Geldigi Regle Yiizeyi

Ornek 3.7.2 de verilen egri igin Dual ]/V\]]/\/; Smarandache egrisinin karsilik geldigi regle

ylizeylerini bulalim.
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Vi(s)=NAN +WN

NG

wi(sv)= IEAL B,

%(S,v):m[u}m

l
l

=
=

—_—

vy

1 . 1 . 1
——SINscosrv,——=SIinr,——CcosScosr
_ (ﬁ NERGENS j

valsv)= 1 1 1
+| —=sinssinr,—=cosr,———=cos s sinr |+(vcoss,0,vsins
Jysinssinzeosr—feossinr 1 )
—=SINSCoOST+—=SInsSSinry —vcos s —isinr+icosr
_ 72 SR
Wi (s.v)=

———COSSCOSV ——=COS S SINY —V SINS
2 72

olarak elde edilir. Ayni sekilde

vy () =N, AN, +VN,

=N, A—=+VN,
2
=—=+VN\,
2
1 . . . . .
=| —=sins sinr,—=cosr,——=cos s sinr |+v(sinscosr,—sinr,—cosscosr)
2 J2 2
1 . ) ) 1 ) 1 )
=| ——=SinsSinr+vsinscosr,—cosr—vsinr,———cos s Sin¥ —Vcos s COS T
2 V2 2

ve
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_—

- (N
vy, (s,v)=N, /\(ﬁ}ﬂzNz
_ v
vy, (S’V):T;JFVNZ

- : I . 1 L .
l//ﬁ? (S,V) = Sll’lSCOSI",—TSlI’lV,——COSSCOSI’ +(VSll’lSSll’ll",VCOSI",-VCOSSSlI’lI")

V2

— : o I . :
l//NA? (S,V)= Sll’lSCOSI"-i—VSl}’lSSll’ZI",——\/— Sll’ll"-i-VCOSV,—$COSSCOSI"—VCOSSSZI’II"

7 N\ N\
S~ &~

olarak verilir.
3.7.2.4 Dual NN i N > Smarandache Egrisinin Karsihk Geldigi Regle Yiizeyi

Ornek 3.7.2 de verilen egri i¢in Dual NN 11/\\7 > Smarandache egrisinin karsilik geldigi regle

yiizeylerini bulalim.

l//;v(s,v)z \/5 +vN

1/71;,(s,v)=(Lsinscosr,—isinr,—icosscosrj+(Lsinssinr,icosr,—icosssinrj+v(—coss,0,—sins)
V2 V2 V2 V2 V2 V2

Vs S,V)=| —=Sinscosr+—=sinsSSinr—vcoss,———=Sinr+——cosr,———=CcoSSCOSV—COS S SINr—Vsins

vels9)=( 35 N N R )

olarak elde edilir. Benzer islemlerle
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J/’ﬁ] (s,v)=N, AN, +wN,

=ﬁ1Aﬂ+vﬁ1

NG

=—=+VN,

5=

SInS Sinr,——cosr,———=-Cos S Sin rj + V(Sins cosr,—SIinr,—cos s cos r)

NERNG

L I . 1 : 1 :
—smssznr+Tvsmscosr,Tcosr—vsznr,—Tcosssznr—vcosscosr

Ve

—Sin s cos r,—Tsin r,—Tcosscos rj + v(sinssin ¥, cosr,—CcoS S Sin r)

. L I . 1 ,
Ssinscosr+vsinssSinr,———=SInr+vcosr,———=Co0SSCOSr —VCoSSSinr

V2 V2

olarak verilir.
3.7.2.5 Dual NC Smarandache Egrisinin Karsilik Geldigi Regle Yiizeyi

Ornek 3.7.2 de verilen egri i¢in Dual NC Smarandache egrisinin karsilik geldigi regle

ylizeylerini bulalim.

wi(sv) =NAN +vN
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LN
2
1 . 1 )
:(—sms,O,——cossj+v(—coss,O,—san)
2 J2
[1 . I . )
=| —sins—vcoss,0,———=coss—vsins
2 V2

— 1 . 1 . .. . .
Sekil 4.1. vy (s,v):(ﬁsms—vcoss,O,—ﬁcoss—vsmsj egrisine ait regle ylizeyin

maple ¢izimi

olarak elde edilir. Benzer yolla

e (sv) =CAC +1C
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NN

.S

zi-i—vC

1 1
—co0s s,0,———=sins |+v(sins,0,—cos s
( s gz )

I .
coss+vsins,0,——=sins—vcos s

1% ¥

20

— . I . .. . .
Sekil 4.2. y; (s,v) coss+vsins,0 ——sms—vcossj egrisine ait regle ylizeyin

(Ggesrrvinso;

maple ¢izimi

Ve

Wi (V) =W AW Vi
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1 1 1 1
=| ———=coss,0,———=sins |+| —=sins,0,———=cos s |+(0,v,0
[ N2 N2 ] (\/2 V2 J ( )

= (——coss +—=SIns,V,———=Sins ———Ccos SJ

V2 V2

V2 V2

olarak verilir.

o
'..I.JJI.J!I.[ITIIIJ

Sekil 4.3. ‘/7@ (s,v):(—%coss+%@sins,v,—isins—LcossJ egrisine ait regle

2 2 4 J2 V2

ylizeyin Maple ¢izimi
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7.3.2.6 Dual NW Smarandache Egrisinin Karsihik Geldigi Regle Yiizeyi

Ornek 7.3.2 de verilen egri icin Dual NW  Smarandache egrisinin karsilik geldigi regle

ylizeylerini bulalim.

&/’;\,(s,(/))zN/\N* +uN
J{%}m

= 0,%,0j+v(—coss,0,—sin S)

7~ N /7 N\

—Vvcos S,—,—VSin S]

V2

— 1 . C . .
Sekil 4.4. v 5 (s, (1)) = (—v COs §,—=,—Vsin sj egrisine ait regle ylizeyin Maple ¢izimi

V2
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olarak elde edilir. Ayni1 yolla

we(5,)=CAC +C

l%l
=|

+vC

I
Ql
>

S|
S

=l
+

+vC

cos s,0,— sznsj+(0, j+v sins,0,— coss)

1
=( —=CoSS+Vsins,—

1
—=Sins—vcoss
e

N"ﬁl"‘tl

Sekil 4.5. '/76 (s,v) = (—v cos s,%,—v sin S] egrisine ait regle yiizeyin maple ¢izimi

Ve

Wi (V) =W AW Vi
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:WA(%HW

_%+VW
1 1 .

= (—ﬁcos S,O,—ﬁszn SJ +(0,v,0)
1 1 .

= (—ﬁ cos s,v,—ﬁsm sj

Sekil 4.6. 17/V7, (s,v) = (—%cos S, V, —%sin sj egrisine ait regle yiizeyin maple ¢izimi

olarak verilir.
3.7.2.7 Dual cw Smarandache Egrisin Karsihk Geldigi Regle Yiizeyi

Ornek 3.7.2 de verilen egri i¢in dual CW Smarandache egrisinin karsilik geldigi regle ylizeylerini

bulalim.

vi(s0)=NAN +N
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1 1 Ji
=1 0,—,0 |+| —=sins,0,———=cos s |+v(—coss,0,—sins
(0350 [ ggoms—ggeoss oo )

a 11 .
—SInsS—veosS,—f—,——CosS—vSsins
2 J2© 2 j

— 1 . . . . .
Sekil 4.7. vy (s,go) =(ﬁsms—vcoss,%,—%coss—vsm sj egrisine ait regle yiizeyin

maple ¢izimi

olarak elde edilir. Benzer sekilde

we(5,)=CAC +C
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W -
=—+vC
J2
:[0,%,0]+v(sins,0,—coss)
—(vsins L —vcossj
J\/})

—40

LD 09 gr 0.7 06 os 04

Sekil 4.8. Ja (s,v) = (v sin S,%, —VCos sj egrisine ait regle ylizeyin maple ¢izimi

Ve

Wi (V) =W AW Vi
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I .
COS S,V,—=SIns
V2 V2 j

— . 1 C . C
Sekil 4.9. v, (s,v) = (v sin §,—=,—VCOS sj egrisine ait regle ylizeyin maple ¢izimi

V2

olarak verilir.

AN A AN

3.7.2.8 Dual NCW Smarandache Egrisinin Karsihk Geldigi Regle Yiizeyi

AA AN

Ornek 3.7.2 de verilen egri i¢in Dual NCW Smarandache egrisinin karsihk geldigi regle

ylizeylerini ¥y (S, V) =NAN +vN
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1

=(0,—,0j+(isins,0,—icossj+(—vcoss,0,—vsins)

NG

Ccos S —VSsin s]

RO

I . 1
=| —=Sins—vcoss,

1
NEHG]

S

Sekil 4.10. 5 (s,v) = (%sins—vcoss,%,—%coss—vsinsj egrisine ait regle yiizeyin

Maple ¢izimi

olarak elde edilir. Benzer yolla

e (sv) =CAC +1C
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N4
NG
1

T
—(——coss 0 —Lsinsj+(0 L 0)+(vsins 0 —vcoss)
2T 2 27 Y

_[_ I

2

coss+vsins,

S

1 I .
—=,——=Sins—vcoss
V202 j

1
40—
2[1—_-
.
-
-
Fl‘l‘l'l'l'l'|'1‘1"|!"l I * & L
—020 0204060810121416 40 20 0
Sekil 4.11. y; (s,v) = (—%coss +vsin s,%,—%sins —vcos sj egrisine ait regle yiizeyin
Maple ¢izimi

Ve

Wi (V) =W AW Vi

187



V2
1 1 1 1
=| ———=co0ss,0,———=sins |+| —=sins,0,———=cos s |+(0,v,0
(~ggeomsomggoms Jo{ goms 0. freoss - (000)
—(Lsins—icoss % —Lcoss—isins}
V2 V20T 2 V2

olarak hesaplanir.

Sekil 4.12. v (5,v) = [% sin s —%cos s,V —%cos s —%sin Sj egrisine ait regle yiizeyin

Maple ¢izimi
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4.SONUC VE ONERILER

Bu calismada daha once farkli uzaylarda egriler ve ylizeyler lizerine yapilmis bazi

calismalar incelenmistir. Ayrica dual uzay ile ilgili bazi temel kavram ve teoremlere yer

verilmistir. E-Study déniisiimii yardimiyla birim dual kiire iizerinde secilecek bir noktanin £ :
Okild uzaymda yonlii bir dogru belirtmesinden hareketle Abdal Baky dual Serret-Frenet catisinin

elemanlarini kullanarak yeni bir dual egri tanimlamistir. Biz de bu ¢alismadan hareketle N-Bishop

catistnin elemanlar1 yardimiyla yeni dual egriler tanimladik ve bu dual egrilerin E Oklid
uzayinda olusturdugu regle yiizeyler iizerinde Gauss ve ortalama egrilikleri hesaplayip, bu regle
ylzeylere ait dual Steiner vektorii ve dual agist bulunmustur. Dual N-Bishop egrilerini elde
ettigimiz bu ¢alismamizda yeni bir egri ve ylizey tanimlanarak literatiire katkida bulunulmustur.

Oneri olarak, bu calismada bulunan yeni dual egrilerle ilgili yeni karakterizasyonlar elde edilebilir.

Ayrica bu dual egrilerin ayn1 zamanda E’ Oklid uzayinda karsilik geldigi regle yiizeylerin de

farkl karakterizasyonlar1 incelenebilir.
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