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OzET

Dual Uzayda Ribbon Catiya Gore Fokal Egriler
Sezai TURGUT
Yiksek Lisans Tezi

FIRAT UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali
Agustos 2021, Sayfa viii+14

Oklid uzayinda egriler teorisinde farkli catilara gére bircok calisma yapilmistir. Birgok bilim adamm
bu teoride Frenet cati, Bishop cati, Adapted cati, Ribbon ¢at1 gibi catilar1 ¢alismistir. Bu catilar egriler ile
ilgili karakterizasyonlarda bize yardimci olur.

Bu tez ¢alismasinda, ilk olarak ¢alismanin temelini olusturan dual uzay ile ilgili ayrmtili bilgilere
yer verilmistir. Daha sonra olusturulan bu igerik kullanilarak Dual Uzayda Fokal Egriler tamimlandi. Son
olarak da Dual Uzayda Ribbon Cat1 ifade edilerek bu ¢atiya gore Dual Fokal Egri ifade edildi.

Anahtar Kelimeler: Dual Sayilar, Dual Darboux Vektorii, Focal Egri, Ribbon Cati.
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ABSTRACT

Focal Curves According to Ribbon Roof in Dual Space
Sezai TURGUT
Master’s Thesis

FIRAT UNIVERSITY
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics
August 2021, Page viii+14

Many studies have been carried out according to different frameworks in the theory of curves in Euclidean
space. Many scientists have studied roofs such as Frenet roof, Bishop roof, Adapted roof, Ribbon roof in
this theory. These frameworks help us with characterizations about curves.

In this thesis, first of all detailed information about dual the Dual space, which forms the basis of the
study, is given. Using this created content later, Focal Curves in Dual Space were defined. Finally, by
expressing the Ribbon roof in Dual Space, the dual Focal Curves was expresswd according to this
framework.

Keywords: Dual Numbers, Dual Darboux Vector, Focal Curve, Ribbon Roof
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1. GIRIS

Geometri, 6zellikle nesnelerin seklini inceleyen matematigin bir alt bilim dali olarak ele
almir. Bu sekil ise genellikle nesnenin iizerindeki noktalar arasindaki mesafeye bagli olarak
tanimlanir. Geometriciler tarafindan zaman igerisinde en fazla calisilan ve ragbet goren sekillerin
bir ¢ifti egriler ve yiizeyler olmustur. Egrilerin ve yiizeylerin diferansiyellenebilir olmasi ise bu
sekillere ait birgok temel kavramin tanimlanmasi ve anlamlandirilmasi bakimindan ¢ok dnemlidir.
Egriler ve yiizeyler lizerinde segilen herhangi bir noktanin komsulugundaki yerel 6zellikler klasik
diferansiyel geometri yardimyla ele almirken; bu Ozelliklerin genel manada incelendigi
diferansiyel geometrinin yani sira topoloji ve vektdr analizinin de yogun olarak kullanildig
disiplin ise global diferansiyel geometri olarak adlandirilmistir. Ornegin, bir egrinin egriligi yerel
bir 6zellik olarak siniflandirilirken; bir yiizeyin iizerinde bulunan deliklerin sayis1 veya sinirlart
global dzellikler olarak diisiiniiliir.

Dual sayilar 1850’li yillarda bilim adami W. Clifford tarafindan tanimlanmis ve
gelistirilmigtir [1]. Dual sayilara ait temel kavramlara Hacisalihoglu’nun “Hareket Teorisi ve
Kuaterniyonlar Teorisi” ve Miiller’in “Kinematik Dersleri” adl1 kitaplarinda yer verilmistir [2,3].
1903°de Eduard Study kendi adini verdigi E.Study doniisiimiinde birim dual kiire {izerindeki her
noktanin R3’deki yonlii dogrulara birebir karsilik geldigini kanitlamustir [4]. Bu sayede R3’deki
yonlii dogrular teorisinin dual sayilar yardimiyla incelenmesine imkan verilmistir.

Ribbon teorisi DNA ve protein ¢alismalarinda uygulanabilirdir. G.S. Chirikjian DNA
diigiimiinii bu teori yardimiyla incelemistir [5]. Bohr ve Markvorsen bazi 6zel egrileri ribbon
catiya gore vermisti [6].

Fokal egri, egrinin her noktasindaki oskiilatiir kiirelerin merkezlerinin geometrik yeri
olarak tanimlanmistir [7]. Ayrca, Fokal egriler egrinin zarf egrisi olan evoliit egrisi olarak da
diistiniilebilir. Bu sayede, Fokal egrilerden yararlanarak egrinin birgok &zelligini incelemek
miimkiindiir. Ornegin, Fokal egrinin hiz vektériiniin kritik noktalar1 bize egrinin eksenleri kestigi
noktay1, bir bagka deyisle, kdse noktalarini verir. Fizikte optik geometri alaninda da Fokal egriler
onemlidir. Bunu incelemelerinin en 6nemli sebebi, canlilarin géz yapisinda da bir odak noktasinin
bulunmasidir. Dolayisiyla, en iyi goriintiyii, alabilmek, kirilan 1sik 1sinlarin bir noktada
toplamakla miimkiindiir. Bu nokta da odak (Fokal) noktas1 olacagindan, bu noktanin egriden veya
ylizeyden ne kadar uzaklikta oldugunu bilmek 6nemlidir. Bu konuda Vergas, Arslan, Korpinar
gibi bilim insanlari ¢esitli caligmalar yapmustir [7,8.9,10,11]

Bu tez ¢alismasinda egriler vasitasiyla yiizeylerin 6zel bir sinifi olarak insa edilen dual
sayilar detayl bir sekilde ele alinmistir. Ve Dual sayilar yardimiyla Dual Frenet Catiya gére Dual
Fokal egrileriler olusturulmustur. Daha sonra dual uzayda Ribbon ¢atiya gore Fokal egriler

detayli bir sekilde agiklanmustir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Tamm 2.1: V a,a” € R olmak iizere R x R kiimesi iizerinde A = (a,a*) siral ikililerin
kiimesi D ile gosterilsin. D = {(a,a") : a,a” € R} kiimesi tizerinde iki i¢ islem asagidaki gibi
tanimlanir [2]:

Toplama @: D xD - Dve A = (a,a*), B = (&,4")eD olmak iizere,

ADB=(aa) D, 6*)=(a+b,a +b6)

D deki toplama olarak adlandirilir.

Carpma O:D x D - D igislemi A = (a,a*), B = (&,4*)eD olmak iizere,

AQB=(a,a") O & 6= (ab,a b+ b*a)

D" deki carpma olarak adlandirilir.

Tamm 2.2 (Esitlik): A = (a,a”), B = (4,4 )eD olmak iizere A= B olmasi i¢in <

a=4,a" =& olmasidir [2].

Tanmm 2.3: R reel sayilar kiimesi olmak iizere; D = R X R kiimesi {izerinde toplama,
carpma ve esitlik islemleri yukaridaki gibi tanimlanmis ise ID kiimesine dual sayilar sistemi denir.
ve VA = (a,a*),€ D elemanna bir dual say1 denir [2].

Teorem 2.4:(D,,©) tgliisii birimli ve degismeli bir halkadir [2].

Not 2.4: (D,®,©) halkasinm1 D ile gdsterelim.

Tamm 2.5 (Sifir eleman): A @ X = A denkleminin ¢oziimii olan X = (0,0) dual
say1sina ID nin sifirt denir ve 0 = (0,0) ile gosterilir [2].

Teorem 2.6: (ID,,©) tigliisii bir cisim degildir [2].

Onerme 2.7 (Bélme): A = (a,a*), B = (6,4*) € Dise A O X = B denkleminin X =

(x, 2*) ¢6ziimii asagidaki durumlarda mevcuttur [2].

1) a+0ise X = (g,z«*a;a%) dir.

2)a=046=0a"#0ieeX =(%,2)d.

3)a=0,a"=0,4=0,6"=0iseher X = (x,2*) € D ¢oziimdiir.

Teorem 2.8: D halkasi, R kiimesine izomorf bir alt kiimeyi alt cisim olarak kapsar [2].

Sonug¢ 2.9: Teorem 2.8 in bir sonucu olarak (a,0) dual sayisi, izomorfu oldugu ‘a’ ile
gosterilecektir. Yani (a,0) = a aliacaktir [2].

Tamm 2.10: Bir A = (a,a*) € D dual sayisinda a reel sayisina A “nin reel kismi "a*
" reel sayisina A “nin dual kismi denir ve Re A = a ve DuA = a* seklinde yazilir [2].

Tanim 2.11: (1,0) dual sayisina D deki ¢arpma isleminin birim elemani veya D deki reel

birim denir. (1,0) dual sayis1 kisaca € ile gosterilmektedir. O halde € = (0,1) alinacak ve dual

birim olarak adlandirilacaktir [2].



Sonug 2.12: © isleminin tanim geregince £2 = €. € = (0,1)(0,1) = (0,0) dir. Yani €2 =
€. € = 0 oldugu goriiliir [2].

Tanmm 2.13: (0,0) dual sayisina D nin toplama islemine gore birim elemani (Abel
grubunun birim elemani) denir ve f:ID = R izomorfizminde karsilik geldigi “0” reel sayisi ile
gosterilir [2].

Teorem 2.14: A = (a,a*) € D dual sayis1t A = a + €a* seklinde tek tiirlii yazilabilir.
Yani A = (a,a*) = a + Ea*dir [2].

Sonug 2.15: R deki (+) ve (.) islemlerine ait kurallar D de aynen kullanilabilir. Bundan
sonra O ve @ sembolleri yerine (+) ve (.) isaretlerini kullanacagiz [2].

Onerme 2.16: A, BER ve A B=0 ise A veB den herhangi birinin 0" olmasi
gerekmez [2].

Onerme 2.17: A = (a,a’) =a+€a" € Dvel€R ise 1 ile A nin ¢arpmm A.A =
(Aa,Aa*) = da + EAa” dir [2].

Tamm 2.18: A reel sayisi ile A dual sayisimin garpimi R X D — I seklinde bir dis islem
olup bir dual sayinin bir reel skalar ile ¢arpimi adin1 alir [2].

Onerme 2.19: A = a + €a* ve B = 6 + E4*iki dual say1 olsun. Bu taktirde AB =
at + E(atb™ + a*b) dir [2].

Onerme 2.20: A = a + €a*,a # 0 ve B = & + £4 iki dual say1 olsun. Bu taktirde

E b+ e (b+E6)(a-Ea) ba+E(ba—ba")—-Eab”

= = = € =0
A a+€a* (a+€a*)(a-—Ea¥) a? + €(aa* — aa*) — €2a*? ve

oldugundan dolayz;
B ba+E(ba—ba”) b b*a—ba")
— = =—+4+&—-
A a? a a?
bulunur [2].
Onerme 2.21: A = a + €a*,a # 0 bir dual say1 olsun. O halde;
11

L=1-g2 dir[2).

Tammm 2.22: K birimli ve degismeli bir halka olsun. ¢: K X X - X, @(k,x) = kx
biciminde tanimlanan ¢ fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglarsa X, K halkasinin iizerinde bir
modiildiir denir.

Nk(x+y)=kx+kyVx,ye X, k€K

i) (kg + ky)x =kix + kyx,Vx € X, kq,ky; €K

i) (ky.ky)x = kqy(kyx),Vx € X, ki, ky EK

iv)1.x =x,x €X
Eger K = D ise D bir modiil olarak adlandirilir [2].

Teorem 2.23: (D3, +) bir abel gruptur [2].



Teorem 2.24: (D3, +) sistemi D iizerinde bir modiildiir [2].
Tamim 2.25:ID- Modiil’iin elemanlari olan sirali dual tigliilere dual vektorler denir [2].

g s

Teorem 2.26: a, a* € R3 olmak iizere D- modiil’de herbir c/i dual vektor
A=d+€ea” [€ = (0,1) € D]

Seklinde yazilabilir [2].
Ispat: ji = (c/il,c/iz,c/i3) , Aj=a;+E&al , 1 <i < 3 olmak iizere

A=(a,+Ea; , a,+€as , az;+Eay)

yada;
04 = (a’lJ a’ZJa’3) + E(di, d;, d;)
a’ = (aj, a3 a;)

seklinde yazilir. a;,a; €ER , 1<i<3 oldugundan @ = (a,a,, as),

alinirsa;
=d+E&a*

A

olur.
Tamim 2.27: (ID- modiil iizerinde i¢ ¢arpim)

A=d+€a*, B=4+E6" € D3 deiki vektor olsun.
FiD3x D3 - D
donsiimii;
f(AB)=(AB)=(a+Ea’ & +Eb") = (d,8) +E[d", &) + (@, F)]

olarak tammlansin. Eger bu doniisiim asagidaki dzellikleri sagliyorsa buna D3 de dual ig

carpim denir [2].

i.  Simetri Ozelligi

ii.  Bilineerlik 6zelligi;

d=a+ea*,f=L+ep* El]))veﬁ, ,
@A+pEBy=a(AB)+p
(A,aB +fC) = a(AB)+

ili.  Pozitif Tanimlilik;
(AAy=0o A=0

veﬁiOise(ﬁ,ﬁ) > 0 dir.

Bu aksiyomlar reel vektor uzayindaki i¢ ¢arpim aksiyomlar ile aynidir [2].



Tamim 2.28 (Dual Vektérlerin Normlanmasi): Bir A = 4 + €a* dual vektoriin normu

diye;

o

2 2 R a,a .
=<ﬂ,ﬂ>1/z=(||a||+su) , @#0

Dual sayisina denir. Bundan sonra bu dual say1;
(a,a’)
llall

a=||d||vea* =

olmak tizere;

N

All =a + Ea”

olarak yazilacaktir [17].
Tanim 2.29: Normu reel birime karsilik gelen dual vektore birim dual vektor denir [2].
Teorem 2.30: A = 4 + €& birim dual vektor ise:
lall=1, (a,a)=0
dir [2].
Tanim 2.31 (Dual Kiire): {J? =X+ ex* ||f|| = (1,0); £, #* € R®} kiimesime D-
modiil de birim dual kiire denir [3].

Teorem 2.32: cfi) * (6, a) € D- modiil olmak iizere D- modiil’de denklemi;

4] - a0

olan birim dual kiirenin dual noktalari, R3’deki yonlii dogrulara birebir karsilik gelir [3].
Teorem 2.33: O baslangi¢ noktas1 yerine baska bir P noktas: secildiginde R3’ deki yonlii
dogruyu belirten birim dual vektor;
A =d +e@ond + )
dir [2].
Tanmim 2.34 (Dual Ac1): c/_i ve %\) iki birim dual vektor olsun. Eger;
(c/_i, %) = cosf = cos(0 + £6*)

ise 8, A ve B vektorleri arasindaki Dual ag1 denir. Burada 8 ve 8 sirasiyla, bu vektorlere karsilik

gelen yonlii dogru parcalari arasindaki ag1 ve en kisa uzakliktir [17].

2

_— =

Tamm 2.35 (D- Modiil Uzerinde Dis Carpim): A = d +€a*, B= 46 + £6* € D3
olmak {izere bu Dual vektorlerin dig garpimi;
A:D3 x D3 - D3
bi¢iminde bir islemdir ve;
ANB = GAB + e(ANE" + T*NE)

olarak tanimlanir [17].



Tanim 2.36:

7 :IcR-D3
s> 7(s) =vy(s) + ey’ (s)

D3 Dual uzayda diferansiyellenebilir birim hizli Dual egri denir. D3 dual uzayinda 7(s)
Dual uzay egrisi boyunca hareket eden Dual Frenet Catis1 {T, N, B } ile belirtelim. Sonra Dual ana
normal ve Dual binormal vektdr alanlari, sirasiyla T, N B ye Dual tegettir. O halde Dual egri igin
frenet formiilleri su sekilde verilir [18],

T' = kN + e(k*N + kN*)
N' = —kT + 1B + e(—«*T — kT* + 1*B + 1B*)
B'=—N—e(t*N+1N*)

Tamm 2.37 (Dual Darboux vektorii): # :1c R — D3 bir Dual egri ve {T,N,B} de
nin Dual Frenet Catisi olsun. k¥ ve T bu egrinin Dual egrilik ve torsiyonu olmak tizere Dual
Darboux vektori W ile gosterilir ve;

W =%T + kB
seklinde tanimlanir [12,19].
Tamim2.38 (Fokal Egri): y: diferansiyellenebilir bir egri ve y:1 € R —» R3 birim egri

!
olsun. t =y’ birim teget, n = ”tT” normali ve b =t X n binormali olmak {izere bir Fokal egri

¢, =y + ¢in + ¢, b olarak tamimlanir. Burada ¢y, ¢, Fokal egrilerdir [7].
Teorem 2.39: ¢, = y5 + cot + ¢yn+ c;b , y’nin bir Fokal egrisi olmak iizere;
=0, c1=1 , Cp =1<—K—;>
K T\ kK
bulunur [7].

Tanim 2.40 (Ribbon Cati): Ribbon ve merkez egrisi w(s) ve 6(s) gibi iki siirekli
fonksiyon tarafindan olusturulur. Burada s € [0,L] araliginda tanimlidir ve L Ribbon’un ig
uzunlugudur. Bu aralikta her s igin 6(s) € [0,7] oldugunu varsayalim. Bdylece s igin
sin(6(s)) > 0 dir. Ribbona teget bir alan olan ve Ribbon merkez egrisini 6(s) acist ile
tanimlayacagiz. Bu yapida en 6nemli olan A(s) birim vektor alanidir ve bu vektdr alani 6(s)
acisina bagli olarak tanimlanir. Boylece A(s) ve 8(s) birlikte

D(s) = A(s)W(s)

Darboux Vektoriini olusturur. Kabul edelim ki {e(s), f(s),g(s)} bir ortonormal vektor

sistemi olsun. Bu sisteminin diferensiyeli agagidaki gibidir [6,14].
e(s) =W(s)A(s) x e(s)
f(s)" =W(s)A(s) x f(s)
9(s) = W(s)A(s) x g(s)

Burada A(s), e(s) ve g(s) cinsinden asagidaki gibi yazilir.

6



A(s) = cos(0 (s))e(s) + sin(@(s))g(s)
Tanim (2.10) ve (2.11) den
e(s) =W(s) sin(@(s))f(s)
f(s) =-W(s) sin(@(s))e(s) + W (s) cos(6 (s))g(s)
g(s)" = —W(s) cos(8 (s))f (s)
yazilir. Burada s yay parametresidir.
R(s)" = R(s)E(s)
Burada R (s) ortogonal matristir.

0 —-W(s) sin(@ (s)) 0
E(s) = [W(s)sin(8(s)) 0 —W (s) cos(8 (s))
0 W (s) cos(6 (s)) 0
Ribbon merkez egrisinin Iki temel egrilik K ;(s), k,(s) ve iki temel dogrultmam t;, t,
olmak tlizere;
k1(5) =%, K2(s) =0

t;" = sin(6(s)) e(s) — cos(0 (s))g(s) , t.(s) = A(s)
Euler teoremine gére merkez ¢izgisinin normal egriligi;
K n(s) = Kk 1(s) sin?(6(s)) + k 5(s) cos?(6 (s) = —W(s) sin(6(s))
Olur. Merkez egrisinin egrilik ve torsiyonu sirasiyla agagidaki gibidir.
i) 1(s) = lle(s)'ll = IW(s)Isin(6(s))
i) T = ((e(s) x e(s)'), e"(s)) = W(s) cos(6 (s))



3. DUAL FOKAL EGRi

3.1. Giris

Dual sayilarin uzayda uygulama ¢alismasi Kotelnikov tarafindan formiile edilmistir [20].
Kiiresel nokta geometrisi igin matematiksel ifadenin, Dual say1 uzantisi ile uzamsal yiizey
geometrisine tam olarak genellestirilmesini saglar, yani, tiim normal miktarlarin karsilik gelen
Dual sayilarla degistirilmesidir [13,15,16].

Bu béliimde, D3 {ic boyutlu uzayda Dual Fokal Egrilerini inceleyecegiz. Dual Fokal

Egrilerini Dual Fokal egrilikleri agisindan karakterize edecegiz..

3.2. D3 'te Dual Frenet Catisina Gore Dual Fokal Egriler
Dual Fokal Egrisini C]A, ile ifade ederek asagidaki gibi yazabiliriz:
G = (74 &N+ ,B)(s) (3.2.1)

Burada ¢, ¢, katsayilari, sirastyla ¥ nin birinci ve ikinci Dual Fokal egriligi olarak adlandirilir.

(3.2.1) ifadesinin reel ve dual kismi1 agagidaki gibi ifade edilir;

Cy = + N+ ¢;B)(s) } (3.2.2)

C*ye = (" + ¢qN" + ¢IN + ¢;B" + ¢3B) (s)

Teorem 3.3: #:1 » D3 in birim hizli dual egri ve C} da D3 te # nin Dual Fokal Egrisi

olsun. O halde;

C, =y +iN-1B (3.2.3)

C*ye =y + AN = SN = e (HEEHC ) (3.2.4)

Ispat: 7 birim hizli dual egrisinin dual fokal egrisi C}, olsun. (3.2.1) ifadesinden;

G =(1-ke))T+ (&' —26,)N + (16 + 6,)B (3.2.5)
yazilir. (3.2.5) ifadesinden,

1-ké; =0 (3.2.6)

¢ —16,=0 (3.2.7)

elde edilir. (3.2.6) ve (3.2.7) denklemlerinin reel ve dual kisimlart ayrilirsa



kcp =1

ke +k™cy =0

' —1c;=0

(1) —1c3Tt"c; =0

yazilir. O zaman;

1
L = ;
P K
L = _ﬁ
k'
2= T
C —(kYKE 4 2kkK TR
C2 = +

k4t k2t
bulunur. Yukaridaki sistemden (3.2.3) ve (3.2.4) elde edilir ve buda ispat1 tamamlar.
Sonug 3.4: 7:1 - D3 birim hiz dual egrisinin D3"teki Dual Fokal Egrisi C; olsun. C;

Dual Fokal Egrisinin egriliklerinin reel ve dual kismi;

1
Cl = ;

* k*
C1 = _F

kl

2= T

. —(k*)'k% + 2kk*k’ Tk’
Cc; = +

k*t k2?2
dir. Teorem 3.3 ve sonug 3.4 ‘e gore, asagidaki sonucu ifade edebiliriz.
Sonug 3.5: 7:1 > D3 birim hizh dual egri ve C}, da onun D3°teki Dual Fokal Egrisi olsun.
Eger © ve k sabitse, 0 zaman CA’T, nin Fokal Egriliklerinin reel ve dual kismi asagidaki gibidir;
¢ = sabitsay1 # 0
c{ = sabitsay1 # 0

c;=0
C2=0
c; =0



4. DUAL UzAYDA RiBBON CATIYA GORE FOKAL EGRILER

4.1. Dual Uzayda Ribbon Cati

7 bir dual egri ve bu egrinin Dual Frenet Vektérleri {£,7, b} olsun. Bu egrinin egrilik ve
burulmasi siarasi ile K ve T olmak lizere dual Darboux Vektori;
W = #t + kb
bi¢ciminde tanimlanir. Buna gore ¥ dual egrisinin Ribbon Catist,

él

Il
S

X é

~»
[
S
X

—

(4.1.1)

D,

Il
S
Q)

X

ifade edilir. Burada {é, f, §} ortonormal bir ii¢ yiizlidiir. A(s) birim vektorii W(s) Darboux
Vektorii yoniinde birim vektor olmak iizere W (s)= w(s) A(s) dir. (4.1.1) ifadelerinden;
&'(s) = w(s) A(s) x é

f'(s) = W(s)A(s) x f (4.1.2)
g'(s) = w(s)A(s) x g
yazilir. A(s) birim vektér alani, é(s) ve §(s) cinsinden asagidaki gibi tanimlanir:
A(s) = cos(8(s))é(s) + sin(8(s))g(s) (4.1.3)
(4.1.2) ve (4.1.3) ifadelerinden;
&'(s)= w(s)sin(8(s)) f (5)
f(s) = —w(s)sin (8(s)) &(s) + W(s) cos(D(5))g(s) (4.1.4)
g'(s) = —w(s) cos((s)f ()
sistemi elde edilir. (4.1.4) sistemi matris formunda asagidaki gibi yazilir:
é'(s) 0 —w(s) sin(8(s)) 0 é(s)
l f(s)|= lw(s) sin(0(s)) 0 —w(s) cos(é(s))] lf (s)] (4.1.5)
g'(s) 0 w(s) cos(8(s)) 0 g(s)




4.2. Dual Uzayda Ribbon Catiya gore Fokal Egriler
Tamim 4.1: Dual uzayda ¥ bir dual egri ve bu egrinin ribbon catis1 {&, f, g}olsun. ¢

egrisinin ribbon catiya gore fokal egrisi C]I; ile gosterilir ve

~R AR A AD A

C? (s) = (F+eXf +é8g)(s) (4.2.1)
olarak tammlanir. Burada ¢R, éR katsayilar1 swrasiyla § egrisinin birinci ve ikinci Fokal
egriliklerin fonksiyonlaridir.

Teorem 4.2: 9, dual uzayda bir dual egri ve Cg =9+ ¢Ré+éRf + ¢R§ de bu egrinin Dual

Ribbon Catiya gore Dual Fokal Egrisi olmak iizere &R (i=0,1,2) katsayilar1 asagidaki esitlikleri

saglar;
¢R=0+0¢
AR _ 1 _ 1 (w8'cosf+w’sind
“=% (s) sin('é(s)) " wsiné ( w2s,n26 ) (4.2.2)
ey = - =2 4e (cos26 +w™sin20)

w 2(s) Sin(@(s))cos(@(s))_wsinz9 N wsin226

Ispat: ¥ egrisinin Fokal Egrisi dual uzayda oskiilator kiirenin merkezinde tanimlidir. O

zaman da(s) ve 7 sirasiyla oskiilator kiirenin merkezi ve yarigapt olmak tizere;
<a(s) —y(s),als) —y(s) >=r? (4.2.3)

dir. Eger (4.2.3) esitliginin S’ ye gore tiirevi alinirsa asagidaki esitlik elde edilir;

<8a(s)—9(s)>=0 (4.2.3)
Diger yandan,;
a(s) —9(s) = eRe+cRf + ¢8g (4.2.4)

yazilir. (4.2.4) esitligi (4.2.3) esitliginde yerine yazilirsa;
¢R=0+0e (4.2.5)
elde edilir. (4.2.3) esitliginin tiirevi alinirsa;

<w (s)sin(B(s)) f (s), che+eff +cBg>=1 (4.2.6)

11



bulunur. Bu son esitlikten;

AR _ 1 _ 1 (w8cosf+w’sinf
‘= w (s) sin(@(s)) "~ wsiné ( w2s,n26 ) (4.2.7)
elde edilir. Benzer sekilde (4.2.6) dan
AR_ 1 _ 2 _ 4£0* -
“2 W 2(s) sin(@(s))cos(@(s))_wsinze wsin?26 (cos26 + w”sin20) (4.2.8)
bulunur.
Sonug olarak éX ve ¥ Fokal Egriliklerin Ribbon Catiya gore Frenet denklemleri;
1 0 w(s) sin(8(s)) 0 0
e’ = |—w(s) sin(9(s)) 0 w(s) cos(@(s)| | EF (4.2.9)
e’ 0 —w(s) cos(8(s)) 0 ¢x
elde edilir.

Sonugc 4.3: 7 oskiilator kiirenin yarigapi ve ¥ bir dual egri olsun. Denklem (4.2.6) dan
AR 2

# = |eR? 4 ¢R? (4.2.10)

bulunur.
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5. SONUC

Bu calismada Dual sayilarda egri kavrami detayli bir sekilde tanim ve teoremlerle ele
alinmistir. Bu dual egrinin Frenet ve Ribbon Catilari tanimlanmistir. Dual uzayda Ribbon Catiya
gore Dual Fokal Egri ifade edilerek ¢esitli karakterizasyonlar yapilmustir.

Son olarak Dual Ribbon Catiya gore Dual Fokal Egriler, Dual Kuaterniyonlarda

tanimlanarak yeni karakterizasyonlar elde edilebilir.
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