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OZET
Bu tez calismasi bes bélimden olusmustur.

Birinci bélim tezin giris kismidir. Bu bdlimde, konuyla ilgili literattr bilgisi ve bu tezde

yapllanlar hakkinda kisaca bilgi verilmigtir.

ikinci bolimde, E’ Oklidyen 3-uzayinin temel kavramlari ve regle yiizeylerin gati

elemanlari kullanilarak incelenmesi ile ilgili bir 6zet verilmistir.

Uglincii bélimde, IR Lorentziyen 3-uzayinin temel kavramlari ve bu uzaydaki

spacelike ve timelike regle yizeylerin geometrisi incelenmistir.

Dérdinct bolimde, ID? dual uzayin temel kavramlari ve E* Oklidyen 3-uzayinin regle

ylzeyine birebir karsilik gelen birim dual kiire Uzerindeki egrilerin geometrisi dérdinci bélimde
verilmistir. Ayrica dual kiiresel slant egriler tanimlanmis ve bunlarla ilgili temel teoremler ifade

ve ispat edilmistir.

Besinci bolim, ID13 dual Lorentziyen uzayin birim dual hiperbolik ve Lorentziyen

kureleri Uzerindeki slant egrilerin geometrisine ayrilmistir. Kesim 5.1. de IDl3 uzayinin temel

kavramlari ve birim dual kiresel egrilerin geometrisi verilmistir. Dual hiperbolik slant egrilerin
geometrisi kesim 5.3. de, dual Lorentziyen slant timelike egrilerin geometrisi kesim 5.4. de ve

dual Lorentziyen slant spacalike egrilerin geometrisi de kesim 5.5. de incelenmistir.
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ABSTRACT
This thesis consists of five chapters.

First chapter is introduction. In this chapter, literature review about the subject a dual
curve which corresponds a ruled surface with using dual Darboux frame and some information

about this thesis is given.
In chapter two, preliminaries of E° Euclidean 3-space and ruled surface are given.

In chapter three, preliminaries of IR’ Lorentzian 3-space and spacelike, timelike ruled

surfaces are analyzed using {Z],fl,&} frame of the ruled surface.

In chapter four, preliminaries of ID’ dual space and by the aid of the E. Study

Mapping, dual spherical curves that correspond to the ruled surfaces in E’ Euclidean 3-space

are given. Besides a slant dual curve is defined on unit dual sphere S> and some

characterizations for a curve to be a slant dual curve are expressed.

In chapter five, the geometry of slant dual curves on F]j and 512 are defined. Firstly in

5.1. unit dual curves and preliminaries of IDf dual Lorentzian space are given. Then, in 5.3.

slant dual hyperbolic curves, in 5.4. slant dual Lorentzian timelike curves and in 5.5. slant dual

Lorentzian spacelike curves are investigated.



1.GIRIS
Ozel egriler diferansiyel geometride blyik dénem tasir. En iyi bilinen 6zel egri helistir.

E’ Oklidyen 3-uzayinda bir genel helis, her noktasindaki teget vektorii sabit bir dogrultu ile sabit
acl yapan egri olarak Barros [4] tarafindan tanimlanmistir. Helislerle ilgili klasik bir sonu¢ 1802
yiinda M. A. Lancret tarafindan ifade edilmis ve ilk olarak 1845 yilinda B. De Saint Venant

tarafindan ispatlanmistir: Bir helisin genel helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart K/T oraninin

sabit olmasidir. Helis egrileri ile ilgili calismalar E’ uzayi ile sinirh kalmamistir. Ayrica IRl3

Lorentziyen uzayda bu egriler icin farkli karakterizasyonlar elde edilmistir [5,19,28].

Helisler gibi bir diger 6zel egri sinifi da slant helislerdir. E’ Oklidyen 3-uzayinda bir

slant helis, asli normal vektéri sabit bir dogrultu ile sabit a¢i yapan egri olarak, Izumiya ve

Takeuchi [27] tarafindan tanimlanmistir. Daha sonra, Kula ve Yayli [12,29] E’ Oklidyen 3-
uzayinda bir slant helisin kiresel gostergesinin kiresel helisler oldugunu elde etmis ve slant
helisler ile ilgili bazi sonuglar vermiglerdir. Monterde [13] ise sifirdan farkli burulmaya ve sabit

egrilige sahip bir egrinin slant helis olma sartini vermistir. Ayrica bir slant helisin konum vektori

Ali [3] tarafindan incelenmistir. Slant helislerle ilgili galigmalar IR13 Lorentziyen 3-uzayinda da

devam etmistir. Ali ve Turgut [2], bir timelike slant helisin konum vektort Gzerinde incelemeler
yapmistir. Daha sonra Ali ve Lopez [1], slant helislerle ilgili yeni karakterizasyonlar elde

etmislerdir.

Dual sayilar, W. K. Clifford (1849-1879) tarafindan tanimlanmistir. Daha sonra Eduard
Study [16] (1862-1930) dogrular geometrisi ve kinematik ¢alismalarinda dual sayilar ve dual
vektorleri  kullanarak 0Onld  dénusimint tanimlamigtir: E’ Oklidyen 3-uzaymnin yoénli
dogrularinin bir kiimesi ID’ dual uzaydaki noktalara bire bir karsilik gelir. Ayrica, S* birim

dual kure dzerindeki diferansiyellenebilir bir egrinin E’ Oklidyen 3-uzayinda bir dogrunun
hareketiyle meydana gelen regle yuzeye karglik geldigi Veldkamp tarafindan verilmistir [17]. Bu

takdirde hareket geometrisi, matematiksel fizik, bilgisayar yardimiyla geometrik dizayn (CGAD)



ve modelleme gibi bilimin birgok dalinda kullanilan regle ylzeyler, aslinda, S* birim dual kiire
ylzeyi Uzerindeki dual egrilere karsilik gelirler. Bu karsilk dikkate alinarak, bir regle ylizey dual

hesaplamalar yardimiyla incelenmis olup, 6rnek olarak [26,11] numarali referanslara bakilabilir.

Ayrica, IRl3 Lorentziyen 3-uzayindaki regle ylUzeyler icin benzer incelemeler, ID13 dual

uzayinda bulunan 5‘12 birim dual Lorentziyen kiire, ﬁoz birim dual hiperbolik kiire ve A? dual

1s1k konisi Uzerindeki dual egriler yardimiyla yapilmistir [32,33,34].
Bu tezde, Onder in bir regle yiizeyin bodaz gizgisi tzerindeki {c},fz,&} Frenet catisini

kullanarak tanimladigi slant regle ylzeyleri [25,38] de kapsayan S birim dual kiire iizerinde
yeni dual egriler tanimlanarak, bu egrilere ait bazi karakterizasyonlar verilecektir. Ayrica bu egri

tanimlanirken dual egriye karsilik gelen regle yizeyin {&,7, g} Darboux gatisi kullanilacaktir.

Benzer olarak slant timelike ve spacelike regle ylzeyleri [18] kapsayan 512 birim dual

Lorentziyen kiire ve ﬁj birim dual hiperbolik kiire lzerinde yeni dual egriler tanimlanarak, bu

egriler icin bazi teorem ve sonuglar verilecektir.



2. £’ OKLIDYEN 3-UZAYINDA TEMEL KAVRAMLAR VE REGLE YUZEYLER

Bu boélimde, Oklidyen uzayda egriler teorisi ile ilgi temel tanimlar ifade edilecektir.
Ayrica ylizeyler, regle ylizeyler ve slant regle ylzerlerin tanim ve karakterizasyonlari 6zet olarak
verilecektir [6,7,9,12,21,25,36,37].

2.1. Temel Kavramlar
Tanim 2.1.1. Bir reel Afin uzay A ve A ile birlesen vektér uzayi da V olsun. V' de
(,):VxV IR

(x,y)—> <x9)’> = inyi

bigiminde bir Oklidyen i¢ carpimi tanimlanirsa, A Afin uzayina Oklidyen 3-uzayi denir ve E’ile
gosterilir [7].

Tanm 2.1.2. d: E°xE®> —> IR

(x3) (e =[] S0 -v)

olarak tanimlanan d foksiyonuna E’ Oklidyen 3-uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d(x,y) reel

sayisinada x ve y € E’ noktalari arasindaki uzaklik denir [7].



Tanim 2.1.3. Bir G € E* vektdriiniin normu

biciminde tanimlanir [7].

Tanim 2.1.4. E° uzayinda iki vektér d = (q,,a,,a;) ve b =(b,,b,,b,) olsun.
axb = (ab, —ab,, ab, —ab,,ab, —a,b,) (2.2)

vektériine @ ve b nin vektérel carpimi denir. Buna gére

1,i=] ise - .
é‘ij: ve ¢ =(6,,6,,6;) , =123

0,i+j ise
olmak Uzere
é.l EZ E3
dxb = a, a, a,
bl b2 b3
ile verilir [37].

Tanim 2.1.5. I — IR bir acik aralik olmak lizere tiirevlenebilir bir & : 1 — E* fonksiyonuna bir

tirevlenebilir parametrik egri denir. Boylece ¢, (1), o, (1), c;(¢) turevienebilir fonksiyonlar
olmak lizere her t el reel sayisina bir a(r) =(e, (1), &, (1), a5(1)) € E* noktasini karsilik

getirir.

a'(t)=(a(®), a5 (1), a5 (t)) € E* vektorine o egrisinin ¢ noktasindaki hiz vektori

(veya teget vektori) denir [37].

Tanim 2.1.6. Vi el icin @'() 20 olan bir & :1 — E* egrisine regiiler egri denir [37].



Tanim 2.1.7. Vtel ‘

&'(t)”zl ise a egrisine birim hizl egri denir. Bu durumda f

parametresine yay uzunlugu parametresi denir ve genellikle s ile gosterilir [37].

Tanim 2.1.8. @:I cIR— E’ birim hizli bir edri olsun. Béylece ||f(s)||:||07'(s)||:1 dir.

K(s)z”&”(s)” sayisina & egrisinin s noktasindaki egriligi denir. x(s)#0 olan noktalarda,

-n

a (s):K(s)N(s) esitligi ile verilen N(s) vektorine s noktasindaki asli normal vektér denir.

E(s) = f(s)x N(s) vektoriine § noktasindaki binormal vektor denir [9].

Tanim 2.1.9. Birim hizli bir o uzay egrisinin her bir § noktasinda f(s) teget, N(s) asli

normal ve B(s) binormal vektdrlerinden olusan bir {T’,KI,E} ortonormal koordinat sistemi

vardir. Bu {f, N, E} Uclisiine hareketli Ggylzlli ya da Frenet Catisi denir [9].

Tamim 2.1.10. & : 1 < IR — E° birim hizli bir egri ve her s € I icin a"(s)#0 olsun.
B'(s)=—7(s)N(s)

ile tanimlanan 7(s) sayisina a egrisinin § noktasindaki burulmasi denir.

N =BxT oldugundan N'=B'xT + BxT'=—tB+«T dir. Bdylece

T =kN, N'=—B+«T, B'=—N

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklere Frenet tirev formulleri denir [9].

Tanim 2.1.11. & : I — IR — E’ birim hizl bir edri olsun. Egrinin tegetleri sabit bir dogrultu ile

sabit bir aci yapiyor ise & egrisi bir helistir [12].



Tanim 2.1.12. g:1 — IR — E® birim hizh bir egri olsun. Egrinin asli normalleri sabit bir

dogrultu ile sabit bir agi yapiyor ise ¢ egrisi bir slant helistir [12].

Tanim 2.1.13. U — IR? bostan farkli bir agik alt ciimle olsun. X : U < IR*> — E* olmak lizere
)Z'(U) = {)Z'(u,v)|(u,v) eU} cE’

gorintisune bir ylizey adi verilir. V(u,v) €U igin
)?(u, V) = (x1 wu,v), x,(u,v), x,(u, v))

yazilabilir. Burada x,, x,, x, iki degiskenli koordinat fonksiyonlaridir.
Eger V(u,v) eU noktasinda X, ve X vektérleri lineer bagimsiz (yani X =< X #0)

ise X ylizeyine diizgiin (regiiler) yiizey denir. Burada )?u ve )?v, siraslyla, u veya v ye gore

kismi tirevlerdir [21].

2.2. Regle Yuzeyler

Tanim 2.2.1. Uzayda bir dogrunun hareketi ile olusan bir ylzeye regle ylizey denir. Bir regle

yluzey
X (u,v) = a(u)+vR(u) (2.3)

biciminde bir parametrizasyona sahiptir [36]. Burada, & (u) egrisine regle yuzeyin dayanak

egrisi, E(u) vektorlerine de regle yiizeyin anadogrulari denir.

Regle ylizeyin anadogrulari E(u) vektorleri, bir O baslangi¢c noktasina baglanirsa bir
koni elde edilir. Bu koniye regle yizeyin yonlu konisi adi verilir. YonlU konideki her bir vektér
birimlestirilirse E(u) vektorlerinin ug noktalari birim kire Uzerinde bir egri cizer. Bu egriye regle

yuzeyin kiresel gdstergesi adi verilir. Bir regle ylzeyin anadogrularinin her birini dik olarak

kesen egriye regle ylzeyin ortogonal yoringesi denir [9].



Tanim 2.2.2. Bir X(u,v) regle yiizeyinin komsu iki anadogrusunun ortak dikmesinin

anadogrular Uzerindeki ayaklarina bogaz (striksiyon) noktasi denir [6].

f((u,v)zo?(u)+v]§(u) bir regle ylzey olsun. &,:d_a ve [é':d_R diyelim. Buna

du du

gére )?(u,v) regle yuzeyinin u ve v ye gore kismi tlrevleri, sirasiyla,

X,=d'+vR ve X, =R

dir. Simdi p, P noktasinin konum vektori olmak Gzere, bu regle ylzeyin herhagi bir P

noktasindaki teget denklemi,
det(p—X,R,a' +vR)=0 (2.4)

ile verilir. E§er P noktasi, regle ylzeyin X(u,v) noktasindan gegen anadogru Uzerinde ise u

uygun segilmis bir skaler olmak izere p— X = uR dir. Bdylece bu ifade (2.4) teget diizelem

denkleminde kullanilirsa, )Z'(u,v) noktasindan gecen anadogrusunun bu noktadaki teget

dizlem icinde bulundugu goérdlar. Diger taraftan, regle ylzeyin herhangi bir noktasindaki normal

vektoérinin dogrultusu

)?ux)zv:(07’+vf€’)><1§:(&'xR)+v(§’x§) (2.5)
ile verilir. Simdi regle ylzeyin bir anadogrusu boyunca normal dogrultusunun ayni kalmasi
sartini verelim. Bu gsartin (2.5) ile verilen normal vektér dogrultusunun v -parametresine bagli

olmamasi ile saglanacag agiktir. Dolayisiyla @'xR ve R'xR vektorleri ayni dogrultuya sahip

olmaldir. Béylece R, &' ve R’ vektérleri ayni diizleme paralel olurlar. Sonug olarak, bir

anadogru boyunca regle ylzeyin normal dogrultusunun ayni kalma sarti,

det(@’,R,R')=0 (2.6)

ile verilir. Boylece, eger ‘0?',13,13"20 ise, regle ylzeyin tekil olmayan noktalarinda ve ayni
anadogru uzerindeki bitin noktalarinda normal vektorler lineer bagimlidir. Yani teget diizlem
anadogru boyunca ayni kalir. Byle bir anadogruya torsal anadogru denir. Eger ‘&',E,E' ‘ #0

ise regle yuzeyin teget duzlemleri ayni anadogrunun butin noktalarinda birbirinden farklidir.

Bdyle bir anadogruya da torsal olmayan anadogru denir [9].



Tanim 2.2.3. Butin anadogrulari torsal olan bir regle ylzeye agilabilir regle ylzey denir. Aksi

durumda, regle ylizeye agilamayan (aykiri) regle yizey denir [9].

X (u,v) =a(u)+vR(u) aykiri bir regle yiizey olsun. Bu durumda bu regle yiizeyin

birim normal vektori

v

P (@' +vR)x R 2.7)

X, xX _
HXMXXV \/<&’+v§',5c’+vl_é'>—<&’,ﬁ>2

seklindedir. Burada limit alinarak torsal olmayan bir u = i, anadogrusunun noktalarinda

a=1limn(u,v)=

— (2.8)
> %]

elde edilir. Regle ylzeyin u =u, anadogrusundan gegen ve a vektoriine dik olan dizleme

asimptotik diizlem denir ve f ile gésterilir. u, anadogrusundan gegen ve [ asimptotik
dizlemine dik olan 7 teget dizlemine, merkez dizlem denir. Merkez dizlemin anadogruya
degme noktasina da u, anadogrusunun merkez (bogaz) noktasi denir ve C ile gosterilir. Bir

aykiri regle ylzeyin butin anadogrularinin merkez noktalarinin olusturdugu egriye de regle
ylizeyin striksiyon egrisi veya bogaz ¢izgisi denir. C bogaz noktasindan gegen asimptotik ve

teget duzleme dik olan dogrular, sirasiyla, merkez teget ve merkez nomal olarak adlandirilr.

ﬁ,ﬁ' vektorlerin dik olduklarini ve (2.8) bagintisini kullanarak merkez normalin birim vektori

S
I
%1‘ =

ile verilir. C merkez noktasinin v parametresinin ifadesini elde etmek igin (2.7) denkleminden

hxii=0 oldugu dikkate alinarak

R'x| (&'xvR)%R |=<R',R> (@' xvR)—<R,&'xvR >R = (2.9)
R[( R)R]RR(R)R R>R=0

elde edilir. (2.9) esitliginden de



V=—

<’§0:‘> (2.10)
.

bulunur. Béylece bir regle ylizeyin ¢ = c¢(u) ile verilen bogaz ¢izgisinin parametrik ifadesi

o=

R.&) _
E(u)z&(u)—#@R(u) (2.11)
R.R)

ile verilir. Buradan bir regle ylzeyin dayanak egrisinin bogaz gizgisi olmasi igin gerek ve yeter

kosulun <§',&'> =0 esitliginin saglanmasi sonucu elde edilir.

Simdi, aykir bir regle ylizeyin boJaz cizgisinin dayanak egrisi oldugunu kabul edelim.

(u,0) bogaz noktasinda normlanmis yiizey normali 7, ile gésterilsin. Buradan
iy =a'xR (2.12)

elde edilir. Boylece, fzxﬁo =0 oldugundan d, bir sabit olmak iizere a'xR :dRE' yazilir.

Buradan her iki tarafin R’ ile i¢c carpimi alinirsa,

R
R —W (2.13)

bulunur. d, sabitine regle yiizeyin dagiima parametresi denir.

Diger taraftan, v —> o0 igin normal vektorin ifadesi 7, =R'xR dir ve (2.12) den

n, L n, oldugu elde edilir. Boylece regle ylizeyin normlanmis normal vektori
n=(@xR)+v(R'xR)=n,+vn,

dir. Dolayisiyla 7 normali u -anadogrusu boyunca sadece v -parametresine baglidir. Ayrica n

ve 1, vektorleri arasindaki agi @ olmak tizere
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%
dir. Buradan tan @ = — yazilir. Béylece asagdidaki teorem verilebilir.
R

Teorem 2.2.1. (Chasles Teoremi) Aykiri bir regle ylizeyin bogaz ¢izgisi dayanak egrisi olsun.

Bir anadogrunun (u,v) noktasinda yiizeyin teget diizelemi ile merkez diizlemi arasindaki ag1 6

ve yiizeyin dagiima parametresi de d, olmak lizere

tan9=i, d, #0
dR

dir [6]. BOylece asagidaki sonug verilebilir:

Sonug 2.2.1. Bir regle ylizeyin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul dagilma parametresinin

sifir olmasidir.

Tanim 2.2.4. )?(u,v) = &(u)+v§(u) bir regle yuzey olsun. Bu regle ytzeyin birim dogrultman

{Z[,E,&} ortonormal koordinat sistemi vardir. Bu {E],fl,&} Uglisline regle ylzeyin Frenet

‘%1

vektori g = , merkez normal vektérii & ve merkez teget vektoru a olmak (izere bir

=i

catisi denir [6].

Tanim 2.2.5. 5, a(s) in yay parametresi ve ¢ (s) regle ylizeyin bogaz ¢izgisi olmak Uzere

X(5.v)=ai(s)+VR(s), |R(s)|=1

parametrizasyonu ile verilen bir regle yilizey olsun. X yiizeyinin Frenet gati elemanlari

{q,fz,a} ve invaryantlari k,,k, olsun. Bu takdirde g vekt6ri sifirdan farkli sabit bir u vektor

ile
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(g.u)=cos@=sabit; 6+x/2 (2.14)

olacak sekilde sabit bir agi yapiyor ise, X yiizeyine g - slant regle ylizey denir. Benzer sekilde

h - slant ve d - slant regle yiizeylerin tanimi verilebilir [25].
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3. IR13 LORENTZIYEN 3-UZAYINDA TEMEL KAVRAMLAR VE REGLE YUZEYLER

Bu bolimde, IR13 Lorentziyen 3-uzayinin temel kavramlari ile bu uzaydaki spacelike ve
timelike regle yizeylerin geometrisi, bodaz cizgisi tGzerinde tanimh formdller yardimiyla ifade
edilecektir. Son olarak, IRf Lorentziyen 3-uzayindaki slant regle yizerlerin tanimlari verilecektir

[18,20,22,30,31,32,35].

3.1. Temel Kavramlar

Tanim 3.1.1. IR’ reel vektor uzayi Gzerinde
<ﬁ’ ‘7> = UV, T UV, —UsYy (3.1)

ile verilen Lorentziyen i¢ ¢arpim tanimlanirsa, IR® Afin uzayl, Minkowski 3-uzay veya

Lorentziyen 3-uzay olarak adlandirilir ve IR13 ile gosterilir [22].

Lorentziyen i¢ ¢carpim pozitif tanimh olmadigindan IRf deki vektorler asagdidaki gibi Ug¢ farkli

karaktere sahip olabilirler.

Tanim 3.1.2. 1 = (u,, u,, u,) € IR’ herhangi bir vektor olsun.
i <ﬁ, ﬁ>>0 yada u =0 ise i vektdriine spacelike,

iii. <ii, ﬁ><() ise i vektdriine timelike,
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iii. (14,11)=0 ve i #0 ise ii vektdrine null (lightlike)

vektor denir [22].

Tamim 3.1.3. Bir i = (u,, u,, ;) € IR’ vektdriiniin normu

il = |, @) (3.2)

olarak tanimlanir. Normu 1 olan vektdre bir birim vektor denir [22].

Tanim 3.1.4. i =(u, u,,u;) ve v=(v, v,,;), IR, uzayinda keyfi iki vektdr olsun. Bu vektdrlerin

Lorentziyen vektorel carpimi

—

—¢ —€ ¢
UXV =1, Uy Uy = Uy Vy — Uy Vi, UV — U VUV, — Uy V) (3.3)

ViV, W,

biciminde tanimlanir [30,31].

Tamim 3.1.5. 1= (U, 1), V=(v,v,,v;,) ve w=(w,w,w,), IR’ uzayinda ig¢ vektdr olsun. Bu
durumda
i. (1 xV, ) =—det (ii,V, W) (3.4)

ii. (ﬁxﬁ)xﬁz—(ﬁ, vT/>\7+<\7, vT/> u

iii. (1uxv,u)=0ve (iixV,1)=0

<
—
i
X
<l
<)
X
<l
~
Il
|
—
<
<)
~
T~
<l
<l
S~
+
—_
—
!
<)
~
SN
]

dir [31].
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Tanim 3.1.6. IRl3 uzayindaki orijin merkezli birim Lorentziyen ve birim hiperbolik kureler,

sirasiyla
Sy ={ielR’: (i, i)=1} (3.5)
ve
H}? :{ﬁ e IR : (i, ii) :—1} (3.6)

olarak tanimlanir [31].

Tanim 3.1.7. a=a(s), IRf Lorentziyen 3-uzayinda bir diferansiyellenebilir egri olsun.
Vsel C IR igin a egrisinin teget vektori a'(s) bir spacelike, timelike veya null vektor ise

a =a(s) egrisine, sirasiyla, spacelike, timelike veya null egri ad verilir [22].

Tanim 3.1.8. Lorentziyen 3-uzayinda bir yuzeyin her noktasindaki teget dizlemi timelike (yani,
ylzey normali spacelike) ise yuzeye timelike ve teget diizelemi spacelike (yani, ylizey normali

timelike) ise ylizeye spacelike yuzey denir [35].

Tanim 3.1.9. i. Hiperbolik agi: i ve V, IRI3 uzayinda iki timelike vektor olsun.
(ii,v) = — |||V cosh @ olacak sekilde bir €>0 reel sayisina ii ve v vektérleri arasindaki

hiperbolik a¢i denir [30].

ii. Merkez agi: i ve Vv, IR13 uzayinda iki spacelike vektér ve bu vektorlerin gerdikleri dizlem
timelike olsun. (i, V) =||ui]|[[V/|cosh & olacak sekilde bir €>0 reel sayisina i ve v vektorleri

arasindaki merkez ac¢i denir [30].

iii. Spacelike ag1: u ve vV, IRI3 uzayinda iki spacelike vektor ve bu vektorlerin gerdikleri diizlem

spacelike olsun. ‘<L7,\7>‘:||ﬁ||||17||cosﬁ olacak sekilde bir €@ >0 reel sayisina 1 ve v vektorleri

arasindaki spacelike a¢i denir [30].
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iv. Lorentziyen timelike ac1: i, IR13 uzayinda bir spacelike vektér ve v, IRf uzayinda bir

timelike vektor olsun. ‘<ﬁ,\7>‘:||ﬁ||”\7||sinh9 olacak sekilde bir 8>0 reel sayisina i ve v

vektorleri arasindaki Lorentziyen timelike agi denir [30,32].

3.2 IRl3 Lorentziyen 3-Uzayinda Spacelike Regle Yiizeyler

a(u), IRf' uzayinda bir egri ve ﬁ(u) anadogrularin yon vektorli olmak Ulzere bir

spacelike regle yizey
X (u,v) = a() +vRu)

denklemi ile gosterilebilir. Burada, a(u) egrisi ve ﬁ(u) vektorleri spacelike vektorler olup u

ve V reel parametrelerdir.

Bir )?(u,v) spacelike regle yizeyinin dagilma parametresi, acilabilirligi, bogaz noktasi
ve bogaz noktalarinin geometrik yeri olan bodaz ¢izgisi Lorentziyen metrik kullanilarak,

Oklidyen 3-uzaydaki gibi benzer sekilde verilebilir.

Bir spacelike regle ylzeyin bogaz ¢izgisi boyunca Z] dogrultman, & merkez normal ve

a merkez teget vektorlerinden olugan bir {Q,E,E{} ortonormal koordinat sistemi vardir. Bu

{q,fz,a} Uclisiine spacelike regle yizeyin Frenet gatisi denir. Burada ft timelike , é ve d

birim vektorleri ise spacelike vektdrlerdir. Bu vektdrler arasinda
Gxh=—a, hxd=—q, Gxg=h (3.7)

bagintilari vardir [30]. Ayrica bu {q,ﬁ,a} Frenet ¢atisinin tirev formulleri matris formda

dé 0 k 014
“lhl=lk 0 k|n (3.8)
ds R

al |0 k, 0fa

ile verilir.
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Tanim 3.2.1. 5, a(s) in yay parametresi ve ¢ (s) regle ylizeyin bodaz ¢izgisi olmak Uzere

X(s,v) = a(s) +vR(s), HR(S)H oy

parametrizasyonu ile verilen bir spacelike regle yilizey olsun. X vyizeyinin Frenet gat

elemanlar {q,ﬁ,a} ve invaryantlari k,,k, olsun. Bu takdirde g vektori sifirdan farkli sabit bir
il vektori ile
<é,ﬁ> =c, = sabit (3.9)

olacak sekilde sabit bir agi yapiyor ise, X yiizeyine ¢- slant spacelike regle yiizey denir.

Benzer sekilde ﬁ slant ve a - slant spacelike regle yiizeylerin tanimi verilebilir.

3.3 IR13 Lorentziyen 3-Uzayinda Timelike Regle Yiizeyler

Lorentziyen 3-uzayinda timelike bir regle ylzeyin her noktasindaki yizey normali
spacelike vektérdir. Bu nedenle bir regle yilzeyin anadogrulari spacelike veya timelike

olabilileceginden bu bélim iki kisimda incelenecektir.

3.3.1. Spacelike Doguranl Timelike Regle Yiizeyler

a(u), IRf' uzayinda bir egri ve k(u) anadogrularin yon vektorli olmak Uzere bir

spacelike doguranli timelike regle ylzey

X (u,v) =) +vRu)

denklemi ile g&sterilebilir. Burada, E(u) vektorleri spacelike vektorler, u ve Vv reel

parametrelerdir.

Bir )Z'(u,v) spacelike doguranh timelike regle ylzeyinin dagima parametresi,

acllabilirligi, bogaz noktasi ve bodaz noktalarinin geometrik yeri olan bogaz ¢izgisi Lorentziyen

metrik kullanilarak, Oklidyen 3-uzaydaki gibi benzer sekilde verilebilir.
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Bir spacelike doguranl timelike regle yiizeyin bogaz ¢izgisi boyunca Z] dogrultman, A

merkez normal ve a merkez teget vektorlerinden olusan bir {c},ﬁ,ﬁ} ortonormal koordinat

sistemi vardir. Bu {q,ﬁ,a} Uclistine regle ylizeyin Frenet gatisi denir. Burada g ve h

spacelike vektorler, d ise bir timelike vektdrdiir. Bu vektorler arasinda

—

Qy

ﬁxfzzﬁ, hx

bagintilari vardir. Ayrica, bu {q,ﬁ,a} Frenet ¢atisinin tirev formulleri matris formda

g 7o k 074
Zlhl=|-k 0 K|k (3.11)
ds| . -
al |0 k 0a
ile verilir.

3.3.2. Timelike Doguranli Timelike Regle Yiizeyler

a(u), IR’ uzayinda bir egri ve E(u) anadogrularin yon vektorii olmak Uzere bir

timelike doguranli timelike regle ylzey

X (u,v) = a) +vRu)

denklemi ile gosterilebilir. Burada, E(u) vektorleri timelike vektorler, u ve Vv reel

parametrelerdir.

Bir X (u,v) timelike doguranli timelike regle yiizeyinin dagilma parametresi, agilabilirligi,

bogaz noktasi ve bodaz noktalarinin geometrik yeri olan bodaz cizgisi Lorentziyen metrik

kullanilarak, Oklidyen 3-uzaydaki gibi benzer sekilde verilebilir.

Bir timelike doguranh timelike regle yuzeyin bodaz cizgisi boyunca é dogrultman, A

merkez normal ve a merkez teget vektdrlerinden olusan bir {c},fz,ﬁ} ortonormal koordinat
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sistemi vardir. Bu {q,fz,a} liclisiine regle yiizeyin Frenet gatisi denir. Burada ¢ timelike

vektor, ﬁ ve d ise spacelike vektorlerdir. Bu vektorler arasinda

—

=4, axq=—h (3.12)

Q

éxfz=—ﬁ, 7 x

bagintilar vardir. Ayrica bu {g,ﬁ,a} Frenet catisinin tlrev formdilleri matris formda

g [0 &k 0]4
“lhl=lk 0 k|h (3.13)
ds| . -

al [0 ~k, 0]a

ile verilir.

Tanim 3.3.1. S, a(s) in yay parametresi ve ¢ (s) regle ylizeyin bogaz cizgisi olmak Uzere

X (5,v) = a@(s) +vR(s), Hk(s)u =1

parametrizasyonu ile verilen bir timelike regle ylizey olsun. X vyiizeyinin Frenet ¢ati elemanlari

{gl,ﬁ,a} ve invaryantlari k,,k, olsun. Bu takdirde g vektéri sifirdan farkli sabit bir i vektor
ile
<q,u> =c, = sabit (3.14)

olacak sekilde sabit bir agi yapiyor ise, X yiizeyine ¢ - slant timelike regle ylizey denir. Benzer

sekilde - slant ve d - slant timelike regle ylzeylerin tanimi verilebilir.
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4. DUAL UZAYDA KURESEL SLANT EGRILER

Bu bélimde, ID’ dual uzayinin temel kavramlari incelenip E.Study déniisimii

yardimiyla dual kiresel egrilerin geometrisi verilecektir. Daha sonra bu uzayda kiresel slant

egriler tanimlanarak bu egrilerle ilgili temel teoremler ispat edilecektir. [8,10,16,17,32,38].

4.1. ID’ Dual Uzayinin Temel Kavramlari

a ve a” reel sayilar olmak lzere bir ID ciimlesi

ID:{Hz(a,a*): a,a" eIR}

seklinde tanimlansin. a=(a,a’), l;:(b,b*)EID elemanlarinin toplami, carpimi ve esitlik

durumlari, sirasiyla, asagidaki gibi verilsin:

i. Toplama  : a+b=(a,a’)+(b,b")=(a+b,a’ +b").
ii.Carppma  :a-b=(a,a) (b,b")=(ab,ab" +a’b).

iii. Esitlik ca=b<a=b, a’ =b".

Bu ti¢ islemle birlikte, ID ciimlesine dual sayilar ciimlesi, her bir @ =(a,a’) € ID elemanina da

bir dual sayi denir [17].

Teorem 4.1.1. (ID,+,-) Uclisl birimli ve de@ismeli bir halkadir. Ancak bir cisim degildir [17].
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Teorem 4.1.2. ID dual sayilar halkasi, IR reel sayilar climlesine izomorf bir alt ciimleyi alt

cisim olarak kapsar.

Dolayisiyla (a,0) dual sayisi izomorfu oldugu a reel sayisi ile gosterilebilir. Yani

(a,0) = a ahnabilir [17].

Tanim 4.1.1. Bir a=(a,a’) €D dual sayisinda, a reel sayisina @ nin reel kismi, d reel

sayisinada @ nin dual kismi denir [10].

Tanim 4.1.2. (0,1) dual sayisi kisaca ¢ ile gésterilir. Yani, (0,1) =& alinir ve bu dual say,

dual birim olarak adlandirilir [10].

Sonug 4.1.1. £¢#0 olmasina ragmen, dual sayillarda gcarpmanin tanimini dikkate alinirsa

g =¢-6=(0,00=0 dir[17].

Tanim 4.1.3. |a| # (0 olmak lizere bir & = a+ £a” dual sayisinin mutlak degeri

@| =|a|+&=a"
|al

bigiminde tanimlanir.

Teorem 4.1.3. Bir @ =(a,a’) € ID dual sayisi, @ = a + a” seklinde yazilabilir.
Simdi,
ID’ = IDxIDxID ={a=(a,,a,,a,): a,,a,,a, € ID}

climlesini tanimlayalim [16]. ID> ciimlesi lizerinde asagidaki tanimlari verelim:
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Tanim 4.1.4. Her a=(a,,a,.a,), b =(b,.b,,b,) € ID igin d=b <a =b., (i=1,2,3) dir[8].

l 1

Tanim 4.1.5. Her a=(q,,qa,,a,), l;:(l;l,_z,l%)eID3 icin +: ID*xID* - ID’ toplama iglemi

i+b= (a, +l;i), (i=1,2,3) ile tanimlanir [8].

Tanim 4.1.6. Her A €IR ve her 52(6_11,52,53)EID3 icin - :IRxID’ >ID’ dis islemi

A-a=(Aa,Aa,Aa,) ile tanimlanir [8].

Teorem 4.1.4. (ID’,+,") gliisii ID halkasi {izerinde bir modiildir.

(ID3,+,') modiline kisaca ID-modil denir. Bu modiliin elemanlari olan sirali dual

uclilere de dual vektorler denir [8].

Teorem 4.1.5. d,d € IR’ olmak iizere, ID-modiilin her bir @=(a,,a,,a,) € ID’ dual vektdril

a=dad+¢&a seklinde yazilabilir [33].

Teorem 4.1.6. Bir dual degiskenli f (a) fonksiyonunun Maclaurin serisine agilimi, 7 >1 icin

" = 0 oldugundan,

f@)=f(a+ea’)=f(a)+ea f'(a) (4.1)

dir. Burada f'(a), f(a) nin a ya gére turevidir [10].

Tanm44.7. G=d—+ead", b=b+&b" e ID> olsun. i ve b dual vektorlerinin Oklid i

carpimi
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(a.6)=(ab)+a((db)+(a"p)) 4.2)

ile verilir [8].

Tanim 4.1.8. Bir d=d +&ad” € ID? dual vektériiniin normu

(a,a*) (4.3)

Jal = (@) =| |a

ile verilen bir dual sayidir [8].

Tanim 4.1.9. Normu (1,0) dual sayisina esit olan dual vektdre dual birim vektdr denir. (4.3)
esitliginden bir @ =d+e&ad” € ID® dual vektdrinin birim olmasi icin gerek ve yeter sartin

(a,a)=1, <a,a*> =0 oldugu gérilir [32].

Tanm 41.10. G=ad+¢&a*, b=b +&b* e ID® ki dual birim vektdr olsun. i ve b dual

vektorlerine karsilik gelen yonlu dogrular arasindaki agi 0 ve en kisa uzaklik 0" olmak {izere
0 =0+¢c6" (4.4)

dual sayisina @ ve b dual birim vektérleri arasindaki dual aci denir [32].

Tanim 4.1.11. [l,l; e ID’ olmak lizere d ve I; dual vektorlerinin vektorel carpimi,
x . ID’x ID’ > ID°
(d@.b) > axb=axb+e(a@ xb+axb") (4.5)

bigiminde tanimlanir [32].
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Tanm 41.12. d=d+¢&a” e ID’ olmak lizere
§*={a=a+ea :|a|=(10); d.a" IR’ (4.6)

cumlesine birim dual kire denir [8].

4.2. Dual Kiiresel Egrilerin Geometrisi

Bu kisimda bir dogrunun hareketiyle meydana gelen regle yuzey, E. Study déntsimu

yardimiyla incelenerek dual darboux tiirev formdlleri verilecektir.

Teorem 4.2.1. (E.Study Déniisiimii) Birim dual kiirenin noktalar, E> deki yonli dogrulara
birebir karsilik gelir [16].

Yani, X=Xx(s)+&x (s) birim dual vektérini reel bir s parametresine bagl olarak

dislnelim. Bu taktirde, X birim dual vektéri S? birim dual kiresi iizerinde bir edri cizer.
E.Study donidsimuinden bu egriye gizgiler uzayinda bir regle ylzey karsilik gelir (Sekil 1.1.). Bu
X = X(s) dual kuresel egrisine, gizgiler uzayindaki regle yiizeyinin dual kiresel resmi denir

[14].

]

- =

E_ Study

Sekil 4.1. Regle ylzeyin E. Study dénusumi

S? birim dual kiire iizerinde diferansiyellenebilir bir egri
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X(s)=ée(s)=e(s)+ce(s) (4.7)

olsun. Burada, é(s) birim vektorinin S? birim kiresi (izerine cizdigi egri, €(s) egrisinin reel
gosterge egrisidir ve gosterge egrisinin tek bir noktadan ibaret olmadigi varsayilir. Ayrica, ¢’ (s)

vektori moment vektori olup

e'(s)=c(s)xe(s) (4.8)
ile verilir. Burada

(e,é)=1, (¢.¢)=1, (c,e)=0 (4.9)

Ozellikleri saglanir.

t = e vektori, gbsterge egrisinin tegetine paralel birim vektérdir. Dual egrinin tirev normu

e =1+2A (4.10)
bicimide yazilir. Burada A = det(E', E,f) dir. ¢ dual egrisinin yay uzunlugu
I”e(u)”du—j 1+8A)du—s+5.[Adu (4.11)
0 0

olarak verilir. (4.11) denkleminden 5" =1+ &A olarak bulunur. Béylece ¢ dual egrisinin dual
birim tegeti

~f

~
I
5%

=1 +&(Exr) (4.12)

h”m‘l

Cl+eA
bigiminde yazilir. ¢ ve ¢ birim vektérlerine dik olan ti¢lincii birim vektér g da

g=éxt=g+&(cxg) (4.13)

bigiminde verilir. Béylece ¢ dual egrisinin {é,t,g} dual Darboux c¢atisi elde edilmis olur. Bu

dual vektorler arasinda

ext =g, [xg=é&, gxé=t
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baglantisi vardir. Ayrica, dual Darboux gatinin tirev formulleri matris formda,

dé 0 1 O0]le

—lf|=l-1 0 ¥|t 4.14

& _7~ (4.14)
g 0 -y 0]l ¢

ifade edilir. Bu Darboux tirev formdlleri reeldeki tlrev formdillerini kapsar. Burada 3~

fonksiyonuna dual kiresel egrilik fonksiyonu denir. Darboux ani dénme vektori
d=d+ed =ye+g (4.15)
dir.

Simdi, Darboux catisina bagli olmak Uzere bir dual egrinin egrilik elemanlarini bulalim.

Burada dual egrilik yarigapi

_ |de/ds| 1
R=r— = (4.16)
Hde/d?xd ¢/ds H J1+7°
esitligindeki gibidir. Buna gore
i-—7 .1 5 (4.17)
J+7° 1477
yazilabilir. Cio ve ¢ arasindaki dual agi ¢ olsun. cosqﬁzL, sinqﬁz; dir.
1+7° 1+7°
R=sinp, 7 =cotp oldugundan
c?O:congé+sing5§ (4.18)

biciminde elde edilir.
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4.3. Dual Kiresel Slant Egriler

Bir dogrunun hareketiyle olusan yiizeye regle yiizey denir. M. Onder [25,38] bir regle

ylzeyin bogaz cizgisi Uzerinde bulunan c¢ati elemanlari ile sabit agi yapan bir sabit vektori

dikkate alarak slant regle yiizeyleri tanimlamistir. lyi bilinir ki E.Study dénisimiinden E’

uzayindaki yonll dogrular birim dual kirenin noktalarina birebir karsilik gelir. Bdylece bir regle

ylzey dual birim kire Gzerinde bir egriye karsilik gelmektedir. Bu bélimde, S? birim dual kiire
Uzerindeki slant egrilerin geometrisi, dual Darboux gatisi ve onun tirev formilleri yardimiyla

incelenecektir. Ayrica dual slant egrilerin, slant regle ylzeyler ile baglantisi ifade edilecektir.

(a) ¢- Slant Dual Kiiresel Egriler

Tanim 4.3.1. ¥(s)=%(s)+¢x'(s), S* kiiresi (izerinde bir diferansiyellenebilir egri olsun. %(s)
egrisinin Darboux gatisi {&,7, g} ve dual geodezik egriligi 7 = 0 olarak verilsin. Buna gore i

sifirdan farkli sabit bir birim dual vektér ve @ , ¢ ve ii birim vektérleri arasindaki dual agi olmak

Uzere
<é,ft> = cos O =sabit (4.19)

oluyorsa %(s) egrisine ¢ - slant dual kiiresel egri denir.

Teorem 4.3.1. i(s)=X(s)+€£x'(5), S? kiiresi Gizerinde bir diferansiyellenebilir egri olsun. 7 #0

olmak Uizere X(s), bir ¢ - slant dual kiiresel egridir ancak ve ancak

=tan6 (4.20)

||~

ifadesi sabittir.

ispat: (=): X(s) bir ¢- slant dual kiiresel egri olsun. Bu takdirde Tanim 4.3.1 den i bir sabit

dogrultu olmak Uzere

é,il) = cos @ = sabit (4.21)
(&)
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olur. Burada @, i ve ¢ birim dual vektorleri arasindaki dual agidir. (4.21) denkleminin tiirevi

alinirsa <t~,ﬁ> =0 bulunur. Yani i, { vektdriine diktir. Buradan

u=cosfe+sinf g (4.22)

yazilabilir. i sabit oldugundan (4.22) denkleminin tiirevi alinirsa

0=cos 7 +sinf(~1) 423
1 _
elde edilir. Buradan — =tané bulunur.
/4
1 ) ~
(<): —=tan® esitligi sabit olsun. i birim dual vektori
/4
ii =cos @¢+sin g (4.24)

olarak tanimlanir ve tlirevi alinirsa
ii' =(cos @ —sin@ 7)7 =0

bulunur. Yani @i bir sabit birim dual vektordir. (4.24) esitiiginden (&,i) =cos 6 = sabit olur.

Boylece Tanim 4.3.1 den x(s), bir ¢- slant dual kiresel egridir.

Sonug 4.3.1. X(s) bir e- slant dual kiresel egri olsun. Bu takdirde, (4.20) nin reel ve dual

kisimlari, sirasiyla,

=tan @

(4.25)
=0 sec’ @

¥m|¥* ) |’—‘

bigimindedir.

ispat: %(s) bir ¢- slant dual kiresel egri oldugundan (4.20) esitligi reel ve dual kisimlarina

ayrilirsa
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e :tan(l9+56’*)

y—¢&r
2

/4

=tan 6+ £6" sec* 6

bulunur. Béylece

*

l—87/—2:t:clnéhrg@*seczﬁ

vy

olur. Son esitlikte reel ve dual kisimlar karsilastirilirsa

1 *
—=tand ve -‘-—=0"sec’d
V4

¥N|¥

elde edilir. E. Study dénlsiiminden bir regle yiizeyin anadogrulari S2 birim dual kiiresi

uzerindeki diferansiyellenebilir é(s)=¢(s)+&é"(s) egrisinin reel kismi olan e(s) vektorine kargilik

gelmektedir. Bu takdirde (4.25) in ilk esitligi ¢ - slant dual kiiresel egrisine karsilik gelen bir

regle ylzeyin g - slant regle ylizey olma sartini verir [25,38]. Ayrica (4.25) in ikinci egitliginden
0" ifadesi cekilerek ¢ ve iz birim dual vektorleri arasindaki dual agi dual invaryantlar

cinsinden

0 = arctan (lj —eZ_cos?o (4.26)

y) 7

1
olarak elde edilir. Burada arctan(—}, ¢ ve i birim dual vektérlerine E° ¢izgiler uzayinda

Y

*

karsihk gelen yonli dogrular arasindaki acidir. —7/—2COS2 0 ise yine bu dogrular arasindaki en

kisa uzakhktir.

Teorem 4.3.2. (s), {€, f, 2} Darboux catisi ile verilen, dual kirresel egrilik fonksiyonu sifirdan

farkl bir diferansiyellenebilir egri olsun. %(s) , bir ¢ - slant dual kiiresel egridir ancak ve ancak
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det(&,&",é")=0

esitligi saglanir.

ispat: (=): %(s), bir ¢- slant dual kiiresel egri olsun. Dual Darboux tiirev formiillerinden

e =1

' =~E+78

ém: _; + 77/g _772;

elde edilir. Buradan

0 1 0

det(e',é",é") =|-1 0 12
0 —(1+ 72) 7

o 1Y)
det(e’,e",e" =—(:] 7’ (4.27)
Y

Teorem 4.3.1. den istenen sonug bulunur.

oraninin sabit oldugu agciktir.

||~

(<): det(e,e",e”)=0 olsun. (4.27) den

Dolayisiyla %(s), bir ¢ - slant dual kiresel egridir.

Sonug 5.1.2. (s) bir ¢- slant dual kiresel egri olsun. Bu takdirde, det(é’,e”,e"”)=0 esitligi

reel ve dual kisimlarina ayrilirsa
det(e',e",.e")=<ée'xe",e" >=0

det(¢,¢",e") =0 , det(¢,é",é")+det(e,e",e") +det(e"”,e",e") =0

bulunur. lyi bilinir ki bir regle yiizeyin anadogrular bir dual egrinin ¢ reel bilesenine kargilik

geldiginden det(e’,e",e") =0 esitligi, bir regle ylzeyin g - slant regle ylizey olma sartidir. Bu
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takdirde € - slant dual kiiresel egrisine karsilik gelen bir regle yiizeyin g - slant regle ylizey olma

sartini verir [25,38].

Teorem 4.3.3. %(s), {€,7, 2} Darboux gatisi ile verilen, dual kiiresel egrilik fonksiyonu sifirdan

farkli bir diferansiyellenebilir egri olsun. %(s), bir é - slant dual kiiresel egridir ancak ve ancak

det(g", gn’ gm) O

esitligi saglanir.

ispat: (=): X(s), €- slant dual kiresel egri olsun. Dual Darboux tiirev formiillerinden

elde edilir. Buradan

det(8'.8".8") =7 -7 -7
27 7 +y-V 3y

=7 (=377 +27°7)

~p o~ o~ —_ 1 ’
det(g'. 3", 8 )=75(;j (4.28)

Teorem 4.3.1. den istenen sonu¢ bulunur.

1
(«<): det(g’,g",2™) =0 olsun. (4.28) den — orani sabit oldugu agiktir. Dolayisila
4

%(s) bir - slant dual kiiresel egridir.
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~po~no~m

Sonug 4.3.3. X(s) bir e- slant dual kiresel egri olsun. Bu takdirde, det(g’,g",g")=0 esitligi
reel ve dual kisimlarina ayrilirsa
det(g’, gll’ gm) =< gl X g”’ glﬂ > — O

det(gl,gﬂ,(—g’m)zo , det(glxgn,g*’”)_'_det(grxg ,glll)+det(§*!xg ’g ):0

bulunur. Bu takdirde det(g’, g",g") =0 esitligi, e - slant dual kirresel edrisine karsilik gelen bir

regle ylzeyin g - slant regle yiizey olma gartini verir [25,38].

Teorem 4.3.4. %(s), {€,f, g} Darboux catisi ile verilen, dual kiiresel egrilik fonksiyonu sifirdan

farkli bir diferansiyellenebilir egri olsun. %(s), bir é - slant dual kiiresel egridir ancak ve ancak

&"=—(1+7")¢ (4.29)
esitligi saglanir.

ispat: (=): X(s), bir ¢- slant dual kiiresel egri olsun. Darboux tiirev formdillerinden

—7 (4.30)
& =—e47 3 (4.31)
&"=—(1+7)+7'g (4.32)

. 1 :
tir. X(s) bir e- slant dual kiiresel egri oldugundan Teorem 4.3.1 den — = sabit fonksiyonunun

4
tarevi alinirsa,
7'=0 (4.33)
olur. (4.30) ve (4.33) denklemleri, (4.32) denkleminde yerine yazilirsa
&"=—(1+7%)2 (4.34)

elde edilir.

(<) : (4.29) denklemi saglansin. ' =¢" oldugundan



32

I/ ~n

t"=e (4.35)
bulunur. (4.29) denklemi (4.35) denkleminde yerine yazilirsa

f'=—(1+7%)¢ (4.36)
bulunur. Diger taraftan

' =—e+yg (4.37)

— ~

'=—¢+7g-7"1 (4.38)
oldugundan (4.36) ve (4.38) denklemleri karsilastirilirsa

—+7 -7t =—(1+7)1
olur. Karsilkh esitliklerden

7'=0 (4.39)

elde edilir. (4.39) denkleminin integrali alinirsa é=sabit bulunur. Boylece %(s) bir ¢- slant
4

dual kiresel egridir.

Sonug 4.3.4. X(s) bir ¢- slant dual kiresel egri olsun. Bu takdirde, (4.29) reel ve dual

kisimlarina ayrilirsa

&+ee == (1+(y+ey) )@ +eé”)
d=-(+y)e , M =2yyé-(+y)e”
elde edilir. Bu takdirde ¢” =— (1+7°) €’ esitligi, é- slant dual kiiresel egrisine karsilik gelen

bir regle ylzeyin g - slant regle ylizey olma sartini verir [25,38].
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(b) 7 - Slant Dual Kiiresel Egriler

Tanim 4.3.2. ¥(s)=X(s)+£X"(s), S? kiiresi iizerinde bir diferansiyellenebilir egri olsun. %(s)
egrisinin dual Darboux catisi {€,7, g} ve dual geodezik egriligi 7 =0 olarak verilsin. Buna

gére 1 sifirdan farkli sabit bir birim dual vektér ve @ { ve I birim vektorleri arasindaki dual

agl olmak lUzere
<f,ft> = cos 6 =sabit (4.40)

oluyorsa (s) egrisine f - slant dual kiiresel egri denir.

Teorem 4.3.5. X(s), {¢,7,g} Darboux catisi ile verilen, dual kiresel egriligi sifirdan farkli bir

diferansiyellenebilir egri olsun. Bu takdirde X(s) bir f - slant dual kiiresel egridir ancak ve

ancak

—

/4

+= sabit (4.41)
(1+72)?
olmasidir.

ispat: (=): X(s) bir f-slant dual kiiresel egri olsun. Bu takdirde sabit bir i vektéri igin

<f,ﬁ> =cos =¢ = sabit olur. Buradan C sabit olmak tizere

u=

S

e+ci+b, g (4.42)
yazilabilir. (4.42) denkleminin trevi alinirsa

O=b'é+bi-cé+cyg+b ' g—b,yi

SRS
|
all
Il
&

(4.43)

|
S
X

I
L

S
+
Y

=
I
()
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sistemi elde edilir. (4.43) Un ikinci denkleminden
b=b,7

bulunur. ii sabit oldugundan
(ﬂ,ﬁ> =b’ +¢* +b, = sabit

olur. Buradan (4.44) denklemi (4.45) de yerine yazilirsa
by’ +&” +b, =b,(1+7*)=n" = sabit

bulunur. Béylece

n

J1+7°

elde edilir. (4.43) sisteminin son denkleminden

b==

PR

b, =—cy
yani,

dal, |,

ds | \f1+7

olup, bu tirev dizenlenirse

= 7y
. «/1+72 _

1+7°

_57

bulunur. Gerekli igslemler yapilir ve tekrar diizenlenirse

s 1 _

(L+7°)

Y

ST

olur. Bdéylece

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)
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ifadesi elde edilir.

(<) : (4.41) denklemi saglansin.

~ 2 . e 1

U= e+dt+| ——— |8
[4/1+72J E\/H?J

vektorinu ele alalim. (4.49) denkleminin tlrevi alinirsa

(4.49)

YNI+7 =7
J1+7° 72 - J1+72 2P
ii' = ! é+[ 4 ]t— G+d g+ ! g—{ 4 }

1+7°

! 2 _ = = —_—
_|70+7) C(W) e-de+dyg+| —LT |5
(1+;72)5 (1+;72)5
S 7+7'772_7727 é—d_é+g7§+ _777/' ~
3 3
(1+7°) (1+7°)
7 2 . 7 2 :
— 2 v 2 Pyl
_ d(1+7/ )3+7/ - d}/(1+7/) vy :
(1+7°) (1+7°)
—g(1+72);+d(1+72)2 J7(1+72)3—57(1+72)2
= : e+ 3 g
(1+;72)5 (1+y2)E
=0
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bulunur. Buradan i vektoriiniin sabit oldugu agiktir. Béylece <f,ﬁ> = sabit olup X(s) bir

f - slant dual kiiresel egridir.

Sonug 4.3.5. X(s) bir f- slant dual kiresel egri olsun. Bu takdirde, (4.41) reel ve dual

kisimlarina ayrilirsa,

Y [7"'(?2 +1) —37%7*}
ﬁ = Sablt ) ( 2 1)5/2 = Sablt
(y"+1 v+

elde edilir.

ispat: (s) bir f - slant dual kiresel egri oldugundan (4.41) esitligi reel ve dual kisimlarina

ayrilirsa

v Y +er”
\/(72 +1) 70437 4377 +1

yazilir. Gerekli islemler yapilirsa

v +ey” 3 v +ey”
JPe+374 437241 P+ +5(2 + 126y 7

bulunur. Payda kokten kurtarilarak

Y [P +D=3yyy"]
+e
NG+ NG +1)

!

y
NG+’

= sabit

elde edilir. Bu takdirde = sabit ifadesi, f - slant dual kiresel egrisine karsilk

gelen bir regle ylzeyin h - slant regle ylzey olma sartini verir [25,38].

Teorem 4.3.6. i(s) bir f - slant dual kiiresel egridir ancak ve ancak
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I
Il
I+
“|

tan’0 —35

esitligi saglanir.

ispat: (=): %(s) bir 1 - slant dual kiiresel egri olsun. Bu takdirde

<f,ft> =cos O = sabit

olur. (4.51) denkleminin tlrevi alinirsa
<—é+77§,u> =0
(e.0)=7(4.q)

bulunur. <§,ﬁ> =X olsun. Bdylece

i=yXxé+cos 01 +xg
olur. <L7,ﬂ> =1 oldugundan

72X +cos’@+x° =1

)?2(1+;72):sin2§

elde edilir. Buradan

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)
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(1477 ) (1) + 7 (g.i)=—(1+7" )cosf +7' X =0

(1+772)cos§

=

X= (4.58)

bulunur. (4.55) ve (4.58) denklemleri esitlenirse

+tand —L—+1=0 (4.59)
(1+77)

W

olur ve (4.59) denkleminin integrali alinirsa

+tand ——L— 4547 =0 (4.60)

+tanf—L =5 (4.61)

J1+7°

bulunur. (4.61) denkleminin karesi alinirsa

—2
tan® @ 7/_2 =5’
I+y

7 tan’ 0 =57 +5°7°
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elde edilir.

(=): 7= saglansm.

)_C_+ 7] s1n§
1477 \/
tan

X =+cosO+/tan’ O — 5>

(4.62)
alalim.
__ s — P — _ —
yX== - (icos@ tanzﬁ—sz):scosﬁ
tan’ @ —5°
olur. Simdi
=yXxe+ s§f+)_c§=cos§(ié+t~i tanzé—szg)

+l

N
=
5

ﬁ':cos§(§f+}7§i_—i§ 20 Ezfj
Jtan® 8 - 52

- «/ tan’ «/ tan’

I
(@)
o
w2
D)
TN
“|
~
<
—
o
=
SY|(Ral
|
M
+
c'JI
%z
I+
“|
—_
+l
—
o
=
(3]
|
|
“|
(3]
N—
~
N7

(4.63)
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sabit bir vektordir. Boylece x(s) bir f - slant dual kiiresel egridir.

Sonug 4.3.6. Xx(s) bir f - slant dual kuresel egri olsun. Bu takdirde, (4.50) reel ve dual

kisimlarina ayrilirsa,

s =,<__‘_tanl9(s*tant?—s:9*(1+tan26’))

yrte—, ¥
JJ(tan® —5)’

Jtan’ 0 —s* ,

bulunur.

ispat: %(s) bir - slant dual kiiresel egri oldugundan (4.50) esitligi reel ve dual kisimlarina

ayrilirsa

— s (s+es*)

Tan’d-s° tan’(@+ec0)—(s+es)’

yazilir. Gerekli islemler yapilirsa

(s+es”) B st +e2ss”
tan’(0+&0")—(s+e&s’)’  (tan® O—s?) +62[6’*(l+tan2 ) tan H—ss*]

bulunur. Payda eslenigi ile ¢arpilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

§2 2stan 9|:S* tan & —s&"(1+tan’ 9)] , .
2 nTe 2 2,2 =y +&2yy
(tan" @ —s") (tan” @ —s")
elde edilir. Taraf tarafa eslestirilip ¥ degeri yerine yazilirsa,
s *_+tant9(s*tan¢9—s6?*(1+tan2(9))

yEt——— , g
Jtan® 0-s° (tan’ 6 —s°)

elde edilir. Bu takdirde ilk esitlik 7 - slant dual kiiresel egrisine karsilik gelen bir regle yiizeyin

h - slant regle yiizey olma sartini verir [25,38].
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(c) g - Slant Dual Kiiresel Egriler

Tanim 4.3.3. 7(5)=x(s)+£X"(s), S kiresi iizerinde bir diferansiyellenebilir egri olsun. x(s)
egrisinin Darboux catisi {¢,7, g} ve dual geodezik egriligi 7 = O olarak verilsin. Buna gére i

sifirdan farkli sabit bir birim dual vektér ve @ , § ve 7z birim vektorleri arasindaki dual agi

olmak Uzere
(8,i)=cos 0 =sabit (4.64)
oluyorsa x(s) egrisine ¢ - slant dual kiiresel egri denir.

¢ - slant dual kiiresel egrilerin ¢- slant dual kiiresel egriler oldugu agiktir. Dolayislyla,

¢ - slant dual kiiresel egriler icin gegerli olan tim karakterizasyonlar § - slant dual kiresel egriler

icin de gecerlidir.

Ornek 4.1.

&(t) = d(t) +ea —sin t,cost,l) + 5(sin t,—cost, 1)]

1
(f)=$[(

parametrizasyonu ile verilen ve tek kanath hiperboloide karsilik gelen birim hizli dual egrinin

¢- slant, f - slant ve g - slant dual kiiresel egdri oldugunu gdsterelim:
Simdi bu egrinin {é,f, g} dual Darboux gati elemanlarini bulahm
e(t)=a(r)

1
1
dir. s=5(t)= Iﬁdl parametre degisimi yapilirsa ve ¢ = »\/Es olur. Buradan
0

1 1
— —sinﬁs,cos\ﬁs,l +&—=(sin \/Es,—cos\ﬁs,l
Nk SN )

e(s)=

yazilir.

£(s) = €(s) = (—cos/2s,—sin +/2s,0)
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ve

—

€ é, é
8(s) =é(s)xL(s)= % —sin2s  cos\2s  1|= %(sin J2s,—cos2s,1)
—CoSs «Es —sin \Es 0

olur. ¢(s)=/(cos «/Es, sin «/ES,O) oldugundan

t"(s)=c(s)x1(s)=(0,0,0)

e - - 1 .
g (s)=c(s)xg(s)= ﬁ (sin \/Es, CoS ﬁs, -1)
olur. Buradan

F(5)=1(s)+&f" () = (—cos\2s,—sin +/2s,0)
ve

g(s)=g(s)+eg (s) % (sin v/2s,—cos +/2s, D+e % (sin J2s,—cos/2s, -1)

elde edilir. Simdi y dual kiiresel egrilik fonksiyonunu bulalim. g’(s)=—y7 (s) oldugundan

y =1 dir.

—sin\/Es cos\,@s 0
A:det(E’,E,f):%«/i—sin\/Es cos\2s  1|=-1

—Cos \/Es —sin \/Es 0
ve
o= <E', E) = <(—sin \/Es, cos \/ES,O), (—sin \/Es, cos x/is,l)> =1

bulunur. Buradan

y=y+e(0—yAN)=1+2¢
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elde edilir. Dolayisiyla, 7 bir sabit oldugundan Teorem 4.3.1 den egrimiz bir ¢- slant dual

kiresel egridir. ¢- slant dual kirresel egriler, § - slant egriler oldugundan, ayni zamanda bir § -

1 —
slant dual kiresel egridir. Ayrica — ifadesi sabit oldugundan 7/—3

V (1+7°)

Boylece Teorem 4.3.5 ten, egrimizin - slant dual kiiresel egri oldugu gérilmis olur.

degeri de sabittir.

Ayrica, dual Darboux ¢atinin ani dénme vektoru
d=(1+26)é+§ =(0,042)+£(0,0,42)

o

_ 1 .
olarak yazilir. Dual egrilik yarigapl R = =——&— bulunur. R=sin p oldugundan

~/1+72 2 2

2 2

— —g—=sinp+¢&p° cos
S 6~ =sinptepcosp

olur. Karsilikh elemanlar eglestirilirse p:%;z ve p*:l olur. Buradan dual kuresel egrilik

. 3
yarigapl p=p+&EpP =Z7Z+8 bulunur.
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5. DUAL LORENTZIYEN UZAYDA KURESEL SLANT EGRILER

Bu bdlimde, IDf dual uzayinin temel kavramlar ile birim dual kiresel edgrilerin

geometrisi verilecektir. Son olarak, ID13 dual Lorentziyen uzayinin birim dual hiperbolik ve

Lorentziyen kireleri Uzerindeki slant egriler tanimlanarak, bu egrilerle ilgili temel teoremler

ifade ve ispat edilecektir.

5.1. IDf Dual Lorentziyen Uzayinin Temel Kavramlari

ID? dual uzayi {izerinde i¢ garpim olarak Lorentziyen i¢ garpim alinirsa /D’ uzayina dual

Lorentziyen uzay denir. ID13 ile gosterilen bu uzay
ID} ={a=d+ed :a.a" €IR'} (5.1)

biciminde ifade edilebilir [33].

Tanim 5.1.1. G=d+¢d" € ID; olsun.
i.ae IR? bir spacelike vektérise, d=d+&d" e IDl3 vektdrine dual spacelike vektor,
ii.ae IR13 bir timelike vektorise, d=d+&d” € ID13 vektoriine dual timelike vektor,

iii. ﬁeIRf bir null (lightlike) vektér ise, d=d+e&d" €ID; vektdrine dual null (lightlike)

vektor denir [33].
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Tanim 5.1.2. a=d+¢&ad’ ve l;zl;+gl;*e ID13 olmak Uzere dual Lorentziyen skaler ¢arpim ve

dual Lorentziyen vektorel carpim sirasiyla

(a.b) :<a,5>+g(<a,15*>+<a*,15>) (5.2)

&x5:5x5+5(6x5*+5*x[;) (5.3)

olarak tanimlanir. Burada "( ,>" Lorentziyen i¢ carpimi ve "x" Lorentziyen vektdrel garpimi

gOsterir [33].

Tanim 5.1.3. Bir d=d+&d" €ID; dual vektdriinin normu

<Zi’a*>
il =al+ et (5.4)

biciminde verilir [33].

Tanim 5.1.4. G=d+&d’ € ID] olmak tizere

S ={a=d+ea eID):(a.a)=1} (5.5)
cumlesine birim dual Lorentziyen kiire ve

flg z{d=é+55* elID;] :<&,d>=—l} (5.6)

cumlesine ise birim dual hiperbolik kire denir [34].

Teorem 5.1.1. (E. Study Doniisiimii) IDl3 uzayindaki 512 birim dual Lorentziyen kirenin ve

Hg birim dual hiperbolik klrenin noktalari, sirasiyla, IR13 Lorentziyen uzayindaki yonli

spacelike ve timelike dogrulara birebir karsilik gelirler [33].
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Tanim 5.1.5. i. Dual hiperbolik agi: d ve b, IDf uzayinda iki birim dual timelike vektér olsun.

<&,5>=—cosh§ olacak sekilde 0=0+¢c0" dual sayisina a ve b birim dual vektorleri

arasindaki dual hiperbolik agi denir. Burada 0 ve 0° sirasiyla birim dual vektorlere karsilk

gelen yonli dogrular arasindaki hiperbolik agi ve en kisa uzakliktir [32].

ii. Dual merkez agl: a ve b, IDf uzayinda iki birim dual spacelike vektor ve bu vektorlerin

gerdigi dual diizlem timelike olsun. ‘<d,l;>‘=cosh6’_ olacak sekide O =60+&6° dual

sayisina d ve l; birim dual vektorleri arasindaki dual merkez ag¢i denir. Burada 0 ve 0"
sirasiyla birim dual vektérlere karsilik gelen yonlu dogrular arasindaki merkez agi ve en kisa
uzakliktir [32].

iii. Dual spacelike agI: d ve 1; IDf uzayinda iki birim dual spacelike vektor ve bu vektorlerin

gerdigi dual diizlem spacelike olsun. <a~,i5>:cos§ olacak sekiide @ =0+&£6" dual

sayisina @ ve b birim dual vektdrleri arasindaki dual spacelike agi denir. Burada 6 ve 6
sirasltyla birim dual vektorlere karsilik gelen yénli dogrular arasindaki spacelike aci ve en kisa
uzakhktir [32].

iv. Dual Lorentziyen timelike agI: a, IDI3 uzayinda bir birim dual spacelike vektor ve l;, IDI3
uzayinda bir birim dual timelike vektér olsun. ‘<d,l;>‘ =sinh @ olacak sekilde 0 =0+¢&6" dual

sayisina d ve l; birim dual vektorleri arasindaki dual Lorentziyen timelike agi denir. Burada 0

ve 0 sirasiyla birim dual vektorlere karsilik gelen yonli dogrular arasindaki Lorentziyen

timelike agi ve en kisa uzakhktir [32].

5.2. Dual Hiperbolik ve Lorentziyen Kiiresel Egrilerin Geometrisi

Bu kisimda ilk olarak birim dual hiperbolik kire Gzerindeki egrinin dual darboux tiirev
formulleri elde edilerek bu formduller yardimiyla dual invaryantlari verilecektir. Daha sonra ayni

ifadeler birim dual Lorentziyen kire Uzerindeki dual egri icin incelenecektir.
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5.2.1. Dual Hiperbolik Kiiresel Egrilerin Geometrisi

Bir birim dual timelike vektdrini reel bir s parametresine bagh olarak dusinelim. Bu
taktirde, distndlen dual birim vektor I:IS dual hiperbolik birim kiresi Gzerinde bir dual egri

Gizer.
Dual hiperbolik birim kire Gzerinde diferansiyellenebilir bu egri
e(s) =é(s)+ee’(s) (5.7)

ile gosterilsin. Burada e(s) birim vektorindn reel hiperbolik birim kure Uzerine cizdigi egri, &(s)
egrisinin reel goéstergesidir ve godsterge edrisinin tek bir noktadan ibaret olmadigi varsayilir.

Ayrica ¢"(s) moment vektori olup

e'(s)=C(s) x e(s) (5.8)

bigiminde yazilir. Burada

(e.e)y=-1,  (¢.¢)=], (¢,é)=0 (5.9)

Ozellikleri saglanir [24].

t =¢ vektori, gosterge egrisinin tegetine paralel birim vektérdiir. (5.9) denklemlerinden ¢

nin timelike vektor ve ¢ nin spacelike vektér oldugu goriilir.

Dual hiperbolik egrinin turevinin normu

[e]=1-eA (5.10)

biciminde yazilabilir. Burada Azdet(E’,é,f) acllabilir timelike doguranli timelike regle
yuzeyleri karakterize eder. Timelike doguranli timelike regle ylzeylerin agilabilir olmasi igin
gerek ve yeter sart A=0 olmasidir. ¢ dual egrisinin yay uzunlugu

N

5= [|ew) du=[(1-eA)du=s—&[ A du (5.11)
0 0

0
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olarak verilir [24]. (5.11) denkleminden 5" =1—& A oldugu gériiliir. Bdylece &(s) dual egrisinin

dual birim tegeti

e —~ .
= =t +&(éxt (5.12)
A ( )

bigiminde verilir. g dual birim vektori de

N

g=——ext=g+&(cxg) (5.13)

bigiminde verilebilir [24]. Burada ¢ timelike vektor, t spacelike vektdr oldugundan g spacelike

vektordir. Bdylece ¢ dual egrisinin dual Darboux gatisi olarak bilinen {é,f, g} dual gatisi elde

edilir. Bu vektorler arasinda

ext =—g, Ixg=e, gxé=—t

bagintilari vardir [24]. Dual Darboux ¢atinin tirev formdlleri matris formda,

e 0 1 Ofle
4171 2 (5.14)
a5 T |
gl [0 -¥ 0J.8

seklinde yazilabilir [24]. Burada » dual kiresel egrilik fonksiyonu denir. Dual Darboux

Ugyuzlistunin Darboux ani dénme vektdru

d=d+ed =-7¢-§ (5.15)
dir.

Simdi dual Darboux ¢atisina bagli olmak tzere bir dual egrinin egrilik elemanlarini bulalim.

Burada dual egrilik yarigapi

|ae/ds| 1

= [de/ds xa*e/as”] -7

(5.16)

esitligindeki gibidir. d ile lineer bagimli olan do birim dual Darboux vektori



5 y - 1 -
=7 =

yazilabilir. Eger |}7| >1 (ya da|}7| <l) ise, d, timelike (ya da spacelike) vektdrdiir. Buradan d,,

ve ¢ arasindaki dual agl
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(5.17)

coshéz—r sinh @ = — \/7 |77|>1
(5.18)
sinh @ = — F cosh@ = \/7 7|<1
esitlikleri saglanir. Buradan
_ [-sinh@, |y7]>1 cothd, |y|>1
_ S - _ (5.19)
—cosh@, |y|<1 tanh 6, [7|<1

olur [24].

5.2.2. Dual Lorentziyen Kiiresel Egrilerin Geometrisi

Dual Lorentziyen kire Gzerinde hem spacelike hem de timelike egriler bulundugundan, bu
egriler iki ayr1 kisimda incelenecektir.

5.2.2.1. Dual Lorentziyen Kiiresel Timelike Egriler

Bir birim dual spacelike vektorini reel bir s parametresine bagl olarak distinelim. Bu

taktirde, dusunilen dual birim vektor 512 dual Lorentziyen birim kiresi Uzerinde bir dual egri

gizer.

Dual Lorentziyen birim kire Gzerinde diferansiyellenebilir bu egri

e(s)=e(s)+ee’(s) (5.20)
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ile gosterilsin. Burada ¢é(s) birim vektorinin .§12 birim kiresi Uzerine ¢izdigi egri, e(s) egrisinin

reel gdstergesidir ve gdsterge egrisinin tek bir noktadan ibaret olmadigi varsayilir. Ayrica ¢ (s)

moment vektorl olup
e (s)=¢c(s)xe(s) (5.21)
bigciminde yazilir. Burada

0 (5.22)

(@.6)=1,  (¢.&)=-1,  (¢.é)
Ozellikleri saglanir.

t =¢ vektdri, gosterge egrisinin tegetine paralel birim timelike vektérdiir. Dual egrinin

tlrevinin normu

=1+eA (5.23)

biciminde yazilabilir [23]. Burada A=det(5',§,f) acilabilir spacelike regle ylzeyleri

karakterize eder. Spacelike regle ylizeylerin agilabilir olmasi icin gerek ve yeter sart A=0

olmasidir. ¢ dual egrisinin yay uzunlugu

5= I”e (u)|| du = I(1+ SA)du =5+ gIA du (5.24)
0

olarak verilir [23]. (5.24) denkleminden 5" =1+ & A oldugu gériiliir. Béylece &(s) dual egrisinin

dual birim tegeti

~f

e’ e ~ .
- — 7 +e(Cxt) (5.25)
s 1+eA

~
Il
&

bigiminde verilir. g dual birim vektori de

m
Nz

g=—ext=g+&(cxg) (5.26)

bigiminde verilebilir. Burada ¢ spacelike vektér, f timelike vektdr oldujundan g spacelike

vektordir. Boylece ¢ dual Lorentziyen egrisinin dual Darboux catisi olarak bilinen {E, f,g}

dual gatisi elde edilir.
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Dual Darboux ¢atinin tiirev formulleri matris formda,

S
ja)
At BV

O =
I

d
adl (5.27)
ds

I
oS = O

o2
|

o
o

seklinde yazilabilir [23]. Burada ) dual kiresel egrilik fonksiyonu denir. Dual Darboux Ug

yuzlistnin Darboux ani dénme vektoru
d=d+ed =-76+§ (5.28)
dir.

Simdi dual Darboux gatisina bagli olmak izere bir dual egrinin egrilik elemanlarini bulalim.

Burada dual egrilik yarigapi

_ |lde/ 5] 1
R=7— Yo (5.29)
|de/ds xd’e/ds?|  \fi+7

esitligindeki gibidir. (? ile lineer bagiml olan ‘?o birim Darboux vektori

. y 1

dy=—=L 6+ F (5.30)

\/1+ 7? \/1+ y?
yazilabilir. d, spacelike vektordir. Buradan d,, ve ¢ arasindaki dual ag
T I
sind =——— =R, cosd=—=_ (5.31)

J1+72 J1+72

olur [23].

5.2.2.2. Dual Lorentziyen Kiiresel Spacelike Egriler

Bir birim dual spacelike vektoriniu reel bir s parametresine bagh olarak distinelim. Bu
taktirde, dusunilen dual birim vektor 512 dual Lorentziyen birim kiresi Uzerinde bir dual egri

Gizer.
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Dual Lorentziyen birim kire Gizerinde diferansiyellenebilir bu egri
e(s)=é(s)+ee’(s) (5.32)

ile gosterilsin. Burada é(s) birim vektorinin 512 birim kire Uzerine ¢izdigi egri, é(s) egrisinin

reel gostergesidir ve gosterge egrisinin tek bir noktadan ibaret olmadigi varsayilir. Ayrica e (s)

moment vektorl olup
(5.33)

e (s)=c(s)xe(s)

biciminde yazilir. Burada
(5.34)

(@é)=1. (@.&)=1,  (@.&)=0

Ozellikleri saglanir [32].
f =¢' vektdril, gdsterge egrisinin tegetine paralel birim vektérdiir. (5.34) denklemlerinden ¢
ve t nin spacelike vektdr oldugu gérilir.

Dual Lorentziyen egrinin tirevinin normu
(5.35)

le|=1-¢A
biciminde yazilabilir [32]. Burada A=det(E',§,f) acllabilir spacelike doguranli timelike regle
yuzeyleri karakterize eder. Spacelike doguranli timelike regle yizeylerin agilabilir olmasi igin

gerek ve yeter sart A=0 olmasidir. ¢ dual egrisinin yay uzunlugu

E:j||e(u)||du j(l gA)du=s- ngdu (5.36)

olarak verilir. (5.36) denkleminden 5" =1—&A oldugu gériilir. Bdylece &(s) dual edrisinin dual

birim tegeti
=1 +&(Ext) (5.37)

bigiminde verilir [32]. g dual birim vektéri de
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g=ext=g+&(Cxg) (5.38)

biciminde verilebilir. Burada ¢ spacelike vektdr, f spacelike vektdr oldugundan g timelike

vektordir. Bdylece ¢ dual egrisinin dual Darboux gatisi olarak bilinen {é, t~, g} dual ¢atisi elde

edilir. Bu vektorler arasinda

ext =g, Ixg=—¢&, gxé=—1

bagintilari vardir [32]. Dual Darboux ¢atinin tiirev formulleri matris formda,

dé 0 1 O0}je

—|il=|-1 0 7|7 5.39

e _7~ (5.39)
gl L0 ¥ 0]&

seklinde vyazilabilir. Burada - dual kiresel egrilik fonksiyonu denir. Dual Darboux Ug¢

yuzlistnin Darboux ani ddnme vektoru
d=d+ed =7¢-3 (5.40)

dir.

Simdi dual Darboux ¢atisina bagl olmak tzere bir dual egrinin egrilik elemanlarini bulalim.

Burada dual egrilik yarigapi

_ |ldé/ds]| 1
R = 5 = (5.41)
Hdé/d?xd é/ds H ‘72_1‘
esitligindeki gibidir. cz ile lineer bagimli olan ‘?o birim dual Darboux vektoru
(5.42)

T A
do_\/‘gﬂ—l‘e \/‘72_1‘8

yazilabilir. Eger |}7| >1 (ya da|}7| <1) ise, d, spacelike (ya da timelike) vektérdiir. Buradan d,

ve ¢ arasindaki dual agl



coshézL, sinh@z—;, |77|>1
‘/\72—1 7> -1
_ 1 (5.43)
sinhézL, coshf = ————, |77|<1
,ﬂ72—1 ‘ﬂ72—1
esitlikleri saglanir. Buradan
_ [-sinh@, |y|>1 _ [-cothg, |y]>1
R = _ ve y= _ (5.44)
—cosh®, [y]<1 —tanh @, |y|<1

olur [32].

5.3. Dual Hiperbolik Slant Egriler

Bir dogrunun hareketiyle olusan yiizeye regle yiizey denir. M. Onder [18] timelike
doguranli bir timelike regle yizeyin bodaz cgizgisi tUzerinde bulunan ¢ati elemanlari ile sabit agi

yapan bir sabit vektéri dikkate alarak timelike slant regle yiizeyleri tanimlamistir. lyi bilinir ki
E.Study doéndsiminden IRf uzayindaki yonli dogrular birim dual hiperbolik kirenin
noktalarina birebir karsilik gelir. Boylece timelike doduranli bir timelike regle ylzey, birim dual
hiperbolik kire lizerinde bir egriye karsilik gelmektedir. Bu bélimde, Flg birim dual hiperbolik

kure Uzerindeki slant egrilerin geometrisi, dual Darboux catisi ve onun tirev formulleri

yardimiyla incelenecektir.

(a) e¢- Slant Dual Hiperbolik Egriler

Tanim 5.3.1. X(s5)=x(s)+&x'(s), I:I(f kuresi Gizerinde bir diferansiyellenebilir egri olsun. x(s)
egrisinin dual Darboux catisi {e, E,g} ve dual geodezik egrilik fonksiyonu » = O olarak verilsin.

Buna gore i sifirdan farkli null olmayan sabit bir birim dual vektor olmak lizere
(e,i) =c, =sabit (5.45)

oluyorsa %(s) egrisine ¢ - slant dual hiperbolik egri denir.
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Teorem 5.3.1. X(s), » dual geodezik egriligi sifirdan farkh bir diferansiyellenebilir egri olsun.

(5.46)

ifadesi sabittir.

ispat: (=): X(s) bir ¢- slant dual hiperbolik egri olsun. Bu takdirde Tanim 5.3.1 den i bir

sabit dogrultu olmak tzere
<é,ﬁ> =, = sabit (5.47)

olur. Dual Darboux tirev formilleri kullanilarak (5.47) denkleminin tlrevi alinirsa <f,ﬁ>:0

bulunur. Yani i birim dual vektori e ve g dual vektorlerinin gerdigi diizlemdedir. Buradan C_'g,

ve Cg dual sabitler olmak lzere

IS
1

(S}
+
o

oQa

(5.48)

o
oo

yazilabilir. ii sabit oldugundan (5.48) denkleminin tiirevi alinirsa
(Eé -¢, }7)1‘ =0 (5.49)

elde edilir. Buradan

|| =
RelRil

sabit bulunur.

(<) : (5.46) denklemi saglansin. i birim dual vektori

<
1l
0l
N
+
i)l
Q2
o

(5.50)
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olarak tanimlanir. (5.50) esitliginin tiirevi alinip (5.46) esitligi kullanilirsa ' =0 bulunur. Yani i

bir sabit birim dual vektordir. Diger yandan <Z),ﬁ>=5§ =sabit olur. Boylece Tanim 5.3.1 den

%(s) bir - slant dual hiperbolik egridir.

Sonug 5.3.1. X(s) bir ¢- slant dual hiperbolik egri olsun. Bu takdirde, (5.46) nin reel ve dual

kisimlari, sirasiyla,

1_6&
VAP
* *
. €€ —C,C,
V= 2
Cg
bigimindedir.

(5.51)

ispat: %(s) bir ¢- slant dual hiperbolik edri oldugundan (5.46) esitligi reel ve dual kisimlarina

ayrilirsa

1 ¢ teéc,

y+ey ¢, +ec,

y—sr" (cg +8€;)(Ce —gc:)
=

2
Y Ce

bulunur. Béylece

= —_— ve 7/ =

elde edilir. E. Study dondsumunden timelike doguranli bir timelike regle ylzeyin anadogrulari

FI; birim dual kiresi tizerindeki diferansiyellenebilir &(s)=¢(s)+¢¢e"(s) egrisinin reel kismi olan
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e(s) vektériine karsilik gelmektedir. Bu takdirde (5.51) in ilk esitligi € - slant dual hiperbolik

egrisine karsilik gelen bir timelike regle ylzeyin g - slant timelike regle ylzey olma gartini verir

[18].

Teorem 5.3.2. i(s), {e, , g} Darboux catisi ile verilen, dual kiiresel egrilik fonksiyonu sifirdan

farkl bir diferansiyellenebilir egri olsun. %(s), bir ¢ - slant dual hiperbolik egridir ancak ve ancak
det('é', e’ é"’) =0

esitligi saglanir.

ispat: (=) : %(s), ¢~ slant dual hiperbolik egri olsun. Dual Darboux tiirev formiillerinden

e =t
= +78
=477 =(1-77)1 478
elde edilir. Buradan
0 1 0
det(e',e",e") =1 0 12
0 (1-7°) ¥
~t o~ o~m =2 1
det(e',e",e")=—-y | = (5.52)
Teorem 5.3.1 den istenen sonug bulunur.
1
(<) : det(é',e",e™) =0 olsun. (5.52) den — oraninin sabit oldugu agiktir. Dolayisiyla
v

X(s), bir - slant dual hiperbolik egridir.
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Sonug 5.3.2. %(s) bir ¢- slant dual hiperbolik egri olsun. Bu takdirde, det(e’,&",e") =0 esitligi

reel ve dual kisimlarina ayrilirsa
det(e',e",e")=—<é'xe",e" >=0
det(¢,e",e")=0 , det(¢,é",e")+det(e, e, e") +det(e”,e",e") =0

elde edilir. lyi bilinir ki bir timelike doguranh timelike regle yiizeyin anadogrulari bir dual
hiperbolik egrinin €(s) reel bilesenine karsilik geldiginden, det(e’,e",e")=0 esitligi bir

timelike regle ylizeyin g - slant timelike regle ylizey olma sartidir. Bu takdirde ¢ - slant dual

hiperbolik egrisine karsilik gelen bir timelike doguranh timelike regle ylizeyin g - slant timelike

regle yizey olma sartini verir [18].

Teorem 5.3.3. %(s), (¢, f, g} Darboux catisi ile verilen, dual kiiresel egrilik fonksiyonu sifirdan

farkl bir diferansiyellenebilir egri olsun. %(s), bir ¢ - slant dual hiperbolik egridir ancak ve ancak
det(g', g”, ~m) — 0

esitligi saglanir.

ispat: (=): X(s), bir ¢- slant dual hiperbolik egri olsun. Dual Darboux tiirev formdillerinden

g =7t
~ :_76_}7?’_7725;
§"=-Fe-Fi -7 -7 (6+78) -7 TR+ 7T

elde edilir. Buradan

0 —7 0
det(g!,gﬂ,gm): _77 _771 _}72

2y 7=y -7 -3
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!

U _s( 1
det(g.8".8"=7" (:] (5.53)
v
Teorem 5.3.1 den istenen sonug bulunur.

1
(<=): det(g’,g",g")=0 olsun. (5.53) den — oraninin sabit oldugu agiktir. Dolayisiyla
4

%(s) , bir ¢- slant dual hiperbolik egridir.

~n o ~m

Sonug 5.3.3. %(s) bir e- slant dual hiperbolik egri olsun. Bu takdirde, det(g’,g",g")=0 esitligi

reel ve dual kisimlarina ayrilirsa

det(gl,gﬂ’glﬂ) =_< g!xg”’ g’l” >:0

—py =M —xl =M —xl =N =M

det(g’,g".g")=0 , det(g'.g",g" )+det(g',g",g )+det(g",g.g )=0

=1 =N =m

olacak bigimde elde edilir. Bu takdirde det(g’,g",g")=0esitligi, €- slant dual hiperbolik
egrisine karsilik gelen bir timelike doguranl timelike regle ylzeyin g - slant timelike regle ylzey

olma sartini verir [18].

Teorem 5.3.4. %(s), {e, f, g} Darboux catisi ile verilen, dual kiiresel egrilik fonksiyonu sifirdan

farkl bir diferansiyellenebilir egri olsun. X(s), bir ¢ - slant dual hiperbolik egridir ancak ve ancak
e=0 (5.54)
esitlikleri saglanir.

ispat: (=): %(s), bir ¢- slant dual hiperbolik egri olsun. Dual Darboux tiirev formiillerinden

=7 (5.55)
e'=e+yg (5.56)

&"=(1-7)i+7g (5.57)
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tir. %(s) bir e- slant dual hiperbolik egri oldugundan Teorem 5.3.1 den

fonksiyonunun turevi alinirsa,

elde edilir.

(<) : (5.54) denklemi saglansin. ' =¢" ve buradan

f” — é!ﬂ

bulunur. (5.54) denklemi (5.60) denkleminde yerine yazilirsa

elde edilir. Diger taraftan dual Darboux turev formdillerinden

Iy

(o))

=e+y

" :<1—;72)f+;7§

oldugundan (5.61) ve (5.62) denklemleri karsilastirilirsa
(1-77)i+78=(1-7")F

olur. Karsilkh esitliklerden

7=0

||~

= sabit

(5.58)

(5.59)

(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)

1
elde edilir. (5.63) denkleminin integrali alinirsa — = sabit bulunur. Teorem 5.3.1. gere@ince

/4

%(s) , bir ¢-slant dual hiperbolik egridir.
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Sonug 5.3.4. X(s) bir - slant dual hiperbolik egri olsun. Bu takdirde, (5.54) reel ve dual

kisimlarina ayrilirsa
I=(-ye , &M =(-phe -2y

elde edilir. Buradan ¢” =(1—7>)¢é’ bulunur. Bu takdirde é- slant dual hiperbolik egrisine

karsilik gelen bir timelike doguranli timelike regle ylzeyin g - slant timelike regle ylzey olma

sartini verir [18].

(b) 7 - Slant Dual Hiperbolik Egriler

Tanim 5.3.2. X(s)=x(s)+&X°(s), H? kiresi iizerinde bir diferansiyellenebilir egri olsun. (s)
egrisinin dual Darboux catisi {&,7, g} ve dual geodezik egrilik fonksiyonu 7 =0 olarak

verilsin. Buna gére i sifirdan farkli, null olmayan sabit bir birim dual vektér olmak (izere
<f,ft> =c; =sabit (5.64)

oluyorsa X(s) egrisine f - slant dual hiperbolik egri denir.

Teorem 5.3.5. i(s), {&,, g} Darboux catisi ile verilen, dual kiiresel egriligi sifirdan farkli bir

diferansiyellenebilir egri olsun. Bu takdirde %(s) bir f - slant dual hiperbolik egridir ancak ve

ancak
—r - = sabit (5.65)
(1-77)?

olmasidir.

ispat: (=): X(s) bir 7 - slant dual hiperbolik egri olsun. Bu takdirde sabit bir ii vektdrii igin

<f,ft> =C; = sabit olur. Buradan
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i=b é+c f+b g

S

el

yazilabilir. (5.66) denkleminin tirevi alinirsa
0=b'e+hi+&e+5 7§ +b §~b, i
0= +&)e+ b ~b, )i +b, +&7)&

ve {e,f, g} bir ortonormal gati oldugundan

sistemi elde edilir. (5.67) nin ikinci denkleminden

b= ];2 Y
bulunur. @i sabit oldugundan
(i1, i) = ~b’ +¢” +b," = sabit
olur. Buradan (5.68) denklemi (5.69) da yerine yazilirsa

b7’ +¢ +b, =b, (1-7)=7" = sabit

bulunur. Boylece

b=+

yani,

(5.66)

(5.67)

(5.68)

(5.69)

(5.70)

(5.71)
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ifadesi elde edilir.

(<) : (5.66) denklemi saglansin.

BNy
I
|
QL
~
+
)

vektorlinu ele alalim. (5.73) denkleminin tlrevi alinirsa

24

F1-7°+7
i -7 |. 7| 5,
i = / e+[ 4 Jtde

=2

-y

olur. Gerekli islemler yapilirsa

(5.72)

(5.73)
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= 1_—2 =2 —
S (7/( 4 )+37/]/) é_gé_gyg_i_ Y : g
(-7°) (-7°)
T S |e-dé-dyg+ 7_'3 g
(1=7°) (1=7°)
3 3
d(1- E+7 | =y (-7 +r T
e+ 3 g
(1- (1-7%)
2+d< PP || |

O

bulunur. Buradan i vektdriiniin sabit oldugu acgiktir. Béylece <f,ﬁ>:sabit olup (s) bir 7 -

slant dual hiperbolik egridir.

Sonug 5.3.5. %(s) bir 7 - slant dual hiperbolik egri olsun. Bu takdirde, (5.65) reel ve dual

kisimlarina ayrilirsa,

Y [37W* +y” (1—72)J

= sabit
(1-7*) 1=y

elde edilir.

ispat: %(s) bir - slant dual hiperbolik egri oldugundan (5.65) esitligi reel ve dual kisimlarina

ayrilirsa

o y+ey”
(1_72); \/—;76+3;74—3;72+1

= sabit
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yazilir. Gerekli islemler yapilirsa

Y +ey” 3 y'+ey”
J-7° 4374 =372 +1  JA=p>) —e(1-p>) 6y’

bulunur. Payda kokten kurtarilarak

Y [3yy'y +7" (=" ]
+e
Ja-*y Ja-*y

!

Y
Ja-y?)
gelen bir timelike doguranli timelike regle ylzeyin h - slant timelike regle ylzey olma sartini

verir [18].

= sabit

elde edilir. Bu takdirde = sabit ifadesi, f - slant dual hiperbolik egrisine karsilik

Teorem 5.3.6. X(s) bir 1 - slant dual hiperbolik egridir ancak ve ancak

y=% i —, u timelike
‘52 —coth’ @
_ (5.74)
y =% il —, u spacelike
‘52 —tanh” @

esitligi saglanir.

ispat: (=): X(s) bir 7 - slant dual hiperbolik egri olsun. i sabit birim timelike vektori igin
(7,ii) =sinh @ = sabit (5.75)
olur. (5.75) denkleminin tlrevi alinirsa
(e+78.i)=0 (5.76)
(e,u)=-7(g.i) (5.77)

bulunur. <§,ﬁ> =—X olsun. Boylece
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li=—7 Xé+sinh07 —x§
olur. (ft,ft)z—l oldugundan

—7?x* +sinh® @ + x> =—1

X’ (}72 —1) =cosh” @

N cosh @

yi-1

bulunur. Bdylece (5.78) denkleminden

. —ycosh@ . . . . 7
u:i%see+smh0t$ C()_52116?
7 -1 v

olur. (5.76) denkleminin turevi alinirsa

bulunur. (5.79) ve (5.82) denklemleri esitlenirse

,coshd _(1-77)sinhd

olur ve (5.83) denkleminin integrali alinirsa

(5.78)

(5.79)

(5.80)

(5.81)

(5.82)

(5.83)
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+coth@ _d773-i_—1=0
(7
+cothd | d73—jd§=0

bulunur. (5.85) denkleminin karesi alinirsa

—2
coth’ _72/ =5’

y -1
7’ coth®d =577 -5°

o, 5
’ ) MEZ —coth® 5‘

elde edilir.
_ s
(<): ¥ =t ————= saglansin.
) ”52 —coth? (9‘
_ cosh @ - cosh @

X =+sinh, HEZ —coth? 5‘

alalim.

(5.84)

(5.85)

(5.86)
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}77c=iﬁ(isinh§ ‘52—coth2§‘):ﬁsinh§
s°—coth™ @

olur. Simdi
i =—y Xé+sinhOf —xg = sinhé(—?é+f$,”§2 —coth® é\g)
vektorinin sabit oldugunu gdsterelim.

i’ =sinh @ —Et~+77§$+_gi%”Ez—cothz@_‘f
,fiz—cothzé?‘
. § (i — h20_)~
\/‘Ez—cothz 6_?‘ \/ﬂiz—cothz é‘g ‘ ‘S ! ‘ t

‘Ez —coth* @

|
“|
“|

bulunur. Buradan
ﬁ:sinhé(—35+ Ei( |57 —coth” 5\)5) (5.87)

sabit bir vektordiir. Béylece (s) bir f - slant dual hiperbolik egridir.

Simdi X(s) bir f - slant dual hiperbolik egri olsun. i sabit birim spacelike vektori icin

<f,ﬁ> = cosh @ = sabit (5.88)
olur. (5.88) denkleminin turevi alinirsa

(e+78.i)=0 (5.89)

(e.i)=-y(g.u) (5.90)
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bulunur. <§,ﬁ> =—X olsun. Boylece
i=-yXé+coshfi-Xg
olur. <L7,L7> =1 oldugundan

—7*x*+cosh’ @ +x* =1

¥ (7 ~1)=sinh’ @

sinh 6

yi-1

bulunur. Béylece (5.91) denkleminden

=+ 707 sinh 0 &+coshO7f F sinh 0 g
olur. (5.89) in turevi alinirsa

T ol =27 o~ =2\7 S~

<t+7/g—)/ t,u>:<(1— )t+7 g,u>=0
elde edilir.

(1-72)(i.@)+7 (g.i)=(1-7")cosh@ -7 X =0

(1—;72)cosh6’
7

X =
bulunur. (5.92) ve (5.95) denklemleri esitlenirse

sinh & (1—772)cosh§

(5.91)

(5.92)

(5.93)

(5.94)

(5.95)

(5.96)



olur ve (5.96) denkleminin integrali alinirsa

stannd—7 L 1y
(7 -1y @
+tanh 6 | ay —[ds =0

bulunur. (5.98) denkleminin karesi alinirsa

=2
tanh’ 6 _72/ =52

y -1
72 tanh’ 0 =57 -5°

LT
: . MEZ —tanh’ 5‘

elde edilir.

70

_ s
(=):7 =% — saglansin.
) ”52 —tanh’ 6“

)_C:J_rcosh@ME2 —tanh® 5‘

(5.97)

(5.98)

(5.99)
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alalim.

olur. Simdi
=-yXxé+ shéf—;‘c§:cosh§(—§é+fi,”?z—tanhzé‘g)
vektorinin sabit oldugunu gdsterelim.

- s ~

i=coshf| -5t+ygF——=—=g = ;Z”EZ—tanh2 g‘f
,fiz—tanhzﬁ‘

~ cosh | 57+ —> ( 5o hzé)~
- Y \/‘Ez —tanh® 0‘ \/‘ tanh2 0‘ \/‘ tanh2 0‘ ‘s o ‘ t
~’zc0sh§(—§fi(i§) t~)
=0
bulunur. Buradan
ﬁzcoshé(—§é+t~$( ‘Ez—tanh2§‘)§) (5.100)

sabit bir vektordiir. Bdylece (s) bir f - slant dual hiperbolik egridir.

Sonug 5.3.6. X(s) bir f - slant dual hiperbolik egri olsun. Bu takdirde, (5.74) reel ve dual

kisimlarina ayrilirsa,
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. s ., coth 0[5 0" csch’0+ 5" coth 9] —
S P =F , U timelike
Y ‘Sz _coth? 9‘ 4 (s* —coth’ 6)"*
s ., tanh@|s0 sech’@—s" tanh 0 | 3 .
y=1 — . 7 =+ o 7" , u spacelike
‘s —tanh 6?‘ (s” —tanh” )

bulunur.

ispat: %(s) bir f - slant dual hiperbolik egri olsun. ilk olarak i nin sabit birim timelike vektor

oldugu durumu ele alalim. (5.74) esitliginin ilk denklemi reel ve dual kisimlarina ayrilirsa

— 5 (s+es*)

- 52 —coth’ @ B (s+e&s") —coth’ (0 +¢6")

yazilir. Gerekli islemler yapilirsa

(s+es™) B s> +&2ss”
(s+&s")’ —coth’(@+&0")  (s* —coth® )+ 52[ss* +6" coth@csc hzﬁ}

bulunur. Payda eslenigi ile carpilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

52 2scoth H[S 0" csch’0 +s" coth 0] )
—-& =y +&2yy°
s> —coth” @ (s> —coth® 0)*

elde edilir. Taraf tarafa eslestirilip ¥ degeri yerine yazilirsa,

s . coth H[S 0" csch’0+s” coth 9]

7/ S S — S 7/ =F
‘sz —coth? 0‘ (s? —coth’ )"

S

—_— ejsitligi f - slant dual hiperbolik egrisine karsilik
,”sz —coth’ (9‘

gelen bir timelike doguranl timelike regle ylzeyin I - slant timelike regle yuzey olma sartini
verir [18].

elde edilir. Bu takdirde y ==

Simdi & nin sabit birim spacelike vektor oldugu durumu ele alalim. (5.74) esitliginin

ikinci denklemi reel ve dual kisimlarina ayrilirsa,
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— 5 (s+e&s™)

C57—tanh’8 (s+es)’ —tanh>(0+£6")

yazilir. Gerekli islemler yapilirsa

(s+e&s°)’ _ s*+&2ss”
(s+e&s")’ —tanh*(@+£0") (s> —tanh® 0) + gZ[ss* — 0" tanh @sec hze]

bulunur. Payda eslenigi ile carpilip gerekli dizenlemeler yapilirsa

P 2s tanh 9|:S 0" sech’@—s” tanh 0] )

+e =y +&2yy

s> —tanh® @ (s> —tanh® 0)*
elde edilir. Taraf tarafa eslestirilip 7 degeri yerine yazilirsa,

P ) tanh@[s 0" sech’6—s" tanh 9}

7/ = i— , 7/ = i
‘sz —tanh’ 19‘ (s~ tanh® 6)?
s

elde edilir. Bu takdirde y == esitligi 7 - slant dual hiperbolik egrisine karsilik

\ ”sz —tanh® 6"

gelen bir timelike doguranli timelike regle ylzeyin h - slant timelike regle yluzey olma sartini
verir [18].

(c) g - Slant Dual Hiperbolik Egriler

Tanim 5.3.3. X(5)=X(s)+&x (s), Iflg kiiresi (izerinde bir diferansiyellenebilir egri olsun. %(s)
egrisinin dual Darboux catisi {é&,7,g} ve dual geodezik egrilik fonksiyonu # = 0 olarak

verilsin. Buna gére i sifirdan farkli, null olmayan sabit bir birim dual vektér olmak (izere
(g.u)=c, =sabit (5.101)

oluyorsa x(s) egrisine ¢ - slant dual hiperbolik egri denir.
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¢- slant dual hiperbolik egrilerin ¢- slant dual hiperbolik egriler oldugu agiktir.

Dolayisiyla, ¢- slant dual hiperbolik egriler igin gegerli olan tim karakterizasyonlar ¢ - slant dual

hiperbolik egriler icin de gegerlidir.

Ornek 5.1. |C| >1 olmak lizere Lorentziyen uzayda

r(t,v)=(cost—vsinz,sins +vcost,cv)

parametrizasyonu ile verilen tek kanath hiperboloid olsun. Bu yuzeye karsilik gelen dual egrinin

¢-slant, 1 -slant ve g -slant dual hiperbolik kiiresel egri oldugunu gosterelim:
r(t,v)=(cost —vsint,sint +vcost,cv) =(cost,sint,0)+v(—sint,cost,c)

olarak yazilirsa burada (cos t,sin t,O) dayanak egrisi ve (—Sin t,cos t,c) ise dogrultmandir. Bu

regle ylzeye karsilik dual birim kiire tizerinde birim hizli dual egriyi olusturalim.

t =(-sint,cost,c) HFH:\/‘sinZHCOSZt—cz‘:\/c2—1

1

bulunur. Buradan ﬁ(t)= - (—sint,cost,c) drr.

c -1

—€ € &

) 1 )
cost sint O|= (—csint,ccost,1)

—sint cost ¢

elde edilir. Bdylece regle yuzeye karsilik gelen birim hizli dual egri

a(t)=a(t)+ea"(r)= ! [(—sint,cost,c)+g(—csint,ccost,l)]
2 _

B

olarak bulunur. Simdi bu egrinin {é,f, §} Darboux ¢ati elemanlarini bulalim:

é(t) = a(r)
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t
1
dir. s =s(t) :I = dl parametre degisimi yapilirsa ve = «/62 —1s olur. Buradan
0 “\/C -1

e(s)= 211[(—sin(\/ﬁs),cos(\/cz_—ls),c)-l-e(—csin(\/czjs),ccos(\/cz_—ls),l)}
c?—

yazilir. Burada <E(s),§(s)> =—1 oldugu gorllir ve é(s) timelike vektordir.
f(s)=¢€(s)= (—cos(\/02 - lsf),—sin(\/c2 —ls),O)

elde edilir. <f(s),f(s)>=1 oldugundan 7(s) de spacelike bir vektérdir. Bu durumda g(s)

spacelike bir vektoérdir ve

—e, —e, e,
§(S)=—5(S)Xf(s)=\/czl—_l —Sin(ﬁs) cos(\/ﬁs) c
—cos(\jcz_—ls) —sin(\/cz_—ls) 0
= 21 (csin(\/ﬁs),—ccos(\/ﬁs),—l)
c -1

olur. Ayrica <§(S), §(S)> =1 oldugu gérilir. c(s)= (cos(\fc2 —1s),sin(\/c2 —ls),())

oldugundan

—€ —€ €

7*(s) = E(s)xL (s) = cos(\/cz_—ls) sin(x/cQ_—ls) 0|=(0,0,0)
—cos(ﬁs) —sin(ms) 0

ve
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—€ —€ €

COS(\/CZ_—IS) sin(\/cz_—ls) 0
csin (ﬁs) —c cos(ﬁs) -1

() =E(s)xg(s) =—=
c -1

= \/21_1 (sin(\/ﬂs),—cos(\/ﬂs),—c)
ct—

olur. Buradan
f(s)=f(s)+et (s)= (—cos(»\/c2 —ls),—sin («/c2 —ls),())

ve

aon ey
8(s)=g(s)+eg ()=
-1

{(csin( -1 ),—ccos( cz—ls),—1)+g(sin( -1 ),—cos( cz—ls),—c)}

elde edilir. Simdi 7 dual kiiresel egrilik fonksiyonunu bulalim. g’(s) = —y7 (s) oldugundan

y =c dir.

—sin( cz—ls) cos(\/cz—ls) 0

A =det(c',é,f) = 21 | —sin( cz—ls) cos(xlcz—ls) cl=-c
c -1

—cos( c2—1s) —sin(x/c2—ls) 0

ve

o= <E’,E> = <(—sin(\ﬁs),cos(\/ﬁs),O),(—sin(\ﬁs),cos(ﬁs),c)> =1

bulunur. Buradan

7=y+e(@+yAN)=ct+e(1-¢)
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elde edilir. Dolayisiyla, 7 bir sabit oldugundan Teorem 5.3.1 den verilen egri bir ¢ - slant dual

hiperbolik egridir. ¢- slant dual hiperbolik egri ayni zamanda g - slant dual hiperbolik egri

4 3 ifadesi sabit

(1-77)

oldugundan Teorem 5.3.5 den tek kanatl hiperboloid yiizeyine karsilik gelen egri f - slant dual

oldugundan, egri bir g - slant dual hiperbolik egridir. Ayrica

hiperbolik egridir.

Ayrica, dual Darboux gatinin ani ddnme vektoru
d=—(c+e(—-c*))e-g= Je? —1(0,0,—1) + £(0,0,¢)

olarak yazilir. Dual egrilik yarigcapl

1 1 1 1
&c

- 1 _ _ .
R_\/‘1_772‘ \/‘1—(c+g(1—c2))2‘ \/‘(Cz—l)(l—éﬂc)‘ «/cz—l-'- ch—l

bulunur. R =sinh & oldugundan

1 1
+&c
Ji -1 -1

sinh @ +£0" cosh @ =

Cc

olur. Karsilikh elemanlar eslestirilirse sinh @ = ve 6 cosh= olur. Buradan

|

[

2
c -

@ =1 bulunur. O halde ¢ ve d, arasindaki dual hiperbolik ag

1

¢t -1

0=0+e0" = arcsinh[ j+g bulunur.
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Sekil 5.1. |C| >1 olmak Uizere tek kanatl hiperboloid ornegi

5.4. Dual Lorentziyen Slant Timelike Egriler

Bir dogrunun hareketiyle olusan yiizeye regle ylizey denir. M. Onder bir spacelike regle
yuzeyin bogaz cizgisi Uzerinde bulunan cati elemanlari ile sabit a¢i yapan bir sabit vektoru

dikkate alarak spacelike slant regle ylzeyleri tanimlamistir [18]. lyi bilinir ki E. Study

doénisimuinden IR13 uzayindaki yonli dogrular birim dual Lorentziyen klrenin noktalarina
birebir karsilik gelir. Boylece spacelike regle ylzey birim dual Lorentziyen kire Uzerinde bir
egriye karsilik gelmektedir. Bu bélimde, §12 birim dual Lorentziyen kire ylzeyi Gzerindeki slant

timelike egrilerin geometrisi, dual Darboux c¢atisi ve onun tlrev formilleri yardimiyla

incelenecektir.
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(a) ¢- Slant Dual Timelike Egriler

Tanim 5.4.1. %(s)=X(s)+&X'(s), S? kiresi iizerinde bir diferansiyellenebilir egri olsun. %(s)

egrisinin dual Darboux gatisi {€, 7, g} ve dual geodezik egrilik fonksiyonu » = O olarak

verilsin. Buna gére i sifirdan farklh null olmayan sabit bir birim dual vektér olmak lizere
(¢,it) =¢, =sabit (5.102)

oluyorsa X(s) egrisine ¢ - slant dual timelike egri denir.

Teorem 5.4.1. x(s), ¥ dual geodezik egriligi sifirdan farkli bir diferansiyellenebilir egri olsun.
¢, =(¢,it) ve ¢, =(g.ii) sabit olmak iizere i(s) bir ¢- slant dual timelike egridir ancak ve

ancak

(5.103)

||~
|
Kyl |o§>'

ifadesi sabittir.

ispat: (=): %(s) bir ¢- slant dual timelike egri olsun. Bu takdirde Tanim 5.4.1. den i bir sabit

dogrultu olmak Uzere

(¢,i)=c, = sabit (5.104)

olur. Dual Darboux tiirev formdalleri kullanilarak (5.104) denkleminin tiirevi alinirsa <f,ﬁ>:0
bulunur. Yani i birim dual vektori e ve g dual vektorlerinin gerdigi diizlemdedir. Buradan C_'g,

ve Cg dual sabitler olmak Uzere

i=ceé+c,g (5.105)

€ 8

yazilabilir. ii sabit oldugundan (5.105) denkleminin tirevi alinirsa

(6 +57)7=0 (5.106)
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elde edilir. Buradan

|
OO

X |~

sabit bulunur.

(<) : (5.103) denklemi saglansin. i birim dual vektori

IS
Il
Q|
N
+
9}
o

(5.107)

(\
o

olarak tanimlanir. (5.107) esitliginin tiirevi alinip (5.103) esitligi kullanilirsa 7' =0 bulunur. Yani

Il bir sabit birim dual vektérdir. Diger yandan <é, ﬁ) =¢, =sabit tir. Boylece Tanim 5.4.1. den

%(s) bir - slant dual timelike egridir.

Sonug 5.4.1. X(s) bir ¢- slant dual timelike egri olsun. Bu takdirde, (5.103) nin reel ve dual

kisimlari, sirasiyla,

e
v C.
* * (5.108)
« C,C.C,C,
Vo= 2
Cg
bigimindedir.

ispat: %(s) bir ¢- slant dual timelike egri oldugundan (5.103) esitligi reel ve dual kisimlarina

ayrilirsa

y+ey c, +éc,

bulunur. Béylece
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olur. Son esitlikte reel ve dual kisimlar karsilastirilirsa

* *
N a1

1
y c
elde edilir. E. Study doniisimiinden spacelike regle ylzeyin anadogrulari S? birim dual kuresi

Uzerindeki diferansiyellenebilir &(s)=é(s)+cé’(s) egrisinin reel kismi olan e(s) vektoriine

karsilik gelmektedir. Bu takdirde (5.108) in ilk esitligi € - slant dual timelike egrisine kargilik

gelen bir spacelike regle ylizeyin g - slant spacelike regle ylizey olma sartini verir [18].

Teorem 5.4.2. X(s), {é, 1, g} Darboux gatisi ile verilen, dual kiresel egrilik fonksiyonu sifirdan

farkli bir diferansiyellenebilir egri olsun. %(s), bir ¢ - slant dual timelike egridir ancak ve ancak
det (E', e’ é’") =0

esitligi saglanir.

ispat: (=) : %(s), €~ slant dual timelike egri olsun. Dual Darboux tiirev formillerinden

e =1
¢"=e+yg
g P (1) 47

elde edilir. Buradan

0 1 0
det(&,¢",&") =1 0 7
0 (1+ 72) 7

!

det(¢',é",e") =7" (é} (5.109)
7
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Teorem 5.4.1 den istenen sonug bulunur.

(<): det(e,ée",e")=0 olsun. (5.109) dan oraninin sabit oldugu aciktir.

||~

Dolayisiyla %(s), bir ¢- slant dual timelike egridir.

Sonug 5.4.2. X(s) bir ¢- slant dual timelike egri olsun. Bu takdirde, det(e’,e”,e”) =0 esitligi
reel ve dual kisimlarina ayrilirsa

det(e',e",e")=—<e'xe",e" >=0

det(¢,é",e")=0 , det(¢,e".e")+det(¢,e”,e")+det(e”,e",e") =0

elde edilir. lyi bilinir ki bir spacelike regle yiizeyin anadogrulari bir dual timelike egrinin (s) reel

Al A I . . . . —

bilesenine karsilik geldiginden, det(e’,é”,é") =0 esitligi, bir spacelike regle yiizeyin g - slant

spacelike regle yiizey olma sartidir. Bu takdirde ¢ - slant dual timelike egrisine karsilik gelen bir

spacelike regle ylzeyin g - slant spacelike regle yizey olma sartini verir [18].

Teorem 5.4.3. X(s), {é,7,g)} Darboux catisi ile verilen, dual kiiresel egrilik fonksiyonu

sifirdan farkli bir diferansiyellenebilir egri olsun. %(s), bir ¢ - slant dual timelike egridir ancak ve

ancak

det( r, ~n’gm) 0

esitligi saglanir.

ispat: (=): X(s), bir ¢- slant dual timelike egri olsun. Dual Darboux tiirev formiillerinden

§=7i
3" =ye+Vt+7°8
g =y T+ (e+78)+7e+yi+27 g+ yt

—— ~

=2}7'5+()73+}7”+;7)t~+37/ 78

elde edilir. Buradan
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0 7 0
det(g'.8".8") =7 7 y?
2 7y Yy 37V
=7(7°7)
~p o~ o~ =5 1 ,
det(g', 8", 8")=-7 7 (5.110)

Teorem 5.4.1. den istenen sonug bulunur.

(<=): det(g',g",8")=0 olsun. (5.110) dan oraninin sabit oldugu aciktir.

X |~

Dolayisiyla %(s), bir ¢- slant dual timelike egridir.

~po~no~m

Sonug 5.4.3. %(s) bir ¢- slant dual timelike egri olsun. Bu takdirde, det(g’,g",g")=0 esitligi

reel ve dual kisimlarina ayrilirsa,

det(g',.8".8") =—<§'xg". 8" >=0

—ll I —~n —m

det(g,g".8M =0, det(g.g"g")+det(g,g",g" ) +det(g",g",g")=0

elde edilir. Bu takdirde det(g’,g",g") =0 esitligi, e - slant dual timelike egrisine karsilik gelen

bir spacelike regle ylizeyin g - slant spacelike regle ylzey olma sartini verir [18].

Teorem 5.4.4. %(s), {&,f,g} Darboux catisi ile verilen, dual kiiresel egrilik fonksiyonu

sifirdan farkli bir diferansiyellenebilir egri olsun. %(s), bir ¢ - slant dual timelike egridir ancak ve

ancak
g"'_(1+72)g'=() (5.111)

esitlikleri saglanir.

ispat: (=): %(s), bir ¢- slant dual timelike egri olsun. Dual Darboux tiirev formiillerinden
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e =t (5.112)
&" =473 (5.113)
&=(1+7)i+7g (5.114)

tir. %(s) bir ¢- slant dual timelike egri oldugundan Teorem 5.4.1. den ;:sabit fonksiyonunun
4

turevi alinirsa,

7'=0 (5.115)
olur. (5.115) ve (5.112) denklemleri (5.114) denkleminde yerine yazilirsa

é”’—(1+;72)é’:0 (5.116)
elde edilir.

(<) : (5.111) denklemi saglansin. 7' =¢" ve buradan

"=e" (5.117)
bulunur. (5.111) denklemi (5.117) denkleminde yerine yazilirsa

"=(1+7)& (5.118)
elde edilir. Diger taraftan dual Darboux tirev formullerinden
'=é+yg

=(1+7)i+738 (5.119)
oldugundan (5.118) ve (5.119) denklemleri karsilastirilirsa

(1+72)E+7g :(1+72)f
olur. Karsilikli esitliklerden

7 =0 (5.120)



85

1
elde edilir. (5.120) denkleminin integrali alinirsa — = sabit bulunur. Teorem 5.4.1. geregince
4

%(s) , bir ¢- slant dual timelike egridir.

Sonug 5.4.4. (s) bir ¢- slant dual hiperbolik edri olsun. Bu takdirde, (5.111) reel ve dual

kisimlarina ayrilirsa

& +se” =(14(r+er ) )@ +ed")

—m _

&"=(+ye , " =2y ++rN)e"

elde edilir. Bu takdirde €” = (1+ )¢’ esitligi, € - slant dual timelike egrisine karsilik gelen bir

spacelike regle ylzeyin g - slant spacelike regle yizey olma sartini verir [18].

(b) 7 -Slant Dual Timelike Egriler

Tamim 5.4.2. X(s)=x(s)+&X (s), S? kiiresi (izerinde bir diferansiyellenebilir egri olsun. %(s)
egrisinin dual Darboux catisi {e,7,g} ve dual geodezik egrilik fonksiyonu 7 # 0 olarak

verilsin. Buna gére i sifirdan farkli null olmayan sabit bir birim dual vektér olmak lzere
(i,ity=¢. =sabit (5.121)

oluyorsa %(s) egrisine f - slant dual timelike egri denir.

Teorem 5.4.5. X(s), {é, 7, g} Darboux gatisi ile verilen, dual kiiresel egriligi sifirdan farkli bir

diferansiyellenebilir egri olsun. Bu takdirde (s) bir f - slant dual timelike egridir ancak ve

ancak

ol

S = sabit (5.122)
(1+77)?

olmasidir.
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ispat: (=): X(s) bir 7- slant dual timelike egri olsun. Bu takdirde sabit bir ii vektéri igin

<f,ﬂ> =c; = sabittir. Buradan

0=

S
N

e+C T +b,§

yazilabilir. (5.123) denkleminin turevi alinirsa

0=b'é+bi+C é+

0= +c)e+b+b,7)i+ (b, +5;7)8§

~1

78+b, g+b ¥

ve {é,f, g} birortonormal gati oldugundan

bulunur. i sabit oldugundan

olur. Buradan (5.125) denklemi (5.126) da yerine yazilirsa

1322772—5;2+[;22 2522(1+}72)=712 = sabit

b+, =0,
b +b,7 =0,
b +&7 =0

bulunur. Béylece

b,

=1

n

J1+7°

<u,ﬁ> =b’~¢’ +b,’ = sabit

elde edilir. (5.124) un son denkleminden

AR

(5.123)

(5.124)

(5.125)

(5.126)

(5.127)

(5.128)
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yani,

bulunur. Gerekli islemler yapilir ve tekrar diizenlenirse
_r 1

(1+7°)

STREa]
|

y==

0| W

olur. Béylece

3
(1+7°)
ifadesi elde edilir.

(<) : (5.123) denklemi saglansin.

V 1

Ao )

vektorinu ele alalim. (5.130) denkleminin tirevi alinirsa

= = VT
P l+7 -7 A=
J1+72 2
il = N | L |i-di-dyi-
1+y 1+7°

olur. Gerekli islemler yapilirsa

(5.129)

(5.130)
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= =2 1 =2 —
~r (7(7 +) 37/7/) _Jg_j77§+ ry ~
(1+72)5 (1+7/2)2
T S |e—dé-dyg+ 773 g
(1+y2)5 (1+72)5

bulunur. Buradan i vektdriiniin sabit oldugu agiktir. Béylece <f,ft> = sabit olup x(s) bir

f - slant dual timelike egridir.

Sonug 5.4.5. %(s) bir 7- slant dual timelike egri olsun. Bu takdirde, (5.122) reel ve dual

kisimlarina ayrilirsa,

Y [y*' A+7%) —37/7'7*J
—t— = gsabit 5
Jo2+1y° (1+7%7

elde edilir.

= sabit

ispat: %(s) bir f - slant dual timelike edri oldugundan (5.122) esitligi reel ve dual kisimlarina

ayrilirsa
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v y'+er”
\/(72“)3 J7e 437 +377 +1

yazilir. Gerekli islemler yapilirsa

y'+ey” 3 y'+ey”
JPOH37 437241 (P D)+ + )6y

bulunur. Payda kokten kurtarilarak

. [V +D=3y7'y"]
NG+ NG +1)

!

y
NP +D?

= sabit

elde edilir. Bu takdirde = sabit esitligi, f - slant dual timelike egrisine karsilik

gelen bir spacelike regle ylizeyin h - slant spacelike regle ylzey olma sartini verir [18].

Teorem 5.4.6. %(s) bir 7 - slant dual timelike egridir ancak ve ancak

y == = , u timelike
‘tanh2 0-5°
~ (5.131)
y =% s_ , i spacelike
‘coth2 0 - Ez‘

esitligi saglanir.
ispat: (=): X(s) bir f - slant dual timelike egri olsun. i sabit birim timelike vektorii igin

(7,ii) =~ cosh @ = sabit (5.132)
olur. (5.132) denkleminin turevi alinirsa

(e+78.i)=0 (5.133)
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(¢.0)=-7(2.4)
bulunur. (g,i) =X olsun. Béylece

i=yxé-coshf7-xg
olur. {ii,ii) =1 oldugundan

7’x*—cosh’ @ +x*> =—1

X' (7 +1)=sinh’ @

+ sinh @
«/;72+1

bulunur. Bdylece (5.135) denkleminden

ﬂ:+7/smh6?é

olur. (5.133) denkleminin turevi alinirsa
<f+;7§+;72?,12> =<(1+;72)f+7§,ﬁ>=0

elde edilir.

(1+7°)(f.i@)+7(g.@)=—(1+7")cosh @ +7

(1+772)c0sh§

ol

X =

bulunur. (5.136) ve (5.139) denklemleri esitlenirse

sinh & (1+772)c0sh§

byl

7y +1

=0

(5.134)

(5.135)

(5.136)

(5.137)

(5.138)

(5.139)
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(SRR

—_
|
)
_+_
[E—
~

+tanh O dy 3 di_—le
(72 1)
_ dv
+tanh9j(y2jl)z—jd§=o

Simdi § — —s +¢ dénisimi yapilirsa

_r s
«f772+1

bulunur. (5.142) denkleminin karesi alinirsa

+tanh O

—2
tanh® @ _72/ = 5’
7+

2

7’ tanh’ 0 =5 +5°7

o, 5
) ”tanh2 5—52‘

elde edilir.

(=:7 saglansm
) f tanh2

smh 49 sinh 5

;/ + 1 e
tanh2 5

(5.140)

(5.141)

(5.142)
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X =+coshé ‘tanh2 5—52‘ (5.143)
alalim.
77)?:i+_(icosh§ ‘tanhzé—Ez‘):§cosh§
Q”tanh29 —s2‘
olur. Simdi

ﬁ:y_é_COShéf—zg :COShé(Eé—f$ ‘tanh2§_52‘g)

vektorinln sabit oldugunu gdsterelim.

~f

u :COShg E;—ygiﬁgiyd‘tanhzé—fz‘f
an )

=sinh@| 57 F . gt > gF 0 (iﬂ”tanhzé—ﬁz‘)f
\/‘tanhz 0 —Ez‘ \/‘tanhz 0 —52‘ \/‘tanhz 0 —52‘

ﬁ'zcosh@(Ef?(iE)f)
=0

bulunur. Buradan

ﬁ:coshﬁ(_é—f$( ‘tanh2§—§2‘)§) (5.144)

sabit bir vektordiir. Béylece X(s) bir f - slant dual timelike egridir.

Simdi %(s) bir 7 - slant dual timelike egri olsun. @i sabit birim spacelike vektori igin
(7,it)=sinh @ = sabit (5.145)

olur. (5.145) denkleminin turevi alinirsa



bulunur. (g,i)=x olsun. Béylece

i=yxé-sinh@i-x§

olur. (ii,ii)=1 oldugundan

7’x* —sinh® @ +x* =1

x° (772 +1) =cosh” @

N cosh @

)_C:_\/_1

7+

bulunur. Boylece (5.148) denkleminden

olur. (5.146) in tlrevi alinirsa

<f+;7’§+;72?,ﬁ>=<(1+;72)E+;7’§,12>=0

elde edilir.

(772 +1)<t~’f‘>+7<§,li>=(772+1)sinh§+77’7c:()

(

X=—

bulunur. (5.149) ve (5.152) denklemleri egitlenirse

+ cosh @ _

=2

e

7

+1)sinh 0

(772 +1)sinh§

=2

/4

+1

7

=2

/4
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+

cosh &

p—

g

(5.146)

(5.147)

(5.148)

(5.149)

(5.150)

(5.151)

(5.152)



Tcothd — . SNy
(71
Feothd | d73—jd§=o
(72 +1)2

bulunur. (5.155) denkleminin karesi alinirsa

—2
coth® @ _72/ = 5’
7'+

72coth’ @ =52 +5°7>

7ot ——
‘coth2 0 —52‘
elde edilir.
_ s
(<) : ¥ =L —=—=———==—= saglansin.

‘coth2 0 —Ez‘

94

(5.153)

(5.154)

(5.155)
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Tt coth @ . cosh @
7 +1 5’
\/7 ZS_ -2 +1
coth" 8 —%

X =+sinh & ‘coth2 0 —52‘ (5.156)
alalim.

yx=1 > (isinh§ ‘cothzé—Ez‘):Esinhé

‘coth2 0-5°

olur. Simdi

=y Xé—sinh@f -x g :sinhé(Eé—f1( ‘cothzé—ﬁz‘)g)

vektoérinin sabit oldugunu gdsterelim.

i'=sinh@| 51 -7 F ——0s— ! §$ 1/coth 0-5%1

coth2

=sinh@| 57 F g~i— E_ (%’cothzé—Ez‘)f
\l‘coth 0 - \/‘cothz 5 \/‘cothzﬁ —Ez‘

i = sin hé(E -iF ( cothzé—ﬂ)g) (5.157)

sabit bir vektordir. Boylece x(s) bir f - slant dual timelike egridir.

Sonug 5.4.6. %(s) bir f-slant dual timelike egri olsun. Bu takdirde, (5.131) reel ve dual

kisimlarina ayrilirsa,
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s . tanh@[s* tanh @ — 56" sec h26’J B
Y=t —m—————, y =z 5 TR , u timelike
‘tanh2 0- sz‘ (tanh® 6 —5%)7
s . coth@[s* coth@+ 56" csc hzé’] 5
Y=t ——, y =z 5 77 , u spacelike
‘Coth2 60— sz‘ (coth” 6 —s7)

bulunur.

ispat: X(s) bir - slant dual timelikel egri olsun. Ik olarak i nin sabit birim timelike vektor

oldugu durumu ele alalim. (5.131) esitliginin ilk denklemi reel ve dual kisimlarina ayrilirsa

— 50 (s+&s")

T @nh’d-s° tanh>(@+0")—(s+e5")

yazilir. Gerekli igslemler yapilirsa

(s+e&s°)’ _ s*+&2ss”
tanh’(@+£60)—(s+e&s")’  (tanh® 0—s5°)+ 82[9* tanh @ sec h*0 — ss*}

bulunur. Payda eslenigi ile carpilip gerekli dizenlemeler yapilirsa

e 2s tanh 9[5‘* tanh & — s 0 sech’0 +J
—&
tanh® 6 —s° (tanh® 0 —s5°)*

=y’ +&2yy’

elde edilir. Taraf tarafa eslestirilip ¥ degeri yerine yazilirsa,

tanh 9|:S* tanh @ — 50" sec hzﬁ}
(tanh® 8 —s*)"*

7/:+—S 7/*:i

- 2

‘tanh2 0- sz‘

s ~
elde edilir. Bu takdirde y =+ —————— esitligi, - slant dual timelike egrisine karsilik
,Mtanhz Q—SZ‘

gelen bir spacelike regle ylzeyin I - slant spacelike regle yuzey olma sartini verir [18].

Simdi @ nin sabit birim spacelike vektér oldugu durumu ele alalim. (5.131) esitliginin

ikinci denklemi reel ve dual kisimlarina ayrilirsa,
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_ 50 (s+e&s°)’

T coth’f-5° coth’(@+&6")—(s+es°)’

yazilir. Gerekli islemler yapilirsa

(s+es°)’ _ s> +&2ss"
coth’(@+£0)—(s+&s7)*  (coth’ @—5°)— gZ[ss* +0" coth Ocsc hze}

bulunur. Payda eslenigi ile carpilip gerekli dizenlemeler yapilirsa

52 2scoth 49[s* coth@+s6" cschzﬁ} iy
+& =y +¢&
coth® §—s° (coth® 8 —s°)* 4 77
elde edilir. Taraf tarafa eslestirilip 7 degeri yerine yazilirsa,
N s . coth 9[5* coth@+ 56" csc hzﬁ]
Vi —m—— , V==
‘coth2 0—52‘ (coth® §—s57)"?
s

elde edilir. Bu takdirde y =+ esitligi, 7 - slant dual timelike egrisine karsilik

\ Mcoth2 6— sz‘

gelen bir spacelike regle ylzeyin I - slant spacelike regle ylzey olma sartini verir [18].

(c) g - Slant Dual Timelike Egriler

Tamim 5.4.3. (s)=X(s)+£x (s), S? kiresi Uizerinde bir diferansiyellenebilir egri olsun. (s)
egrisinin dual Darboux gatisi {&,7, g} ve dual geodezik egrilik fonksiyonu 7 =0 olarak

verilsin. Buna gére i sifirdan farklh null olmayan sabit bir birim dual vektér olmak lizere
<g,ﬁ>=5g =sabit (5.158)

oluyorsa X(s) egrisine ¢ - slant dual timelike egri denir.
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¢ - slant dual timelike egrilerin ¢- slant dual timelike egriler oldugu agiktir. Dolayislyla,
¢- slant dual timelike egriler icin gegerli olan tim karakterizasyonlar §- slant dual timelike

egriler igin de gegerlidir.

5.5. Dual Lorentziyen Slant Spacelike Egriler

Bir dogrunun hareketiyle olusan yiizeye regle yiizey denir. M. Onder spacelike
doguranli bir timelike regle ylizeyin bogaz gizgisi Uzerinde bulunan ¢ati elemanlari ile sabit aci

yapan bir sabit vektéri dikkate alarak spacelike doguranli timelike slant regle yulzeyleri

tanimlamistir [18]. lyi bilinir ki E. Study déniisiimiinden IRf uzayindaki yoénla dogrular birim

dual Lorentziyen kirenin noktalarina birebir karsilik gelir. Bdylece spacelike doguranh bir

timelike regle ylzey birim dual Lorentziyen kire Uzerinde bir egriye karsilik gelmektedir. Bu
bolimde, 512 birim dual Lorentziyen kiire ylzeyi tzerindeki spacelike slant egrilerin geometrisi,

dual Darboux ¢atisi ve onun turev formdilleri yardimiyla incelenecektir.

(a) ¢- Slant Dual Spacelike Egriler

Tanim 5.5.1. X(s)=X(s)+£x'(s), 53 kiiresi (izerinde bir diferansiyellenebilir egri olsun. X(s)

egrisinin dual Darboux catisi {&, 7, g} ve dual geodezik egrilik fonksiyonu 7 # O olarak

verilsin. Buna gére i sifirdan farkli null olmayan sabit bir birim dual vektér olmak lzere
(e,it) =c, =sabit (5.159)

oluyorsa %(s) egrisine ¢ - slant dual spacelike egri denir.

Teorem 5.5.1. x(s), 77 dual geodezik egriligi sifirdan farkli bir diferansiyellenebilir edri olsun.
C; =<é,ﬁ> ve ¢ =<§,ﬁ> sabit olmak lzere X(s) bir ¢ - slant dual spacelike egridir ancak ve

ancak

] (5.160)
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ifadesi sabittir.

ispat: (=): X(s) bir ¢- slant dual spacelike egri olsun. Bu takdirde Tanim 5.5.1. den i bir

sabit dogrultu olmak tzere
(¢,i)=c, = sabit (5.161)

olur. Dual Darboux tirev formilleri kullanilarak (5.161) denkleminin tlrevi alinirsa <f,ﬁ>:0

bulunur. Yani i birim dual vektori e ve g dual vektorlerinin gerdigi diizlemdedir. Buradan C_'g

ve C_‘§ dual sabitler olmak Uzere

i
Il
el
XN
+
oQe

(5.162)

Y
oo

yazilabilir. i sabit oldugundan (5.162) denkleminin tirevi alinirsa
(c.+2,7)i=0 (5.163)

elde edilir. Buradan

X |~
ol |o§>|

sabit bulunur.

(<) : (5.160) denklemi saglansin. i birim dual vektorii

<
Il
el
N
+
o

(5.164)

Y
o

olarak tanimlanir. (5.164) esitliginin tiirevi alinip (5.160) esitligi kullanilirsa 7' =0 bulunur. Yani

Il bir sabit birim dual vektérdir. Diger yandan <é, ﬁ) =¢, =sabit tir. Boylece Tanim 5.5.1. den

%(s) bir - slant dual spacelike egridir.

Sonug 5.5.1. %(s) bir ¢- slant dual spacelike egri olsun. Bu takdirde, (5.160) nin reel ve dual

kisimlari, sirasiyla,
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(5.165)

bigimindedir.

ispat: %(s) bir ¢- slant dual spacelike egri oldugundan (5.160) esitligi reel ve dual kisimlarina

ayrilirsa

® *
y+ey C€+6‘Ce

y—ey _(cg +gc;)(c€ —gc:)
2 2

Y Ce

bulunur. Béylece

elde edilir. E. Study dénusiminden spacelike doguranh bir timelike regle ylzeyin anadogrulari
5‘12 birim dual kuresi Gzerindeki diferansiyellenebilir é(s)=¢(s)+£¢"(s) egrisinin reel kismi olan
e(s) vektoriine karsilik gelmektedir. Bu takdirde (5.165) in ilk esitligi € - slant dual spacelike

egrisine karsilik gelen bir spacelike doguranli timelike regle yiizeyin g - slant timelike regle

yuzey olma sartini verir [18].

Teorem 5.5.2. X(s), {é,, g} Darboux gatisi ile verilen, dual kiresel egrilik fonksiyonu sifirdan

farkl bir diferansiyellenebilir edri olsun. ¥(s), bir ¢ - slant dual spacelike egridir ancak ve ancak
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det( ~1 ~rr ém):()

esitligi saglanir.

ispat: (=) : %(s), ¢~ slant dual spacelike egri olsun. Dual Darboux tiirev formiillerinden

elde edilir. Buradan

0 1 0
det(e',e",e") = 0 2
0 7 -1 7
1 ~n ~m =2 1 ,
det(e',e ==y = (5.166)
v

Teorem 5.5.1. den istenen sonug bulunur.

(<): det(e,e",e")=0 olsun. (5.166) dan oraninin sabit oldugu aciktir.

||~

Dolayisiyla %(s), bir ¢- slant dual spacelike kiiresel egridir.

Sonug 5.5.2. %(s) bir ¢- slant dual spacelike egri olsun. Bu takdirde, det(e’,é",é”)=0

esitliginin reel ve dual kisimlari
det(é’f’ é‘”’ ém) — < é’l xé”, ém >: 0
det(é,é",e")=0 , det(é,é",e")+det(e,e”",e") +det(e”,e",e") =0

bigimindedir. lyi bilinir ki bir spacelike doguranh timelike regle ylizeyin anadogrulari bir dual

spacelike egrinin €(s) reel bilesenine karsilik geldiginden, det(e’,e",e™) =0 esitligi bir timelike

regle yuzeyin g - slant timelike regle ylzey olma sartidir. Bu takdirde e - slant dual spacelike
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egrisine karsilik gelen bir spacelike doguranli timelike regle yiizeyin g- slant timelike regle

yuzey olma sartini verir [18].

Teorem 5.5.3. X(s), {&,7,2} Darboux catisi ile verilen, dual kiiresel egrilik fonksiyonu
sifirdan farkl bir diferansiyellenebilir egri olsun. X(s), bir ¢ - slant dual spacelike egridir ancak

ve ancak
det(gr’,g",g"') =0

esitligi saglanir.

ispat: (=): X(s), bir ¢- slant dual spacelike egri olsun. Dual Darboux tiirev formillerinden
§ =7

= —7e+7T+7'¢

gﬂ
§ =TT +7 (-6 +78)-Fe-Fi + 277+ 77

elde edilir. Buradan

0 7 0
det(g",g",g"') — _77 71 772
27 P +7 -7 ¥
=7 (7°7)
~p o~ o~ =5 1 l
det(g',8".8") =7 7 (5.167)

Teorem 5.5.1. den istenen sonug bulunur.

oraninin sabit oldugu aciktir.

||~

(<): det(g’,g",g")=0 olsun. (5.167) den

Dolayisiyla %(s), bir ¢ - slant dual spacelike egridir.
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Sonug 5.5.3. X(s) bir ¢- slant dual spacelike egri olsun. Bu takdirde, det(g’,g",&")=0

esitliginin reel ve dual kisimlari

det(g',8".8") =—<g'xg".g" >=0

=" —m

.8 ) +det(g”, 5", 8" >=0

—p = —xll

det(g,8".g" , det(g.g".g")+det(gg

elde edilir. Bu takdirde det(g’,g",g")=0 esitligi, ¢- slant dual spacelike egrisine karsilik

gelen bir spacelike doguranli timelike regle ylizeyin g - slant timelike regle ylzey olma sartini

verir [18].

Teorem 5.5.4. %(s), {é,f,g} Darboux gatisi ile verilen, dual kiiresel egrilik fonksiyonu

sifirdan farkl bir diferansiyellenebilir egri olsun. X(s), bir ¢ - slant dual spacelike egridir ancak

ve ancak
é”’+(1—;72)é’ =0 (5.168)

esitligi saglanir.

ispat: (=): %(s), bir ¢- slant dual spacelike edri olsun. Dual Darboux tiirev formiillerinden

e =t (5.169)

" =—e+yg (5.170)

=7 -)i+7'g (5.171)
tir. %(s) bir e- slant dual spacelike egri oldugundan Teorem 5.5.1. den %: sabit
fonksiyonunun tirevi alinirsa,

7=0 (5.172)
olur. (5.172) ve (5.169) denklemleri (5.171) denkleminde yerine yazilirsa

&"+(1-7")é =0 (5.173)

elde edilir.
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(<) : (5.168) denklemi sadlansin. ' =¢" ve buradan
P (5.174)
bulunur. (5.168) denklemi (5.174) denkleminde yerine yazilirsa

7=(7"-1)¢ (5.175)

elde edilir. Diger taraftan dual Darboux tlrev formillerinden

'=—e+7g

i"=(7"-1)i+73g (5.176)
oldugundan (5.175) ve (5.176) denklemleri karsilastirilirsa

(7 -1)i+yg=(7"-1)f
olur. Karsilikh esitliklerden

7=0 (5.177)

1
elde edilir. (5.177) denkleminin integrali alinirsa — = sabit bulunur. Teorem 5.5.1. geregince
v

%(s) , bir ¢ - slant dual spacelike egridir.

Sonug 5.5.4. %(s) bir ¢- slant dual spacelike egri olsun. Bu takdirde, (5.168) reel ve dual

kisimlarina ayrilirsa

&"+eé”" :—(1—()/+g}/*)2)(5’+6e?*')

&"=—(1-yhe , & =2pye-(1-pHe"

elde edilir. Bu takdirde ¢” =—(1—y")¢é’ esitligi, € - slant dual spacelike egrisine karsilik gelen

bir spacelike doguranh timelike regle yizeyin g - slant timelike regle ylzey olma sartini verir

[18].
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(b) 7 - Slant Dual Timelike Egriler

Tanim 5.5.2. X(8)=x(s)+€x°(s), S~§ kiresi {izerinde bir diferansiyellenebilir edri olsun. %(s)
egrisinin dual Darboux gatisi {¢,7, g} ve dual geodezik egrilik fonksiyonu 7 # (0 olarak

verilsin. Buna gére i sifirdan farklh null olmayan sabit bir birim dual vektér olmak lizere
(1,it)=¢; =sabit (5.178)

oluyorsa X(s) egrisine f - slant dual spacelike edri denir.

Teorem 5.5.5. X(s), {é, 7, g} Darboux catisi ile verilen, dual kiiresel egriligi sifirdan farkl bir

diferansiyellenebilir egri olsun. Bu takdirde %(s) bir f - slant dual spacelike egridir ancak ve

ancak

7 = sabit (5.179)
(7 -1)2

olmasidir.

ispat: (=): (s) bir f - slant dual spacelike egri olsun. Bu takdirde sabit bir & vektorii icin

<f,12> =¢. = sabit olur. Buradan

0=

S
Q

+Ci+b,§ (5.180)

yazilabilir. (5.180) denkleminin turevi alinirsa

b +b,7 =0, (5.181)
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sistemi elde edilir. (5.181) in ikinci denkleminden
by=-b,y
bulunur. i sabit oldugundan

(i1, ) = b’ —c’ —b,’ = sabit

olur. Buradan (5.182) denklemi (5.183) de yerine yazilirsa

b7’ +¢’ —b, =b(y* ~1)=n" = sabit

bulunur. Béylece

b=+

yani,

olup, bu tirev dizenlenirse

= V7

olur. Bdylece

(5.182)

(5.183)

(5.184)

(5.185)

(5.186)
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ifadesi elde edilir.

(<) : (5.180) denklemi saglansin.

vektorinu ele alalim. (5.187) denkleminin tirevi alinirsa

(5.187)
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bulunur. Buradan u vektériinin sabit oldugu agiktir. Boylece <f,ﬁ>=sabit olup %(s) bir -

slant dual spacelike egridir.

Sonug 5.5.5. %(s) bir - slant dual spacelike egri olsun. Bu takdirde, (5.179) reel ve dual
kisimlarina ayrilirsa,
Y (7" =D=3yy7"]

— = sabit ,
G -1y (7' -

= sabit

elde edilir.

ispat: %(s) bir f - slant dual spacelike egri oldugundan (5.179) esitlidi reel ve dual kisimlarina

ayrilirsa

byl

__ r+ey”
\/(72 _1)3 J7° =374 377 ~1

yazilir. Gerekli islemler yapilirsa

]/I+5}/,* B }/'—{—g}/’*
PP =37 437" -1 (=1 +e( -1’6y 7"

bulunur. Payda kokten kurtarilarak

Y [P =D=3yy7"]
+&
NC (7' =™

!

y
J&Z =1y

= sabit

elde edilir. Bu takdirde = sabit esitligi, - slant dual spacelike egrisine karsilik

gelen bir spacelike doguranl timelike regle ylzeyin I - slant timelike regle ylizey olma sartini

verir [18].

Teorem 5.5.6. i(s) bir { - slant dual spacelike egridir ancak ve ancak
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y == = = u timelike

s +SOth 0 (5.188)
y == > u spacelike

5° +tanh” @

esitligi saglanir.
ispat: (=): X(s) bir f - slant dual spacelike egri olsun. i sabit birim timelike vektérii igin
(7,ii) =sinh @ = sabit (5.189)

olur. (5.189) denkleminin turevi alinirsa

(-e+7g.u)=0 (5.190)

(e,iiy=7(g.u) (5.191)
bulunur. <§,b7> =X olsun. Bdylece

=y Xé+sinh@f -Xg (5.192)
olur. <IZ,L7>=—1 oldugundan

72X +sinh” @ —x* =1

x° (772 —1) =—cosh” @

_, coshd (5.193)
1-7°

bulunur. Béylece (5.192) denkleminden

d=+ 7COSh§é+sinh§f¢ cosh ¢ g (5.194)

ﬁ 1-77

olur. (5.190) denkleminin turevi alinirsa

(-i+7g+7 1) =((7"-1)i +7 &.d)=0 (5.195)
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elde edilir.
(72 ~1)(7.0)+ 7 (g.d) = (7" ~1)sinh G + 7 ¥ =0

__2 1 fa)
f:M (5.196)
7

bulunur. (5.193) ve (5.196) denklemleri egitlenirse

" cosh & _ (1—}72)sinh«9
N 7

+cothd —L———1=0 (5.197)

olur ve (5.197) denkleminin integrali alinirsa

_d—7.i_1=0
-7y

icothéjd—73—jd§:o
1-7)

+cothd —L——5+2=0 (5.198)

+cothd —L— =5 (5.199)
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et ——
—=2 2N
\5% +coth® 6
elde edilir.
K3

(<=): 7:i—m saglansin.
S +CO

cosh 6 cosh 6

xX=x= ==
N
52 +coth’ @

X =+sinh O+5% +coth> @ (5.200)
alalim.

7X= i;_(isinhéxlﬁz +coth 5) =5sinh @

5% +coth* 0

olur. Simdi

i=yXé+sinh@f —x8 = sinhé(_é+f$ 5 +coth® ég)
vektorinin sabit oldugunu gdsterelim.

a'zsinhé[fhyg;;_g;%/#+coth2 éf}
52 +coth’ @
:sinhé[ﬁi S sr— % xS _(i\/52+c0th2§)t~]
J52+coth?d N5 +coth’d /52 +coth’d

ﬁ:sinh5(55+fi(\/§2+coth2§)§) (5.201)
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sabit bir vektordlr. Boylece x(s) bir f - slant dual spacelike egridir.

Simdi %(s) bir 7 - slant dual spacelike egri olsun. @i sabit birim spacelike vektori igin

(7,ii)=cosh @ = sabit (5.202)
olur. (5.202) denkleminin turevi alinirsa

(-e+7g,u)=0 (5.203)

(e,i)=7(g.u) (5.204)
bulunur. (g,i)=x olsun. Béylece

i=yxé+cosh@i-Xg (5.205)
olur. (i,ii)=1 oldugundan

72x> +cosh’ 8 —x* =1
¥ (7 ~1)=—sinh’§
sinh

=+ — (5.206)
-7

bulunur. Boylece (5.205) denkleminden

B el g (5.207)
«/1— 7’ 1-7°

<—f+;7g+;7zf,ﬁ>:<(72—1)f+7’g,ﬁ>=0 (5.208)

elde edilir.
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(772 _1)<;”Z>+7<§,ﬁ>=(72—1)cosh§+7’7c=0

1—%7)cosh @
(127" )eoshd 5200
e
bulunur. (5.206) ve (5.209) denklemleri esitlenirse
sinh @ (1—772)c0sh§

t
J1-72 7

+tanh —L———1=0 (5.210)

olur ve (5.210) denkleminin integrali alinirsa

sanhg—47 L _1_

(-7

+tanh§ —L— — T+ =0 (5.211)

+tanh§ L =5 (5.212)

bulunur. (5.212) denkleminin karesi alinirsa

=2

tanh’ 9_1 7/_2 =5’
—7

7’ tanh’ @ =5 —-5°7°
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_ K3
V=t ——
\5? +tanh* 0
elde edilir.
(=):7 =% 5 gl
<) : Y =t —————= saglansin.
\5* +tanh* 0
B sinh & . sinh @
_\/1_72 - 32
1- 2 2
s”+tanh” @
X =+cosh @5 +tanh’ (5.213)
alalim.
7 X :i;_(icoshé 5” +tanh’ 5) =5cosh@
5% +tanh’ @
olur. Simdi

A=7xé+cosh@f —Xx 3 :cosh§(§é+t~$(x/52+tanh2§)§)

vektorinin sabit oldugunu gdsterelim.

=cosh 5(5? i T il il (ix/EQ +tanh2§)t~]

i 2 2 2 2_§$ 2 2
x/E + tanh «/E +tanh” @ «/E +tanh” @

DI

ﬁzcoshé(?é—i—fi(\/Ez+tanh2§)§) (5.214)
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sabit bir vektordlr. Boylece x(s) bir f - slant dual spacelike egridir.

Sonug 5.5.6. %(s) bir 7 - slant dual spacelike egri olsun. Bu takdirde, (5.188) reel ve dual

kisimlarina ayrilirsa,

s . coth H[S* coth@—s8" csc h29] N
y=1 — , =% > T , u timelike
\s® +coth’ @ (s* +coth® 6)
s , tanhé [s* tanh @ — 56" sec h29] . .
y=t—e——— , y =z 5 T , u spacelike
/s> +tanh’ @ (s” +tanh” 0)
bulunur.

ispat: %(s) bir - slant dual timelike kiiresel egri olsun. ik olarak ii nin sabit birim timelike

vektor oldugu durumu ele alahm. (5.188) esitliginin ilk denklemi reel ve dual kisimlarina ayrilirsa

— 5 (s+e&s°)

T coth’0+5° coth’(@+&6")+(s+e¢s*)’

yazilir. Gerekli islemler yapilirsa

(s+es") _ s> +e2ss”
coth’(@+£0 )+ (s+&s") (s> +coth?0)+ gZ[ss* — 6" cothfcsc hze]

bulunur. Payda eslenidi ile carpilip gerekli dizenlemeler yapilirsa

52 2scoth H[S* coth@—s56" csc h29]
+&
s* +coth” @ (s> +coth® 0)*

= +&2yy"
elde edilir. Taraf tarafa eslestirilip ¥ degeri yerine yazilirsa,

y=to—— =t

\s® +coth” 8

coth G[S* cothd—s8" csc hzé?]
(s* +coth® )"
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elde edilir. Bu takdirde y == esitligi, 7 - slant dual spacelike egrisine karsilik

s
\s* +coth®
gelen bir spacelike doguranli timelike regle ylzeyin h - slant timelike regle ylzey olma sartini

verir [18].

Simdi @ nin sabit birim spacelike vektér oldugu durumu ele alalim. (5.188) esitliginin

ikinci denklemi reel ve dual kisimlarina ayrilirsa,

— 57 (s+es)?

T 4tanh’0  (s+es’) +tanh>(0+¢0°)

yazilir. Gerekli islemler yapilirsa

(s+es) ~ s> +e2ss”
(s+&s") +tanh’(@+£6") (s> +tanh® 0)+ 52[«9* tanh @sec h°6 + ss*]

bulunur. Payda eslenigdi ile ¢arpilip gerekli dizenlemeler yapilirsa

5 2s tanh H[S* tanhH—sH*sech29+]
te
s* +tanh® @ (s> +tanh’ 6)°

=y +82yy
elde edilir. Taraf tarafa eslestirilip ¥ degeri yerine yazilirsa,

P . tanh G[S* tanh 6 — 50" sec h20]

— , y =%
\s* +tanh® @ (s* + tanh’ 0)"*

y=%

elde edilir. Bu takdirde y == esitligi, 7 - slant dual spacelike egrisine karsilik

s
\s* +tanh’ @
gelen bir spacelike doguranl timelike regle ylzeyin h - slant timelike regle ylzey olma sartini

verir [18].
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(c) g - Slant Dual Spacelike Egriler

Tanim 5.5.3 X(s)=Xx(s)+&x"(s), 512 kiresi Gzerinde bir diferansiyellenebilir egri olsun. %(s)
egrisinin dual Darboux catisi {é,f,g} ve dual geodezik egrilik fonksiyonu » # O olarak

verilsin. Buna gére i sifirdan farklh null olmayan sabit bir birim dual vektér olmak lizere
(8,u)=c, =sabit (5.215)
oluyorsa X(s) edrisine g - slant dual spacelike egri denir.

g - slant dual spacelike egrilerin ¢- slant dual spacelike egriler oldugu agiktir.

Dolayisiyla, ¢- slant dual spacelike egriler igin gegerli olan tim karakterizasyonlar g - slant

dual spacelike egriler icin de gecerlidir.

Ornek 5.2. |c| <1 olmak lizere Lorentziyen uzayda

r(¢,v)=(cost—vsinz,sinz+vcost,cv)

parametrizasyonu ile verilen tek kanatli hiperboloid olsun. Bu yiizeye karsilik gelen dual

egrinin € - slant, f - slant ve g - slant dual spacelike egri oldugunu gosterelim:
r(t,v)=(cost—vsint,sinz +vcost,cv) =(cost,sinz,0)+v(—sinz,cost,c)

olarak yazilirsa burada (Cost, sint, 0) dayanak egrisi ve (—sint,cost,c) ise dogrultmandir.

Bu regle ylizeye karsilik dual birim kire Gzerinde birim hizli dual egriyi olusturalhim.

t =(—sint,cost,c) , ||f||=\/‘sin2t+coszt—c2‘=\/1—c2

1

1-c¢

bulunur. Buradan Zl(t)z = (—sint,cost,c) dir.
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- —e, €
a'(t)=2¢(r)xa(t)= 12 cost sint 0|=

2
1-c —sint cost ¢ 1-c

(—csint,ccost,1)

elde edilir. Boylece regle ylizeye karsilik gelen birim hizli dual egri

a(r)=d(r)+ea" ()= ! 2[(—sint,cost,c)Jrg(—csinz‘,ccost,l)]
1-c¢

olarak bulunur. Simdi bu egrinin {é,f, g} Darboux ¢atl elemanlarini bulalim

e(r)=a(r)
e
dir. s =s(?) =I = dl parametre degisimi yapilirsa ve t =+/1—c”s olur. Buradan
0 l—C
1

e(s)= [(—sin N1=c?s,cos\l—c?s,c) +e(—csin J1=c%s,ccosl—c?s, 1)}
J1=¢?
yazilir. Burada <E(s),§(s)> =1 oldugu gorilir ve e(s) spacelike vektordir.

7(5)=2¢(s)=(—cosvl—c’s,—siny1—c*s,0)

elde edilir. <f(s),f(s)> =1 oldugundan 7(s) de spacelike bir vektordiir. Bu durumda g(s)

timelike bir vektordir ve

—¢, —€, )
g(s)=eé(s)xt(s)= ! = —sinyl—-c*s cosvl—c’s ¢
e I-c’s —sinVl-c*s 0

—cosyl—c"s —sinyl—cs

1

= = (—csin1—c?s,ccosv1—c’s,1)
1-c

olur. Ayrica <§(s),§(s)>:—1 oldugu gérilir. E(S)=(COS\/1—C2S,Sin\/1—C2S,0)

oldugundan
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-, -, é,
£7(s) =C(s)xr(s) = cosxfl—czs sin\h—czs 0|=(0,0,0)
—cosyl—c?s —sinyl—=c*s 0

—

—¢, -, €;
o . . 1 .
g (s)=C(s)xg(s) = : cosvl—c*s  sinyl-c?s 0
1-c o Jio 2 [ 2
—csiny1l—c°s ccosyl—c’s 1

(—sinv1—c*s,cosV1—c?s,¢)

1
J1=¢2

olur. Buradan

7(s)=71(s)+e&t " (s) =(—cosyl—c’s,—sin\1—c?s,0)

ve

- - s 1 . )
2(s)=g(s)+¢&2"(s) [(—csm«/l—czs,ccosx/l—czs,l)+g(—sm«/’1—czs,cos «/l—czs,c)}
J1-¢?
elde edilir. Simdi 7 dual kiresel egrilik fonksiyonunu bulalim. g'(s)=y7(s) oldugundan
y =c dir.
—sinVl—c*s cosyl—c’s
L .
A=det(¢,é,f) = = J1=c? |=sinyl—-c?s cosVl—c’s c|=—c
1-c¢
—cosyl—c?s —sinyl-c’s 0

0

ve
o= <E’,E> = <(—sin J1=c%s,cosv1—c?s,0), (—sin 1 —c?s,cos V1 —c?s, c)> =1

bulunur. Buradan
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}7=7/+8(5—}/A)=c+8(1—c2)

elde edilir. Dolayisiyla, 7 bir sabit oldugundan Teorem 5.5.1 den verilen egri bir ¢ - slant dual

spacelike egridir. ¢- slant dual spacelike egri ayni zamanda g - slant dual spacelike egri

b

oldugundan, egri bir & - slant dual spacelike egridir. Ayrica % ifadesi sabit
(7*-1)?
oldugundan Teorem 5.5.5. den tek kanatli hiperboloid yiizeyine karsilik gelen egri 1 - slant dual

spacelike egridir.

Ayrica, dual Darboux ¢atinin ani donme vektori
d=(c+e(-c"))e-g = J1-¢(0,0,-1) + £(0,0,¢)

olarak yazilir. Dual egrilik yarigcapi

1 1 1 1 1

\/‘72 _1‘ = &c

= = +
(c+e(1—cz))2—1‘ Ja-ecree| Vi-¢ I—c
bulunur. R =sinh & oldugundan

R=

2

! +&c 1 =sinh @+ £6" cosh @

\/l—c2 \fl—c2

olur. Karsilikli elemanlar eglestirilirse sinh @ = ! = ve 0" cosh @ = - olur. Buradan
1-c 1-c

¢ =1 bulunur. O halde € ve d, arasindaki dual merkez agi

2

0=0+c0" :arcsinh[ j+g bulunur.

1-c¢
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Z P Time
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i |

Sekil 5.2. |c| <1 olmak tizere tek kanath hiperboloid &megi
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