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DUSUK-BOYUTLU DINAMIK SISTEMLERIN KAOS GECIS ESiGi
CIVARINDA DAVRANISLARI VE BUNLARIN SAGLAMLIK
ANALIZI

CETIN, Kivang

Yiiksek Lisans Tezi, Fizik Anabilim Dali
Tez Danigsmant: Prof. Dr. Ugur TIRNAKLI
Ocak 2015, 49 sayfa

Bu tez calismasinda; kaos esigi civarinda, bir boyutlu yitimli dinamik
sistemlerden lojistik mapin iterasyonlarinin toplaminin dagilimi ve lineer olmayan
dinamigin 6nemli niceliklerinin arasindaki iliskiler, farkli yogunluklarla iki ¢esit
katki eklenerek sayisal olarak arastirilmistir. ilk katki iyi bilinen beyaz giiriiltii
olup, ikinci katk:i yeni tanimladigimiz ve korale giiriiltii olarak adlandirdigimiz,
mapin kendi yapisindan katkilar yapan bir katkidir. Lojistik mapte kaos esigine
yaklagirken, standart lojistik mapin (giiriiltiisiiz) iterasyonlar1 giiclii korelasyonlara
sahiptir ve standart Merkezsel Limit Teoremi artik gecerli olmaz. Daha once
yapilan ¢alismada (Tirnakli et al. ,2009); limit dagilimin, uygun kosullar altinda
toplanabilir olmayan S,= (1 - Zipf)/(q - 1) Tsallis entropisini maksimum yapan
g-Gaussiyen dagilima yakinsadigi gosterilmistir. Bu tez calismasinda beyaz
giiriiltic ve korale giiriiltii katkilarinin, limit dagilim ve elde edilen g-Gaussiyen
dagilimin genisligi {izerindeki etkileri incelenmektedir. Bulunan bu sonuglarla;
korelasyon, fraktal boyut, Lyapunov iisteli ve q-Gaussiyen dagilimlar arasindaki

Olceklenme iligkileri iki ¢esit giiriiltii varlig1 altinda analiz edilmektedir.

Anahtar sozciikler: Kaos esigindeki lojistik map, merkezsel limit
davranislar, giirtiltiilii lojistik map.






ABSTRACT

BEHAVIORS OF LOW-DIMENSIONAL DYNAMICAL SYSTEMS
AT VINCINITY OF THE CHAOS THRESHOLD AND THEIR
ROBUSTNESS ANALYSIS

CETIN, KIVANC

MSc in Department of Physics
Supervisor: Prof. Dr. Ugur TIRNAKLI
January 2015, 49 pages

In this thesis we numerically investigate the distribution of the sums of the
iterates of the logistic map, which is a good example for a dimensional dissipative
dynamical system, and the relationships among the important properties of the
nonlinear dynamics in the vicinity of the chaos threshold by adding two kinds of
contributions with different densities. The first one is the well-known white noise,
whereas the second is a newly defined one, named as correlated noise, which
makes contributions from the own structure of the map. As the chaos threshold is
approached, the iterates of the standard logistic map (i.e noise-free) have strong
correlations and the standard Central Limit Theorem is not valid anymore. In a
recent work (Tirnakli et al. (2009), it has been shown that the limit distribution
seems to converge to g-Gaussian distribution, which maximizes the nonadditive
entropy S,=(1- X;p?)/(g- 1) under approapriate conditions. In this thesis, we
investigate the effect of these contributions (i.e white noise and correlated noise)
on the limit distribution and on the range of the obtained g-Gaussian distribution.
As a result of these findings, under the existence of white noise and also the
correlated, we analyze the scaling relations among correlation, fractality, the
Lyapunov divergence and g-Gaussian distributions.

Keywords: Logistic map at chaos threshold, central limit behavior, noisy
logistic map.
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1. GIRIS

Istatistiksel mekanik ve olasilik teorisinde biiyiik dneme sahip olan standart
merkezsel limit teoremi, 6zdes olarak dagilmis c¢ok sayida bagimsiz rastgele
degiskenin toplaminin dagiliminin, uygun sartlar altinda yaklasik olarak
Gaussiyen olacagii soyler (Kampen, 1981). Standart merkezsel limit teoremi
bagimsiz ya da neredeyse bagimsiz (6rnegin, kisa mesafeli korelasyonlar)
degiskenler iceren sistemler i¢in gecerliyken, rastgele degiskenleri arasinda giiglii
korelasyonlar sergileyen sistemler igin standart merkezsel limit teoremi artik
gecerli degildir. Bu tip sistemler i¢in merkezsel limit teoreminin bir Q-
genellestirilmesi gelistirilmistir (Umarov et al., 2008, 2010; Nelson and Umarov,
2010; Vignat and Plastino, 2007; Umarov and Tsallis, 2008; Hahn et al., 2010).
Bu genellestirme ile limit dagilimlar, S,= (1-}; pf) /(g - 1) seklinde tanimlanan
toplanabilir olmayan Tsallis entropisini optimize eden g-Gaussiyenler olarak elde
edilir. Bu genellestirilmis entropi, genellestirilmis istatistiksel mekanigin temeli
olup (Tsallis, 1988, 2009; Curado and Tsallis, 1991; Tsallis et al., 1998), ¢ - 1
0zel durumunda standart Boltzmann-Gibbs entropisine indirgenir. g-Gaussiyen

dagilimlar; f dagilimin genisligini kontrol eden parametre olmak {izere;

P(y) = PO L~ (- ) xE 100 )
seklinde tanimlanir. g =1 i¢in, dagilim Gaussiyen olarak elde edilir.

Standart merkezsel limit teoremi, rastgele degiskenlerin bagimsizligina
gerek duymasima ragmen; iterasyonlart asla tamamen bagimsiz olamayan
deterministik dinamik sistemler i¢in de merkezsel limit teoremlerin bulundugu
bilinmektedir. Bu tip sistemler i¢in; 6zdes sekilde dagilmis rastgele degiskenler
varsayimi, sistemin yeterince karismis olma (mixing) 6zelligi ile yer degistirirse
cesitli merkezsel limit teoremlerinin gegerli oldugu gosterilmistir (Kac, 1946;
Beck and Roepstorff, 1987; Bilingsley, 1968; Beck, 1990; Mackey and Tyran-
Kaminska, 2006). Deterministik algoritmasi ve uygulamadaki kolayligi ile bu tip
sistemlere standart lojistik map giizel bir 6rnektir. Pek ¢ok 6zelligi ortaya konmus
ve dogrusal olmayan dinamik sistemlerde biiyiik bir 6neme sahip olan lojistik
map, bir boyutlu yitimli dinamik sistemler simifinda yer alip, bu mapten elde
edilen sonuglarin bu sinif i¢in birer genel sonug¢ olmasi beklenir. Standart lojistik
map kuvvetli olarak kaotik iken sistemden elde edilen iterasyonlar ergodik ve
kuvvetli olarak karigmistir. Literatiirde, kuvvetli olarak kaotik rejimdeki standart

lojistik mapin uygun carpan ile 6l¢eklenmis iterasyonlari toplaminin dagiliminin



Gaussiyen oldugu ve bu durumun standart merkezsel limit teoremine uygun
oldugu gosterilmistir (Bilingsley, 1968; Beck, 1990; Tirnakli et al., 2007, 2009).
Lyapunov iistelinin pozitif degerlerinin sistemin kaotik rejimde, ayni iistelin
negatif degerlerinin ise sistemin periyodik rejimde oldugunu belirttigi gdz Oniine
aliarak; bir boyutlu yitimli sistemler i¢in Lyapunov {istelinin pozitif degerlerinde
standart merkezsel limit teoreminin gegerli oldugu soylenebilir (Mackey and
Tyran-Kaminska, 2006).

Lojistik mapin kaotik bolgesinden kaos esigine yaklasirken, mapin
iterasyonlar1 arasindaki korelasyonlar giderek kuvvetlenir. Standart lojistik mapin
tam kaos esigi noktasinda (a.=1.401155189...), Lyapunov iistelinin degeri
sifirdir, lojistik mapin iterasyonlar1 arasindaki kuvvetli korelasyonlar ve karistirici
ozelligin eksikliginden dolay1 bir standart merkezsel limit teoremi gegerli olamaz.
Ayrica bu noktada sistem artik ergodik degildir. Literatiirde ve bu tez
caligmasinda, kaos esigine yaklasilirken limit dagilimlarin, elde edilen olasilik
dagilimlarinin eteklerinin genisleyerek Q-Gaussiyen dagilim tarafindan tarif

edilebilir hale geldigi goriilmiistiir (Tirnakli et al., 2009).

Bu tez ¢aligmasinda ilk olarak standart lojistik mapin kaos esigi civarinda
gosterdigi limit davraniglar incelenip, daha sonra bu mape iki farkli cins katki
(beyaz ve korale giiriiltii) eklenerek elde edilen g-Gaussiyen dagilimlarin bu
gliriiltiilii senaryolar i¢in de gecerli olup olmadig1 kontrol edilmistir. Bu giiriiltiiler
farkl1 yogunluklarda mape eklenerek, sistemin dinamigi Ttzerindeki etkileri
incelenmis ve bdylece elde edilen limit dagilimlarin bir boyutlu yitimli sistemler
icin gegerliligi test edilmistir. Dogadaki biitiin sistem ¢esitleri i¢in giiriiltiiniin her
zaman kendini gostermesinden dolayi, giiriiltii katkisi ozellikle 6nemlidir. Bu
onemden dolay: literatiirde bu tiir sistemlere giiriiltiinlin etkisinin ¢alisildig1 pek
cok caligma vardir (Teramae and Kuramoto, 2001; Pluchino et al., 2013). Ayrica,
ozellikle giiriiltiiniin ~ kaos esigi lizerindeki ve Lyapunov {istelinin
belirlenmesindeki etkisi yogun sekilde ¢alisilmistir (Gao et al., 1999; Guiterrez et
al., 1993). Bu calismada giiriiltiiler, giirtiltiiniin mapin 6z dinamigine baskin
gelmemesi ve elde edilecek dagilimlarin sadece giiriiltii etkisinin dagilimi
olmasint 6nlemek icin akla yatkin yogunluklarda eklenmistir. Tez calismasinda
elde edilen sonuglarin her birinin literatiirde 6zgiin bir degere sahip olmasi
acisindan ulasilmak istenen amaca dogrudan katki vererek, korale rastgele
degiskenlerden olusan pek cok gergcek diinya sistemleri i¢in limit dagilimlarin

dogasina 151k tutacagi diisliniilmektedir. Ayrica bu tiir sayisal sonuglar



genellestirilmis limit teoremlerinin analitik ¢alismalarma ilham kaynagi

olacagindan olduk¢a 6nem tagimaktadir.

Iki gesit giiriiltiilii lojistik map i¢in kaos esigi civarindaki olasilik dagilimlar
incelendikten sonra, bu dagilimlarin genisligi ile korelasyon boyutu, korelasyon
uzunlugu, Lyapunov iisteli ve fraktal boyut gibi dogrusal olmayan dinamigin
onemli nicelikleri arasindaki daha 6nce ortaya konan 6l¢eklenme iliskileri (Afsar
and Tirnakli, 2014) bu giirtltili lojistik mapler igin test edilmistir. Kaos esigi
civarinda lojistik mapin kuvvetli korale dogasi ve fraktal yapisi nedeniyle elde
edilen sonuglarin, uzun menzilli korelasyonlara ve fraktal yapiya sahip
sistemlerde ortaya ¢ikan dagilimlar i¢in aciklayict olacagi diisliniilmektedir.
Literatiirde ilk defa (Afsar and Tirnakli, 2014) c¢alismasinda ele alinan bu
konunun, c¢esitli giiriiltiilerle yapilan testlerinin; elde edilen sonuglarin
dogrulugunu kanitlamasinin yani sira g-Gaussiyen dagilimlari ile bu nicelikler
arasindaki iligkilere yonelik, 6zellikle de fraktal boyut iizerine, yapilacak analitik

calismalara yol gosterecegi diisliniilmektedir.



2. STANDART LOJISTIK MAP VE iKi CESIT GURULTU
EKLENMIS LOJISTIK MAPLERIN LIMIT DAVRANISLARI

Bir boyutlu yitimli dinamik sistemler sinifinda yer alan lojistik map igin,
davranisin kuvvetlice kaotik oldugu rejiminde standart merkezsel limit teoreminin
gecerli oldugu bilinmektedir. Periyodik rejimden kaotik rejime bir faz gegisinin
oldugu kaos esigi civarinda ise mapin iterasyonlart arasindaki kuvvetli
korelasyonlar ve ergodik 6zelligin eksikligi nedeniyle standart merkezsel limit
teoremi gecerli olamaz. Sergiledigi bu 6zellikler nedeniyle kaos esigi yakinindaki
lojistik mapin limit davranislarinin arastirilmasi, bilesenleri arasinda yiiksek
dereceden korelasyonlar gosteren sistemlerin incelenmesi igin bir yol gosterici
nitelik tasimaktadir. Bu boliimde ilk olarak merkezsel limit teoremi tanitilarak,
lojistik map icin bu teoremin gecerli oldugu ve bu teoreme neden bir
genellestirme yapilmasi gerektiginden bahsedilmistir. Bu tartigmalarin ardindan
calismada uygulama modeli olarak ele aldigimiz standart ve iki tip giiriiltii katkis1
yapilmis lojistik mapler tanitilarak, davranisin kuvvetlice kaotik oldugu bolgede
ve kaos esigi civarinda limit dagilimlar elde edilmistir. Kaos gegis esigi civarinda
elde edilen dagilimlarin standart ve giiriiltiilii senaryolar i¢in karsilastirmasi
yapilarak, bu bolgede lojistik map ile ayn1 evrensellik sinifinda yer alan sistemler
i¢in evrensel bir davranis olarak g-Gaussiyen dagilimlarin elde edilecegi sonucuna

varilmistir.
2.1 Merkezsel Limit Teoremi

Daha 6nce de Moivre, Laplace, Chebyshev gibi aragtirmacilar tarafindan
incelenen limit teoreminin ilk tam ispati, bugiin karakteristik fonksiyonlar olarak
bilinen analitik bir ara¢ ile c¢alisilarak 1901 yilinda Lyapunov tarafindan
yapilmistir. 1920 yilinda Lindeberg, karakteristik fonksiyonlara gére oldukga basit
olan yeni bir metot ile teoremi ispatlamistir (Lindeberg, 1922). Teorem, olasilik
teorisindeki biiyiik 6nemi nedeniyle ilk defa (Polya, 1920) ¢alismasinda literatiire

merkezsel limit teoremi ifadesiyle girmistir.

Bu teorem, birbirinden bagimsiz ¢ok sayida (=) rastgele degiskenin
toplaminin olasilik dagilimin yaklasik olarak normal (veya Gaussiyen) olacagini
soyler. Bu ¢ok sayidaki rastgele degisken, bir rastgele siirecin bir adimin 6nceki
adimdan bagimsiz olacak sekilde iist iiste pek cok kere tekrarlanmasiyla
olusturulmus bir deney toplulugu olabilir. X, X5, ..., X, setinin birbiriden
bagimsiz ve 6zdes olarak dagilmis, x4 ortalamali ve sonlu bir ¢ varyansl rastgele
degiskenler olduklarmi varsayalim. Bu X; bagimsiz rastgele degiskenler setiyle



ilgili olasiik dagilimimi  bulmak i¢in, U, gibi bir rastgele degisken

tanimlayabiliriz;

(X —p) 1N
U, = burada X == ) X.. 2
NS n; . 2)

Bu U, rastgele degiskeniyle daha rahat islem yapmak i¢in; ortalamasi E( Z; )=0
ve varyanst V( Z,)=1 olacak sekilde bir Z; rastgele degiskeni tammlayalim;

z7="1 (3)

Bu rastgele degiskenin moment iiretim fonksiyonu

mz(t)=1+§+t3—?;E[Zi3]+... 4)

olarak yazilabilir. Ayrica, X; rastgele degiskenleri bagimsiz oldugundan Z;
rastgele degiskenleri de bagimsiz olur ve

_ﬁfz\/ﬁ;i ()

kolayca yazilabilir. Bagimsiz rastgele degiskenlerin toplaminin moment {iretim
fonksiyonu, bu degiskenlerin bireysel moment iiretim fonksiyonlarinin ¢arpimina
esittir. Boylece U, degiskeninin moment iiretim fonksiyonu, m,(t), Z; rastgele

degiskenlerinin moment iiretim fonksiyonlar1 cinsinden yazilabilir.

t ] 2 1 '

Bu ifadenin n — oo limitini alabilmek i¢in; ilk olarak logaritmasini alir sonra da

elde edilen ifadeyi sadelestirme amacl degisken doniistimii yapariz.
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In(m, (t))=n In{l+(;—n N 3|;_3/2 E(zfﬁ,..ﬂ (7)
t2 8 ]
y:(%+3!n—3/2E(Zi )+J (8)
In(m, (t) =nin{L+y) )

Artik bu ifadenin sag tarafini Taylor serisine agarak yazabiliriz,

2 3

In(m, (t)) = nin(+ y)=n{y—y7+y?—...}. (10)

y degiskeninin asil formunu yerine koyarsak,

3032

2t
In(m, (t)) = n[[—+ E(zi3)+...]
2n

1( t? t3

2
‘E(%*WE(Z‘3)+”'J (11)

1t ¢t 3 ’
+§[%+WE(L )+...j —...

ifadesini elde ederiz. Bu ifadede koOseli parantez disindaki » terimi, parantez
icerisine etkidiginde birinci terim disindaki biitiin terimlerde »’in bazi pozitif
kuvvetlerine sahip oluruz. n —oo limitinde bu ilk terim disindaki tiim terimler
sifira gider ve boylece,

t2

rI]im (In(m, (1)) = > (12)

ve dolayisiyla

lim (m, (t)) =e 2 (13)



ifadesini elde ederiz. Bu ifade bir standart normal rastgele degisken i¢in moment
iretim fonksiyonudur. Moment iiretim fonksiyonlarmin, karsilik geldikleri
dagilimlar i¢in 6zgiin olduklar1 hatirlanirsa, U,’nin dagiliminin standart normal

rastgele degiskenin dagilim fonksiyonuna yakinsayacagi goriiliir.

Merkezsel limit teoremi fizik, kimya, ekonomi gibi pek ¢ok disiplinde ¢ok
sayida bagimsiz ya da nerdeyse bagimsiz degiskenlerden olusan stokastik
siireclerin limit dagilimlarin1 agiklamakta 6nemli rol oynar. Stokastik siireglerin
aksine deterministik algoritmaya sahip dinamik sistemlerde, sistemin
iterasyonlarinin birbirlerinden asla tam olarak bagimsiz olamayacagi gbz Oniine
almarak bu sistemlerde merkezsel limit teoreminin gecerli olmayacagi
diisiiniilebilir. Ancak pozitif Lyapunov {isteline sahip deterministik sistemlerde
merkezsel limit teoreminin varligindan s6z edilebilir. Lyapunov {istelinin pozitif
olup sistemin kaotik rejimde oldugu deterministik dinamik sistemde; merkezsel
limit teoreminin 6zdes sekilde dagilmis rastgele degiskenler varsayimi asimptotik
istatistiksel bagimsizlik anlamina da gelen kuvvetlice karigmis olma kosulu ile yer
degistirirse bu sistem i¢in merkezsel limit teoremi gecerli olabilir. Lyapunov
iistelinin yeteri kadar biilyilik oldugu kuvvetli kaotik rejimde, sistemin iterasyonlari
ergodik o6zellik gosterir ve yeterince karigsmis olma kosulu saglanarak standart

merkezsel limit teoremi saglanir.

Sistemin iterasyonlar1 arasinda yiiksek korelasyonlarin oldugu, sistemin
iterasyonlarinin yeterince karismis olmadigi ve Lyapunov istelinin pozitif fakat
sifir civarinda salinim yapti1 kaos esigi civarinda ise standart merkezsel limit
teoreminin gecerli olamayacagi asikardir. Bu durumda limit davranisi arastirirken
alinan sonsuz limiti tek basina yeterli degildir, ayn1 zamanda kaos gecis esigi
noktasini sonsuz hassasiyetle tespit etmek de gerekir. Ancak sayisal hesaplarda
sonsuz limitini almanin imkansiz oldugu gibi kaos esik noktasini sonsuz
hassasiyetle tespit etmek de imkansizdir. Bu nedenle kaos gecis esigi noktasi ve
kullanilan iterasyon sayist arasinda uygun bir iliski kurularak limit dagilimlar
arastirilmalidir. Literatiirde ve bu tez calismasinda; kaos gecis esigi civarindaki
limit davraniglar1 arastirirken, bir boyutlu yitimli dinamik sistemlerden iyi bilinen
lojistik map kullanilmis ve bu mapin uygun carpan ile dl¢eklendirilmis kuvvetli
korale iterasyon toplamlarinin olasilik dagilimlarinin g-Gaussiyen limit dagilima
yakinsadig1 (Tirnakli et al., 2007, 2009) ve bu g-Gaussiyen limit dagilimlarinin,
mapin tim pencerelerinin kaos esikleri civarinda gecerli oldugu gosterilmistir
(Afsar and Tirnakli, 2013). Bu sonug 1s18inda kaos gegis esigi civarinda, lojistik

maple ayni evrensel sinifta yer alan biitlin sistemler i¢in merkezsel limit



teoreminin g-genellestirilmis halinin gegerli olacagi sonucuna varilir. Bu tez
caligmasinda 6zel olarak kaos gecis esigi civarindaki standart lojistik map igin
elde edilen g-Gaussiyen dagilimlarin, iki ¢esit giiriiltii eklenerck saglamlik testi
yapilmis ve sonug¢lardan limit dagilimin g-Gaussiyen formda kaldigi goriilmiistiir
(Cetin et al., 2015).

2.2 Beyaz Giiriiltii ve Korale Giiriiltii EKlenmis Lojistik Map

Dogrusal olmayan dinamigin ve kaos teorisinin yapi taglarindan olan
standart lojistik map kaotik rejimindeki davranislarin iyi bilinmesi ve gercek
diinyadaki pek c¢ok problem igin 6rnek model olmasi nedeniyle, bu alandaki
caligmalarda en yaygin kullanilan modeldir. Kaos gecis esigi civarinda
iterasyonlar1 arasinda gosterdigi kuvvetli korelasyonlar nedeniyle korale
sistemlere iyi bir 6rnek olan lojistik map, limit dagilimlar1 aradigimiz bu tez

calismasi icin ideal bir sistemdir.

[lk olarak bir biyolojik model olarak ortaya atilan lojistik map,

(0<a<2;|xl<1;i=0,1,2,...) degisen a parametre degeriyle periyodik
dallanmalar seklinde evrilirken, kaos gecis esigi olarak adlandirdigimiz bir kritik
parametre degerinden sonra (a,=1.401155189092...) evrilmesini bir kaotik bant
birlesmesi prosediirii ile kaotik bolge icerisinde devam ettirir. Sistem a =2
parametre degerinde en kaotik hale gelir. Artan parametre degeriyle periyodik
rejimden kaotik rejime gegis yapan lojistik mapin bu evrimini Lyapunov tistelinin
degisen degerleri ile izleyebildigimiz gibi, pozitif degerlerinin kaotik rejime isaret
etmesiyle bu iisteli kaosu nicellemede de kullanabiliriz (Lyapunov iisteli Boliim
3.3’te ayrintili olarak ele alinmigtir). Periyodik rejimde negatif degerler alan
Lyapunov iisteli (bu rejimdeki dallanma noktalarinda Lyapunov iisteli degeri
sifirdir); kaos esiginde sifir deger aldiktan sonra artan pozitif degerligiyle sistemin
giderek kaotik hale geldigini belirtir (kaotik bélgede ortaya ¢ikan periyodik
pencereleri gormezden gelirsek). Sekil (2.1)’de standart lojistik map i¢in dallanma
diyagrami ve Lyapunov isteli grafigi, degisen a parametre degerine gore

gosterilmistir.
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Sekil 2.1: Standart lojistik map i¢in (a) dallanma diyagrami ve (b) Lyapunov iisteli grafigi.
Dallanma diyagraminda standart lojistik mapin kaos esigi a.=1.401155189092... noktasina kadar
periyodik dallanma rejimi ve bu noktadan sonra baglayan kaotik rejim goriilmektedir. a.
noktasindan sonra Lyapunov iistelinin artan pozitifligi ile sistem giderek kaotik hale gelir.

Kaos esigine yaklasirken limit dagilimda ne gibi degisimler olacagini
gormek icin, bu tez ¢alismasinda standart lojistik mape beyaz giiriiltii ve yeni
tanimladigimiz korale giiriiltii olmak tizere iki farkl katki eklenmistir. Boylece
literatiirde ve bu calismada yer alan standart lojistik map i¢in elde edilen g-
Gaussiyen limit dagilimlarin saglamligi test edilmek istenmistir (Tirnakli et al.
2009; Afsar and Tirnakli, 2014; Cetin et al., 2015).

Ik katki olarak standart lojistik mape, uygulamalarda yaygin olarak

kullanilan ve iyi bilinen beyaz giiriilti,

n beyaz giiriiltii katkisi, D beyaz giiriiltiiniin yogunlugunu ayarlayan parametre
olacak sekilde eklenmistir. Beyaz giiriiltii, |x;|<1 tanim araliginda kalacak sekilde
bir rastgele say1 dizisi olarak olusturulmus ve D yogunluk parametresine degerler
atanarak belirli 6l¢iilerde mape eklenmistir. Kendisinin bir rastgele sayilar dizisi
olmast nedeniyle, olasilik dagiliminin Gaussiyen olarak elde edilen beyaz
giiriiltiinlin, mapin 6z dinamiklerine baskin gelememesi ve elde edecegimiz limit
davranigin bu giiriiltiiyle golgelenmemesi i¢in, akla yatkin diizeylerdeki

yogunluklarla kaos geg¢is esigi civarindaki dagilim arastirilmigtir.
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Beyaz giiriiltii bir katki1 olarak eklendiginden dolayi, standart lojistik map
iizerinde kaos gecis esik noktasin1 degistirmek, dallanma diyagramini ve
Lyapunov iisteli grafigini bulaniklagtirmak gibi bazi etkilere neden olur. Diisiik
yogunluklarda bu etkiler kabul edilebilir diizeyde olsalar da, giiriiltii yogunlugu
arttirtldikga lojistik map artik kendi dinamiklerini dolayisiyla da arastirmak
istedigimiz Ozelliklerini kaybeder hale gelir. Cesitli beyaz giiriiltii yogunluklar
icin, giiriltili lojisttk mapin kritik parametre degerleri Cizelge (2.1)’de
verilmistir. Bu tablodan da goriilecegi lizere artan giiriiltii yogunluklariyla kritik

parametre degeri giderek kiigiilmektedir.

Cizelge 2.1: Cesitli yogunluklar icin beyaz giiriiltii eklenmis lojistik mapin kritik parametre

degerleri.
D a.
10712 1.40115518896 ...
10710 1.40115518551 ...
107° 1.40115515731 ...
1078 1.40115501904 ...
1077 1.40115365001 ...

Bu calismada Cizelge (2.1)’de yer alan giiriiltii yogunluklarindan en kii¢iik
ilk iki yogunluk calisilmak iizere secilmistir (D=10"" ve D=10"%). Neden
kiiciik yogunluklarin se¢ildigini daha net gostermek icin Sekil (2.2) ve Sekil
(2.3)’te sirastyla D = 10" ve D=10" yogunluklari i¢in beyaz giiriiltii eklenmis
gurtltili lojistik mapin dallanma diyagrami ve Lyapunov isteli grafikleri

cizdirilmistir.
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Sekil 2.2: D=10" giiriiltii yogunluguyla beyaz giiriiltii katkis1 yapilmis lojistik mapin (a)
dallanma diyagrami ve (b) Lyapunov fsteli grafigi. Bu giiriilti yogunlugu igin
a.~1.40115518896... olarak elde edilmistir.

Sekil 2.3: D=107 giriiltii yogunluguyla beyaz giiriiltii katkis1 yapilmus lojistik mapin (a)
dallanma diyagrami ve (b) Lyapunov iisteli grafigi. Dallanma diyagrami ve Lyapunov isteli
grafigindeki bulaniklagma net bir sekilde goriilmektedir.

Beyaz giiriiltii lojistik mape “disaridan” bir katki olarak eklenirken, bu
caligmada ayrica mapin kendi 6z yapisindan eklenen yeni bir katki tanimlanmistir.
Korale giiriiltii olarak adlandirdigimiz bu yeni katki tiirii; mapin belli bir a
parametresi i¢in elde edilen iterasyonlardan olusmakta ve her bir iterasyon
isleminde katkida bulunacak sekilde mape eklenmektedir. Korale giiriiltii

eklenmis lojistik map,
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X, =1—ax’ —bx' (16)

olarak yazilmaktadir (Cetin et al.,, 2015). Bu ifadede |x;/<1 tamim arahg:
diisiiniilerek, eklenen katki terimindeki x;* teriminin kuvveti, orijinal lojistik
mapteki x? teriminin kuvvetinden daha biiyiik secilerek; bu terimin mape tam
olarak baskin gelmesinin Oniine geg¢ilmistir. Burada giiriiltii katkisinin yogunlugu
bir b parametresiyle kontrol edilmektedir. Bu giiriiltiide katkilar standart lojistik
mapin yapisindan geldiginden, standart lojistik mapin iterasyonlart korale oldugu
stirece bu terimin iterasyonlart da korale olur. Bu nedenle bu yeni katkiya korale
giriilti  adim1  vermek, giriltiiniin  6zelligini agiklamak agisindan uygun
goriilmiistiir. Bir rastgele say1 dizisi olan beyaz giriltii ile mapin yapisindan
eklenen korale giiriiltiiniin arasindaki farki daha acik bir sekilde ortaya koymak
icin; beyaz giiriiltiiniin Dy terimiyle korale giiriiltiiniin bx;* teriminin datalar1 icin
otokorelasyon fonksiyonlarinin grafigi ¢izdirilmistir (Sekil (2.4)). Bu grafikten de
goriilecegi lizere beyaz giirtltii teriminin otokorelasyon fonksiyonu hizli bir
sekilde sifira inerken, korale giiriiltii teriminin otokorelasyon terimi i¢erdigi giicli
korelasyonlar nedeniyle sifira salinim yapan bir davranisla ¢ok yavas bir sekilde
inmektedir.

4
F bx ; b=0.25
15 -10
il — Dn; D=10
1 — —
0.5t il
I LMWvWMmNWmWWMMWWWWW
K 0
-0.5 It
- —
15 —
- \ \ \ \ \ \
0 50 100 150 200 250 300 350

K

Sekil 2.4: Lojistik mape eklenen beyaz giiriiltii ve korale giiriiltii terimlerinin otokorelasyon
fonksiyonlari.

Korale giirtiltiiniin mapin kendi yapisindan eklenmesi nedeniyle beyaz
giiriiltiiye nazaran, kaos gecis esigi noktasinin degerinde daha ciddi degisimlere
neden oldugu goriilmiistiir. Eklenen giiriiltiinlin mapi “kaydirma” etkisi olmasi
nedeniyle bu beklenen bir sonuctur. Farkli giiriiltii yogunluklar i¢in elde edilen

kaos gecis esikleri Cizelge (2.2)’de verilmistir. Beyaz gilriiltii ile yapilan
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calismada oldugu gibi korale giiriiltii caligmasinda da en kiigiik iki uygun
yogunluk degeri (b=0.25 ve b=0.5) calisilmak icin se¢ilmistir. Artan yogunluk
degeri ile artan kaydirma etkisi Sekil (2.5) ve Sekil (2.6)’da sirasiyla 5=10.25 ve
b=1.25 yogunluklarinda korale giiriiltii eklenmis lojistik mapin ¢atallanma
diyagraminda kendisini agik bir sekilde gostermektedir. Bu sekillerde ayrica
korale giirtiltliniin, beyaz giiriiltii gibi bir bulaniklasmaya neden olmadig1 ancak
kaydirma nedeniyle periyodik rejimde degisikliklere neden oldugu goriilmektedir.
Tim bu kaydirma etkisine ragmen kaotik rejimde sistem hala standart lojistik
mapin davranislarini bire bir sergilemektedir.

Cizelge 2.2: Cesitli yogunluklar icin korale giiriiltii eklenmis lojistik mapin kritik parametre
degerleri. Giirtiltiiniin kaydirma etkisi agik sekilde goriilmektedir.

b a.
0.25 1.16158354235...
0.5 0.92979567698...
0.75 0.70641013018...
1 0.49071036930...
1.25 0.28129217535...

(b)

<

0.5 1 a 1.5

Sekil 2.5: b = 0.25 giiriiltii yogunluguyla korale giiriiltii katkis1 yapilmis lojistik mapin (a)
dallanma diyagrami ve (b) Lyapunov iisteli grafigi. Dallanma diyagraminin sinirlarindan da
goriilecegi lizere standart lojistik map i¢in limit olan a = 2 parametre degeri, korale giiriiltiiniin
kaydirma etkisiyle a = 1.75 olmustir. Boylece bu yogunluk i¢in a. = 1.16158354235 ... olarak
elde edilmistir.
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Sekil 2.6: b = 1.25 giiriiltii yogunluguyla korale giiriiltii katkis1 yapilmis lojistik mapin (a)
dallanma diyagrami ve (b) Lyapunov iisteli grafigi. Cok biiyiik bir yogunluga 6rnek olarak segilen
b = 1.25 yogunlugunda, lojistik mapin kaos esik degerinin (a, = 0.28129217535...) ve a

parametresi igin iist limitin degistigi goriilmektedir.

Bu ii¢ ¢esit lojistik mapin dallanma diyagramlarindan da goriilecegi lizere
davranis en kaotik iken iterasyonlar durum uzayini tam olarak kaplar. Bu durumda
iterasyonlar lizerinden alinan zaman ortalamalariyla durum uzay1 iizerinden alinan
ortalamalar birbirine esit olur ve sistem ergodiktir. Bununla beraber iterasyonlar
arasindaki korelasyonlar asimptotik olarak sifira yakinsadigindan, sistemden gelen
iterasyonlar yeterince karigmistir (asimptotik olarak bagimsizdirlar). Bu durumda

lojistik mapin iterasyonlarinin toplaminin
N
Y= Z(X‘ —(x)) 17)
i=1

olasilik dagilimi N — oo (N, iterasyon sayisi) limitinde, x; rastgele degisken
olarak goriilerek, Gaussiyen olur ve standart merkezsel limit teoremi gegerli olur
(bu ifadede < --- > zaman ortalamasi olarak alinmistir). Standart lojistik mapin en
kaotik oldugu a = 2 parametre degerinde, Denklem (17)’de verilen niceligin
olasilik dagilimi Sekil (2.7)’de verilmistir ve bu limit davranis diger iki giiriilti
cesidi eklenmis lojistik mapin davranisin en kaotik oldugu durumlan i¢in de

gecerlidir.
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Sekil 2.7: a=2 igin standart lojistik mapin olasilik dagilim  fonksiyonu.

P(y) = e7*/(20*) /\21t62 olasilik dagilim fonksiyonuna sahip Gaussiyen kesikli ¢izgi ile
gosterilmistir.

Kuvvetli kaotik rejimde standart merkezsel limit teoremi varligini
sirdiiriirken, kaotik rejimden kaos esigine yaklastikga iterasyonlar arasi
korelasyonlarin  giderek kuvvetlenmesi nedeniyle artitk gegerli olamaz.
Iterasyonlar arasi korelasyonun ¢ok kuvvetli oldugu ve sistemin artik ergodik
olmadig1 kaos esiginde Denklem (17) ile verilen niceligin limit davranis
aragtirtlirken; ifadede yer alan ortalamayi, ¢ok biiyilk sayidaki N iterasyon
sayisinin yani sira rastgele secilen n;,; baslangic kosullar1 {izerinden de almak
gerekir. Bu durumda bu ortalama ifadesi

1 1% N )
X)=—— > DX
) Mini N j=1i=1 (18)

olarak yazilir. Bunun yan1 sira esik noktasinin sonsuz hassasiyetle tespit edilmesi
ve N — oo limitinin ayn1 anda alinmasi gerekir ki sayisal hesaplamalarda ikisi de
miimkiin degildir. Bu nedenle kaos esigi degerine ¢ok yakin degerde, kaotik
bolgede olacak sekilde, bir parametre degeri segilmelidir. Ancak bu parametre
degeri i¢in N iterasyon sayisi ¢ok biiyiik alinirsa sistem kaotik bolgede oldugunu
anlar ve Gaussiyen dagilim elde edilir. N ¢ok kiiciik alinirsa bu sefer de bir limit

dagilima ulagmakta yetersiz kalir.

Kaos esigi civarindaki limit davranis1 bulmak i¢in; iterasyon sayisiyla, a,.’ye
yakinlik arasindaki iliski genellestirilmis Huberman-Rudnick 6l¢ekleme yasasi
yardimiyla kurulabilir (Tirnakli et al., 2007, 2009; Afsar and Tirnakli, 2013).
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2.3 Genellestirilmis Huberman-Rudnick Olceklenme Yasasi

Standart lojistik map dallanma diyagramindan goriilecegi ilizere periyot
dallanma davranisi ile kaos esigine (periyot yigin noktasina) gelir. Lyapunov
iistelinin periyot dallanma noktalarinda sifir deger almasi disinda bu periyodik
bolgede Lyapunov iisteli negatif degerler almaktadir. 2" periyotlu davranisin
belirli bir parametre degerinde 2"*' periyoduna dallanarak gectigi ve periyodun
sosuz oldugu kaos esiginde son bulan (n =1, 2, ..., 00) bu dallanma prosediiriinde

mapin kendi kendine benzer yapisi nedeniyle, Feigenbaum 6lgeklenmesi

la-a|~o™" (19)

yardimiyla periyot dallanmalarinin gerceklestigi parametre degerlerini tespit
edebiliriz. Bu ifadede 6 = 4.669201 ... Feigenbaum sabitidir (Feigenbaum, 1979).

Periyodik bolgede gozlemlenen periyodik dallanmalara benzer bir davranig
kaotik bolgede (a>a,), kaos esigine sagdan yaklasirken kaotik bantlarin yarilmasi
olarak kendini gosterir. Davranisin en kaotik oldugu ve faz uzayinin iterasyonlar
tarafindan tamamen kaplandigi durum ilk kaotik bant olarak alinir ve periyot 2
bant bolgesi igin (s = 1) bu noktadan kaos esigine ulasilincaya kadar s2" kaotik
bantlar1 s2""! kaotik bantlarimni olusturacak sekilde Feigenbaum o6l¢eklenmesine

uygun olarak yarilir.

Kaotik bolgede Lyapunov iistelinin pozitifliginin, sistemin ne kadar kaotik
oldugunun belirlenmesindeki roliinii géz Oniine alarak Huberman ve Rudnick,
Lyapunov {istelinin kontrol parametresine bagliligin1 géstermek ic¢in bir evrensel
ifade olusturmuslardir (Huberman and Rudnick, 1980). Bu evrensel 6l¢eklenme
ifadesi,

A=lola-a (20)

v =In2/Iné ve sabit bir deger olan A, efektif Lyapunov isteli olacak sekilde
verilir. Lyapunov {isteli, kaotik bolgedeki kaotik bant yarilma prosediiriiniin 2"
kaotik bantlarinin bir karakteristigi olup, bu 2" kaotik bandinda birbirine ¢ok
yakin iki tane yoriinge baslangi¢ noktasinin 2" iterasyon sonunda aralarindaki
mesafenin nasil degiseceginin belirlenmesinde rol oynar. Bu iki baglangig
noktasinin arasindaki mesafe d, iken, gergeklestirilen 2" iterasyonun ardindan

tekrar ayn1 bandin igine diiserler, ancak bu son durumda iki baslangi¢ noktasi
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arasindaki d,» mesafesi, kaotik davranistaki yoriingeler arasi eksponansiyel

iraksamayla;

d,, =doe?? =de” (21)

seklinde yazilabilir. Burada efektif Lyapunov iistelinin 4, = 42" oldugu goriiliir.

Feigenbaum olgeklenmesi ifadesinde n yalniz birakilarak elde edilen ifade

efektif Lyapunov iisteli taniminda yazilarak

In(a—a.)

A=]g2 Mo (22)

elde edilir. Bu ifadenin logaritmasi alinarak ve tisteller diizenlenerek Denklem
(19)’daki oOlgeklenme ifadesi elde edilir. Bu oOlgeklenme yasasindaki |a -ac|
ifadesinde a = a, oldugu durumda gerceklesen periyodik-kaotik rejim degisikligi
nedeniyle, bu Ol¢eklenme yasast manyetik sistemlerde karsilasilan ikinci
dereceden faz gecislerini agiklayan Olgeklenme yasalarina benzer bir yapidadir.
Burada Lyapunov iisteli bir diizen parametresi rolii oynar. Bu oOlgeklenme
yasasinda efektif Lyapunov fisteli tekrar yerine yazilarak Denklem (18)’deki

Feigenbaum 6lgeklemesi formunda elde edilebilir.

s =1 periyot 2 penceresi i¢in elde ettigimiz bu dlgeklenme yasasi, diger S
bantlarini da igerecek sekilde genellestirilebilir. Bir s periyotlu kaotik bodlge i¢in
efektif Lyapunov istelinin Ay = As2" olacag disiniiliirse, genellestirilmis
Huberman-Rudnick 6lgeklenme yasasi

_s "2 (23)

olarak elde edilir (Afsar and Tirnakli, 2013). Periyot dallanmas1 yoluyla kaosa
gecen tiim sistemler i¢in gecerli olan bu dlgeklenme yasasi yardimiyla, standart
lojistik mapin ve sectigimiz yogunluklardaki iki ¢esit giiriiltiiniin eklendigi lojistik

maplerin tespit ettigimiz kaos esiklerine yaklasabiliriz.

Bu tez ¢alismasinda lojistik maplerin sadece periyot 2 pencereleri (s=1)
icin ¢alisma yapilmistir. Denklem (23)’deki N degeri n = 5.02, 6.02, 7.02, 8.02
olacak sekilde ayn1 miktarda arttirilarak kaos esigine yaklasilmistir. N’nin tamsay1

degerleri Lyapunov {istelinin -co olmasina neden olacagindan, tam sayr olmayan
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degerler secilmistir. Tam sayr olmayan bu degerler, Huberman-Rudnick
Olceklenme yasasiyla verilen ve hepsi kiigiik ama pozitif Lyapunov {istellerine
sahip olan sonsuz sayidaki egrilerden biri {izerinde kaos esigine yaklasmamizi

saglar.
2.4 Kaos Esigi Civarinda Olasihik Dagilimlar

Beyaz giiriiltii ve korale giiriiltii eklenmis lojistik maplerin, incelemede
kullanilmak {iizere segilen giiriiltii yogunluklarindaki kaos esiklerine yaklagmak
icin genellestirilmis Huberman-Rudnick 06lgeklenme yasasindan yararlandik

(periyot 2 penceresi i¢in). Secilen bir N degeri i¢in Denklem (23)’den elde edilen
kontrol parametresi degerinde, bu parametre degerine karsilik gelen 2" kaotik

bandinda secilen baslangi¢ noktasin 2" kere itere ettigimizde; kaotik banttaki
n
aynt konumuna kiiglik bir dalgalanmayla geri doner. Bu durumda ZZ

i=1 i
iterasyonlar toplami a):2n<x> sabit degeri ile 2" inci iterasyonun sonunda
meydana gelen dalgalanmay1 belirten Ay diizeltme teriminin toplamina

yakinsayacaktir. Béylece Denklem (17) ile verilen nicelik i¢in,

2n

V=) (% = ()= 20y (24)

i=1

olur. Bulundugumuz noktada bir 2" iterasyonu daha uygularsak;

2n+1

V2= D [ =(x)=Aa, (25)

i=2"+1

yeni dalgalanma, kaos esigi civarindayken iterasyonlar arasi korelasyonlar

nedeniyle A, ilk dalgalanmasindan bagimsiz olamaz. Bu 2" kere itere etme

islemini 2" kere tekrarlarsak, yani mapi toplamda 4" kere itere edersek;
sonunda,

4”
Vp = X (% =(x)= 2w, (26)

i=4"-2"41

elde edilir. Boylece iterasyonlarin genel toplami1
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yzin:(xi —<x>):iij (27)

kaos esiginden a—a; =90 " kadar mesafedeki 2" kaotik bantlarinin yapisindan
etkilenen, birbirleriyle kuvvetlice korale 2" tane Awj rastgele degiskeninin

toplami olarak goriilebilir. Bu tartisma sonucunda, kaos esiginden bu mesafedeki
kaotik bandi tamamen sararak limit dagilima ulasmak icin gerekli olan optimum
iterasyon sayisi

*

N™ =22 (28)

olacag1 aciktir. Standart lojistik mapin kaos esigi ve inceleme amaclh secilmis
beyaz ve korale giiriiltii yogunluklar1 icin tespit edilen kaos esigi degerlerine
yaklagmakta kullanilan, Huberman-Rudnick 6lg¢eklenmesiyle hesaplanan,
parametre degerleri ve bu parametre degerleri i¢in optimum iterasyon sayist

strastyla Cizelge (2.3), Cizelge (2.4) ve Cizelge (2.5)’te verilmistir.

Cizelge 2.3: Standart lojistik mapin n =5.02,6.02,7.02,8.02 degerleri ve S=1 durumu igin

genellestirilmis Huberman-Rudnick olgeklenmesiyle elde edilmis parametre degerleri ve bu
parametre degerleri i¢in optimum iterasyon sayilart.

Giiriiltii Cesidi a; a N© =220
1.4015921091824... 1024
Standa,\r/} Lojistik 1.4012487639956. . 4096
ap 1.40115518909. ..
Xios =1—ax? 1.4011752299708. . 16384

1.4011594812345... 65536
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Cizelge 2.4: Beyaz giiriiltii eklenmis lojistik map i¢in segilen iki giiriiltii yogunlugunda n = 5.02,
6.02, 7.02, 8.02 degerleri ve S=1 durumu igin genellestirilmis Huberman-Rudnick
Olgeklenmesiyle elde edilmis parametre degerleri ve bu parametre degerleri i¢in optimum iterasyon
sayilart.

. Giiriilti .
Giriilti Cesidi Yogunlugu c N =2
1.4015921090504... 1024
1.4012487638636... 4096
D=10"12 | 1.40115518896...
1.4011752298388... 16384
Beyaz Giiriiltii 1.4011594811025... 65536
X1 :1_axi2 +Dn
1.4015921056004. .. 1024
1.4012487604136... 4096
D=10"10 | 1.40115518551...
1.4011752263888... 16384
1.4011594776525... 65536

Cizelge 2.5: Korale giiriiltii eklenmis lojistik map i¢in segilen iki giiriiltii yogunlugunda n = 5.02,
6.02, 7.02, 8.02 degerleri ve S=1 durumu igin genellestirilmis Huberman-Rudnick
Olceklenmesiyle elde edilmis parametre degerleri ve bu parametre degerleri i¢in optimum iterasyon
sayilart.

L Giiriiltii -
Giiriilti Cesidi Yogunlugu ¢ N =2
1.1620204624404. .. 1024
1.1616771172536... 4096
b=0.25 1.16158354235...
1.1616035832288. .. 16384
Korale Giiriilti 1.1615878344925... 65536
g =1-ax? b
0.9302325970704... 1024
0.9298892518836... 4096
b=05 0.92979567698. ..
0.9298157178588... 16384
0.929799961225. .. 65536

Tezin bu asamasinda genellestirilmis Huberman-Rudnick 6l¢eklenme yasasi
yardimiyla kaos esigine belirli mesafelerde bulunacak sekilde elde edilen
parametre degerlerinde, belirlenen optimum iterasyon sayilariyla Denklem (17)’de
verilen niceligin Denklem (18)’de belirtilen kosul altinda n;,; = 10° tane bagimsiz
rasgele baslangi¢ kosulu {iizerinden elde edilen olasilik dagilimlari; standart
lojistik map igin Sekil (2.8), D=10"?ve D=10"° yogunluklarinda beyaz
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giiriiltii eklenmis lojistik map i¢in Sekil (2.9), b =0.25ve b = 0.5yogunluklarinda
korale giiriiltii eklenmis lojistik map i¢in Sekil (2.10)’da goriilmektedir. Tiim
grafiklerde artan n degeriyle kaos esigine yaklasilirken, elde edilen dagilimlarin
eteklerinin agilarak bir g-Gaussiyen formla giderek daha 1iyi Ortiistigi
goriilmektedir (Cetin et al., 2015). Kaos esigine yaklastikca dagilimin bir Q-
Gaussiyene daha ¢ok yakinsadigi bu gozlem igin; kaos ge¢is noktasinin sonsuz
hassasiyetle tespit edildigi durumda, dagilimm eteklerinin g-Gaussiyenin
dagilimina uygun olarak sonsuza agilacagr yorumu yapilabilir ve bu durum Q-

genellestirilmis merkezsel teoreminin ispati niteligindedir.

Beyaz giiriilti ve korale giiriiltiiniin, iterasyonlar aras1 kuvvetli
korelasyonlarin gozlendigi kaos esigi civarindaki limit dagilimi test etmek icin
eklendigi senaryolarda g-Gaussiyen dagilimin varligin1 korudugu goriilmiistiir
(Cetin et al., 2015). Artan giiriiltii yogunluguyla her iki giiriiltiilii lojistik map i¢in
de elde edilen dagilimlarin eteklerinin giiriiltii etkisiyle ¢ok az daraldig:
goriilmektedir. Dagilimlarin  ortiistiigi g-Gaussiyenlerin g degerlerinin artan
giiriiltiiyle azalmasi1 bu duruma isaret etmektedir. Giiriiltii katkisinin arttirilip
mapin dinamiklerine giderek baskin gelmesiyle elde edilen dagilimlarin q
degerlerinin de giiriiltiiniin 6z dagilimmna yakinsayacak sekilde kiiclilecegi ve en

sonunda sadece gliriiltiiniin dagiliminin elde edilecegi agiktir.

10° ,L n=5.02

Al — n=6.02

Iy [ n=7.02

10" { ‘\‘ n=8.02
/N | q=17 1 p=6.2

P(y)/P(0)
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Sekil 2.8: Standart lojistik map i¢in kaos esigine artan n degerleriyle yaklasirken elde edilen
dagilim fonksiyonlarmin ¢=1.7 ve f=6.2 degerlerine sahip bir ¢-Gaussiyene yakinsadigi
gozlemlenmektedir.
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Sekil 2.9: Beyaz giiriiltii eklenmis lojistik map i¢in (a) D=10"% ve (b) D=10"" giiriiltii
yogunluklarinda, kaos esigine artan n degerleriyle yaklagirken elde edilen dagilim fonksiyonlart.
Bu disiik yogunluk degerlerinde g-Gaussiyen dagilimin (siyah kesikli ¢izgi) q degerinin (a)
seklinde standart lojistik map i¢in elde edilen dagilimin q degeriyle ayn1 oldugu, (b) seklinde artan
giiriiltii ile ¢ok az bir sekilde degistigi goriilmektedir. Mavi ve yesil kesikli ¢izgilerle n =6.02 ve
n=8.02 degerleri i¢in elde edilen dagilimlarin genisligini gostermektedir.

we I ’I‘ n=5.02 10's A n=5.02
AU N 'E AR
| n=7. [ H n=7.
o @ R n=8.02 op ® /A 1=8.02
i\ |- gq=1.69; B=6.2 E -q=1.67 ; f=6.2

P(y)/P(0)
P(y)/P(0)

yP(0)

Sekil 2.10: Korale giiriilti eklenmis lojistik map igin (a) »=0.25 ve (b) b =0.5 girilti
yogunluklarinda, kaos esigine artan n degerleriyle yaklagirken elde edilen dagilim fonksiyonlart.
Bu yogunluk degerlerinde g-Gaussiyen dagilimin (siyah kesikli ¢izgi) q degerinin (a) seklinde
standart lojistik map icin elde edilen dagilimin q degerinden ¢ok az kiigiik oldugu, (b) seklinde
artan giirtiltii ile glriiltii etkisi sonucu ¢ degerinin daha fazla degistigi goriilmektedir. Mavi ve yesil
kesikli ¢izgilerle n=6.02 ve n=8.02 degerleri i¢in elde edilen dagilimlarin genisligini

gostermektedir.
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3. GURULTULU LOJISTIK MAPLER ICIN OLCEKLENME
ILISKILERI

Lojistik mapin kaotik bolgesinden kaos gecis esigine yaklasirken, kaos gecis
esigi noktast civarinda elde edilen Q-Gaussiyen dagilimlarin eteklerinin
genisleyerek g-Gaussiyen formuna giderek daha iyi yakinsadigi goriilmiistiir. Bu
bolgede faz uzayinin kaos gegis esigine sagdan yaklasirken gozlemlenen kaotik
bant yarilma prosediiriindeki kaotik bantlar tarafindan kesikli bir bi¢imde
doldurulmasit ve bu bantlarda yer alan mapin iterasyonlar1 arasindaki
korelasyonlar nedeniyle; mapin iterasyonlart toplaminin olasilik dagilimlarinin
genisligiyle, sistemin korelasyonlar1 ve fraktal boyutu arasinda bir iliski
kurulabilir.

Kaos gecis esigine yaklasirken olasilik dagilimlarinin artan genisligi ile
sistemin iterasyonlar: arasindaki korelasyonlarin ve bu iterasyonlarin yer aldig
kaotik bantlarin fraktal boyutlarinin nasil degistigi, sistemin Lyapunov iistelinin
bu degerlerle nasil bir davranig sergileyecegi; standart lojistik map i¢in ortaya
konan Olgeklenme iliskileriyle literatiirde tarif edilmistir (Afsar and Tirnakli,
2014). Standart lojistik map icin elde edilen Slgeklenme iliskileri ve bunlarin
kritik tstel degeri Cizelge (3.1) ve Cizelge (3.2)’de verilmistir. Tezin bu
asamasinda literatliirde standart lojistik map i¢in yer alan bu Olgeklenme
iligkilerinin, standart lojistik mape beyaz ve korale giiriiltii katkilar1 eklenerek
saglamlik testi yapilmistir. Korelasyon boyutu, korelasyon toplami ve kutu sayma
fraktal boyutu gibi sayisal yontemlerin kullanildigi bu incelemelerde, olasilik
dagilimlar1 arastirmasinda oldugu gibi genellestirilmis Huberman-Rudnick
Olceklenme iliskisiyle kaos ge¢is esigine yaklasilmis ve bu 6lgeklenme iligkisine
benzer formda iliskiler elde edilmistir. Manyetik sistemlerde ikinci dereceden faz
gecislerini  tarif eden Olceklenme yasalarina benzer formda Olgeklenme
iliskilerinin elde edilmesi ilgi c¢ekicidir. Bu Olgeklenme iligkilerinin giirtiltii
varliginda da gegerliligini siirdiirmesiyle dogada uzun menzilli korelasyonlara ve
kesikli olarak doldurulmus faz uzaylarina sahip sistemler i¢in g-Gaussiyen olasilik
dagilimlarinin ortaya c¢ikis mekanizmasmin arastirilmasinda yardimci olacagi

disiiniilmektedir.

3.1 ¢-Gaussiyen Dagihmin Genisligi ile Korelasyon Boyutu
Arasindaki Iliski

Beyaz ve korale giiriiltii eklenmis lojistik maplerin secilen girtltii

yogunluklari i¢in, artan n degerleriyle bu maplerin spesifik kaos gecis esiklerine
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yaklastik¢a elde edilen dagilimlarin eteklerinin g-Gaussiyen formunda genisledigi
goriilmiistiir. Her bir n degeri i¢in elde edilen dagilimlarin genislikleri Sekil (2.9)
ve Sekil (2.10)’da g, olarak temsil edilmistir. Bu n degerlerine karsilik gelen
genellestirilmis Huberman-Rudnick Olgeklenme yasasindan elde edilmis a
parametre degerleri i¢in ¢esitli yogunluklarda giiriiltii eklenmis lojistik maplerin
uzun zaman arahigindaki zaman serileri (yoriinge noktalar1) i¢in korelasyon
boyutlari hesaplanarak, bu n degerlerine karsilik gelen g, olasilik dagilimi

genislikleri ile olan 6lgeklenme iliskileri arastirilmistir.

Giriltili lojistik maplerin her bir (n,a) grubu ic¢in korelasyon boyutu
Grassberger-Procaccia algoritmasi kullanilarak hesaplanmistir (Grassberger and
Procaccia, 1983; Hilborn, 2000). Bu algoritma, bir N iterasyon sonunda elde
edilen yoriinge noktalar1 kiimesinde; her bir i noktasi igin bu i noktasina bir R
mesafesinde yer alan noktalarin (i noktasi hari¢) goreceli frekansini, Ni(R) bu R

mesafesindeki yoriinge noktasi olmak {iizere, p,(R)=N;(R)/N-1 olacak sekilde

hesaplar. Bu goreceli frekans ile korelasyon toplami,
13
C(R)=— (R 29
(R)=— Z pi(R) (29)

olarak elde edilir. Tiim yOriinge noktalar1 birbirinin R mesafesinde yer aliyorsa
p,(R)=1 ve C(R)=1 olur. Eger R mesafesi, yoriingeler arasi en kii¢iik mesafeden de

kii¢iik olursa, higbir nokta birbirinin R mesafesine diismez ve p (R)=0 ve C(R)=0

olur. Goreceli frekans p.(R), hesaplanmasinda Heaviside basamak fonksiyonu

H(X) kullanilarak kolay bir sekilde hesaplanabilir. Bu fonksiyon;

x<0icin, H(X)=0
. (30)
x>0icin, H(X)=1

olarak tanimlanir. Bu fonksiyon bir x; noktasina R mesafesi i¢cinde yer alan her bir
x; noktasi igin toplama 1 ekleyecek sekilde goreceli frekansin hesaplanmasinda

kullanilabilir.

N
p‘(R):Ni—l ZH(R—‘xi—xj‘). (31)

j=1, j=i

Bu goreceli frekans ifadesi Denklem (29)’da yerine yazilarak korelasyon toplami
Denklem (32)’den rahatlikla hesaplanir.
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C(R)=@;;H(R—\xi -x) (32)

Korelasyon boyutu, korelasyon toplami C(R) ve R mesafesi arasindaki iliskiyi
belirtmek iizere,

. ToglCR)

Deorr = RI»O Iog(R)

(33)

olarak tanimlanir.

Secilen giiriiltii yogunlarindaki giiriltiilii lojistik maplerin (n,a) gruplar
icin hesaplanan C(R) korelasyon uzunluklar1 beyaz giiriiltii senaryosu igin Sekil
(3.1), korale giiriiltii senaryosu i¢in de Sekil (3.2)’de R’nin fonksiyonu olarak
cizdirilmistir. Sekillerden de agik¢a goriildiigii gibi (n,a) gruplari i¢in korelasyon
boyutu degerleri; en kaotik durumun boyutu ve {ist limit olan D¢y =1’den kaos
gecis esigindeki boyut olan Deor =0.5’¢ dogru artan n degerleri ile
yaklagmaktadir. Bu sekillerdeki I,, (n,a) grubuna karsilik gelen kaotik bant
icindeki yoriingenin, Dcorr=0.5 kaos esigi dogrusu iizerindeki gelisimini (kaos

esigindeki korelasyon boyutundan sapma olarak da adlandirilabilir) temsil eder.

10’ T T 10’ T T T T

n=co n=oo
,|— n=8.02 ,|— n=8.02
o' n=7.02 o i v n=7.02 e i
| n=6.02 | |—n=602 D_ =05 - |
71 n=5.02 7 71 n=5.02 | . T
0+ = ' - J,’:j_",/"' 4—, - ;/ ’ —
@ w'- - — @ w'- - =
O : O _
0+ ) i ,/’l - w0’ o ,/" -
W'+ ./_- ’ /’l “‘.‘ b W'+ ) /’l “‘.‘ 3
1w’ 7 /:/ corr:l 0 I @) 10’ | w“':l 0 Iy ®
1 | 1 | 1 1 | 1 | 1 | |

1w S . ; ; 1w S . ; -
w” w? wt ow wt 1w 1wt wt 1w ' 1w w” o owt o’ wt wt owt ot owt ow

Sekil 3.1: Beyaz giiriilti eklenmis lojistik map igin (a) D =10" ve (b) D =10 giiriiltii
yogunluklarinda her bir (n,a) grubuna karsilik gelen kaotik bant i¢indeki yoriingenin kaos esigi
dogrusu Do =0.5 iizerindeki gelisimi. (b) seklinde kaos esigi dogrusunun ug¢ bolgesinde meydana
gelen diizlesme giiriiltii yogunlugunun kiiclik boyutunun neden oldugu basamaklama (digitization)
etkisidir ve hesap tizerinde bir etkisi yoktur.
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Sekil 3.2: Korale giiriiltii eklenmis lojistik map ig¢in (a) b = 0.25 ve (b) b = 0.5 giriilti
yogunluklarinda her bir (n,a) grubuna karsilik gelen kaotik bant i¢indeki yoriingenin kaos esigi
dogrusu D =0.5 tizerindeki gelisimi.

Beyaz giriilti ve korale giiriiltii eklenmis lojistik maplerin segilen
yogunluklardaki katkili durumlarinin segilen kaos esigine mesafeyi belirten n
degerleri i¢in bulunan |, degerleri ile bu n degerleri i¢in bulunan olasilik dagilimi
genisligi gn degerleri arasindaki iligkiyi gostermek amaciyla sirastyla Sekil (3.3)
ve Sekil (3.4)’te ¢izdirilmistir. Her iki giiriiltiilii senaryo i¢in de kaos esigine
yaklagirken |, sifira yaklasirken (kaos esigi dogrusu {iizerine giderken) g-
Gaussiyenin genisliginin de sonsuza 1/g«/® formunda bir kuvvet yasasi
Olceklenmesi ile gittigi tespit edilmistir. Giiriiltiilii lojistik mapler i¢in kritik tistel
degerleri 7=0.23 ile literatiirde standart lojistik map icin elde edilen
7=0.23+£0.01 kritik istel degerinin deger araliginda yer alacak sekilde
bulunmustur (Afsar and Tirnakli, 2014). |, degerlerinin, g-Gaussiyen dagilimin
genisligiyle 6lgeklenmesinin yani sira, beklenen bir sonug olarak (a-ac) kaos esik
degerine mesafeyle de bir IOC(a-ac)y kuvvet yasasi formunda y=0.84 kritik
isteliyle olgeklendigi goriilmiistiir. Sekil (3.5) ve Sekil (3.6)’da gdsterilen bu
Olceklenme iliskisi (Afsar and Tirnakli, 2014) calismasinda tespit edilen kritik

iistel degeriyle miilkemmel sekilde uyusmaktadir.
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Sekil 3.3: Beyaz giriiltii eklenmis lojistik map igin (a) D = 10™ ve (b) D = 10 giiriiltii
ogunluklarinda g-Gaussiyen olasilik dagilimmin genisligi ile kaos esigindeki korelasyon boyutu
yogunluklarinda g-Gaussiyen olasilik dagil genisligi ile k sigindeki korelasyon boyu
degerinden sapma arasindaki kuvvet yasasi 6l¢geklenmesinin grafigi.

0.236

= — R
' |I‘g0<loru'33 — lgecl 0=5.02

10"

() [ (b)

l/g 1 /g

. L .
1w0° 10" 107 w* ! w0’

Sekil 3.4: Korale giiriiltii eklenmis lojistik map i¢in (a) b = 0.25 ve (b) b = 0.5 giirilta
yogunluklarinda g-Gaussiyen olasilik dagiliminin genisligi ile kaos esigindeki korelasyon boyutu
degerinden sapma arasindaki kuvvet yasasi 6l¢eklenmesinin grafigi.

10 — T — g 10° T
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Sekil 3.5: Beyaz giiriiltii eklenmis lojistik mapin (a) D = 10" ve (b) D = 10™ giiriiltii yogunlugu
icin | kaos esigindeki korelasyon boyutundan sapma ile (a - a;) kaos esigine mesafe arasindaki
olgeklenme iligkisi. Kaos esigine yaklastikca |, degerlerinin sifira gittigi goriilmektedir.
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Sekil 3.6: Korale giiriiltii eklenmis lojistik mapin (a) b = 0.25 ve (b) b = 0.5 giiriiltii yogunlugu igin
| kaos esigindeki korelasyon boyutundan sapma ile (a - a.) kaos esigine mesafe arasindaki
olgeklenme iligkisi. Kaos esigine yaklastikca |, degerlerinin sifira gittigi goriilmektedir.

3.2 g-Gaussiyen Dagilimin Genisligi ile Korelasyon Uzunlugu
Arasindaki Iliski

Kaos esigi civarindaki lojistik mapin iterasyonlarinin kuvvetli korelasyonlar
gostermesi nedeniyle, kaos esigine yaklasirken gbzlemlenen ¢-Gaussiyen
dagilimin eteklerinin genislemesi ile lojistik mapin iterasyonlar: arasindaki
korelasyon uzunluklari arasinda bir iligkinin olmasi gerektigi diistiniilmiistiir.
Herhangi bir zaman serisinin datalar1 i¢cin korelasyon uzunlugu £ x zaman
gecikmesi, N zaman serisindeki data sayis1 ve K korale olan ve korale olmayan

datalar1 ayiran, x zaman gecikmesi i¢in bir sinir olmak tizere,

o,k
£= 2(1— W] r, (34)

seklinde tamimlanir. Bu ifadede yer alan r_otokorelasyon fonksiyonu olup zaman

serisinin  datalar1 arasindaki korelasyonun belirlenmesinde kullanilir. Bu
fonksiyon (y)=(1/N)> " y; olmak iizere,

5 (= (V)i = ()

le = (35)

seklinde verilir. Otokorelasyon fonksiyonu; x<K igin r_# 0’dir ve bu durum
korale datayi temsil eder, x>K igin ise r =0’dir ve bu durumda data korale

degildir.
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Onceki boliimlerde lojistik mape eklenen beyaz giiriilti ve korale
giiriiltiiniin  6zelliklerini tanitmakta faydalandigimiz, bu katkilar1 belirten
terimlerden elde edilen datalarin otokorelasyon fonksiyonlar1 grafigi Sekil (2.4)’te
verilmisti. Grafikten de goriildiigii iizere datalar1 arasinda korelasyon olmayan
beyaz giriltide ilk zaman gecikmesi adimindan sonra otokorelasyon
fonksiyonunun hizli bir sekilde r,=0’a diistiigli ve daha sonra sifir civarinda
kiiciik genlikli salinimlar yaptig1 goriilmektedir. Bu durumda beyaz giiriiltii terimi
icin elde edilen datalarin birbirleriyle korale olmadigi, her datanin kendisiyle
korale oldugu sonucuna varilir. Korale giiriiltii teriminin lojistik mapin kendi
iterasyonlarini igermesinden dolayi, bu terim igin elde edilen zaman serisi
datalarinin kuvvetli olarak korale oldugu bilinmektedir. Sekil (2.4)’ten de
goriilecegi lizere bu terim i¢in elde edilen datanin otokorelasyon fonksiyonu =0
civarinda biiylik genlikte salinimlar yaparak cok biiyiikk bir zaman gecikmesi
degerinde sifir olacaktir. Bu nedenle bu terimin zaman serisi datasinin kuvvetli
korelasyonlar gostererek ¢ok uzun bir korelasyon uzunluguna sahip olacagi

sOylenir.

Beyaz giiriilti ve korale giirtilti eklenmis lojistik maplerin artan n
degerleriyle genellestirilmis Huberman-Rudnick o6lgeklenmesi  yardimiyla
yaklasilan kaos esikleri civarinda limit dagilimi arastirirken kullandigimiz y; =
Awj birbiriyle korale dalgalanmalari, incelemede kullanacagimiz zaman serisi
olarak alinarak giiriiltiilii lojistik maplerin her bir (n,a) grubu i¢in otokorelasyon
fonksiyonlar1 ve korelasyon uzunluklart hesaplanmistir. Boylece kaos esigi
civarinda her bir (n,a) grubu i¢in buldugumuz olasilik dagilimlarinin genislikleri
ile birebir iligki saglanmistir. Her iki giiriiltiilii lojistik map icin de yapilan
hesaplamalar sonucunda, kaos esigine yaklasilirken g-Gaussiyen dagilimlariin
genisliginin sonsuza artan korelasyon uzunluklari degerleriyle 7/g o< ™ formunda
bir kuvvet yasas1 formunda x4 = 0.44 kritik isteliyle olgeklendigi goriilmiistiir
(Sekil (3.7) ve Sekil (3.8)). Ayrica kaos esigine yaklastikca korelasyon
uzunluklarimin biiyiimesinden yola ¢ikilarak bu niceligin (a-a;) kaos esigine
mesafeyle de iliskisi arastirilmis ve benzer bir kuvvet yasasi formunda olan
o (a-ac)_v, v = 0.45 kritik iistel degeriyle 6lgeklenme iliskisi gézlenmistir (Sekil
(3.9) ve Sekil (3.10)). Elde edilen bu iki 6l¢eklenme iligkisi ve bunlarin kritik
iistelleri, literatiirde yer alan standart lojistik map ic¢in bulunan o6l¢eklenme
iligkileriyle uyum igerisindedir (Afsar and Tirnakli, 2014). Giiriiltiili lojistik
mapler i¢in elde edilen kritik iistel degerleri, standart durum i¢in elde edilen kritik
tistel degerinin deger araliginda bulunmaktadir (Cetin et al., 2015).
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Sekil 3.7: Beyaz giiriiltii eklenmis lojistik mapin (a) D = 10 ve (b) D = 10 giiriiltii
yogunlugunda kaos esigine yaklasirken g-Gaussiyen dagilimin genisligiyle korelasyon uzunlugu
arasindaki 6l¢eklenme iligkisi.
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Sekil 3.8: Korale giiriiltii eklenmis lojistik mapin (a) b = 0.25 ve (b) b = 0.5 giiriiltii yogunlugunda
kaos esigine yaklasirken g-Gaussiyen dagilimin genisligiyle korelasyon uzunlugu arasindaki
Olgeklenme iligkisi.
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Sekil 3.9: Beyaz giiriiltii eklenmis lojistik mapin (a) D = 10™ ve (b) D = 10™ giiriltii
yogunlugunda kaos esigine yaklagirken korelasyon uzunlugu ile kaos esigine mesafe arasindaki
Olceklenme iligkisi.
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Sekil 3.10: Korale giiriilti eklenmis lojistik mapin (a) b = 0.25 ve (b) b = 0.5 giirilta
yogunlugunda kaos esigine yaklasirken korelasyon uzunlugu ile kaos esigine mesafe arasindaki
6l¢eklenme iligkisi.

3.3 g-Gaussiyen Dagilimin Genisligi ile Lyapunov Usteli
Arasindaki Iliski

Tezin bu boliimiinde lojistik mapi tanitirken 6nemli 6zelliklerine Boliim
2.2’de kisaca degindigimiz Lyapunov iistelininin detayli bir tanimini verip,
guriltili lojistik mapler i¢in kaos gecis esigine yaklasirken elde edilen olasilik
dagilimlarinin genislikleriyle bu iistelin degeri arasindaki 6l¢ceklenme iligkilerini

arastirdik.

Lyapunov iisteli, birbirine ¢ok yakin iki baslangi¢ kosulunun zaman evrimi
sonucunda ortalamada birbirlerine ne kadar hizli yaklastig1 veya birbirlerinden ne
kadar hizl1 uzaklastiklarinin bir 6l¢iisiidiir. Lojistik map benzeri bir boyutlu bir
sistem olarak x,.1=f(x,) mapinin bir x, baslangi¢c kosuluna bir ¢ mesafesindeki
xo+e baslangic kosulu i¢in, mapi n kere itere ettigimizde bu iki baslangi¢ kosulu
birbirinden d, kadar ayrilir. Bu d, ayriliginin, baslangictaki ayriliga orani ile bu

iki baslangi¢ kosulunun birbirinden 1raksama orani bulunur,

dy ‘f(n)(xo +&)-f (n)(xo)‘
£ & '

(36)

Davranis kaotik iken bu iraksama e* seklinde eksponansiyel formda olur ve
A Lyapunov iisteli olarak adlandirilir. Denklem (36)’da sag tarafin dogal

logaritmasi alinarak;

£ (x +&)— ™ (x
1 (|1 50)- 1)

. . (37)
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elde edilir. Baslangigtaki mesafenin ¢ok cok kiiclik oldugunu belirten & — 0
limitinde bu esitlikteki dogal logaritmanin i¢indeki ifade map fonksiyonunun Xx’e
gore tiirevine esit olur ﬂ")r(x,,). Bu tiirev ifadesi zincir kuraliyla, xo, xj,...x,;
yoriinge noktalarindaki f{x,) fonksiyonlarinin tiirevlerinin ¢arpimi olarak

yazilabilir. Boylece Lyapunov iisteli i¢in genel ifade;

n—o N n—o N

n-1 n
A=lim =3 [ (x,)| = lim = | (s, )| (38)
i=0 i=1

olarak elde edilir. Bu iistelin negatif deger alip komsu iki baslangi¢c kosulunun
birbirine yakinsayacak sekilde evrildigi durumda davranis periyodik iken, pozitif
degerler aldiginda bu iki baslangi¢ kosulu zaman evrimi igerisinde birbirinden
eksponansiyel olarak iraksar ve davranis kaotiktir. Guiriiltiilii lojistik mapler igin
sifirdan itibaren artan a parametre degerleriyle sistemin Lyapunov {isteli
degerindeki degisim Sekil (2.2) ve Sekil (2.5)te secilen giiriiltii yogunluk
degerleri icin verilmistir. Isaretinin negatiften pozitife degisirken sistemin
davranisinin periyodik rejimden kaotige gecmesiyle, Lyapunov iisteli sistemin bir
diizen parametresi olarak diisiiniilebilir. Kaos ge¢is esiginde sifir deger alan bu
istelin pozitifligi biiytidiikge sistem giderek daha kaotik hale gelir.

Sistemin davranisinin tespiti ve kaotik davranigin nicellenmesinde biiyiik
oneme sahip Lyapunov iisteliyle, kaos gecis esigine yaklasirken elde edilen Q-
Gaussiyen dagilimlarin genislikleri arasindaki iligskiyi ortaya koymak icin; beyaz
ve korale giirtiltii eklenmis lojistik maplerin her bir (n,a) grubu igin elde edilen g,
genislikleri, bu (n,a) gruplar1 igin Denklem (38)’den hesaplanan Lyapunov
iistellerinin fonksiyonu olarak cizdirilmistir. Sekil (3.11) ve Sekil (3.12)’de
verilen grafiklerde; artan n degerleriyle kaos ge¢is esigine yaklasilirken, A sifira
giderken g-Gaussiyen genisliginin 1/g x 1* formunda bir kuvvet yasasiyla,
u = 0.44 kritik tsteliyle sonsuza gittigi goriilmektedir.

Ayrica bu (n,a) gruplar igin hesaplanan Lyapunov tstelleri ile bu (n,a)
gruplarinin (a - a.) kaos esigine mesafeleri Sekil (3.13) ve Sekil (3.14)’te
cizdirilerek Huberman-Rudnick o6lgeklenmesiyle birebir ortiisen bir iligki elde
edilmistir (A« (a-a.)”,v=0.448). Boylece tim bu arastirmalarimizda

kullandigimiz metodolojinin dogrulugu bir kez daha ispatlanmistir.

Bu boliimde beyaz giiriiltii ve korale giirtiltii eklenmis lojistik mapler icin

elde edilen iki Olgeklenme iligkisi de literatiirde yer alan 6lgeklenme iligkileriyle
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uyumludur (Afsar and Tirnakli, 2014). Elde edilen kritik tisteller standart lojistik
map calismasindan elden edilen kritik {istellerin deger araliginda yer almakta ve

elde edilen sonuglarin evrensel oldugunu dogrular niteliktedir.
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lg e 1/g e A ‘
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n 52} n: 5y
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Sekil 3.11: Beyaz giiriiltii eklenmis lojistik mapin (a) D = 10™ ve (b) D = 10™ giiriiltii
yogunluklarinda, kaos esigine yaklasirken elde edilen g-Gaussiyen dagilimlarin genisliginin
Lyapunov iisteli ile dlgeklenmesi.
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Sekil 3.12: Korale giiriiltii eklenmis lojistik mapin (a) b = 0.25 ve (b) b = 0.5 girilti
yogunluklarinda, kaos esigine yaklasirken elde edilen g-Gaussiyen dagilimlarin genisliginin
Lyapunov {isteli ile 6lgeklenmesi.
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Sekil 3.13: Beyaz giiriiltii eklenmis lojistik mapin (a) D = 10 ve (b) D = 10 giiriiltii
yogunluklarinda, her bir (n,a) grubu i¢in hesaplanan Lyapunov iistellerinin (a-a.) kaos esigine
mesafe ile Olceklenmesi. Elde edilen 6lgeklenmenin Huberman-Rudnick o6l¢eklenme yasasiyla
uyustugu goriilmektedir.
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Sekil 3.14: Korale giiriiltii eklenmis lojistik mapin (a) b = 0.25 ve (b) b = 0.5 girilti
yogunluklarinda, her bir (n,a) grubu i¢in hesaplanan Lyapunov iistellerinin (a-a.) kaos esigine
mesafe ile Olgeklenmesi. Beyaz giiriiltii eklenmis senaryo ile benzer olarak elde edilen
6lgeklenmenin Huberman-Rudnick dlgeklenme yasasiyla uyustugu goriilmektedir.

3.4 g-Gaussiyen Dagilimin Genisligi ile Fraktal Boyut Arasindaki
Iliski

Lojistik map i¢in davranisin en kaotik oldugu durumda, mapin iterasyonlari
faz uzayinin tamamini doldurur. Kaotik bolgeden kaos esigine yaklasirken, mapin
periyodik rejimindeki periyot dallanmalarina benzer bir davranis kaotik bantlarin
yarilmasi olarak gozlenir. Bu bant yariimasi prosediiriinde 2" kaotik bantlar1 2"
kaotik bantlarim1 olusturacak sekilde yarilir ve bu bant yarilmasi sonsuz tane
kaotik bandin bulundugu kaos ge¢is esiginde son bulur. Bu kaotik bantlarda
mapin iterasyonlar1 yaklasik olarak diizgiin dagilsalar da, kaotik bantlar faz
uzaymin sadece belirli bir kismini kaplar ve bir 2" kaotik bandi iginde
iterasyonlarin yerlesemedigi yasak bolgeler olusur. Gozlemlenen bu bant

yarilmasi prosediirii nedeniyle faz uzay1 fraktal 6zellikler gosterir. Lojistik mapin
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faz uzayinda gozlemlenen bu geometrik 6zelliklerini inceleyerek sistemin uzun-

donem dinamik davraniglarini belirleyebiliriz (Hilborn, 2000).

Faz uzayinin geometrik yapisi ilizerine odaklanan bir yontem olan kutu
sayma fraktal boyutu metoduyla faz uzaymin boyutunu belirleyebiliriz. Bu
metotta ele alinan sistemin faz uzay1 ¢ kenar uzunluguna sahip kutularla kaplanir
(lojistik map benzeri bir boyutlu yitimli dinamik sistemler i¢in ¢ uzunluklu ¢izgi
parcalar1). Daha sonra ele alinan dinamik sistemin uzun siire evrilmesine izin
verilerek elde edilen yoriingelerden kag tanesinin bu kutular igerisine diistiigii
saydirilir. Faz uzaymin ortaya cikan yasak bolgeler nedeniyle tamamen
doldurulamadigi durumlarda bazi kutular bos kalirken, faz uzaymin yoriingeler
tarafindan tamamen isgal edildigi durumlarda tiim kutular dolu olacaktir. Faz
uzayini kutularla doldurma islemi e kutu kenarlarini kiiciilterek, dolayisiyla uzayi
kaplayan kutu sayisini arttirarak tekrarlanir. N (g), i¢i yoriingeler tarafindan
doldurulan kutu sayisi ve Npox tiim uzay1 kaplamak igin gerekli olan kutu sayisi

olmak iizere; kutu sayma fraktal boyutu D,

D = lim 129 N(€)

-0 Iog Nbox (39)

olarak tanimlanir.

Lojistik mapin kaotik bolgesinde kaos esigine yaklasirken gozlemlenen
kaotik bant yarilmasi prosediirii, her bir adimda ortasindan boyunun iigte biri
blyiikliiglinde bir par¢a ¢ikarilarak olusturulan {inlii Cantor seti insasina
benzetilerek kutu sayma boyutu hesaplanabilir (Hilborn, 2000). Sistemin en
kaotik oldugu bolgede yoriingeler faz uzaymi tamamen kaplar ve bu durumda bir
egrinin boyutu olan 1 elde edilir. Ancak kaos esigine kadar siiren kaotik bant
yarilmalarina bakildiginda, bu bantlar uzayin belirli bolgeleri isgal ettiginden bu
prosediir i¢in tam say1 olmayan boyut degeri elde edilir. Kaos esigindeki kutu
sayma fraktal boyutu, analitik olarak D = 0.543 olarak bulunmustur (Hilborn,
2000).

Beyaz ve korale giiriiltii eklenmis lojistik maplerin kaos esiklerine
yaklagsmakta kullandigimiz (n,a) gruplarinin a degerleri bir 2" kaotik bandina
karsilik geldiginden, iki tip giirtiltiilii lojistik mapin her bir (n,a) grubu i¢in fraktal
boyutlar hesaplanmistir. Beyaz giiriiltiiniin D = 10 ve korale guriiltiiniin b
=0.25 yogunluklari segilerek (n,a) gruplarmmin fraktal boyutlarinin kaos esigine
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artan n degerleriyle yaklasirken nasil degistigi sirasiyla Sekil (3.15) ve Sekil
(3.16)’da gosterilmistir. Sekillerden de agikga gorildiigli lizere kaos esigine
yaklagildikca, hesaplanan fraktal boyut degerleri kendi spesifik kaos esigi fraktal
boyutlarina, D, yaklagsmaktadir. Bu goézlemin ardindan, hesaplanan kaos esigi
fraktal boyutlar1 arasinda goriilen farkin giiriiltii etkisinden kaynaklandigini

belirtmekte yarar vardir.

Giriiltiilii lojistik maplerin kaos esikleri civarindaki olasilik dagilimlarinin
genisligi ile fraktal boyutlar1 arasindaki iliskiyi kurmak icin; kaos gecis esigine
yaklagmakta kullandigimiz her bir (n,a) grubu icin hesaplanan fraktal boyut
degerinin bu maplerin hesaplanan kaos esigi fraktal boyutuyla farki olan (D-D)
niceligini kullandik. Sekil (3.17) ve Sekil (3.18)’den de goriilecegi lizere kaos
esigine yaklastikca fraktal boyutun mapin kendi kaos esigi fraktal boyutuna
yakinsarken, olasilik dagilimlariin genisliginin l/goc(D-Dc)ﬂ formunda bir
kuvvet yasasi ile gelistigi goriilmektedir. Ayrica fraktal boyutun kaos esigine
yaklastikca degisimini irdelemek i¢in (a-a.) kaos esigine mesafe niceligi ile
yapilan incelemelerde de Sekil (3.19) ve Sekil (3.20)’de verilen (D-Dc)oc(a-ac)v
seklinde bir 6l¢eklenme iliskisi elde edilmistir.

Tezin bu boliimiinde fraktal boyut lizerine yapilan incelemelerde iki cesit
giiriiltii eklenmis lojistik mapler i¢in elde edilen 6l¢eklenme iliskileri literatiirde
standart durum icin elde edilen Olgeklenme iliskileriyle form agisindan
uyusmaktadir (Afsar and Tirnakli, 2014). Beyaz giiriiltii eklenmis lojistik map i¢in
elde edilen x=0.44+0.06 ve v=0.44=+0.06 kritik istel degerleri, standart
durumun i¢in bulunan kritik {istel degerlerinin deger araliginda yer almaktadir.
Ancak korale giiriiltii eklenmis senaryolarda Sekil (3.18) ve Sekil (3.20)’den de
goriildiigli iizere; beyaz giiriiltii eklenmis senaryoyla aymi kuvvet yasasi
formlarinda 6l¢eklenme iligkileri elde edilirken, farkli degerlerde kritik iisteller
elde edilmistir. Korale giriltiiniin eklenmesinin kaos esiginin evrensel
ozelliklerini teorik olarak degistirmesi beklenmedigi i¢in elde edilen bu farkli
kritik iistel degerlerinin Sekil (3.16)’da goriilen kuvvetli dalgalanmalardan
kaynaklanmaktadir (Cetin et al., 2015).
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Sekil 3.15: D = 10 giiriiltii yogunlugunda beyaz giiriiltii eklenmis lojistik mapin (a) n = 5.02, (b)
n =6.02, (c) n = 7.02, (d) n = 8.02 ve (¢) a = a, i¢in kutu sayma fraktal boyutu hesab1 grafikleri.
Kesikli ¢izgilerle belirtilen bolgede yer alan egrinin egimi fraktal boyutu vermektedir.
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Sekil 3.16: b = 0.25 giiriiltii yogunlugunda korale giiriiltii eklenmis lojistik mapin (a) n = 5.02, (b)
n =6.02, (c) n =7.02, (d) n = 8.02 ve (e) a = a, i¢in kutu sayma fraktal boyutu hesab1 grafikleri.
Kesikli ¢izgilerle belirtilen bolgede yer alan egrinin egimi fraktal boyutu vermektedir.
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Sekil 3.17: Beyaz giiriiltii eklenmis lojistik mapin (a)

yogunluklari i¢in //g o« (D-D,) dlgeklenme iligkisi.
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D = 10" ve (b) D = 10™ giiriiltii



39

l g o (D~DC)O'58 T s, | ) 1/g o< (D_DC)O,(Q [ |
@ b
/g /g
n=8.02

L | L |

10° 10" 10° 10"
D-D D-D
C C

Sekil 3.18: Korale giiriiltii eklenmis lojistik mapin (a) b = 0.25 ve (b) b = 0.5 giiriiltii yogunluklar
i¢in 1/g < (D-D,) dlgeklenme iliskisi.
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Sekil 3.19: Beyaz giiriiltii eklenmis lojistik mapin (a) D = 10™ ve (b) D = 10™ giiriiltii
yogunluklari i¢in (n,a) gruplarinin fraktal boyutlarinin kaos esigine yaklagilirken, (a - a,) kaos
esigine mesafeyle iligkisi.
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Sekil 3.20: Korale giiriiltii eklenmis lojistik mapin (a) b = 0.25 ve (b) b = 0.5 giiriiltii yogunluklar1
icin (n,a) gruplarmin fraktal boyutlarmin kaos esigine yaklasilirken, (a-a.) kaos esigine
mesafeyle iligkisi.

Cesitli yogunluklarda beyaz giiriiltii ve korale giiriiltii eklenmis lojistik
mapler igin tespit edilen kaos esiklerine genellestirilmis Huberman-Rudnick
Ol¢eklenmesiyle periyot 2 pencereleri igin yaklasirken elde edilen g-Gaussiyen

dagilimlarin eteklerinin genislemesiyle (bu dagilimlarin bir tam ¢-Gaussiyen
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formuna gelisimi), lineer olmayan dinamigin ©6nemli nicelikleri arasindaki
iligkileri ortaya koydugumuz bu boliim i¢in elde edilen 6lgeklenme iligkileri ve bu
Olceklenmelerin kritik iistel degerleri Cizelge (3.1) ve Cizelge (3.2)’de sirasiyla
beyaz giiriilti eklenmis senaryo ve korale giiriiltii eklenmis senaryo igin
verilmistir. Bu ¢izelgelere standart lojistik map igin (Afsar and Tirnakli, 2014)
caligmasinda elde edilen Ol¢eklenme iligkileri ve kritik istel degerleri
karsilagtirma amagh olarak eklenmistir. Bu ¢izelgelerden de goriilecegi lizere
gliriiltii senaryolar i¢in elde edilen kuvvet yasasi formundaki 6l¢eklenme iligkileri,
standart lojistik map igin elde edilenlerle aynidir. Giiriiltiiniin beklenen bir etkisi
olarak elde edilen kritik iistel degerlerinde kiiclik degisimler goriilse de, elde
edilen bu degerler standart durum kritik iistellerinin deger araliginda yer alip ve
standart durum i¢in bulunan sonuclarin birer evrensel sonu¢ oldugunu dogrular

niteliktedir.

Cizelge 3.1: Beyaz giiriiltii eklenmis lojistik map icin bant yarilma prosediirii ile elde edilen
Olgeklenme iligkileri ve bu iliskilerin kritik iistel degerleri. Karsilagtirma amagli olarak standart
lojistik map igin degerler (Afsar and Tirnakli, 2014) ¢calismasindan alinmustir.

. D = Oigin kritik
Olgeklenme ﬁsltzllrller H D =10"*?i¢in D =101 i¢in
Nigkileri kritik tisteller kritik tisteller
(standart durum)
1/gocl” 7=0.23+0.01 7=0.231+0.002 7=0.226+0.003
loc(a-a, ) »=0.84+0.01 7 =0.85+0.02 7 =0.86+0.04
1/g oc A* 1 =0.43+0.01 1=0.44+0.01 4=0.43+0.01
1/goc & u=0.43£0.01 1 =0.44+0.01 1 =0.43+0.01
1/g oc(D_DC)/’ #=0.43+0.01 1 =0.44+0.06 1 =0.4310.06
Aoc(a-a; ) v =0.448+0.003 v=0.44940.001 v =0.451+0.001
Exc(a—a, )Y v =0.448+0.003 v=0.4500+0.0001 v=0.4499+0.0001
(D-D,) o (a-a,)" | v=0448+0003 v=0.44+0.06 y=0.44+0.06
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Cizelge 3.2: Korale giiriiltii eklenmis lojistik map i¢in bant yarilma prosediirii ile elde edilen
Olceklenme iligkileri ve bu iliskilerin kritik iistel degerleri. Karsilastirma amacli olarak standart

lojistik map i¢in degerler (Afsar and Tirnakli, 2014) calismasindan alinmustir.

Olgeklenme b=0 lflﬁ kritik b =0.25i¢in b=0.5 icin kritik
liskileri usterier kritik iisteller isteller
(standart durum)
Ugel® 7=0.23+0.01 7=0.233+0.004 =0.236 £ 0.004
loc(a—a, ) »=0.84+0.01 »=0.86+0.03 »=0.86+0.02
1/ g oc A* 1 =0.43+0.01 1 =0.45+0.01 1=0.45+0.01
1/g e é:—ﬂ #=0.4310.01 #=0.45+0.01 1 =045+0.01
1/g o (D - D, )X 1 =0.43+0.01 1=0.58+0.05 11=0.62+0.05
Ao (a-a,)" y=0.448+0.003 | v=0.4491+0.0003 v =0.451+0.001
Foc(a-a,)” y=0.448+£0.003 | v=0.4500+0.0001 | v =0.4500+0.0001
D-D.)«(a-a.)" | v=0448+0.003 y=0.34+0.02 v =0.3240.02
( ) < (@a-ac)
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4. SONUC VE TARTISMA

Bu tez c¢alismasinda bilesenleri arasinda kuvvetli korelasyonlar gosteren
dinamik sistemlere iyi bir 6rnek olan lojistik mapin, kaos gecis esigi civarinda
elde edilen zaman serileri kullanilarak istatistigin ve olasilik teorisinin yapi1
taglarindan olan merkezsel limit teoreminin genellestirilmis bir formunun varlig

gosterilmistir.

Bagimsiz ya da yaklasik olarak bagimsiz bilesenlerden olusan sistemlerde
olasilik dagilimlarinin Gaussiyen formda elde edilecegini belirten merkezsel limit
teoreminin Boltzmann-Gibbs istatistiginin en onemli teoremlerindendir. Ancak
sistemin bilesenleri arasinda uzun menzilli korelasyonlarin bulundugu ve
merkezsel limit teoreminin gegerli olmayip, elde edilen dagilimlarin Gaussiyen
formda olmamasi, bu dagilimlarin ortaya cikis nedenleri ve dogasi hakkinda
merak uyandirmistir. Bu tip sistemler i¢cin merkezsel limit teoreminin gecerli
olmamasi nedeniyle, bu teoremi de igerisine alacak sekilde bir genellestirmeye
ithtiya¢ duyulmustur. Genellestirilmis istatistigin (Tsallis istatistigi olarak da
bilinir) ortaya koydugu g-genellestirilmis merkezsel limit teoremiyle, bilesenleri
arasinda belirli bir tipte uzun menzil korelasyonlara sahip olan sistemlerde ortaya
¢ikan olasilik dagilimlarinin g-Gaussiyen dagilimlar olacagi teorik olarak one
stirlilmistiir. Genellestirilmis istatistik mekanik igerisinde yer alan q parametresi,
ele alinan sistemin bilesenleri arasindaki korelasyonun tipi ile ilgili ve dinamik
sistemin faz uzaymin yapisini belirleyen bir parametre olup, bu parametrenin =1
degeri Boltzmann-Gibbs istatistigine karsilik gelir. Gaussiyen dagilimlarin
Boltzmann-Gibbs istatistiginde tistlendigi rolii; genellestirilmis istatistikte Q-
Gaussiyenlerin iistlenmesi nedeniyle, bu dagilimlar ile bu dagilimlarin ortaya
cikisin1  acgiklayan (-genellestirilmis merkezsel limit teoreminin arasindaki
baglantiy1 kurmak biiyilk bir Oneme sahiptir. Bu tez c¢alismasinda Q-
genellestirmesine ihtiyag¢ duyulmasma neden olan Ozellikleri sergilemesi
nedeniyle lojistik map inceleme amagli olarak secilmis ve g-Gaussiyenler ile g-
genellestirilmis merkezsel limit teoremi arasindaki iliski sayisal olarak gosterilmis
ve lojistik mape iki farkli tlirde giiriiltii eklenerek test edilmistir. Kaos esigi
civarinda faz uzaymi kesikli bir yapida dolduran kaotik bantlarda yer alan ve
birbirleriyle kuvvetli korelasyonlar gosteren lojstik mapin iterasyonlarinin
toplamlar1 igin elde edilen dagilimlarinin q>1 ile bir g-Gaussiyen formuyla
ortiisecek sekilde kaos esigine yaklastik¢a eteklerinin genisledigi goriilmistiir.
Beyaz ve korale giiriiltii eklenen senaryolarda da bu limit davranisin
gozlemlenmesi (-genellestirilmis merkezsel limit teoreminin varligini ispatlar
niteliktedir.
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Bu c¢alismada standart girtltili lojistik maplerin  kaos esiklerine
yaklagsmakta kullandigimiz Huberman-Rudnick olgeklenmesi belirledigimiz (n,a)
gruplar1 i¢in elde edilen Q-Gaussiyen dagilimlarinin eteklerinin, artan n
degerleriyle kaos gecis esigine yaklasirken genislemesi davranigini; korelasyon
boyutu, korelasyon uzunlugu, Lyapunov {lsteli degeri ve fraktal boyut gibi
niceliklerle iliskilendirerek Q-Gaussiyen limit dagilimlarinin ortaya ¢ikis
mekanizmasina 151k tutmaya calistik. Daha once standart lojistik map i¢in yapilan
incelemeleri baz alarak giiriiltiilii senaryolar igin yaptigimiz hesaplamalarda;
standart durum i¢in bulunan 6l¢eklenme davranislariyla ¢ok iyi sekilde oOrtiisen
kuvvet yasast formunda Olceklenme iligkileri elde edildi. Bu dlgeklenme
iligkilerinin kritik iistel degerlerinde eklenen giiriiltiilerin etkileri goriilse de,
giiriiltiilii lojistik map incelemesinde elde edilen bu iistel degerlerinin, standart
durum i¢in tespit edilen listellerin deger araliginda yer aldig1 agik¢a goriilmiistiir.
Korale giiriiltii eklenmis lojistik map icin fraktal boyut analizinde elde edilen
standart duruma gore farkl kritik iistel degerlerinin, faz uzayinin geometrik bir
karakterizasyonu olan kutu sayma fraktal boyutu metodunda ortaya ¢ikan
dalgalanmalar oldugu diisiiniilmektedir. Korale giiriiltiiniin mapin ig¢yapisindan
eklenerek mapi kaydirmasi yan sira, hesaplamalarin yapildigi (n,a) gruplarina
karsilik gelen kaotik bantlarin geometrisini degistirmesinden (daraltma ve
birbirine yakinlagtirma gibi) dolayr elde edilen sonucun etkilendigi sonucuna
vartlmigtir. Bu senaryolarin 6lgeklenme iligkileri arasinda goriilen uyum ile
standart durum i¢in tespit edilen 6l¢eklenme iligkilerinin, lojistik map ile aym
evrensellik sinifinda yer alan sistemler icin gegerli oldugu sonucuna varilabilir.
Bulunan bu 6lgeklenmeler ile matematiksel bir model olan lojistik map ile ayni
korelasyon ve faz uzayinda fraktallik o6zelligi gosteren sentetik yada dogal
sistemlerde gozlenen @-Gaussiyen dagilimlarin ortaya ¢ikis mekanizmasinin

arastirtlmasina on ayak olacagi diistiniilmektedir.
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