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DUZGUN DIK MAGNETIK ALAN VE DUZGUN ENINE ELEKTRIK ALAN
ALTINDA iKi BOYUTLU ELEKTRON GAZININ ELEKTRONIK YAPISI

0z

Bu ¢aligmada, iki boyutlu elektron gazinin elektronik yapisi incelendi. Bu amagla
iki boyutlu elektron gazinin tanimi yapildiktan sonra sisteme ait hamiltonyen ifadesi
turetildi. Baslangigta hamiltonyen ifadesi vektor potansiyeli ve Landau ayar
donigiimleriyle beraber anlatildi. Sistem sirastyla serbest pargacik durumu, kusatma
potansiyeli ve elektrik alan varligindaki durumlari incelendi ve bu ii¢ durumdaki
sisteme ait enerji 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlar: analitik olarak hesaplandi. Daha
sonra green fonksiyon ifadesinin tanimi yapilarak {i¢ durum i¢inde hamiltonyenin
¢oziimiinde kullanilacak olan green fonksiyon ifadesi elde edildi. Sonlu elemanlar
yontemi kullanilarak enerji degerleri hesaplandi ve enerji grafikleri ¢izildi. Elde
edilen ¢oziim ve grafikler literatiirdeki makalelerle karsilastirildi ve sonuglarin
uyumlu oldugu goriildii. Elektrik alan varliginda fretilen enerji grafigi diger
calismalarla karsilastirildiginda kenarlarindaki keskin ¢ikislar yerine daha yumusak
cikiglar oldugu goriildii.

Calismalarm uyumlu oldugu goriildiikten sonra sistemin hem kusatma potansiyeli
hem de elektrik alan varligindaki durumu incelendi ve sisteme ait hamiltonyen
ifadesi analitik olarak tiiretildi. Hamiltonyenin ¢dziimiinde kullanilacak olan green
fonksiyon ifadesi analitik olarak elde edildi. Son olarak sisteme ait hamiltonyen
ifadesi boyutsuz hale getirilerek sonlu elemanlar yontemi kullanildi ve sisteme ait
enerji grafigi elde edildi. Diger ¢aligmalardan farkli olarak daha yiiksek bir elektrik

alan degerinde grafik enerji degerleri {iretti.

Anahtar Kelimeler: iki boyutlu elektron gazi, Green fonksiyonlari, sonlu elemanlar

ybntemi.



ELECTRONIC STRUCTURE OF THE TWO-DIMENSIONAL ELECTRON
GAS IN THE UNIFORM PERPENDICULAR MAGNETIC FIELD AND
UNIFORM TRANSVERSE ELECTRIC FIELD

ABSTRACT

In this study, the electronic structure of two-dimensional electron gas was
examined. For this purpose, the definition of two-dimensional electron gas with the
Hamiltonian of the system after the statement was derived. Initially the Hamiltonian
expression via vector potential and Landau gauge transformations were described.
Then the system of free particle states, the confining potential and the electric field
cases were examined in the presence and in these three cases the energy eigenvalues
and eigenfunctions of the system was calculated analytically. Then the definition of
Green's functions in three cases to be used in the solution of the Hamiltonian Green's
functions expression was obtained. Using the finite element method the system of
energy was calculated and the energy graphics were plotted. The resulting solutions
and graphics were compared with articles in the literature, and the results were found
compatible. The energy produced in the presence of electric field in comparison with
other studies the edges of graphic sharp outputs rather than was found to be soft

outputs.

After studies found to be consistent of the system both the confining potential and
in the presence of electric field cases were investigated and express the Hamiltonian
of the system was derived analytically. Green's function to be used in the solution of
the Hamiltonian expression was obtained analytically. Finally The Hamiltonian of
the system by making the dimensionless expression finite element method was used
and was obtained energy graphic of the system. Unlike other studies energy of
graphic values higher than an electric field produced.

Keywords: Two-dimensional electron gas, Green's functions, finite element method.
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BOLUM BIR

GIRIS

Son yillarda hem yar1 iletken heteroyapilarin hem de iki boyutlu elektron gazmin
fizigiyle ilgili yapilan ¢alismalarin ilerlemesi bir¢ok alanda gelisme saglamistir. Bu
gelismeler ayrica teknolojik ilerlemenin de temel taglart olmustur. Yari iletken
heteroyapilarin fizigiyle ilgili ¢aligmalar, bircok alanda nanoteknolojik aygitlarin
kullanimimi da hizlandirmis oldu. Ayrica bu yapilar diyot, entegre, giines pilleri ve
transistor gibi yapilarda da kullanildig1 i¢in aragtirma konusu olarak giincelligini her
zaman korumaktadir (Shah, Torres, Tscharner, Wyrsch ve Keppner, 1999; Gray ve
Meyer, 1992).

Iki boyutlu elektron gazi, metal oksit yar1 iletken (MOS) transistorlerde (Chang,
2007) ve metal oksit yar1 iletken alan etkili (MOSFET) transistorlerin yapisinda
kullanilmaktadir. MOSFET'ler (Metal Oxide Semiconductor Field Effect Transistor),
gii¢ harcamalar1 diisiiktiir ve mekanik dayanmimlar1 fazladir (Seonghoon, 2006). ki
boyutlu elektron gazi, metal oksit yar1 iletken transistorlerinin balistik taginiminda

kullanilmaktadir (van Wees ve diger, 1988).

Iki boyutlu elektron gazi sisteminin hamiltonyeninin ¢dziilmesinde Sik1 Baglama
Yontemi (Cresti, Grosso ve Parravicini, 2005), Varyasyonel Monte Carlo Yontemi
(Imada, ve Takahashi, 1984), Sonlu Elemanlar Yontemi (Huttuon, 2004) ve daha
birgok yontem kullanilabilir. Bu calismada niimerik hesaplamalarda hem islem

kolaylig1 saglamasit hem de ¢oziimleme hizi agisindan Sonlu Elemanlar Yontemi

kullanild1

Diger taraftan analitik olarak iki boyutlu elektron gazi sisteminin hamiltonyeninin
¢oziimii Green fonksiyonlariyla yapildi (Cresti ve diger, 2005; Duffy, 2001).
Sistemin hem serbest uzayda hem de kusatma potansiyeli altinda ve elektrik alan
altindaki davranisinin ¢éziimiinde sinir kosullar1 bakimmdan olumlu sonuglar verdigi
icin Green fonksiyonlar1 kullanildi. Bu tezde sayisal hesaplamalarin yaninda

Cresti'nin gelistirdigi analitik ¢oziimler tiiretildi.



Bilim diinyasindaki ¢aligmalar incelendiginde iki boyutlu elektron gazinin diizgiin
manyetik alanda kusatma potansiyeli altindaki ¢aligmalarin yaninda diizgiin olmayan
manyetik alan altindaki davranisiyla ilgili ¢alismalarda mevcuttur. Son yillarda
metaloksit yar1 iletken alan i¢indeki silikon yiizeyinde sikistirilmis elektronlarin etki
ettigi transistorler (MOSFET) Thouless (1981) tarafindan incelenmistir. Burada
Thouless, manyetik alan altinda iki boyutlu dejenere olmus elektron gazi ile ilgili
calismistir. Bu amagla bu makalede de yiiksek manyetik alan altinda iki boyutlu
elektron gazi sisteminde farkli degerlerdeki potansiyellerin etki ettigi elektronlar
arastirilmigtir. Sifir sicaklikta bu potansiyeller, Hall voltajin1 degistirmemektedir.

Teorik ¢aligmalarda Green fonksiyonlarindan yararlanilmastir.

Kukushin ve arkadaglarmin (1988) makalesinde mikroelekronik galismalarda ve
onemli bir konu olan kuantum hall olayin1 agiklamada kullanilan iki boyutlu elektron
gazi yapilar1 incelenip bu baglamda MOS denilen metal yalitkan yapilar ve
heteroyapilarin i¢indeki elektron ve bosluklarin yapist arastirilmistir. Bu konuyla
ilgili son g¢aligmalara bakildiginda teorik ve deneysel arastirmalar manyetik alan
altinda iki boyutlu elekton gazi yogunluguna yonelmis olup gercek sistemlerde,
durum yogunlugunun enerji dagilimmna etkisinin farkli faktorler icerdigini

bulmuslardir.

Dizgiin manyetik alan disinda diizgiin olmayan bir manyetik alan sisteme dahil
edildiginde egri yani biikiilmiis iki boyutlu elektron gazi elde edilmis olur ve enerji
grafiklerinde de iki biikiilme goriilmiistiir. Foden ve arkadaslarinin (1994) yaptigi
caligmalarda bu egri icindeki elektron davraniglar: diizgiin olmayan manyetik alan
varliginda elektron iletim ozellikleriyle ilgili bilgiler vermekte olup kuantum teli
veya bagka diger yapilarin olusturulup arastirilmasinda bu durumdan kaynaklanan iki
boyutlu elektron gazmin i¢indeki bir boyutta dalgalanmalar ve sonlu ayrilmalar
incelenmektedir. Manyetik alan yoklugunda iki boyutlu elektron gazinmn egikligi
potansiyel degisime yol agtig1 ve ayrica tek boyutta elektronun hareketini kisitladigi

gorular.



Bir diger makalede Xiaguang (1996) dik manyetik alan altinda iki boyutlu
etkilesen elektron gazinin Green fonksiyon ifadelerini calisti. Teoremle ilgili
saglamalar yaptiktan sonra iki boyutlu elektron gazi igeren elektron-elektron ve
elektron-fonon etkilesimi i¢inde saglamalar yapilmistir.

Bu tezde iki boyutlu elektron gazinin Hamiltonyeni elektrik alan ve manyetik
alan varlhiginda yazilip Cresti ve digerlerinin (2005) ¢aligmasi takip edilerek Green
fonksiyonu analitik olarak Uretildi. Daha sonra Hamiltonyen sonlu elemanlar

yontemiyle sayisal olarak ¢oziildii.

Tezi yazarken 2. boliimiinde yari iletken heteroyapilar tanitildi ve bu sistemler
iizerine yapilan teorik caligmalar oOzetlendi. Ayrica sistemin niimerik olarak
¢coziimiinde kullanilabilecek yontemlerden ornekler verilip islem kolayligi ve hizi

bakimindan sonlu elemanlar yonteminin kullanildigindan bahsedildi.

Tezin 3. boliimiinde iki boyutlu elektron gazi sisteminin hamiltonyeni (serbest
parcacik iken) yazildi. Manyetik alan i¢cin yazilan vektdr potansiyelinin tanimi
yapilip nasil hesaplandigindan bahsedildi. Vektor potansiyeli i¢in ayar doniistimi
hesaplar1 verildi. Green fonksiyon ifadesinin tanimi yapildiktan sonra sonlu

elemanlar yontemi anlatild.

Tezin 4. béluminde ise iki boyutlu elektron gazi sisteminin Green fonksiyonu
kusatma potansiyeli, elektrik alan ve mayetik alan altindaki davranig1 analitik olarak
hesaplandi. Cozlimiinde kullanilan Green fonksiyonun, sicakligin ¢ok ¢ok kiigiik ve

cok cok biiylik oldugu durumlardaki ifadesi ¢ikartildi.

Tezin 5. bolimiinde ¢dziimlenecek olan Hamiltonyen boyutsuzlastirildi ve sayisal

¢oziimlerin sonuglar1 verildi.



BOLUM iKi
iKi BOYUTLU ELEKTRON GAZI

Yari iletkenlerin kesfi ve kullanilmasiyla bilim ve teknolojide yeni bir déneme
gecilmis oldu. Bu yapilarin optik ve elektronik Ozellikleri bir¢ok alanda kullanim
kolaylig1 saglanmustir. Ornek olarak; telekominikasyon, bilgisayar, mikroislemciler,
diyot, transistor, entegre ve giines pilleri 6rnek verilebilir. (Shah, Torres, Tscharner,

Wyrsch ve Keppner, 1999; Gray ve Meyer, 1992).

Metallerin birgogu ve yari iletkenlerde elektronlar (veya bosluklar) iic uzamsal
boyutta 6zgiir bir sekilde hareket edebilmektedir. Eger bu 6zgiirliik belirli yonlerde
kisitlanirsa sistemin boyutu azalmis olur. Ornegin, iki boyutlu sistem icin elektronlar

bir dizlem iginde hareket edebilir (Seonghoon, 2006).

Yar1 iletken bir ylizeyin iizerine ince tabakali yapilar koyarak genisletme
diisiincesi, modern yar1 iletken teknolojinin gelismesiyle miimkiin hale geldi. Bu
teknolojinin en onemli uygulamalarindan biri de iki boyutlu elektron gazi olarak
(2BEQ) nitelenen iki boyutlu bir alanda elektron hareketinin sikistirilmasidir (Chang,
2007).

Iki boyutlu elektron gazina drnek olarak iki tip ¢alisilip gelistirildi. Bunlardan ilki
metal oksit yariiletken (MOSFET) yapilardir. Sekil (2.1) 'de goriildiigi gibi bu band
diyagraminda, kanala bir voltaj uygulanmistir. Buradaki metalik kanal bir yar1
iletkenle bir dielektrik katman olan SiO, tarafindan ayrilmaktadir. Sonug olarak, yar1
iletken icinde bikulen bir bant olusur. Yeterli biiyiik bir kanal voltaj igin, bu
biikiilmeyle diizgiin yar1 iletken band araligi olusur. Yapinin i¢inde dielektrik ve yar1
iletken ylizeyin yakininda zit isaretleyici tasiyicilarla birlikte bir inversiyon katmani

olusur. Bu katman iki boyutlu elektron gazi olarak tanimlanir.

Iki boyutlu elektron gazma bir diger drnekte GaAs/AlGaAs 'dir. Sekil (2.2) 'de
goriildiigii gibi GaAs'den daha genis bir bant araligina sahip AlGaAs malzemesi



kullanilmaktadir. Modulasyon olusum katkili bu heteroyap1 bir inversiyon tabakast

meydana getirir.

gate

source drain

gate Dxide\k

-

ri-cinpad

channel
silicon wawver

Ietal-Crxide Field-Effect Transistar (MOSFET)

Sekil 2.1 Metal oksit yart iletkenin yapisi (Nicollian ve Brews, 1982)

Diizgiin olarak doplanmis AlGaAs katmani, Fermi diizeyine dogru hareket
ederken 2BEG inversiyon katmaninda olusmustur. Son yillarda, diisiik boyutlu
sistemler i¢cinde kuantum iletimi ¢alisilmast icin 2BEG formunda modiile edilmis
heteroyapilar kullanilmaktadir. 2BEG igin elektron yogunlugu en az 180 cm?/ V.s
dir. Bu durum yiiksek tasiyici hareketliligine yol agar. Bu yapilarda tagmirlik 107
cm?/V.s iken MOS tipi yapilarda bu deger 105 c¢m?/V.s civarindadir. Bu tarz
yapilar 6rnegin kiigiik aygitlarin i¢inde balistik tasimada kullanilir (Wees ve diger.,
1988).

Iki boyutlu elektron gazi (2BEG), ¢ok pargacik fizigi i¢indeki temel problem
olmakla beraber birgok @énemli uygulamalara da sahiptir. Ornegin; bakir-oksit
dizlemleri icindeki elektron hareketleri, stiperiletken malzemelerin igindeki yiiksek
iletim-sicaklig1 agiklamak igin bir yol olarak diigtiniilmektedir (Tanatar ve Ceperly,
1988). Iki boyutlu elektron gazi sikistirilabilmektedir. Yar1 iletkenler boyutlarma
gore isimlendirilmektedir (Harrison, 2005). Sekil (2.3) 'te de gorildiigii tizere
bunlar; iki boyutlu kuantum kuyusu (Binney, 2008), bir boyutta kuantum teli
(Liischer ve diger., 2002) ve sifir boyutta kuantum noktasidir (Binney, 2008). Sifir
boyut derken hareketin ii¢ boyutta (hareket alani) sinirlandirildig: ifade edilir.



Elde edilen iki boyutlu elekron gazi sisteminin fiziksel 6zelliklerini belirlemek
iizere teorik caligmalar yogunlasmistir.. Bu konuyla ilgili bircok model ve yontem

bulunmaktadir (Tanatar ve Ceperly 1988).

y A heterointerface
E —_ ] Ee
z I Ey
E ’Pf EE
L B
2DEG

Sekil 2.2 GaAs/Al GaAs tipi malzemenin yapis1 (Chang, 2007).
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Sekil 2.3 Kuantum kuyusu, kuantum teli, kuantum noktasi.

Kullanilan yontemlere Ornek olarak; sifir sicaklikta 2BEG'in baslangic durum
Ozellikleri ¢esitli yaklagimlar altinda rastgele faz yaklasimi (random-phase
approximation, RPA), merdiven diyagramlar1 toplami (summation of ladder
diagram) (Kenworthy ve Ter Haar, 1961) ve ayrica varyasyonel Monte Carlo (VMC)
hesaplamalar1 da dalga fonksiyonunun enerjisini hesaplamada kullanilir (Imada ve

Takahashi, 1984).

Bunlarin  yaninda siki  baglama yontemi (tight binding method) de

kullanilmaktadir (Yamauchi, Takahasi ve Arakowa, 1991). Bir diger yontem olan ve



bu tezde de kullanilan sonlu elemanlar yontemi, sistemin dalga fonksiyonunu
hesaplamada ve enerji Ozdegerlerini bulmada oldukc¢a kolaylik saglayan bir

yontemdir (Searles ve Felsobuki, 1988).

Kuantum tellerinin optik o6zellikleriyle ilgili arastrmalar1 Yi ve Dagli (1995)
yaparken sonlu elemanlar yontemiyle ilgili olarak Kojimo ve digerleri (1989)
geometrik yapiya sahip bir kuantum teli ig¢in enerji seviyelerini ve dalga

fonksiyonlarini hesaplamiglardir.



BOLUM UC
SISTEMLE iLGiLi TEORIK HESAPLAMALAR

3.1 Temel ifadeler

Diizgiin manyetik alanda iki boyutlu elektron gazi i¢cin Hamiltonyen yazilacak

olunursa;

2
H=—(p + A% +—(py +4,) (3.1)

Burada A(r) z dogrultusundaki B manyetik alaninin vektdr potansiyelidir
(Maksym, ve Chakraborty, 1990). Sekil 3.1 'de goriildiigii gibi z-dogrultusunda
manyetik alan uygulandiginda elektronun hareket serbestligi azalmakta ve sistem

kuantum teline doniismektedir.

Sekil 3.1 Kuantum teli (Debald ve Kramer, 2005)

3.1.1 Vektor Potansiyeli Tanimi

Manyetik alan korunumsuz oldugundan skaler bir potansiyel olarak
tanimlanamamaktadir. Teorik olarak potansiyel gibi davranan bir vektor degeri

tanimlanip manyetik alanimn tiirevi seklinde gosterilir (Griffiths, 1999). Bu gosterime



vektor potansiyeli adi verilir. Vektdr potansiyeliyle manyetik alanin arasindaki

iliskiye bakilacak olunursa (Tiago, Carvalho, ve Aguiar, 1996);

B=VXxA (3.2)
A= axr (3.3)
(3.3)’teki esitligi (3.2) ’de yerine yazalim:
B=VXx(axr) (3.4)
elde edilir.
Manyetik alanla vektor potansiyeli arasindaki iligki matematiksel olarak gosterilirse;
B = €jk 0; X (Ckmn Am Xn)k
Bi = €k €kmn AmBjn
Bi = €k €mjk Um
Bi = 28;mm,

1
aj = EBi

Buna gore;

1 1
EBXTZEBZAX(XJ/C\-}'yy-}'ZZA)

1 1
Eer—EBx(xy—yx)

%B Xr= g(—y, x,0) (3.5

Bir vektor potansiyeline fonksiyon eklendiginde yeni bir vektdr potansiyeli elde

edilebilir. Bu, manyetik alanin degerini degistirmez (Jackson ve Okun 2001).

Alr) = g(—y,x, 0) +VX(r)

)?(r) Harmonik foksiyon

As(r) = A1(r) + X;5(r) (3.6)



B

N|

(320 = 43() + 2 (15,0

X1 denklemi (3.6) esitliginde yerine yazilirsa A4 (1) esitligi bulunur:

A, (r) ifadesi de aym sekilde bulunur:
A; (1) = A1(r) +V X;,(1)
Az(r) = B(=y,0,0) + B(y,x,0)
A,(r) = B(0,x,0) (3.8)

Hamiltonyen denklemini tekrar yazalim:

1 1 2
H :%(px-}'Ax)z‘}'ﬁ(py-}'Ay)

Uygulanan potansiyel y dogrultusunda oldugundan islem kolaylig1 i¢in 1.Landau
Ayart kullantlir:
A;(r) = B(-y,0,0)

{Ax =By A, =0 p,=hk,}

_ 1 2 L, 2 2.2
H—%(py) +%(h (ky)? — 2hB(k,y) + B*y?)

1, 2 1 m? (h2(k)? 2h ,
H=gm ) * gz (T‘E”‘x””
2
H =$(py) +§mw§(y—Y)2 (3.9)

Burada w, siklotron rezonans frekansi, Y saliimlarin merkezi ve [, uzunluk birimi

(manyetik uzunluk) sirasiyla,
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B h h ’ h
O, = % , Y = é kX = 1% kX B 10 = \/g = moe (310)

EnkX = E, = (TL + _) hw, , n=0,1,2,... (311)
0zdegerlere kars1 gelen 6z fonksiyonlar,
Prx, (1) = ﬁ e, (y —Y) (3.12)

Burada L, teorik olarak elektronlarmn hapsedildigi diisiiniilen dikdértgen kutunun x
yoniindeki uzunlugudur (Cresti, Gross, ve Parravicini, 2005). ¢,, normalize Hermite

fonksiyonlaridir.
Burada enerji seviyeleri k, e bagh olmayip izinli k, degerleri — = < 13 ky < = dir.

Her bir Landau seviyesinin N, (B) dejenereligi yazilacak olursa;

kyL, = 2mny

dkyL, = 2mdny, , dngy=1

+L—3;
— L_X 2lO — LxLy = i
N(B) = = iy dk, = 2% = = BS (3.13)
212

Hesaplanan 6zdeger ve Ozfonksiyonlar kullanilarak, manyetik Green fonksiyonu

yazilirsa;

Prie () P, (1)
E+in— Enkx

GR(r, 7", E) = Yo, (3.14)
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Burada r = (x,y) ve r'=(xy) iki boyutlu vektorler ve m sonsuz kiguk pozitif
bayukluktdr.

iY(x—x')

GRr, T E) = - %. By e 1%

Pn (y-Y) ¢n(y,_Y)
E+in— Ep (3.15)

Y lizerinden (6rnegin ky) ayrik toplamlar L, —» co limitinde integralle

degistirilebilir. Boylece;

iY(x—x")

L,L 1 oo VG-xD)
GR(r, 7", E) = xyE —E+m_Ef dye % ¢,(y-Y)¢,(y' =)
n — 00
n

2ml?

elde edilir. Bu ifade, diizgiin manyetik alan i¢inde yiikli bir par¢acigin iki boyutlu
Green fonksiyonunun temel ifadesidir. Green fonksiyonunun teorik olarak ne anlama

geldigi bir sonraki boliimde verilecektir.

3.1.2 Green Fonksiyonun Tanimi

Green fonksiyonlar1 homojen olmayan lineer diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde

kullanilir (Metalidis, 2007).

6 () XD 4+, ()2 + ay(y) = (), (3.16)

seklinde bir diferansiyel denklemi olsun. Esitligin sag tarafindaki ifade Ly(x) olarak

gosterilsin yani lineer diferansiyel operator y(x) ’e etkiyor.

Ly(x)=f(x)

Bu ifadenin a <x <b araliginda smir sartlarin1 saglayan genel G(x,x') (Green

fonksiyonu) ¢6zimi mevcuttur ve ¢ozimd,
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y@) = [ 6, x)f(2)dz, (3.17)

seklinde wverilir. Burada x' integrasyon degiskenidir. Eger lineer diferansiyel
operatori (3.17) esitliginde her iki tarafina uygulanirsa;

LyGo) = [JILG(x,x)] f(x)dx’ = f(x) (3.18)

Dirac delta fonksiyonunun a < x < b i¢in

fO) = [, 8G = x)f(x)dx’ (3.19)
ozelliginden,
LG(x,x") = 6(x —x'), (3.20)
ifadesi elde edilir.
3.1.3 Yerel Durumlarin Yogunlugu ve Green Fonksiyonu

Sistemin Schrédinger denklemi;

ﬁlpa(r) = Eaﬂ-/)a(r) (3.21)

ile verildigine gére Hamiltonyen operatoriiniin 6zfonksiyonlar1 (1, (r)) bu 6zdeger

denkleminden elde edilebilir.

(Ea = F)pa(r) = 0 (3.22)
Ozdeger denklemine konjuge olan Green fonksiyonu ifadesi:

(E-H)GE;T1)=80r—-1) (3.23)
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Ozfonksiyonlar tam bir ortonormal set olarak tanimlanabilir (Tiago, de Carvalho, ve
de Aguiar, 1996). Dolayisiyla Green fonksiyonu, benzer sekilde, dalga
fonksiyonlariin tam bir seti olarak (3.24) esitligindeki gibi yazilabilir:

G(E;T,1") = YoPq (NGa(r) (3.24)

Go() = ) Gap W)
B
GET,T) = ) ) o) Gugp ()
x B

(E—F) Lothe 0MGapbp (') = & (3.25)

(3.25) denklemini sol taraftan 1, (1) dalga fonksiyonu ile sag taraftan ise v, (=)

carptp [ d%r [ d%r’ integrasyonlar1 yapilirsa;
> [E [ atr v @we = [ a5 O RV Gap [ a7 5 a6
a.pB
= [dir [di 8(r— 1 () (3.26)

Z[E5ya — Hya | Gapbpa = 82

[ET- ®R)G=T1 (3.27)

Dolayisiyle Green fonksiyonunun klasik ifadesi elde edilir:
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G(E)= (ET- ™)

(3.28)

Dirac notasyonu kullanilarak Green fonksiyonunun operatorler cinsinden ifadesi

(kuantum notasyonu) yazilabilir (Duffy, 2001).

Y, (1) = (rla) Y, () = {alr)

ifadesi kullanarak (3.28) esitligi elde edilir.

Gap = {a| G(B)|B)

GETT) = ) Ye)Gaply () = ) ()G (BT
ap ap

YelaXal =1

@) = j Al (rlF) = (rla) Yol

——

olduguna gore,
GE;r,1) = (r| GE)|r)

esitligi bulunur.

GEY=(E-H)G=6r-1)> (r|(ET- F)G|r')= (rlr)

(r|(ET— #) G~ Tlr') = 0

GE)= (E1- H)™

esitligi elde edilir.
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3.1.4 Dirac Delta ve Green Fonksiyonlar

Dirac-delta fonksiyonu;

§(x) = lime_g+ |2 ——| (3.34)

w (x2+€2)

esitligindeki gibi tanimlansin. Dolayisiyla dncelikle

+ oo

f dx
I = -
x2 4+ €2

integrasyonuna bakilmasi gerekir.

z2+ €2=0 > z= Fie (e >0)

I = limg e [ f(2)dz + fci f(z)dz = 2miRes[f(2),z = ie] (3.35)
1 1
ff(z)dz - 0 ise, Res[f(2),z = ie] = (z — i) GGl =55
bulunur. (3.35) esitliginde yerine yazilirsa I ifadesi elde edilir.
I= f_*sz‘% = 2miReslf(2),z = ie] = 2mi — = = (3.36)
e R
Dirac-delta fonksiyonu igin
J728(x)dx = 1 (3.37)

esitligine gore,
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. 1 €
§(x) = limg o+~ e

elde edilir. (3.38) esitligindeki kesirli ifade ikiye ayrilarak sadelestirilir.
A+B=0 - B= -4

1=i(—A+B) > 1=i(-24)

2 1 1
= - —_-— -
20’ 20
1,. 1 1 1
5(x) - _;11m€_>0+ Z [x+i6 - x—ie]
11 1 1
5(x) T m2i [x+i0+ - x—iO"’]

Dirac delta fonksiyonu operatorler cinsinden ifade edilecek olunursa;

A 11 1 1
S(EI - #) = S woai [(E+i0+)i—ff (E-i0D)I- ff]

Burada parantezin icerisindeki ilk terim Geri (Retarded) Green fonksiyonu,

ikinci terim ise Ileri (Advanced) Green fonksiyonu olarak tanimlanr.

1

A nt) =
GELI0T)= (EtioH)i- 7

Retarded Green fonksiyonu;

A(H) AR — Y
9 - g (E+iot)I-H
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(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)
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Advanced Green fonksiyonu;

1

A (- AA) — -
GO > W = TG (3.45)
S(ET~ )= ~—-[6® ~ ¢O)(@g* =atib > [+ib)-(aib)]=b)
w 2i - 2i
S(El - 7) = —= Im[¢(B)] (3.46)
Yerel durumlar yogunlugu ile sistemin Green fonksiyonu arasindaki bagmti ise
D(E,T) = —= Im[< |G (E)|r >] (3.47)
denklemindeki gibi elde edilir.
(r| P E)r) = ¢H(E;T,T) (3.48)
11 i 11
[— ) =—=—[C® = O], 2= —Z _[¢® — ¢O
5(E1 - ) = ———[6 6O o= —— ¢ 6]
A=i (g(+) — g(—))
tanimi altinda;
s(Ef— #) = %A(r, r'; E) (3.49)

esitligi yazilabilir. Burada; A(r,r’;E) spektral fonksiyondur (r,r’ Gizerinden

tanimli).

3.1.5 Vektor Potansiyeli I¢in Ayar Déniisiimii Hesaplamalary

Hamiltonyen esitliginde yazilan vektor potansiyeline eklenen fonksiyon,

hamiltonyen denkleminin degerini degistirmemektedir (Jackson, ve Okun 2001). Bu
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sayede denklemin ¢oziimiine yardimci olacak sekilde herhangi bir Landau ayarindan

bir digerine gecis yapilabilir. Bu, ayar doniisiimleri olarak tanimlanir (Ueta, 1992).
<r|Glr'>= G(r,r;E) = e~ eXOXE /G (r, v'; E) (3.50)

II. Landau ayar1 i¢in bu ifade kullanilirsa;

(r—r')?
(r—r')? N iy +yHx - x’)l 1 Ln[ 212 ]

412 212 2nl2 4y E +in—En
n

GR(r,v;E) =exp|—
X12 = Bxy B=—

i
—xy+xy' —x'y' —2xy +2x'y’)
215

(r—r')? N iy—y)x+x")
412 212

GR(r,v";E) = exp

Ln

(r—r')z]

2
213

1
2m1? 2in E+in—En (3.51)

Green fonksiyon ifadesinin modiilii alindiginda deger yine ayni olacaktir (Cresti,

Grosso, ve Parravicini, 2005).

2

2
_§ e
IGR(r, 73 E)| = s )

E—-En

1

2mi?

Yin (3.52)

3.2 Sonlu Elemanlar Yontemi
Sonlu elemanlar metodu (Finite Element Method), c¢esitli sistemlerin niimerik

hesaplamalar1 i¢in kullanilmaktadir. Lineer veya lineer olmayan oOrnegin; sivi

mekanigi, ses, biyomekanizma, sivi transferi gibi problemlerde olumlu sonuglar
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verebilmektedir. Diizenli geometriye sahip olmayan, duragan durumlarda, zamana
bagli 6zdeger problemlerinde ve karmasik olan sinir kosullart altinda bu yontemle

oldukca dogru degerler elde edilmektedir.

Sonlu elemanlar metodunda, temel fonksiyonlar basit alt bolgelere (set) bolindr.
Her bir alt sete sonlu eleman veya global eleman adi verilir. Burada, ¢alisma
bolgesinin sonlu sayida alt calisma bolgesine ayirma iglemi siireksizligi ifade
etmektedir. Her bir eleman bir diger elemana bagl oldugu diiglim noktalar1 (nod)
vardir. Bu iki nod arasindaki alana lokal eleman ad1 verilir. Kapali bir alan boyunca

elemanlar toplanarak ¢6ziim siirekli hale gelmis olur.

Sonlu elemanlar metodunda yapilmaya ¢alisilan fiziksel bdlgeyi parcalara ayirma
islemidir. Kiiciik bolgelerdeki ¢oziimler komsu bolgelerle eklenerek daha dogru olan
genel ¢oziimler elde edilir. Eleman sayisi arttik¢a yani fiziksel bolge ne kadar ¢ok alt
bolgelere ayrilirsa ¢oziimiin hassasligi ve dogrulugu da o kadar artar. Sisteme ait
algoritmanin olusturulmasi i¢in ilk olarak calisilan bolge alt bolgelere ayrilir ve her
bdlge i¢in baz fonksiyonu yazilir. Yazilan baz fonksiyonlar1 sistemin fonksiyonuna
eklenir. Sinir kosullar1 altinda sistemin fonksiyonu ¢oziimlenir. Coziilen fonksiyonla
da her bir alt bolgeye ait fonksiyon ¢dziimlenmis olur. Bu tezde, Giines (2009),
Ungan (2010) ve Yesilgiil' iin (2010) gelistirdigi sonlu elemanlar yontemi algoritmasi
takip edilecektir.

Interpolasyon, bilinen veri noktalarnmn farkli bir dizi araliginda yeni veri
noktalar1 olusturmak i¢in kullanilan bir yontemdir. Global element i¢in, d-boyutta
skaler dogrusal alan su sekilde tanimlanar:

F(x) = ag + a;x; + ax,+. . .+agxy (3.53)

e Matris {{A}}
e Sutun Matrisi {A}
e Satir Matrisi {A}T
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{F}Y' =(FL F, .. Fz41)

{a}" =(ap ay .. ay)

V4, global elementin d-boyuttaki hacim elemani olarak tanimlanirsa, skaler alan, nod

ve katsayilarin ¢arpimi seklinde yazilabilir:

{F} = {{x}}.{a} (3.54)

Det({{x}}) = d!v, (3.55)

Degeri bilinmeyen a; katsayisinin ¢dziimiiniin genel formu su sekilde gosterilir:

F;, katsayilar cinsinden tekrar yazalim;
F(x) = FlLl(x) + Fsz(x) + ... + Fd+1Ld+1(x) (356)

i=12,..,d,d+1vex = (xq, X3, ..,xq).Burada L adinda yeni bir alan koordinat1

tanimlanir. Alan koordinatlar1 agsagidaki kosullar1 yerine getirmeleri gerekmektedir.

Li(x()) = &y, (3.57)
?:11Li(x) =1 (3.58)
Yt Li(x (@)L (x () = 63, (3.59)

Ljh,k=12,..,dd+1;x=(x;, %3 ..., Xq)

Alan koordinatlarinimn kismi tiirevi;

oLi(x) 1

ORI
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1 6@ ol . ya@ ha@ . @

1 xG-1) ui-1 . xai-1 xuG-1 . xli-1)

1 x>0+1) x>0+1) . x40+ x,0@+1) . x,@+1) (3.60)

1x(d+1) x(d+1) . x,(d+1) x4,(d+1) . x4(d+1)
elde edilir.

Bir boyutta iki diigiim noktali bir global eleman sekildeki gibi gdsterilir:

hl 112
@& <P

x(1) x(2)
e h

|

Sekil 3.2 iki diigiim noktali global elemanin gdsterimi

hy =x—x(1),h, =x(2) —x,h =x(2) — x(1)

h: h1+h2

hy  h,
I:F‘}'F, I:L1+L2

d=1 V=@~ x(1))

L, ve L, ’yi matris formunda yazalim:

L_l

1 x | . (x@)-x)
1 x(2)] (x(2) — x(1))

L= i|1 x(1)|_ (x — x(1))
2Tl x T (2) - x(1)
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Tiim alan1 kapsayan interpolasyon fonksiyonlari, sadece kiiresel unsurlar1 kapsayan

sekil fonksiyonlar1 agisindan tanimlanmigtir.

Ny (x) = Ly(x),Ny(x) = L(x),Ny(x(j)) = 6;;,(i,j = 1,2).Iki boyutta veya ii¢
boyutta da yazilabilir ancak burada kullanilmadigi ig¢in yazilmadi. V;, d-boyutta

hacim elemani1 olmak iizere,

V; = fdxlfdxzfdx3 fdxddxldx2 wdxg
1 1-1y 1-Ly L, 1-Ly—L-2——Lg_4
:]delf szf dL3...f de
0 0 0 0

alan koordinatlar1 smir olarak kisitlanirsa;

I = L1 + L2++Ld +Ld+1
J Jakobiyen olmak tzere;

1

seklinde tanimlanir.

Sonlu elemanlar yontemini Schrédinger denklemine uygulayabilmek igin ilk 6nce
boyutsuz tek-parcacik hamiltonyeni diisiiniilir. Bu hamiltonyenin genel bir V(r)
potansiyeli olacak. Burada Hy = Ey denkleminin ¢ozimi, uygulanan fiziksel

bdlgenin bir boliimiiniin baslangici olarak elde edilir.

Eger Ny, birbirine ge¢mis bdlge igindeki total nodlarin numarasi olarak
tanimlanirsa, interpolasyon fonsiyonlar: (bolgenin genisligi) ¢, (r)'in seti seklinde

verilir.

P(r) = Tpt i, ¢ (1) (3.61)

¢i(r(i)) = 0;;
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(i,j = 1,2, ..., Ntot)- Secilen dalga fonksiyonunun matris notasyonu su sekilde

verilir:
{p()}" = (¢1(r)' (1), p3(x), ..., Py (r))
WY = W1, 293, - Pw)
buna gore,
Y(@) = {3} - Y}’ (3.62)
esitligi elde edilir.

N, 'In numarasi, degisken parametre olan Y N,,, Galerkian metoduyla elde edilir
(Zienkiewicz, Taylor, ve Zhu, 2005). Burada temel prensip, Schrédinger denklemini
istenilen P (r) dalga fonsiyonuyla yazmaktir. Bunun igin, ilk once dalga
fonksiyonunun hermityeni Schrodinger denklemiyle soldan carpilir ve sonra
degisken parametreler minimum olacak sekilde integre edilir.

Yyt = Y} {p@)} ifadesi kullanilarak Galerkian elde edilir.
G = fn Y(@)T(H — e)(r)dn (3.63)
Dalga fonksiyonunun hermityeniyle ¢arpildiginda Galerkian (3.48) ’teki gibi yazilir:

G = Wt [f, (9@} (H - Ofp®)da |- (y} (3.64)

(,¥?) dalga fonksiyonu kiimesi minimum G degeri verebilmesi icin, enerji

ozdegerleri i¢in © G /9 y'olur. Buna gore;

[, (6} i - gy an]-wi =0 (3.65)

24



Hamiltonyen ifadesi agikca yazilmadan once kinetik enerji terimine bakalim.

Kinetik terimin birinci integrasyonundan sonra Hamiltonyen;

- f (6} V)T - d = f Vald} - Vald)T - dd — f (@) Valg)T - dr
n n r

seklini alir. Istenilen dalga fonsiyonunun ve onun konjugesi, sistemin sinir
kosullarinda sifir olmasi gerekir, bu yiizden ikinci katki gelmez. Hamiltonyenin agik

hali, degisken G'nin tanimi i¢inde su sekilde yazilir;

1
| dal; vet9)-vato) + @ @ieY] -{¢}=e[ | an {qb}{qb}T]
K0) K0)

Matris formda tekrar yazalim:
{3} - 3 = e{(m3} - (v} (3.66)

{{K}} esneklik matrisi ve {{M}} kitle matrisidir. Agik haliyle (3.51) ve (3.52) *deki

haliyle gosterilir:
(U} = J, 0 [2 Vale}- V@) + (P ) )] (3.67)

{M}} = [, da{p}e)" (3.68)

Tiim caliyma uzay: iizerinden biitiin integraller, calisilan uzaydaki elemanlarin

integrali lizerinden toplami seklinde gosterilir:

fp 40 =32, [, do, (3.69)
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Global eleman esneklik matrisi {{k.}} ve global eleman kiitle matrisi {{m.}} olmak

Uzere,
{tke}} = [, d0. [} ValN}- Vo (NY" + NV ) NY] (3.70)
{tke}} = Zo2 {lke}} (3.71)
(tme}) = [, d. (NHgN)T (3.72)
{tm}} = 2oe, {tm.)) (373)

{¢} tim uzaym interpolasyon fonksiyonudur. {N} ise interpolasyon uzaymin global

elementi veya sekil fonksiyonlaridir.
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BOLUM DORT
SISTEMIN GREEN FONKSiYONU

4.1 Sistemin Tanitilmasi

Tezin amaclarindan ilki diizgiin enine elektrik alan ve diizgiin dik parabolik
kusatma potansiyeli altinda iki-boyutlu elektron gazmin analitik olarak incelenmesi
ve Green fonksiyon ifadesinin yazilmasidir. Bunun i¢in ilk asamada Cresti ve
calisma arkadaglarinin makalesinden de faydalanilarak sistemde serbest parcacik
varken, sonrasinda sadece kugsatma potansiyeli uygulandiginda ve sadece elektrik
alan uygulandiginda sistemin Hamiltonyenini ve Green fonksiyon ifadeleri tiiretildi
(Cresti, Grosso ve Parravicini, 2005). Bunlarin {izerine bu tez kapsaminda Cresti'nin
calismasma (2005) ek olarak kusatma potansiyeli ve elektriksel alanin ayni anda
sistemde olmasi durumundaki Green fonksiyon ifadesi analitik olarak tiiretildi.
Vpot,» kusatma potansiyeli; F, elektrik alan ve B, manyetik alan olmak zere

islemlerde kullanild.

Buna gore; manyetik alan varhiginda yani kusatma potansiyeli ve elektrik alan

olmay1p elektron serbest pargacik halinde iken; (V},,,=0, F=0)

2
H= 1* (py) +§ mw? (y —Y)? (4.1)

2m

Sistemin 6zdegerleri;

E‘nkX = En = (TL + —) h(L)C , n=0,12,... (42)
ozdegerlere kars: gelen 6z fonksiyonlar,
Pni, (1) = % elfXg, (y —Y) (4.3)

seklinde elde edilir. Burada w, siklotron rezonans frekansi, Y salinimlarin merkezi

ve ly uzunlugun dogal birimi (manyetik uzunluk) sirasiyla,

27



_eB Y—hck _ Bk L= he h
e = me ~ eB %’ Pr = W o = o = mw,

Birinci Landau ayarinda manyetik Green fonksiyonu ifadesi;

(r—r'")?
r—-r)? iy+y)(x— x’)l 1 Ln [ 212 ]

412 212 2nl2 4y E +in—En
n

GR(r,v;E) =exp|—

Ikinci olarak manyetik alan varliginda pargaciga sadece parabolik kisitlayici bir

potansiyel uygulandiginda; (V.. #0, F=0)

2 1 . 1 ¢
(py)” + S mw? Y2+ -~ maog, (v — 2 Y) (4.4)

Way

1

2m*

w2, = Wi+ w?

2 _ Wi
W = —
wav
Sistemin 6zdegerleri;
1 2 2 " wczw (‘)g
Enkszn=<n+E)hmav+2m*kx ;M =mw§ =m(1+ E)
Ozdegerlere kars1 gelen 6z fonksiyonlar,
1 .
Gk, (r) = N etlxXgp, (y —Y) (4.5)

seklinde elde edilir. Green fonksiyon ifadesi ( E > E,) durumunda Green

fonksiyon;

o= [(52) (4.6)
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—im ivo(x-x")
GR(r,v";E) = (pYo)e

o PP (y —sYy)pP(y' —sYy), x—x" >0 4.7)
0, x—x'"«K0

bulunur. Ugiincii durum, pargaciga sadece elektrik alan uygulandiginda; (V0 =0,

F=0)

F
Uy = CE
eBy F
mw.U; = m <E)C§ = eF
olmak tizere,
H= 2;* (py)2 +% mw? (y - Y+ Z)—‘i)z + eFY +% muvj (4.8)

hamiltonyen ifadesi yazilir. Buna gore sistemin 6zdegeri;
1 1 2
Enx, = En = (n + ;) hw, + eFY — 5 Mg (4.9)
ve ozdegerlere karsi gelen 6z fonksiyonlar,
i, (1) = 7= ™, (y - +22) (4.10)
nky \/L_x n \Y we :

yazilir. Green fonksiyon ifadesi ( E > E,;) durumunda Green fonksiyon ifadesi;

Y—l E E-i-1 2)
0_eF< nT 5 M

icin;

GR(r,v;E) =

(=) &, (=Yt en(y-Yo+3) x=x'>0 4y

eF W¢

0, x—x"«0
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elde edilir.
4.1.1 Kusatma Potansiyeli ve Elektrik Alan Altinda Sistemin Incelenmesi

Bu tez kapsaminda kusatma potansiyeli ve elektrik alan varliginda sistemin

hamiltonyeni (V,,; #0, F#0) ;
1 1 1
H=_—(px+ AY)? + —(py + A%+ Emm%yz + eFy (4.12)

seklinde yazilir. Birinci Landau ayarina gore;

1 eB ., 1 ,, 1
H =om (px_?}’) +2—(py) +§mm0y + eFy
1 1 1
H= %(py)z + Emmg (y—Y)?+ Emmgyz + eFy (4.13)

3. bolimde tanimlandig sekilde kusatma potansiyelinin frekans1 w, ve siklotron
frekansi w * kullanilarak ve ¢oziimlemede kolaylik olmasi agisindan averaj frekansi

Wy, Ve indirgenmis frekans da w * tanimmlanirsa Hamiltonyen ifadesi,
av y

w2, = wi+ w?

*2 _ 0)5 (D(ZI
w - 2
wav
1 2 1 g 1 .
== ()" +3 med, (v = S57) +  mo'?Y2 + eFy (4.14)
F
va =cg
mocvg =m (3) g = of (4.15)
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yazilir. Buna gore sistemin 6zdegeri;

hkx

E, = ( )hm to ot we (eFY — = mv} ) (4.16)

Zwav

ve ozdegerlere karsi gelen 6z fonksiyonlar,

bt () = 7= e, (y — 2y + 294 (417)

Way

Bu durumda Green fonksiyon ifadesi;

GR(r,v";E)

2 2
e x) b, ( We y 4 Le ”d) gl)n( ©e Y+‘°C§’d)

Z Z w_c%v wav wav wav
L E+ in— E,uy

. 2
olarak yazilir. iglem kolayhg: agisindan s gibi bir deger tanimlansm. —— = s olmak

Way

tzere kuantum kuyusunun y-dogrultusundaki uzunlugu sonsuz almirsa yani L, — oo

Green fonksiyon ifadesindeki Y toplami integrale doniisiir.

GR(r,r";E) = X
( ) 22
: we , , OcVg ) _ Oy WcVq
o Y(x—x) q)n(}’_wz Y+ PRy )‘bn(y_mz Y+ PRy )
% f dY e 1% av av . av av
Zn . E+in—E,y

Integral igindeki payda kismi asagidaki gibi yazilir ve E,, degeri acilarak

gosterilirse:

2

¢ L
202, (eFY — Emvd)

E+in—Ey=E+in—E, —pY?—
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seklini alir. Green fonksiyon ifadesinin son hali (4.15) ‘teki halini alir:

1

GR (r,r;E) =
(r,r'; E) 22

X

o Yeox) [ n? (y —sl§Yy +s ;})—d) i (y’ —sl§Yy+s Z)—d)
x z f dye B c < | (4.18)
nJ_c E+in—Eyy

E < E,iciny ve y' degerleri alt enerji seviyelerinde ¢ok kii¢iik oldugundan sabit

gibi diisiiniiliip Y degeri ikisinin toplamu sekline yazilir:
Y= % y+y") (4.19)

Buna gore integral icindeki Y degeri sabit olup integralden ¢ikar. Payda kismi

dizenlenirse:
E+in—E,y = —|E— Ejl +erY—§ mw*? Y? —%msvﬁ (4.20)

seklini alir. Green fonksiyon ifadesi buna (4.17) esitligi de kullanilarak E < E,

kosulunda yazilirsa;

1
GR(r,r;E) = —3 - T X
—|E— E, |+ eFsY — 5 mw*2 Y2 —zmsvﬁ

o0 iY(x—x') Vg Vg
f dYe 1 ,‘{”(y—sY+sm—) ,‘{”(y’—sY+sw—) (4.21)

c c

elde edilir. E > E,, kosulunda Y degisken olur ve integral i¢inde kalir.

pzzmw
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_1 |(ers\? (™A (E-En) in
YO—Z\[(p) 4( . - X (4.22)

Green fonksiyon ifadesi;

GR(r,r"; E)
—in iYO(x_x’) av Vg av Vg ,
_ <p_Yo)e lo " <y—sY0+sw—C) " <y—sY0+sm—C), x—x >0

0, x—x' K0

bulunur. ki boyutlu elektron gaz1 sistemine sirasiyla kusatma potansiyeli ve elektrik
alan verildiginde, i¢iincii durumda da her ikisi sisteme verildiginde sisteme ait
hamiltonyen incelenmistir. Sonrasinda da hamiltonyene ait Green fonksiyon ifadeleri
tiretilmistir. Her durumda Y, degeri enerjiye, elektrik alana ve frekansa bagli olarak
farkli degerler iiretti. Dolayisiyla Green fonsiyonundaki ¢, degerlerinin degistigi

goriilmiistiir. Kusatma potansiyeli ve elektrik alan varliginda sistem Y merkezinden

s :)—d kadar kaydig1 goriilmektedir.
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BOLUM BES

SISTEMIN BOYUTSUZLASTIRILMASI VE SAYISAL COZUMU

5.1 Elektriksel Alan ve Kusatma Potansiyeli Altinda Sistemin Hamiltonyeninin

Boyutsuzlastirilmasi

Tezin ikinci kisminda ise, elektriksel kuvvet ve kusatma potansiyeli altinda iki

boyutlu elektron gazi sisteminin elektronik yapisini sayisal olarak incelemektir. Ilk

olarak hamiltonyen denklemini yazip boyutsuzlastirip sonlu elemanlar yontemiyle

enerji degerleri elde edilecektir. Sonrasinda enerjinin grafiklerini ¢izdirip daha

onceki ¢aligmalarla karsilastirilacaktir. Elektrik alan ve kusatma potansiyeli altinda

sistemin hamiltonyeni asagidaki gibi yazilir:

1 1 1
H=—(px+A)? + - (py + Ay)® +mogy” + eFy

Burada, A=A(-eBy,0,0) (1.Landau Ayari) igin ;

2 h2k§
2m*

L RN SN S S €13
H= 2m dy? +2mwc (y Y) +(m)

+ eFy

Hamiltonyeni boyutsuzlastirmak i¢in gerekli olan datalar:

Uzunluk paramatresi: b,

2 h
bo T ome Wy
Enerji parametresi: E,
EO = h(l)o
Y = bo§ = dy = y = bod§
d 1 d d b
— = — > @ — =
dy ~ bodg g~
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(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.4)



d? 1 d? d?

- = 2 _Dn.2
dy? ~ DbZde2 >
Y = bo&o = (v —Y)? = (§—%)*bg
1
kx = E kxbO
KO - kxbO
1
kX —_ E KO
Boyutsuz hale getirilen Hamiltonyen ifadesi;
h2 1 1 2 p2
H= - & Df 4 mw? (E—5)?b3 + (=) sz K5 +eF Ebg (5.5)
peboyutsuz kanonik momentum terimi olmak Gzere;
B [_12 L@ p_ g2 4 1(@0) g2 4 Do
= [marE () @t (%) 4 e 9

Glines (2009), Ungan (2010) ve Yesilgiil (2010)' {in yazdig1 kodlara eklemeler
getirerek tiretilen sistemin hamiltonyenine ait enerji degerleri tiretidi. Global eleman
sayis1 10 ve sistemde kuantum kuyusunun uzunlugu 200 nm alindi. Calisan bdlge
30'a boliinerek toplamda 300 tane eleman i¢in sonlu elemanlar yontemi kullanilarak

enerji degerleri tiretildi.

Sekil 5.1 'de Cresti ve arkadaslarinin, sisteme sadece kusatma potansiyeli

uygulandiginda iirettigi grafik goriilmektedir.

Sekil 5.2 'de ise bu ¢aligmada elde edilen [-50 nm; 50 nm] araliginda Cresti ile ayni
degerleri iirettigi goriilmektedir. Sekil 5.3 'te Cresti ve ¢aligma arkadaglarinin sadece
elektik alan varhiginda ftrettigi grafik goriilmektedir. Grafikte kenarlarda keskin
cikiglar oldugu goriiliiyor.
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Sekil 5.1 Kusatma potansiyeli varken (Cresti, Grosso ve Parravicini, 2005)
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Sekil 5.2 Potansiyel uygulanip kuvvet uygulanmadiginda by = 23 nm
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Sekil 5.3 Elektrik alan uygulandiginda (Cresti, Grosso ve Parravicini, 2005)

Sekil 5.4 Potansiyel uygulanmayip kuvvet uygulandiginda F = 0,4 X 10° N/c, by=23 nm
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Sekil 5.4 'te ise bu caligmanin sonucu olarak daha yumusak c¢ikislar oldugu
goriiliiyor. 11k enerji degeri bu grafikte -5 'in iistiinde deger aldig1 goriildii, 2. ve 3.
enerji degerlerinin de ayni oldugu goriilmektedir. Sekil 5.5 'e bakilacak olunursa,
hem potansiyel hem de elektrik alan varliginda sistemin enerji diizeylerinin grafigi
cizildi. Burada F = 10°N/c iken deger vermektedir. Diger hesaplamalarda elektrik
alanin varliginda potansiyel yokken F = 105 N/c degerinde grafikler elde edilmistir.

30
25
20
15
10

E(meV)
o

ekil 5.5 Potansiyel ve kuvvet uygulandiginda F = 0,4 x 10° N/c, by = 23 nm
Y ygu g

38



BOLUM ALTI
SONUCLAR

Bu tezin amaci, iki boyutlu elektron gazinin elektronik yapisini incelemektir. Bu
amagla ilk olarak sisteme ait 6zdeger ve 6zfonksiyon bilgilerini veren Schrodinger
denklemi c¢ozulip bu denklemle ciftlenimli, Green fonksiyon ifadesi analitik
¢ikarilmigtir. Daha sonra hamiltonyenin boyutsuz hale getirilip sonlu elemanlar

yontemi kullanilarak enerji degerlerini sayisal olarak hesaplanmistur.

Tezde Once sistemin daha iyi anlagilabilmesi i¢in yar1 iletken heteroyapilarin
tanim1 yapilip yar1 iletken malzemeler 6rnek verilerek agiklanmistir. Daha sonra iki
boyutlu elektron gazi sisteminin yapis1t Wees ve digerlerinin makalesinin yardimiyla
(1988) GaAs/AlGaAs tipi malzemesi ve sekillerle beraber (Nicollian ve Brews,
1982) agiklanmustir. Iki boyutlu elektron gazimna ait hamiltonyen yazilip agikland.
Bu ifade icin gerekli olan vektor potansiyeli (Jackson ve Okun 2001), Landau ayar
doniisiimlerinin (Ueta, 1992) tanimlarmin yaninda hamiltonyenin ¢6zimuinde
kullanilacak olan Green fonksiyon ifadesinin de tanimi yapildi (Metalidis, 2007).
Son olarak niimerik hesaplamalarda kullanilacak olan sonlu elemanlar ydntemi

Glines (2009), Ungan (2010) ve Yesilgiil (2010) 'iin caligmalariyla beraber agiklandi.

Analitik olarak iki boyutlu elektron gaz1 sistemi incelenirken Cresti ve
digerlerinin (2005) c¢alismalar1 takip edilerek ilk olarak pargacik serbest halde
ilerlerken yani sadece manyetik alan varliindaki durumuna bakilarak sistemin
hamiltonyen ifadesi ¢ikartildi. Sirastyla sistemde kusatma potansiyeli ve elektrik alan
uygulandiginda sistemin davranigina ait hamiltonyen ifadesi yazildi. iki boyutlu
elektron gazi bir diizlem iginde hareket ettigi diisiiniilerek diizlemin iki kenarindan
biri olan L, uzunlugu [-100nm, 100nm] araliginda olmak iizere toplamda 200nm
alindi. L, uzunlugu sonsuz alinarak seri toplam ifadesi integral haline getirilip Green
fonksiyon ifadesi enerjinin ¢ok kiigiik ve ¢ok biiyiik degerleri i¢in tiretildi. Cikan
sonuclarin Cresti ve digerlerinin (2005) makalesiyle karsilastirildi ve sonuglarin
uyumlu oldugu goriildii. Daha sonra caligmanin devaminda sistem, y-ekseni

dogrultusunda elektrik alan ve kusatma potansiyeli altinda ve z-ekseni dogrultusunda
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manyetik alan varliginda nasil davrandig: analitik olarak incelendi ve sistemle ilgili
hamiltonyen ifadesi yazildi. Hamiltonyenin ¢o6ziimiinde kullanilacak olan Green
fonksiyonun integral ifadesi de analitik olarak ¢ikarilip enerjinin ¢ok kiiclik ve ¢ok
blyilk degerlerindeki Green fonksiyon ifadesi sinir kosullarina bagl olarak tiretilmis

oldu.

Tezin son kismi, niimerik olarak sistemin hamiltonyeninin incelenmesidir. Bu
amagla, elektrik alan ve kusatma potansiyeli altinda yazilan hamiltonyen boyutsuz
hale getirildi. Sonlu elemanlar yonteminde tanimlanan global eleman numarasi 10
olarak alindi. Kuantum kuyusunun x yoniindeki uzunlugu 200 nm olarak alindi.
Enerji paramatresi E, =2,133 meV ve uzunluk parametresi b, =23 nm kullanilarak,
boyutsuz hale getirilen hamiltonyen denklemi sonlu elemanlar yontemi kullanilarak
enerji degerleri elde edildi. NUmerik olarak elde edilen bu degerler grafiklerle
gosterildi. Grafikler bu konuyu calisan Cresti ve digerlerinin (2005) yazmis oldugu

makalesiyle karsilastirildi ve ayn1 sonuglar elde edildi.

Swrasiyla kusatma potansiyeli ve elektrik alan uygulandiginda sistemin enerji
dizeylerini veren grafikler Cresti ve digerlerinin (2005) ¢aligmasiyla uyumlu oldugu
goriilmektedir. Fakat, sadece elektrik alan varliginda sistemin hamiltonyeni yazilip
cizilen grafikte bir farklilik oldugu gorildii. Cresti ve digerlerinin (2005)
makalesindeki enerji grafiginde kenarlarda keskin ¢ikislar olmasma ragmen sekil
(5.4) te de goriildiigii iizere F = 0,4 X 10> Newton/coulomb daha yumusak ¢ikislar
oldugu goriilmiistiir. Dolayisiyla bu durum sinir degerleri daha genis bir aralikta
deger iiretebilmis oldu seklinde yorumlanabilir. Sekil (5.5)'e bakilacak olunursa
burada, hem elektrik alan varliginda hem de kusatma potansiyeli altinda sistemin
irettigi enerji degerlerini veren grafik ¢izildi. Bu grafikte onemli nokta F = 0,4 X
10° N/c degeri igin grafik deger iiretilmigtir. Diger grafiklerde daha diisiik deger
olan F = 0,4 x 10°degeri alinmaktadir. Negatif enerji degerleri -20 degerlerine
kadar indigi gortildii.
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