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OZET
DUZGUN OLMAYAN ANALIZDE EXHAUSTERLARIN INDIRGENMESI
UZERINE

Omer COSKUN
Matematik Anabilim Dali
Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi Bilim Dali

Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Temmuz 2025

Danigman: Dr. Ogr. Uy. Didem TOZKAN

Diferansiyellenebilir fonksiyonlarin analizinde kullanilan gradyan kavrami ve
konveks analizde gradyanin yerine iglev goren subdiferansiyel kavraminin yani sira,
diizgiin olmayan (nonsmooth) analizde yonlii tiirev ve (Dini, Hadamard yonlii tiirev-
ler gibi) genellestirmeleri ile Clarke subdiferansiyel, Michel-Penot subdiferansiyel ve
kuasidiferansiyel gibi cesitli genellestirmeler kullanilmaktadir. Exhauster kavrami ise
diizglin olmayan fonksiyonlarin analizi ve optimizasyonunda kullanilan etkin aragc-
lardan biridir. Bu tez calismasinda, oncelikle Dini, Hadamard yonlii tiirevler ve
bunlarla verilen optimallik kosullar1 incelenmistir. Daha sonra konveks analizdeki
subdiferansiyel kavrami ve optimallik kosullar1 hatirlatilmistir. Daha sonra, st ve
alt exhausterlar tanitilarak, bu dual kavramlar ¢ok sayida 6rnek iizerinde incelen-
mistir. Ust ve alt exhausterlar ile verilen optimallik kosullari incelenmis ve yonlii
tiirevlerle baglantis1 aciklanmigtir. Bu incelemelerin sonrasinda, bu teoride 6nemli
bir role sahip olan exhausterlarin “indirgeme teknikleri” detaylh olarak arastirilip, in-
dirgeme yaklagimlarima gore iki ayr1 grupta derlenmistir. Ilk olarak, exhausterlarn
kapsamaya gore daha kii¢iik hale getirilmesi ya da kapsamaya gére minimal olmasi
i¢in ¢ok sayida teknik incelenmis ve cesitli 6rneklerle agiklanmigtir. Daha sonra, ex-
hausterlarin gekle gére daha kiiciik hale getirilmesi ya da gekle gére minimal olmasi
icin literatiirde var olan kosullar ve teknikler incelenmis ve aciklayici ornekler iize-

rinde analiz edilmigtir.

Anahtar Sozciikler: Diizgiin olmayan optimizasyon, Exhauster, Optimallik kosulu,
Exhausterlarin indirgenmesi, Minimal exhauster
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ABSTRACT
ON REDUCTION OF EXHAUSTERS IN NONSMOOTH ANALYSIS

Omer COSKUN
Department of Mathematics
Programme in Anaylysis and Theory of Functions
Eskigehir Technical University, Institute of Graduate Programs, July 2025
Supervisor: Ass.Prof. Didem TOZKAN

In nonsmooth analysis and optimization, some generalizations of the concept
of derivative such as directional derivatives (such as Dini, Hadamard directional de-
rivatives), Clarke subdifferential, Michel-Penot subdifferential and quasidifferential
are employed, in addition to the concept of gradient used in the analysis of differen-
tiable functions and the concept of subdifferential, which is used instead of gradient
in convex analysis. The concept of exhauster is one of the effective tools used in
the analysis and optimization of nonsmooth functions. In this thesis, firstly Dini,
Hadamard directional derivatives and the optimality conditions given by them are
examined. Then, the concept of the subdifferential in convex analysis and optimality
conditions obtained by subdifferential are reminded. Then, upper and lower exha-
usters are introduced and these dual concepts are examined on various examples.
The optimality conditions given by upper and lower exhausters are examined and
their connection with directional derivatives is explained. After these studies, the
“reduction techniques” of exhausters, which have an important role in this theory,
were investigated in detail and compiled into two separate groups according to their
reduction approaches. First, some techniques for making exhausters smaller by inc-
lusion or minimal by inclusion are examined and these techniques are explained with
various examples. Then, the conditions and techniques available in the literature for
making exhausters smaller by shape or minimal by shape are examined, and analy-

zed on illustrative examples.

Keywords: Nonsmooth optimization, Exhauster, Optimality condition
Reduction of exhausters, Minimal exhauster
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

: n— boyutlu Oklidyen Uzay

: x merkezli r yaricaph kapal yuvar

: Kapali birim yuvar

: Kapali birim yuvar yiizeyi

: A kiimesinin igi

: A kiimesinin kapanisi

: A kiimesinin konveks zarfi

. A kiimesinin z noktasindaki destek fonksiyonu

: A kiimesinin g yoniindeki destek hiperdiizlemi

: A kiimesinni g yoniindeki negatif yari-uzayi

: A kiimesinin x noktasindaki normal konisi

: f fonksiyonunun x noktasi ve g yoniindeki Dini Yonlid Tiirevi

: f fonksiyonunun z noktasi ve g yoniindeki Hadamard Yonlii Tiirevi
. f fonksiyonunun z noktasi ve g yoniindeki Dini Ust Tiirevi

: f fonksiyonunun x noktasi ve g yoniindeki Dini Alt Tiirevi

. f fonksiyonunun x noktasi ve g yoniindeki Hadamard Ust Tiirevi
. f fonksiyonunun x noktasi ve g yoniindeki Hadamard Alt Tiirevi
: f'nin x noktasindaki subdiferansiyeli

: f'nin z noktasindaki siiperdiferansiyeli

: h fonksiyonunun iist exhaustive ailesi

: h fonksiyonunun alt exhaustive ailesi

: h fonksiyonunun iist exhauster:

: h fonksiyonunun alt exhauster:
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1. GIRIS

Optimizasyon teorisi, bir fonksiyonun kisitli bir kiime {izerinde ya da kisitsiz
olarak fonksiyonun tanimlandigi tiim uzay iizerinde minimum ya da maksimum de-
gerlerinin ve bu degerleri veren minimallegtirici ya da maksimallestirici noktalarin
bulunmasini amaclar. Bu teori, matematiksel analizin temel galigma alanlarindan
biri olmakla birlikte, diger temel bilimler, miihendislik, genetik, Iktisadi bilimler ve
bilgisayar bilimleri gibi bir ¢ok dalda karsilagilan problemlerin ¢o6ziimiine katki sag-
lar. Diferansiyellenebilir bir fonksiyonun bir optimal noktada tiirevinin sifira esit
olmasi Kalkiiliiste iyi bilinen bir optimallik koguludur. Ancak, diferansiyellenebilirli-
gin sart kogulmadigr diizgiin olmayan (nonsmooth) fonksiyonlarin analizi s6z konusu
oldugunda tiirev benzeri genellegtirilmis araclar kullanilmaktadir. Bu araclardan ilki
yonlii tiirev ve bunun gesitli genellegtirmeleri olan Dini ve Hadamard gibi yonlii tii-
revlerdir. Ancak, yonlii tiirev kavraminin da optimallik kogullarini ifade etmek igin
uygun olmadigr durumlar vardir. Dolayisiyla, konveks analiz konsepti iginde Rocka-
fellar [1] ve Moreau |2] tarafindan verilen subdiferansiyel kavrami ve konveks olma-
yan fonksiyonlar i¢in subdiferansiyelin ¢esitli genellegtirmeleri 6nerilmistir. Bunlarin
yaninda, diizgiin olmayan fonksiyonlarin analizi ve optimallik kogullarimin arastiril-
masinda, exhauster kavrami diger yaklasimlara gére daha yeni ve giincel bir yak-
lagimdir. Bir pozitif homojen fonksiyonun iist/alt exhausteri, konveks analizde iyi
bilinen Minkowski duallik ve Pschenichnyi’nin [3] pozitif homojen fonksiyonlara {ist-
ten konveks/alttan konkav yaklagimlari temel alinarak [4] ¢aligmasinda Demyanov
tarafindan tanimlanmigtir. Yukarida bahsedilen yonlii tiirev ve tiim genellegtirmeleri
yone gore pozitif homojen olduklarindan [5], bir fonksiyonun belirli bir noktasindaki
(genellegtirilmig) yonlii tiirevinin iist/alt exhauster1, optimallik kogullarmin ifade
edilmesinde ve en dik inig ya da en dik ¢ikig yonlerinin elde edilmesinde kullanigh
bir aragtir [6,7]|. Exhauster kavrami yardimiyla kisithi ve kisitsiz optimizasyon prob-
lemleri i¢in verilen optimallik kosullarinin yani sira, exhausterlarla, subdiferansiyel
ve gesitli genellegtirmeleri arasinda iligkiler kurulmugtur [8-10].

Pozitif homojen bir fonksiyonun bir iist ya da alt exhausteri, tek tiirlii tanimh
olmadigindan ve hatta sonsuz sayida kompakt konveks kiime icerebileceginden, ex-

hausterlarin indirgenmesi bu teorinin énemli bir parcasidir. Indirgeme teknikleri,



kapsamaya gore ya da sekle gore daha kiiclik bir exhauster ya da miimkiinse bir
minimal exhauster elde etmek anlamina gelir. Roshchina kapsamaya gore ve sekle
gore daha kiiclik ya da minimal exhauster kavramlarini tanimlamis ve exhauster-
lar1 her iki anlamda da indirgemek i¢in bazi teknikler vermigtir [11,12]. Grzybowski
vd. [13], herhangi bir iist exhausterin bir bir sublineer fonksiyonun exhauster: ola-
bilmesi i¢in golgeleyen kiime kavrami yardimiyla bir Olgiit vermiglerdir. Ek olarak,
sonlu iist exhausterlarin minimalligi i¢in bir kogul vermis; minimal exhausterlarin
tek olmak zorunda olmadigini géstermislerdir.

Ote yandan, Kiiciik vd. zayif exhauster kavramini, bir fonksiyonun yonlii tiire-
vinin zayif alt gradyanlarina kargilik gelen kompakt konveks kiimelerden olusturarak
tammmladilar ve zayif exhausterlar: indirgemek igin baz1 kogullar verdiler [14,15]. Ex-
hausterlarin indirgenmesine iligkin en yeni ¢aligmalar, Abbasov [16] ve Tozkan [17]
tarafindan elde edilen sonuglardir. Abbasov [16] ¢aligmasinda exhausterlarm hem
kapsamaya hem sekle gore indirgenmesine iligskin bazi geometrik kosullar 6nermis
ve bir exhausterin minimalliginin kontrol edilebilmesi i¢in yeni bir kosul vermis-
tir. Tozkan [17]| ¢aligmasinda, bir exhaustera ait kompakt konveks kiimelerin destek
fonksiyonu temsillerini karsilagtirarak, kapsamaya gore daha kiigiik exhausterlarin
elde edilebilmesi i¢in ¢esitli indirgeme teknikleri ve bunun yaninda bir exhausterin
kapsamaya gore minimalligi i¢in bir gerek ve yeter kosul sunmustur.

Bu caligmada, pozitif homojen fonksiyonlarin iist ve alt exhauster kavrami
tanitilmig, exhausterlar cinsinden kisitsiz optimizasyon problemleri i¢in optimallik
kogullar1 incelenmigtir. Exhausterlara iligkin temel incelemelerin ardindan, exhaus-
terlarin indirgenmesi ve minimalligine iligkin literatiirde var olan tiim g¢aligmalar
detayl olarak incelenerek, var olan tiim sonuclar énce kapsamaya gore daha sonra
da gekle gore indirgeme/minimallik kapsaminda derlenerek ayr1 ayri gruplandirila-
rak sunulmustur. Bu teknikler cesitli 6rnekler iizerinde incelenmig ve bu ornekler

detayh olarak agiklanmigtir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde, ¢alisma igin gerekli olan temel kavramlar ve kanitsiz olarak bazi
onemli ozellikler verilecektir.

Bu calismada, genel olarak n-boyutlu R” Oklidyen uzaymnda calisilacaktir. Aksi
belirtilmedikce, € R" ve r > 0 olmak fizere, B(z,7), v merkezli  yaricapli kapal
Oklidyen yuvari, B kapali birim Oklidyen yuvar1 ve S kapali birim yuvar yiizeyini
ve 0,,, R™nin sifir vektoriint gosterecektir. Bir A C R™ kiimesi i¢in, A'nin i¢i int(A)
ile; A'nin kapanigi clA ile gosterilecektir.

Ote yandan, her 2,57 € A ve her 0 < XA < 1 saysi igin Az + (1 — Ny € A
oluyorsa, A’ya konveks kiime denir. Bir A kiimesini iceren tiim konveks kiimelerin
arakesitine A'nin konveks zarfi denir ve coA ile gosterilir. C' C R™ konveks bir

kiime ve f : C'— R bir fonksiyon olsun. Eger her x,y € C' ve her A € [0, 1] i¢in

fQz+ (1= Ay)) < Af(z) + (1= A)f(y)
esitsizligi saglaniyorsa f’ye konveks fonksiyon denir. Benzer gekilde, her x,y € C
ve her A € [0,1] icin f(Ax + (1 — Ay)) > Af(x) + (1 — ) f(y) esitsizligi saglaniyorsa
f’ve konkav fonksiyon denir.

f : R™ — R fonksiyonu verilsin. Her z € R™ ve her A > 0 i¢in f(Az) = Af(x)
oluyorsa f fonksiyonuna (birinci mertebeden) pozitif homojen (p.h.) fonksiyon
denir [4]. Ayrica, her z,y € R™ i¢in f(x +y) < f(z) + f(y) esitsizligi saglamyorsa,
f’ve alt toplamsal fonksiyon; her z,y € R™ i¢in f(z + y) > f(x) + f(y) esit-
sizligi saglaniyorsa f’ye iist toplamsal fonksiyon denir. Bir f fonksiyonu p.h. ve
alt toplamsal ise f sublineer olarak; p.h. ve iist toplamsal ise siiperlineer olarak
adlandirilir.

Tanim 2.1. [1] A C R™ kompakt, konveks bir kiime olmak tizere her x € R"
1¢In

pale) = max(a, z)

ile tanimlanan py : R — R fonksiyonuna A’nin destek fonksiyonu denir.
Tanim 2.2. [16] Keyfi bir g € R™ ve bir A C R™ kiimesi i¢in vy = argmaz(v, g),

vEA
ya da denk olarak pa(g) = (va, g) olmak iizere

ACH (A g)={veR"[(r—wvag) <0}

oluyorsa, yani H_(A,g) negatif kapalis yari-uzay: A kiimesini tamamen kapsi-



yorsd H(A,g)={z €R" | (x —va,g) = 0}

kiimesine A’min g yonindeki destek hiperdiizlemst denir.
Agagida, bir kiimenin bir noktasindaki normal konisinin tanimi verilmigtir.

Tanim 2.3. [18] Bir A C R™ kiimesi verildiginde bir y* € A i¢in
Na(y")={seR" | (y—y*,s) <0, Vy € A}

ile tanamb kiimeye A’nin y* 'daki normal konisi denir.
Stireklilik kavraminin genellestirmesi olarak alttan ve istten yari-siireklilik ta-
nimlar1 agagida hatirlatilmigtir.

Tamim 2.4. [18] f:R"* — RU {400} fonksiyonu her x igin

limin f(x) > f(zo)

Tr— 0

esitsizliging saghyorsa f fonksiyonu xg noktasinda alttan yari-streklidir denir.

Tanim 2.5. [18] f : R" — R U {—o0} fonksiyonu her x i¢in

limsupf(z) < f(xo)

Tr— 0

esitsizligini saghyorsa f fonksiyonu xg noktasinda tistten yari-streklidir denir.
Diizgiin olmayan (nonsmooth) fonksiyonlar simifi géz éniine alindiginda, bir
fonksiyonun diferansiyellenebilir olmadigi noktalardaki davranigini incelemek, en dik
inig-cikig yonleri ve optimallik kogullari olugturmak icin yonlii tiirev kavrami ve gesitli
genellegtirmeleri oldukga kullanighi bir arag¢ olarak kullanilmaktadir. Agagida, bir
fonksiyonun Dini ve Hadamard yonlii tiirevleri hatirlatilmigtir.
Tanim 2.6. [5/ X C R" agk bir kime ve f : X — R bir fonksiyon olsun.
x € X noktast ve g € R™ yonii verilsin. Buna gore
(a) fh(x;9) = ali_}lghé[f(a: + ag) — f(x)] degerine f’nin x noktasinda g yonindeki
Dinz yonli tireve denir.
(b) fylz;9) = lim l[f(:lc +ag') — f(z)] degerine f’nin x noktasinda g yo-

[o,g']=[0F,g] v
nindekt Hadamard yonli tirevi denir.

Uyar1 2.7. Bir [ fonksiyonu bir x noktasinda Hadamard yonli tirevlenebilir
ise Dini yonli tirevlenebilidir ve f1;(x;g) = fp(x; g) 'dir. Ancak bu dnermenin tersi

dogru degildir. Asagqidaki ornek bunu gésterecektir.



Ornek 2.8. f : R? - R

0 ,y>2%veyay <0
fla,y) =

1, diger durumlarda
fonksiyonu ele alinsin. xo = (0,0) noktasr ve go = (1,0) yoni i¢in f’nin Dini ve
Hadamard yonli tirevleri arastirilacaktur.

fp(x0; g0) = lim f (o + ago) — flwo) _ - f(a,0)

a—0t « a—0t « a—0t

elde edilir. Dolayswyla, f fonksiyonu xo noktasinda gy yoniinde Dini yonli tirevie-

nebilirdir. Ote yandan

. f(xo +ag') — f(xo)
T(20:90) =  lim
ful@oigo) = a

limiti i¢in 0 < e < 1 ve € — 0 olmak tzere herhangi bir ¢ = (1,¢) dizisi segilirse,
her ¢ > 0 icin yeterince biiyiik bir o > ¢ saysy bulunabilir ve boylece ea < o?

olacagindan f(a,ea)) =1 olur. Dolayiswyla

f(@ot+ag)—f(xo)

«

= lim @)
[a,e]=[0F,0+] &

f}{(iﬂo;go) = lim

[oz,g’]—)[O“',go]

= Jm = e
elde edilir. Dolayiswyla, f’nin xg = (0,0) noktasinda go = (1,0) yoninde Hadamard
yonli tiurevi mevcut degildir.

Dini veya Hadamard yonlii tiirevlerin var olmadigi durumlarda bu tiirev yak-
lasimlarinin iist ve alt tiirev olarak genellestirmeleri de uygun bir ara¢ olarak kulla-
nilabilir. Agagida bu genellegtirilmis tiirevler verilecektir.

Tanim 2.9. [5] X C R™ agik bir kiime ve f : X — R bir fonksiyon olsun.
x € X noktasi ve g € R"™ yoni verilsin. Buna gore
(a) fL(x:g) =lim sup=|f(z + ag) — f(z)] dejerine f’nin x noktasinda g yonin-

deki Dini dist tiirevi denir.

(b) fo(z;g) = lggg)gfé[f(x + ag) — f(x)] degerine f’nin x noktasinda g yonin-
deki Dint alt tirevi denir.
(¢c) fl(x;g) = limsup l[f(x + ag') — f(z)] degerine f’nin x noktasinda g yo-

[a,g'|—>[0F,g] &
nindeki Hadamard st tirevi denir.



1
(d) f}_,(x;g) = liminf —[f(z+ ag') — f(x)] dejerine f’nin x noktasinda g yo-
[a,g']—=[0F,g] ¥

nindeki Hadamard alt tirevi denir.

Uyar1 2.10. Bir fonksiyonun Dini (Hadamard) anlaminda yonli tirevlenebilir
olmadugi, ancak Dini (Hadamard) st ve/veya alt Dini (Hadamard) tirevin mevcut
oldugu c¢ok sayrda dizgiin olmayan fonksiyon vardir. Asagqida, Dini yonli tirevle-
nebilir olmadigr halde Dini st ve alt tireve sahip bir fonksiyon drnegi verilmastir.
rsin(f) , x#0

0 , =20

fonksiyonu ele alinsin. xy = 0 noktasy ve go = 1 yoni i¢in [}, (xo, go) Dini yonli

fR=>R, f(x)=

tirevi mevcut degildir. Gergekten,

- Ay7B
"z = lim {OFOS@ _ iy 280G iy gin(d
fD( R gO) a—0t « a—0t o a—0t (a)

elde edilir. a — 0% igin sin(2) degeri —1 ile 1 arasinda sahndigindan limit mevcut

«

degildir. Ote yandan,

fp(0,90) = =1 ve fp (0, o) = 1
seklinde Dini alt ve dst tirevler mevcuttur. Burada f} (o, 90) = f5(0,1) = —1 ol-

dugu gosterilecektir; f%(xo, go) = 1 oldugu da benzer bi¢imde kanitlanabilir. Oncelikle

fb(x0,90) = liminf sin(}) = sup inf _ sin(3)

olduguna gore her § > 0 igin sin(L) fonksiyonunun (0,8) arabgmdaki infimum degeri

hesaplanmalidir. A¢iktir ki sinx fonksiyonu x = 37“ + 27k, k € Z degerleri i¢in —1
degerini almaktadir. Buradan
3 1
T, = — + 27n ve o, = —
2 T

dizileri olusturulursa, n — 0o i¢in x,, — 0o ve boylece ay, — 07 olacaktir. Ayrica

1
i (L) = sine,) = -1
sin (Oén> sin(xy,)

oldugu da agiktir. O halde a,, — 0% igin sin(==) — —1’dir. Her 6 > 0 sayist i¢in

1
0 < ay, < 9 olacak sekilde 3 n € N var oldugundan
inf sin (l> < -1 (2.1)
0<a<d o

esitsizligi elde edilir. Ote yandan sindis fonksiyonu —1°den daha kiiciik hicbir deger

1 1
almadigindan Va >0 d¢in sin <—> > —1
Q@
ve dolayisiyla
0<a<d «

inf sin (l) >—1, Y6>0



olur. Bu da

sup inf sin <l> > -1 (2.2)

oldugunu verir. Sonug olarak, (2.1) ve (2.2) esitsizliklerinden
1
f/%(xoago) = lim inf sin (-) - 1

a—0t (%

elde edilir.

Uyar:1 2.11. Yukarida tanwsmlary verilen yonli tirev ve diger genellestirilmis
tiirevler, yoniin pozitif homojen fonksiyonlaridar.

Yukarida hatirlatilan genellestirilmis yonli tiirevler diizgiin olmayan bazi fonk-
siyon Ornekleri iizerinde incelenecektir.

Ornek 2.12. f: R = R, f(z) = |z| konveks fonksiyonunun x = 0 noktaswn-
dakt Dini ve Hadamard yonli tirevleri hesaplanirsa

o Jagl =0 . ag]
- folwg) = lim T = lm = =g
elde edilir. Dolayiswyla, her g € R w¢in Dint yonli tirev vardir ve

) fp(0;9) =g
elde edilir. Ote yandan
. f(0+ag) = f(0) oy
(x:g) = i = 1l = lim|¢'| =
Tal@9) = | a wohmbrg o oyl =10l
bulunur. Dolayswyla, f(x) = |x| fonksiyonu x = 0 noktasinda hem Hadamard hem

de Dini anlaminda yonli tirevlenebilirdir ve
fu(w;g) = fplxig) = lg| ‘dir.
Ornek 2.13. f : R? = R, f(z,y) = |z| — |y| fonksiyonunun (z,y) = (0,0)
noktasindaki Dini ve Hadamard yonli tirevler: hesaplansin. f fonksiyonu ne konveks

ne konkav bir fonksiyondur.

f(ag1,092)—£(0,0)
(e}

/ . _ 3
fplw;g) = lim
= lim

o(lgr]=lg2]) _
a—0t a

1] — g2
elde edilir. Ayrica,
/ I7 — ].lm (O‘givagé)ff(ozo)
J(w:9) [a,g'] [0 ,g] “

a(lgi1=1g])
(03

= lim
[ev,g']—[0T,g]

= lim  gi| = g5 = [g1] — [g2]
(91,95)—(g1,92)
olur. Sonug¢ olarak,

fo(x;9) = fu(x;9) = o1l — g2 = [(g1,92)
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bulunur.

Konveks fonksiyonlar s6z konusu oldugunda, fonksiyonun diferansiyellenebi-
lir olmadigi noktalar i¢in subdiferansiyel kavrami tiirevin bir genellestirmesi olarak
onemli bir kavramdir.

Tamim 2.14. [1] f: R® — R bir konveks fonksiyon, T € R"™ olsun.
f(x) > f(z)+ (", —2), VreR"
esitsizligini saglayan bir x* vektorine f’nin T noktasindaki bir subgradienti denir.
f'nin & noktasindaki tim subgradientlerinin kiimesine f ’nin T noktasindaki subdi-
feransiyeli denir ve Of(Z) sembolii ile gosterilir.

Benzer sekilde, f : R® — R konkav bir fonksiyon ve & € R" olmak tizere

flz) < f(Z) + («*, 2 —2), VreR"
esitsizliging saglayan bir x* vektorine f’nin & noktasindaki bir sipergradienti de-
nir. f'nin & noktasindaki tim siipergradientlerinin kiimesine f’nin T noktasindaki
stiperdiferansiyeli denir ve 0f(z) sembolii ile gdsterilir.

Tamim 2.15. [18/ f : R" — R bir konveks fonksiyon, T € R" olsun. Destek
fonksiyonu f1,(Z,-) yonli tirevi olan bostan farkl, konveks, kompakt kiimeye f nin
T noktasindaki subdiferansiyeli denir. Yani

9f(x) ={a" e R" | (2", d) < fp(z,d), Vd€R"}
seklinde tanimlanir ve bu kiime Tanmim 2.14°de verilen subdiferansiyel tanima ile
denktir.

Ornek 2.16. f : R — R, f(z) = |z| fonksiyonu ve T = 0 noktast i¢in
of(z) = [—1,1] kimesidir. Ger¢ekten, her x € R i¢in

|z] > f(0) 4 (=%, 2 — 0)

esitsizliging saglayan yani,
x| >z - x”

esitsizligini saglayan tum x* subgradient vektorler: olusturulsun.
o x>0idkenz>axax*=2*<1
o <0tken — x<zax=-1<z*

oldugundan x* € [—1,1] “dir.



3. EXHAUSTERLAR, TEMEL OZELLIKLERI VE KISITSIZ
OPTIMIZASYONDA OPTIMALLIK KOSULLARI

Exhauster kavrami, ilk olarak Demyanov’'un [4] ¢aligmasinda 6nerilen, diizgiin
olmayan (nonsmooth) pozitif homojen fonksiyonlarin temsil ve analiz edilmesinde
rol oynayan onemli bir aragtir. Genel olarak, diizgiin olmayan fonksiyonlarin ana-
lizinde ve optimizasyonunda genellestirilmis tiirevler ve subdiferansiyel ve bunun
baz1 genellestirmeleri olan Clarke subdiferansiyel, Michel-Penot subdiferansiyel, za-
yif subdiferansiyel v.b. gibi ¢ok sayida arag inga edilmigtir. Ancak bunlarin bazilari
iyi hesap kurallarina sahip olmamak ya da hesaplama zorluklari gibi etmenlerden
dolay1 uygulamada c¢ok kullanigh olamamaktadir.

Ote yandan, bir fonksiyonun herhangi bir noktadaki (genellestirilmis) yonlii
tirevi p.h. oldugundan ve yalnizca (iistten ya da alttan) yari-siireklilik kogulunu
sagladigi durumda bir (list ya da alt) exhaustera sahip oldugu gosterilmigtir. Ex-
hauster yapisi, konveks analizde iyi bilinen Minkowski duallik kullanilarak olugtu-
rulmas: sayesinde, hesap kolayligi, geometrik yorum ve tekniklere elverigli olmasi,
en dik inig-¢ikig yonlerinin verilebilmesi ve diizgiin olmayan fonksiyonlarin optimi-
zasyonunda, optimallik kogullarinin kolayca ifade edilebilmesi agisindan 6nemli bir
aragtir.

Bu boliimde, exhausterlarin nasil ingsa edildigi, varlik teoremleri ile birlikte
verilecek ve bazi fonksiyonlarin exhausterlarinin hesaplanmasini inceleyen bir ¢ok
ornek sunulacaktir. Daha sonra, fonksiyonlarin herhangi bir noktada minimum ya
da maksimum degerini alip almadigin karakterize eden gerekli ve/veya yeterli op-
timallik kogullar1 hatirlatilacaktir. Optimallik kogullari, sirasiyla (genellestirilmis)
yonlii tiirevler, konvekslik durumunda subdiferansiyel, daha genel durumlarda da

exhausterlar cinsinden ifade edilecektir.

3.1. Ust ve Alt Exhausterlarin Tanimi ve Ornekler

Bu kesimde, bir pozitif homojen fonksiyonun iistten konveks ve alttan kon-
kav yaklagimlar: ve bu yaklagimlar ile Minkowski duallik kullanilarak olusturulan

exhauster kavrami hatirlatilmigtir.



Tanim 3.1. [4] h: R™ — R bir p.h. fonksiyon olsun.
a) Birh:R" =R p.h. ve konveks fonksiyonu igin
h(g) < h(g), Vg€R"
oluyorsa, h fonksiyonuna h’nin bir istten konveks yaklasime (u.c.a.) de-
nar.
b) Birh:R" — R p.h. ve konkav fonksiyonu i¢in
h(g) < h(g), VgeR"

oluyorsa, h fonksiyonuna h’nin bir alttan konkav yaklagima (l.c.a.) denir.

Ornek 3.2. h: R — R, h(z) = |z| olsun.

a) hm kendisi sublineer oldugundan h = h bir istten konveks yaklasimadar.
b) > 1 olmak dizere ho, = a|z| fonksiyonlarmn her biri h 'nin bir istten konveks

yaklasimidir. Daha genel olarak, o > 1 ve f < —1 olmak tizere

_ ar, x>0
hap =
Bx, x <0

fonksiyonlarimin her biri h’nin bir tstten konveks yaklasimadur. Ornegin, Sekil
3.17de h fonksiyonunun; o = 2 olmak dizere hy = 2|z| ve o = %, B = —3 olmak

lizere hy = ﬁ% _g Ustten konveks yaklagymlary gosterilmigtir.

y=hy(x)

L hix)=]x| , LY hix=Ix]

Sekil 3.1: h(z) = |z| fonksiyonununh1 veh2 istten konveks yaklasimlar

Ornek 3.3.h : R> — R, h(z,y) = |z| + |y| fonksiyonu ele almsin.
hi(z,y) = 2|z| + 4|y| fonksiyonu h’nin bir dstten konveks yaklasvmidur. Daha ge-
nel olarak o > 1 ve 8 > 1 olmak tizere ho g(z,y) = alz| + Bly| fonksiyonlarmn her

biri h'nin birer tstten konveks yaklasimlaridor.
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Ornek 3.4. h: R? = R, h(x,y) = |z| — |y| fonksiyonu ele alinsin. Buna gére
hi(z,y) = |zl; ho(2,y) = [x| = y; hs(z,y) = |z] +y;

ha(z,y) = |z +1yl; hs(z,y) = 2/ + 3ly|

seklinde tanvmlanan h;, i = 1 : 5 fonksiyonlarimin her biri h’nin farkl istten konveks

yaklasimlaridur.

Ustten konveks ve alttan konkav yaklasimlarin exhaustive aileleri asagidaki

sekilde tanimlanmaktadir.

a)

b)

b)

Tanim 3.5. [4] h: R™ — R bir p.h. fonksiyon olsun.

h’nin dstten konveks yaklasimlarinin bir A* ailesi i¢in

h(g) = inf h(g), Vg € R"

hEA*
oluyorsa A* ailesine h’nin tstten konveks yaklasimlarinin bir exhaus-

tive ailesi ya da kisaca st exhaustive ailesi (U.E.F.) denir.

h’nin alttan konkav yaklasymlarimin bir A, ailesi i¢in

h(g) = suph(g), Vg e R"
heA,

oluyorsa A\, ailesine h’nin alttan konkav yaklagimlarinin bir exhaustive

ailesi ya da kisaca alt exhaustive ailesi (L.E.F.) denir.
Ornek 3.6. h: R — R, h(g) = |g| olsun.

A} = {h} ailesi h'nin bir ist ezhaustive ailesidir. Ciinki hin kendisi subline-

erdir.
_ 9,9=>0 _ 39,920 o
h, = ve hy = olmak tzere Ny = {hy, ha}
—29, g<0 -9, 9<0
ailest goz ontine alinsin.
- min{g,3g} , g >0 9,920
F{ﬂ}\nh(g) = = = |g| = h(g)
© mln{_Zga _g} , g S 0 —9,9 § 0

oldugundan, N5 ailesi h’'nin bir st exhaustive ailesidir.

r>1 ve

_ rg, g=0 _
h.(g) = olmak tizere A ={h, |r > 1}

_Tguggo
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ailesi olusturulsun.

. . rg, 920
inf h,(g) = inghr(g) = ing
heAs; r> r> —rg, g S 0

infrg, ¢g>0 g9, 920

r>1 _

= = = |g| = h(g)

inf-rg, ¢g<0 -9, 9<0
r>1

oldugundan A} ailesi h’'nin bir ist exhaustive ailesidir.

Ornek 3.7. Ornek 3.47de ele alnan h(z,y) = |z| — |y| fonksiyonu i¢in

A* = {hy, hy, hs} ailesi olusturulsun.
min{f (2, y), ha(2,y). hs(z,y)} = minflz|, [2] -y, |2+ y}
( min{z,z —y,r + y} , >0,y >0
min{z,z — y,x + y} , ©>0,y<0
min{—z,—x —y,—z+y} , r<0,y>0

min{—z,—x —y,—z+y} , <0,y <0

r—y , ©>0,y>0
r+y , v20,y<0
—z—y , ©<0,y=>0

—r+y , $<O,y§0

0
= |zl =1yl
elde edilir. Dolayisiyla, N* ailesi h 'nin tistten konveks yaklasimlarinin bir exhaustive
ailesi ya da kiwsaca bir st exhaustive ailesidir.
Bir pozitif homojen fonksiyonun exhaustive ailelerinin varligi agsagidaki énerme
ile verilmigtir.
Onerme 3.8. [19] h: R™ — R bir p.h. fonksiyon olmak iizere
a) h fonksiyonu R™ dzerinde tstten yary sirekli ise, h’nin tstten konveks yakla-
stmlarinan bir exhaustive ailesi vardar.
b) h fonksiyonu R"™ dzerinde alttan yar sirekli ise, h’nin alttan konkav yakla-

stmlariman bir exhaustive ailest vardar.

Simdi, tistten konveks ve altttan konkav yaklagimlarin exhaustive aileleri kav-

rami1 kullanilarak, sirasiyla iist ve alt exhausterlarin nasil inga edildigi incelenecektir.

12



h pozitif homojen fonksiyonu iistten yar siirekli ise, h'nin iistten konveks yak-

lagimlarinin

h(g) = inf h(g), VgeR" (3.1)
heA* _
egitligini saglayan bir A* exhaustive ailesi vardir. Bu aileden alman her bir & e AN

fonksiyonu sublineer oldugundan, Minkowski duallikten, Oyle tek tiirlii belirli bir

C(h) = 0h(0,) C R™ kompakt konveks kiimesi vardir ki, h fonksiyonu

h(g) = max (v,g), Vge€R"
veC(h)

bi¢iminde ifade edilebilir. Dolayisiyla (3.1) esitligi,
E*={CCR"|C=C(h), h€ A"}

olmak {izere . n

h(g) = inf max(v.g), VgeR (3.2)
seklinde yazilabilir. Bu sekilde elde edilen E* kiimeler ailesine h’'nin bir iist exha-
uster1 denir [4]. Benzer bigimde, h pozitif homojen fonksiyonu alttan yar1 siirekli

ise, h'nin alttan konkav yaklagimlarinin

h(g) = suph(g) (3.3)

heA.
esitligini saglayan bir A, exhaustive ailesi vardir. Bu aileden alinan her bir h € A,

fonksiyonu siiperlineer oldugundan, Minkowski duallikten, 6yle tek tiirlii belirli bir

C(h) = 0h(0,) C R™ kompakt konveks kiimesi vardir ki, h fonksiyonu

h(g) = mi Vg € R™.
h(g) w%m,g» g€

bi¢iminde ifade edilebilir. Dolayisiyla,
E.={CCR"|C=C(h), he A}
olmak iizere (3.3) esitligi

h(g) = sup min(w, g), VgeR" (3.4)
CeE,wel

bi¢imine déniigiir. Boylelikle, h fonksiyonunun (3.4) formunda yazilmasini saglayan
E, kiimeler ailesine h'nin bir alt exhauster: denir [4].

h fonksiyonu pozitif homojen ve R™ iizerinde siirekli ise, iistten ve alttan yari
siirekli oldugundan, hem E* {ist exhausterina hem de F, alt exhausterina sahiptir
ve E = [E*, E,] ¢iftine h'nin biexhauster: ad: verilir.

Ornek 3.9. f: R =R, h(g) = |g| alalvm.

a) A; = {h} ailesinin h’nin dstten konveks yaklasgymlarimn bir exhaustive ailesi

oldugu elde edilmisti. Buna gore,
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b)

Oh(0) = {s|VyeR igin h(0)+ (s,y —0) < h(y)}
= {s|VyeR icin (s,y) <|yl}
= {s|VyeR ic¢in sy <y}

elde edilir. O halde sy < |y| esitsizligini saglayan s € R’ler hesaplanirsa
e y>0=sy<y=s<1

e y=0=0<0=s€R

o Y<0=sy<—y=s>-1
bulunur. Boylece, Yy € R igin egitsizligi saglayan s € Rler [—1,1] arali-

g olugturur. C = 0h(0) = [=1,1]’dwr. A}’a karsilk gelen EY ailesi E} =
{[-1,1]} dir. Gergekten

1 f = i f p = 1 f = B
Jnf max(v, g) = inf, max v.g = inf{|g|} = |g| = h(g)

oldugundan, EY, h’'nin bir tst exhausteridor.

_ 9,920 _ 39, 920 -
hi(g) = ve ha(g) = olmak tzere Ay = {hy, ha}

—29, 9<0 -9, 9<0
tst exhaustive ailesi ele alinsin. Bu fonksiyonlar i¢in, Minkowski duallik kul-

lamlarak, Oh1(0) ve Oho(0) kiimeleri hesaplanmahdar.
OR1(0) = {5 € R | ¥y € R igin sy < hu(y)}

oldugundan Yy € R i¢in sy < hi(y) olan s’ler bulunmalidar.

e y>0=sy<y=s<1

e y=0=0<0=s5€R

o Y<0=>sy< 2y=s52>-2
Dolayswyla, Ohi(0) = [—2,1] = C, arahgidir. Benzer sekilde Oho(0) = [—1,3] =
Cy olur ki, boylece A3 ’a karsilik gelen B ailesi E5 = {Cy, Co} = {[—2,1],[-1, 3|}
h’nin bir st exhausteridir. Gercekten

dekmeptvn o) = mtmepctv. o) = nf e vg, vy o)

inf{g,39}, g >0

= inf{ max vg, max vg} =inf{h(g), ha(g)} =
ve[—2,1] ve[—-1,3]

9,920
= = |g| = h(g) elde edilir. Bu egitlik E3’nin h’nin bir st

exhaustery oldugunu gésterir.
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¢c) Ay ={h,|r>1} ailesi ele almsmn. Her bir r > 1 says igin
rg, g =0

—rg, g <0
oldugundan
Ohe(0) = {s | Yy, 7(0) + (5,9 — 0) < ho(y)} = {s | sy < ()}
kiimesi hesaplanirsa
o y>0=sy<ry=s<r
e y=0=>s€R

o Y<0=sy<—ry=s=>-r

bulunur, yani Oh,(0) = [—r,7] arabgidir. Boylece B = {[—r,r] | r > 1} ailesi
elde edilir. Ustelik

rg, 920 9,920
CinfE*m%X@,g) = in{ max vg = ing = = h(g)
reE*vely r>lve[—rr] > —rg, g< 0 _g, g< 0
elde dilir. Sonug olarak EY = {[-1,1]}, E5 = {[-2,1],[—1,3]} ve Ef = {[-r,7] |

r > 1} aileleri h(g) = |g| 'nin ¢ farkl st ezhausteridor.

Ornek 3.10. h: R? = R, h(z,y) = |z| + |y| sublineer fonksiyonu ele alimsin.
Acikter ki A* = {Rh} ailesi h’nin bir dst evhaustive ailesidir. Ustelik Oh(0,0) =
[—1,1] x [—1, 1] dir. Gergekten, ¥(y1,ys2) € R? igin

h(yi,y2) 2 h(0,0) + ((s1,52), (Y1, 92)) <= [a] + y2] = s1y1 + 5292

olan tiim (s, s9) € R? vektérleri hesaplanirsa

120,220 =y +y2 2> 5191 + S2y
= yl(l _Sl) +y2<1 —82) 2 O

[ ]
:>].—8120, 1—5,2>0
=5 <1, 5 <1
olur.
1 < 0,220 = —y1 +y2 > S1y1 + Sl
. = —y1(1+51)+y2<1—82) >0

:>1+3120, 1—59>0

:>812_1a 52§1
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Sekil 3.2: Ornek 3.11’de verilen C1, C2, C3 kiimeleri

Y1 < 0,52 <0 = —y1 — Y2 = s1y1 + S2¥2
= —y1(1+51) —ya(l+52) >0

[ ]
:>1+8120, 1+8220
=5 2>-1, 5 >-1
1 = 0,y2 <0 = y1 —y2 > s1y1 + Sa¥o
. = y1(1—51) —ya(l+52) >0

=1—-52>20, 145 >0

=5 <1, s5>~-1
olur. Buradan 0h(0,0) = [-1,1] x [—1, 1] dir. Dolayiswyla, E* = {[—1,1] x [-1,1]}
ailesi h’nin bir Ust exhausteridir.

Ornek 3.11. h: R2 = R

h(g1,92) = min{max{g; + g2, 91 — g2, 0}, max{—g1 — g2, —g1 + g2}, 391 + 292}

fonksiyonu verilsin. C; = co{(1,1),(1,—-1),(0,0)} , Cy = {(—1,1),(=1,—1)} wve
Cs = {(3,2)} olmak tizere , E* = {C4,Cy,Cs} ailesi h’nin bir st exhausteridur
(Sekil 8.2). Gercekten,

Py (91, 92) = ggf(v,g) = max{((1,1), (91, 92)), ((—=1,1), (91, 92)), {(0,0), (g1, 92)) }

= maz{gi + g2, 1 — g2,0}
Pey (91, 92) = max{—gi + g2,—91 — g2}  ve  pcy(91,92) = max{3g; + 292}
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Sekil 3.3: Ornek 3.12’de verilen C1, C2, C3 kiimeleri

oldugundan,

Anf max(v,g) = min{pe, (91, 92), s (91, 92), ey (91, 62) )
= min{max{g; + g2, 91 — g2, 0},
max{—g + g2, —g1 — g2}, 31 + 292}

= h(gla 92)
elde edilir.

Ornek 3.12. Ornek 3.7deki h(gy, g2) = |g1| —|g2| fonksiyonu ele alinsin. h nin
A* = {hy, hy, hs} iist evhaustive ailesi kullanilarak h’nin bir st exhausters olustu-
rulacaktyr. Bunun igin her bir tstten konveks yaklasiman (0,0) noktasindaki subdi-

feransiyeli Ornek 3.10°daki hesaplamalara benzer sekilde hesaplanirsa

9h1(0,0) = [-1,1] x {0}; 9h2(0,0) = [-1,1] x {—1}; 0hs(0,0) = [1,1] x {1}
elde edilir. Boylece Cy = [—1,1] x {0}, Cy = [-1,1] x {=1} ve C3 = [-1,1] x {1}
olmak tizere E* = {C},Cy, Cs} ailesi h’nin bir ist exhausteridir. Bu ezhausterdaki

kiimeler Sekil 3.3’de gosterilmistir.

3.2. Optimallik Kosullar:

Gergel degerli fonksiyonlarin optimizasyonu s6z konusu oldugunda, bir nokta-
nin yerel ya da global minimallestirici ya da maksimallegtirici ya da kritik nokta
olup olmadigiin belirlenmesini saglayan optimallik kogullarinin olugturulmas: te-

oride 6nemli bir yer tutar. Klasik analizde diferansiyel kavrami ile verilen optimallik
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kogullar1, diizgiin olmayan fonksiyonlar i¢in yonlii tiirevler ve gesitli genellegtirmeleri
ya da konvekslik durumunda subdiferansiyel, daha genel durumlarda da subdiferan-
siyvelin genellestirmeleri ve kuasidiferansiyel gibi araclar kullanilarak ifade edilmis-
tir [1,5,20-25]. Bu gergevede, exhausterlar cinsinden optimallik kogullar1 da Dem-
yanov ve Roshchina tarafindan incelenmig, hem kisith hem de kisitsiz optimizasyon
problemleri igin ¢ok sayida kullanigh optimallik kogullar1 elde edilmistir [4,6,7,26].
Asagidaki kesimlerde kisitsiz optimizasyon problemleri icin, bahsi gecen optimallik

kosullarinin bazilar1 kisaca incelenecektir.

3.2.1. Yonlii tiirevlerle optimallik kosullar:

Bu kesimde, Dini ve Hadamard yonlii tiirevler ve bunlarin genellestirmeleri ile
olusturulan optimallik kosullar1 verilecektir.

Yardimc: Teorem 3.13. [5/ f : X — R bir fonksiyon ve X C R"™ a¢ik bir
kiime olsun. x* € X noktasy f 'nin X dzerindek: yerel ya da global minimallestiricisi
ise fhlat.g) >0, VgeR"

fu(z*,9) =20, VgeR"
kosullar saglanir. Ayrica

fu(z™,9) >0, Vg0, (3.5)

kosulu saglanmiyorsa x* € X noktast f'nin X idzerindeki kesin yerel minimalles-
tiricisidir.
Kamt. f fonksiyonu z* noktasinda Dini Yonlii Tiirevlenebilir oldugundan Vo > 0
ve Vg € R" igin

F(z* +ag) = f(@*) + af (2", ) + 0(a)
olur. z*, f’'nin bir minimum noktasi: oldugundan Vz € R"™ i¢in f(z) > f(z*)dir.

Buradan 6zel olarak x = z* + ag igin de f(z* 4+ ag) > f(z*) oldugundan

f@®) < f(@™ 4+ ag) = f(@") + af' (2", 9) + 0(a)

= af'(z*,9)+0@) > 0
= flhg+2 > 0
= lim{f'(e*,9) + "} > 0
= f(z*, g) > 0

elde edilir.
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Yardimci Teorem 3.14. [5/ f : X — R bir fonksiyon ve X C R"™ a¢ik bir
kiime olsun. x** € X noktasimn f 'nin X tzerindeki yerel ya da global maksimalles-
tiricisi ise fp(@™,g) <0, VgeR"

fu(z™,9) <0, VgeR"
kosullar:y saglanir. Ayrica

fu(z™,9) <0, Vg#0, (14)
kosulu saglanmyorsa x** € X noktast f’'nin X dzerindeki kesin yerel maksimal-
lestiricisidir.

Kanat. Yardimer Teorem 3.13’dekine benzer sekilde kanitlanir. O]

Uyari1 3.15. Dini ya da Hadamard yonli tirevin hesaplanamadige durumlarda,
alt ve tst Dini/Hadamard yonli tirevler tizerinden optimallik kosullar kontrol edi-
lebilir. Bu baglamda, Yardimci Teorem 3.13°de wverilen minimallik i¢in gerekli ve
yeterli kosullar, Tanim 2.9 ile tanimlanan fj% y (@ g) Dini ve Hadamard alt yonli
tirevler i¢in de gecerlidir. Benzer sekilde, Yardimer Teorem 3.14°de verilen maksi-
mallik i¢in gerekli ve yeterli kosullar, Tanwm 2.9 ile tanmimlanan flg/H(x;g) Dini ve

Hadamard st yonli tirevler i¢in de gecerlidir.

3.2.2. Konvekslik durumunda subdiferansiyel ile optimallik kosullari

Konveks analizde temel bir iglev goren altdiferansiyel (subdiferansiyel) kav-
rami yardimiyla konveks fonksiyonlarin bir noktadaki optimalligi i¢in gerek ve yeter
kosullar elde edilmigtir. Konveks bir fonksiyonun, yapisi geregi en az bir global mi-
nimallegtiricisinin varhg her zaman bilinmektedir [1,18|. Bu minimallegtirici tek bir
nokta oldugunda kesin global minimallestirici olarak adlandirilir.

Teorem 3.16. [18/ f : R" — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda

asagqidaki onermeler denktir:
(1) f’nin bir global minimallestiricisi vardur: En az bir © € R™ i¢in
f(z) < f(x), YxeR" dir.

(it) 0 df(z) 'dir.
(111) Her g € R™ i¢in f'(x;g) > 0’dor.
Kanit. (i) < (i7)

x noktasi, f fonksiyonunun R™’deki global minimallestiricisi olsun. O halde, Vy € R"™
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i¢in f(y) > f(x)dir. Buradan, f(y) > f(z)+(0,y—2z) olur ki bu 0 € 9f(z) oldugunu
verir. Tersine 0 € df(x) oldugunda her y € R"™ i¢in f(y) > f(z) olacag agiktir.

(1) <> (iii)

0 € 9f(z) olsun. Teorem 2.14 geregi her d € R" i¢in, (0,d) < f'(x,d) olur ki bu

f'(x,d) > 0 oldugunu verir. Tersi de benzer gekilde kolayca kamtlanir. ]

Yardime1r Teorem 3.13’de goriildiigi gibi, Teorem 3.16’deki (i77) kogulu ashnda
Z noktasinin f’nin minimallegtiricisi olmasi i¢in bir gerekli koguldur. Dolayisiyla, bu
kogulu ve denk olarak (i) kogulunu saglayan bir z noktasi f i¢in bir kritik nokta
olarak degerlendirilir. Asagidaki sonug, bir noktanin f’nin global minimallegtiricisi
olmasi i¢in bir yeterli kosul verecektir.

Teorem 3.17. [18] f : R" — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda

asagqidaki onermeler denktir:
(1) f’nin bir kesin global minimallestiricisi vardur: Bir ve yalniz bir & € R™ ig¢in
f(@) < f(z), VxeR"\{z}.
(i) 0 € int(0f(x)) “dir.
(111) Her 0, # g € R" i¢cin f'(x;g) > 0’dor.

Kanat. Teorem 3.16’dekine benzer gekilde kanitlanir. O]

Uyar: 3.18. Teorem 3.16 ve Teorem 3.17°de konveks fonksiyonlar i¢in verilen
optimallik kosullar:, simetrik olarak konkav fonksiyonlarin maksimallestiricileri i¢in
de gecerlidir.

Simdi, Teorem 3.16 ve Teorem 3.17’de verilen optimallik kosullar1 6rnekler
tizerinde incelenecektir.

Ornek 3.19. f(x) = |z| fonksiyonu i¢in = 0 noktas: ele alindiginda, Of () =
[—1,1] oldugu agiktur. 0 € int(0f(Z)) oldugundan Teorem 3.17 gerejince T = 0 nok-
tasy f 'nin kesin global minimallestiricisidir.

Ornek 3.20. f:R - R

.
—x+1, <1
fx)=190,1<z<3

r—3,3<Zx

\
fonksiyonu ve T = 1 noktasi ele alinsin. f’nin grafigi Sekil 3.4 de gosterilmistir. ©

noktasinin minimallestirici olup olmadigimin incelenmesi i¢in 0f (1) hesaplansin.
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Sekil 3.4: Ornek 3.20°deki f (x) fonksiyonunun grafigi

of(1) ={seR" | f(y) = f(1) +s.(y —1),Vy € R}

oldugundan her y € R icin
g A ‘ fly) = s.(y—1)

esitsizliging saglayan s € R saylary, hesaplanirsa
y<liken —y+1>s(y—1) < s>-1
1<y<3iken0>s.(y—1) <= s<0

y>3ikeny—3>s.(y—1) < s<0
elde edilir. Buradan 0f(1) = [—1,0] kimesidir. Dolayisiyla, 0 € Of(1), ancak 0 ¢

global minimallestiricisi degildir.

3.2.3. Exhausterlar ile optimallik kosullar:

Onceki kesimde, subdiferansiyel yardimiyla konveks fonksiyonlarin optimallik
kogullarinin nasil verildigi tartigildi. Simdi ise, diger bir¢ok genellegtirilmis subdife-
ransiyel yaklagimlarini incelemeksizin, exhauster kavrami kullanilarak bir fonksiyo-
nun optimalligine iliskin baz temel sonuclar ele alinacaktir.

Bu calisma boyunca exhausterlara iligkin ifade edilecek tiim sonuglar yalnizca
iist exhausterlar cinsinden ifade edilecektir. Ayni1 sonuglarin benzer formlarda alt
exhausterlar i¢in de gegerli oldugu agiktir.

Asgagidaki iki teorem, diizgiin olmayan (konveks de olmak zorunda olmayan)

21



bir f fonksiyonu ve f'(z;-) Dini ya da Hadamard yonlii tiirev ya da bunlarn alt ver-
siyonlar1 olmak tizere h(g) = f'(Z; g) p.h. fonksiyonu igin ifade edilecektir. Béylece,
Z noktasimin f'nin bir yerel ya da global minimallegtiricisi olmasi i¢in A’nin bir {ist
exhauster1 vasitasiyla bir gerekli kogul ve daha sonra z noktasinin f'nin kesin yerel
minimallegtiricisi olmasi i¢in de bir yeter kosul elde edilmig olacaktir.

Teorem 3.21. [22] h : R — R p.h. bir fonksiyon olsun ve h’min bir st

exhausters E* var olsun. O zaman asaqidaki ifadeler denktir:
(i) Vg€ R" i¢in h(g) > 0’dur;

(ii)) YC € E* i¢in 0, € C’dir;

(i) 0, € L*(h)=({C|C € E*}.

Kamit. (11) <= (iii) oldugu agiktir.
(i) < (i1) Vg € R" i¢in h(g) = f'(z*,g) > 0 olsun.

h(g) = f'(z*,9) 20 <= h(g) = inf max(v,g) ,VgecR"

CeE* veC

3 > n *
— (}gé*{rglea(/g(<v,g>} >0 ,VgeR" VCeFE
— macx(v,g> >0 Vg e R", VC € E*

ve
= oc(g) >0 ,Vg e R", VC € E*
— 0, € C ,VC € E*
elde edilir. O

Teorem 3.22. [22] h : R" — R siirekli ve p.h. bir fonksiyon olsun ve E*,

h’nin bir st exhaustery olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

(i) Her 0, # g € R" i¢in h(g) > 0’dor.

(i) Bir d > 0 sayisi, her C € E* i¢in B(0,,9) C C olacak sekilde vardur;
(i) 0, € int L*(h) = ({C | C € E*} dur.

Kanit. (i) < (ii):
s € intC <= (0,,9) < 0s(g), Vg € R", g # 0,, oldugundan,
0, € intC <= (0,,9) < 0s(g), Vg # 0,. Yani 0,, € intC <= o4(g) >0, Vg # 0,

olur.
(i) < hlg) = f'(a".g) = inf max{v,9) Vg €R", g#0,
— rgleacxw,g) > 0 Vg #£0,, VC € E*
= oc(g) >0 Vg #0,, CeL*
— 0, € intC ,VC € E*
<~

45 >0>BsCcC
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(i) < (iii):
(11) <— 0, € int(C) ,VC € E*
— 0, e {int(C)|C e E*}
<~ 0, cint({C | C € E*})
= 0, € intL*(h)
O
Ornek 3.23. f : R — R, f(z) = |z| fonksiyonu i¢in Z = 0 noktasinda
f5(0;9) = |g| oldugu Ornek 2.12 ile gésterilmisti. Ornek 3.9(c)’de incelenen h(g) =
lg| fonksiyonu ile Ef = {orr] | r> 1}
st exhaustery goz oniine alindiginda, her r > 1 i¢in C, = [—r,r] kimelerinin her
biri i¢in 0 € int(C,) oldugundan, Teorem 3.17(iii) ve Teorem 3.22(ii)’den, T = 0
fnin bir kesin global minimallestiricisidir.

Ornek 3.24. Ornek 3.11°de verilen h : R* — R,

h(g1, g2) = min{max{g, + g2, 91 — 92,0}, max{—g1 — g2, —g1 + g}, 31 + 292}
fonksiyonu ve Cy = co{(1,1),(1,-1),(0,0)} , Cy = {(—1,1),(—1,-1)} ve C3 =
{(3,2)} olmak izere , h'nin E* = {Cy,Cy, C3} st exhauster: ele alinsin. f1,(z;g) =
h(g) ya da f;(Z;g) = h(g) olan bir f : R — R fonksiyonu ve bir & noktasy goz oniine
alinsin. h’nin E* st exhauster: incelendiginde (0,0) ¢ Cy ve (0,0) ¢ Cs oldugu
gorilmektedir. Dolaysiyla, Teorem 3.21(ii) ve Yardimci Teorem 3.13 geregince T
noktasi, f’nin bir yerel ya da global minimallestiricisi olamaz.

Ornek 3.25. Ornek 3.12°de ele alnan h(gi,g2) = |g1| — |go| fonksiyonu ele
albinsin. fr(Z;9) = h(g) ya da fi;(%;9) = h(g) olan bir f : R? — R fonksiyonu ve
bir T noktasy goz oniine alnsin. h'nin Ornek 8.12°de verilen C, = [—1,1] x {0},
Cy = [-1,1] x {=1} ve C5 = [—1,1] x {1} olmak tzere E* = {C},Cy, Cs} fist ex-
hauster: incelendiginde (0,0) € Cy ve (0,0) € Cs oldugu gorulmektedir. Dolayisiyla,
Teorem 3.21(ii) ve Yardvmcr Teorem 3.13 geregince T noktasy, f nin bir yerel ya da

global minimallestiricisi olamaz.
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4. EXHAUSTERLARIN INDIiRGENMESI VE MINIMALLIGI

Bu boliimde, exhausterlarin iki farkli agidan indirgenmesi veya minimalliginin
aragtirilmasin1 amaglayan indirgeme teknikleri detayl olarak ele alinacaktir. Bir iist
veya alt exhausterin hem kapsamaya hem de sekle gore bir digerinden daha kiiciik
olmasi ve/veya minimal olmasi kavramlar [11, 12| ¢aligmalarinda tanimlanmigtir.
Bir exhausterin kapsamaya gore indirgenmesine dair teknikler, gereksiz kiimelerin
exhausterdan ¢ikarilarak icerdigi kiimelerin sayisinin en aza indirgenmesini amaclar-
ken; sekle gore indirgeme teknikleri de exhausterdaki her bir kiimenin, varsa gereksiz
kisimlarinin atilarak miimkiin olabilecek en kiigiik forma getirilmesini hedeflemek-
tedir. Bu indirgeme tekniklerinde en 6nemli nokta, gereksiz kiimeleri exhausterdan
gikarirken ya da kiimeleri kendi i¢inde kiigiiltiirken, yeni olugsan exhausterin baglan-
gicta temsil edilen fonksiyonu temsil etmeye devam etmesidir.

Literatiirde var olan indirgeme tekniklerinin bazilar1 uygulama agisindan zor-
luklara sahipken, bazilar1 da geometrik olarak agik¢a yorumlanabilen ve kolay uy-
gulanabilen tekkniklerdir. Bu galigmada sirasiyla Roshchina’nin [11, 12] ve Abba-
sov’un [16]| galigmalarindaki sonuglar incelenecek ve bu sonuglar, agiklayic1 érnekler
iizerinde tartigilacaktir.

Oncelikle, bir {ist veya alt exhausterin hem kapsamaya hem de sekle gére bir
digerinden daha kiiciik olmas1 ve minimal olmasi kavramlar: tanitilsin.

Tanim 4.1. [16/ h bir p.h. fonksiyon, Ey ve Ey h'nin st (veya alt) exha-
usterlary olsun. Eger Ey C FEs ise, Fy kapsamaya gore E;’den daha kigtktir
denir.

Tanim 4.2. [12] h bir p.h. fonksiyon, E h’nin bir ist (veya alt) exhauster:
olsun. Eger E’den kapsamaya gore daha kiigik baska bir E st (veya alt) exhauster:
yoksa, E’ye kapsamaya goére minimal exhauster denir.

Yukaridaki kapsamaya gore daha kiigiik olma ya da kapsamaya gére minimal
olma kavramlarimin yalnizca exhausterdaki kiimelerin sayist ile ilgilendigi aciktir, kii-
melerin seklini kii¢iiltmekle ilgili bir yaklagim s6z konusu degildir. Asagida verilecek
olan Ornek 4.3 bazi durumlarda bu yaklasima gére minimal olan bir exhausterm,

aslinda daha da kiiciiltiilebilecegini gosterecektir.
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Ornek 4.3. [16/ h : R — R, hy(x) = |z| fonksiyonu ele almsin. Ef =
{[-2,1],[-1,2]} ailesinin h’nin bir ist exhauster: oldugu agiktur. Ustelik E’daki
kiimelerden herhangi biri ¢ikarilirsa, geriye kalan kiime h’yi tek basina temsil ede-
meyeceginden, £ i kapsamaya gére minimal bir exhausterdir. Ancak exhausterdak:
kiimelerin sekli kii¢iltilebilir. Daha a¢ik olarak EY ’deki iki kiime de [—1, 1] araligina
indirgenebilir ki bu hy fonksiyonunun = = (0,0) noktasindaki subdiferansiyelidir. Bu
nedenle Ef’daki her bir aralik [—1,1] araligina indirgenerek yalnizea bu tek kimeden
olusan E5 = {[—1,1]} ist ezhauster: elde edilir. Bu exhauster Tanim 4.2yi saglar
ve 7 'den ¢ok daha kiiguiktir.

Tamim 4.4. [16] h bir p.h. fonksiyon, Ey ve Ey h'nin st (veya alt) ezhaus-
terlar, olsun. Eger her C e Ey wgin en az bir C' € Ey kiimes: C C C olacak sekilde
bulunabiliyorsa, 4 sekle gore Es’den daha kii¢tiktiir denir.

Tamim 4.5. [12] h bir p.h. fonksiyon, E h’nin bir ist (veya alt) exhauster:
olsun. Eger E’den sekle gore daha Kii¢ik baska bir E iist (veya alt) exhauster: yoksa,
E’ye gsekle gore minimal exhauster denir. Daha a¢ik olarak, h’nin asagidaki
ozelligi saglayacak bicimde baska hicbir E st (veya alt) exhauster. yoksa E sekle
gore minimaldir: VO e E‘, 0eE  Occ

Bir iist (ya da alt) exhauster gekle gore minimal ise kapsamaya gore de mini-
maldir, ancak bunun tersi her zaman dogru degildir [12]. Ornek 4.3 bu gercegi de

gostermektedir.

4.1. Exhausterlarin Kapsamaya Gore indirgenmesi ve Minimalligi

Bu béliimde, bir {ist (veya alt) exhausterin kapsamaya gore daha kiigiik bir
exhaustera dontigtiiriilebilmesi i¢in olugturulan indirgeme tekniklerini ve kapsamaya
gore minimallik gartlar1 incelenmistir. Dolayisiyla, bu béliimde incelenen teknikler,
ele alinan p.h. bir h fonksiyonunu temsil eden bir exhausterdan, yine h’yi temsil
etmeye devam edecek sekilde hangi kiimelerin atilabilecegine iligkin kogullar 6ner-
mektedir. Agagida verilen sonuglar ve baz1 6rnekler [11,12,16] ¢caligmalarmdan der-
lenmigtir.

Agagidaki 6nerme bir iist exhausterdan bir kiimenin atilabilmesine iligkin bir

yeterli kosul vermektedir.
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Teorem 4.6. [11] E*, h : R" — R i¢in bir p.h. fonksiyonunun bir st exha-
usterr ve Cy € E* olsun. Eger her g € ST i¢in E* i¢inde Cy 'dan farkl bir Cy kiimes:

— < =
Pe,(g) {)gg,f(v,m_gé%f@,g) Pe,(9)

olacak sekilde bulunabiliyorsa, E* = E*\ {Cy} kiime ailesi yine h’nin bir st exha-

usteridar.
Kanat. Her g € ST icin,

h(g) = inf max(v,g) = min <max(v,g>, inf max(v,g))

CeE* veC veCy ceEk*x vel

Ancak, .

inf max(v,g) < max(v, g) < max(v

CeE* vGC)’(< ’g> _ vec)g(< ’g> - UEC)§< "q)
oldugundan,

h(g) = inf max(v,g)
5 CEE* velC

yani F*, h fonksiyonunun bir iist exhausteridir. O

Ornek 4.7. [16/ h:R?> - R,

h(g1,92) = min{max{gi + g2, 91 — g2, =1 + g2, —g1 — Ga}
;301 +2925 91— 2925 =391+ 925 —201 — go}

olsun. Cy = co{(1,1),(1,-1),(-1,1),(-1,-1)}, Cy = {(3,2)}, C5 = {(-3,1)},
Cy={(-2,-1)}, Cs ={(1,—-2)} olmak tzere E* = {C},Cy,C3,Cy,Cs5} , h'nin bir
st exhausteridir. Buradan
Vg € {(91,92) | 1 = 0,92 > 0} igin h(g) = pc,(g) (9)
Vg € {(g1,92) | g1 < 0,92 > 0} icin h(g) = pes(9) < pey (9)
Vg € {(91,92) | 91 < 0,92 < 0} igin h(g) = pe,(9) (9)
Vg € {(91,92) | 91 = 0,92 < 0} igin h(g) = pc,(9) < pc(9)
oldugundan Teorem 4.6 ’den Cy kiimesi E*’dan ¢ikarilabilir.

Simetrik teorem alt exhausterlar i¢in agagidaki sekilde ifade edilmigtir.

Teorem 4.8. [11] E,, h: R™ — R i¢gin bir p.h. fonksiyonunun bir alt exhaus-
tery olsun. Eger Cy € E, ve her g € ST i¢in E, icinde Cy’dan farkly bir C, kiimesi

min(v, g) > min{, 9)

kosulunu saglayacak sekilde varsa, E, = E, \ {Co} kiime ailesi yine h fonksiyonu
icin bir alt exhausterdur.

Simdi [11] ¢cahismasimda sunulan hem kapsamaya gore hem de daha sonra gekle

gore indirgeme i¢in kullanilacak olan bir yontem tanitilacaktir. Bu teknikte, bir
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tist (ya da alt) exhaustera ait herhangi bir C' kiimesinin her bir g € S} yoniinde
ortaya c¢ikan hiperdiizlemlerle kesilerek ve bu kesilmis kiimeler her yon {izerinden
birlegtirilerek olusturulan bir yaklagim kullanilmaktadir.

h : R™ — R bir p.h. fonksiyon ve E*(h), h'nin bir iist exhauster: olsun. Her bir
ge St ={geR" [lg]| =1} i¢in

Q*(C,g) = {v e Cl{v,g9) = h(g)}
kiimesi tammlansin. Asagidaki 6rnek Q*(C,g) kiimelerinin nasil olugturuldugunu
gosterecektir.

Ornek 4.9. [11] E*(h) = {C1,Cy,Cs} ve i = 1,2,3 i¢in Q; = Q*(Cy, go)
olmak tizere Q*(C, go) kiimelerinin nasil olusabilecegine iliskin farkl kime ornekleri
Sekil 4.1°de gdsterilmistir.

Yardimc: Teorem 4.10. [11] Her bir gy € ST ve Cy € E*(h) i¢in Q*(Co, go)

kiimesi bostan farkl, kompakt, konveks bir kiimedir.

Kanat. Q*(Cy, go) klimesinin tammi geregi kapali oldugu agiktir. Ayrica smirh bir
kiimenin alt kiimesi oldugu i¢in sinirhdir.
Her g9 € S} ve Cy € E*(h) igin vy,ve € Q*(Co,90), @« € [0,1] alnsin.
Vo = av; + (1 — a)vy olarak tammlansin. Buradan

(vo, 90) = a(v1, 9o) + (1 — @) (v2, 90) = ah(go) + (1 — a)h(go) = h(go)
elde edilir. Boylece v,, ayni zamanda Q*(Cy, go)’a aittir ve bununla birlikte Q*(Cp, go)'1n
konveks oldugu elde edilir.
Simdi herhangi bir Cy € E* ve go € ST i¢in Q*(Cy, go) kiimesinin bos kiime oldugu
varsaylsin. O halde her v € Cj igin (v, go) < h(go) olur. Cy kompakt oldugundan

m%x(v, go) < h(go) olarak yazilabilir. Buradan
velo

> 1 =
h(go) > max{v, go) = inf max(v, go) = h(go)

elde edilir ki bu imkansizdir. Dolayisiyla Q*(Cy, go) bostan farkhdur. O

Ornek 4.11. Ornek 3.24°deki h - R*> - R

h(g1, g2) = min{max{g + g2, 91 — g2, 0}, max{—g1 — g2, —g1 + g2}, 391 + 292}
fonksiyonu ve Cy = co{(1,1),(1,—-1),(0,0)} , Cy = {(—1,1),(—1,-1)} ve C5 =
{(3,2)} olmak iizere , h'nin E* = {C}, Cy, C3} st exhauster: ele alinsin. gy = (1,0)

segilirse h(go) = —1 olur. Buradan
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Sekil 4.1: Ornek 4.9'de ki Cj ve Q;; Ornek 4.13deki B; kiimeleri

Q" (Ci, o) = {(v1,v2) € Ci [ 01 > —1}
oldugundan Q*(Cy,g0) = C1, Q*(Cy,g0) = Cs, Q*(Cs,90) = Cs elde edilir. Ote

yandan g1 = (1,1) segilirse h(g1) = —1 olur.

Q" (Ci, 90) = {(v1,v2) € Cs | vy +v2 > —1}
oldugundan Q*(C1, go) = co{(—1,0),(=1,1)}, Q*(Ca, g0) = Cs ve Q*(Cs,g0) = Cs
olur.

Q*(C, g) kiimesinin tanimlamginin ardindan, her bir g € S} ve C' € E*(h) igin

B*(C,g) C Q*(C, g) olacak bigimde bir B*(C, g) kiimesi segilsin.
Uyar1 4.12. [11] Bu tanumlama anlambder. Ciinki B*(C,g) = Q*(C,g) ola-

cak sekilde her zaman kurulabilir. Ancak elbette ki uygun olan daha kiciik kiimeler
ve hatta tek nokta kiimeleri se¢mektir.

Q*(C, g) ve B*(C,g) kiimelerini olugturduktan sonra agsagidaki kiimeler olus-

turulsun:

B (C):= | B*(C,g)
ve 9&51

B*(C) := ¢l convB*(C)
olsun.

Ornek 4.13. [11] B*(C,go) m kurulusuna bir érnek olarak Sekil 4.1 giz
oniine alimsin. B; := B*(C;, go) ile gosterilmistir. Qo tek nokta kiimesi oldugundan
By = Qs dir. Ancak By ve Bs ig¢in segenekler daha fazladwr. Bu érnekte B*(C,g)
olarak uygun tek nokta kiimeler:i segilmastir.

Bu gerekli bilgilerden sonra asagidaki teorem, kapsamaya gore daha kiigiik bir

exhauster elde etmek i¢in baz kogullar sunacaktir.
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Teorem 4.14. [11/ h : R* — R p.h. fonksiyon, E* bir st ezhauster olsun.
Asagidaki teknikler E* 'deki kiime sayisine indirgemek i¢in kullanilabilir:
(i) Co,Cy € E* ve Cy C Cy ise Cy exhausterdan ¢ikarilabilir.
(i1) Her g € ST igin géfgg(i},g} > h(g) ise Cy exhausterdan ¢ikarilabilir.
(iii)  B*(Cy) C int(Cy) ise Cy exhausterdan ¢ikarilabilir.

Kanat. (i) C; C Cy olsun. Bu durumda her g € S} i¢in f]%%)f@’g) < irézgo((v,g) olur
ve Teorem 4.6’den Cj exhausterdan atilabilir.

(77) Her g € S} i¢in gé%}o(@’ g) > h(g) olsun. Herhangi bir g € S} se¢ilip sabitlensin.
a(g) = géfgg(i},g} — h(g) olarak almsm. a(g) > 0’dir. Agiktir ki

<
max(v, g) < h(g) + alg) <= max(v,g) > max(v, g)

olacak sekilde bir C; € E* kiimesi vardir. Teorem 4.6’dan Cj exhausterdan atilabilir.

(17i) Herhangi bir g € S} secilip sabitlensin. vy = arg ma(x )(v, g) almsm. B*(Cp)'n
veB*(Cy

tammmindan (vg,g) > h(g) olur. vy € intC oldugundan v, = vy + eg € Cj olacak

sekilde bir € > 0 vardir. Buradan

max(v, g) = (ve, 9) = (v0,9) + (€9, 9) = h(g) + ¢ > h(g)

elde edilir. g keyfi segildiginden ve bu teoremin (i7) sikkindan Cj exhausterdan ¢i-
karilabilirdir. ]

Ornek 4.15. Bir h fonsiyonunun bir ist exhausters Sekil 4.2’te gésterilen
Cy = co{(1,1),(—1,1),(=1,-1),(1,—=1)} ve Cy = co{(—1,0),(1,0)} kimeleri ile
olusturulan E*(h) = {C4,Cy} olsun. Kolaylikla gorilmektedir ki Cy C Cy’dir. Bu
nedenle Teorem 4.1/ geregince Cy exhausterdan atilabilir.

Ornek 4.16. Ornek 4.7’de verilen h : R?> — R,
h(g1,92) = min{max{g, + g2, g1 — g2, =91 + g2, —g1 — Ga}
;391 +2925 91— 2925 =391+ 925 —201 — g2}
fonksiyonu ve Cy = co{(1,1),(1,—1),(=1,1), (=1, —1)} kiimesi i¢in
max(v, g) = maxi|gi|, [g2|} > h(g)
oldugundan C7, E*’dan ¢ikarilabilir.
Benzer teorem alt exhausterlar i¢in de ifade edilebilir.
Teorem 4.17. [11] h: R™ — R bir p.h. fonksiyon, E, bir alt exhauster olsun.

Asagqidaki teknikler E, deki kiime sayisine indirgemek i¢in kullanilabilir:
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Sekil 4.2: Ornek 4.15deki C2 C C1 olacak sekildeki C'1, C2 kiimeleri

(i) Co,Cy € E, ve Cy C Cy ise Cy exhausterdan ¢ikarilabilir.
(i1) Her g € ST i¢in m%x(v,g> < h(g) ise Cy ezhausterdan ¢ikarilabilir.
velo

(i) B.(Cy) C int(Cy)ise Cy exhausterdan ¢ikarilabilir.

Simdi, Roshchina tarafindan [12] caligmasinda énerilen, kapsamaya gore daha
ileri indirgeme teknikleri incelenecektir. A : R™ — R p.h. bir fonksiyon ve E* h’nin
bir iist exhauster1 olmak iizere bir C' € E* i¢in

M*(C) == clco{vg € C' | g € S, vp = argrgleacxw,g), (vo,g9) = h(g)}
kiimesi tanimlansin. Bu kiime geometrik olarak C' kiimesinin en az bir ¢ yoniinde
h fonksiyonunun ggé*Te%(<U, g) temsilindeki infimum degere katkida bulundugu ve
C’nin destek fonksiyonuna o yondeki degeri veren vektorlerden olugsmaktadir. Daha
agik olarak, M*(C') kiimesi C’nin aktif olarak h fonksiyonunun temsiline katildig:
destek noktalarinin kiimesidir. Boylece bir C' € E* kiimesinin A'nin temsilinde aktif
oldugu simir noktalarimin var olup olmadig1 ve varsa hangileri oldugu bu yaklagim

ile belirlenmektedir.

Ornek 4.18. h: R2 = R

h(g1, g2) = min{max{g1 + g2, g1 — 92, =91 + g2, =91 — g2}, 1 + 292,91 — 2092}
fonksiyonu ele alinsin. C; = co{(1,1),(1,-1),(—1,1),(—-1,-1)} , Cy = {(1,2)}
ve C3 = {(1,—=2)} olmak tzere E* = {Cy,Cs, Cs}, h’'nin bir st ezhausteridor.
E*’a ait kiimeler Sekil 4.3 ile gosterilmistir. Buradan M*(Cy) = co{(1,—-1),(1,1)},
M*(Cy) = Cy, M*(Cs) = C elde edilir.
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Sekil 4.3: Ornek 4.18°deki C1, C2, C3 kiimeleri

Agagidaki 6nerme, bir kiimenin bir tist exhausterdan gikarilabilmesi igin M*(C')
yardimiyla bir yeterli kogul sunmaktadir.
Teorem 4.19. [12] E* bir p.h. bir h fonksiyonunun bir ist ezhauster: olsun.

Bir Cy € E* igin M*(Cy) = 0 ise E* = E*\{Cy} ailesi de h’nin bir iist exhausteridar,

yani Cy kimesi E*’dan atilabilir.

Kanit. Cy € E* kiimesi i¢in M*(Cy) = 0 olsun. Buna gore, her ¢ € S} igin
magc(v,g) > h(g)’dir. Dolayisiyla, her g € S igin Cy’dan farkh 6yle bir C, € E*
ve
kiimesi vardir ki m%x(v, g) = h(h) = m%x<v, g) gergeklenir. Bu durumda,

veCo ve

g9

hg) =min{ _inf max(v,g), max(v,g)}

= inf ,q), VYge ST
CGL%P\{CO}HUIGaC)'{<v 9, V9 €5

elde edilir ki bu Cy'm E*’dan atilabilecegini gosterir. Yani E* = E* \ {Cy} ailesi de

h’nin bir ist exhausteridir. O

Ornek 4.20. h: R?2 - R

h(g1,92) = min{max{0, g1, g2}, 201 + 292, 201 — 292, =291 + 292, —201 — 292}
fonksiyonu ele alinsin. Cy = co{(0,0),(1,0),(0,1)} , C; ={(2,2)}, Co = {(—2,2)},
C3 = {(-2,-2)} ve Cy = {(2,—-2)} olmak iizere E* = {Cy,C1,Cs,C5,Cy} h'nin
bir st exhausteridir. Burada M*(Cy) = 0 oldugundan Teorem 4.19 geregince Cy,
E*’dan ¢ikariabilir.

Siradaki sonug, M*(C') kiimesini kullanarak bir iist exhausterin kapsamaya
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Sekil 4.4: Ornek 4.20°deki C, C1, C2, C3, C4 kiimeleri

gore minimalligi i¢in bir gerekli kogul sunmaktadir.
Teorem 4.21. [12] h : R — R bir p.h. fonksiyon olsun.Eger E*, h’nin

kapsamaya gore minimal bir st exzhausters ise her C' € E* i¢in M*(C) # 0 'dir.

Kanst. E*, h'nin kapsamaya gore minimal bir iist exhauster:1 olsun ancak kabul
edelim ki 3Cy € E* i¢in M*(Cy) = () olsun. Bu durumda Teorem 4.13 geregince
E*\ {Cy} ailesi de h'nin bir iist exhausteridir ve bu E*’dan kapsamaya gore daha
kiigiiktiir.Bu ise £*"1n kapsamaya gore minimal olusu ile ¢eligir. Kabul yanligtir, her
C € E* igin M*(C) # (’dir. O

Ornek 4.22. [12] Ornek 4.3°de incelenen h : R — R, hy(z) = |z| fonksi-
yonu ve h'nin Ef = {Cy = [-2,1],Cy = [—1,2]} st ezhauster: ele alinsin. Efin
kapsamaya gore minimal oldugu gdosterilmisti. Cy ve Cy kiimeleri i¢in

M*(Cy) = {1} ve M*(Cp) = {-1}

kiimeleri bostan farkldur.

Uyar: 4.23. [12] Teorem 4.21 ile bir ist exhausterin kapsamaya gére mini-
malligi i¢in verilen gerekli kosul, kapsamaya gore minimalligi i¢in yeterli degildir.

Asagidaki ornek ile bu durum incelenecektir.

Ornek 4.24. h: R? - R,

h(z1,x9) = min{max{x; + 2, —21 + T9, —T1 — Ta, T3 — T2},

max{x + 2x9, —To, T1 — o}, 201 — 2x9, 221 + 229}
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Sekil 4.5: Ornek 4.2/ 'te verilen C;j ve M*(C5) kiimeleri

fonksiyonu ele alinsin.

C1 = cof(1,1),(=1,1),(=1,-1), (1, =1)}, C2 = co{(1,2),(0,2),(0,-1), (1, -1)},
Csy = {(2,-2)}, Cy = {(2,2)} olmak tizere E* = {Cy,C5,Cs,Cy} h'nin bir st
ezhausteridur. M*(Ch) = co{(1,1), (1, —1)}, M*(Cy) = co{(1,2),(1,-1)},M*(Cs) =
{(2,-2)} = C5,M*(Cy) = {(2,2)} = Cy oldugu kolayca gériilebilir. Ustelik C
kiimesinin E*’dan ¢ikarilabilir oldugu agiktir. Dolayiswyla her i € {1,2,3,4} igin
M*(C;) # 0 oldugu halde E* kapsamaya gore minimal degildir.

Yukaridaki sonuclara simetrik olarak alt exhausterlar i¢in asagidaki teoremler
ifade edilebilir.

Teorem 4.25. [12] h:R™ — R p.h. &nksiyon ve E,, h'nin bir alt exhauster:
olsun. Bir Cy € E, i¢in M.(C) = 0 ise E, = E, \ {C,} ailesi de h’nin bir alt
exhausteridar.

Teorem 4.26. [12/ h : R™ — R p.h. bir fonksiyon ve E., h’'nin kapsamaya
gore minimal bir alt exhaustery ise her C' € E, i¢in M. (C) # 0 dir.

Uyar1 4.27. [12] Bir exhausterin sekle gore minimalligi kapsamaya géore mi-
nimalligini gerektirdiginden Teorem 4.14 ve Teorem 4.18 ile verilen gerekli kosullar
sekle gore minimallik i¢in de gerekli kosullardar.

Simdi Abbasov [16] tarafindan sunulan baz indirgeme teknikleri incelenecek-
tir. Bu tekniklerin 6nemli bir kismi, konveks analizin temel kavramlarindan olan
konveks kiimelerin ayirma teoremlerine dayanacaktir. Abbasov, exhausterlarin hem
kapsamaya hem de sekle gore indirgenmesi iizerine geometrik olarak yorumlanabi-
len teknikler vermigtir. Bu boliimde kapsamaya gore indirgemeye iligkin sonuclar
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tartigilacaktir.
[16] galigmasinda h : R™ — R p.h. fonksiyonu Lipschitz siirekli kabul edilmigtir.
Dolayisiyla, Vg € R™ icin

h(g) = mi
(9) = minmax(v, g)

ve

h(g) = maxmin(v, g)

seklinde temsil edilebilmektedir.

Bu ¢aligmadaki tiim sonuglar iist exhausterlar cinsinden ifade edilebilecek olup
benzer sonuglarin alt exhausterlar i¢in de gecerli oldugu aciktir. Asagidaki ilk so-
nug, bir exhausterdan bir kiimenin ¢ikarilabilmesine dair bir gerek ve yeter kosul
onermektedir.

Teorem 4.28. [16]/ h : R" — R p.h ve Lipschitz bir fonksiyon, E*, h'nin bir
iist exhausters ve Co € E* olsun. Bu durumda E* = E*\ {Cy} ailesinin h’'nin bir

st exhaustery olmasi i¢in gerek ve yeter kosul;

Vg € S i¢in 3C, € B* : C, C H (Cy, g)
olmasidir. Daha ag¢ik olarak, bir Cy kiimesinin E* ’dan ¢ikarilabilmesi i¢in gerek ve
yeter kosul, Cy kiimesinin herhangi bir u¢ noktasindan gegen her destek hiperdiizle-

mine karsilik gelen kapali yari-uzaylarin, E*’a ait ve Cy’dan farkly en az bir kiimeyi

rcermesidir.

Kamt. (=) Kabul edelim ki hem E* hem de E* h'nin iist exhausterlar olsunlar,

yani Cy gikarilabilir olsun. Keyfi bir g € ST secilip sabitlensin. Buna gore,

h(g) = minmax(v, g) = mm{cﬂé%l max(v, g), max(v, g)} = Inin max(v,g)  (4.1)

oldugu aciktir. Ote yandan her bir g € S? icin

- _ 4.2
min max(v, g) ggg;(v, 9) (4.2)

olacak sekilde 3C, € E* kiimesi vardir. O halde , (4.1) ve (4.2)’den
> mi = ™
max(v, g) > gg@gmm vefg;(v,g% Vg € S
elde edilir. Dolayisiyla, her v € C, icin
(v,9) < max(v, g) < max(v,g) = (Vey,q)

UECg veCy
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esitsizligi v, = argmaz(v,g)  olmak iizere saglamir. Buradan
veCy

her v € Cy i¢in (v — vy, g) < 0 elde edilir. Sonug olarak, her g € S} i¢in 3C, € E*
kiimesinin Cy € H_ (Cy, g) olacak bigimde varlig: gosterilmis olur.

(<) Tersine kabul edelim ki, Vg € Sp 3C, € E*: C, € H_(Cp,g) kosulu
saglansim. Bir g € ST secilip sabitlensin. O halde her v € C, i¢in (v — v, 9) < 0
esitsizligi saglanir. Yani her v € Cj icin (v,g) < (v, g) elde edilir ki bu (4.1)

esitsizligini gerektirir. Dolayisiyla E* Wnin bir {ist exhausteridur. O]

Ornek 4.29. [16] Ornek 4.7’de incelenen h : R? — R,

h(g1, g2) = min{max{g: + g2, g1 — g2, —91 + g2, —91 — g2} ;

39142925 91— 2923 —3g1+92 5 —2g1 — g2}

fonksiyonu ele alinsin. Cy = co{(1,1), (1,—1),(—1,1),(—=1,-1)}, Co ={(3,2)}, C3 =
{(=3,1)}, Cy ={(-2,-1)}, C5 ={(1,-2)} olmak tizere E* = {C,Cy,C3,Cy, Cs},
h’nin bir st exhaustery olarak verilmaisti.
Vg €{(g1,92) | 91 =2 0,92 = 0} igin Cy € H_(C1, 9)
Vg € {(g1,92) | g1 < 0,92 > 0} igin Cs € H_(Ch, g)
Vg €{(g1,92) | 1 < 0,95 < 0} igin C; € H_(Ch, 9)
Vg €{(g1,92) | 91 = 0,92 < 0} igin C3 C H_(C, 9)
oldugundan Teorem 4.28 ’den C) kiimesi E*’dan ¢ikarilabilir.

Agagidaki sonu¢ E*’dan bir kiimenin ¢ikarilamamasi i¢in bir gerek ve yeter
kosul sunmaktadir. Bu sonug, bir exhausterin kapsamaya gére minimalliginin kontrol

edilmesi amaciyla kullanilabilir.
Uyar1 4.30. [16]/ h : R™ — R p.h. , Lipschitz bir fonksiyon ve E* h’nin bir

iist exhausters, Cy € E* olsun. Bu durumda E* = E*\ {Cy} ailesinin h’nin bir st

ezhaustery olmamasi, yani Coin E*dan ¢ikarilamamast i¢in gerek ve yeter kosul,

Ago € S igin ¥VC € E*, Fu(C) € C: v(C) ¢ H_(Co, go) olmasidar.

4.2. Exhausterlarin Sekle Gore Indirgenmesi ve Minimalligi

Bu boliimde, bir iist (veya alt) exhausterin sekle gore daha kiigiik bir exhaus-
tera doniistiiriilebilmesi i¢in bazi indirgeme teknikleri ve sekle gore minimallik ko-
sullar1 incelenmistir. Dolayisiyla, bu boliimde incelenen teknikler, ele alinan p.h. bir
h fonksiyonunu temsil eden bir exhausterda, yine h’yi temsil etmeye devam edecek

sekilde hangi kiimelerin ne kadar daraltilabilecegine (kiigiiltiilebilecegine) iligkin baz
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kogullar 6nermektedir. Asagida ifade edilen sonuglar ve bazi 6rnekler [11,12,16] ¢a-
lismalarindan derlenmigtir.
Onceki kesimde, bir E* iist exhauster: ve bir C' € E* icin Q*(C, g) ve B*(C, g)

kiimeleri ve bunlar yardimiyla da

B*(C):= | J B(C.g)
geST
ve

B*(C) := cl coB*(C)
bigiminde B*(C) kiimesi tanimlanmist1. Asagidaki énerme bu yaklagimim, exhaus-
terlarin sekle gore indirgenmesinde nasil kullanildigini gésterecektir.

Teorem 4.31. [11] E*(h), h: R™ = R p.h. fonksiyonunun bir st exhauster:

olsun. Bu durumda

Er={C=B*(C)CC|CeE(h)}

seklinde verilen kiime ailesi de h fonksiyonunun bir st exhausteridar.

Kamit. Her C' € E*(h) ve go € R" i¢in:

max(v, go) > max (v,go) = sup sup (v,go) = sup (v, 90) > h(go)
vel veB*(C) geST veB*(C,9) vEB*(C,g0)

Dolayisiyla, keyfi bir C' igin,

h(go) = inf max(v,go) > inf max (v, go) > h(g
( 0) CelE*(h) vel <U’ 0> B CelE*(h) veB_*(C)<U 0> - ( 0)
Buradan,

inf v =h
Anf, max (v,g0) = h(90)

ya da denk olarak,

inf max(v, =h
Cein veC’< 90) (90)

B ={C=B*C)| C e E)

elde edilir.Yani

ailesi de A’nin bir ust exhausteridir. O

h bir p.h fonksiyon ve E* iist exhauster: olsun. C' € R" ve g € ST i¢in a, R™’de

bir nokta olmak tizere;

B;(C,g) = {argmin|jv — a[}
veQ*(C.g)

olarak tanimlansin. Agiktir ki B*(C, g) := B}(C, g) alinabilir.

Agagidaki ornekler, Teorem 4.31 kullanilarak, sekle gore daha kiigiik exhaus-
terlarin elde ediligini agiklayacaktir.

Ornek 4.32. [11] Bir hs : R* — R p.h. fonksiyonunun E3 iist exhausters,

R™’de orjine teget olan tim birim yuvarlardan olussun. B*(C, g) := B§(C, g) secerek,
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B*(C) = U Bo(C,g) kiimeleriyle E3 " olusturursak, B = {{0,}} (tekrarlananlar

geST ~
atilarak) oldugu kolayca goriliir. A¢iktur ki £ minimal exhausterdar.

Ornek 4.33. [11] Simdi verecegimiz drnek biraz yapay gorilebilir, ancak bu
ornek indirgemenin nasil isledigini ve B*(C, g) 'nin uygun bir se¢iminin neden énemli
oldugunu agik¢a gostermektedir. Keyfi a € R™ segilip, sabitlensin. ha(g) = (a,g)
fonksiyonu verilsin. Bu durumda, C, := co{a —v,a+v},v € S} olmak iizere E} =
{C, | v € St} kiime ailesi hy’lin bir st exhausteridir. Buna gore B*(C,g) :=

B (C, g) kiimelerini kullanarak E ailesini olusturalim. Bir v € S? alalvm. Her g €

Sy igin Q*(Coyg) = {wecofla—v,a+v}|(wg)>(ag)}

;

CO{CL a4 U,CL}, <U7g> <0

= ﬁ co{a,a+ v}, (v,g9) >0

co{la —v,a+ v}, (v,g) =0

bi¢imindedir. Buradan , ||(a +\ow) — al| = |al.||v|| elde ederiz. Bu ifade o = 0’da
minimum degerini alacagindan, her g € S i¢in Bi(C,,g) = {a} olur. Bdylece, v
keyfi oldugundan E} ’daki tim kimeler yalnizea {a} ya indirgenmis olur. Béylelikle,
E; = {{a}} olur. Ancak kolayhkla gdsterilebilir ki, B;(C,g) (b # a) segilerek yapilan
indirgeme ¢ok daha genis kiimeler verecektir.

Ornek 4.34. [11] hs : R? = R p.h. fonsiyonunun bir iist exhauster:
C1 = co{(-1,0),(1,0),(0,1)} ve Cy = co{(—1,0),(1,0),(0,—1)}
olmak tizere EX = {C},Cs} olsun.

B*(C,g0) ={ argmin |y|}
(IE,y)GQ* (C,go)

kullanslarak — yapilan  indirgemeyle E’; = {51, 6’2} olacak  sekilde
Ch=Ch = co{(—1,0),(1,0)} elde edilir. Tekrarlananlar atilarak,

E; = {co{(~1,0).(1,0)}}

iist exhausters elde edilir. Agiktir ki E¥ baslangictaki E: dan sekle gore daha Kiigiik-

tir.
Uyar:1 4.35. [11] Yukaridaki orneklerden gorildigi gibi, verilen indirgeme

teknigi sadece kiimelerin biytkliklerini indirgemekle kalmayip, exhausterda bulunan
kiime sayisine da azaltabilmektedur.

Benzer sekilde bir alt exhauster igin de ayni sonug elde edilebilir. E,.(h), h :
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R"™ — R fonksiyonunun bir alt exhauster: olsun. Her g € ST igin

Q«(Cr9) ={veC|(v,g9) <h(g)}, B.(C,g) CQ(C,g), B.C,g)#

olmak tlizere

B.(C) = U,cs; B.(C.9)

B.(C) := clcoB.(0)
tamimlanir. Agagidaki sonuclar {ist exhauster i¢in olanlarla simetriktir.

Yardimci1 Teorem 4.36. [11] Her bir go € ST ve Cy € E.(h) i¢in Q.(Co, go)

ve

kiimesi bostan farkl, kompakt ve konveks bir kiimedir.
Teorem 4.37. [11] h : R" — R bir p.h. fonksiyon ve E.(h),h’nin bir alt

exhaustery olsun. Bu durumda,
E.(h)={C =B.(C) CC|C € E.(h)}
kiime ailesi de h'nin bir alt exhausteridur.

Caligmanin bu boliimiinde, Roshchinanin gekle gore indirgemeye iligkin [12]
calismasinda elde ettigi sonuclar tartigilacaktir. Bunun igin, énceki kesimde tanim-
lanmig olan ve h : R" — R p.h. bir fonksiyon ve E* h’nin bir {ist exhauster: olmak
tizere bir C' € E* icin

M*(C) :=clco{vg € C' | Ig € ST, vy = arglzr)leaC}{(v,g)7 (vo,g) = h(g)}
kiimesi hatirlatilsin. Oncelikle, sonraki temel teoremde kullanilmak {izere kompakt
konveks kiimelere dair bir 6zellik verilecektir.

Yardimci Teorem 4.38. [12/ C C R™ kompakt, konveks bir kiime ve a € S}
olsun. Keyfi bir d € R i¢in Cq = {v € C'| (a,v) < d},d* = Ilrjlezi(g((a,v},d* = Igéiéﬂa, v)
ile tanaml Cy kiimesi ve d* ile d, sayilar goz oniine alinsin. Eger d, < d* ise (d — d*

ve d, < d < d* iken) macx(v,g> — magc(v,g>, Vg € ST gerceklenir.
velyq ve

Kanat. Kabul edelim ki 3¢y € ST, d,, € (d.,d"), d, — d* olan 3{d,,} dizisi ve Ic € R

sabit sayis1 i¢in
— >C>0,V 1: 4.3
max(v, go) — max{v, go) = , Vn€1: o0 (4.3)

esitsizligi saglansin. vy = argmagc(v, go) olan vy € C ve wy € Cy, gbz 6niine alin-
ve

si. {(a,vy) = d* oldugu agiktir, aksi halde yeterince biiyiik bir n igin vy € Cy, ve

d*—=dy

T olmak

magc(v,g@ = max (v, go) olurdu ki bu (4.1) ile geligirdi. Simdi, «,, =
ve vely,
tizere v, = (1 — ay)vg + awy dizisi olugturulsun. C' konveks oldugundan her n € N

ve her a € (0,1) icin v, € C oldugu aciktir. Ustelik,
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(a,v,) = (a, (1= ay)vg + anwo) = (a,vo) + [(a, wo) — (a,v)] = d* + ap(de — d*) = d,,
esitliginden v,, € Cy, dir. Ayrica,
(v, 90) = (vn — gn) = (v, 90) — (1 — an)(v0, o) — n(wo, go)
= an(vo, go) — (W, go)
= Qi (VoWo, go)

elde edilir. Buradan

max (v, go) — max (v, go) < (vo, go) — (w0, go) — (U go) = n{vo — wo, go)
veC veCy,
ve n — oo i¢in a,, — 0 oldugundan macx<v, g0) < max (v, go) elde edilir ki bu (4.1)
ve vely,
ile ¢eligir. Kabul yanligtir, 6nerme saglanir.

]

Asgagidaki teorem, bir iist exhausterin bir kiimesinin, kendisinden daha kii¢iik
bir kiimeyle yer degistirilebilmesi i¢in bir yeterli kosul verecektir.

Teorem 4.39. [12/ h:R™ — R p.h. fonksiyon ve E* h’nin bir st exhauster:
olsun.Eger bir Cy € E* igin M*(Cy) # Cy ve M*(Cy) # 0 ise dyle bir Cy # Cy ve
Cy C Cy kiimesi vardur ki E* = (E*\ {Co}) U{C1} h’nin bir dst exhausteridur. Yani

sekle gore E*’dan daha kiiciik olan bir E* dist ezhauster: vardar.

Kanit. C kiimesi M*(C) # C ve M*(C) # 0 kogulunu saglasin. Keyfi bir vy €
C'\ M*(C) alalm. M*(C') kompakt konveks bir kiime oldugundan, ayirma teoremi

geregince 3dy € R ve Jda € ST vardir ki
(a,v) < dy < {(a,vg),Vv € M*(C) (4.4)

elde edilir. Yani, burada M*(C) kiimesi ile ona ait olmayan v, vektoriinii ayiran
bir hiperdiizlem olugturulmustur. Simdi, her g € S} igin gé%};@’ g) > h(g) olacak
bicimde bir d < d* sayisinin varligi kanitlanacaktir. Béylece, E* = (E*\{C}) U{C;}
ailesi h’nin bir iist exhauster: olarak elde edilecektir. Kabul edelim ki bu dogru
olmasi, yani d,, — d*, d,, € (d.,d*) olan 3{d,,} dizisi, Vn € N i¢in Jg,, € ST noktasi
Urggji (v, gn) < h(gn) olacak bi¢imde var olsun. v, := argvrggi (v, gn) olsun.{g,} ve
{v,} dizileri simirli ve C' kompakt oldugundan genelligi bozmadan, n — oo iken
gn — g* € ST, v, — v* € C oldugu varsayilsin. Buna gore iki durum soz konusudur:

Ya (a,v*) < d* ya da {(a,v*) = d*’dir.llk durum géz &éniine alinsin, Bu durumda

3d < d* vardir ki yeterince biiyiik N; € N icin
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Sekil 4.6: Ornek 4.40°da verilen C; ve 6’2 kiimeler:

{a,v,) < d,¥n > N, (4.5)
kosulu saglanir. Ustelik yeterince biiyiik bir N, € N sayis1 ve her n > N, icin
d, > d’'dir. Béylece (4.3)’ten Vn > N = maz{Ny, No} i¢in (v,,g,) = irg&c(v,g@
= Urgguji (v, gn) = rileacx(v,gn) > h(gn) elde edilir ki bu kabul ile ¢eligir. Dolayi-
siyla bahsedilen iki durumdan yalmzca (a,v*) = d* esitligi dogru olur. Ote yan-

dan (v, gn) < h(g,) ve h stirekli fonksiyonlarim infimumu olarak istten yari-siirekli

oldugundan ) % "
& lim (v, gn) = (0%, g°) < h(g") (4.6)

n—oo
elde edilir. u,, = arg max (v, g*) denirse (vy,, gn) —macx(v, ) = ((vn, gn) — (Un, g*)) +
vely, veE
((un, g*) — mac)g(v, g*)) bulunur. Esitligin sagindaki ilk toplanan kisim (4.4)’ten n —
ve
oo icin 0’a yakinsar. Ikinci kisim ise Yardimer Teorem 4.27°den 0’a yakisar. Dola-

vl (v",97) = max(v, g") > h(g") (4.7)
elde edilir. (4.4) ve (4.5)’ten (v*, g*) = h(g*) ve boylece v* € M*(C) elde edilir ki

bu (a,v*) = d* > dj olusu ile ¢elisir. Sonug olarak kabul yanhgtir; 3d < d* say1sl
B = (" \{C}H | {ca

ailesi A'nin bir ilist exhauster:1 olacak sekilde vardir. O

Ornek 4.40. [16/ h:R? — R fonksiyonu

h(gh 92) = min{max{—gh 92, —g1 + 92}; max{_zglu —2g2, =291 — 292};
max{3gi, =392, 31 — 3g2}; max{4gi,4g>,4g1 + 492} }

seklinde tanimlansin. Bu durumda
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C1 = co{(=1,0),(0,1), (=1, 1)}; C3 = co{(-2,0), (0, -2), (-2, -2)}
C3 = c0{(3,0),(0,-3), (3, =3)}; Ca=co{(4,0),(0,4),(4,4)}
olmak tizere E* = {C}, Cy, Cs,Cy} ailesi h’nin bir st exhausterdir. Bu kiimelerin
her biri i¢in M*(C;) kiimeleri hesaplanirsa
M#(Cy) = cof (=1,0), (0, 1)}; M*(Cs) = cof(~2,0), (0, ~2)}
M*(C3) = co{(3,0), (0, =3)}; M*(Cy) = co{(4,0),(0,4)}
elde edilir ki, her biri = 1: 4 i¢in M*(C;) # 0 ve M*(C;) # C; kosullar: saglandigin-
dan Teorem 4.39 geregince bu kiimelerin her biri kendinden daha kiigiik kiimelerle yer
degistirilebilmesi mimkiindiir. Ustelik, burada E* = {C; = M*(C;) | i = 1,2,3,4}
ailesi h'nin bir ist exhauster: olmaktadir. E* sekle gore E*’dan daha kiigik bir st
exhausterdir. E* ve E* ailelerine ait kiimeler Sekil 4.6°da goterilmastir. Ayrica E*mn
h'nin sekle gore bir minimal st exhauster: oldugu kolayca gosterilebilir.

Yardimci Teorem 4.28 ile verilen 6nerme simetrik olarak bir alt exhauster i¢in
de ifade edilebilir.

Yardimci Teorem 4.41. [12/ h : R" — R p.h. fonksiyon ve E. h’nin bir
alt ezhaustery olsun.Eger bir Cy € E, i¢in M.(Cy) # Co ve M.(Cy) # 0 ise oyle
bir C1 # Cy ve Cy C Cy kiimesi vardir ki B, = (E.\{Co}) U{C1} h'nin bir alt
exhausteridir. Yani sekle gore E, ’dan daha kiiciik olan bir /E; alt exhaustery vardur.

Agagidaki teorem ile bir iist exhausterin sekle gére minimalligi icin gerekli
kosul elde edilmistir.

Teorem 4.42. [12/ h : R® — R p.h. bir fonksiyon ve E*, h’'nin bir ist

ezhaustery olsun. E* sekle gore minimal ise her C € E* i¢in M*(C) = Cdir.

Kamt. E* sekle gore minimal olsun ancak kabul edelim ki 3Cy € E* i¢in M*(Cy) #
Cy olsun.O halde Cy \ M*(Cy) # (’dir.E* sekle gére minimal oldugundan Onerme
4.14ten M*(Cy) # (’dir.Dolayisiyla Lemma 4.28 geregince E*’dan sekle gore daha
kiigiik bir E* iist exhauster1 vardir ki bu E*'1n sekle gore minimalligi ile geligir.Kabul

yanligtir.Her C' € E* i¢in M*(C) = C"dir. O
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Ornek 4.43. Ornek 4.407de incelenen h fonksiyonu ve érnekte elde edilen E*
sekle gore minimal bir st exhauster idi. Her bir a cb* 1¢cin M*((/Z\’z) = @ oldugu
aciktir. Bu da Teorem 4.42 ile verilen sekle gore minimallik icin gerekli kosulun
saglandigine dogrular.

Teorem 4.44. [12]/ h: R™ — R p.h. bir fonksiyon ve E., h’nin bir alt exha-
ustert olsun. E, sekle gore minimal ise her C € E, i¢in M,(C) = C dir.

Teorem 4.42 ve Teorem 4.44 ile ifade edilen gerekli kogullarin gekle gore mini-
mallik i¢in yeterli kosullar olmasi beklense de bu dogru degildir. Asagidaki érnek bu
gercegi gosterecektir.

Ornek 4.45. [12] h : R? = R hy(21, 22) = max{xy, —x1, T2, —xo} fonksiyonu
ele alinsin. Lineer fonksiyonlarin maksimumu formunda tanvmlanan hy fonksiyonu

konveks ve dolainsiyla subdiferansiyellenebilirdir.
Ohy = co{(—1,0),(1,0),(0,-1),(0,1)} := C4
oldugu agiktir. Dolayiswyla EY = {C1} h’nin bir tist exhausteridir . Burada M*(Ch) =
Ch gerekli  kosulu  saglanmaktadur. Simdi  E* tust  erhausterina
Cy = co{(—1,-1),(—=1,1),(1,-1),(1,1)} kimesi dahil edilsin. Cy C Cy oldugun-
dan Vg € S? igin
max(v, g) 2 max(v, g) = ha(9)

oldugu ag¢iktir. Dolayiswyla E5 = {Ch,Cs} ailesi de h’nin bir st exhausteridir. E

kapsamaya gore minimal olmadigindan sekle gore de minimal degildir. Buna ragmen

M*(Ch) = Cy ve M*(Cy) = Cy oldugu agiktr.
Uyar1 4.46. [12] Bir ezhausterin indirgenmesi soz konusu oldugunda C' kii-

mesi yerine M*(C') yi kullanmak mantikle gorinse de bu yaklasim beklenen sonucu
vermemektedir. Asaqidaki ornekle bu durum ac¢iklanacaktor.

Ornek 4.47. [12] Ornek 4.45°deki hy fonksiyonu ele alimsin.
Cy = co{(-1,0),(1,0),(0,-1),(0,1)} ve C3 = co{(—1,0),(1,0),(0,-2),(0,2)} ol-
mak tzere B = {C4, C3} hy 'nin bir ist ezhausteridir. M*(C5) = co{(—1,0),(1,0)} #
Cs oldugundan E3 sekle gore minimal degildir. Ancak { M*(C4), M*(C3)} ailesi hy 'nin
bir st exhauster:y degildir.

Sonug olarak, bir exhaustera ait olan C' kiimeleri i¢in M*(C') yapisi, kiimelerin
sekle gore indirgenmesi icin yeterli kosullar olusturmaya imkan vermemektedir.Bu

sebeple M*(C') yaklagimi yeterli kogul olugturmak amaciyla modifiye edilecektir.
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h p.h. fonksiyonu ve onun bir E* iist exhauster1 ele alinsin. Bir C' € E* ve her
bir g € ST yonii i¢in
me(g) = {vo € C'[ vo = argmax(v, 9), (v, g) = h(9)}
kiimesi yardimiyla
M*(C) = cleof{me(g) | g € S7,mec(g) bir tek nokta kumesidir.}
kiimesi olugturulsun. Asagida verilen 6rneklerle M*(C') ve M *(C') yaklagimlar kar-
silagtirilacaktir.

Ornek 4.48. Ornek 4.18’de incelenen

h(g1,92) = min{max{g + g2, 91 — g2, =91 + g2, =91 — g2}, 91 + 292, 91 — 292}
fonksiyonu ele alinsin. Cy = co{(1,1),(1,—1),(—=1,1), (=1, —1)} , Co = {(1,2)} wve
Cy = {(1,-2)} olmak tizere E* = {C4,Cy,C3}, h'nin bir ist exhauster:s olarak elde
edilmisti. Ayrica M*(Ch) = co{(1,—1),(1,1)}, M*(Cy) = Cy, M*(C3) = C5 seklinde
bulunmustu.

M*(Cy) = M*(Cy) = Cy, M*(Cy) = M*(Cs) = Cy oldugu kolayhkla giste-
rilebilir. Ancak Cy kiimesinin h(g) degerine katkida bulundugu tek yon g = (1,0)
yonii oldugundan, bos olmayan tek me,(g) kimesi bu yonde ortaya ¢ikacaktur. Us-
telik me, (g) = co{(1,1),(1,=1)} dogru par¢asi bir tek nokta kiimesi olmadigindan,
M*(Cy) = 0 # M*(Cy) elde edilir.

Ornek 4.49. h : R? — R p.h., C; = co{(—2,3),(1,0),(—1,0), (-2, -3)},
Cy = co{(2,3),(—1,0),(2,-3)} ve C3 = co{(1,0),(0,3),(—1,0),(0,—-3)} olmak
iizere, Bf = {Cy,Cy,C5} , h'min bir dst ezhausteridur. M*(Cy) = M*(Cy) = Cy,
M*(Cy) = M*(Cy) = Cy dir, ancak M*(C3) = Cy iken M*(C5) = co{(1,0), (—1,0)} #
C5 dir.

Simdi olugturulan M*(C) kiimesi kullamlarak, bir iist exhaustera ait bir kiime-
nin daha kii¢iik bir kiimeyle degistirilememesini garantileyen bir yeterli kogul ifade
edilecektir.

Teorem 4.50. [12] h, p.h. bir fonksiyon ve E*, h'nin bir st exzhauster: ol-
sun.Bir Cy € E* kiimesi i¢in M*(Cy) = Cy ise E* = (E*\ {Co}) U{C1} ailesi h'nin
bir st exhauster: olacak bigimde hichir O # Cy C Cy kiimesi yoktur.

Kanit. Bir Cy € E* kiimesi i¢in M *(Cy) = Cy olsun ancak kabul edelim ki E* ,
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h’nin bir iist exhauster1 olacak sekilde 3C # Cy ve C C Cy 6z alt kiimesi var olsun.
Buna gore bir vy € Cy \ €} segilsin. C; kompakt ve konveks bir kiime oldugundan v,
noktasi ile C \ C kiimesini kesin ayiran bir hiperdiizlem vardir.Daha agik olarak,
dyle bir a € R™ vektorii ve bir d € R sayisi vardir ki {(a,vg) > d ve her v € C igin
(a,v) < d egitsizlikleri saglanir. Gosterim kolaylig: igin
m(C) = U{mc(g) | g € ST, mc(g) bir tek nokta kumesidir. }

m(C) = co{m(C)}

NM*(C) = clm(C)
kiimelerini tanmimlayalim. vy € M*(Cy) = Cp oldugundan vy’a yeterince yakin olan
dyle bir v € m(C') noktas: vardir ki

(a,v) >d (4.8)

olur. Buradan, Caratheodory Teoremi'nden p < n+1 olmak iizere 6yle vy, vo, ..., v, €

m(C) ve aq, aa, ..., a, € R vardir ki

p P
6:Zaivi, Zaizl,ai>0,‘v’i€1:p
i=1 i=1

olur. O halde en az bir iy € 1 : p indeksi bulunabilir ki (a, v;,) > d’dir. Ciinkii aksi
halde (a,v) < d olurdu ki bu (4.6) ile ¢eligirdi. u = v;, ile gosterilsin. u € m(C)
oldugundan her v € Cy \ {u} i¢in (u,g) = h(g) ve (g,v) < h(g) olacak sekilde
bir g € S} yonii vardir. Dolayisiyla €7 C Cy \ {u} ve C; kompakt oldugundan
mazyec, (v, g) < h(g) elde edilir ki bu E*'mn h'nin bir iist exhauster: oldugu kabulii

ile gelisir. ]

Agagida verilen benzer kurulum yardimiyla bir alt exhauster i¢in paralel bir
sonug elde edilmigtir.

Teorem 4.51. [12] h, p.h. bir fonksiyon ve E,, h'nin bir alt ezhauster: ol-
sun.Bir Cy € E, kiimesi i¢in M,(Co) = Cy ise B, = (E, \ {Co}) U{C1} ailesi h'nin

bir alt exhauster: olacak bigimde hi¢bir () £ Cy C Cy kiimesi yoktur.
Uyar1 4.52. [12] Teorem 4.50 ve Teorem 4.51’de verilen kogullarin bir st ya

da alt exhausterin sekle gore minimalligi i¢in gerekli bir kosul olup olmadiges sorusu
hala ag¢ik bir sorudur.

Simdi, [16] cahgsmasinda Abbasov tarafindan gekle gore indirgemeye iligkin elde
edilen sonuclar incelenecektir. Abbasov, sekle gore indirgeme konseptine dair sonug-

larini, incelenen exhausterin kapsamaya gore minimal oldugu kabulii iizerine inga
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etmigtir.

[k olarak, p.h. bir h fonksiyonunun bir E* iist exhauster1 icin () C' = C £ 0
olacak sekilde 4B C E* alt ailesinin var oldugu kabul edilsin. Agaglcfzflﬁ teorem bu
B ailesindeki tiim kiimelerin EF*’dan ¢ikarilip yerine kesigimleri olan C kiimesinin
konulabilmesi i¢in bir yeterli kogul vermektedir.

Teorem 4.53. [16]/ h : R" — R p.h. ve Lipschitz bir fonksiyon ve E* h’nin
bir ist exhaustery olsun.Eger her g € ST i¢in Cy C H_(a, g) olacak sekilde 3C, € B

kiimesi varsa, E* = (E*\ B)\J{C} ailesi h'nin bir iist ezhausteridr.

Kanat. Keyfi bir g € ST alinsin. Kabul edelim ki
C,eB:C,CH_(C,g) (4.9)

kogulu  saglansin.  Buradan, ©(g) = argmax(v,g) olmak iizere
veC
(v—"1(g),9) <0,Yv € C, elde edilir. Bu ise her v € Cj i¢in (v, g) < (v(g), g) oldugu
anlamma gelir. Buradan da m%x(v, g9 < (v(g),g) olur. Ote yandan
vely

Bg) e C = NCC C, oldugundan Iré%x(v,g> = (0(g9),9) elde edilir. C, € B

CeB v
ldus o6z B | K i - _ s _
oldugu goz oniine alinara, rcnelgrq?eag(@,g) < iréacf@,g) (v(9),9) Tgag(v,g) ve
buradan
M9 = gipgte. o) = mind e gt o) i 01
< .
< min{ _min max(v,g), max(v, g)} (4.10)

= Inin max(v, g)

bulunur. Diger vandan, her C' € B i¢in C C C oldugundan VC € B icin max(v, g) <
veC

macx(v, g) ve boylelikle max(v, g) < minmax(v, g) olur. Elde edilen son esitsizlik de
vE

vel CeB veC
kullanilarak
mmin max(v, g) = min{ ng;ggw 9); rfeaédv, 9)}
< mi 411
< Iinmax(v, g) (4.11)

o . . o
min{ min max(v, g), minmax(v, g)} = h(g)

bulunur. Sonug olarak (4.10) ve (4.11) 'den
h(g) = minmax(v,g), Vg€ ST
elde edilir ki bu kanit1 tamamlar. O

Ornek 4.54. [16]/ h:R" — R,
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Sekil 4.7: Ornek 4.5/ de verilen C1, C2, C3, C4 kiimeleri

h(g1,92) = min{max{—g1 + g2, —g1 — 92,391 + 92,391 — 9o}
max{g + g2, g1 — g2, =391 + g2, =391 — G2 };
—2g1 + 292;291 — 292}
fonksiyonu ele alinsin.
Cr =co{(—-1,1),(—1,-1),(3,1),(3,—1)},
Cy = co{(1,1),(1,-1),(=3,1), (=3, -1)},
C3 ={(-2,2)}, Ci={(2,-2)}
olmak tzere E* = {Cy,Cy,Cs,Cy}, h'nin bir ist exhaustery olsun. C = CiNCy =
co{(=1,1),(=1,-1),(1,1), (1, —=1)} abnsm. Sekil 4.7te E* ailesi ve C nin (—1,1)
kisesinden gegen destek hiperdizlemleri i¢in Cy boyle bir kimedir.(1,—1) ve (1,1)
késelerinden gecen destek hiperdiizlemleri i¢in de Cy bu kosulu saglayan kimedir.
Teorem 4.53 geregi Cy ve Cy kitmeleri C ile degistirilebilir. Biylece E* = {Cs, Cy, 6}

sekle gore daha kiigiik bir exhausterdir. Sonug olarak,

h(g1,92) = min{max{—g1 + g2, —g1 — G2, 1 + G2 — 92}; 261 + 292; 291 — 2g2}

olur.

46



VS
V,(C
- & 0 40
C
S ° ¢
N 2 x

Sekil 4.8: Ornek 4.56 da verilen C kiimesi ve v;(C) kiseleri

[11] numaral kaynakta ele alinan tiim 6rneklerin, [16] ile 6nerilen geometrik
kosullar kullanilarak da indirgenebilecegi aciktir. Bunu gostermek i¢in, agagidaki
ornek ele alinsin.

Ornek 4.55. [16] h p.h. bir fonksiyon ve E3 orjine teget olan tim birim yuvar-
lardan olusan bir st exhauster:y olsun. Teorem 4.53"in saglandigr agiktir. Dolayisiyla
E3 = {{0}} daha kiiciik bir dist exhauster olarak elde edilir.

Simdi bir E* iist exhausterinin konveks politoplardan olugtugu 6zel bir durum
incelenecektir. Her bir politopun varsa gereksiz koselerinin ¢ikarilarak, geriye kalan
koselerin konveks zarfi ile yer degistirilmesi fikrine dayanan ve gsekle gore daha kiigiik
bir exhausterin elde edilmesini saglayan bir teknik verilmistir. 4 : R™ — R p.h Lipsc-
hitz bir fonksiyon ve E* h'nin bir {ist exhauster1 ve C' € E* keyfi bir kiime olsun.
Ic, C'nin kag tane kogesi oldugunu gosteren bir indeks kiimesi ve her bir ¢ € I icin
v;(C) noktalar: C'nin her bir kdsesini temsil etsin. Béylece C' = conv{v;(C) | i € I¢}
oldugu aciktir. Ek olarak, I'y, ) := {g € R" | Iqr;?(,z(@’ g) = (v;(C), g)} kitmesi tanim-
lansin. Bu kiime C’nin v;(C') kdge noktasindaki destek hiperdiizlemlerinin normal
vektorlerinden olugmaktadir. Yani I'y, ¢y, C'nin v;(C') kogesindeki normal konisidir.
Ayrica Uier, vc) = R™ oldugu agiktir.

Ornek 4.56. Sekil 4.8’de verilen C' = co{(2,2),(1,2), (1,1),(2,1)} kiimesi ve
bu kiimenin v1(C) = (2,2), vo(C) = (1,2), v3(C) = (1,1), v4(C) = (2,1) kdéseleri

g0z oniine alindiginda
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v (C) ={(g1,92) €R* [ g1 >0, go >0}
I (C) ={(g1.92) ER? | 91 <0, go >0}
I (C) = {(91,92) €R? | g1 <0, g2 <0}
Ty, (C) = {(g1,92) €ER?* | g1 >0, g» <0} olur.

U T, (C) = R? oldugu da agiktar.
e Teorem 4.57. [16]/ h : R" — R p.h Lipschitz fonksiyon ve E* h’nin sonlu
sayrda konveks politoplardan olusan bir st exhauster:y olsun. Bir C e E* i¢cin C =
cofvi(C) i € I\ {i}} ve biri € Ic igin Cy = co{vi(C) | i € I\ {i}} olsun. Bu
durumda E* = (E*\ {C}) U{Co} ailesi h'nin bir iist exhauster: ise yani C' politopu
6’0 ‘a indirgenebiliyorsa,

Vg € Ty ,3C, € E*, C, e E* - C, C H_(C,9g) (4.12)

kosulu saglanar.

Kanit. E* ve E* ailelerinin her ikisi de h’nin iist exhausterlar: olsun. Ancak kabul
edelim ki 4.12 kogulu saglanmasin. O halde mag;(v, g0) < mag(v, %), VC € EX\{C}
=0,

olacak sekilde dgp € T’ () Vektoru vardir. E* sonlu sayida kiimeden olustugundan

max(v, go) — meagc<v,go> < —a<0, VC e E*\ {C} (4.13)

veC
olacak gekilde da > 0 sayis1 vardir. Destek fonksiyonunun siirekliligi geregince,

genelligi bozmadan max(v,gy) > max(v,go) oldugu kabul edilebilir. Gergekten,
veC veCy

max (v, go) = max(v, go) olsaydi, C' konveks politop oldugundan ve 4.13’ten gg’a ye-
velC veCy
terince yakin dyle bir g € I',_ &) yonii var olurdu ki max(v, g) — magc(v, g) < —§ <0,
i veC ve
VC € E*\ {C} ve boylece max(v, g) < max(v, g) celigkisi elde edilirdi. Sonug olarak
eC

h(g) = min max(v, go) = max(v go) > max(v, go) > max (v, go) bulunur ki bu E*'mn
Cepr vel eC veCo CeE*

h’nin bir {ist exhauster: olma51yla geligir. O]

Uyar1 4.58. [16] Teorem 4.57 de ifade edilen 4.12 kosulu geometrik olarak su

anlama gelmektedir : C 'nin v;(é) kdsesinden gegen her bir destek hiperdiizlemsi i¢in,

hiperdiizlemin belirledigi negatif yari-uzay tarafindan tamamen kapsanan ve E* a ait,

Cdan farkly en az bir kiime vardur.
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Ornek 4.59. Ornek 4.40 ’te verilen h : R2 — R

h(gh 92) = min{max{_gla 92, —g1 + 92}; maX{—Zgb —202, —2¢1 — 292};
max{3gi, =392, 3g1 — 392}; max{4gi, 492,491 + 492} }

fonksiyonu ve
Oy = cof(=1,0),(0,1), (=1, 1)}; C» = co{(=2,0), (0, ~2), (2, ~2)}
Cs = co{(3,0),(0,=3),(3,=3)}; Ca = co{(4,0),(0,4),(4,4)}
olmak tizere E* = {C1, Cy, C3,Cy} ailesi h’nin bir ist exhauster: goz dniine alinsin.
Bu kiimelerin her biri i¢in M*(C;) kimeleri
M*(Ch) = co{(=1,0), (0, 1)}; M*(Cs) = co{(=2,0), (0, =2)}
M*(Cs) = co{(3,0), (0, =3)}; M*(C4) = co{(4,0),(0,4)}
olarak bulunmustu. Ustelik, Teorem /.57 ’te verilen kosul incelenirse, v1(Ch) =
(=1,1), 161(Cs) = (—2,-2), v1(C3) = (3,—-3) ve v1(Cy) = (4,4) késelerinin her
biri i¢in, bu koselerden gecen her bir destek hiperdiizlemin belirledigi negatif yari-
uzay tarafindan tamamen kapsanan ve E*’a ait, ilgile C;’den farkly en az bir kime
var oldugu goriliir. Dolayisiyla, bahsi gecen tim koselerin E*daki ilgili kiimelerden
crkarilabilecegi ve her birinin Sekil 4.6°de gosterilen dogru par¢alarina indirgenebile-

cegi kolayca séylenebilir. _
Uyar1 4.60. [16] (4.12) kosulu E*’nin h’nin bir ist exhauster: olmast igin

bir yeterli kosul degildir. h(g1,g2) = min{—xy,xy, max{xs, —22}} fonksiyonu ele
alinsin. C; = {(=1,0)} , Cy = {(1,0)} ve C3 = co{(0,—1),(0,1)} olmak iizere
E* = {C1,Cy,C3} h'nin bir st exhausteridir. C3’tin v1(C3) = (1,0) kdése noktast
igin Ty, (cy) = {(g1,92) € R? | g2 > 0} elde edilir. v1(Cs) kosesi igin (4.12) kosulunun
saglandigo agiktir. Ancak vi(Cs) késesi atilarak elde edilen Cs = {(0,—1)} kiimesi
diigiiniildiginde E* = {C1, Cy, Cs} ailesi h'nin bir st exhaustery degildir. Ctnki
ornegin g = (0, 1) yoni igin,

h(g) = minmax(v,g)

= min{((—1,0), (0,1)), ((0,1), (0,1)), {(1,0),(0,1))}
=min{0,1,0} =0

oldugu halde
gé%i%?g(vv 5_]> = min{<(_17 0)7 (Oa 1)>7 <(O7 _1)7 (07 1)>7 <(17 0)7 (Oa 1)>}
=min{0,—1,0} = —1

oldugundan h fonksiyonu g noktasinda E* ile temsil edilemez.
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