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I . BOLUM

DUZLEM KINEMATIGI

I.1 BIR-PARAMETRELI IAREKETLER

Birbiri {izerinde hareket eden iki diizlem diisiine-
lim, bunlar E ve E' olsunlar. Burada E hareketli, E' ise
sabit diizlemdir.

Hareketi inceleyebilmek ig¢in bir O'eE' basglangig
noktasini alalim ve bu noktaya {gi,gé} koordinat sistemini
tesbit edelim. Ayni gekilde E-diizleminde alinan O baslangig
noktasina {31,32} koordinat sistemini tesbit edelim. Bu iki
koordinat sistemini, E ve E'-dlizlemlerinin temsilcisi ola-
rak kabul edecek ve hareketli koordinat sisteminin sabit
koordinat sistemine gtre hareketini inceleyecediz.

Bu koordinat sistemlerinin g¢egitli konumlari, su
iki bilylikliik yardimi ile tarif olunabilir. (Sekil 1I-1.1).

i) Hareketli sistemin baslangi¢ noktasindan sabit
sistemin baglangi¢ noktasina giden 00'=0 Steleme vektdrii,

ii) Her iki koordinat sisteminin birbirine nazaran

dbnme agisi.

I.1.1 Tanim(D&nme agisl): Sabit ve hareketli sistemin ayna
indisli birim vektOrleri arasindaki 6 agisina denir.
66':6 6teleme vektdrii, asagidaki gibi hareketli
. -+ -
sistemin e, ve e

1 2 dogrultularindaki iki bilesenine ayrila-

bilix,

ﬁ= u e++u e+

1811428, (I.1.1)



Sekil I.1.1

I.1.2 Tanim (Bir-parametreli diizlemsel hareket) :E-hareketli
diizleminin E' sabit diizlemine gbre hareketi B= E/E' ile g&s-
terilmek {lizere B hareketinin € d&nme agisi ve U Steleme vek-
toriniin u,,u, bilesenleri 8=6(t), u1=ul{t), u2=u2(t) seklin-
de reel bir t parametresinin fonksiyonu iseler B=E/E' hare-
ketine bir-parametreli diizlemsel hareket denir. Buradaki t

parametresi genel olarak zaman olarak alinir.

O0=0' oldugu zaman, é1 ve é} vektdrleri é} ve ég
dogrultularinda bilesenlerine ayrilabilir ve buradan

> _ -+ . h

e, CosOel+Sln8~2

o e e e By oy

e, Slneel+Cosee2 £T:1:2)
egitlikleri elde edilir. Ayrica é} ve é} vektdrlerinin é1
ve é} vektdrleri dogrultusundaki bilesenleri igin de

1= Cosge,-Singe,

el 0s@ 1 nee2

-D; ) . o

e,= SlnBel+COSBe2 £3:1:3)

esitlikleri vazilabilir.



.2 TUREV DENKLEMLERI
Bir X noktasinin her iki E,E'-dlizlemlerine naza-
ran hizlarini aragtirmak ig¢in Once hareketimizin tilirev denk-

lemlerini tegkil edecegiz. (I.1.2) denklemlerinde, é} ve

é} vektdrierini sabit kabul ederek, t zamanina gdre tiirev-

leri alinarsa

e .
del_‘—r:_—)—'- . + - — (_has - .
HE_"el e1681n8+e26C058 { lSln8+e2Cose)e
d& - > -+ > >

€2_ & = -€'6Cosh -e'05inb=—(&'Cosb+e’Sind) b

2 1 2 1 2
dt
bulunur. Bunlari kisaca sGyle yazabiliriz:

-;- > = —; > =

el=e26, e2——e18 (r.2.1)

Benzer olarak (I.l.1) denkleminin t ye gdre tii-

revi alinirsa

-3 = —; -3 -
l-r-elul-v-ezuz-u-ezuz

> 5
di
dc Y

5
e

11.1

> >
e, ve e
1 2

verlerine konursa

elde edilir. nin (I.2.1) deki degerleri burada

-;—_—)- é—;-_-} é—)--
U_e2ul +e2ul elu2 +e2u2
veya
:)- -> - - e  0® L
U—-el(ul-u29)+e2(u2+u18) (I.2.2)
bulunur.

(I.2.1) ve (I.2.2) denklemlerine B=E/E' hareke-

tinin tlrev denklemleri denir.



I.3 HIZLAR VE HIZLARIN TERKIBIT

E- dizleminin bizzat kendisi E'- diizlemine gbére
bir-parametreli hareket yaparken, bir ¥ noktasida hareket-
1li E-diizlemindeki yerini t zamani ile dedistirsin. 1sgte
bu suretle iki hareketi bir araya getiriyor ve burada hiz-

larin nasil terkip edilecegini arastiriyoruz.

I.3.1 Tanim(Relatif hiz): X noktasinin E-diizlemine gdre
hiz vektdriline, yani X noktasi E-deki ydriingesini ¢izerken
sahip oldugu vektdrel hiza X noktasinin relatif(izafi) hai-

s
z1 denir ve V. ile gdsterilir. Bu hiz igin

-’i(- -+ -+
Sl e T o
denkleminden, éz ve é} vi sabit tutarak, tiirev almak sure-
tiyle
-+ - -»> - ->
Ve =xle1+x2e2 (I:3.1}

-
bulunur. EJer X noktasi E-de sabit ise Vr relatif hizi si-

fairdir.

I.3.2 Tanim (Mutlak hiz): X noktasinin E%ne gdre hiz vek-
toriine, X noktasinin mutlak hizi denir ve Ga ile gosteri-

lir.

X0 T X=00 "4-0%=0%X-00 5—-—3¥)E=(-ul+xl)gl+ (-u,+x2) c-_-; (T.3.20)

£

-
egitlidinin t ye gbre tiirevi alinirsa V, igin su elde edi-

Yixr:
Vo ik e e e G 4
a ~(uprx e +(-uprx) e1+( ustx,)e, (-uéfxz)ez.
Burada é; ve é} nin (I.2.1) deki dederleri dikkate alinir-

sa,



v+ _ ._.‘ ;f-.' ~>-+ _ -3 - —)-+(_o +o ) - (_- + )(_o -
a = (uytxdepruprxg ) deorFuyrxoe, (g x,) (-fe))

il

< . = s
V,= {—ul+(u2~x2)9}e1+{—u2+{~u

-1 3 . 3 . ->
1+xl)8,e2+xlei+x2e2
g - [ . L
Va= {-uy+(u,=x,)8ler {-u,r (—u +x;)0}esrv

elde edilir. Burada

Y

Ve =={ﬂ;fiuz—xz)é}éﬁi—u2+(-ul x31) 6l (1.3.3)
ile gbsterilen vektdre ¥ noktasinin siiriiklenme hiz vektdri
denir.

O halde hizlaran terkibine ait su teorem verile-
bilir:
I.3.]1 Teorem: EJer X noktas:i her iki sisteme gdre hareket-

1i ise hiz vertdrleri arasinda

. -

Vo= Vet (I.3.4)
badintisi vardair.

I.3.3 Tanim{A¢isal hiz): Donme agisinin a6 :dt=6 tirevine
B hareketinin agisal hizi denir.

Bundan sonra é%o kabul edecedgiz.

Simdi B hareketinin her t aninda siiriiklenme hizi
si1fir olan noktalarinin arastirilmasi problemini ele ala-
lim.

Bbyle noktalar t aninda, yalniz hareketli E-diiz-
leminde degil ayni zamanda E'-diizleminde de, siikfinette bu-
lunmak zorundadirlar. O halde (I.3.3) e gdre

+
veya

—ul+(u2-x2)6=0, -u2+(—ul+xl)8= 0



olmak zorundadar.
é%o nlduguna gdre bu iki denklem her zaman tek

anlamli olarak ¢Gziilebilir. Bu ¢dziimlere P; ve p, dersek

Y2 du,
P i TN de
ﬁl du1 |
P, , =t é=u2_ I (1.3.5)

bulunur.

-
I.3.4 Tanim(Pol=Kutup Noktasi): OP=P =é1pl+é2p2 ver vektd-
riine takabiil eden P(pl,pz) noktasina B=E/E' hareketinin t
anindaki pol(kutup) noktasi denir.

Bundan dolayi asafidaki su teorem verilebilir:

I.3.2 Teorem: Acgisal hizi sifir olmayan bir harekette, her
t apinda, slirkienme hizi sifir olan yani her iki diizlemde
stikinette kalan bir tek nokta(pol noktasi) vardir.

P pol noktasi yardimx ile herhangi bir X noktasi-
nin 6} sliriklenme hiziny baska gekilde de yazabiliriz: Bu-
nun igin(I.3.5) den

0y =(u,-p,) 8, 0=~ (u;-p,)d
ifadelerini hesaplar(I.3.3) de yerine yazarsak

- - R - .. >

Ve = {(pz—uz)e-(xziuz)B}eir{—(pl-ul)6+(xlﬁu1)e}e2

Gf = {-(xz—pz)é;+(xl-pl)é3}é (I.3.6)
elde edilir.

X noktasinin siiriiklenme hizinin bu sekildeki ifa-

desinden &nemli iki sonug ¢ikartilabilir: (Sekil TI.3.1 ile

de mukayese)



I.3.1 Sonug: P poliinden X noktasina giden pol 1gininin
PX= (x,-p,) e +(x,~p,)e"
X)7P))e +(x,-p, e,
vektSri V} ve diktir; cilinkii
<PX,Vf>1 —(x2—p2)(xl—pl)+(xl—pl)(x2-p2)= 0

dir. Yani pol i1gini hareketin her t aninda sliriiklenme hizi-

na diktir.

I.3.2 Sonug: V; vektdriiniin uzunlugu (mutlak degeri) igin su

baginti vardir:

> 2 2 ¢ > s
IVEI = Vg -p ) Zrixymp) 2 b= ||BK| &
v
p 3
-
o3 X
A :
-
P
(0] i»
€1
Sekil 1.3.1
I.3.5 Tanim(Sabit ve hareketli pol edrileri): Her t anina

bir P pol noktasi ait olacagindan B hareketi esnasinda P
noktasi her iki E ve E'-diizlemlerinde muhtelif konumlar alair.
P noktasinin hareketli E-diizlemindeki geometrik yeri genel
olarak bir egridir, bu ejriye B nin hareketli pol edrisi de-
nir ve(P) ile g&sterilir. P noktasinin E'-dlizlemindeki geo-
metrik yerine ise B nin sabit pol edrisi denir ve (P') ile

gdsterilir.



I.4 IVMELER VE 1VMELERIN TERKiBi

E- diizleminin E'-diizlemine gbre yaptiga bir B
hareketi mevcut olsun. Bu hareketin seyri esnasinda ayrica
E-dlizlemine ve dolayisi ile E'-diizlemine gdbre de genel ola-

rak bir hareket yapan X noktasinin ivmesini arastiralaim.

I.4.1 Tanim(Relatif ivme vektdrii) : X noktasinin E-diizlemi-
ne goére olan ivme vektdriine relatif ivme vektérii denir ve

B; ile g8sterilir.

X noktasinin E-diizlemine nazaran Gr vektdrel hi-
Zinin t zamanina gdre tiirevi alinarak bu vektdrel ivme bu-
lunur. Yani
g N (I.4.1)
=\ =X e +x,e .4,

dir. Burada é+ ve é*

1 sabit kabul edilmistir.

I.4.2 Tanim(Mutlak ivme vektd&rii) : X noktasinin E'-diizle-
mine gére olan ivme vektdriine mutlak ivme vekt&rii denir

ve 6; ile g8sterilir.

> > -+ 5 > 2 > e > .
Va=Vf+Vr"{-e1(x2~p2)+e2(xl—pl)}&elxl+e2x2

mutlak hizinin t zamanina gére tiirevi alinarak bu vektdrel

ivme bulunur.
-> -; -; > . . —: -+ . - .
ba=Va—{—e1(xz-pz)—el(xz—p2)+e2(xl-pl)+e2(xl—pl)}8

+{_+ -» }Oe‘ b N ) =+ e ~;-- -+ o
e) (xy37py)te, (x,-p,) Te X te X te X renx,
elde edilir. é1 ve é; nin (I.2.1) deki dederlerini verleri-

ne yazarsak,

-+ »> o . . L = & -> . . o
b_= {—e26(xz-pz)-(xz-pz)el-elﬂ(xl—pl)+e2(x1-p1)}9
- o s > ee > e > e
+{-el(x2-p2)+e2(xl—pl)}8+e26xl+elxl—e18x2+e2x2



veva
= ol = - - «2 » -— - - «2 ..
bé=el{p20~(xl-pl)9 —(xz—pz)é}+e2{-ple-(xz—pz)9-+(xl-plﬁ i
+29{-E:_3>.<2+e+2>.<l} +Bl- (1.4.2)
elde edilir.
(I.4.2) ifadesindeki
- > .o o .z .e -> i - 2
bfﬂe]ﬁpze-(xl—pl)e *(xz-pz)B}+e2{*ple-(x2-p2)8

+(xl-pl)é} (1.4.3)

vektoriine X noktasinin siiriiklenme ivme vektdri denir. O hal-
de siiriiklenme ivme vektdrii hareketli sistemdeki sabit nokta-
larain sabit sisteme gbre ivmesidir. Gergekte bu taktirde
XX, sayilari sabit ve xl,xz,xl,x2 tliirevleri sifir olur.

-+ - -+ e - -
b_= 26{-elx2+e2xl}
ile g&sterilen 5; vektdriine ise Coriolis-ivme vektdrii de-
nir.
O halde ivmelerin terkibi gsu teoremle ifade edi-

lir:

I.4.1 Teorem: 1ki hareketin terkibinde bir noktanin mutlak
ivme vektdrii, siiriiklenme ivme vektdrii ile Coriolis-ivme vek-

tori ve relatif ivme vektdriiniin toplamina esittir:

-+

b =b.+b +b.
a Pgtostoy

-»> - -+ N .
I.4.1 Sonug: bc Coriolis-ivmesi Vr relatif hizina diktir.
Cinki,
> - .

<bc,Vr>= 26(-x2xl+xlx2)=

dir.

Bundan bagka (I.4.4) den sgunu gdriiriiz: E-de
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sabit olmayan bir X noktasinin Coriolis-ivmesi ancak ve an-
cak 60, vani B hareketi bir kaymaya (6telenmeye) udradiga
zaman t nin biitin dederleri igin sifir olur. Bu taktirde

(I.3.3) ve (1.3.4) den dolavai

+X

- - -»> - - > -
Va=V V;=e1(—ul+xl)+e2(-u2

£ 2)

ve buradan tilirev alarak
> -+ > - - LR -3 .. -
baabf+br=el(-ul+xl)+e2(—u2+x2)
bulunur. Demek ki ancak bir kayma hareketi halinde ivmeler
hizlar gibi terkip olunurlar.
$imdi genel bir B hareketinde, t zamanainda,
slirliklenme ivmesi sifir olan noktalari aragstiralim. 5}=0
dan sunlar elde olunur:
-2 --_- - -
(x,-p, )8 =(x,-p,)B%=p. b
17P1 27P!Y TP, 0 .
0#0 ise, (xl—pl) ve (xz—pz) biiyiikliiklerine gére homogen ol-

mayan denklem sisteminin A ile g&sterilen katsayilar deter-

minanti suna esittir:

62 % —
- L I2 = —(6 +e )Kf 0 .’
0 -6

buna g&re yukaridaki denklem sistemi ¢bzililebilir.

I1.4.3 Tanim(ivme polii): éfo olmak lizere siiriiklenme ivmesi

sifir olan bir tek nokta vardir. Bu noktaya ivme polii denir.

. '926 8
X: e —b2é3—§>1é2
¥17P1=
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veya

(I.4.5)

gl

[.5 KAPALI HAREKETLER

Bu kesimde, hareketin biitiinli g&z&niine alin-
masi halinde bir-parametreli hareketler {izerinde duraca3diz.
Burada ilk planda hareket esnasinda &zel bir vektdriin tara-

digi alanin yiiz6l¢ilimii sdzkonusudur.

I.5.1 Tanim(Bir-parametreli kapali diizlemsel hareket):

u,,u, ve 0; bir t reel parametresinin kafi derecede tiire-

tilebilen fonksiyonlari olmak iizere

ul:ul(t), uztuz(t), 0=0(t)
fonksiyonlari ayna toititl araliginda tarif edilmis olsun.

Ayrica

uj(t+T)=uj(t}, (3=1,2)
0 (t+T)=0 (t) +2mv
bajintilari saglanacak sekilde T>0 en kiglik sayi ise; E/E'
hareketine T peryotlu ve v ddnme sayili bir-parametreli ka-
pali diizlemsel hareket denir.

Burada v bir tam savidir ve E'-ye gdre E-



diizleminin ilk durumuna gelinceye kadar(T zamaninda) kac
tam dever yaptidini gdsterir.

X noktasinin E'-ye gdre dke de§isimi, X
noktasinin sﬁrﬁklenme hizina tekabilil eder. (X.3.6) dan

'-9-.: e -> _ -+
dx'= { (&2 pz)el+(xl pl)ez} do (I.5.1)

1 .6 KAPALI BIR HAREKETIN YORUNGE ALANI
T1lk olarak cevre edrisi, X noktasinin kapa-
li: yOriinge egrileri olan ylizeylerin fX vizdlglimiini hesab-
etmek istiyoruz. Yani kisacas:i X noktasinin fx‘yérﬁnge a-
lanini hesaplamak istiyoruz. Bunun icin
1 1..1

_ 1 N NP &
fX—- > f(xldx2 xzdxl) {(I.6.1)

Stokes alan formiiliinden faydalanacadiz. Burada efri integ-

rali kapali gevre edrisi {izerinde alinir. Simdi

x!  x!

<iﬁ,dx'>= 1 2 |= xldxl—x dxl
M ' 2

dxl dx2

esitligi g&zdniline alinirsa(I.6.1) bafintis1r yerine,

fom 5 S <ke,dK> (I.6.2)

yazalabilir. (I.6.2) ifadesinde (I.3.2) ve (I.5.1) bagin-

tilara kullanlllrsa;

. —ul+xl —u2+x2

X' ,d% ' >= as
~{x5-py) X,-py

= {(—ul+xl)(xlfpl)+{x2-pz)(-u2+x2)}d8

={x2+x§— Py % P,=X U, =X, i+, P +U.p, }dO
12 7% P THPy ¥ Uy XU+, pr+ULD,

(I.6.3)



elde edilir. (I.3.5) denklemleri u, ve u, ye gdre dizen-
lenirse

——% (I.6.4)

U17P1 T 73

U27Py * 35
bulunur. Bu dederler (I.6.3) denkleminde yerine yazilirsa,

du

ETR AN 2 2 _ _ _ 2
SXT,ART= X HXG X Py xR, 7%, (P~ g5)

dul
~Xy(pytggTitu P tuyp, lde

= {x2+x2-2x -2x +X EEQ -x il:!—;L—+u pP.+u 1de
17 #274¥ 1P TeXoPotXy I3 27dp 1P1TUoP,

elde edilir. Burada iki tarafin integrali alinir ve (I.6.1)

esitligi gdzoénline alinirsa;

2fx_ (xl+x2)fd8 2xlfpld8 2x2fpzd6+xlfdu2 xzfdul

*/(a;pyru,p,)ds (1.6.5)

esitligi elde edilir.
Diger traraftan, 0(xl=x2=0) koordinat baglan-
gicinin yoriinge alani hesaplanirsa

o TY,

£ = Ly ae
o 2
Py Py

R —
fo—- 5 f(ulpi+u2p2}de=¢2QT f(ulpl+u2p2)de
bulunur.
Dlizlemsel hareket kapali oldudjundan; t=0 ig¢in

8(T)= 6(0)+21rv= 6(T)-6(0)= 27v

T T
Jas ()= 6(t) |= 6(T)-6(0)= 27v
0 0
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dir. Ayni sekilde t=0 igin:

ua. t t T u. t
1m. 'Il -1 . O = 0

vazilabilir. Buradan

T T
éduj(t)= uj(t) $=uj(T)—uj(0)— 0

elde edilir. Bulunan bu degerler (I.6.5) de yerlerine yazi-

lirsa,
2F, = 21V (X2+x2) 2%, [p,d6-2x. fp,dB+2£
X 1 72 1'% 2" %2 0
veya
fX= ﬂv(xi+x§)-xlfplde—xzfp2d8+fo (I.6.6)
bulunur.

v#0 ise, S Steiner noktasini elde ederiz.

I.6.1 Tanim(Steiner noktasi): db kitle elementli kitle &r-
tilmesinde hareketli(P) pol edrisinin adirlik merkezine Ste-
iner noktasi denir ve S ile gbsterilir.

C halde (P) nin P noktalaraina, bu noktalara
ait d6 dénme acisinin adirlidinin(veya kitlesinin) kitle
elemanini yerlegtirilmig olarak diglinelim., Bu taktirde bu
tarz Ortilmiis hareketli pol edrisinin agirlik merkezi

Steiner noktasidir. S nin koordinatlari s, ve s

1 olmak lize-

2
re

rp;d0 1

s.= = fpide (3=1,2) (I.6.7)
3 rae 27V J

dir. Burada pay koordinat eksenlerine gtre statik momenti,

payda ise bu suretle Ortiilmiis (P) pol edrisinin blitlin kitle-



sini g&sterir.

(I.6.6) dan X noktasinin ydriinge alan: igin
f,= nv(y2+x2-25 X,=-28,%X,) + £ (I.6.8)
X 172 il 272 0 g
Steiner formiili elde edilir.
I.7 GEOMETRIK SONUCLAR

fy sabit olarak kabul edilirse, (I.6.8) den

¢ember denklemi tipinde X; Ve X, ye gdre karesel

s
- S 0 "X
xlrx2-251x1—252x2+-——FU—-— 0 s oo [

denklemi elde edilir. Buradan su sonug verilebilir:

Lailal Sonug: E/E' hareketinde E hareketli diizleminin ayni
fx ylizey alanini gevreleyen biitiin X noktalari bir c¢ember
Uzerinde bulunurlar. Bu tesbit edilmisg gxalanlnln muhte-
lif dederlerine, S Steiner noktasi ortak merkez olmak ii-
zere, i¢ ice cemberler tekabiil eder.

Ozel olarak fx=0 alinirsa(I.7.1) den
£

x2+x2—2s X,=-2S.X. +

o_ ,
I A B e 2 Y

denklemi elde edilir. Bu denklemle verilen bir (C) c¢embe-

rini tetkik edelim. ?%T fX ifadesi X (herhangi (Q) ¢cembe-
ri lizerinde bulunmayan) noktasinin(C¢) cemberine gdre kuv-

veti olarak alinabilir. BOylece su sonug¢ verilebilir:

Tl il Sonug: E-nin X noktasinin fx yorilinge ylizeyi esas iti-
bariyle (yani 1/mwv ¢arpan farkiyla) hareketli E-diizleminin
bir (¢) ¢eberine gére X in kuvveti olarak gdsterilebilir.
Bu (¢) c¢emberinin merkezi S Steiner noktasidir ve kuvvetin

sifir olmasiyla karekterize edilir.



B=E£/E' diizlemsel hareketi {O;éi,é;} koor-
dinat sisteminin segilisinden badimsizdir. Bu nedenle "O"

baglangi¢ noktasini S Steiner noktasina gotirelim., O zaman

Sf=Sf=0 .
olur ve dolayisiyla (I.6.8) formiili
_ 2,2
fX wu(xl+x2)+fs (1.7.2)

seklinde sadelegtirilir. Burada f S Steiner noktasinan

Sf
sabit E' dizleminde. ¢izdigi y&riinge egrisinin yiizd1 ¢limiinii

- ifade eder.

1.7.1 Tanmim(oeval): piizlemde dis biikey kapali edrilerle

sinirlanan bdlgeye oval denir.

I.8 HOLDITCH TEOREMIi

E/E' dlizlem hareketinde E'-diizleminde bir
k ovali verilsin. Uzunlug§u sabit olan bir dodru parcgasi-
nin iki ucunu bu oval ilizerinde hareket ettirelim. Dodru
pargasi lzerinde tesbit edilen bir X noktasinin E/E' diiz-
lemsel hareketi esnasinda ¢cizdigi kapali edri ile k ova-
1li arasindaki bBlgenin alani sadece X noktasinin dogru
pargasi lzerinde segiligine baglidir. Yani bu alan k o-.

valine ve E/E' diizlemsel hareketine bajli dejildir [3].

Ispat: Sekil I.8.1 de verilen k ovalini ve 0Q dogru
pargasinl ele alalim. 0Q dogru pargasinin uzunluguda .g
olsun. 66 dogru pargasinin O ve Q u¢ noktalari k y1 tam
bir defa katedecek gekilde hareket etsin. Bu durumda v=1

dSnme sayili kapali bir hareket meydana gelir.

16
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- Sekil I.8.1

0, bir {O;gi,gé} dik koordinat sisteminin bas-
langici oclarak segilirse, X noktasinin koordinatlari (x,0)
olur. Bu durumda X noktasinin yodriinge alani i¢in(I.g.8) Ste-
iner alan formiiliinden
— 2_
fX— T(x 2slx)+f0

elde edilir. O ve Q noktalar: ayn: k ovalini ¢izdigi igin O

ve Q noktalarinin vdringe alanlari i¢in

— 2_
fQ—fO—ﬂ(q ZSlq)+f0

bulunur. Buradan da W(q2—2slq)= 0 veya g= 251 elde edilir.
Sekil T.8.1 de g~x= y veya x y= q oldugundan

f = n{xz—(x y) x}+f =n{x2—x2—xv}+f

X 0 - o]
veya

fx=f0-wxy

bulunur.



k ovali ile X noktasinin kapali yOriinge efri-
si arasindaki tarali bdlgenin alanini I ile gdsterirsek,

F=fo—fx

oldugundan

F=1xy
bulunur.

O halde tarali bSlgemizin alani k nin segili-
sine dedil, yalniz X noktasinin k ovalinin ic¢ini tarayan
0Q dodru parcgasinin O ve Q ug noktalarindan olan uzakligi-
na, yani X noktasinin 0Q dogru parcasl lUzerindeki yerine

bagladir.

18



I¥. BOLUM
DUZLEMSEL KINEMATIKTE HOMOTETIK HAREKETLER

IT. 1. HOMOTETIK HAREKETLER

II.1.1 Tanim (Homotetik Hareket) : n-boyutlu &klid uzayinda

bir cismin homotetik hareketi

X h.A U} X

1 0 1][1 (IT.1.1)

doniislimii ile ifade edilir. Burada A, (nxn)-tipinde ortogo-
nal bir matris, h=hIn bir skaler matris ve X' ,X,U bhirer

(n-1)~tipinde matrislerdir [1].

Bu calismada; n=2 6zel haline kargilik gelen
diizlemsel halde, hareketli bir E-diizleminin sabit E'-diiz-
lemine gdre homotetik hareketini inceleyecegiz.

E-diizleminde hareketli koordinat sistemi
{0;¢,€,} ve E'-diizleminde sabit koordinat sistemi {0';el,&}}
olsun.

Simdi E-diizleminde alinan sabit bir X nokta-

sinin, herhangi bir t aninda

)e.

2 (I1.1.2)

—!—'__ —)-_—-)-_ _ —-> _
X'=hX U*(hxl ul)el+(hx2 u2

denklemi ile tanimlanan homotetik hareketini inceleyelim.
Buradaj; h, t nin reel bir fonksivonudur.
Hareketli sistemin baglangic¢ noktasindan sa-

bit sistemin baglangi¢ noktasina giden 66'=ﬁ vektdri

U= u.e.+u.e, (IT.1.3)

19
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seklinde ifade edilebilir.-

eI Xl
2"‘ -
¥ hX
€’.2 é"
1
-
X' > ,/0
U~
/
e
A8
:"l
o' €

Sekil II.1.1

Hareketli diizlemin sabit diizleme nazaran dén-
me agisi 6 dir.
Bir an ig¢in her iki koordinat sistemini caki-

sacak gekilde kaydirilmis olarak diisiinelim.

2
.
€2
i >
! e
: p x
; 6| ,
+ >
O0=0" ei
Sekil I1.1.2
Bu durumda éz ve é; vektdrleri éz ve ég dog-
rultularinda bilesenlerine ayrilabilir. ve
g N rcinna
e, coseel+81n9e2
(I1.1.4)

T e s ] g
e2 51n6el+cosee2



TI.2 KAPALI DUZLEMSEL HOMOTETiK HAREKET

IT.2.1 Tanim(Kapali diizlemsel homotetik hareket) : u,, u,,
6 ve h, bir t reel parametresinin kafi derecede tiiretile-

bilen fonksiyonlari olmak iizere

uy=u; (), uy,=u,(t), 6=6(t), h=h(t)

fonksiyonlari ayna toititl araliginda tarif edilmis olsun.
Ayrica

uj(t+T)= uj(t), (j=1,2)

0 (t+T)= 0 (t)+2rv, (v= dénme sayisi)

bagintilari sadlanacak sekilde T>0 en kligiik sayi ise,
i’:-(hxl-ul)é1+(hx2-u2)é;

denklemi ile tanimlanan harekete, T peryotlu ve v ddnme sa-

yi1li kapali dizlemsel homotetik hareket denir ve E-diizlemi-

-nin E'-diizlemine gdre kapali homotetik hareketini B=E/E'

ile gtsterelim.

X noktasinin hareketli sistemdeki koordinatla-

ri (xl,xz) olmak ilizere

S = >

x==xlel+x2e2 {(I1.2.1)

yazilabilir.

II.3 HIZLAR VE HIZLARIN TERKIBI

E- diizlemi E'-diizlemine gd&re bir-parametreli
kapali homotetik hareket vapsin. Ayrica X noktasida hare-
ketli E-diizlemindeki yerine t zamani ile dedistirsin. Bu

durumda iki hareket birlestirilmis olur.
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X noktasinin E- ve E'~-diizlemlerine gbre hizla-
rini hesaplamak i¢in &nce B hareketinin tiirev denklemlerini
teskil edelim. Bunun ig¢in (II.1.4) denklemlerinin t ye gore

tiirevini alirsak(I.2.1) den dolaya

-r . > o =)
e;=6e,, e,=-6e; {I1.3.1)
veya
- o B -
de1=dee , de2=*d9el (IT:.3::2)

olur. Benzer diisiinceyle (II.1l.3) egitliginden tiirev alinair-

sa, (I.2.2) den dolaya
: - - -+ - - -
U= (4 -u,8) e+ (0, 4+u,; f) e (31.3.3)
veya
R >
dﬁ=(dul-u2de)e1+(du2+ulde)e2 (II.3.4)

elde edilir. Bu (II.3.1l) ve (II.3.3) esitliklerine B hare-

ketinin tiirev denklemleri denir.

B hareketinin relatif hizi, (II.2.1) den tii-

rev alinarak
\'Fr=5<1e*l+§<2e*2 (II.3.5)

ve mutlak hiz ise; (II.1.2) den tiirev alinarak

di' - - - - Ed - - - - -
ac =§a= (hxl+hxl-ul)el+(hxl—ul)e1+(hx2+hx2—u2)e2+(hx2-u2)e2
o - - _- -p"- . ) _ . _. e " —- e
V= (fxp+hk -0, ) €)= (hx;-u)) Be)) - (hxghx i) €+ (hxymu,) (-be))
- - - > - - >
ifa= {-u,+ (u-hx, )6+ hx; Je +{-u+ (hx, -u,) 6*1:13(2}82*th (I1.3.6)
olarak bulurur. (II.3.6) esitlifinde

2

Vo= {-u,+ (uz-hxz)é+ﬁxl}€1+{—62+ (hx,-u,) §+hx, }€, f11.3; 1}



vektdriine X noktasinin siiriiklenme hiz vektdrii denir. Eger
-

X noktasi E-diizleminde sabit ise, vani Vr=0 ise, bu du-

rumda mutlak hiz, siiriiklenme hizina esit olur. O halde hiz-

lar arasainda

badintisi vardar.

D&nme agisinin d8:dt=$ tiirevine B hareketinin
agisal hizi denildigini tanim(I.3.3) den biliyoruz. Bundan
sonra kapali diizlemsel homotetik hareketler ic¢in é%()kabul
edecedgiz.

$imdi siiriklenme hizinin sifir oldudu noktala-
r1 aragtiralim. B&yle noktalar t aninda yvalniz hareketli E-
diizleminde degil ayni zamanda E'-diizleminde de siikunette

bulunmak zorundadir. Buna gdre (II.3.7) den

vV.=0
Ve

veya

-+ (u,-hx,) f+4hx.= 0

1
-u2+(hx1—ul)6+hx2= 0

olur. Bu denklemleri x, ve x

1 ve gbre diizenlersek,

2

hxl-h9x2= ul-uZB

h6x1+hx2= u2+u18

elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢&zlimiinden de
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h(ul~u28)+h9(u2+u18)

H_ = - )
1 1%en? 8
(IT.3.8)
. h(u2+ule)-he(ul—u29)
2 ﬁg+h252

bulunur. (II.3.8) esitliginde X,=Py, X,~Pp, denilirse

h(u1“u28)+h9(u2+u20)

P,= . .
1 h2+h292
(I1.3.9)
. h(u2+ule}—h8(ul—u28)
2 h¥h262
veya
- dh(dul-u2d9)+hd8(du2+uld8)
1 dh%h? ae?
(I1.3.10)
oo dh(du2+gld9)—th(dul—uzde)
2 ah%n?ae’
yvazilabilir.

IT.3.1 Tanim (Pol kutup noktasi): 0§=§=plel+p2e2 vektdriine
karsilik gelen P(pl,pz) noktasina B hareketinin t anindaki
pol noktasi denir.

Bu pol noktasindan favdalanarak X noktasinin

(IT.3.7) denklemi ile tanimlanan siiriiklenme hizi asadidaki

gibi de ifade edilebilir. Bunun icgin (II.3.9) dan w. ve u

1 2

dederleri hesaplanirsa



. - - - L .2 — .2 2.2
hu —hu28+h0u2+h8 uy pl(h-+h 07)

i |
hithu, 6-héd +hi%u,~ p. (% %%
U2 L‘ll Ul+ Uz-- p2
- = o -2 202 - = '2
hul+héu2k pl(h-+h A )+hu2ﬁ hg uy
- -2 2.2 - - .2
—heu1+hu2= pz(h +h"87) hule h9 u,
.3 - 2.2 I2 - .-2 .2 - 3.3 Il2 2.3
- P h™ p,hh"6"+h®u,6-hhd ) -P,h"h8-p,h~ 67+ hho “u, +h“d u,
1
ﬁ2+h2é2
h2(p, hisn 8-p.18)+h282 (p. h-p.hé+u.f)
% 177277 *1™"F2 2
| 12 n2g2
(p,h+u, 8-p. hé) (A% h282)
.= 1 2 2 = p,h+u_f-p_hd
i (h2+ 1282 e (5 )
. _ PR rp,n%he % -h%u, -nkdPu ep nhZEep 0282 nhs2u 028,
u.=
2 12 1252
22 tp. B 8+p hé)+h262 (p. hep. hi-u )
s P27 "H197Py P2*Py 1
e h2h262
.2 2. - -
. (h"+h™8 )(p2h+plh8 ulﬂ) . . .
b = p,h-u, 6+p,ho
. 22 222 27771
bulunur. O halde
u,= plh—p2h6+u28
(I1.3.11)

u,= plh8+p2h—u18

elde edilir. Bu dederleri (II.3.7) de verine vazarsak
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¥

_ a . L - - -3 - - - - - -5
£ 1 —plh+p2h0-u26+(u2—hx2)6+hxl}e1+{—plhe—pzh—ul{-)+(hxl~-ul)8+hx2}e2

<¥

= { (xl—pl)ﬁr(xz—pz)hé} éz-k{(xi~pl)hﬁ-+(x2—pz)ﬂ}é; (I1.3.12)

bulunur. Siiriikklenme hizinin bu ifadesinden asagidaki so-

nuglar verilebilir:

1IT.3.1 Sonuc:

<

Sekil IT.3.1
Sekil IX.31den g&riildligi gibi P poliinden X

noktasina giden
s > >
PX-—(hxl—pl)el+(hx2—pz)e2

pol 1gini1 ile Gf nin i¢ carpima
= _ _ . _ _ .
<V ,PX>= (hxl Py) (%) P,k (hx; Py} (%, P,)hé
+(hx2~p2)(xl-pl)h8+(hx2—p2)(xz-pz)h

dir. Burada &zel olarak h=1 alinirsa

> — __ _ _ - — A
<V, PX>= (xl pl) (x:L pl).O (Xl Pl) (X2 Pz) &

=0



bulunur. Bu ise h=1 igin PX pol 1igininin her t aninda V

ye dik oldudunu gdsterir. Yani

> -
<Vf,PX>= 0

Ad1r,

. . .0 s 5 o
II.3.2 Sonug: Vf vektdrinlin uzurnlugu (II1.3.12) den

IVell® = [exy=p)) fi- (x,=p ) 08] % [(x,=py ) 0 (x,,-p) B]

o _ -2 _ 2 2.2— _ _ ..
- (xl pl) h +(x2 P,) “h76 2(xl pl)(x2 P,) hhé

2, 222 22 > -
+(x1-pl) h“6 +(x2-p2 h +2(xl-pl)(x2—p2)hh8

eyEd -2

(x,-p,) % (h%h 82) +(x 2 n?

-0,) *(n?§ % 12

2 é +h )

IVell = /(52+ h?6%) [ (x-py) % (x,7p ) 2]

f

olarak elde edilir. EJer bu son esitlikte h=1 &zel hali

alinirsa diizlemsel hareketden iyi bilinen

3\

VNl = Vix -p ) % (xy-p) 2 6=l 5] §

ifadesini elde ederiz.

II.4 [VMELER VE {VMELERIN TERKIiBI

B kapali homotetik hareketinin ivmelerini bul-
mak ig¢in (II.3.5) ve (II.3.6) ifadelerinin t ye gbre tilirev-

lerini almaliyiz.(I1.3.5) ifadesinin t ye gore tiirevi ali-

nirsa

b—>_%_" +> e 3 e > = 4.»
r 'y X191t¥X;ej+xge,+x e

2
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- -+
elde edilir. Burada e; ve e, hareketli sisteme g&re sabit
oldugundan é;=é;=0 dir. Dolayisiyla B; relatif ivme vektd-

ri igin
1) > . >
b = Xie1+x,e, (IT.4.1)
bulunur,
X noktasinin E'-diizlemine g&re olan B; mut-

lak ivme vektdrii igin (II.3.6) dan t ve gére tiirev alinir-

sa,
-5 N - - - ‘s . - . - . . -
ba= {(xl-pl)h+(xl—pl)h—(xz—pz')he--(xz—pz)ha—(xz—pz)hﬁ}el

+{(xl—pl)ﬁ—(xz—pz)hé}é}+{(il—ﬁl)hé+(xl—pl)ﬁé+(xl—pl)hﬁ

- - » (X >
+ (xz-pz)h+(x2—p2)h} e,

- - —.)- » - -5 - - ' R o - L
+{(xl-pl)h6+(x2—p2)h} ez+h(xlel+x2e2)+h(xlel+x16e2

.e > - . -
+x2e2-x29e1)

- - - e - - [ ] L3d '2
b = {—plh+(xl~pl)h+p2h8—(x2—p2)h6—(xz—pz)he—(xl—pl)he

.. <>
(xz-pzlhe}el

- * = -2 - - L) .-
+{(x1—pl)h8—(x2-p2)h6 —plh8+(xl 1_:)1)1'19+(x:L Pyl he

L X} . * e
+ (xz*pz)h—hpz}e2

-

28

- - - - - - - > - - L . . - L] - Py a0 -3
+{xlh+hxl—hx29-hx26}el+{x16h+x16h+hx2+hx2}e2+(xlel+x2e2)h

-p__ _ l-_ .2 _ _ .o- e _- . . . -
b~ {(xl p;) (h-h8é ) +(x,-p,) (-2h8-h8) plh+pzh6}el

- » e e .2 - ® - - -
*+{(xy-p}) (2h8+h¥) + (x,-p,) (B-hd*)-hp,-p hd}e),  (11.4.2)
s a [ ] - > - - .. - ->
+ 2(hxl—hxze)el+2(x19h+hx2)e2+hbr

elde edilir. Bu son ifadede



+_ _ ld‘— .2 _ _ --_ s ._o - . » -
b= {(xl p;) (h-h6")+(x, p,) (-2h6-h0) plh+pzh0}el

. = avw - -2 - L] LI ) - (11'4'3)
+{(x1—pl)(2h6+h8)+(x2—p2}(h—h6 )-—hplenhpz}e2
vektdriine siirliklenme ivme vektoridl denir. Ayrica
> - a - - - * = ™ - -3
b _= 2(hxl—hx29)el+2(hx2+hx16}e2 (IT.4.4)

vektSriine de Coriolis-ivime vektdrii denir. O halde asadida-

ki teoremi verebiliriz.

IX.4.1 Teorem: 1ki hareketin terkibinde bir noktanin mutlak
ivme vektdri, siiriklenme ivme vektdri ile Coriolis-ivme vek-
tord ve relatif ivme vektdriiniin h katinin toprlamina egit-
tir [2].

> >

ba=bf+b+c+ hb*r (IT.4.5)

IT.4.1 Sonucg: Ozel olarak (II.4.5) ifadesinde h=1 alinirsa

h ve h tiirevleri sifir olacagaindan 5; matlak ivme vektOri
igin
--)-_ -2 ea w # -5 _ --— _ -2_- - -
b_= {—(xl-—pl)e —(xz—p2)8+p28}el+{(xl py) 6-(x,-p,) 0 ple}e2
. e -
+28(—x2e1+x1e2)+br
elde edilir. Bu ise bir-parametreli diizlemsel harekette mut-

lak ivme wvektdridiir.

II.4.2 Sonug: h=1 &zel hali igin
> >
<bc,Vr>== 0
dir. O halde 5; ivme vektdri, ﬁr relatif hizina diktir.
$imdi diizlemsel hareketler igin verilen ivme

pollérinin koordinatlarini homotetik hareketlere genelles-

tiren bir teorem verecegdiz.
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IT.4.2 Teorem: Genel bir B dizlemsel homotetik hareketinde

ivme poliiniin koordinatlaray agagidaki esgitliklerle verilir:

By Bl 5, 0 675 nkdep,n? 0% 25 52645 026845 b
xj.=pl -.- " .2 LN - 2
(h-h$2)% (21 8+h )
(IT1.4.6)
- sue TR - 2.3 . -.2 - -2& - e 8 .
pzhh+plhh0—plh 6-+p2hh0 —2plh G—plhh6+pzh89
Xy pl+

(H-hé2)2+(256+h§)2

Ispat: Siiriiklenme ivme vektdrilnlin s1fir oldudu noktalar iv-
me pollerini verdidi igin (II.4.3) esitliginden

e = 'n- -2 _ _ oo- _ o_
(x, pl)(h h67)+ (x,-p,) (-2h6-h6) P;h-p,h6
(1X:4.7)
.. . s .2 e s+ ee
(xl-pl)(2he+h6)+(x2—pz)(h-h6 ) = hple+hp2

elde edilir. Bu ise homogen olmayan bir lineer denklem sis-

temidir. Sistemin agikar olmayan bir ¢6zlimliniin olmasi icin

h=h6 -2h6-ho

2h0+h6  h-hd2

katsayilar determinantinin sifirdan farkli olmasi gerekir.
h7#0 ve §#0 oldugundan A#0 dir. O halde(II.4.7) sisteminin

¢Ozilimiinden e e .. a5 s
plh~p2h9 -2h6-h8

hp 6+hp, h-nd?

7P
(h-h82) % (2hd+nh8) 2
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e .2 - - - -
h-h6 p,h-p,hb

2ho+hd  hp, G+hip,

(h-hd2) % (2h8+h8) 2

egitlikleri, veya

* wie o «e) . e = 2-3 - v 82 e e)s . 2eee o o
plhh plhhe —pzhh8+p2h 0 +2plhh8 +2p2h 8+plh 86+p2hh6
¥17Py=
(h-hd %) % (2hd+h¥) 2
. *te s ar e 2.3 . .2 . o2 . . an - s . Daus
plhh8+p2hh—plh 0 pzhhe -2plh B-plh 6+292hh6 +p2h 66
R TR . .22 3 TN
(h-hd?) 2+ (208+h8)
= » o.2 . se . 203 e o7e o 2o . Rl
p,hh+p. hhd “-p_ hhd+p. h28%+2p. H26+p h285+p_hid
o 1 1 2 2 2 1 2
i A TN TR
(h-h6%) "+ (2h6+h6)
phl+p hhd-p 1 6% pnid%-2p, h26-p hhb+p 266
2 1 & 2 2 1 2
x2=p2-+

(h-hd%) % (2h6+ni) 2
elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.

IT.4.3 Sonug: Uzel olarak (II.4.6) esitliklerinde h=l1 ali-

nirsa
T -2
6(p,6-p,067)
X,= + 1 2
1 P1 4 2
)
6 (pléz—f:zé')
. 24 w2



elde edilir. Bu ise bir-parametreli E/E' kapali diizlemsel
hareketinde ivme poliiniin koordinatlaradir.
II.5 KAPALI BIiR HOMOTETIK HAREKETIN YORUNGE ALANI

X noktasinin E'-diizlemine gdre dx’ degigimi

X noktasinin siiriiklenme hizini verdiginden (II.3.12) den

dolayai
--P'_ = o _ - _ _ -+
dx'= {(x1 p,)dh (x2 pz)hde}el+{(xl p1)+(x2 pz)dh}e2
(I1.5.1)

vazilabilir.

X noktasinin fx yoringe alanini hesaplamak
igin

= —.-1_ ' | e ] 1]
3 > I(xldxz x5dx]) 1%.5.2)

Stokes alan formiiliinden faydalanacagiz [3].
Burada egri integrali kapali gevre edrisi ii-

zerinde alinir.

T g ol J— '
<X',dX'> xldx2 xzdxl

egitligini g&zoniine alalim. Bdylece (II.5.2) bagintisi ye-

rine

1 > —
fx= g [<X',ax'»>

{11.5.3)

yazilabilir. (II.5.2) ifadesinde (II.1.2) ve (II.1.4) ba-

Jintilari gdzdniine alinirsa



hx. —u hx. -u

(xl—pl)dh—(xz-pz)hde (xl—pl)hd0+(x2—p2)dh

. hzxzde—h2x1p1d8+hx x.dh-hx

1 dh~hx.u.d6

. 1P2 y b |

+ulplhd8—xZuldh+ulp2dh-hxlx2dh+hx dh

2Py

2.2 2

+h xde—h X do+x.u dh—pluzdh-—hx u,d€+hu do

2P2 192 M
2

2
lplh de-xzpzh de+ulp1hd8+u2p2

+ulpzdh—uzpldh+u2xldh-hp2xldh-u1x2dh+hplx2dh

2P2

- (xi-&-xg) h?ag-x hde

hdf6-u.x.hdé

e L | 272

lx

(I1.5.4)
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elde edilir. (II.3.10) denklemleri u; ve u, ve gdre diizen-

lenirse

u;hd6’-u,dhdo- p, (@h*% h?a0®) -andu

1 ~hdu,de

1

hdo 2= p, (ah%+h%a6?)+hdu, do-dhdu

uldhd6+u 1 2

2
bulunur. Burada u, ve u, ¢oziiliirse

p, (ah* h?a6?) -andu, -hdu,de -dhde

1~hdu,
p, (an% h2d82)+hdul-dhdu2 hae?
u.=
1

hdg 2 -dhde
dhd6 hde2

p;h (@h2ae% hlas?) ~hdhdu, 6 z-hzduzde:’l p,dhds (dh% h%de?)

h2ae%an? a o2



hdhdu, A6 °-dn?

do ae

. 1 du2d8
n?ae% anae?
p.dh hzdu2d03%dh2du2de b Pydh  du, (h%ae>dn’de)
=pyh+ T T2.4 3.3 =P - 2.3 -2
' a0 n2asanas a0  de(h’de>anae)
p.Gh du
U= plh-+ 2 - 2
do do
Ve
hde? pl(dh2+h2d62)—dhdul—hduzde [
dhds  p,(dh% h®d 6%)+hau de-dhdu, i
u,. =
2
h2ds? + anZag?
pzh(dh2d62+h2d84)+hzduldSB—hdhduzde2—pldhde(dh2+h2d62)
n2de% an’de?
2 2
dh du1d9+hdu2dhd6
-+
n?de™ an2ae?
p,dh dul(hzde3+dh2de)
= Pyh - + 7.3 .0
e ds (h%ae>+an’ae)
p,dh du
u,= pzh- 1 + 1
ae ae
bulunur. O halde u; ve u, igin
p,dh du
;= plh + 2 - 2
ae as |
{1I.5.5)
p.,dh du
_ _ P 1
uy= pyh +
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egitliklerini yazabiliriz. Bu (IT.5.5) degerleri (II.5.4)

denkleminde yerine yazilirsa,

> U LT I S 2., 2 B
<X ,dX'>—(xl+x2)h do xlplh de x2p2h d0+ulnlhd6+u2p2hﬂmaupzﬂa

—uzpldh+u2xldh—hpzx1dh—u1x2dh+hp1x2dh
pzdh du2 pldh dul
—(plh+ - )xlhde—(pzh— + )xzhdﬂ
do de de deo

- 2.~ 2
= (x*x;)h"de 2x,p,h"de 2%,poh daa-ulplhd61-u292hd8

1-u1p2dh—u2pldh +(uzdh—thzdh+hdu2)xI+(-uldh+2pfmih—hdul)x2

bulunur. Burada iki tarafin integrali alinir ve (II.5.3) e-

§itligi g&zdniinde tutulursa;
o 2 2 c A v [ 2
2fx— (xl+x2)f h=de 2x1 fplh de 2x2f p2h de

+f(ulplhde+u2p2hd8+ulp2dh—uzpldh)

+xﬂ1u2dh—2p2hdh+hdu2)+x2f(2plhdh-uldh-hdu£ (£X.5.5)

ifadesi elde edilir. Bu son esitlikte uj(t) ler periyodik

u. t+ I = u. ( t

uj(t+T) —uj(t)“ 0

dir. Bu sebeple

T i
fdu.= u. |= u,(T)-u, (t)
£ J 3¢ 3 J

yazilabilir. Burada t=0 igin

T
Jdu.= 0
0 J
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dir. Fakat

fhdu. # 0
J
dir.
DiJer taraftan, d(xl=x2ﬁ0) koordinat baslan-

gicinin yoriinge alani igin

=u

1 2
1
fo 73/
“Pydh+pyhdé  -p hdg-p,dh
veya
2~ f(ulplhde+ulp2dh~u2pldh+u2p2hde)(II.S.?)
bulunur.

Homotetik hareket kapal: oldugundan

6(t+T)= B(t)+2mVv
dir. t=0 ig¢in

8(T)= 6(0)+2rv
ve

T
fde= 6(t) [=6(T)-8(0)
0

oldugundan
Jde= 2nv
bulunur. Burada v dénme sayisini gisterir. Bdylece,
rh?do= 2kn (TI.5.8)
diyebiliriz. Burada h=1 igin k=v diir.
Vv#0 ve k#0 i¢in kapali homotetik hareketin §

Steiner noktasini elde edelim.
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IT.5.1 Tanim (Steiner noktasi): h2d8 kitle elementli kitle
Ortiilmesinde hareketli (P) pol ejrisinin agirlik merkezine
Steiner noktasi denir ve kisaca S ile gbsterilir.

S nin koordinatlara s, ve s, ile g6sterilirse

-§——>ﬁ > e
=OS~slel+sze2
veya 2 2
N /bpid8 | sh¥pode |
5 = 2 eyt ) e,
rnas rn2as

yazilabilir. O halde S nin bilegenleri igin

rhp.ae
S, 1
3 rh2ag

(j== 1,2) (IT.5.9)

bulunur. Burada (II.5.8) egitligi g&zdniine alinirsa,

5.=
J 2k

fthjde

olur. (II.5.7), (II.5.8) ve (II.5.9) neticeleri (II.5.6)

da yerlerine yazilirsa

2 2
ZEX— 2kw(xi+x2)-2kﬂ251xl—2kﬂ252x2+2f0
+xlf(—thzdh+hdu2+u2dh)+x2f(2hpldh—hdul—uldh)
veya
f =-kn(x2+x2—2s X,=285,x,)+f + x,f (-2hp.,dh+hdu.+u.dh)
X 172 171 272 o 2 1 2 2 72
1 .
+ 5 x, I(thldh-hdul uldh) (Ir.5.10)

bulunur [2].

Bu son egitlikte 8zel olarak h=1 alinirsa k=v

oldudundan
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1

]_ . - _ = £
> xlf(-thzdh+hdu2—u2dh)- 5 xzf(thldh hdul u,dh)= 0

L

neticesi elde edilir. Buradan da diizlemsel harekette iyi
bilinen

f = nu(x2+x2—2s X,~28,X,)+f

X i i 171 272 0

sonucu bulunur.

1 1] -
5 xlf(—thzdh+hdu2+u2dh)+?? xzf(2hpldh—hdul—u1dh)_ W

diyelim. O zaman (II.5.10) ifadesi yerine

o . - _
fX_ kﬂ(xl+x2 Zslxl 252x2)+f0+u (I1.5.11)

yazilabilir. Bu ifade kapali diizlemsel homotetik hareket-

ler igin Steiner formiiliidir [2].

I1.6 DUZLEMSEL KINEMATIKTE HOMOTETiK HAREKETLER ICIN

HOLDITCH TEOREMI

Bu kesimde diizlemsel kinematikten ¢ok iyi bi-
linen Holditch Teoremini diizlemsel homotetik hareketler

i¢in genellegtirecegdiz.

IT.6.1 Teorem(Holditch Teoremi): E/E' diizlemsel homotetik
hareketinde E' diizleminde bir k' ovali verilsin. Uzunludu
sabit bir dogru pargasinin iki ucunu bu cval iizerinde ha-
reket ettirelim. Dodru parcasi lizerinde tesbit edilen bir
X noktasinin E/E' diizlemsel homotetik hareketler esnasinda
¢izdigi kapali edri ile k' ovali arasindaki b&lgenin alani

sadece X noktasinin dodru pargasi iizerinde se¢ilisine bagdli-

dir.



Ispat:

Sekil II.6.1

Yukaridaki sekilde verilen k' ovalini ve u-
zunludu g olan 0Q dodru pargasaini gdzdniline alalam. 00 dog-
ru parcasinin O ve Q ug¢ noktalari k' ovalini tam bir defa
katedecek gekilde hareket etsin. Bu durumda k=1 ddnme sa-
y1l: kapal:i bir hareket meydana gelir.

0, bir {O;é},éZ} dik koordinat sisteminin
baslangi¢ noktasi olarak seg¢ilirse, X noktasinin koordi-
natlar: (x,0) olur. Bu durumda X noktasinin ydriinge alani

i¢in (II.5.10) dan

- 2 L _
fX~ T(x -2slx)+f0 +3 xS ( 2hp2dh+hdu2+u2dh)

egitligi elde edilir., Burada
f(—2hp2dh+hdu2+uzdh)w u
denilirse

+ X x (IT.6.1)

. 2
f = 1m(x 251X)+f0 >

X
bulunur.
0 ve Q ayni k' ovalini ¢izdigi igin

— f —r (a2 1
£~ fom (@ 28 @)+ £t —— au
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dir. Buradan da

{m (q-?.sl) + -%—u}q= 0

sonucunu elde ederiz. Bu egitlikten s, ¢Ozllirse

bulunur. Bu dederi (II.6.1) de verine vyazarsak

fx

elde edilir. k"

risi arasindaki

F=
oldugundan

F=
veya

=

F:—-

Fe=

elde edilir.

=w{x2—qx— —H_ x}-kf0+ —%—XU

21
=T xz—ﬂqx——%—x-+f04-—%—xu

- 2_
= 7(x qx)+-fo

ovali ile X noktasinin kapali yoriinge eg-

alani F ile g&sterirsek,

fo-fx

2 — 2_
fo—ﬂ(x qx)—fom T{x"—-gx)

-W[xz—(x+y)x]

— -H(xz—xz—xy)

TXY



OZET

Bu tez iki kisimdan olusmaktadir. Birinci
kisimda diizlemsel kinematikte hareketler ic¢in temel kav-

ramlar ve teoremlere yer verildi.

Tkinci kisimda, diizlemsel kinematikte ka-
pPalr homotetik hareketler ig¢in temel kavramlar verildi.
Ayrica, diizlemsel kinematikte hareketler i¢in ivi bili-
nen ivme polleri ve Holditch Teoremi kavali homotetik ha-

reketler icin genellegtirildi.
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ABSTRACT

This thesis consists of two parts. In the
first part the basic definitions and theorems for motions

in the planer kinematics are given.

In the second part, the basic concevts for
closed homotetic motion in the planer kinematics are gi-
ven. Aftemmore, acceleration poles and Holditch's Theorem
which is known for motions in the planer kinematics are

generalized to closed homotetic motions.
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