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OZET

Ez YARI OKLID UZAYINDA YARI REEL KUATERNIYONIK
EGRILERIN EVOLUSYONU UZERINE

Bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir. Birinci Béliimde giris kismina yer verilmistir. ikinci
kissmda Oklid uzay1 ve yari-Oklid uzayinda temel kavramlar tamitilmistir. Ayrica reel
kuaterniyolar ve yari-reel kuaterniyonlar kiimesinde temel kavramlar verilmis olunup reel
kuaterniyonik egriler ve yari-reel kuaterniyonik egrilerden bahsedilmistir.

Ugiincii boliimde n-boyutlu Oklid uzayinda ve 3-boyutlu Minkowski uzayinda egrinin elastik
olmayan akisi incelenmistir. Ayrica bu bolimde reel kuaterniyonik egrinin elastik olmayan
akist incelenmis olunup, kuaterniyonik egrinin Frenet catis1 ve egrilikleri ile ilgili evoliisyon
denklemleri elde edilmistir. Ayrica egri akist kullanilarak integrallenebilme kosulu verilmistir.
Doérdiincti bolim bu calismanin orjinal kismini olusturmaktadir. Bu boéliimde yari-reel
kuaterniyonik egrilerin elastik olmayan akisi incelenmistir. Yari-reel kuaterniyonik egrinin
Frenet catis1 ve egrlikleri ile ilgili evoliisyon denklemleri elde edilmistir. Elastik olmayan yari-
reel kuaterniyonik egri akist kullanilarak integrallenme kosulu verilmistir. Son olarak

egriliklerin evoliisyon denklemleri ile alakali 6rnekler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yar1-Oklid Uzay1, Yari-Reel Kuaterniyon, Yari-Reel Kuaterniyonik
Egri, Elastik Olmayan Egri Akisi, Evoliisyon.
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ABSTRACT

ON THE EVOLUTION OF SEMI REAL QATERNIYONIC CURVES IN THE
SEMI EUCLIDEAN SPACE E

This study consists of four parts. The first chapter includes the introduction. In the second part,
basic concepts in Euclidean space and semi-Euclidean space are given. In addition, the basic
concepts in the set of real quaternions and semi-real quaternions are given, and real quaternionic
curves and semi-real quaternionic curves are mentioned.

In the third chapter, the inextensible flow of curve in n-dimensional Euclidean space and 3-
dimensional Minkowski space has been investigated. In addition, in this section, the
inextensible flow of real quaternionic curve has been examined, the evolution equations related
to the Frenet frame and curvatures of the quaternionic curve have been obtained, and the
condition of integration has been provided by using the curve flow.

The fourth part is the original part of this study. In this section, inextensible flow of semi-real
quaternionic curves have been investigated. The evolution equations related to the Frenet frame
and curvatures of the semi-real quaternionic curve flow is given. Finally, examples related to

the evolution equations of curvatures are given.

Keywords: Semi-Euclidean Space, Semi-Real Quaternion, Semi-Real Quaternionic Curve,

Inextensible Curve Flow, Evolution.

iii



ICINDEKILER

Sayfa No

ON SOZouuiiuircircisinsiscsssississssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss i
OZET i
ABSTRACT iii
ICINDEKILER iv
SEKILLER LISTESI v
SIMGELER VE KISALTMALAR LISTESI vi
1. GIRiS 1
2. TEMEL KAVRAMLAR ....covininiienessncncsnnssnsssssesssssessessessssssssssssssssssasees 2
2.1. Oklid Uzayi ve Egriler 2
2.2. Yar1-Oklid Uzay1 ve Egriler

2.3. Reel Kuaterniyonlar ve Reel Kuaterniyonik Egriler 9
2.4. Yar1-Reel Kuaterniyonlar ve Yari-Reel Kuaterniyonik Egriler......cceeueeeees 15
3. EGRI EVOLUSYONU 19
3.1. E™ de Egrilerin Evoliisyonu 19
3.2. EY de Egrilerin EVOlUSYONU .iccececssssessssescsssnssssssesssssssssssassssessssssassssassssssase 26
3.3. E* de Kuaterniyonik Egrinin Evoliisyonu 33
4. E3; DE YARI-REEL KUATERNiYONiK EGRILERIN
EVOLUSYONU 41
KAYNAKCA LISTESI 52
0Z GECMIS 54

iv



SEKILLER LiSTESI

SeKil 4.1, K(S, 1) EVOIUSYONU ...uveiiiiiiieiieeiieriee ettt ettt iee e et e e e e beessaeeneeas 49
SeKil 4.2, k(S,1) @VOIUSYONU...cvuiuiiririierieiriieieieiceeietee ettt sttt sse s snans 50
Sekil 4.3. (r — €:7ENK) (S, 1) @VOLUSYONU....viiniiieiiieicieieeie et 50
SeKil 4.4, K(S, 1) EVOIUSYONU...coviuireiriierieieiiesieieissesessssiesessessesssssssesesssssesessssssesessssnsesesssens 51
SeKil 4.5. k(S, 1) EVOIUSYONU.....couiuiiieirieeirieiree ettt ettt sseasses 51

Sekil 4.6. (1 — €:7ENK) (S, 1) EVOIUSYONU....vovnieieieeiiiieieieicese ettt ese s sesnans 51



SIMGELER VE KISALTMALAR LISTESI

Simgeler
E™ : n-Boyutlu Oklid Uzay1
|4 : Vektor Uzayt
(,) : i¢ Carpim Fonksiyonu
x(E™) : E™ de Vektor Alanlarin Kiimesi
T (P) : E™ in P Noktasindaki Tanjant Uzay1
Il : Norm
A : Vektorel Carpim
d : Metrik
V; : E™ Oklid Uzayinda i- yinci Frenet Vektorii
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Q : Reel Kuaterniyonlar kiimesi
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{T,N{,N,, N3} : Kuaterniyonik Egrinin Frenet Vektorleri

{i, k,(r —K)} : Kuaterniyonik Egrinin Frenet Egrilikleri

Q, : Yar1-Reel Kuaterniyonlarin Kiimesi

3—? : E3 de Yar1-Reel Kuaterniyonik Egri Akisi

{T, N1, N,, N3} : Yar1-Reel Kuaterniyonik Egrinin Frenet Vektorleri

{r, k,(r — g,erenK)} : Yar1-Reel Kuaterniyonik Egrinin Frenet Egrilikleri



1. GIRIS

Egriler teorisinin fizik, kimya, biyoloji ve miihendislikte bir¢ok uygulamasi mevcuttur.
Bu calismalarin ¢ogunda dis etkenler goz ardi edilmistir. Ancak son zamanlarda yapilan
calismalarda ise bu alisila gelmisin disinda zaman parametresi yani dis etkenler aktif rol
oynamaktadir. Bu da egrilerin zamana gore degisimini yani egri akisin1 daha onemli hale
getirmistir. Ozellikle fizikte ve miihendislikte, bilgisayar animasyonlarinda hatta yapisal

mekanik alaninda bile bir¢ok degisim egrilerinin uygulamalari mevcuttur.

Zaman parametreli egri aileleri, degisim egrileri olarak diisiiniilebilir. Egriye karsilik
gelen akis tarafindan olusturulan bir egrinin zamana gore degisimlerini bu ¢alisma boyunca egri
evoliisyonlarin1 akis olarak ifade edilecektir. Literatiirde egri akisi hakkinda birgok calisma
mevcuttur. Esnek olmayan egri akisi ve 3-boyutlu Oklid uzayindaki egriler Kwon and Park
tarafindan c¢alismistir (Kwon vd., 2005: 1156) ve n-boyutlu esnek olmayan egri akisi tarafindan
calismistir (Yildiz vd., 2013: 118). Ayrica Kuaterniyonik egriler i¢inde esnek olmayan egri
akislar1 calisilmistir. Bunlardan bazilar1 yari-reel kuaterniyonik egriler ve esnek olmayan

kuaterniyonik egrilerin akisidir. (Korpinar ve Bas, 2016: 1680)

Bu tez calismasinda, Ej Yari Oklid uzaymnda yari-reel kuaterniyonik egrilerin
evoliisyonlar1 incelenmistir ve yari-reel kuaterniyonik egrilerin akislari i¢in bazi gerek ve yeter
kosullar verilmigstir. Frenet ¢atis1 evoliisyon denklemi ile ifade edilmistir. Ayrica diisiiniilen

model i¢in integrallenebilirlik kosulu (sifir egrilik durumu) elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Oklid Uzay1 ve Egriler

Bu kisimda n-boyutlu Oklid uzay1 ve bu uzayda egriler ile ilgili temel tanimlar ve

kavramlar ele alinmstir.

Tamm 2.1.1. A bostan farkli bir kiime ve V, R cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun; VP, Q,R €
A i¢in
fi AxA -V
(P,Q) - f(P,Q)= PQ

doniistimii
i.VP,Q,ReAicinf (P,R)= f(P,Q)+ f(Q,R)

ii.VP € A ve Vv €V igin f (P,Q) = v olmak lizere A kiimesinde bir tek Q noktasi
vardir, afin aksiyomlar1 saglaniyorsa, A kiimesine V vektor uzayi ile birlestirilmis bir afin uzay1

denir (Hacisalihoglu, 2000: 1).

Tamm 2.1.2. A, V vektor uzayi ile birlesen n-boyutlu bir afin uzay olsun. P € A, v € V igin
(P, v) ikilisine A afin uzayinda bir tanjant vektor denir ve v, ile gosterilir. P € A noktasindaki
tanjant vektorlerinin kiimesi T,4(P) bir reel vektdr uzayidir ve bu uzaya tanjant uzay1 denir

(Hacisalihoglu, 2000: 1).

Tanim 2.1.3. VP € E™ noktalar1 lizerindeki tanjant uzaylarinin birlesimi

olmak tlzere
X:E" > U Ten(P)
PEEM

P —>Xp

doniistimiine E™ de bir vektor alani denir ve E™ deki vektor alanlarmin kiimesi de y(E™) ile
gosterilir. y(E™) vektor alanlarinin kiimesi reel vektor uzayidir ve bu uzaya vektor alanlarinin

uzay1 denir (Hacisalihoglu, 2000: 3).



Tamim 2.1.4. V kiimesi R reel sayilar cismi lizerinde bir vektor uzay1 olmak tizere, Vx,y € V
icin V de bir
() VxV - R
(x,y) = (x,y)

i¢c carpim fonksiyonu tanimlanabilirse, V vektor uzayina, tanimlanan fonksiyon ile beraber bir

i¢c carpim uzay1 denir (Hacisalihoglu, 2000: 4).
Tamm 2.1.5.
() R"xR" -» R

x = (Xxq1,%X2, ., Xp)

X, - X, = 7."': XiYi, {
x,y) (x,y) = Xie1 XY Y = (Y1, V2> ver V)

seklinde Oklid i¢ carpimi tanimlanirsa A afin uzayma n-boyutlu Oklid uzay1 denilir ve R ile
gosterilir (Hacisalihoglu, 2000: 4).

Tanim 2.1.6. X € R" olmak tizere X vektoriiniin normu

IX1l = (X, X)
seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 2000: 6).
Tanmm 2.1.7. VX,Y € R" olacak bi¢cimde
dX,Y) =X -YIl

esitligi ile tanimli d:R"™x R™ - R fonksiyonuna, R"™ wuzaymda bir metriktir denir

(Sabuncuoglu, 2017: 1).
Tamm 2.1.8. VX, Y € R3 olacak sekilde
XNy = (X33 = Y2X3,X3Y1 — V3X1, X1Y2 — Y1X2)

esitligi ile tanimhi A: R3x R3 — R3 fonksiyonuna vektdrel carpim denir (Hacisalihoglu 2000:
6).

Tanim 2.1.9. n-boyutlu bir Oklid uzay1 alinsin ve I € R agik bir alt aralik olmak {izere;
a:l - E"
s = a(s) = (a1(s), az(s), .., an(s))

fonksiyonu diferansiyellenebilir ise a ya E", n-boyutlu bir Oklid uzaymda (I, a) koordinat
komsulugu ile verilmis bir egri denir ve M ile gosterilir (Hacisalihoglu 2000: 139).



Tamm 2.1.10. a:1 — E™ egrisi verils’in. Her t €.1 i¢in a'(t) # 0 ise a egrisine diizenli egri

(regiiler egri) denir (Hacisalihoglu,2000: 150).

Tamim 2.1.11. «, E" de bir egri olsun. Vt € R i¢in

b _da _ (day() dax(®)  dan(®)
a(t)—dt (dt Yoar 7T at )

vektoriine, a egrisinin a(t) noktasindaki teget (hiz) vektori denir (Shifrin, 2011: 1).

Tanmm 2.1.12. ] € R de tanimh bir a egrisi ve J acik araliginda diferansiyellenebilir bir
fonksiyon h: ] = I ise § = a o h:] = [ bileske fonksiyonu bir diferansiyellenebilir egridir ve

[ ya hile a nin yeniden parametrizasyonu denir (Hacisalihoglu,2000: 142).

Tammm 2.1.13. @, E" de bir egri olsun. Lineer bagimsiz {a’,a”, ...,a(r)} sisteminden elde
edilmis olan {V;,V5, ..., V,} ortonormal sistemine a egrisinin a(t) € E™ noktasindaki Serret-
Frenet r-ayaklis1 veya Frenet ¢atisi denir. Burada her a(t) i¢in VV;(t), 1 < i < r vektorlerinin

her biri a(t) noktasinda bir Frenet vektorii belirtir. (Hicks, 1965: 18).
Tamm 2.1.14. E" de bir M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin s € I ya karsilik gelen
a(s) egrisinin Frenet r-ayaklisi {V; (s), V5(5), ..., V,.(s)} olmak tizere,
ki:1- R
s = ki(s) =(V'i(),Visa(s)), 1<is<r
seklinde tanimlanan k; fonksiyonuna egrinin i-inci egrilik fonksiyonu k; € R sayisina da

egrinin a(s) noktasindaki i-inci egriligi denir. Burada (') ile egrinin yay parametresine gore

tiirev gosterilmektedir (Hicks, 1965: 18).

Teorem 2.1.1. (I, a) koordinat komsulugu ile M € [E* egrisi verilsin. s € I yay parametresi
icin, M birim hizli egrisinin birim teget vektor alan1 ¢t(s) asal normal vektor alan1 n(s) ve

binormal vektor alani b(s) olmak tizere {t(s),n(s),b(s)} Frenet vektorleri

t(s) =a'(s)

1
lle”” ()l

n(s) = a'(s) 2.1
b(s) = t(s) An(s)

seklindedir (Hicks, 1965: 19).



Teorem 2.1.2. (I,a) koordinat komsulugu ile M € E3 egrisi verilsin. s € I herhangi bir

parametre olmak lizere, M egrisinin a(s) noktasindaki egriligi ve burulmasi, sirasiyla

_ le'&na" &

k() = Hoor (2.2)
_Ad' ()ra’ ()2 (s))

w(s) = ' (s)ra’’ (s)I12

dir (Hicks, 1965: 189).

Teorem 2.1.3. M € E* egrisi (I,§) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I herhangi bir
parametre olmak tizere M egrisinin &(s) noktasindaki {T'(s), N;(s), N,(s), N3(s)} Frenet

vektorleri

1

T(s) =z ¢

€' @I £ )=(&' )" () €'(5)

Ni(s) = &' (1% & ()=( &' (). (D) " (I

N,(s) = nN3(s) AT(s) A N1(s)

T($)AN1(s)A §""" ()
IT(S)AN1 ()N E" ()l

N3(s) =7 (2.3)

seklinde hesaplanir (Ozyilmaz ve Yilmaz, 2009: 170).
Buradaki vektorel carpim asagidaki gibi tanimlanir.
Tamm 2.1.15. 4, B ve C € R* ve R* uzaymin standart bazi1 {T, N;, N,, N3} olmak iizere

A= (ay,a3,a3,a4)
’ B = (b1,b2,b3'b4)
C = (C1'C2'C3'C4-)

T N1y Nz N3
air a; az Q4
bi b, bz by
€1 c C3 Cy

AANBAC =

seklindeki ¢arpima R* uzayinda bir vektdrel carpim veya dis ¢arpim denir (Ozyilmaz ve
Yilmaz, 2009: 170).



Teorem 2.1.4. (I,¢) koordinat komsulugunda M S E* egrisi verilsin. s € I herhangi bir
parametre olmak tizere £ (s) noktasindaki M egrisinin Frenet egrilikleri,

@I " )-(&' 8" ) &6
s) =

te( oL

2(s) = — IO O €'
€S2 € ()~(£ ()8 () €' G

2.4)

_ (EW)(s),E(s))
o(8) = e e T

olarak hesaplanir (Ozyilmaz ve Yilmaz, 2009: 171).

Tamim 2.1.16. E" de (I, @) koordinat komsulugu ile bir M egrisi verilmis olsun. Egrinin yay
parametresi s € I olacak bi¢cimde a egrisinin Frenet r-ayaklisi da {V;(s),V,(s),...,V,(s)}
seklinde verilsin. @ egrisinin a(s) noktasindaki egrilikleri k;(s), 1 < i < r olmak iizere bu

egrinin Frenet Formiilleri
i Vi(s) = ki(s)V2(s)
ii. Vi(s) = —ki_1()Vi1(s) + ki(s)Viq(s),i # 1 (2.5)
i, V(s) = —ky_1(s)Vr_1(s)

seklinde tanimlidir. Frenet formiilleri

B 0 k, 0 0 .. O 0
v, —k4 0 k, 0o .. O 0
E = V:3 ve Q = 0 —:kz 0 k:3 0 O (2.6)
Vr—l O 0 O 0 0 kr—l
Vr 0 0 0 0 _kr—l 0
olmak tizere
E, = QE

seklinde de ifade edilebilir (Hacisalihoglu, 2000: 155).
2.2 Yar1-Oklid Uzayi ve Egriler

Bu kisimda n-boyutlu yari-Oklid uzay1 ve bu uzayda egriler ile ilgili temel tanimlar ve

kavramlar ele alinmistir.



Tamim 2.2.1. V vektor uzayi lizerindeki bir simetrik bi-lineer form g olsun. g simetrik bi-lineer

formu eger
i. Vv €V vev # 0i¢in g(v,v) > 0 ise g pozitif tanimli,
il. Vv €V vev # 0i¢in g(v,v) < 0 ise g negatif tanimli,

1ii. Vv €V vev # 0i¢in g(v,v) = 0 ise g yari-pozitif tanimli,

1v. Vv €V vev # 0i¢in g(v,v) < 0ise g yari-negatif tanimli,

V. vv,w € V igin g(v,w) = 0 oldugunda v = 0 olmak zorunda ise g non dejenere
degilse dejeneredir, denir (O’Neill, 1983: 126).

Tamm 2.2.2. n-boyutlu bir vektdr uzay1 V olsun ve V iizerinde simetrik bi-lineer form da g

olsun. W da V nin bir alt uzayi ve g nin W altuzayina kisitlanmis hali g| y ise
glwWxW - R

negatif tanimli olacak sekilde en biiylik boyutlu W alt uzaymin boyutuna g simetrik bi-lineer

formun indeksi denir ve g nin indeksi 0 < p < n olmak iizere p ile gosterilir (O’Neill, 1983:

126).

Tamim 2.2.3. R™ n-boyutlu standart reel vektor uzay1 ve 0 < p < n olacak bigimde g non-

dejenere, simetrik bi-lineer formu
14 n
gu,v) = _Zuivi + z Uv;
i=1 i=p+1

bigimde tanimliysa, R" ye yar1-Oklid uzay1 denir ve yari-Oklid uzay Ry ile gosterilir. Eger

p=1ven = 2 ise R uzay1 n- boyutlu Minkowski uzay1 adini alir (O’Neill, 1983: 127).
Tanm 2.2.4. v € R} olmak iizere

i. g(u,v) >0 yada v = 0 ise v vektoriine spacelike vektor,

ii. g(u,v) < 0 ise v timelike vektor,

iii. g(u,v) = 0 ise v null vektor,
denir (O’ Neill, 1983: 127).

Tanm 2.2.5. u,v # 0, u,v € R olmak iizere g, v) =0 ise u ile v vektorleri ortogonal

vektorlerdir denir ve u L v bigiminde gosterilir (O’ Neill, 1983: 127).



Tanim 2.2.6. Vv € Rg olmak lizere

vl = V1g(w,v)l

seklinde tanmimlanan || [[: R} - R fonksiyonu bir normdur ve |[|v|| sayisma v vektdriiniin

normudur denir (O’Neill, 1983: 128).

Tamim 2.2.7. {e;, e,, ..., e, }, R} uzaymin ortonormal bir bazi ve g(e;, e;) = €;_; olmak iizere

Vv E ]R{g vektori

n

v = z gi-19W, e)e;

i=1
seklinde tek tiirlii bellidir (O’Neill,1983: 128).

Tanim 2.2.8. p, E} de bir sifirdan farkli bir egri olacak sekilde p: I € R - E} donistimii
verilsin. p(s) egrimiz (p(s), p'(s)) = & ise egrisi birim hizlidir. p birim hizli egrisi boyunca
hareket eden Frenet catisinin elamanlarint {V;, V5, ..., V,}, egrinin egrilik fonksiyonlarini

k; (i=1,23,..,n—1) olacak sekilde secilsin.

Boylece Frenet formiilleri

V' =k, V,
Vi = =g 26 1kiVieqg + kiViyq, 1<i<n, (2.7)
Vi = —&n-2&n-1kn-1Vn-1,

seklindedir, burada

<Vi’Vi> =&-1 = ;1 dir.
Frenet formiilleri

V= [V1 V2 I/n]T

ve
0 ky 0 0 0
—£0€1k1 O kz 0 0
o=| 0 —&1&2ky 0 0 0 (2.8)
O O 0 0 kn—l
0 0 0 - gn—zgn—lkn—l 0

olmak iizere V; = QV seklinde ifade edilebilir (ilarslan, 2002: 21).



Ozel Hal n = 3, p = 1 6zel halinde; eger egrimiz timelike normalli spacelike egri ise (2.7)

denklemlerinden
V1’ O k1 O Vl T’ 0 K O T
Vil=1|-ki 0 k| |V2]| veya |N'|=|-x 0 | |[N]
V3 0 -k, 01 1LV; B’ 0 —7 0l1LB

eger egrimiz spacelike normalli timelike egri ise (2.7) denkleminden

Vi1 10 k, 07V T [0 x O[T
Vol=1ki 0 ky| V2] veya |N'| = 0 t||N|
vi| Lo k, ollv, gl lo « olls

eger egrimiz spacelike binormalli timelike egri ise (2.7) denkleminden

A 0 k, 071[V T 0 k O][T
Val=1|—ki 0 k| |[V2]| veya IN'|=|-k 0 <t||N
Z 0 k, 0llv, B’ o = ollB

elde edilir. Burada 7-inci egrilik olan k, (s) = x(s) degeri sadece egrilik adiyla ve 2-inci egrilik

olan k,(s) = 7(s) degeri de burulma (torsiyon) adiyla bilinir (Ilarslan, 2002: 22).
2.3. Reel Kuaterniyonlar ve Reel Kuaterniyonik Egriler

Bu boéliimde kuaterniyonlar ve kuaterniyonik egriler ile alakali temel kavramlara yer

verilecektir.

Tamm 2.3.1. Bir Reel kuaterniyon, dort reel saymnin, +1,eq,e5,e5 gibi dort birime eslik
etmesiyle tanimlanir. Dort birimden +1 ile gosterilen reel bir say1 olmak iizere diger birimler

arasindaki iliski asagidaki gibidir:

ii.e, Ne3 =eq, esNe; =ey €4 Ney, =e3,
1il. 83/\32 = _el;ell\e3 = _eZteerl = —é3

a, b, ¢, d reel say1 ve eq,e,, ez birimleri 3-boyutlu reel vektér uzaymnin dik koordinat

sistemindeki baz vektorleri olmak lizere
q=d+ae, + be, +ces
seklinde gosterilir.

q kuaterniyonunun S, skaler ve V, vektorel kismi olmak tizere

q

Sq=4d, V; =ae; + be, + ces



seklinde iki kisma ayrilir. Yani bir reel kuaterniyon
q=354+V
biciminde ifade edilir. Reel kuaterniyonlar kiimesi
Q = {qlq =ae; + be, + ce3+d;a,b,c,d € R, e;_; € R3}
seklinde tanimhidir. (Hacisalihoglu, 1983: 79).
Tamim 2.3.2. Reel kuaterniyonlar kiimesi iizerinde toplama islemi
Sar ¥ Sq, = Sqy@a, Ve Vo Vg, = Vaie0,
olmak iizere
©:QxQ-Q
q;+4; = 4,99, = Sq,0q,% Vg,04,

bi¢iminde tanimlidir. Burada S, + S, islemindeki “+” R tizerindeki toplama islemi, V;, + V;,

islemindeki “+” ise R® uzayindaki toplama islemidir.

O halde ( Q, ® ) ikilisi degismeli gruptur. Bu grubun etkisiz elemani sifir kuaterniyonu
ismini alir ve (0,0,0,0) sirali dortliistinden olusur (Hacisalihoglu, 1983: 80).

Tanim 2.3.3. Q kuaterniyonlar kiimesi tizerindeki skalarla ¢arpma islemi;
O:RxQ - Q
L) > 210 q=2q=15;+ 1V,
seklinde tanimlanir ve asagidaki 6zellikleri saglar.
1. 21019 q2) =208 10O q2, VAER Ve Vg, q; €Q,
ii. L+2)09=1, 0+ (14,0q), V4, ERveVq €Q,
iii. (A1) Og= 4, O (4, © g),
iv. 1(Og=q.

O halde {Q,®, R, +,.,(O} sistemi bir reel vektor uzay1 olur. Bundan sonra Q daki toplama @

ve (O skalarla carpma islemleri, sirasiyla “+” ve “.” ile gosterilecektir (Hacisalihoglu, 1983:81).
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Tanmm 2.34. q4,q, € Q,
q1 = dy + ase; + bie; +cqe3,
qy = d; + azeq + bye, + cye;
olmak iizere;
xQxQ-Q
(a,.9,) > 9,x q,
q1X Q2 = (dy + ajeq + biey + cre3)x (d, + azeq + byey + cpe3)
= didy — (a1a24b1b; + ¢1¢2) + (d1a; + ayd; + bic; — ¢1by)ey
+ (dyby + b1d, + c1d, — aqcy) e + (dycy +dyc1 +a1by, — biay) e
bi¢ciminde tanimi isleme kuaterniyonik ¢carpma islemi denir (Hacisalihoglu, 1983: 82).
Kuaterniyonik ¢arpma islemi

qlxqzzs‘h-l_qu_(Vq V612)+SQ1V212+S v +V;I1AV212

1’ qz"q1
seklinde de verilebilir.

Kuaterniyoniyonik ¢arpma islemi agagidaki 6zelliklere sahiptir.

i. Iki kuaterniyonun ¢arpimlari bir kuaterniyondur.
ii. Kuaterniyon ¢arpimu birlesme 6zelligine sahiptir.
iii. Kuaterniyon ¢arpimi dagilma 6zelligine sahiptir.

Bunlara ek olarak kuaterniyon ¢arpiminin degisme 6zelligine sahip olmadig1 da sdylenebilir. O
halde {Q, ®, R, +,.,©, x} kiimesinin asosyatif (birlesimli) bir cebirdir ve bu cebire kuaterniyon

cebiri denir. Bu cebirin bir taban1 {+1, e;, e,, e5} dir ve boyutu da 4 tiir. Ozel olarak

q1X 4z = 42X q1

olabilmesi i¢in q; ve g, birer skalar veya vektor kisimlari (V}h = /1Vql) orantili olmalidir

(Hacisalihoglu, 1983: 83).
Tanim 2.3.5. Vq4, q, € Q icin esitlik bagintisi
91 = qz<:>SQ1 = SQz velg, =V,

qz

bi¢iminde tanimlidir (Hacisalihoglu, 2000).
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Tanim 2.3.6. q4, g, € Q olmak iizere iki kuaterniyonun farki
¢ — qz2 = (Sg, — Sq,) + (Va, — Vi)
seklinde tanimlidir (Hacisalihoglu, 1983: 83).
Tamm 2.3.7. q4, q; € Q olmak lizere eslenik g = S, +V, € Q olmak tizere
Q- Q
q-q=S.-"V
seklinde tanimlidir. Burada § kuaterniyonuna q kuaterniyonunun eslenigidir denir.
Bir kuaterniyonun eslenigi ile carpimi
qxq = (d+ae, +be,+ce3) x (d—ae; + be, + cez)
=d*+a*+b*+c*
dir. Buradan
Ggxq=qxg>0,qg+0
Gxq=qx3d=0=qg=0
oldugu kolayca goriiliir. Eslenik islemi
i.ag, + bq, = ag, + bg;
i. (g1 +42) = 41 + G
ii.g = q
ozelliklerine sahiptir.
Tamm 2.3.8. Q Reel kuaterniyonlar kiimesinde reel degerli, simetrik, bilineer h fonksiyonu

h:QxQ—-R

1 A P
(91,92) = h(q1,92) = 5(9:1xG; X G2 x §1)

seklinde tanimlhidir. 4 fonksiyonuna kuaterniyonik i¢ carpim fonksiyonu denir (Bharathi ve

Nagaraj, 1987: 507).

Tamm 2.3.9. ¢q,q; € Q kuaterniyonlar1 icin h(qq,q,) =0 sartim saglaniyorsa qq,q»
kuaterniyonlarina s-ortogonal denir (Hacisalihoglu, 1983: 84).
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Tanim 2.3.10. Q tizerindeki norm tanim1 q € Q i¢in
92 = h(q1, ) = qx§ = d* +a? +b* +c?
seklinde tanimlidir (Hacisalihoglu, 1983: 86).

Tanim 2.3.11. Bir ¢ € Q kuaterniyonunun tersini

()™Q—-{0}-Q—{0}

biciminde tanimlidir (Hacisalihoglu, 1983: 86).
Boylece Q iizerinde bolme islemi tanimlanmis olur.

Tanmm 2.3.12. g, # 0 olmak {izere g, kuaterniyonunu g, kuaterniyonuna bdlebilmek i¢in g,
kuaterniyonu q,~?! ile sagdan ve soldan garpilir. Bunun nedeni ise kuaterniyon ¢arpiminm

degisme 6zelliginin olmamasidir. O halde

_ -1
n=4q1Xq;

_ -1
n=4q; " X(q

ifadeleri elde edilir. Burada r; kuaterniyonuna, q; kuaterniyonunun q, kuaterniyonu ile sagdan
boliimii, 7, kuaterniyonuna, g; kuaterniyonunun g, kuaterniyonu ile soldan bdliimii denir.

Burada r; ve r, birbirinden farkli kuaterniyonlardir (Hacisalihoglu, 2000: 86).

Tanmm 2.3.13. Birim kuaterniyonlar g, ile gosterilir ve normu “1” dir. (Hacisalihoglu, 1983:

86).
Vektorlerde oldugu gibi herhangi bir birim kuaterniyon
llgll> = h(q,q) = qx § = d* + a® + b* + c?

olmak tuzere

q __ d+aejt+bej+ces

9o =gl = VaZrazsvric2
seklinde elde edilir.

r ve (o birim kuaterniyonu

cosf = d sinf = a’tbiter
Vd2+aZ2+b2+c2’ Vd2+a?+b2+c2

olmak tizere;
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qo = cos 0+S,sin 0

seklinde yazilabilir. a® + b% + ¢? # 0 igin

aei+bey+cez

S, =
0 va?+bZ+c?

birim vektoriine qo birim kuaterniyonunun ekseni denir (Hacisalihoglu, 1983: 87).
Tamim 2.3.14. Q reel kuaterniyonlar kiimesi ve s € I = [0,1] olmak lizere,

a:l cR-Q

3

s—-a(s) = Z a;(s)e;, (1<i<3)

i=1
seklinde tanimlanan egriye uzaysal kuaterniyonik egri denir (Bharathi ve Nagaraj 1987: 510).

Teorem 2.3.1. Uzaysal kuaterniyonik egri a olsun. s € [ = [0,1], @ egrisinin yay parametresi

olmak bigimde a egrisinin a(s) noktasindaki {t(s), n(s), b(s)} Frenet vektorleri;

t(s) = %a’(s} lla’ ()l = v(s)
n(s) = b(s) x t(s) (2.9)
b(S) — a'(s) x a'' (s)+v(s)v'(s)

lla’(s) x a’’ (s)+v(s)v' ()|
seklinde elde edilir (Bharathi ve ve Nagaraj, 1987: 510).

Teorem 2.3.2. s € | = [0,1] yay parametresi ile verilen a uzaysal kuaterniyonik egrisi olsun.
a(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisin1 {t(s),n(s), b(s)} ve egriliklerini de k(s),r(s) olmak

uzere,
t'(s) = k(s)n(s)
n'(s) = —k(s)t(s) + r(s)b(s) (2.10)

b'(s) —r(s)n(s)

formiillerine Frenet formiilleri denir ve Frenet formiilleri matris formunda

t' 0 k0]t
nl=|-k 0 r [nl
b’ 0 —r o0lbb

Seklinde gosterilebilir (Bharathi ve Nagaraj, 1987: 511)

14



Tanim 2.3.15. Q Reel kuaterniyonlar kiimesi

B:1=[01]c R-Q,

4

s - B(s) == Zai(s)ei, 1<i<4), e =1

i=1
biciminde tanimlanan egriye bir reel kuaterniyonik egri denir (Bharathi ve Nagaraj, 1987: 511).
Teorem 2.3.3. 8:1 - Q kuaterniyonik egrisi s € I = [0,1] yay parametresi ile verilmis olsun.

B egrisinin S(s) noktasindaki Frenet vektorleri {T'(s), N;(s), N,(s),N5(s)} ile egrilikleri
k(s),k(s) ve (r(s) — k(s)) arasindaki iliski

T'(s) = k(s)Ny(s), k(s) = IT' (), N;(s) = t(s) x T(s),
Ny'(s) = —k($)T(s) + k(s)N,(s), N,(s) = n(s) x T(s),
N,'(s) = —k(s)Ny(s) + (r(s) — k(s))N5(s), Ns(s) = b(s) x T(s), (2.11)

N5'(s) = =(7(s) — x(s))N(s)

seklindedir (Bharathi ve Nagaraj, 1987: 511).

T [T 0 0 0

_ M _ Ny’ |-k 0 k 0
V= N, Ve = N, veQ = 0 —k 0 (r—x) (2.12)

N3 N3’ O 0 _(T_K) 0

olmak tizere Vg = Q.V seklinde de ifade edilebilir.

Verilen ifadede B(s) egrisi segilirken egrinin birim teget vektorii T(s) vektori i¢in
t(s) = N;(s) x T(s) dir. Buradan da B(s) egrisinin burulmasi, a(s) uzaysal kuaterniyonik
egrisinin asli egriligidir. Burada a(s) uzaysal kuaterniyonik egrisinin burulmasi r(s) ve S(s)
kuaterniyonik egrisinin asli egrligi k(s) olmak lizere B(s) kuaterniyonik egrisinin tgiinci

egriligi (r(s) — k(s)) dir (Bharathi ve Nagaraj, 1987: 512).
2.4. Yar1-Reel Kuaterniyonlar ve Yari-Reel Kuaterniyonik Egriler

Bir yar1 reel kuaterniyon +1, eq, e,,e3 gibi dort birime sirali dort reel sayinin eslik
etmesiyle tanimlanabilir. Burada +1 reel say1 olmak iizere diger ii¢ birim i¢in asagidaki
ozellikler gecerlidir;

e X, e =—¢&,

.. _ 3
ii. €; X, € = €¢,Ec €k (R3),
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_ 4
iii. e; x;, € = —&¢, &€k, (R3).

Eger €,, =1 ise e; spacelike, &, = —1 ise e; timeliketir. Boylece bir yar reel

kuaterniyon, bilesenleri d,a, b,c € R olmak ilizere ¢ = d + ae; + be, + ce; seklinde ifade

edilir. 3-boyutlu yar1 reel vektér uzaymin bir dik koordinat sisteminin baz vektorleri olarak

ey, €, 3 birimleri alinabilir.

S, skaler kismu, V; vektorel kismi gostermek lizere bir yari reel g kuaterniyonu g =

Sq + V4 seklinde yazilabilir. Yari reel kuaterniyonlarin kiimesi Q,, ile gosterilir (Tuna, 2002:
5).
Tamm 2.4.1. q; =S4, +V,,, 92 = S¢,+tV;, € Q, ve A1 €R olsun. Q, ilizerinde sirasiyla,

toplama (i¢ islem) ve skaler ile carpma (dis islem) islemleri
®: QxQ - Q
(41,42) = 119492 = Sq,040,*Vg,04,
O:RxQ - Q
g -10q=41S,+ 2V,
seklinde tanimlanir. {Q,, ®, R, +,.,O} sistemi bir reel vektor uzayidir (Tuna, 2002: 6).

Tanmm 2.4.2. d{,a,,by,c; ER igin q; = d; + a,e; + bye, + cye3 ve d,,a,,by,c; €ER igin

q, = d, + aze; + bye; + cye5 gibi iki yari-reel kuaterniyonun garpimi
q1 X 42 = dqdp — (5e1a1a2 + &.,b1b; + €e3C1C2)
+(diay + aydy + &¢,€0,(byc; — c1b3))eq

+ (d1b2 + bid; + &, &, (C1a, — alcz)) e,

+ (dlcz + dycq + &¢, €0, (arhy — blaz)) e
Seklinde tanimhidir. Eger q; = S, +V;,, ve q; = S4,+V,, seklinde ifade edilir ise
1% 42 = Sq,Sq, = Vo Voo )+ Sq, Ve, + 8¢, Ve, +Va, ALV,
dir (Tuna, 2002: 6).

Tamm 2.4.3. q; = S, +V,, ve q; = S, +V,, herhangi iki yari-reel kuaterniyon olsun.

Iki yari-reel kuaterniyon igin esitlik bagintist
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q1 = 42 © Sq, = Sq, ve Vg, = Vg,
bi¢iminde tanimlidir (Tuna, 2002: 6).
Tamm 2.4.4. q; = S, +V,, ve q, = S4,+V;, herhangi iki yari-reel kuaterniyon olmak tlizere
¢ — 42 = (Sq, = Sg,) + Vg, — V)
bigiminde tanimlidir (Tuna, 2002).
Tamm 2.4.5. g = §; + V, herhangi bir yari-reel kuaterniyonunun eslenigi
K:QxQ, — Q@
qa ~— K@=5;, -V
bi¢ciminde tanimlidir (Tuna, 2002: 8).

Tamm 2.4.6. ¢ = S, + V, herhangi bir yari-reel kuaterniyonunun normu
N:QxQ, - Q

q¢ — N@=Ng =|q x. K]
seklinde tanimlidir (Tuna, 2002: 8).
Tamim 2.4.7. Herhangi iki yari-reel kuaterniyon g, ve g, olmak lizere

hy: QuxQ, - Q
1
(q1,92) = hy(q1,92) = E(Sqlgqu (q1 XL qu) + €q,€Kq1 (qz XL qu))

reel degerli, simetrik, bilineer h, fonksiyonuna yari-reel kuaterniyonik i¢ ¢arpim fonksiyonu

denir (Tuna, 2002: 8).

Tamim 2.4.8. Herhangi iki yari-reel kuaterniyon q; ve q, olmak tizere h,,(q,,q,) = 0 ise g, ve

q, yari-reel kuaterniyonlarina h,,-ortogonaldir denir (Tuna, 2002: 6).
Tanim 2.4.9. Herhangi q yari-reel kuaterniyonu icin
N, =1

ise q yari-reel kuaterniyonuna yari-reel birim kuaterniyon denir (Tuna, 2002: 6).

17



Tanmim 2.4.10. E3 te uzaysal yari-reel kuaterniyonlarin uzay1 {q € Q, : q +yq = 0} olsun.

[ =[0,1] c Rigin, s € I yay parametresi olmak {izere

a:IcR ->Q,

3

s—a(s) = Z a;(s)e;

i=1
ile tanimlanan diferansiyellenebilir a egrisine uzaysal yari-reel kuaterniyonik egri denir (Tuna,
2002: 7).

Tamm 2.4.11. a: I € R — Q, birim hizli uzaysal yari-reel kuaterniyonik egrisinin egrilikleri

{k,k,(r — e;ereyk)} ve Frenet catist {T(s), N,(s), M,(s),N35(s)} olmak iizere Frenet

Formiulleri
T'(s) 0 EnK 0 0 T(s)
M’(S) . —E&tENK 0 gnk 0 ]\G_(S)
N,'(s) 0 —&ck 0 en(r — greren ) | | VL ()
Ny'(s) 0 0 —&,(r—eerenk) 0 N3 (s)

seklindedir. Burada h(T, T) =E€&r, h’(]\rli Nl) = &n, h(Nz,Nz) = &nér, h(Ng,Ng) = &pérT,
ve gerey = 1dir (Tuna, 2002: 22).

Frenet formilleri

T 0 eyk 0 0
V1 —&ENK 0 eqk 0

V= N, veg = 0 —&k 0 e (r — grerENK) (2.13)
N3 0 0 —&,(r — gLe7ENK) 0

olmak tizere Vg = Q.V seklinde ifade edilebilir.
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3. EGRi EVOLUSYONU

3.1. E" de Egrilerin Evoliisyonu

p(u), E™ de bir egri ve p(u) egrisinin ¢ anindaki yer vektorii p(u, t) olsun. p egrisi igin

metrik
_ (20
g(u! t) - (6u' au) (31)

seklinde verilebilir. p(u, t) egrisinin yay uzunlugu ise

u 0 1 0
L(u, t) :fo Vg(O', t)du; & =\/_§£ (32)
seklinde tamimlidir. Burada {u, t} egri tizerindeki koordinat fonksiyonlaridir. E® de egrinin akis1
d
%5, w (3.3)

seklinde tanimlidir. Burada w; ler g¢ati boyunca hiz fonksiyonlarini temsil eder. Bu hiz

fonksiyonlar1 sadece {kq, ko, k3, ..., k,—1} seklindeki egriliklere baghdir (Yildiz vd., 2013: 2).

Onerme 3.1.1. g metrigi i¢in evoliisyon denklemi

6_g _ 6(1)1

5t 95~ kiwy) (34)

seklindedir (Y1ildiz vd., 2013: 3).

Ispat (3.1) denkleminde t parametresine gore, (3.3) denkleminde de u parametresine gére tiirev

d ., 0 - .. o . o
alir ve P ile % kismi tiirevlerinin degismeli oldugu kullanilirsa
2 _ 52,2 (2)
ac = 2 Guracou )
—29(2,2(2)
=29 G555 \ae )

dwj ov;
=29 <V1:( 71'1:16_51Vj + Z}l=1 wj a_sj))

elde edilir. Frenet formiilleri g6z oniinde bulundurulursa

)

—0 =29V, AV, + X)L, AV,
= (=i _

2= (G- faws), (3.5)

A] = Wjs + kj_1Wj_1 - kjo+1,

j=23..,nky=k,=0
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elde edilir. Yani 22 = 22 dir.
Onerme 3.1.2. p egrisinin yay uzunlugunun evoliisyon denklemi;
N ("“’1 klwz) du, u € [0,L] (3.6)

dir. (Yildiz vd., 2013: 3).

Tanmim 3.1.1. p, E™ de bir egri ve p nin yay uzunlugu varyasyonu L(u, t) olsun. p nun zamanla

baglantili hi¢ bir degisime sahip olmamasi i¢in
] _ . _dg _
aL(u, t) =0yani g, = > =0
olmalidir (Yildiz vd., 2013: 3).

Teorem 3.1.1 p, E™ de bir egri ve p nin akist Z—’Z olsun. Z—i akisinin elastik olmamasi i¢in gerek
ve yeter sart % = k,w, olmasidir (Yildiz vd., 2013 :4).

Ispat (=) Kabul edelim ki egri akis1 elastik olmasin (3.2) den yay uzunlugunun degisimi

oL _ u gf

3 = Jo 25 2 (3.7)

dir. (3.4) denklemini (3.7) denkleminde yerine yazilirsa
f (awl klwz) du
elde edilir. Akis, elastik olmadigindan dolay1 % = (0 dir. Buradan da % = k,w, elde edilir.

(<) Kabul edelim ki % = k,w, olsun. Bu esitlik (3.4) denkleminde yerine yazilirsa g, = 0,

yani % = 0 elde edilir. Bu da egrinin yay uzunlugunun korundugu anlamina gelir. Boylece

egrinin akisi, esnek degildir.
Teorem 3.1.2 p, E™ de bir egri ve p egrisinin akis1 Z—’; = Yj=1 w;V; olsun.

i. Frenet vektorlerinin f zaman parametresine gore tiirevleri
Ve =MV (3.8)

seklindedir. Burada M evoliisyon matrisi
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ve
Mlj = A] = (Uj,s + kj_1Wj_1 - kjo+1, ] = 2,3, e, n
1
Maw =5 Ma-vps t Ku-1M@-1G-1) ~ kuM@-1 @) + Ka-2M@a-2)u)
a=23,..n—1, a<u<n ky=k,=0
dir.

ii. p egrisinin egrilikleri i¢in evoliisyon denklemleri

{ kit =Mizs — kqA — kM5
ka:,t = Ma:u,s — koA — ka—lM(a—l)u r ka+1Ma(u+1)

seklindedir (Abdell-All vd., 2014: 2282).

ispat (3.3) denkleminin u parametresine gore tiirevi alinirsa;
Ptu = \/Ept,s = \/E(/uﬁ + 2?=2AjVj)

elde edilir.

Ptu = \/Eps = \/Evl

Py, €sitliginin ¢ parametresine gore tiirevi alinirsa

Put = \/E(f_; Vi + Vl,t)

elde edilir. Buradan

Ptu = Put

oldugu g6z 6niinde bulundurulursa ve (3.5), (3.9) ve (3.10) denklemleri kullanilirsa
Vie = X2 4jV

elde edilir. (3.11) denkleminin u parametresine gore tiirevi alinirsa;
View = /9 (UrADVs + (Azs = koAs)Vy + Bg(Ajs + ki1 Aj_y — kjAji1) V)

denklemi elde edilir.

Viu = \/Evl,s = \/E(klvz)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)
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esitliginin ¢t parametresine gore tiirevi alinirsa
V _ gt
1ut = \/5(5 ki + kl,t) Vo +kiVay (3.13)

elde edilir. V;¢, = V3¢ oldugu goz oniinde bulundurulur, (3.12) ve (3.13) denklemleri

kullanilirsa

kit = Azs — kid — ko A3

Vor = —A;V1 + Z;'l=3 B;V; (3.14)
1 .

B; = k_l(Aj,s +kj_14j1 = kjAjr1), j =34 ..,1

elde edilir.
Vou = \/EVZ,S = \/E(—k1V1 + k,V3)
oldugundan bu denklemin ¢ parametresine gore tiirevi alinirsa;
Vour = Jg(=(kad + ky)Vi — (k1 A)Vo + (k1 Az + koA + kp )Vs + ko Vs,
—ky 24 AV)) (3.15)
denklemleri elde edilir. (3.15) denkleminin u parametresine gore tiirevi alinirsa
Vou = \/E(_Az,svl — (k1Az + kyB3)Vy + (B3 s — k3By)V3 + (Bys — k3Bs — k4Bs)Vy
+ (Bn—l,s + kn_2Bn_2 — kn—an)Vn—l + (Bn,s - kn—an—l)Vn) (3.16)
olur. V5 ,,+ = V; ¢, oldugu g6z oniinde bulundurulur, (3.15) ve (3.16) denklemleri kullanilirsa

k2,t = B3,S - kzl - k3B4, + k1A3
Vae = —A3V1 — B3V, + X7, G (3.17)

1 .
G =1 (Bjs + kiA; —kj_1Bj_1 —k;Bj41), j =45, ..,n
elde edilir. (3.17) denkleminin u parametresine gore tiirevi alinirsa,

V3t = (\/E(_A&s + kyB3)Vy — (Bss—k1A3)V, — (kB3 + k3Cy) Vs
+(C4,s—k4C5)V4 + (CS,S_k4C4_kSC6)V5
+oet (Cn—l,s + kn—ZCn—Z - kn—lcn)Vn—l + (Cn,s - kn—lcn—l)vn) (3-18)
denklemi elde edilir.

Vi = \/§V3,s = \/E(—sz2+k3V4)

oldugundan bu denklemin ¢ parametresine gore tiirevi alinirsa
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Vaue = /9 ((k2A2)Vy + (=B stksBy—kiA3)V; — (kaB3)Vs + (kad ks — kyBa)Vs
+k3V4’t - k2 ?=5 B]I/]) (319)
elde edilir. V34, = V3, oldugu goz oniinde bulundurulur, (3.18) ve (3.19) denklemleri
kullanilirsa
k3,t = C4,S - k3l + sz4 + k4C5 )
V4t = _A4V1 — B,V + (43 Z?:s D;v;, (3.20)
( + kz kj_lc}'_l - ijj+1), ] = 5,6, e, n

elde edilir. Benzer sekilde geri kalan Frenet vektorleri i¢in hesaplamalar yapilirsa n. adim

sonunda V = [V; V, V5 ... V,]T ve

r 0 A, As A, A,
_AZ 0 B3 B4 Bn
—A; —B3 0 C C
M = e P 3.21
—A4_ _B4_ _C4 O DTL ( )
-_An _Bn _Cn _Dn 0.
olmak tlizere
Ve =MV
elde edilir. M matrisinin bilesenleri
Aj=M1j, 1<]ST£,
Bj=M2j, 2<]Sn,
C;=M;z;, 3<j<n,
Dj=M4_j, 4‘<]Sn,
olacak bi¢imde yeniden diizenlenirse
Mlj = A] = (1)]',5 + kj_la)j_l - kj(l)j+1, ] = 2,3, e, n
1
Map = 17— Ma-1ps + Ku-1Ma-1 -1 ~ KuM@-D@+n + ka-2M@-2)1)
a=23,...n—1, a<u<n, kg=k,=0
esitlikleri elde edilir. Boylece (3.21) denklemi
0 M12 M13 T Mln
_M12 0 M23 aen Mzn
-M —-M o .. M
M — : 13 : 23 : :31’1 (3.22)

_Ml(n—l)_MZ(n—l) _M3(n—1) _M(n—l)n
| -My, —M,, —Msz .. O

seklinde yeniden yazilabilir. Benzer sekilde egriliklerin evoliisyon denklemleri de
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kit = Mips — k1A — kM3,
{ka,t = Ma;t,s — koA — ka—lM(a—l)/.t - ka+1Ma(u+1) (3-23)
seklinde elde edilir. Boylece teoremin ispat1 tamamlanmis olur.
Onerme 3.1.3. p egrisinin Z—i akisi elastik degil ise egriliklerin evoliisyon denklemleri
{kl,t = M1y — kaMy3,
ka,t = Mau,s - ka—lM(a—l)u - ka+1Ma(u+1)
seklindedir (Abdell-All vd., 2014: 2287).
Ispat Z—‘: akis elastik degil ise
gr=0yanid =0 (3.24)

dir. Oyleyse (3.24) esitligi (3.23) denkleminde yerine yazilirsa énerme ispatlanmus olur.

Teorem 3.1.3. p, E" de bir egri ve p nin akisi Z—’Z olsun. Z—? elastik degildir gerek ve yeter sart

[Q, M] Lie garpimi olmak tizere integrallenebilirlik durumu (sifir egrilik durumu)
Q—M;+[QM]=0
dir (Abdell-All vd., 2014: 2287).

Ispat Ispata baslamadan ispatta ihtiya¢ duyacagimiz bazi esitlikler elde edelim. p egrisinin

Frenet catis1 {V;,V,, Vs, ..., V;.} olsun. V = [V; V, V5 ... V},]7 nm u parametresine gore tiirevi
V=gV =[gQV (3.25)
dir. (3.25) denkleminin ¢ parametresine gore tiireve alinir ve (3.9) denklemi kullanilirsa
Vue =3 (320 + Qi + QM) V (3.26)
elde edilir. (3.9) denkleminin u parametresine gore tiirevi alinir ve (3.25) denklemi kullanilirsa

Viw = Jg(Ms + MQ)V (3.27)

elde edilir. (3.26) ve (3.27) denklemlerinden
_ gt
Vae = Ve = 9 (£Q + Qe — M + [, M]) V

elde edilir. Simdi ispatimiza baglayabiliriz.
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(=) Kabul edelim ki akis elastik olmasn. O halde g, =0 dir. u parametresine ve t

parametresine gore kismi tiirevlerin degismeli oldugu kullanilirsa
Q—M;+[Q,M]=0
elde edilir.
(<) Kabul edelim integrallenebilirlik sart1 (sifir egrilik sart1) saglansin, yani
Qe —Ms+[Q,M] =0 (3.28)

olsun. (2.1.6) ve (3.21) denklemlerinden

[Q, M] =
0 k,Mi3 M3 s Min,s
—k2M13 O —k1M13 + k3M24 MZn,S
: : : : (3.29)
~Min-1)s  ~Mzm-1)s —M3n-1)s vk oMy _on
—Mips M s —M3y 0

elde edilir. (2.1.6) denklemini ¢ parametresine gore (3.22) denkleminin s parametresine gore

tiirevini alip (3.23) denklemi kullanilirsa

M; —Q; =
0 koM M3 Min,s
—kyMy3 + Aky 0 —Aky — kiMys + ksMy, L M, s
; s s s (3.30)
“Min-nys  TMam-nys —M5(n_1),s e —Aky_q — ky—yMpn
—Mins —Mays —M3, ¢ 0

elde edilir. (3.29) ve (3.30) denklemleri (3.28) denkleminde yerine yazilirsa,

0 Ak, 0 .. 0 0
0 0 0 .—Akys| [0
0 0 0o .. 0 0

elde edilir. Buradan k; = 0, k, =0, ..., k,_; = Oeldeedilir. m = 1,2,3, ...,n oldugundan A =
0 dir. Yani g = 0 dir. Egri akisimiz elastik degildir.

Teorem 3.1.4. n-boyutlu Oklid uzayinda, p(u,t) elastik olamayan bir egri olsun. Q ve M

matrisleri degismeli ise, M evoliisyon matrisindeki elemanlar
Mg, =0 a=23,.,n=1 u=a+1

dir (Abdel-All vd., 2014: 2385).
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Ispat Q ve M matrisleri degismeli oldugundan [Q, M] = 0 &yleyse integrallenebilirlik durumu
(3.28) denkleminden

Mg —Q, =0 (3.31)

olur. Egri akis1 elastik olmayan bir egri akis1 oldugundan A = 0 dir, yani

0 koM, 3 M3 v Mg
—k; M3 0 —kiMy3 + ksMy, MZn,s
M; - Q. = 5 : 5 . (3.32)
“Min-1ys  ~Mam-1)s —M3-1)s v kpn_oMy,_on
_Mln,s _Mzn,S _M3n,s 0

dir (3.32) denklemi (3.31) denkleminde yazilirsa n = 10 igin;
M3 = M35 = Mg; = M7 =0, My, = Myg = Meg = M8(1O) =0
olur. Benzer sekilde dnceki sonuglar n-inci adima genisletilirse;
M(a—l)u =0, a=23,..,n—1, uy=a+1
elde edilir.
3.2. E} de Egrilerin Evoliisyonu
ET uzayinda baslangi¢ egrisinin yay uzunlugu / olsun. Bu taktirde
p:10,1]x [0,w] » ET
(u,t) = pu,t)

ile verilen diferansiyellenebilir egrilerin /-parametreli bir ailesini goz oniine alalim. u egrilerin

degisken parametreleri ve 0 < u < [ olmak {izere p egrisi i¢in metrik

dp Op
v(u,t) = (a,a)

seklinde verilebilir.
Boylece p(u,t) egrisinin yay uzunlugu varyasyonu ise,

F) a a
l(u,t) = f;‘ ”ﬁ” du = fouwllv(u, t)| du dir, Ayrica 7 = \/i?ﬁ dur.

Tamim 3.2.1. E} de p sifirdan farkli diferansiyellebilir bir egri ve {V;,V,, ..., V,,}, p nun Frenet

catist olsun. Sifirdan farkli bir egrinin akist

dp ‘
L= Z a.V; (3.33)
i=
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seklinde tanimhidir. Bununla birlikte egride herhangi bir uzama veya kisalma olmamasi i¢in

Vu € [0, ] olmak lizere

2 s(u,t)= f”‘”—d =0 (3.34)
kosulunu saglamasi ile verilir.

Tanim 3.2.2. E} n-boyutlu uzayinda bir egri ailesi p(u, t) olmak uzere, — akls 1g:1n — ” ” =

0 kosulu saglaniyorsa bu akisa elastik olmayan egri akisi denir.

Onerme 3.2.1. ET de p egrisinin akis Z—’; = Y1 q;V; ve sifirdan farkli p egrisinin Frenet ¢atisi

{Vi,V,, ..., V;,} olsun. Boylece v nin degisim denklemi

v dq
2 Ve = 2|v| ((50 35 31612"1)) (3.35)
. dp Odp . g B . . . : a Jd . . <. . -
Ispatv = <£’ ﬁ) esitligin ¢ parametresine gore tiirevi alinir, 5. Ve oo ‘nin degismeli oldugu
kullanilirsa
dp dp
t (au au)
9 02p
(au "ot au)

22, = (X1, aiVD)
= 2|v[(Va,nVy + X, AiVi)
elde edilir. Burada gerekli sadelestirmeler yapilirsa
n= (% - 50£1Q2k1)
A =204 ki yqisy — ik =231 ky =0 (3.36)

ov
—_— = 2
ot £0&1q2k4

elde edilir.

Teorem 3.2.1. Esnek olmayan egri akis1 i¢in gerek ve yeter sart

0q. _
as £1q2k,

dir.
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Ispat. (=) Kabul edelim ki egri akisi elastik olmasim. Denklem (3.34) ve (3.35) den

0 _ru vl _
as(u, t)= fo 7ol du=0 u € [0,1]

elde edilir. Buradan da

0qq _ dq, _
€05 €142k, =0 =5 — %o €142k,

elde edilir.

(&) Farz edelim ki % = &y €1qk, olsun. % (3.35) denkleminde yazilirsa |v|; = 0 elde
edilir. Boylece v, = 0 bulunur. Bu ise egrimizin esnek olmadig1 anlamina gelir.

Teorem 3.2.2. p(u, t) egrisinin akist 3—’; = Y q;V; olmak tizere

i. Frenet vektorlerinin ¢ zaman parametresine gore tiirevleri

Ve =MV
dir. Bunada
0 My, v My,
M= —808:1M12 0 len , (3.37)
_Sogn.—1M1n —€18n-1Mpp 0
My = qis + ki—1qi-1 — €i-1&ikiQiv; T =231
Mep = kal—l Ma-1)p,s = €a-3€a-2Ka-2M(a-2)p + kp—1M(a-1)(p-1)
—&p-18pkpM(a-1)(p+1))-
a=2,..n—1, f=3,...n; a<pf; ko=k,=0.
ii. Egriliklerin evoliisyon denklemleri
kit = Mips —nky — €16k, M3,
kot = Maar1),s — Nka + €a-2)€@-D K@= M@-1)(a+1) (3.38)
dir.
Ispat. p egrisi almsin. (3.33) denkleminin u parametresine gore tiirevini almirsa
pew = Wlpes = IvIVy + Ty AiV;) elde edilir. (3.39)

Pu =+/vlps =/ |v|V; oldugundan p,, un ¢ parametresine gore tiirevi alinirsa
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pue = VIVI (3211 + V1) (3.40)
elde edilir. (3.36), (3.39), (3.40) ve py: = pey kullanilarak
Vie =X AV (3.41)
elde edilir. (3.41) denkleminin u parametresine gore tiirevi alinirsa
Vitu = JIvI((eoe1 a2k Vs + (Azs — e162k245)V;
+(TiskiogAig + Ags — &i18ikiAi1)VD) (3.42)

elde edilir. V; ,, nun ¢ parametresine gore tlirevi alinirsa

[v|
Viue = |v] ((ﬁ ki + kl,t) V, + k1V2,t> (3.43)
(3.42), (3.43) denklemleri ve V; 4, = Vy ¢ esitligi kullanilirsa

kl,t =Ays — nky, — &16,k,A3

Vor = —€06145V1 + Y13 BiV; (3.44)

1 .
Bi k_1 = (Ai,s + ki—lAi—l — gi—lgikiAi+1); L= 3, e, n

elde edilir. (3.44) denkleminin u parametresine gore tiirevi alinirsa
Voou =+ |V|((_5051A2,5)V1 + (—&18k,B3)V, + (B3,s - €2€3k3B4)V3
+ot+ (kn—ZBn—Z + B(n—l),s - Sn—zgn—lkn—an)Vn—l
+(kp_1Bn_1 + By s)V) (3.45)

elde edilir. Sonrasinda V; ,, un ¢ parametresine gore tiirevini alinirsa

Vour =+ |U|(—(€0€1k177 + 3051k1,t)V1 — (g0&1k1 AV,
+(k277 + Ky — 50€1k1A3)V3 + kyVae — goe1ky Y14 AiVY) (3.46)
(3.45) ve (3.46) denklemleri ve V; 1, = V, ;¢ esitligi kullanilarak

kye = B3 s —nky, — e,63k3By + £981k1 A3

V3,t = _£0€1A3V1 - 818233]/2 + Z?:A]- CiVi (347)

1 .
C; = P (Bis + ki—1Bi_1 — €i_1&ikiBiyy + €061k, 4;); i =4, ...,m

elde edilir. V3 ; nin u parametresine gore tiirevini alalim.
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Vaeu = VIvI((—€0€2435 + €0&2k1B3)V1 — (0€2k1 A3 — £162B3)V;
— (1823 B3 + £383k3C4) V3 + (C4,s - 5354k4CS)V4
+(k4Cy + Css — £485ksCe)Vs
+er+ (kn—ZCn—Z + Cn-1)s — gn—lgb—lkn—lcn)vn—l
+(kn-1Cn-1 + Cps)V) (3.48)

dir. V3, nun ¢ parametresine gore tiirevi alinirsa
Vaue = v VI((—€08242)Vy + (—€18,B3 5 + €183k3Bs — £082k143)V,;
—(&182k2B3)V3 + (_3152k234 + k3,t)V4 + k3Vyr — €182k, YiesBiV) (3.49)
elde edilir. (3.48) ve (3.49) denklemleri ve V3 4, = V3 ,,; esitliginden

ks = Cys — €oNks + €182k, By — €384k, Cs

V4,t = _€0£3A4V1 _— £1€3B4V2 - €2€3C4V3 + Z?=5 DiVi (350)
1 .
Di = E = (Ci,s + ki_lCi_l — 5i—15ikiCi+1 + Elgzszl’); L= 4', e,
elde edilir. Buradan,
Vt = M V
elde edilir. Boylece
0 A, Az Ay An]
—5081142 0 Bg B4- Bn
M = —&p€43 —€16;2B3 0 Cy Cp
—&pE34, —&163By —&630, 0 D,
| —e0en-14n  —€1&n-1By  —&2& 10y —g36, 1Dy 0 .

dir. A;, B;, C; , D;, ... yerine asagidaki gibi yazilabilir.
A =My, 1<i<n
Bi=M,, 2<i<n
Ci=M;, 3<i<n

Di:M4iJ 4<i<n

yazilir. Elde edilen esitlikler tekrardan diizenlenirse
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My =qis+ Kki—1qi—1 — €i-1&kiQiy1 1=2,3,...,n.

1
Maﬁ = Kor (M(a—1)ﬁ,s - 5a—35a—2ka—2M(a—2)ﬁ + kﬁ—lM(a—l)(ﬁ—l)

-1
—&p_18pkgMq—1)(p+1))
a=2,..,n—=1;, =3,...n; a<pB; kg=k,=0

bulunur buradan

O M12 e Ml(n—l)
—&p€1M13 0 My n-1)
M = : : : :
—fofn—2M1(n—1),s _Elgn—ZMZ(n—l),s 0
—€&9En—1Myps —&1&n_1Mpp s —&n_2&n_1M12

ve (3.44), (3.47) ve (3.50) denklemlerinden
kit = My —nky — €162k, My3,

kot = Maar1)s — Nka + Ea-2)€@-1K@-1)Ma-1)(a+1)

elde edilir.
Sonug 3.2.1. p egrisinin Z—’; akisi elastik degil ise evoliisyon denklemleri
kit = Myps — €162k, M3,

kot = Maar1)s T E@-2)Ea-1)K@-1)M@-1)(a+1)

seklindedir.
Ispat Kabul edelim ki Z—’Z akis1 elastik olmasin. O halde

vl =0yanin =0

dir. (3.51) denklemi (3.38) denkleminde yerine yazilirsa istenilen sonug elde edilir.

(3.51)

Teorem 3.2.3 p, ET de bir egri ve p nun akisi Z—‘: olsun. Z—’: egrisinin akisi elastik degildir. Gerek

ve yeter sart [Q, M] Lie ¢arpimi olmak {izere integrallenebilirlik durumu (sifir egrilik durumu)

Qt_MS+[QJM] =0

dir.

Ispat Ispata baglamadan ispatta ihtiya¢c duyacagimiz baz1 esitlikler elde edelim. p egrisinin

Frenet catis1 {Vy, V5, Vs, ..., V,.} olsun. V = [V, V, V5 ... V,,]7 nin u parametresine gore tiirevi

V, = vV = /IvlQVv

(3.52)
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dir. (3.52) denkleminin ¢ parametresine gore tiirevi alinir ve (3.37 da kullanilirsa
= ZLQV +VD(QV + QV) = Vo (SLQ + Q. + QM) V (3.53)
elde edilir. (3.37) denkleminin u parametresine gore tiirevi alinir ve (3.52) denklemi kullanilirsa

Vie = V10[Ves = VOMV + MQV) = \[[v|(Mg + MQ)V (3.54)

elde edilir. (3.53) ve (3.54) denklemlerinden
[v]
Ve = Veu = V0 (2£Q + Q¢ + QM — M, — MQ) V

= o (20 + 0. - M, + (@ M)V (3.55)

elde edilir. Simdi ispata baslanirsa,
(=) Kabul edelim ki Z_IZ akisi elastik olmasm. O halde V; = 0 dir. aa—u ile % kismi tiirevleri
degismeli oldugu g6z Oniine alinirsa

Q—M;+[QM]=0
elde edilir.
(<) Kabul edelim ki integrallenebilirlik sart1 (sifir egrilik sart1) saglansin. Yani

Qe —Ms+[QM] =0 (3.56)

olsun. (2.8) ve (3.37) denklemlerinden

0 £1£2k2M13 Mln,s
—&p€1k,My5 0 My,
[Q,M] = : : : (3.57)
—&&n—2Mimn-1)s —E€1&n—2Mom-1)s - — 5n—35n—2kn—2M(n—2)n

_gogn—lMln,s _Slsn—lMZn,s 0

elde edilir. Q ‘un ¢ parametresine gore tiirevi ve M ‘nin s parametresine gore tiirevleri alinarak

ve (3.38) teoremi kullanilarak

M —Q; =
0 nky + g16,k, My 5 My s
—&o&Nky — €91k, My3 0 My s
5 : : (3.58)
—€0€n—2Min-1)s —&1&n2Mam-1)s . nk,_, — En-3En—2Kkn-2Mn_2)n
_gogn—lMln,s _Elgn—lMZn,s 0

elde edilenler (3.56) denkleminde yerine yazilirsa
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0 -k, 0O .. 0

goglnkl O _nkz O
0  &&nkz 0 . O =0 (3.59)
6 6 6 e nkn—l
0 0 0 0

elde edilir. (3.59) denkleminden de goriilecegi iizere n = 0 ve v = sabit oldugundan akis

elastik degildir.
3.3. E* de Kuaterniyonik Egrilerin Evoliisyonu

p(w), E* de kuaterniyonik bir egri ve p(u) kuaterniyonik egrisinin ¢ anindaki yer

vektorii p(u, t) olsun. p kuaterniyonik egrisi i¢cin metrik

v(u,t) = h (22,22 (3.60)

ou’ du

seklinde verilebilir. p(u, t) egrisinin yay uzunlugu varyasyonu ise,

_ rul|de _(u d 10
l(wt) = |, ”E” du = [ Jv(ut)duy, %= Fou (3.61)
seklinde tamimhidir. Burada {u,t} egri iizerindeki koordinat fonksiyonlaridir. E* de
kuaterniyonik bir egrinin akist

ad
a_i=f1T+f2N1 + f3N; + f4N3 (3.62)

seklinde tanimhidir. Burada f, f5, f3 ve f, kuaterniyonik p egrimizin skaler hiz fonkiyonlari.
Bu hiz fonksiyonlari sadece {k, k, v — k} seklindeki egriliklere baglidir (K6rpinar ve Bag, 2016:
1680).

Tamim 3.3.1. E* de kuaterniyonik bir egri p(u, t) olsun. 3—‘; akis, elastik degil ise

152l =
at ||6u =0

dir (Korpinar ve Bas, 2016: 1680)

Elastik olmayan egri akisi i¢in gerekli ve yeterli sarti sOyleyebilmek i¢in asagidaki

onermeye ihtiyag¢ vardir.

Onerme 3.3.1. v metrigi icin evoliisyon denklemi

— = 2vn (3.63)

dir. Buradan = % — f>k dir (Korpinar ve Bas, 2016: 1680)
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Ispat (3.60) denklemini ¢ parametresine gore, (3.62) denklemini de u parametresine gore tiirev

alinip aa_u ile % kismi tiirevlerinin degismeli oldugu kullanilirsa

dp dp
(6u 6u>

= 2vh(T,nT + T, A;N)

elde edilir. Frenet formiilleri yardimiyla

= fik +aﬁ— 3k
Az—fz"*‘%— 2(r — K)
)
LAs—(f3(T—K)+ f4)

elde edilir. Yam = 2vn dir.

Tamm 3.3.2. p, E* de kuaterniyonik bir egri ve p nin yay uzunlugu varyasyonu [(u, t) olsun.

p nin zamanla baglantilt hi¢ bir degisime sahip olmamasi i¢in

0 . ov
al(u,t) = 0 yani v; — i 0

olmalidir (Korpinar ve Bas, 2016: 1681)

Teorem 3.3.1. p, E* de kuaterniyonik bir egri ve p mn akisi g—i olsun. g—’; akisinin elastik

olmamasi i¢in gerek ve yeter sart % = f,k olmasidir.

Ispat (=) Kabul edelim ki egri akis1 elastik olmasin, (3.61) den yay uzunlugunun degisimi
5= o o (3.64)

dur. (3.63) denklemi, (3.64) denkleminde yerine yazilirsa
d
f Vv ( & fZK) du
elde edilir. Akis elastik olmadigindan dolay1 % = 0 dir. Buradan da % = f,k elde edilir.

(<) Kabul edelim ki o _ K olsun. Bu esitlik (3.63) denkleminin de yerine yazilirsa v; =
s y y

0ve % = 0 elde edilir. Bu da egrinin yay uzunlugun korundugu anlamina gelir.Yani egrinin

akisi elastik degildir.
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Teorem 3.3.2. p, E* de kuaterniyonik bir egri ve p egrisinin akisi

Z_Z = fiT + foN1 + f3N, + f4N3
olsun.
i. V ={T,Ny,N,, N5} Frenet ¢atisinin [T N; N, N3]7 evoliisyon denklemi

v, =MV (3.65)
seklindedir. Burada M evoliisyon matrisi

0 4, A, A,
~A, 0 B, B,

M = 4, B, 0 ¢ (3.66)
—A3 _B3 _C3 0
A; = fiorki + kifi = fivakivas 1= 1,23,
1 .
Bj = k_l(Aj'S + ijj—l — kj+1Aj+1) y ] = 2,3,
1
C3 = k_z (B3,S + k1A3 + k3Bz),
k1=K, k2=k, k3=(T—K), k4=0
dir.
ii. p egrisinin egrilikleri i¢in evoliisyon denklemleri
Ky = Aps — Nk — kA,
ki = Bys —ni — (r —k)Bs — kA,
(r—K)e = C35 —n(r — k) + kB3
seklindedir.
Ispat (3.62) denkleminin u parametresine gore tiirev alinirsa
pru = VVpes = Vv(T + L1 AiNp)
elde edilir. p, = Vvps = VT esitliginin ¢ parametresine gore tiirevi alinirsa
Vt
pue =V (2T +T,) (3.67)

elde edilir. p,;; = pgy, oldugu goz 6niinde bulundurulur ve 6nerme (3.60) dikkate alinirsa
Ty = i3=1AiNi
elde edilir. (3.3.67) in u parametresine gore tlirevi alinirsa

0
T, = ﬁg(A1N1 + A;N, + A3N3)
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=VV(Ay Ny + Ay (KT + kN,) + Ay N, + Ay (—kNy + (1 — K)N3)
+A3,sN3 + A3 (_(T - K)Nz))

= VO((—A1)T + (Ays — Ak)N; + (Alk + Ay + As(—(r — x))) N
+ (435 + Ax(r — 1)) N3) (3.68)

denklemi elde edilir.

Tu=\/;Ts = \/E(KNl)

esitliginin # parametresine gore tiirevi alinirsa
Ut
Tut = \/;((;K + Kt) N1 + KNl,t) (3.69)

elde edilir. Ty, = Ty oldugu g6z oniinde bulundurulur ve (3.68) ve (3.69) denklemleri

kullanilirsa

Ky = Aps — Nk — Ayk,
Nlt = _A T + Z] =2 ] ]; (3.70)
= ;(Aj,s + Aj_1k; — Ajpakji)

elde edilir.
Ny = VUNy s = Vu(—«T + kN,)
esitliginin ¢ parametresine gore tiirevi alinirsa
Ny = %(—K + kN,) + Vv(=kT + kN,)'
= (:—;(—KT + kNy) + (=T + sz)’)
=\v(n(—«kT + kN,) + (—xT + kN,)")
= Vv(—knT + knN, — k, T — kT; + kN, + kNy;)

= Vv ((—kn — k)T + (—kA;)Ny + (kn — kA, + k)N, + (—KkA3)Ns
+kN2’t)

elde edilir. (3.70) denkleminin u parametresine gore tiirevi alinirsa
d
Nity = VUNy 45 = ﬁ&(—AlT + B3N, + B3N3)
= Vv((—AsT) — A1kNy + By N, + By(—kNy + (r — K)N3 + B3 sN;)

+B3(=(r = K)N2))
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Ny = \/E(T(—ALs) — N, (kA; + kBy) + N, (Bz,s - (r— K)Bs)
+N3(By(r — k) + Bsy)) (3.71)
denklemleri elde edilir. Ny, = Nj,¢ oldugu gbz oniinde bulundurulur, (3.16) ve (3.17)

denklemleri kullanilirsa

ky = Bys — (r —k)Bs — kn + kA4,,
Ny = —A;T — BNy + (3N3, (3.72)

1
C3 = E(KA;; + (T - K)BZ + B3,S)
elde edilir.
Ny, = \/;Nz,s = Vv(—kN; + (r — K)N3)

esitliginin ¢t parametresine gore tiirevi alinirsa
Npyue = \/;(Z—:J (=kN; + (r — K)N3) + (—kN; + (r — K)N3)')

Npye = \/5(:—; (—kN;y + (r — K)N3) + k;Ny —kNyp + (r — Kk)N3 + (r — k)N3 )
= Vv(—kNy + (r — K)N5 + (—=Ny(Bys — (r — K)Bs — kn + k4;)
—k(—A;T + BN, + B3N3) + (r — k)¢N3 + (r — k)N3,))
Nyue = V(T (kA1) + Ny (=Bys + (r — K)Bs — kA,) + Ny (—kB,)
+((r — k) —kBs + (r —k)¢) + (r —Kk)N3,) (3.73)

(3.72) denkleminin u parametresine gore tiirevi alinirsa
d
Natu = VUNg s = \/Eg (—A,T — ByNy + C3N3)

= Vv((—AysT—A;(kNy — BysNy — By(—kT + kN,) + C3,Ns
+C3(—(r - K)))
= Vv((—Ays — Box)T — (Azk + Bys )Ny + (—=Byk — C3(r — k)N,
+C; N3) (3.74)

elde edilir. N, = Ny, oldugu goz oOniinde bulundurulur (3.73) ve (3.74) denklemleri

kullanilirsa

{(r —K)¢ = C35+ kBs —n(r — k),
N3,t = _A3T - B3N1 - C3N2

elde edilir. Elde edilen denklemler
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0 A4, A, A,
—-4; 0 B, Bj
—4A, —B; 0 Cs
—A; —B3 —C; 0

V= [TN1N2N3]T ve M =

olmak iizere
Vi =MV
seklinde ifade edilebilir. M matrisinin bilesenleri agik olarak

(A0 = skt kif = fozkisas 1= 123
i |
By = - (Ajs + kA1 — kjadjna) , j = 23,

1
C3 = k_z (B3,S + k1A3 + k3B2),
k1=K, k2=k, k3=(T‘—K), k4_=0

seklindedir. Egriliklerin evoliisyon denklemleri

Ky = Ays — Nk — kA,
k; = B, s — (r — k)B3 — kn + kA,, (3.75)
(r—K)e = C35+ kBz —n(r —x)

seklinde elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.
Sonug 3.3.1. p egrisinin g—? akis1 elastik degil ise evoliisyon denklemleri

Kt = Al,S - kAz,
ke = Bys — (r —K)B3 + KAy,
(T - K)t == C3,S + kB3

seklindedir.
Ispat Z—’t) egri akisi elastik degil ise

v =0yanin =0 (3.76)
dir. Oyleyse (3.76) denklemi (3.75) denkleminde yerine yazilirsa dnerme saglanmis olur.

Teorem 3.3.3 p, E* de bir egri ve p nin akisi Z—‘; olsun. z—’; egrisinin akisi elastik degildir gerek
ve yeter sart [Q, M] Lie garpimi olmak {izere integrallenebilirlik durumu (sifir egrilik durumu)
Qt_MS + [Q,M] =0

dir.
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Ispat Ispata baglamadan ispatta ihtiyac duyacagimiz bazi esitlikler elde edelim. p egrisinin

Frenet ¢atis1 {T, Ny, N, N3} olsun. V = [T N; N, N3]T nin u parametresine gore tiirevi

V. = VvV, =\vQv (3.77)

dir. Bu denklemin ¢ parametresine gore tiirevi alinir ve (3.65) denkleminde kullanilirsa
Ve = 2QV +V0(QV + QVe) = Vo (350 + @ + QM) V (3.78)
elde edilir. (3.65) denkleminin u parametresine gore tiirevi alinir ve (3.77) denklemi kullanilirsa

Ve = Vs = VoMV + MQV) = v(Ms + MQ)V (3.79)

bulunur ve (3.78) ve (3.79) denklemlerinden
Ve = Vew = V0 (2£Q + Q. + QM — M, — QM) V

= Vo (0 +0Q. — M +[Q,M])V

elde edilir. Simdi ispata baslanabilir.

3}

(=) Kabul edelim ki Z—’: elastik olmasin. O halde V; = 0 dur. o

ile % kismi tiirevleri degismeli
oldugu g6z Oniine alinirsa
Q—M;+[QM]=0
elde edilir.
(&) Kabul edelim ki integrallenebilirlik sart1 (sifir egrilik sart1) saglansin. Yani
Qe —M; +[Q,M] =0 (3.80)

olsun.

(2.12) ve (3.66) denklemlerinden asagidaki matris elde edilir.

0 kAZ Az,s A3,s
—kA; 0 —xA, + (r—Kk)B; Bs
[, M1 = —Ays KAy — (r—K)Bs 0 kBZ (3.31)
_A3’5 _B3,S _kB3 0

Q nun ¢ parametresine gére M nin de s parametresine gore tlirevi alinir ve (3.75) denklemi

kullanilirsa
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[Q — M,] =

0 nK — kA, —Azs —Azs
Nk + kA, 0 —nk + kA, — (r — K)B; =By (3.82)
Ay s Nk — kA, + (r —k)B; 0 —n(r — K) + kB, :
Ass —B3 n(r — k) — kB 0

elde edilir. (3.81) ve (3.82) denklemleri (3.80) denkleminde yerine yazilirsa

0 -—nk 0 0

ne 0 —nK 0 —0
0o 7K 0 —n(r —k)

0 0 nr—x 0

elde edilir. Son denklemden 17 = 0 i¢in v nin sabit oldugu goriiliir. Yani akis elastik degildir.

Sonu¢ 3.3.2. E* de p(u,t) nun akis1 elastik olmasm. Q ve M matrisleri degismeli ise Q

evoliisyon matrisinin A, ve B3 bilesenleri

dir.
Ispat Q ve M matrisleri degismeli oldugundan [Q, M] = 0 dir. Oyleyse (3.80) den
M;—Q:=0 (3.83)

elde edilir. Egri akis1 elastik olmayan bir egri akisi oldugundan n = 0, yani

0 kAZ _AZ,S _A3,S
kA, 0 —kA, + (r—xk)B; Bs
_A3,S _B3,S _kB3 0

dir. (3.83) ve (3.84) esitliklerinden
A2 = B3 = 0

elde edilir.
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4. E; DE YARI-REEL KUATERNiIYONIK EGRILERIN EVOLUSYONU

p(w), E3 de yari-reel kuaterniyonik bir egri ve bu egrinin # anindaki yer vektorii p(u, t)

olsun. p(u, t) i¢in metrik

v(ut) = h(32,%) (@.1)

ou’ ou
seklinde verilebilir. p(u, t) egrisinin yay uzunlugu ise

d ad 1 0
Iwt) = [ ||£|| du = [, \v(w, 1) du, %= T (4.2)

seklinde tamimlidir. Burada {u, t} egri {izerindeki koordinat fonksiyonlaridir. E3 de p(u) yari-

reel kuaterniyonik egrisinin Frenet ¢atis1 {V;, V5, Vs, ..., ;. } olmak tizere akisi

2
_p = 01T + g2 N1 + a3V, + qa V5 (4.3)

seklinde tanimhidir. Burada q4,q5,q3,q4 yari-reel kuaterniyonik p egrimizin skaler hiz

fonksiyonlaridir (Yildiz vd., 2017: 325).

Tamm 4.1. E} de yari-reel kuaterniyonik bir egri p(u, t) olsun. g—i akisi elastik degil ise

52 =
at ”au =0

dir (Yildiz vd., 2017: 325).

Elastik olmayan egri akisi i¢in gerekli ve yeterli sarti verebilmek icin asagidaki

Onermeye ihtiyag vardir.

Onerme 4.1. v metrigi icin evoliisyon denklemi

= = 2wy (4.4)

dir. Buradan = &7 (% — etquZK) dir.

Ispat (4. 1) denkleminde ¢ parametresine gore, (4.3) denkleminde de u parametresine gore tiirev

ahmp — 1le — klsml tiirevlerinin degismeli oldugu kullanilirsa

_ dp dp
6t (6u 6u>

2 0 0
h(z2, =Ly

ou’ dt du

<6p 7] 6p>

ou’ du ot
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6p6

= Zh( (CI1T + g2 N7 + a3V, + qaV3))

= 2h (WZ_?;\/;%(%T + a2 V1 + a3 Ny + g4 V3))
=20h (22, %8 T + g, (eykN) + 52 + 0o (—genicT + akNy) + 220V, +
a3(—&ckNy + &, (r — grereyi)N3) + aq4]\@ + a4 (—&p (1 — gerenK)N3)
= 2vM(T, 1T + Eiz; AiV;)
elde edilir. Frenet formiilleri yardimiyla

77 =é€r (aaq gthCIZK)

Ay = engik + a_sz — &q3k, “5)
5 .
Ay = enq2k + % — &pq4(r — grerENK),

Jq
(Asz = (an3 (r — grereyk) + a_:)

elde edilir. Yani % = 2vn dir.

Tamm 4.2. p, E3 de yari-reel kuaterniyonik bir egri ve p nin yay uzunlugu varyasyonu [(u, t)

olsun. p nin zamanla baglantili hi¢cbir degisime sahip olmamasi igin

21w t) = 0yaniv, =2 =0 (4.6)

olmalidir.

Teorem 4.1. p, E; de yari-reel kuaterniyonik bir egri ve p nin aklsl olsun py aklslnm elastik

olmamasi i¢in gerek ve yeter sart % = gEnQGa K dir.

Ispat (=) Kabul edelim ki egri akis1 elastik olmasin, (4.2) den yay uzunlugunun degisimi
5= o o (“7)

dur.(4.4) denklemi (4.7) denkleminde yerine yazilirsa
= f Vver (— — eteNqZK) du

elde edilir. Akis elastik olmadigindan dolay1 % = (0 dir. Buradan da % = £En02k elde edilir.
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(<) Kabul edelim ki % = g&nqzk olsun. Bu esitlik (4.4) denkleminin de yerine
yazilirsa v, = 0 ve % = 0 elde edilir. Bu da egrinin yay uzunlugun korundugu anlamina gelir.
Boylece egrinin akisi elastik degildir.

Teorem 4.2. p, E3 de yari-reel kuaterniyonik bir egri ve p egrisinin akisi

E;—lt) = q1T + q2N; + a3 N, + g4 V3
olsun.
i. {T, N}, V,, N3} Frenet catisinin [T NV NV, NV;3]7 evoliisyon denklemi

V, = RV (4.8)

seklindedir. Burada R evoliisyon matrisi

0 Ay A,  As
_ _gt"ﬂl 0 BZ B3
R o _gncflz _gtEnBz 0 C3 (49)
—Sbcﬂg _gtgbB3 —SnSbC’3 0
( Ay = enaik — a3k + a5,
Ay = €02k + a35 — £,04 (1 — €re7ENK),
As = &,q3(r — grerenK) + Qus,
1
< Bz = ; (SNUQZ,S + EngNkc/ql - ngN(r - gtETgNK)c/q3),
1
By = (5quz,s + gnen(r — EtETENK)cﬂz).
1
63 = E(EnB&S + StEnSNKcA3 + (T - EthENK)Bz) )
\ kl =K, kz = k, k3 = (T - gtETgNK)I k4 =0
dir.
ii. p egrisinin egrilikleri i¢in evoliisyon denklemleri
K = eyArs — Nk — geykAy,
ki = €nB, , — MK — £,&,(r — £17ENK)Bs + Er€nEnKA,
(r — grerenk); = €nCqs — M(r — rerenK) + €161k Bs
seklindedir.
Ispat (4.3) denkleminden u parametresine gore tiirev alinirsa
pru = Vpis = Vv (T + T AN (4.10)

elde edilir. p, = Vvps = VVT esitliginin t parametresine gore tiirevi alinirsa
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pue = Vv (2T +T;) 4.11)

elde edilir. p,;; = pyy, oldugu géz 6niinde bulundurulur ve (4.5), (4.10) ve (4.11) denklemleri

kullanilirsa
Ty = Lo AV, (4.12)
elde edilir. (4.12) in u parametresine gore tlirevi alinirsa

a
Ttu = \/Eg(v‘h]\fl + AN, + A3z N3)

= \/;(fﬂl,s]\rl + A1 (—&enkT + g,k NG) + Ay (N,
+ Ay (—echNy + &n(r — rerey ) N3) + Az N3
+Az(—ep(r — erereyk)N;))
= VU ((—ecen AT + (Ags — eAzk) Ny
+(£nc/llk + Ay — &, (r — eteTeNK)c/l3)N2
+(Ass + en(r — erepeyi) Ay ) N) (4.13)
denklemi elde edilir.
Ty = vT; = (enVv (V)
esitliginin ¢ parametresine gore tiirevi alinirsa
Tue = Vv(enmiey + enkee Ny + enkVy ) (4.14)
elde edilir. 7, = 7, oldugu goz onilinde bulundurulur ve (4.13) ve (4.14) denklemleri
kullanilirsa

Kt = EyAys — K — EcEykAy,
My = —&AT + Z?:sz]\G'
(4.15)

1
B, = ; (8N"A2,S + SneNkc/ll - EbSN(T - gthgNK)dq:;)’
1
B3 = ;(ENUQ&S + Sn&‘N(r — gthgNK)dqz)
elde edilir.

‘]\G,u = \/;]Vi,s = \/;(_gthKT + SnkJ\/‘z)

esitliginin ¢ parametresine gore tiirevi alinirsa
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ad
M,ut = a\/;(_gthKT + gnkM)

= \/Ft(_gthKT + e,k V,) + Vu(—ereni )T + Vv (—geni)T;
+enki Ny + €0k )

:\/E((_gtfﬂl,s + qu)T + (—&renk ANy + (Menk — ecenkA; + enk) N,
+(—grenKAz) N3 + €, kN, () (4.16)
(4.15) denkleminin u parametresine gore tiirevi alinirsa

a
M,tu = \/E]V‘l,tS = \/;g (—Eta‘llT + Z?=2 Bf‘]\G)

= Vo((—gcA1sT) — €cA1KN; + By s N,
+Bz(—stkN1 +&,(r — greren) N + 733,5]\@)
+&pB3(—(r — erereyK)N3)) 4.17)
denklemleri elde edilir. Ny ¢, = N7 ¢ oldugu goz Oniinde bulundurulur ve (4.16) ve (4.17)

denklemleri kullanilirsa

ke = €,B, — €n&p(r — €c€renK)Bs — kN + &r€nEnKAy,
Noe = —&q AT — €08y Ba N1 + (3N, (4.18)

C; = %(stsns,\,icc/g + (r — g,e768K)B, + £n733,s)
elde edilir.
Noa = Vo Ny s = VU(—eckVy + n (1 — ereren ) Vs)
esitliginin ¢ parametresine gore tiirevi alinirsa
Nout = % (—&ckNy + en(r — eceren k) N3)
+\/;(_gtktNi — &k Ny + en(r — greren) e Nz + &, (r — StSTSN)J\@,t)

= Vu(—emkNy + e,n(r — eceren )Ny — ek Ny — gtk Ny ¢
+e (1 — ereren) e N3 + €,(r — ge7en) N3 g) (4.19)

(4.18) denkleminin u parametresine gore tiirevi alinirsa
0
Mo = NNy s = \/Eg (—enAT — €0y By Ny + C30V3)

= \/E(_gndqz,s:r_gndqz (enkcVy) — gtgnles‘Ni

— &1, By (—&cEnKT + ek Ny + C3 6Nz + C3(—&, (1 — re7ExK)))
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= ﬁ((—encﬂz,s — snsNBZK)T — (snchAZK + £t€n32’s) M

+ (—eB,k — £,Cs(r — ecereni)) Ny + C3 V) (4.20)

elde edilir. NV, = N, ¢, oldugu goz oOniinde bulundurulur (4.19) ve (4.20) denklemleri
kullanilirsa

(r — ererenk)r = €nCs 5 + £.6nkBs — (1 — grerenk),
N3 = —ep AT — &&pBN; — €6 C3 N,
elde edilir. Elde edilen denklemler matris formunda,
V=T NN, Nz]”
ve
0 Ay A,
R = —& A 0 B,

—e, A,  —EEnBy 0
—egA;  —EtEpB3

B;
Cs
—&nép 63 0
olmak tizere

V, = RV

seklinde ifade edilir. R matrisinin bilesenleri acik olarak

(A = enaik — enazk + qz,

Ay = eqa2k +q35 — epas(r — gcereNK),
Az = enq3(r — grerenK) + qus,

1
< BZ —_ ;(ENCAZ,S + SneNkc/ql - Eng(T - EthENK)c/q3),

1
B =~ (encAss + enen (1 — erereni)A,),

1
63 = ;(EnB&s + StEnSNKcA3 + (T - EthENK)Bz),
\ kl =K, kz = k, k3 = (T - gtETgNK)I k4 =0
seklindedir. Egriliklerin evoliisyon denklemleri

K = EyAys — K — EceykA,

ke = enB, . — MK — £q&, (1 — £c&7ENK)Bs + ErEnEnKA,,

421)
(r—K)e = enC3s — N(r — rerenk) + 6, kB3

seklinde elde edilir. Bdylece teoremin ispati tamamlanmais olur.
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Sonug 4.1. p egrisinin Z—Z akisi elastik degil ise evoliisyon denklemleri

Kt = gqu'l,S - gtEdeq,z,
ke = €,B, ; — enép(r — ErE7ENK)Bs + £1EnENKA,,
(r —K)¢ = €1C35 + €0k B3

seklindedir.
ispat 22 egri akist elastik degil ise

Ve =0yanin =0 (4.22)
dir. Oyleyse (4.22) denklemi (4.21) denkleminde yerine yazilirsa ispat tamamlanir.

Teorem 4.3. p, E5 de bir egri ve p nin akist g—l: olsun. g—i egrisinin akisi elastik degildir gerek

ve yeter sart [Q, R] Lie ¢carpimi olmak tizere integrallenebilirlik durumu (sifir egrilik durumu )
9t —Rs+[QR] =0

dir.

Ispat Ispata baslamadan once bazi esitlikler kullanir. p egrisinin Frenet catisi

{T, Ny, Ny, N3} veV = [T Ny N, N3]T olsun. V nin u parametresine gore tiirevi

V, = Vvl =vQV (4.23)
dir. (4.23) denkleminin ¢ parametresine gore tiirevi alinir ve (4.8) denkleminde kullanilirsa

Ve = 520V +V0(QuV +0V) = Vv (20 + 0, + OR)V (424)
elde edilir. (4.8) denkleminin u parametresine gore tiirevi alinir ve (4.23) denklemi kullanilirsa

Viu = VoVis = VU(RSV + RQV) = Vv(Rs + RQ)V (4.25)

elde edilir. (4.24) ve (4.25) denklemlerinden
Ve = Veu = V0 (2 Q + 0, + QR — R, — RQ) V
=0 (30 + 0~ R +[Q,R])V (4.26)
elde edilir. Simdi ispata baglanabilir.

(=) Kabul edelim ki Z—i elastik olmasin. O halde g; = 0 dir. u parametresine ve ¢ parametresine

gore kismi tiirevlerin degismeli oldugu kullanilirsa
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9t —Rs+[QR] =0
elde edilir.
(&) Kabul edelim ki integrallenebilirlik sart1 (sifir egrilik sart1) saglansin. Yani
Qr—Rs +[Q,R] =0 4.27)

olsun. (2.13) ve (4.9) denklemlerinden

[Q,R] =
0 eckA, eykBy — enkAy + &y (r — epereyk) s enkBs — & (r — &epeyk) Ay
—kA, EnenkAy — erén(r — géreyk)By —ereykey +&p(r — ererenk) By —gpenkeAy + e,kCs + £y (r — eepenk) B,
kA — eneykA, — enty(r — Ererenk)eAs e, e, (r — epepeyk)By — epenkAs + ek Cs 0 —&kBy
ey (1 — Epereyk) Ay — eyeykBy N N (N . EctntyhBs 0

(4.28)

elde edilir. @ nun ¢ parametresine gére R nin de s parametresine gore tlirevi alinip (4.21)

kullanilirsa
[Qt - RS] =
0 exni — gk, —Azs —Ass
—gr ek + kA, 0 —EnNK + gregkeAy — £p(r — grepeyK) By —B3s
EnAas —e K — EpenKAs + E&n 8y (r — grepeyk) By 0 —e,n(r — geepeyk) + £.kBg
EpAag —&:£p B3 s epn(r — ecepeyk) — £:8,k B3 0

(4.29)

elde edilir. (4.28) ve (4.29) denklemleri (4.27) denkleminde yerine yazilirsa

0 ENT 0 0

—ELENTK 0 —EnlK 0 _
0 YL 0 —en(r — gepenk) |
0 0 &n(r— eereyk) 0

elde edilir. Son denklemden 7 = 0 i¢in v=sabit oldugu goriiliir. Yani akis elastik degildir.

Sonug¢ 4.2 p(u,t) nun akist elastik olmasimn. @ ve R matrisleri degismeli ise Q@ evoliisyon

matrisinin A, ve B; bilesenleri
c/lz = Bg == O
dir.

Ispat Q ve R matrisleri degismeli oldugundan [Q,R] = 0 dir. Integralllenebilirlik durumu
(4.27) denklemi i¢in asagidaki gibidir.

Qr—Rs=0 (4.30)
Egri akis1 elastik olmayan bir egri akis1 oldugundan n = 0, yani
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Qt_Rs:

0 —Stkcﬂz _Cﬂz,s _C/l3,s
kA, 0 grenk Ay + &y (r — erereyk)Bs —Bag 431)
—en Ay s—EnenkAy + E&n &y (r — Ere7ENK) B3 0 &kBs ’
—&pAss €t€pBss —&r&nEpkBs 0
dir.

(4.30) ve (4.31) esitliklerinden

dir.

Ornek 4.1. E5 de yari reel kuaterniyonik egri
p(s) = (coshs, sinV2s, sins, sinV2s),

olsun. p(s) egrisinin egrilikleri
k=—-1k=+2—¢eereyk) = 0.

seklinde elde edilir. Eger skalar hiz fonksiyonlar1 q; = s2,q, = s%,q3 = S.5inscoss ve q, =

s2. coss segilirse egriliklerin evoliisyon denklemlerinin,

-10<s <10
p{"g<rss

i¢in grafikleri (Sekil 4.1.) (Sekil 4.2.) ve (Sekil 4.3.) deki gibidir.

Sekil 4.1. k(s, t) evollisyonu
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Sekil 4.3. (r — g;erenk) (S, t) evoliisyon

Eger q; = s%.cosh®s,q, = s2.tanhs, q3 = s.tanhs ve q, = s* + s? alinirsa egrilerin

evoliisyon denklemlerinin,

0<s<3
D'{0<ts3

icin grafikleri (Sekil 4.4.) (Sekil 4.5.) ve (Sekil 4.6.) deki gibidir.
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Sekil 4.4. k(s, t) evoliisyonu

J

—200F

—300 F

Sekil 4.6. (r — g;erenk) (S, t) evoliisyonu
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