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Bu tez ¢alismasinda, kozmik sicim tarafindan iiretilen kiral konik uzay-zaman
geometrisinde spin-0 pargaciklarin relativistik kuantum dinamiklerini Klein Gordon
salinici, Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) ve DKP salinict denklemleri ile aragtirilmustir.
Ayrica, diizgilin bir manyetik alan ile Klein Gordon ve DKP salinicilarinin etkilesimi de
incelenmistir. Analitik metotlar kullanilarak, bu sistemlerin enerji 6zdegerleri ve dalga
fonksiyonlari elde edilmistir. Bu sistemlerindeki pargacigin, enerji seviyelerinin ve dalga
fonksiyonlarinin uzay-zaman geometrisini karakterize eden parametrelere bagli oldugu
gosterilmistir. Bu bagimliklar nedeniyle, Klein Gordon denkleminin ¢6ziimii olan dalga

fonksiyonlarinda Aharonov-Bohm etkisine benzer kiitle ¢ekimsel bir etki de vardir.
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ABSTRACT

SOLUTIONS OF RELATIVISTIC WAVE EQUATIONS IN A CURVED SPACE-
TIME
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Supervisor: Asst. Prof. Dr. Nuray CANDEMIR

In this thesis, the relativistic quantum dynamics of spin-0 particles in a chiral
conical space-time geometry produced by the cosmic string are investigated by the Klein
Gordon oscillator, the Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) and the DKP oscillator equations.
In addition, the interaction of a uniform magnetic field with the Klein Gordon and the
DKP oscillators is also studied. By using analytical methods, the energy eigenvalues and
corresponding wave functions of these systems are obtained. It is shown that energy levels
and wave functions of the particle in these systems depend on the parameters
characterizing the geometry of space-time. Because of these dependencies, there also
exists a gravitational effect similar to the Aharonov-Bohm effect in wave functions that

are the solution of Klein Gordon equation.
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1. GIRIS

19. ylizyilin sonlarina dogru fizikte cisimlerin hareketi Newton mekanigi,
elektromanyetik olaylar Maxwell denklemleri ve termodinamik olaylar istatistik fizik
yasalar1 kullanilarak basarili bigimde aciklanabiliyordu. Klasik mekanigi tanimlayan bu
kuramlar 20. yiizyilin baslarinda yapilan siyah cisim 1simasi, fotoelektrik olay, Compton
sacilmasi, tayf cizgileri vb. gibi bir dizi deneyi agiklamada basarili olamadi. Uzun yillar

stiren ¢alismalarin sonunda kuantum mekanigi denilen yeni bir kuram ortaya konuldu [1].

Kuantum mekanigi atom alti parcaciklarin hareketini tanimlar. Kuantum
mekaniginde parcaciklarin davranisi dalga fonksiyonu denilen matematiksel ifadeler ile
verilir. Dalga fonksiyonu, pargaciga ait tiim bilgileri i¢inde barindirir. Diisiik hizlarda
pargacigin dinamigini tanimlayan tek dalga denklemi Schrédinger denklemidir. Yiiksek

hizlara sahip parcgaciklar sahip olduklar1 spine gore bir dalga denklemi ile tanimlanirlar.

Klein Gordon denklemi, kuantum mekanigi ile 6zel gorelilik kuramlarmin
birlesimi ile ortaya konulan ilk relativistik dalga denklemidir. Bu denklem pion, mezon
ve kaon gibi spin-0 pargagiklart (skaler bozonlar) tanimlar [2]. Klein Gordon denklemi
farklt potansiyellerle etkilesen parcacigin sacilim ve band durumlarini elde etmek i¢in
¢Oziilmiistiir [3-7]. Sonuglarin spin-0 pargaciklari ile ¢ekirdek etkilesimlerini agiklamak

i¢in kullanilabilecegi ifade edilmistir [7].

Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) denklemi de relativistik bir dalga denklemidir. Bu
denklem hem spin-0 (skaler) hem de spin-1 (vektorel) pargaciklart arastirmamiza olanak
saglayan matematiksel bir yapiya sahiptir [8-10]. DKP denklemi, uzun yillar ikinci
dereceden diferansiyel denklemler olan ve spin-0 pargaciklari tanimlayan Klein Gordon,
spin-1 pargaciklari tanimlayan Proca denklemlerine alternatif olarak goriilmiistiir [11-14].
DKP denklemi bircok agidan spin-1/2 pargaciklarini tanimlayan Dirac denklemine
benzer. Bu iki denklemde, birinci dereceden diferansiyel denklemlerdir. Bu denklemde,
Dirac denklemindeki gama matrisleri DKP cebri denilen matris cebri ile yer degistirir [8-
10,15]. Bu cebirsel yap1 Klein Gordon ve Proca denklemlerinde yer almayan

etkilesimlerin incelenmesine de olanak saglar [16-17].

DKP denklemi mezon-gekirdek etkilesimlerini arastirmak i¢in 6nerilmistir ve bazi
durumlarda Klein Gordon denklemi ile karsilastirildiginda deneysel verilerle daha

uyumlu sonuclar vermekte oldugu ifade edilmistir [18]. DKP denklemi ile déteryum-



cekirdek ve alfa-¢ekirdek sacgilimi incelenmistir. Bu aragtirmalarin sonuglarinin deneysel
verilerle tutarli oldugu gosterilmistir [19-20]. DKP denklemi, sonlu sicaklikta relativistik
Bose-Einstein denklemini tiiretmek i¢in de kullanilmistir [21]. DKP denklemi Coulomb
etkilesimine gomiilii skaler bozonlar i¢in ¢ozililmiis, band ve sacilim durumlarint elde
edilmistir [22]. DKP formalizmi topolojik yari-metallarin daha yiiksek boyuta

genellemelerini olusturmak i¢inde kullanilmistir [23].

Harmonik salmici hem klasik fizik hem de relativistik olmayan kuantum
mekaniginde 6nemli birgok uygulamasi olan bir modeldir. Molekiiler titresimler,
elektromanyetik alanlar, AC devreleri, akustik gibi bircok olayin matematiksel olarak
aciklanmasinda bir prototip gorevi goriir. Harmonik salinict igin relativistik modeller de
onerilmistir. Klein Gordon salinict ve DKP salinic1 spin-0 pargaciklari i¢in Onerilen
relativistik modellerdir. Bu salinicilarin agir kuark sistemlerinde hapsetme potansiyeli
olarak kullanmak icin 1yi bir aday olabilecekleri ifade edilmistir [24-25]. Bu salinicilarin
bir boyutlu formlar1 Minkowski uzay-zamaninda ¢oziilerek parcaciklari tanimlayan dalga

fonksiyonlar1 ve enerji spektrumlari incelenmistir [26-27]

Kuantum mekanigi ve genel gorelilik teorisini birlestiren bir tek teori olugturma
fikri ile relativistik dalga denklemleri egri uzay-zamana uyacak sekilde genellestirilmistir
[28]. Genel gorelilik teorisine gore, kiitle cekimi uzay-zaman egriliginin bir sonucudur ve
bu egrilik lizerinden fiziksel sistemleri etkiler. Egri bir uzay-zamana yerlestirilen atomun
enerji seviyeleri uzay-zaman egriligi ile etkilesimin sonucu olarak degisime ugrar. Enerji
seviyelerindeki degisimler, bir kuantum sisteminin farkli durumlar1 i¢in ayni olmayabilir.
Uzay-zaman geometrisi kaynakli bu etki, incelenen sistemin her enerji seviyesi i¢in ayni
degisimi veren Doppler etkisi, kiitle ¢ekimsel ve kozmolojik kirmiziya kayma
etkilerinden ayrilir [29-33]. Ayrica elektromanyetik alan kaynakli Stark ve Zeeman
etkilerinden de farklidir [32-33].

Kozmik sicim ve monopol evrenin genislemesi sirasinda olustugu ve giiniimiize
kadar hayatta kaldig: diisiiniilen topolojik kusurlardir. Kozmik sicimler uzay-zamanin iyi
anlasilmayan (nontrivial) topolojisini olustururlar. Kozmik sicim etrafinda olusan uzay-
zaman geometrisi yerel olarak diiz ancak global olarak diiz degildir [33-35]. Uzay-zaman
geometrisi ve uzay-zamanin topolojik kusurlarinin relativistik kuantum sistemleri
tizerindeki etkileri uzun yillardir arastirlmaktadir. Bu caligmalarda bazilari, donen

kozmik sicim uzayinda spinsiz pargacigin incelenmesi [36], kozmik sicim uzay-

2



zamaninda diizglin manyetik alan altinda Klein Gordon salinic1 [37], donen kozmik sicim
uzayinda relativistik Landau diizeyleri [38], Kaluza-Klein teorisindeki topolojik
kusurlarin varliginda spin-0 pargaciklar1 [39] , Kaluza-Klein teoride Klein salinic1 [40] ,
Kaluza- Klein teori de band durumlari i¢in Aharonov- Bohm etkisi[41], donen kozmik
sicimdeki manyetik alanda genellestirilmis Klein Gordon salict iizerindeki Aharonov-
Bohm etkisi [42], kozmik sicim uzay-zamaninda lineer etkilesimli DKP salinic1 [43],
Robertson Walker uzay-zamaninda DKP denklemi [44], skaler bozonlarin kuantum
dinamikleri iizerindeki donme etkileri [45], Som-Raychaudhuri uzay-zamanda
relativistik spin-0 bozonlar [46] uzay-zamanin Godel tipinin varliginda spin-sifir sistemi
icin DKP denklemidir [47]. Ayrica bir kiral kozmik sicim tarafindan iiretilen uzay-
zamanda DKP ve DKP salinici denklemleri ¢6ziilmiis ve uzay-zaman geometrisinin

etkileri arastirilmistir [48].

Bu tez kapsaminda, kiral konik uzay-zamanda, Klein Gordon [49] ve DKP
denklemleri ve bu denklemlerle olusturulan sistemlerde, spin-0 parcaciklarin relativistik
kuantum dinamiklerini {iizerinde uzay-zamanin topolojinden kaynaklanan etkiler

arastirilmistir.

Tezin giris boliimiinde, tezin kapsamina iliskin literatlir gézden gecirilmektedir.
Ikinci boliimde, tez kapsamindaki Klein Gordon ve Duffin-Kemmer-Petiau (DKP)
denklemleri ile kiral konik uzay-zaman tamitilmaktadir. Ugiincii béliimde, denklem
coziimlerinde kullanilan yontemler ve bu ydntemlerin matematiksel 6zellikleri
anlatilmaktadir. Dordiincii boliimde, kiral konik uzay-zamanda, Klein Gordon ve DKP
denklemleri ve bu denklemlerden olusturulan sistemlerin ¢6ziimleri verilmektedir. Bu
boliimde ¢izilen grafiklerle spin-0 pargaciginin relativistik kuantum dinamikleri tizerinde

egri uzay-zamanin topolojik etkileri de tartisiimistir.



2. KURAMSAL BIiLGILER

Bu boliimde, Klein Gordon ve DKP denklemleri ile ile kiral konik uzay-zaman

tanitilmaktir.

2.1. Klein Gordon Denklemi

Relativistik enerji-momentum bagintisi durgun kiitlesi m olan serbest bir parcactk
igin
E? = p2c? + m?c*
veya
2
piou=—3—pp=mc
rT o2 2.1)
ile tanimlanir. Burada E pargacigin toplam enerjisi, p momentumudur. p# momentum

dort vektor gosterimidir. Dort momentum islemcisinin koordinat gosterimi
d d d d > - (1 0 B
cot’ ox’ dy' 0z) cat’

5 = iho _,ha _,h<6 Jd d 6)_,h<16 V)—(A 5)
Pu = 0 =, ~ " \cat'ox" 0y’ 0z) ~ ""\caer ') T PP

d
}3“ = [hd* = lhﬁ= lh(

)= Go®)

seklinde verilir. p#p,, ¢arpimi

s 00 g[10% (8* 9 2
P"Pu = dxHox, cot?2 \dx? 0dy? 0z2

1 02
— _h2 | 2
=h <C ot? v >
elde edilir. Elde edilen bu sonug, denklem (2.1)’de dért momentumun skaler ¢arpimi

yerine yazilarak Klein Gordon denklemini elde etmek i¢in kullanilir.

mc
h

—v2+( )2]q>(r,t) =0

[czatz

Bu ifade serbest parcacik i¢in Klein Gordon denklemidir [2].



2.2. Duffin-Kemmer-Petiau Denklemi

Minkowski uzay-zamaninda, M kiitleli serbest bozonlar i¢in Duffin-Kemmer-
Petiau denkleminin
[i%9, — M]¥ =0
seklinde verilir. 8% (a = 0,1,2,3) matrisleri Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) cebri

denilen

,Baﬁbﬁc + ,Bcﬁbﬁa — gab’BC + gbC’Ba
komutasyon bagimtisini saglar. g%? = (1, —1, —1 — 1) metrik tensér ve £ beta matrisleri
16 X 16 matrislerdir. Bu onalt1 boyutlu matrisler bir, bes ve on boyutlu indirgenemez
matris temsillerine indirgenebilir. Bes boyutlu temsili spin-0 olan bozonlar1 tanimlamak

icin kullanilir.

Spin-0 temsili igin, f%’lar 5 X 5 matrislerdir ve asagidaki sekilde verilir.
o_ (6 6) i_( 9 #
g <6T 0/ g (—p; 0

6,0ve 0 sirastyla 2 X 2, 2 X 3 ve 3 X 3 sifir matrislerdir. T {ist indisi matris

transpozunu gosterir ve matristeki diger ifadeler
_(0 1 1_(—-1 0 0
9_(1 0)’ p_(o 0 0)
2 — 0 -1 0 3 _ 0 0 -1
*=(o o o (o 0 o)
seklinde tanimlanir.

Spin-1 temsili i¢in, B%’lar 10 x 10 matrislerdir ve

0 00 0 0 0 ¢ 0
_T T _
BO = OT 0 I I pga = 0 0 0 -—is;
\6 I 00 / e/ 0 0 0
_T _T
0 0 0 O 0 —is; 0 O
burada s;, Sije = ~l€ijk ile verilen spin-1 matrisleridir ve matristeki diger terimler

0

0 0 0), ee =00 0 0), e;=0 1 0, e=(0 0 1)

I ve 0 sirasiyla birim ve sifir matrislerdir. ¥ durumlar spin-0 parcaciklari i¢in bes

bilesenli bir spindr iken, spin-1 pargaciklari i¢in on bilesenlidir [10, 45, 50].



2.3. Kiral Konik Uzay-Zaman

Kiral konik uzay-zaman, zaman koordinatinda ve sicimin uzandigi uzay
koordinatinda sarmal yapiya sahip yeni bir sicim modelidir. Bu uzay-zamana karsilik
gelen metrik yerel olarak r ekseninden uzakta diizdiir, ancak genel olarak diiz degildir.
Bu uzay-zamanin sarmal yapisi, zaman gecikmesi ve bu uzaya yerlestirilen bir nesnenin

z ekseninde iki ayr1 goriintii olusturmasi gibi genel etkiler yaratir.
Kiral konik uzay-zaman i¢in ¢izgi elemam [49, 51-52]

ds? = (dt + a dg)? — a’r?de? — (dz + B de)?

= (dt + 4GJodp)? — a’r?de? — (dz + 4G]3d@)? (2.2)

= guvdxtdx?
seklinde tanimlanir. Burada a = 4G]J, kozmik sicimin donme parametresidir ve uzunluk
birimine sahiptir. § = 4GJ; donme ile ilgili parametredir. a, p sicimin kiitle yogunlugu
ile @ = 1 — 4p seklinde tanimlanir. G yergekimi sabitidir. (Bu ¢alismada G yergekimi
sabiti ve ¢ 1s1k hizi G = ¢ = 1 olarak alinacaktir.) J, ve J; sirasiyla sicimin agisal
momentumu ve burulmasidir. Yukaridaki metrik, ], ve J; parametrelerinin aldigi
degerlere gore farkli uzay-zaman metriklerini temsil eder. J, = J3 = 0 oldugunda [49,
53], yukarida tanimlanan metrik kozmik sicim uzay-zamanini tanimlarken, sadece J]; = 0
oldugu durumda [49, 54-55], donen kozmik sicim uzay-zamanini tanimlar. Katilarda,
cizgisel ve sapma (yerinden ¢ikma) kusuru olarak bilinen topolojik kusurlar geometrik
olarak bir metrik ile tanimlanirlar. Bu kusura sahip bir katida, ], ve J; parametreleri

cizgisel kusuru, a ise sapma (yerinden ¢ikma) kusurunu temsil eder [49, 57].

(2.2) denklemi ile verilen ¢izgi eleman1 g = (+1,—1,—1,—) metrigine sahiptir

ve bu metrik i¢in koordinatlar asagida verilen bolgede tanimlidir.

—o<t<oo r=>0 0<¢p<2m

Yerel koordinat gergevesi, e;; tedradlar olarak adlandirilan ve koordinat olmayan
bazlarla olusturulur. Bu uzay-zaman igin asagida verilen e;} tedradlar ve onlarin tersleri

kullanilir.



4], sin ¢ 4]5
—sing cos @ —sing
e (x) = ar ar
u % Ccos @ % .
\ oS sing  ar - sin <p/
0 0 0 1
1 0 0 0

0 Cos ¢ sing 0
4] —arsing COos@ 4],
0 0 0 1 (2.3)

Burada (u,v) Yunan indisleri egri uzay-zamani temsil ederken, (a,b) Latin

el (x) =

indisleri diiz uzay-zamani temsil eder. Tedradlar

el (x)ed(x) = 64 ef(x)ey(x) = 6
diklik sartin1 ve
Guv(X) = ef (el (I g (x) = eg (x)ey (X)n4p (2.4)
bagmtilarim saglar. n,, = (+, —, —, —) Minkowski (diiz) uzay-zaman metrigidir.

(2.2) denklemindeki ¢izgi elemaninin metrik bilesenleri

1 0 4]o 0

_[o -1 0 0
I (x) = 4] 0 —a?r?—16(32-]3) -4],
0 0 —4]3 -1

olarak yazilir. Burada x° = ¢, x! = r, x? = ¢ ve x* = z dir. Metrigin determinant

g= det(gw) = a?r? (2.5)

dir. (2.3) denklemi ile verilen tedrad tersleri ve (2.4) denklemi kullanilarak, ters metrik

16]2 4], _ 16]oJ3
1- 212 a’r? a’r?
0 0 "9 0
g (x) = 4], —01 1 43
272 0 T a2r2 a?r?
16]y)s 4], 165

olarak elde edilir.

Denklem (2.2) ile verilen metrige



t—>T+ 4]0, ©—->0=ap z—>7Z=z+4]3¢
doniistimii uygulandiginda asagidaki diiz metrik elde edilir [49]:

ds? = dT? — dr?—de? — dZ?.



3. MATERYAL VE METOT

Bu ¢alismadaki tiim denklemler analitik olarak ¢oziilmiistiir. Denklem (2.2) de
tanimlanan metrik i¢in Klein Gordon ve DKP denklemleri ile bu denklemlerden olusan
sistemlerin ¢oziimii incelenmektedir. Bu denklemlerin ¢6ziimii sonucu fizik alaninda
sikca rastlanan Bessel, konfluent hipergeometrik ve Nikiforov-Uvarov denklemleri elde

edilmektedir. Bu boliimde, bu denklemler ve ¢oziimleri kisaca tanitilacaktir.

3.1. Bessel Diferansiyel Denklemi

7 sabit bir say1 olmak iizere, Bessel denklemi
dy (, n?
d22+ZdZ+<u 72 y=0 (3.)

seklinde ifade edilir. A ve B keyfi sabitler olmak {izere, Bessel diferansiyel denkleminin

genel ¢coziimii

y = A, (uz) + AyY, (uz) (3.2)
olarak verilir. J, (uz) ve Y,(uz) sirasiyla birinci tiir ve ikinci tiir Bessel fonksiyonlar
olarak adlandirilir. Burada J,(uz) fonksiyonu 0 <z < co arahiginda s6niimlenen
¢oziimleri ifade etmektedir. Y,(uz) fonksiyonu z — 0 durumunda iraksar; z — oo
durumunda ise sOniimlenen titresim yaparak sifira yakinsamaktadir. Dalga

fonksiyonunun sonlu ve sinirlarda siirekli olma sartlar1 diisiiniildiigiinde A, = 0 ve

J(uz) = 0 olmaktadir [58-59].
3.2. Konfluent Hipergeometrik Diferansiyel Denklemi

d’y dy
zﬁ+(b—x)a—ay—0

Yukaridaki ifadeye konfluent hipergeometrik denklemi ya da Kummer denklemi

(3.3)

ad1 verilmektedir.

Burada a, b reel ya da kompleks parametrelerdir. Kummer denkleminin sinirlarda

sonlu olan ¢oziimleri

y = AM(a; b;z) = A {F,(a; b; z) (3.4)



konfluent hipergeometrik fonksiyonlaridir. Burada A keyfi bir sabittir. Polinom olma

sarti
a=-n n=0,1,2.
seklinde verilir [58-59].

3.3. Nikiforov-Uvarov Metodu

Nikiforov Uvarov (NU) metodu ikinci dereceden diferansiyel denklemlerin enerji

ozdegeri ve 6zfonksiyonlarin1 bulmak i¢in kullanilir. Bu metotta, ikinci dereceden bir

denklemin asagidaki bicimde yazilmasi gerekir.

A2D(x) ¢ —cx dP(x) [—&x?+Ex+ &
dx? x(1—c3) dx x2(1 — c3x)?

><I>(x) =0

Boylece 6zfonksiyonlar ve enerji 6zdegerleri sirasiyla

C
€13 (Clo—lﬁ—clo—l)

., _f13 )
®(x) = x€12(1 — c3x) €127, P, °

(1 —2¢3x)

ve
nc, — (2n+ e+ 2n + 1)(\/C_9 + c3\/c_8) +nn—1)c;
+C7 + 2C3C8 + 2 C8C9 == 0

olarak yazilir. PP’ Jacobi polinomudur. c,,..c;s parametreleri,

Ciy ) C3, &4, .v, €3 alt1 parametreden elde edilir:

1 1 2
C4=;(1—C4), Cq =E(Cz—203), Ce = C5 +¢1,
— — .2
C7 = 2¢4C5 — &3, cg = ¢4 +¢3,
C9 = C3C7 + C?%CB + C6l C10 = Cl + 2C4_ + 2 C8,

11 = ¢ — 205 + 2({Jeg + c3/c8), €12 = ¢+ g,

C13 = CS - 1/C9 + C31/C8
Bu parametrelerden c; = 0 ise,

C
. (610_1'%31_610_1)
lim P,

c3-0 1- 20395) = L(-;Lm_l(cnx)

10

(3.5)

(3.6)

3.7)

(3.5)deki

(3.8)



—cy, =11
lim (1 — c3x) 27 s = exp(cqzx)
C3—)0

ifadelerine doniisiir. Boylece (3.6) deki dalga fonksiyonu

d(x) = xClZexp(c13x)L;1°_1(c11x) (3.9)

olur. LS, (x) genellestirilmis Laguerre polinomudur.

Enerji denklemi ise,

ne, — (2n+ Des + 2n+ 1/cg + ¢7 + 2,[cgcg = 0 (3.10)
ifadesine indirgenir [54, 60-61].
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4. EGRI BiR UZAY-ZAMANDA RELATIVIiSTiK DALGA DENKLEMLERININ
COZUMLERI

Bu bolimde, Klein Gordon denkleminin kiral konik uzay-zamanda ¢oziimii
tanitilmaktadir [49]. Daha sonra Klein Gordon salinici, manyetik alanda Klein Gordon
salinici, DKP denklemi, DKP salinicit ve manyetik alanda DKP salinicinin kiral konik

uzay-zamanda analitik ¢oziimleri yapilmaktadir.

4.1. Kiral Konik Uzay-Zamanda Klein Gordon Denkleminin Coziimii

Egri uzay-zamanda Klein Gordon denklemi asagidaki bi¢imde verilir [41, 49, 62].

1
—g w(\[—99"70,) + M| @ =0

Bu denklem, kiral konik uzay-zamanin metrik determinantt ve ters metrik

bilesenleri ile

92 92 92 92
tt —_ ty op tz _— "~
9 9z 729 51ao T 97 352 T 29 Gy

1 10 0% R
_ | — r [, Qz zz 2 —
* /—g[6r<g g6r>]+2g 6(p62+g 0z? +Me =0

olarak yazilabilir. Yukaridaki denkleme, Boliim (2)’de denklem (2.5) ile verilen metrik
determinant1 ve (2.6) denklemindeki ters metrik bilesenleri yazilir. Boylece kiral konik

uzay-zamanda Klein Gordon denklemi

62+16 9 1 (4 d a)2+(4 d a)z
9tz " ror or  ar? IOat 010 ]3615 dp

+32 aa+62 + 62+M2 O =0
JoJs otdz  d¢? 0z? B (4.1)
elde edilir. Calisilan egri uzay-zamanin metrigi t, ¢, ve z den bagimsiz oldugundan, ®

dalga fonksiyonu i¢in asagidaki ¢6ziim Onerisini yazilabilir.

O(t,r, @, z) = etkztlo-EOR(y) (4.2)
Burada E enerjivel = 0, +1, +2 ... agisal momentum iglemcisinin z — bileseninin

0zdegeri ve k bir sabittir.

12



Diiz uzay koordinatlarinda T, r, 8, Z, denklem (4.2)’de verilen ¢oziim asagidaki

gibi yazilabilir.
(L 7,0, 2) = el RZHLO-EDIR ()
Bu ifade (t, 7, ¢, z)koordinatlarinda
(D(t, r, o, Z) — ei(kz+<p[al—4]oE+4]3k]—Et)R(r)

seklinde ifade edilebilir. Son iki denklem karsilastirildiginda & durumunun
1

ile verilen kesirli bir acisal momentuma sahip oldugu sonucu ¢ikartilir. Bu sonugta, bir

parcacigi kiral bir kozmik dizginin arka plan uzay-zamaninda paralel olarak taginirsa,

dalga fonksiyonunun bir e2™ faz elde edecegini gosterir. Dalga fonksiyonu
(D N q)l = eZTL'iLCD

Bu durumda ¢’nin manyetik aki oldugu elektromanyetik Aharonov Bohm

etkisindeki I — | — ed/2m kaymasina benzer.
Denklem (4.1)’e denklem (4.2)’deki ¢6ziim Onerisi yerlestirilerek

d> 1d 4]oE + 1) — 4)5k]?
d1d [WE DR ]
dr? rdr a?r? (4.3)

denklemi elde edilir. Asagidaki etkin agisal momentum

L= [(41oF + 1) — 415k] 44

Ve
n= E2 _ MZ _ kZ
ifadeleri ile (4.3) tekrardan diizenlenirse
a2 1d L?
- 4= 2 _ =
dr? +rdr+ (77 r2>l x(2) =0

olur. Burada z = nr ve R(r) = y(z) esitlikleri kullanarak

d2+1d+1 L (2)=0
dz? zdz 72 X2 =

13



denklemini elde edilir. Bu denklem Bolim (3)’de Denklem (3.1) ile verilen Bessel

diferansiyel denklemidir ve denklemin genel ¢6zliimii

R(r) = NyJj, (nr) + NyNy, (nr) (4.5)

Ji1) () birinci tiir ve Ny, (nr)ikinci tiir Bessel fonksiyonlart ile verilir.

Pargacigin enerjisi belirlemek i¢in, parcaciginin r =1, ve r =1,’da (rp, > 1y)
arahiginda hareketi smirlandirilmahidir. Bu smurlarda ve smirin disinda R(r) yok

olmalidir, diger bir ifade ile

R(r) =R() =0 (4.6)
olmalidir. Denklem (4.5) denklem (4.6) da kullanilarak asagidaki denklem elde edilir.

S r) Ny (mr2) — i ) Ny (nry) (4.7)
Pargacigin enerji spektrumu elde etmek i¢in nry > 1 ve nry, > 1 6zel durumu

kabul edilerek, sabit bir |A] i¢in, Hankel’in asimtotik ag¢ilimi

() ~ |L|T[ m\ 4|L?-1 LIt w
Ji () = cos xl- 2 8x, sin | x; > 2
/ |L|T[ /s 4L2—1 |L|n T

~ Rk i - 4.8

Ny (x;) Ism X 2 8x, cos | x; 2 (4.8)

yazilabilir. Burada x; = nry,nr, dir. Denklem (4.7)’ye denklem (4.8) yerlestirildikten

sonra pargacigin enerjisi

5 n?m? 4|L)? —
E? ~ +

~ + M? + k*
(r, — 1) 8ry1y

olarak bulunur [49].
4.1.1. Kiral Konik Uzay-Zamanda Klein Gordon Salinici

Klein-Gordon salinici, Klein Gordon denklemindeki momentum operatoriinde
asagidaki degisik yapilarak elde edilir [40,42,63-64].
Py = Dy — IMwX, (4.9)
Burada X,, = (0,7,0,0), r paracigin sicime olan uzaklig1 ve o pargacigin salinim

frekansidir. Boylece Klein Gordon salinici

14



1 4.10
lJ: (8, + MoX,){ =59 (8, — MX,)} — M?| s = 0 (410)
-9
seklinde yazilir. Denklem (2.2) ile verilen ¢izgi elemant i¢in, denklem (4.10)’nin ¢6ziimii
CDKS(tJ rl (P; Z) = ei(kz-l-l(p_EKSt)R(r) (411)
aliarak Klein Gordon salinici igin radyal denklem

1/0 d
[—(——er)(r—+er2)—
r \or

[(4]oEks + 1) — 4]3k]?

a2r2
—M?w?r? + E2g — M? — k? + 2mw]R(r) =0

elde edilir. Burada k, z momentumu; E, pargacigin enerjisi ve [, yoriinge agisal kuantum
sayisidir. Yukaridaki denklem p = Mwr? degiskeni kullanilarak yeniden yazilabilir. Bu
degisiklikle birlikte denklem
2 2
AT S e LR o
seklini alir. Burada asagidaki ifade kullanilmistir.

1 4.1
s = — [(WoFis + D — 4]31? @1

£ =Eis—M? — k% + 2mw (4.14)
Denklem (4.12)’nin ¢oziimii i¢in, R(p) dalga fonksiyonunun p - 0 ve p —» o da
asimptotik davranigi incelenmelidir. Bu yapildiginda, R(p) fonksiyonu bilinmeyen bir

F(p) fonksiyonuna gore asagidaki gibi yazilabilir.

_p lLgsl 4.15
R(p) = Nie"2p 2 F(p) (4.15)
Denklem (4.12)’a denklem (4.15) yerlestirilerek
d*F(p) dF(p) (lLgsl+1 ¢ (4.16)
Pd—pz+(|LKs|+1—P) o T F(p)=0

elde edilir. Bu denklem, boliim 3’deki (3.3) denklem ile verilen konfluent hipergeometrik
diferansiyel denkleminin basit bir seklidir. Denklemin ¢oziimii

|Lgs| +1 £
- , 1L 1,
y ~amg |Lxsl + Lo (4.17)

konfluent hipergeometrik fonksiyonudur.

F(p) = 1F1<

Hipergeometrik fonksiyonlar ile Laguerre polinomlar1 arasindaki asagidaki
bagint1 vardir [65].

15



I'k+n+1)

Ln(z) = Itk + 1)

Fi(—n,k+1,2)

O zaman, normalize edilmis radyal dalga fonksiyonu i¢in

p |Lgsl
R(p) = Nye 2p 2 Liksl(p) (4.18)

yazilabilir. Burada normalizasyon sabitini bulmak igin

@ In+o+1
f x%e * L% (2)L%,(z)dz = %&lm
0 .

bagintisi kullanilir ve normalizasyon sabiti

n!
N, = | —/———m—
L n+o+1)

Denklem (4.17) ile verilen hipergeometrik fonksiyonun fiziksel bir ¢dziim
olabilmesi i¢in fonksiyondaki ilk terimin asagidaki kosulu saglamasi gerekir.

elde edilir.

|LKS| +1 &
2 4Mw

=-n

Bu denkleme sirasiyla denklem (4.13) ve (4.14)’de verilen Lk ve € parametreleri
yerlestirildiginde, enerji 6zdeger denklemi asagidaki gibi bulunur.

4]oExs + 1) — 4]k 4.19
E12<s—2Mw<2n+(]° Ksa) E >—M2—k2=0 (4.19)
Enerji 6zdegerleri |Lgs| = |w > 0 ise,
2Mw 16M2w?]?2 AMw(2]3k — 1
Edsm = loi\/ > ]0+4Mwn— (25 )+k2+M2
a a a (4.20)
ve |Lgs| = |—(4]°EKS+D_4]3k < 0 ise,
2Mw 16M2w?]?2 4Mw(2]3k — 1
Egsm = — ]Oi\/ 3 ]0+4Mwn— (25 )+k2+M2
a a (4.21)
olur.

Sistemin dalga fonksiyonu
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|Lksl

_ rrrei(kz+lo—Eggt) —erz(erz) 2
Opo(t,r,0,z) = N'¢ €
kst 1,9, 2) (4.22)

X 1F (—n, |Lgs| + 1, M0r?)
seklinde yazilir. Enerjiler (4.20) ve (4.21) egri uzay-zamandaki tiim parametreler ile w
salinicinin frekansina baghdir. Bu enerjiler w = 0 i¢in Egg ,; = 0 etrafinda simetriktir. J,
a parametreleri ve w salinicinin frekansi bu simetriyi kirar. Enerjiler (4.20) ve (4.21) ise
her Jo, @, w i¢in simetriktir. Bu, enerjilerin benzer spektruma sahip oldugunu ifade eder.
Bu nedenle enerji (4.20) incelenecektir. Sekil 4.1 ve 4.2’de M =k =w,Jop =]z =a =

0,5 parametreleri i¢in n ve [ degiskenlerine karsi enerjinin pozitif ve negatif ¢oziimlerini

gizilmistir. |[Egg |, n ve !

125 =S
EKS.ni+ 10| “3\\\
I e < R 7
s\ ity 4 9
0 [ /o N 8

Sekil 4.1. M =k = w, J, = J3 = a = 0,5 parametreleriyle n ve [ degiskenlerinin bir fonksiyonu olarak
E ,?S_nl + enerji spektrumunun ¢izimi
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Sekil 42. M =k = w, ], = J3 = a = 0,5 ile n ve [ degiskenlerinin bir fonksiyonu olarak Eg ,,,_negatif
enerji spektrumunun ¢izimi

degiskenlerinin artmastyla artar. Sekil 4.3’de, Exs,;, pozitif enerji degerleri a ve
parametresinin artmasi ile azalir. |Exg,,,_ | ise, a ile birlikte n’nin alacagi degerlere gore

20 3
b o : - )4 e n=2
- ¥ ® = n=12
e v - 5 . + n=22
A nh=2
= 0] N : g ] v n=12
O n=22

_20_
0
0.0 0j2 0.‘4 O.l6 0.I8 10
a

Sekil 43. M =k =w=1,J, = J3 = a = 0,5 ile a nin bir fonksiyonu olarak Eg ,,; enerji spektrumunun
¢cizimi
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degismektedir, M = k = w =1 =1, J]3 = a = 0,5 igin, pozitif enerjiler ], ile artar Sekil
4.4. Bu durumda negatif enerji degerleri n’nin kiiclik degerleri ile azalirken, biiyiik n
degerleriyle artar. Sekil 4.5°de, |E ,?S,nll J3 artarken artar. Ayn1 zamanda, |E I?S,n1|1 n=2
icin J; = 1,089 degerinden sonra ve n =12 i¢in J; = 3,084 degerlerinden biiyiik

degerlerde imajiner degerler alir ve parcacik bu durumlarda bulunamaz.

@
[ J
30+
@
®
® n=2
20 & 1
= ® n=12
¥ ¢ n=22
10+ . {1 a n=2
- v n=12
® n=22
07 A A -
v X ‘ *
v
0 1 2 3 4
Jo

Sekil44. M =k = w =1, J; = a = 0,5 parametreleri ile ], i bir fonksiyonu olarak Egs ,, enerji
spektrumunun ¢izimi

10 —
%
@
®
Py
@
Sr e b e n=2
- ® n=12
c
A2 ¢ n=22
w
0 A A h=2
A - v n=12
v
v n=22
v
-5}
0 1 2 3 4 5

J3

Sekil 4.5. M =k = w = 1, J, = a = 0,5 parametreleri ile /5 ’iin bir fonksiyonu olarak Egs , eneji
spektrumunun ¢izimi

19



0.10
0.08 |
006} g w=0,25
4 LRl o Y w=05
0.04} 2l i3
oA W A ) w=1
0.02| X / ‘A
oMo e AR SR (T ... S— —
0 5 10 15

o

Sekil4.6. M =k=1=1,],=]; =a = 0,5 n =2 parametreleri ile p degiskeninin bir fonksiyonu
olarak |R(p)|? olasilik yogunlugunun ¢izimi.

Denklem (4.18)’da verilen R(p) radyal dalga fonksiyonunun |R(p)|? olasilik
yogunlugu M =k=101=1, Jo=]; =a =0,5 n =2 parametreleri ve pozitif enerji
degerleri (w = 0,25 i¢in Egxg = 3,000, w = 0,5 i¢in Exg = 4,8284 ve w = 1 igin Exg =
1>

8,6904) ile ti¢ farkli w salinici frekansinin igin Sekil 6°da ¢izilmistir. |R (p)|%’nin genligi

w artmasiyla azalir ve |R(p)|? pikleri yerel bir noktaya toplanacak sekilde hareket eder.

Ozel Durum 1

Bo6lim 2’de denklem (2.2) ile verilen metrikte, yerdegistirme (dislocation)
parametresi J; = 0 olursa, donen kozmik uzay-zamani elde edilir. Onun ¢izgi elemani

ds? = (dt + 4],d@)? — a’r?de? — dz*

ile verilir.

(4.22) ve (4.19) denklemlerinde J; = 0 yazilirsa, donen kozmik uzay-zamanda

Klein Gordon salinicisinin dalga fonksiyonu

i 4]JoEgs+l
CI)(tl T, (p! Z) = Nllel(kz+l(p_EKSt)e_MwT2 (er2)| Ozlés |

4J0Exs + l|
a

X 1F1(—7l, + 1, Ma)T‘Z)

ve enerji spektrumu

—k? =

4JoExs + 1
EZg — 2Mw <2n + ‘(]Of%‘) — M?
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elde edilir.
Ozel Durum 2
Boliim 2’de denklem (2.2) ile verilen metrikte yerdegistirme (dislocation) ve

burulma (torsion) paremetreleri J, = J; = 0 olursa, metrik
ds? = dt? — dr? — a?r?de? — dz?

sekline dondisiir. Bu metrikte kozmik uzay-zamani temsil eder. Bu uzay-zaman i¢in Klein
Gordon saliicisinin dalga fonksiyonu

, Il
d(t, 7, 9,z) = N',elkztl9=Exst) g=Mor® (M, 2)5  F, (=1, |1| + 1, Mwr?)
ve enerji spektrumu
[
E%s —2Mw (Zn + |E|> ~M%?—k%*=0

elde edilir. Bu iki denklem Referans (37) da verilen (25) ve (26) denklemlerinin aynisidir.

4.1.2. Kiral Konik Uzay-Zamanda Klein Gordon Salinicisinin Landau Seviyeleri

Bir dis elektromanyetik alanla etkilesen pargacik igin egri uzay-zamanda Klein
Gordon salinici [37].

1
= (0 + MwX, —iqA,)[9""\=9 (@, + MX, = iqA,) + M| @5 =0 () 53

V7Y
ile verilir. Sicime paralel diizgiin bir manyetik alanin varliginda, vektdr potansiyel 4 =
(0,4,,0)
) (p)

o= EaBrz

olarak yazilabilir. Burada B manyetik alanin biiytikliigiidiir.

A

Denklem (4.23) in ¢6ziimil i¢in asagidaki ¢dziim Snerisi kullanilabilir.
Gy, (8,1, @,2) = el kz+lo=ExsLt) y (1)

Boylece, Kiral konik uzay-zamanda manyetik alanin varliginda Klein Gordon
salinici

> 1d

1
W + ;E - W(4‘]0EKSL + l - 4‘]3k)2 - MZ((UZ + (1)02)7'2

+E12(SL_M2_k2_

S8Er s Mw + 2Mlw
KSL 0Uo ]3)+ y 0+2Mw x(r) =0

a
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ile verilir. Burada w, = % parcacigin siklotron frekansidir. Radyal dalga denklemi,

[(4]oExs + 1) — 4]3k]?
o2

2 —
LKSL -

0?2 = w?—w?

8ExsiMw +]J3) + 2Mlw
kstMwo(Jo +]3) 0 4 2 Mo

gleIZ{SL_MZ_kZ_ P

tanimlar ile

d> 1d L
- B M202r2 g | x() =0 (4.24)

seklinde yazihir. Burada y = 2r? degisken degisimi yapilarak ve

Yy |Lgstl

x(y) =Nezy 2 G(y)=0

¢oziim Onerisi kullanilarak, denklem (4.24) konfluent hipergeometrik diferansiyel
denklemine doniistir.

d?G(y) dG(y) |Lgse| +1
&y° + (Lgsl +1—y) y > -

51) Gy)=0

Boylece (4.16)-(4.18) denklemlerine benzer islemler yapilarak, enerji 6zdeger

denklemi
; 1)

2M
+2Mw + 7(‘)0(4‘]0EK5L +1- 4‘]3k) =0

4)oEgs, + 1) — 4k
E,%SL—MZ—kZ—ZMn<2n+|( JoFis, + 1) = 413

a

(4.25)

ve dalga fonksiyonu

|LksLl

DOps(t, 7, 9,2) = N'elkz+lo=Exsit) o=MOT* (M (r2) "2 | F, (—n, |Lgs, | + 1, MQT?)

seklinde bulunur. Son iki denklem sirasiyla |, = J3 = 0 alindiginda Referans (29)’un
yazarlar tarafindan elde edilen (36) ve (38) denklemleri ile aynidir.

(4JoEgsLtD—4]3k

Denklem (4.25) da verilen enerji denkleminde, |Lgs.| = > 0 ise

enerji 6zdegerleri ise,

>

CAMJQ  4Mwo(o +J3)
KSLnl = +

a a
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l
i\/é}MZQZZZ + 4MQIl + k2 + M2 — 2Mw, (1 + —)
a (4.26)

|(4IoEKSL+l)—413k
a

ve denklem (4.25) da verilen enerji denkleminde |Lgg; | = <0 ise,

4M]J, L n 4Mwo(Jo +]J3)
a a

< —
EKSL,nl -

i\/4MZQZZZ + 4MQIl + k? + M?2 — 2Mw, <1+é> (4.27)

olur. Burada X = %(U"%ﬁ—lo), [I=n +§—i+%dm
Enerjiler (4.26) ve (4.27) denklemleriyle kiral konik uzay-zamanda manyetik
alanin varliginda Klein Gordon salinicisinin enerji spektrumunu olusturur. Enerji
spektrumlar1 egri uzay-zamanin tiim parametreleri ile salinicinin frekansi ve manyetik
alan siddetine baghdir. Jo, )3, @, wy M ve Q parametreleri Egg; ., = 0 ve Egg; ;= 0
etrafinda ki simetriyi bozar. Bu enerji denklemleri Boliim (4.2)’ deki (4.19) ve (4.20)
denklemleri ile benzerdir. Bu nedenle enerji spektrumlarin ], J3, &, w, M ve bagliliklari
icin benzer yorumlar yapilacagindan ayrica ¢izilmemistir. Sekil4.7’deM =k =1 =q =
1,]o =J3 = a =0,5 0 = 0,25n = 2 parametreleri ve enerjilerin pozitif degerleri (B =

0,1 igin Exg, = 3,4783, B = 0,2 i¢in Exg, = 3,9449 ve B = 0,3 i¢in Exg, = 4,4117)

icin p
0.10
0.08 1
_0.06 B=0,1
[ B=0,2
0.04 1
B=0,3
0.02}
0.00

15

o

Sekil4.7. M =k=1=q=1,], =J; = a =0,5n = 2 parametreleri ile p degiskeninin bir fonksiyonu
olarak |R(p)|? olasilik yogunlugunun ¢izimi.
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degiskeninin bir fonksiyonu olarak |R(p)|? olasilik yogunlugunun cizilmistir. |R(p)|?
genligi B artarken azalir ve orijinden uzaklasacak sekilde bir miktar uzaklasir.

4.2. Kiral Konik Uzay-Zamanda Duffin-Kemmer-Petiau Denkleminin Coziimii

Egri uzay-zamanda, DKP denklemi [43-48]
[ip*(x)V, —M|¥ =0 (4.28)
ile verilir. Burada kovaryant tiirev

Vy=0,-T,

ve I, DKP spin bagintisi katsayisi

(4.29)

1
F;A = Ewuab ['Ba, .Bb]

seklinde tanimlanir.
Egri uzay-zamanin genellestirilmis S# beta matrisleri
BH(x) = eg (0)B°
ile verilir. ¢ matrislerinin spin-0 pargacik temsili ve galistigimiz egri uzay-zamanin
denklem (2.4) ile verilen e} tetradlar1 kullanilarak yukaridaki genellestirilmis S# beta

matrisleri
4]
u =elpR2 = RO — B¢
BH(x) = eaf® = B° +—"B
r . rpa — 1 i 2
BT (x) =elB*=cosp Bt +singpp (4.30)
1 1
[ = ¥ pa = — —5i 1 - 2
BP(x) = efp* =~ —sinp B +—cosg B

p7(x) = eff°
elde edilir. Matrislerin a¢ik yazimi asagidaki gibidir:

0
1 1 —ﬂsm %cos 0
4 ar ® ar @
ﬁsin<p 0 0 0 0
Brx) =| ar 0 0 0 0
4] 0 0
\——cos ® 0 0 0 0/
r 0 0
0
0 0 0 sing O
0 0 0 0 0
gr(x)=|csg 0 0 0 0
simp 0 0 0 O /
0 0 0 0 0
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singp COsS¢@

0 0 0
sing 0 ar 08‘ 0
B =|""ar 0 9 o O
cos@ 0 0 o O
0 0 (4.31)
ar 0 0
0
0
4 4
4 0 8 ﬁsincp —=cos @ —01
3 .
B =| ar "% 0 0 00
4]3 0 0
\—cosgo 0 0 0 O/
ar 0 0
0

Genellestirilmis beta matrisleriyle kiral konik uzay-zaman i¢in DKP denklemi
[ipt(x) 0, + iBT(x) 0, + iB?(x)(0, + T,) + if*(x) 0, — M|¥ = 0 (4.32)
seklinde yazilir. Bu denklemde, 8¢ (x)T,, terimi denklem (4.29) ve (4.30) denklemleri

kullanilarak

(a—1)
2

B¢ (I, = BB

ya da matris formu ile
(1-a) (1-a)

00 cos ¢ sing 0
00 r 0
Be(X), =| 00 0 0 0
00 g 8 0
00 0 0 0 (4.33)
seklinde elde edilir. Denklem (4.28)’daki bes bilesenli ¥ DKP spinorii
é1
0P
Y= ei(l<p+kz—Et) ¢3
b4 / (4.34)
¢s

olarak aliabilir. Buradal = 0, £1, £2 ... agisal momentumun operatdriiniin z-bileseninin
0zdegeri; k=sabit lineer momentum operatdriiniin z-bileseni ve E parcacigin enerjisidir.
(4.33)-(4.34) denklemleri ile (4.31) de verilen genellestirilmis beta matrislerinin denklem

(4.32)’da kullanilmasiyla, agsagidaki birinci dereceden denklem seti elde edilir.

4],E , a 1 45k
EK|¢2—< L Sin@ —icospo-———sing —— —sing
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i(1-a)
- ar

4]oEx, .0
cos<p> ¢s(r) + ( o Cos® —ising—— +

l 4)5k N i(1-a)
ar cose ar cos@ ar

Sin(P) ¢4(r)
—kp1(r) —M¢ps(r) =0

Exg$1(r) = M¢,(r) =0

4]oE d [ sin
( ° Klsin<p+icos<p§+ ar(p

4],k
_c]r—3‘rSin(p) $1(r) —Mep,(r) =0

4]oFE d [ cos
( 2 chos<p+isin(p§+ ar(p

k
B8 05 ) 91(r) — Ma(r) = 0

—k ¢p1(r) —Meps(r) =0

(4.35a)

(4.35D)

(4.35¢)

(4.350)

(4.35e)

Son dort denklem (4.35a)’a yerlestirilerek, ¢, icin ikinci dereceden diferansiyel

denklem elde edilir:

{dz <1—a> d l[(4]0EK| +1) - Jzk

dr? ar Jdr 712 a

e

Yukaridaki denklemin ¢oziimii i¢in ¢, () = r/?R,,,,, seklinde bir ¢oziim 6nerisi

yazilabilir ve denklem asagidaki sekilde elde edilir [64].
d?2 1d 2
{— +-—+ lez - i—zl} Rpn(r) =0

Bu denklem, béliim 3’de (3.2) denklemi ile verilen Bessel denkleminin basit bir

seklidir. Denklemin fiziksel ¢oziimii
Ryn(r) = AJg(er)
birinci tiir Bessel fonksiyonudur. Denklemdeki parametreler

€% = Eg — M? — k?
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1+ 4[(4JoEi + 1) — Jsk]”
B 42

52

ifade eder.

DKP denklemi igin akim yogunlugu [48,67]

JH o PRHY
formiilii ile verilir. ¥ adjoint spinor
P = iy, (4.36)
ile tanimlanir. n, parametresi
no = 2(B%)* -1 (4.37)

formiilii ile bulunan bir matrisidir. [dzJ* = +1 ile verilen dalga fonksiyonunun

normalizasyon sart1 agikca [52]

jdrq’ﬂ“‘l’ =2 (4.38)
seklinde yazilir. Formiildeki art1 (eksi) isareti pozitif (negatif) yiik i¢in kullanilir.
u =t icin, yiikk yogunlugu calistigimiz egri uzay-zaman icin
_4 4]y (4)oEx + 4 )3k — 1) — Egia®r? (4.39)
e oy = —p Bl ¥ 41k 1)~ Bgar?

Ma?r?
olarak elde edilir.

4.2.1. Kiral Konik Uzay-Zamanda Duffin-Kemmer-Petiau Salinici

Egri uzay-zamanda, M kiitleli ve ¥ DKP salinicist spindrii i¢in denklem, (4.28)

verilen DKP denkleminde asagidaki yerdegistirme yapilarak elde edilir [45, 48, 66].
—iV— =iV — iMwneX,

Burada X, = (0,7,0,0) parcaciktan kusura olan mesafedir. 7, terimi (4.37) ile

verilmigtir. DKP salinict denklemi
[iB*(x)(V, + MwnoX,) — M]¥s(r) =0
ya da
[ip*(x) 8, + iB*(X)T, + iB" (xX)Maner — M]Wys() = 0 (4.40)

ile verilir. Yukaridaki ifadeye denklem (4.34) benzer bilesenleri {; (i=1,5) ile verilen

DKP spindriinii yerlestirerek, bes lineer denklem elde edilir:

4']OEKlS sing + i cos<pi + LSil’lQD — Msinq)
or ar ar

Egstz — (

_i(l—a)

oS¢ + iMwr cos <p> Y5 (r)

27



+(410EK|5 0,1 4)sk
cos ¢ Lsm<pa 5 COSp ———cos ¢

Lid-a sin g + iMwr sin (p> Wy — kYs(r) — My, (r) = 0

EK|5‘IJ1(7') — My, (r) =0

(4]0EK|S ) ny d +l sing 4]3k
o sing Lcosq)ar o o~ sing

—iMwr cos @)Y, (r) — M3(r) =0

(4]0EK|S cos@ + isingp— g l ose _ sk CoS
or ar ar

—iMwrsin )P, (r) — M,(r) =0
—k Y1 (r) = Mys(r) =0
Bu denklemlerden, s, () igin
{ d?> 1-ad

— ————+E} Mz—k2+2Mw—@
dr?2 ar dr k1S a

(04

1+ (4JoEys + 1) — 43k
_M2,,2,.2 _ =
M?w?r rzl l Y, (r) =0 (4.41)

denklemi elde edilir. Yukaridaki denklemde
() = T'l/zaFn,l(T) (4.42)

ile ifade edilen bir fonksiyon kullanilir ve denklem asagidaki forma doniisiir.

d> 1d s
ﬁ ;d_-l_ (er +— +Z ) Fn,l(r) =0

(4.43)
Burada £,, £, ve X; fiziksel parametrelere gore tanimlanir:
21 = _MZ(A)Z
2
1+ 4[(4)oEk;s + 1) — 4)5k]
2 4a?
Mw
R =E,2<|S—M2—k2+2Mw—7
Denklem (4.43)’da p = r? degisken degisimi yapildi§inda, denklem
{d2+1d 1(2 +Z +Z)}F (p)=0
-2 pT— \p) =
dp? " pdp Tap\MP T TR (4.44)
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sekilde yazilabilir. Bu denklem Nikiforov Uvarov metodunda verilen (3.5) denklemle ile
karsilagtirilir ve denklem (3.8) den yararlanilarak F,, ;(p) fonksiyonunun elde etmek igin
gerekli olan parametreler bulunur:

M?w?
$ = 4

_1( 2 _ 1,2 Mo
fZ_Z(EKLS‘_M -k +2M(1)—7)

1+ 4[(4)0Eigs + 1) — 4Jsk]”
3T 16a2

C1=1

Cpb=C3=C=c3=0

M?w?
C6 - 4

1

Mw :
C7=Z<EIZ(|S_M2_k2+2Mw_7> (445)

1+ 4[(4)0Eiqs + 1) — 4Jsk]”
B 162

M?w?
Cg - 4

Cg

1
co=1+ ﬁ\/l + 4[ (4o Exis + 1) — 43k]°

11 = Mw

1
e, =1+ ﬂ\/1 + 4[(41oExs + 1) — 4J3k]°

Mw

€13 = >
Yukaridaki parametreler, (3.8) denkleminde kullanilarak DKP salinicisi i¢in dalga

fonksiyonu

Mo, 1 J1+[(4]0EK|5+1)—4]3R]2L%J1+[(4]0EK|S+I)_4]3’<]2

Foi(p) =Ce™ 2 " r2a . (Mwr?)

(4.46)
olarak bulunur. € normalizasyon sabitidir. (4.38) denklemi ile verilen yiik yogunlugu
ifadesi Y, () = r¥/2%F, () dalga fonksiyonunun

fw 0 2Egsa?r? — 8] (4)oEx|s — 4k + 1)
0 a’r:M

rzap o =1
)l () (4.47)
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seklinde normalize edilmesi gerektigini belirtir.

Boylece, DKP salinicisi i¢in dalga fonksiyonu

1

Exs

M
4]oE i

( ]ierls sin @ +icos¢%+lsoi¥ _%Sinq) ~ iMor cos q))

Wiis(r) = C ALE M
M

k

M

1 2
y e(il<p+kz—iEt—@r2)rm\/ L+{(410E s +1)—415k]

1 2
LEJ1+[(4JOEK|5+1)-413"] (Mwr?) (4.48)

olarak yazilir.

(3.9) ve (4.45) denklemlerinden, enerji denklemi elde edilir:

1 Mw
22n+ 1)Mw _E(EI%LS —M? —k?+2Mw —7)

M
+E\/1 + 4[(4)oExys + 1) — 4]3k]2 =0 (4.49)

a, Jo, J3, egri uzay-zaman parametreleri ve w salinici frekansinin DKP
salinicisinin enerji diizeyleri, akim yogunlugu ve olasilik yogunlugu tizerindeki etkilerini
sirastyla incelenecektir.

Sekild8M =k=1=1,], =]z =w = 0.5ven(2,12,22) i¢in DKP salinicisinin
farkli a degerleri i¢in enerji spektrumu vermektedir. Sekil bozonlarin ve anti-bozonlarin

enerjisinin a’nin artmasiyla azaldigini ifade etmektedir.
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ol o ]
10[ ¢ ]
L 5 M » v e n=2
. ]
" I ¢ ® = n=12
& O 1 o n=22
I 2 A ]
i A A o v A n=2
-0 X 1 v n=12
n=22
201 s ]
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

a

Sekil 48. M =k =1=1, ]y = J3 = w = 0,5 i¢in a 'mn bir fonksiyonu olarak DKP salinicisinin Ey s
enerji spektrumunun ¢izimi

Sekil 49, M =k=1=1,a=]; =w = 05ven(2,12,22) i¢cin DKP salinicinin
farkli J, degerleri icin enerji spektrumu vermektedir. Bu sekil bozonlarin ve anti-

bozonlarin enerjisinin J,’nin artmasiyla arttigini géstermektedir.

- s
30|
.
/_'0; 8
10F : | ® 2
o I n=12
LLT U; " ] ¢ n=22
I ¥
-10F ‘ A n=2
-20f ¥ 1 " n=12
C * n=22
-30F 3
C %
0 1 2 3 4

Sekil49. M =k =1=1, a =J; = w = 0,5 parametreleri igin |, parametresine karst DKP salinicisinin
Ey\s enerji spektrumu

Sekil 4.10°de, M =k=1=1, a=],=w =0.5 ve n(2,12,22) icin DKP

salinicisinin  enerjisi ]z parametresinin farkli degerleri icin enerji spektrumu
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verilmektedir. Burada bozonlarin enerjisi, J3’nin artmasiyla kritik deger olan J; = 2
degerine kadar azaldiktan sonra tekrar arttigini goriilmektedir. Anti-bozonlarin enerji

spektrumunun ise J; nin artmasiyla azalmaktadir.

10
Y ° -
e © e e n=2
o gl 1 n=12
Wy I ¢ n=22
2 a n:2
] = A v n=12
v S
[ v v . A & n=22
-10 F y v v -
0 1 2 3 4 5

Sekil4.10 M =k =1=1, a =]y = w = 0,5 parametreleri i¢cin |3 parametresine karsi DKP
salimicisinin Ey|s enerji spektrumu

Sekil 4.11 ve Sekil 4.12°de, M =k =1=1,], =]J; = 1 ve a = 0.5 parametreleri
ile pozitif ve negatif enerji (w = 0,25 i¢in Eg|s4 = 2,8983 ve Egs- = —3,3051; w =
0,50 igin Egjs4+ = 4,5888 ve Egs— = —51719; w =1 igin Eg54 = 8,09440 ve
Ek|s,- = —8,8339 ) degerleri i¢in (4.42) denkleminde verilen 1, dalga fonksiyonunun

|y (r)]? olasilik yogunlugu farkli w degerleri igin ¢izilmistir. Her iki durumda, genligin

w’nin artmastyla azaldig1 ve orijine dogru yaklastig1 goriilmektedir.
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lpq(r) |2

Sekil4.11. M =k =1=1,a = J, =J; = 0,5 parametreleri ile pozitif enerji degerleri igin r 'nin
fonksiyonu olarak (denklem (4.42) ile verilen 1 ile) | v, (r)|? olasilik yogunlugunun ¢izimi

= w=0.25
ES w=0.5
nnnnn w=1

Sekil4.12. M =k =1=1,a = Jy = J; = 0,5 parametreleri ile negatif enerji degerleri igin v 'nin
fonksiyonu olarak (denklem (4.42) ile verilen vy, ile) | Y, ()|? olasilik yogunlugunun ¢izimi

Sekil 4.13’de denkleminden elde edilen J, 1n gesitli degerlerine karsilik gelen
pozitif enerjiler ( Jo = 0,3 i¢in Eg;s = 3,7516, Jo = 0,5 igin Egjs = 5,0046 ve J, = 1
i¢in Eg s = 8,5833 )i¢cinM =k =1=1,a = w =]3 = 0.5 ve n = 2 parametreleri ile

r’nin bir fonksiyonu olarak ]J¢(r) yiik yogunlugu gosterir. Tiim durumlarda genligin
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orijinden uzaklasirken artar. Sekil 4.14, Sekil 4.13’daki ¢iziminin negatif enerji degerleri

ile tekraridir. Sekil 4.14°da ], = 0,3 igin Eg|s = —4,4372, ] = 0,5 i¢in Egs = —5,6083

ve Jo =1 igin Egg = —9,0006 dir. Negatif enerji ¢oziimleri igin yiik yogunlugunda

benzer degisim goriiliir.

40 — T T T T T
30+
20t
=
10+
PREN ' .I‘x:
of 3
0 5 10 15 20
r
Sekil4.13. M =k =1 =1, a = w = J; = 0.5 parametreleri ile pozitif enerjiler ve ], ‘nin farkh
degerleri icin v 'min bir fonksiyonu olarak denklem (4.39) da verilen |* yiik
yogunlugunun ¢izimi
o I
-10+
T -20f
=30+
40|

15 20

Sekil4.14. M =k =1 =1, a = w = J; = 0.5 parametreleri ile negatif enerjiler ve ], 'nn farkli
degerleri icin v 'min bir fonksiyonu olarak denklem (4.39) 'da verilen |* yiik

yogunlugunun ¢izimi
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Sekil 4.15’de, M =k=1=1, a=w =], =0,5 ve n =2 parametreleri ile
pozitif enerjiler ve J;’lin farkli degerleri i¢in r’nin fonksiyonu olarak denklem (4.39)’daki
JE(r) yiik yogunlugu ¢izdirilmistir. Enerjiler J3 = 0,1 igin Exs = 5,4959, J3 = 0,5 i¢in
Exjs = 5,0046 ve J3 = 1 igin Egs = 4,2462 dir. J*(r) pikleri, J; degisimi ile belirgin
bir sekilde hareket etmiyor gibi goriilmektedir. Tiim durumlarda genlik orijinden
uzaklagirken artmaktadir. Yerel genliklerinde, J;’lin azalmasiyla arttig1r goriilmektedir.
Sekil 4.16, Sekil 4.15’deki ayn1 parametreler i¢in negatif enerji degerleriyle denklem
(4.39)°da elde edilen J*(r) ¢izilmistir. Enerjiler J3 = 0,1 igin Ex)s = —5,1346 , J3 = 0,5
i¢in Eg|s = —5,6084 ve J; = 1 i¢in Egjs = —6,1251 dir. Bu durumda en goze ¢arpan

etki, yogunluk pikleri pozitif enerjili durumlarin aksine J5 artarken orijinden uzaklasir.

25} e. $3

Sekil4.15. M =k =1=1,a = w =], = 0.5 parametreleri ile pozitif enerjiler ve J; 'min farki:
degerleri icin 1 'nin bir fonksiyonu olarak denklem (4.39) da verilen |* yiik yogunlugunun
cizimi
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J(r)

=20+

=30+

-40—— : il
2 4 6

:

Sekil 4.16. M =k =1=1,a = w =], = 0.5 parametreleri ile negatif enerjiler ve |5 ‘nin farklh

degerleri icin 1 'nin bir fonksiyonu olarak denklem (4.39) da verilen ]* yiik yogunlugunun
cizimi

Ozel Durum 1

(4.48) ve (4.49) denklemlerinde J; = 0 yazilirsa, donen kozmik uzay-zamanda

DKP salinicisinin dalga fonksiyonu ve enerji spektrumu elde edilir. Dalga fonksiyonu
1
Exs
M
4JoEk|s . . 0 lsing .
<Tsm(p +1 cos ¢ 7 + ar lMa)rcoscp)
M

W () =(; ALE
(%cos<p+isin<p%+lC;:(p—iersimp)
M
k
M

y e(iz<p+ikz—iEK|5t—%)r2r% 1+[(4J0Exs.+1) 4)3k]”

1 2
LEJ1+[(4]0EK|5L+I)—4]3k] (erz)

ve enerji spektrumu
1
22n+ 1)Mw — E(E,%ls —M?—k?+2Mw — 7)

M
+E\/1 + [(4]0EK|SL + l) - 4]3k]2 =0
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olarak yazilir. Bu durumda yukaridaki enerji spektrumu referans (54)’de verilen enerji
spektrumu ile benzerdir.

Ozel Durum 2

(4.48) denkleminde, yerdegistirme (dislocation) ve burulma (torsion)

paremetreleri J, =J; = 0 olursa, kozmik uzay-zamanin igin DKP salinicisinin dalga
fonksiyonu

1
Exis
M

(i cosq)%+l2#— iIMwr cos (p)

lpz(r) = CZ M

(isin(p%+ cos o 8 iersin(p)

ar
M

k
M

v e(il<p+ikz—iEK|5t—%)r2T%\/1+[(4]0EK|SL+1)—4]31<]2

L%\/H[(4]OEK|5L+1)—4]31<]2

x Ly (Mwr?)
elde edilir.

(4.49) denklemlerinde ], = J; = 0 yazilirsa, enerji spektrumu

1 Mw
22n+ Mo — 5(5,%'5 — M? —k? + 2Mw — 7)

M 2
olarak yazilir. Bu sonuglar referans (67)’de elde edilen enerji spektrumu ile tutarhdir.

4.2.2. Kiral Konik Uzay-Zamanda Duffin-Kemmer-Petiau Salimicisimin Landau
Seviyeleri

Egri bir uzay-zamanda, elektromanyetik alanin varliginda skaler bozonlar i¢in
DKP salinic1 denklemi asagidaki denklem ile verilir [68].

[iB#(x)(V, + iMwnor + T, — igA,) — M]w,s, = 0 (4.50)
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Burada A, elektromanyetik dort vektordiir. Sicime paralel diizgiin bir B=VxA=Bk

manyetik alan olsun. Boylesi diizgiin bir manyetik alan Coulomb ayar sartin1 saglayan
A=(0,4,0) V-A=0

o= EaBrz

vektor potansiyelin sonucudur. Burada B manyetik alanin biiyiikliigiinii tanimlamaktadir.

A

(4.50) ile verilen denklem
[iBt(x) 0, + iBT(x) (8, + Mwnyr) + iB?(x)(d, + T, — iqA,)
+if?(x) 0, — MWy, = 0
olarak elde edilir. Yukaridaki denkleme (4.34)’da verilen bes bilesenli bir DKP spinorii
yerlestirilir ve bolim (4.2.1) deki denklemler (4.40)-(4.47)’da yapilan islemler

tekrarlanarak manyetik alandaki DKP salinicisi i¢in dalga fonksiyonu

1
Ex st
M
4]0E
< ]omlflsLSm<p+Lcos<paa LLsing S‘;HP 46];‘ sin¢ — lMa)rcosgo—%singo)
lPK|SL(r) =C w. M
( ]omIflchos<p+lsm<pa L Lcose C(;J:<P 4]3 cos g — lersin<p+%cos<p)
M
k
M

% e(il(p+kz—iEt——MTQr2)r2a 1+[(4JoExjsL +1)- 4]3k]

1J1+[(4IOEK|5L+1) —4]3k]
n

( Qr?)

ve enerji denklemleri

22n+ 1)MQ + 1‘:—3\/1 + 4[(4],E + 1) — 4)3k]?

1

2Mwo(4oExs, + 1 — 4)3k) — Mw) _o
(44

elde edilir. Burada w, = % parcacigin siklotron frekanst ve 22 = w? + w3 etkin

frekansdir. Son iki denklem gostermektedir ki, sistemin dalga fonksiyonu ve enerji
spektrumu egri uzaydaki metrigin yapisini karakterize eden parametrelerin yani sira

pargacigin siklotron frekansi ve uygulanan manyetik alanin biiytikliigiine baglidir.
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Sekil 4.20’de, M=k=q=1=1, a=]y,=]3=05 w=025 ve n=2
parametreleri, pozitif enerjiler ve farkli B manyetik alanlari i¢in r’nin fonksiyonu olarak
denklem (4.35)’ile verilen g5, dalga fonksiyonunun | LDK|SL‘1(T)|2 olasilik
yogunlugu ¢izdirilmistir. Eys, = 3,1400, B = 0,2 i¢in Ex s, = 3,4562 ve B = 0,3 i¢in
Exis. = 3,8399dir | LIJK|SL'1(T')|2 pikleri, B manyetik alan degisimi ile bir araya gelecek

sekilde hareket ediyor gibi goriilmektedir. Genlik ise B artarken hizla azalir.

6L ]

@ 4 _
< - B=0.2
- - B=0.3

216 ]

0F- ]

Sekil4.17. M =k=q=1=1,a=],=]; = 0.5, n =2, o = 0,25 parametreleri ile pozitif enerji
degerleri ve B manyetik alanin farkli degerleri i¢in v 'min bir fonksiyonu olarak | kst (1) |2
olasilik yogunlugunun ¢izimi.
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5. SONUC

Bu tezde, Bezerra tarafinda kiral konik uzay-zamanda incelenen Klein Gordon
denklemi [49] tanitildi. Bu uzay-zamanda, Klein Gordon saliniciy1 tanimlayan Klein
Gordon denklemi, manyetik alanin varliginda ve olmadigi durumlarda elde edildi. Klein
Gordon salinic1 denklemi cebirsel yontemlerle ¢oziilerek enerji spektrumu ve 6zvektorleri
tiiretildi. Bu sonuglar [37] referansinda verilen sonuglarin bir genellemesidir. Ozvektorler
konfluent hipergeometrik fonksiyonlarla verilir. Enerji spektrumu |Lgg| etkin agisal
momentumun bagli olmasi nedeniyle, enerji 6zdegerleri |Lgg| >0 ve |[Lgg| <O
durumuna gore belirlenir. Enerjiler (4.20) ve (4.21) benzerdirler ve enerji spektrumunun
Exsni = 0 etrafindaki simetrisi, uzay-zamanin J,, a parametreleri ve o salinicinin
frekansi tarafindan bozulur. Enerjiler (4.20) ve (4.21) benzer olmalar1 nedeniyle, sadece
(4.20) denklemindeki enerji spektrumu tizerinde uzay-zaman parametrelerin etkisi
incelenmistir. |E,?5'nl| n ve | degiskenleri ile artar (Sekil lve 2). |EI?S,n1+| a
parametresinin artmast ile artarken, |EI?S,nl—| ise, a ile birlikte n’nin alacag degerlere
gore degismektedir (Sekil 3). |Egsn14| Jo ile artarken, |Egs ;| degerleri ], ile birlikte
n’nin kiiclik degerlerinde artarken, biiylik n degerleriyle azalir (Sekil 4). |E I?S,n1+|! J3
artarken azalr, |E1?5,n1—| n = 2 i¢in J3 = 1,089 degerinden sonra ve n = 12 i¢in J3 =
3,084 degerlerinden biiyiik degerlerde imajiner degerler alir ve parcacik bu durumlarda
bulunamaz (Sekil 5). Klein Gordon salinicisinin 6zvektorleri uzay-zaman egriligi ve
salinici frekansina baghdir (Deklem (4.22)). Manyetik alanin varliginda Klein Gordon
salinict denklemi de ¢oziildii. Uzay-zaman parametrelerinin, salinici frekansinin ve
manyetik alanin enerji spektrumu ve Ozfonksiyonlar iizerindeki etkisi agikca
gorilmektedir. Klein Gordon salinicisindan farkli olarak enerji spektrumunun Eyg; n; =
0 etrafindaki simetrisi ], a parametreleri ile birlik J; parametresi tarafindan bozulur.

Kiral konik uzay-zamanda, DKP denklemi analitik metotla ¢oziildii. Bu uzay-
zamanda, DKP saliniciyr tanimlayan DKP denklemi de manyetik alanin olmadig1 ve
manyetik alanin varliginda ¢6ziildii. Bu denklemler ise Nikiforov Uvarov yontemi
kullanilarak ¢6ziildii. Enerji 6zdeger denklemi ve 6zfonksiyonlari elde edildi. Bu sonuglar
referanslar [54 ve 67] nin bir genellemesidir. Ayrica yiik yogunlugu da DKP salinici igin
elde edildi. DKP salinicisinin enerji spektrumu, 6zfonksiyonlar1 ve yiikk yogunlugu
iizerinde uzay-zaman parametrelerinin ve salinici frekansinin etkileri incelendi.
Parcacigin ve anti-parcacigin enerjilerin mutlak degerleri a ve J, degerlerinin artmasiyla
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artar (Sekil 4.8-9). Pargaciklarin enerjisi J3’nin artmasiyla kritik deger olan J; = 2
degerine kadar azaldiktan sonra tekrar artarken, anti parcaciklarin enerjisi J3 nin
artmasiyla azalir (Sekil 4.10). s, dalga fonksiyonunun |5, (r)|? olasilik yogunlugu farkl
w degerleri i¢in incelenmistir. Her iki durumda, |{s; (r)|? olasilik yogunlugunun genligin
w’nin artmasiyla azalmis ve pikler orijine dogru yaklasmigtir (Sekil 4.11-12). J(r) yiik
yogunlugunun pikleri J, 1n ¢esitli degerlerine karsilik gelen pozitif ve negatif enerjiler
icin J, artmasiyla orijinden uzaklasir (Sekil 4.13-14). J*(r) yiik yogunlugunun pikleri
pozitif enerji durumlari i¢in J3 artisi ile orijine yaklasir (Sekil 4.15). Onlar negatif enerjili
durumlarda, orijinden uzaklasir (Sekil 4.16). Manyetik alanin varligindaki DKP salmnici
denklemi de NU metodu ile ¢oziildii. Sistemin 6zfonksiyonlar1 ve relativistik Landau
enerji seviyeleri elde edildi. Egri uzay-zaman parametrelerinin, Landau enerji seviyeleri

ve Ozfonksiyonlar lizerindeki etkisi agik¢a goriilmektedir.
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