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ÖZET 

EĞRİ BİR UZAY-ZAMANDA RELATİVİSTİK DALGA DENKLEMLERİNİN 

ÇÖZÜMLERİ 

 

Mehmet Akif HUN 

Fizik Anabilim Dalı 

Matematiksel Fizik Bilim Dalı 

Eskişehir Teknik Üniversitesi, Lisansüstü Eğitim Enstitüsü, Haziran 2021 

Danışman: Doç. Dr. Nuray CANDEMİR 

Bu tez çalışmasında, kozmik sicim tarafından üretilen kiral konik uzay-zaman 

geometrisinde spin-0 parçacıkların relativistik kuantum dinamiklerini Klein Gordon 

salınıcı, Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) ve DKP salınıcı denklemleri ile araştırılmıştır. 

Ayrıca, düzgün bir manyetik alan ile Klein Gordon ve DKP salınıcılarının etkileşimi de 

incelenmiştir. Analitik metotlar kullanılarak, bu sistemlerin enerji özdeğerleri ve dalga 

fonksiyonları elde edilmiştir. Bu sistemlerindeki parçacığın, enerji seviyelerinin ve dalga 

fonksiyonlarının uzay-zaman geometrisini karakterize eden parametrelere bağlı olduğu 

gösterilmiştir. Bu bağımlıklar nedeniyle, Klein Gordon denkleminin çözümü olan dalga 

fonksiyonlarında Aharonov-Bohm etkisine benzer kütle çekimsel bir etki de vardır. 

Anahtar Sözcükler: Eğri uzay-zaman, Klein Gordon denklemi, DKP denklemi.  
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ABSTRACT 

SOLUTIONS OF RELATIVISTIC WAVE EQUATIONS IN A CURVED SPACE-

TIME 

 

Mehmet Akif HUN 
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Eskişehir Technical University, Institute of Graduate Programs, June 2021 

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Nuray CANDEMİR 

In this thesis, the relativistic quantum dynamics of spin-0 particles in a chiral 

conical space-time geometry produced by the cosmic string are investigated by the Klein 

Gordon oscillator, the Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) and the DKP oscillator equations. 

In addition, the interaction of a uniform magnetic field with the Klein Gordon and the 

DKP oscillators is also studied. By using analytical methods, the energy eigenvalues and 

corresponding wave functions of these systems are obtained. It is shown that energy levels 

and wave functions of the particle in these systems depend on the parameters 

characterizing the geometry of space-time. Because of these dependencies, there also 

exists a gravitational effect similar to the Aharonov-Bohm effect in wave functions that 

are the solution of Klein Gordon equation. 

Keywords: Curved space-time, Klein Gordon equation, DKP equation.  



 

v 

 

TEŞEKKÜR 

 

Tez çalışmam boyunca gösterdiği ilgi, sabır ve fikirleri ile beni yönlendiren, değerli 

zamanını ayırıp her şeyi en ince ayrıntısına kadar paylaşan danışman hocam Doç. Dr. 

Nuray CANDEMİR’e sonsuz teşekkürlerimi sunarım. Bütün eğitim hayatımda her 

konuda arkamda durup fikirlerimi destekleyen anneme, babama ve kardeşlerime sonsuz 

teşekkürlerimi sunarım. 

 

Mehmet Akif HUN  



 

vi 

 

14/06/2021 

ETİK İLKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESİ 

 

Bu tezin bana ait, özgün bir çalışma olduğunu; çalışmamın hazırlık, veri toplama, 

analiz ve bilgilerin sunumu olmak üzere tüm aşamalarında bilimsel etik ve kurallara 

uygun davrandığımı; bu çalışma kapsamında elde edilen tüm veri ve bilgiler için kaynak 

gösterdiğimi ve bu kaynaklara kaynakçada yer verdiğimi; bu çalışmanın Eskişehir Teknik 

Üniversitesi tarafından kullanılan “bilimsel intihal tespit programı”yla tarandığını ve 

hiçbir şekilde “intihal içermediğini” beyan ederim. Herhangi bir zamanda, çalışmamla 

ilgili yaptığım bu beyana aykırı bir durumun saptanması durumunda, ortaya çıkacak tüm 

ahlaki ve hukuki sonuçları kabul ettiğimi bildiririm. 

 

 

Mehmet Akif HUN  



 

vii 

 

İÇİNDEKİLER 

Sayfa 

BAŞLIK SAYFASI .......................................................................................................... İ 

JÜRİ VE ENSTİTÜ ONAYI ......................................................................................... İİ 

ÖZET ............................................................................................................................ İİİ 

ABSTRACT ................................................................................................................... İV 

TEŞEKKÜR ................................................................................................................... V 

ETİK İLKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESİ ........................... Vİ 

İÇİNDEKİLER ........................................................................................................... Vİİ 

ŞEKİLLER DİZİNİ ...................................................................................................... İX 

SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ ............................................................... Xİ 

1. GİRİŞ ........................................................................................................................... 1 

2. KURAMSAL BİLGİLER .......................................................................................... 4 

2.1. Klein Gordon Denklemi ...................................................................................... 4 

2.2. Duffin-Kemmer-Petiau Denklemi...................................................................... 5 

2.3. Kiral Konik Uzay-Zaman ................................................................................... 6 

3. MATERYAL VE METOT ......................................................................................... 9 

3.1. Bessel Diferansiyel Denklemi ............................................................................. 9 

3.2. Konfluent Hipergeometrik Diferansiyel Denklemi .......................................... 9 

3.3. Nikiforov-Uvarov Metodu ................................................................................ 10 

4. EĞRİ BİR UZAY-ZAMANDA RELATİVİSTİK DALGA 

DENKLEMLERİNİN ÇÖZÜMLERİ ......................................................................... 12 

4.1. Kiral Konik Uzay-Zamanda Klein Gordon Denkleminin Çözümü ............. 12 

4.1.1. Kiral Konik Uzay-Zamanda Klein Gordon Salınıcı .............................. 14 

4.1.2. Kiral Konik Uzay-Zamanda Klein Gordon Salınıcısının Landau 

Seviyeleri .............................................................................................................. 21 

4.2. Kiral Konik Uzay-Zamanda Duffin-Kemmer-Petiau Denkleminin 

Çözümü ..................................................................................................................... 24 



 

viii 

 

4.2.1. Kiral Konik Uzay-Zamanda Duffin-Kemmer-Petiau Salınıcı .............. 27 

4.2.2. Kiral Konik Uzay-Zamanda Duffin-Kemmer-Petiau Salınıcısının 

Landau Seviyeleri ................................................................................................ 37 

5. SONUÇ ...................................................................................................................... 40 

KAYNAKÇA ................................................................................................................. 42 

ÖZGEÇMİŞ 

  



 

ix 

 

ŞEKİLLER DİZİNİ 

Sayfa 

Şekil 4.1. 𝑀 = 𝑘 = 𝜔, 𝐽0 = 𝐽3 = 𝛼 = 0,5 parametreleriyle 𝑛 ve 𝑙 değişkenlerinin 

bir fonksiyonu olarak 𝐸𝐾𝑆,𝑛𝑙+
>  enerji spektrumunun çizimi .......................... 17 

Şekil 4.2.  𝑀 = 𝑘 = 𝜔, 𝐽0 = 𝐽3 = 𝛼 = 0,5 ile 𝑛 ve 𝑙 değişkenlerinin bir 

fonksiyonu olarak 𝐸𝐾𝑆,𝑛𝑙−
>  negatif enerji spektrumunun çizimi ................... 18 

Şekil 4.3. 𝑀 = 𝑘 = 𝜔 = 1, 𝐽0 = 𝐽3 = 𝛼 = 0,5 ile 𝛼 nin bir fonksiyonu olarak 

𝐸𝐾𝑆,𝑛1
>  enerji spektrumunun çizimi .............................................................. 18 

Şekil 4.4. 𝑀 = 𝑘 = 𝜔 = 1, 𝐽3 = 𝛼 = 0,5 parametreleri ile 𝐽0’ın bir fonksiyonu 

olarak 𝐸𝐾𝑆, 𝑛1 > enerji spektrumunun çizimi ............................................ 19 

Şekil 4.5. 𝑀 = 𝑘 = 𝜔 = 1,  𝐽0 = 𝛼 = 0,5 parametreleri ile 𝐽3’ün bir fonksiyonu 

olarak  𝐸𝐾𝑆,𝑛1
>  enerji spektrumunun çizimi ................................................... 19 

Şekil 4.6. 𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 1, 𝐽0 = 𝐽3 = 𝛼 = 0,5, 𝑛 = 2 parametreleri ile 𝜌 

değişkeninin bir fonksiyonu olarak|𝑅(𝜌)|2 olasılık yoğunluğunun 

çizimi. ........................................................................................................... 20 

Şekil 4.7. 𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 𝑞 = 1, 𝐽0 = 𝐽3 = 𝛼 = 0,5, 𝑛 = 2 parametreleri ile 𝜌 

değişkeninin bir fonksiyonu olarak |𝑅(𝜌)|2 olasılık yoğunluğunun 

çizimi. ........................................................................................................... 23 

Şekil 4.8. 𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 1,𝐽0 = 𝐽3 = 𝜔 = 0,5 için 𝛼’nın bir fonksiyonu olarak 

DKP salınıcısının 𝐸𝐾|𝑆 enerji spektrumunun çizimi .................................... 31 

Şekil 4.9. 𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 1,𝛼 = 𝐽3 = 𝜔 = 0,5 parametreleri için 𝐽0  parametresine 

karşı DKP salınıcısının 𝐸𝐾|𝑆 enerji spektrumu ............................................ 31 

Şekil 4.10. 𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 1, 𝛼 = 𝐽0 = 𝜔 = 0,5 parametreleri için 𝐽3 parametresine 

karşı DKP salınıcısının 𝐸𝐾|𝑆 enerji spektrumu ............................................ 32 

Şekil 4.11. 𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 1,  𝛼 =  𝐽0 = 𝐽3 = 0,5 parametreleri ile pozitif enerji 

değerleri için 𝑟’nin fonksiyonu olarak (denklem (4.42) ile verilen ψ1 

ile) | ψ1(r)|
2 olasılık yoğunluğunun çizimi ................................................. 33 

Şekil 4.12. 𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 1, 𝛼 =  𝐽0 = 𝐽3 = 0,5 parametreleri ile negatif enerji 

değerleri için 𝑟’nin fonksiyonu olarak (denklem (4.42) ile verilen ψ1 

ile)  | ψ1(r)|
2 olasılık yoğunluğunun çizimi ................................................ 33 



 

x 

 

Şekil 4.13. 𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 1, 𝛼 = 𝜔 = 𝐽3 = 0.5  parametreleri ile pozitif enerjiler 

ve 𝐽0’nın farklı değerleri için 𝑟’nın bir fonksiyonu olarak denklem 

(4.39)’da verilen Jt yük ................................................................................ 34 

Şekil 4.14. 𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 1, 𝛼 = 𝜔 = 𝐽3 = 0.5 parametreleri ile negatif enerjiler 

ve 𝐽0’nın farklı değerleri için 𝑟’nın bir fonksiyonu olarak denklem 

(4.39)’da verilen Jt yük ................................................................................ 34 

Şekil 4.15. 𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 1, 𝛼 = 𝜔 = J0 = 0.5 parametreleri ile pozitif enerjiler 

ve J3’nın farklı değerleri için 𝑟’nin bir fonksiyonu olarak denklem 

(4.39)’da verilen Jt yük yoğunluğunun ........................................................ 35 

Şekil 4.16.  𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 1,  𝛼 = 𝜔 = 𝐽0 = 0.5 parametreleri ile negatif enerjiler 

ve J3’nın farklı değerleri için r’nin bir fonksiyonu olarak denklem 

(4.39)’da verilen Jt yük yoğunluğunun ........................................................ 36 

Şekil 4.17. 𝑀 = 𝑘 = 𝑞 = l = 1, 𝛼 = 𝐽0 = 𝐽3 = 0.5, 𝑛 = 2, 𝜔 = 0 parametreleri 

ile pozitif enerji değerleri ve B manyetik alanın farklı değerleri için 

r’nın bir fonksiyonu olarak  | ψK|SL,1(r)|
2
 ................................................... 39 

  



 

xi 

 

SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

 

Ψ̅  : Adjoint Spinör 

Ψ     : DKP Spinörü 

Ψ𝐾|𝑆                      : DKP Salınıcının  Spinörü 

Ψ𝐾|𝑆𝐿                     : Manyetik Alanda DKP Salınıcının Spinörü 

Ψ     : DKP Spinörü 

Ψ𝐾|𝑆                      : DKP Salınıcının Spinörü 

Ψ𝐾|𝑆𝐿                     : Manyetik Alanda DKP Salınıcının Spinörü 

𝜂𝜇𝜈              : Düz Uzay-Zamanın Metrik Tensörü 

𝜂0      : 2 × 2’lik Matris 

Γ𝜇                    : Spin-0 Parçacığı için Spin Bağıntı Katsayısı 

𝜔𝜇𝑎𝑏               : Spin İletimi 

𝛽𝑎                    : Düz Uzay-Zamanın Beta Matrisleri 

𝛽𝜇(𝒙)               : Eğri Uzay-Zamanın Beta Matrisleri 

∇𝑎                    : Düz Uzay-Zaman için Kovaryant Türev 

∇𝜇                                     : Eğri Uzay-Zaman için Kovaryant Türev 

𝜕𝜇                    : Eğri Uzay-Zaman için Kısmi Türev 

𝜃̃                       : 2 × 2’lük Sıfır Matris 

0̅        : 2 × 3’lük Sıfır Matris 

𝟎   : 3 × 3’lük Sıfır Matris 

Φ      : Klein Gordon Dalga Fonksiyonu 

Φ𝐾𝑆                 : Klein Gordon Salınıcının Dalga Fonksiyonu 

Φ𝐾𝑆𝐿                 : Manyetik Alanda Klein Gordon Salınıcının Dalga Fonksiyonu 

ℏ       : Plank Sabitinin 2𝜋’ye Bölümü 

𝑐   : Işık Hızı 

DKP  : Duffin-Kemmer-Petiau 

𝑑𝜏    : Diferansiyel Hacim Elemanı 



 

xii 

 

𝑑𝑠2             : Çizgi Elemanı 

𝐸    : Klein Gordon Parçacığının Enerji Spektrumu 

𝐸𝐾𝑆                  : Klein Gordon Salınıcısının Eneri Spektrumu 

𝐸𝐾𝑆𝐿                  : Manyetik Alanda Klein Gordon Salınıcısının Enerji Spektrumu 

𝐸𝐾|                     : DKP Parçacığının Enerji Spektrumu 

EK|S                    : DKP Salınıcısının Enerji Spektrumu 

𝐸𝐾|𝑆𝐿                  : Manyetik Alanda DKP Salınıcının Enerji Spektrumu 

𝑒𝜇
𝑎(𝒙)         : Bir Matrisi Eğri Uzay-Zamandan Düz Uzay-Zamana Dönüştüren 

Tetrad 

𝑒𝑎
𝜇(𝒙)          : Bir Matrisi Düz Uzay-Zamandan Eğri Uzay-Zamana Dönüştüren 

Tetrad 

𝐹11 (𝑎; 𝑏; 𝑧)     : Konfluent Hipergeometrik Fonksiyon 

𝐺    : Yerçekimi Sabiti 

𝑔𝜇𝜈            : Metrik Tensör 

𝑔𝜇𝜈            : Ters Metrik Tensör 

𝐼     : 2 × 2’lik Birim Matris 

𝐽𝜇       : Akım Yoğunluğu 

𝐽𝜂                  : Birinci Tür Bessel Fonksiyonu 

Jt       : Yük Yoğunluğu 

NU  : Genelleştirilmiş Laguerre Polinomu 

Nnm    : Normalizasyon Sabiti 

𝑃𝑛
(𝑐,𝑝)(𝑥)         : Jacobi Polinomu 

𝑌𝜂                   : İkinci Tür Bessel Fonksiyonu 

 

 

 

 

 

 



 

1 

 

1. GİRİŞ 

19. yüzyılın sonlarına doğru fizikte cisimlerin hareketi Newton mekaniği, 

elektromanyetik olaylar Maxwell denklemleri ve termodinamik olaylar istatistik fizik 

yasaları kullanılarak başarılı biçimde açıklanabiliyordu. Klasik mekaniği tanımlayan bu 

kuramlar 20. yüzyılın başlarında yapılan siyah cisim ışıması, fotoelektrik olay, Compton 

saçılması, tayf çizgileri vb. gibi bir dizi deneyi açıklamada başarılı olamadı. Uzun yıllar 

süren çalışmaların sonunda kuantum mekaniği denilen yeni bir kuram ortaya konuldu [1]. 

 Kuantum mekaniği atom altı parçacıkların hareketini tanımlar. Kuantum 

mekaniğinde parçacıkların davranışı dalga fonksiyonu denilen matematiksel ifadeler ile 

verilir. Dalga fonksiyonu, parçacığa ait tüm bilgileri içinde barındırır. Düşük hızlarda 

parçacığın dinamiğini tanımlayan tek dalga denklemi Schrödinger denklemidir. Yüksek 

hızlara sahip parçacıklar sahip oldukları spine göre bir dalga denklemi ile tanımlanırlar. 

 Klein Gordon denklemi, kuantum mekaniği ile özel görelilik kuramlarının 

birleşimi ile ortaya konulan ilk relativistik dalga denklemidir. Bu denklem pion, mezon 

ve kaon gibi spin-0 parçaçıkları (skaler bozonlar) tanımlar [2]. Klein Gordon denklemi 

farklı potansiyellerle etkileşen parçacığın saçılım ve band durumlarını elde etmek için 

çözülmüştür [3-7]. Sonuçların spin-0 parçacıkları ile çekirdek etkileşimlerini açıklamak 

için kullanılabileceği ifade edilmiştir [7].  

 Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) denklemi de relativistik bir dalga denklemidir. Bu 

denklem hem spin-0 (skaler) hem de spin-1 (vektörel) parçacıkları araştırmamıza olanak 

sağlayan matematiksel bir yapıya sahiptir [8-10]. DKP denklemi, uzun yıllar ikinci 

dereceden diferansiyel denklemler olan ve spin-0 parçacıkları tanımlayan Klein Gordon, 

spin-1 parçacıkları tanımlayan Proca denklemlerine alternatif olarak görülmüştür [11-14]. 

DKP denklemi birçok açıdan spin-1/2 parçacıklarını tanımlayan Dirac denklemine 

benzer. Bu iki denklemde, birinci dereceden diferansiyel denklemlerdir. Bu denklemde, 

Dirac denklemindeki gama matrisleri DKP cebri denilen matris cebri ile yer değiştirir [8-

10,15]. Bu cebirsel yapı Klein Gordon ve Proca denklemlerinde yer almayan 

etkileşimlerin incelenmesine de olanak sağlar [16-17].  

 DKP denklemi mezon-çekirdek etkileşimlerini araştırmak için önerilmiştir ve bazı 

durumlarda Klein Gordon denklemi ile karşılaştırıldığında deneysel verilerle daha 

uyumlu sonuçlar vermekte olduğu ifade edilmiştir [18]. DKP denklemi ile döteryum-
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çekirdek ve alfa-çekirdek saçılımı incelenmiştir. Bu araştırmaların sonuçlarının deneysel 

verilerle tutarlı olduğu gösterilmiştir [19-20]. DKP denklemi, sonlu sıcaklıkta relativistik 

Bose-Einstein denklemini türetmek için de kullanılmıştır [21]. DKP denklemi Coulomb 

etkileşimine gömülü skaler bozonlar için çözülmüş, band ve saçılım durumlarını elde 

edilmiştir [22]. DKP formalizmi topolojik yarı-metallarin daha yüksek boyuta 

genellemelerini oluşturmak içinde kullanılmıştır [23]. 

Harmonik salınıcı hem klasik fizik hem de relativistik olmayan kuantum 

mekaniğinde önemli birçok uygulaması olan bir modeldir. Moleküler titreşimler, 

elektromanyetik alanlar, AC devreleri, akustik gibi birçok olayın matematiksel olarak 

açıklanmasında bir prototip görevi görür. Harmonik salınıcı için relativistik modeller de 

önerilmiştir. Klein Gordon salınıcı ve DKP salınıcı spin-0 parçacıkları için önerilen 

relativistik modellerdir. Bu salınıcıların ağır kuark sistemlerinde hapsetme potansiyeli 

olarak kullanmak için iyi bir aday olabilecekleri ifade edilmiştir [24-25]. Bu salınıcıların 

bir boyutlu formları Minkowski uzay-zamanında çözülerek parçacıkları tanımlayan dalga 

fonksiyonları ve enerji spektrumları incelenmiştir [26-27]  

 Kuantum mekaniği ve genel görelilik teorisini birleştiren bir tek teori oluşturma 

fikri ile relativistik dalga denklemleri eğri uzay-zamana uyacak şekilde genelleştirilmiştir 

[28]. Genel görelilik teorisine göre, kütle çekimi uzay-zaman eğriliğinin bir sonucudur ve 

bu eğrilik üzerinden fiziksel sistemleri etkiler. Eğri bir uzay-zamana yerleştirilen atomun 

enerji seviyeleri uzay-zaman eğriliği ile etkileşimin sonucu olarak değişime uğrar. Enerji 

seviyelerindeki değişimler, bir kuantum sisteminin farklı durumları için aynı olmayabilir. 

Uzay-zaman geometrisi kaynaklı bu etki, incelenen sistemin her enerji seviyesi için aynı 

değişimi veren Doppler etkisi, kütle çekimsel ve kozmolojik kırmızıya kayma 

etkilerinden ayrılır [29-33]. Ayrıca elektromanyetik alan kaynaklı Stark ve Zeeman 

etkilerinden de farklıdır [32-33]. 

Kozmik sicim ve monopol evrenin genişlemesi sırasında oluştuğu ve günümüze 

kadar hayatta kaldığı düşünülen topolojik kusurlardır. Kozmik sicimler uzay-zamanın iyi 

anlaşılmayan (nontrivial) topolojisini oluştururlar. Kozmik sicim etrafında oluşan uzay-

zaman geometrisi yerel olarak düz ancak global olarak düz değildir [33-35]. Uzay-zaman 

geometrisi ve uzay-zamanın topolojik kusurlarının relativistik kuantum sistemleri 

üzerindeki etkileri uzun yıllardır araştırılmaktadır. Bu çalışmalarda bazıları, dönen 

kozmik sicim uzayında spinsiz parçacığın incelenmesi [36], kozmik sicim uzay-
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zamanında düzgün manyetik alan altında Klein Gordon salınıcı [37], dönen kozmik sicim 

uzayında relativistik Landau düzeyleri [38], Kaluza-Klein teorisindeki topolojik 

kusurların varlığında spin-0 parçacıkları [39] , Kaluza-Klein teoride Klein salınıcı [40] , 

Kaluza- Klein teori de band durumları için Aharonov- Bohm etkisi[41], dönen kozmik 

sicimdeki manyetik alanda genelleştirilmiş Klein Gordon salıcı üzerindeki Aharonov-

Bohm etkisi [42], kozmik sicim uzay-zamanında lineer etkileşimli DKP salınıcı [43], 

Robertson Walker uzay-zamanında DKP denklemi [44], skaler bozonların kuantum 

dinamikleri üzerindeki dönme etkileri [45], Som-Raychaudhuri uzay-zamanda 

relativistik spin-0 bozonlar [46] uzay-zamanın Gödel tipinin varlığında spin-sıfır sistemi 

için DKP denklemidir [47]. Ayrıca bir kiral kozmik sicim tarafından üretilen uzay-

zamanda DKP ve DKP salınıcı denklemleri çözülmüş ve uzay-zaman geometrisinin 

etkileri araştırılmıştır [48].  

  Bu tez kapsamında, kiral konik uzay-zamanda, Klein Gordon [49] ve DKP 

denklemleri ve bu denklemlerle oluşturulan sistemlerde, spin-0 parçacıkların relativistik 

kuantum dinamiklerini üzerinde uzay-zamanın topolojinden kaynaklanan etkiler 

araştırılmıştır. 

 Tezin giriş bölümünde, tezin kapsamına ilişkin literatür gözden geçirilmektedir. 

İkinci bölümde, tez kapsamındaki Klein Gordon ve Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) 

denklemleri ile kiral konik uzay-zaman tanıtılmaktadır. Üçüncü bölümde, denklem 

çözümlerinde kullanılan yöntemler ve bu yöntemlerin matematiksel özellikleri 

anlatılmaktadır. Dördüncü bölümde, kiral konik uzay-zamanda, Klein Gordon ve DKP 

denklemleri ve bu denklemlerden oluşturulan sistemlerin çözümleri verilmektedir. Bu 

bölümde çizilen grafiklerle spin-0 parçacığının relativistik kuantum dinamikleri üzerinde 

eğri uzay-zamanın topolojik etkileri de tartışılmıştır.  
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2. KURAMSAL BİLGİLER 

 Bu bölümde, Klein Gordon ve DKP denklemleri ile ile kiral konik uzay-zaman 

tanıtılmaktır.  

2.1. Klein Gordon Denklemi  

 Relativistik enerji-momentum bağıntısı durgun kütlesi m olan serbest bir parçacık 

için  

𝐸2 = 𝑝2𝑐2 +𝑚2𝑐4 

veya  

𝑝𝜇𝑝𝜇 =
𝐸2

𝑐2
− 𝒑 ∙ 𝒑 = 𝑚2𝑐2 

 

(2.1) 

ile tanımlanır. Burada 𝐸 parçacığın toplam enerjisi, 𝑝 momentumudur. 𝑝𝜇 momentum 

dört vektör gösterimidir. Dört momentum işlemcisinin koordinat gösterimi  

𝑝̂𝜇 = 𝑖ℏ𝜕𝜇 = 𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑥𝜇
= 𝑖ℏ (

𝜕

𝑐𝜕𝑡
, −

𝜕

𝜕𝑥
, −

𝜕

𝜕𝑦
, −

𝜕

𝜕𝑧
) = 𝑖ℏ (

1

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
, −∇) = (𝑝̂0, 𝒑̂) 

𝑝̂𝜇 = 𝑖ℏ𝜕𝜇 = 𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑥𝜇
= 𝑖ℏ (

𝜕

𝑐𝜕𝑡
,
𝜕

𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑦
,
𝜕

𝜕𝑧
) = 𝑖ℏ (

1

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
, ∇) = (𝑝̂0, −𝒑̂) 

şeklinde verilir. 𝑝̂𝜇𝑝̂𝜇 çarpımı  

𝑝̂𝜇𝑝̂𝜇 = −ℏ
2
𝜕

𝜕𝑥𝜇
𝜕

𝜕𝑥𝜇
= −ℏ2 [

1

𝑐

𝜕2

𝜕𝑡2
− (

𝜕2

𝜕𝑥2
+
𝜕2

𝜕𝑦2
+
𝜕2

𝜕𝑧2
)] 

= −ℏ2 (
1

𝑐

𝜕2

𝜕𝑡2
− ∇2) 

elde edilir. Elde edilen bu sonuç, denklem (2.1)’de dört momentumun skaler çarpımı 

yerine yazılarak Klein Gordon denklemini elde etmek için kullanılır.  

[
𝜕

𝑐2𝜕𝑡2
− ∇2 + (

𝑚𝑐

ℏ
)
2

]Φ(𝑟, 𝑡) = 0 

 Bu ifade serbest parçacık için Klein Gordon denklemidir [2]. 
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2.2. Duffin-Kemmer-Petiau Denklemi 

 Minkowski uzay-zamanında, M kütleli serbest bozonlar için Duffin-Kemmer-

Petiau denkleminin  

[𝑖𝛽𝑎𝜕𝑎 −𝑀]Ψ = 0 

şeklinde verilir. 𝛽𝑎 (𝑎 = 0,1,2,3) matrisleri Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) cebri 

denilen 

𝛽𝑎𝛽𝑏𝛽𝑐 + 𝛽𝑐𝛽𝑏𝛽𝑎 = 𝑔𝑎𝑏𝛽𝑐 + 𝑔𝑏𝑐𝛽𝑎 

komutasyon bağıntısını sağlar. 𝑔𝑎𝑏 = (1,−1,−1 − 1) metrik tensör ve 𝛽𝑎 beta matrisleri 

16 × 16 matrislerdir. Bu onaltı boyutlu matrisler bir, beş ve on boyutlu indirgenemez 

matris temsillerine indirgenebilir. Beş boyutlu temsili spin-0 olan bozonları tanımlamak 

için kullanılır. 

Spin-0 temsili için, 𝛽𝑎’lar 5 × 5 matrislerdir ve aşağıdaki şekilde verilir. 

𝛽0 = ( 𝜃 0̅
0̅𝑇 𝟎

),   𝛽𝑖 = (
𝜃̃ 𝜌𝑖

−𝜌𝑇
𝑖 𝟎

) 

 

 𝜃̃, 0̅ ve 𝟎 sırasıyla 2 × 2, 2 × 3 ve 3 × 3 sıfır matrislerdir. 𝑇 üst indisi matris 

transpozunu gösterir ve matristeki diğer ifadeler 

𝜃 = (
0 1
1 0

),   𝜌1 = (
−1 0 0
0 0 0

) 

𝜌2 = (
0 −1 0
0 0 0

),   𝜌3 = (
0 0 −1
0 0 0

), 

şeklinde tanımlanır. 

 Spin-1 temsili için, 𝛽𝑎’lar 10 × 10 matrislerdir ve 

𝛽0 =

(

 
 

0 0 0 0

0
𝑇

0 𝑰 𝑰

0
𝑇

𝑰 𝟎 𝟎

0
𝑇
𝟎 𝟎 𝟎)

 
 

,   𝛽𝑎 =

(

 
 

0 0 𝑒𝑖 0

0
𝑇

𝟎 𝟎 −𝑖𝑠𝑖
𝑒𝑖
𝑇 𝟎 𝟎 0

0
𝑇
−𝑖𝑠𝑖 𝟎 0 )

 
 

 

burada 𝑠𝑖, 𝑠𝑖𝑗𝑘 = −𝑖𝜀𝑖𝑗𝑘 ile verilen spin-1 matrisleridir ve matristeki diğer terimler 

0̅ = (0 0 0), 𝑒1 = (1 0 0),  𝑒2 = (0 1 0), 𝑒1 = (0 0 1) 

𝑰 ve 𝟎 sırasıyla birim ve sıfır matrislerdir. Ψ durumları spin-0 parçacıkları için beş 

bileşenli bir spinör iken, spin-1 parçacıkları için on bileşenlidir [10, 45, 50]. 
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2.3. Kiral Konik Uzay-Zaman 

 Kiral konik uzay-zaman, zaman koordinatında ve sicimin uzandığı uzay 

koordinatında sarmal yapıya sahip yeni bir sicim modelidir. Bu uzay-zamana karşılık 

gelen metrik yerel olarak 𝑟 ekseninden uzakta düzdür, ancak genel olarak düz değildir. 

Bu uzay-zamanın sarmal yapısı, zaman gecikmesi ve bu uzaya yerleştirilen bir nesnenin 

z ekseninde iki ayrı görüntü oluşturması gibi genel etkiler yaratır. 

 Kiral konik uzay-zaman için çizgi elemanı [49, 51-52] 

𝑑𝑠2 = (𝑑𝑡 + 𝑎 𝑑𝜑)2 − 𝛼2𝑟2𝑑𝜑2 − (𝑑𝑧 + β 𝑑𝜑)2 

= (𝑑𝑡 + 4𝐺J0𝑑𝜑)
2 − 𝛼2𝑟2𝑑𝜑2 − (𝑑𝑧 + 4𝐺J3𝑑𝜑)

2 

= 𝑔𝜇𝜈𝑑𝑥
𝜇𝑑𝑥𝜈 

    

(2.2) 

şeklinde tanımlanır. Burada 𝑎 = 4𝐺J0 kozmik sicimin dönme parametresidir ve uzunluk 

birimine sahiptir. β = 4𝐺J3 dönme ile ilgili parametredir. 𝛼, μ sicimin kütle yoğunluğu 

ile 𝛼 = 1 − 4μ şeklinde tanımlanır. 𝐺 yerçekimi sabitidir. (Bu çalışmada 𝐺 yerçekimi 

sabiti ve 𝑐 ışık hızı 𝐺 = 𝑐 = 1 olarak alınacaktır.) J0 ve J3 sırasıyla sicimin açısal 

momentumu ve burulmasıdır. Yukarıdaki metrik, J0 ve J3 parametrelerinin aldığı 

değerlere göre farklı uzay-zaman metriklerini temsil eder. J0 = J3 = 0 olduğunda [49, 

53], yukarıda tanımlanan metrik kozmik sicim uzay-zamanını tanımlarken, sadece J3 = 0 

olduğu durumda [49, 54-55], dönen kozmik sicim uzay-zamanını tanımlar. Katılarda, 

çizgisel ve sapma (yerinden çıkma) kusuru olarak bilinen topolojik kusurlar geometrik 

olarak bir metrik ile tanımlanırlar. Bu kusura sahip bir katıda, J0 ve J3 parametreleri 

çizgisel kusuru, 𝛼 ise sapma (yerinden çıkma) kusurunu temsil eder [49, 57]. 

 (2.2) denklemi ile verilen çizgi elemanı 𝑔 = (+1,−1, −1,−) metriğine sahiptir 

ve bu metrik için koordinatlar aşağıda verilen bölgede tanımlıdır. 

−∞ ≤ 𝑡 ≤ ∞   𝑟 ≥ 0   0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋 

 Yerel koordinat çerçevesi, 𝑒𝜇
𝑎 tedradlar olarak adlandırılan ve koordinat olmayan 

bazlarla oluşturulur. Bu uzay-zaman için aşağıda verilen 𝑒𝜇
𝑎 tedradlar ve onların tersleri 

kullanılır. 
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𝑒𝜇
𝑎(𝒙) =

(

 
 
 

1 0 0                0
4J0
𝛼𝑟
sin𝜑   cos 𝜑  

sin𝜑

𝛼𝑟
    
4J3
𝛼𝑟
sin𝜑

4J0
𝛼𝑟
cos 𝜑

      0                  0

  sin𝜑

cos𝜑

𝛼𝑟
0

    
4J3
𝛼𝑟
sin𝜑

1 )

 
 
 

 

𝑒𝑎
𝜇(𝒙) = (

1 0 0       0
0 cos 𝜑 sin𝜑 0
4J0
0

−𝛼𝑟 sin𝜑
0

cos 𝜑
0

4J3
1

) 

 

 

(2.3) 

 Burada (𝜇, 𝜈) Yunan indisleri eğri uzay-zamanı temsil ederken, (𝑎, 𝑏) Latin 

indisleri düz uzay-zamanı temsil eder. Tedradlar 

𝑒𝑎
𝜇(𝒙)𝑒𝜈

𝑎(𝒙) = 𝛿𝜈
𝜇

 𝑒𝜇
𝑎(𝒙)𝑒𝑎

𝜈(𝒙) = 𝛿𝜇
𝜈 

diklik şartını ve  

𝑔𝜇𝜈(𝒙) = 𝑒𝜇
𝑎(𝒙)𝑒𝜈

𝑏(𝒙)𝜂𝑎𝑏     𝑔𝜇𝜈(𝒙) = 𝑒𝑎
𝜇(𝒙)𝑒𝑏

𝜈(𝒙)𝜂𝑎𝑏 

 

(2.4) 

bağıntılarını sağlar. 𝜂𝑎𝑏 = (+,−,−,−) Minkowski (düz) uzay-zaman metriğidir. 

 (2.2) denklemindeki çizgi elemanının metrik bileşenleri 

𝑔𝜇𝜈(𝒙) = (

1
0
4J0
0

    

0
−1
0
0

    

4J0
0

−𝛼2𝑟2 − 16(J0
2 − J3

2)

−4J3

    

0
0
−4J3
−1

) 

olarak yazılır. Burada 𝑥0 = 𝑡, 𝑥1 = 𝑟, 𝑥2 = 𝜑 ve 𝑥4 = 𝑧 dir. Metriğin determinantı  

𝑔 = 𝑑𝑒𝑡(𝑔𝜇𝜈) = 𝛼
2𝑟2 (2.5) 

dir. (2.3) denklemi ile verilen tedrad tersleri ve (2.4) denklemi kullanılarak, ters metrik  

𝑔𝜇𝜈(𝒙) =

(

 
 
 
 
 
1 −

16J0
2

𝛼2𝑟2

0
4J0
𝛼2𝑟2

−
16J0J3
𝛼2𝑟2

    

0
−1
0
0

    

4J0
𝛼2𝑟2

0

−
1

𝛼2𝑟2

4J3
𝛼2𝑟2

    

−
16J0J3
𝛼2𝑟2

0
4J3
𝛼2𝑟2

−(1 +
16J0

2

𝛼2𝑟2
)
)

 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

(2.6) 

olarak elde edilir.  

Denklem (2.2) ile verilen metriğe 
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𝑡 → 𝑇 + 4J0𝜑,   𝜑 → 𝜃 = 𝛼𝜑  𝑧 → 𝑍 = 𝑧 + 4J3𝜑 

dönüşümü uygulandığında aşağıdaki düz metrik elde edilir [49]: 

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑇2 − 𝑑𝑟2−𝑑𝜑2 − 𝑑𝑍2. 
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3. MATERYAL VE METOT  

 Bu çalışmadaki tüm denklemler analitik olarak çözülmüştür. Denklem (2.2) de 

tanımlanan metrik için Klein Gordon ve DKP denklemleri ile bu denklemlerden oluşan 

sistemlerin çözümü incelenmektedir. Bu denklemlerin çözümü sonucu fizik alanında 

sıkça rastlanan Bessel, konfluent hipergeometrik ve Nikiforov-Uvarov denklemleri elde 

edilmektedir. Bu bölümde, bu denklemler ve çözümleri kısaca tanıtılacaktır. 

3.1. Bessel Diferansiyel Denklemi 

 𝜂 sabit bir sayı olmak üzere, Bessel denklemi  

𝑑2y

𝑑𝑧2
+ 𝑧

𝑑𝑦

𝑑𝑧
+ (𝑢2 −

𝜂2

𝑧2
)𝑦 = 0 

 

(3.1) 

şeklinde ifade edilir. 𝐴 ve 𝐵 keyfi sabitler olmak üzere, Bessel diferansiyel denkleminin 

genel çözümü 

𝑦 = 𝐴1𝐽𝜂(𝑢𝑧) + 𝐴2𝑌𝜂(𝑢𝑧) (3.2) 

olarak verilir. 𝐽𝜂(𝑢𝑧) ve 𝑌𝜂(𝑢𝑧) sırasıyla birinci tür ve ikinci tür Bessel fonksiyonları 

olarak adlandırılır. Burada 𝐽𝜂(𝑢𝑧) fonksiyonu 0 < 𝑧 < ∞ aralığında sönümlenen 

çözümleri ifade etmektedir. 𝑌𝜂(𝑢𝑧) fonksiyonu 𝑧 → 0 durumunda ıraksar; 𝑧 → ∞ 

durumunda ise sönümlenen titreşim yaparak sıfıra yakınsamaktadır. Dalga 

fonksiyonunun sonlu ve sınırlarda sürekli olma şartları düşünüldüğünde 𝐴2 = 0 ve 

𝐽𝜂(𝑢𝑧) = 0 olmaktadır [58-59]. 

3.2. Konfluent Hipergeometrik Diferansiyel Denklemi 

𝑧
𝑑2y

𝑑𝑧2
+ (𝑏 − 𝑥)

𝑑𝑦

𝑑𝑧
− 𝑎 𝑦 = 0 

(3.3) 

 Yukarıdaki ifadeye konfluent hipergeometrik denklemi ya da Kummer denklemi 

adı verilmektedir.  

 Burada 𝑎, 𝑏 reel ya da kompleks parametrelerdir. Kummer denkleminin sınırlarda 

sonlu olan çözümleri  

𝑦 = 𝐴𝑀(𝑎; 𝑏; 𝑧) = 𝐴 𝐹11 (𝑎; 𝑏; 𝑧) (3.4) 
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konfluent hipergeometrik fonksiyonlarıdır. Burada  𝐴 keyfi bir sabittir. Polinom olma 

şartı 

𝑎 = −𝑛  𝑛 = 0,1,2.. 

şeklinde verilir [58-59]. 

3.3. Nikiforov-Uvarov Metodu 

Nikiforov Uvarov (NU) metodu ikinci dereceden diferansiyel denklemlerin enerji 

özdeğeri ve özfonksiyonlarını bulmak için kullanılır. Bu metotta, ikinci dereceden bir 

denklemin aşağıdaki biçimde yazılması gerekir. 

𝑑2Φ(𝑥)

𝑑𝑥2
+
𝑐1 − 𝑐2𝑥

𝑥(1 − 𝑐3)

𝑑Φ(𝑥)

𝑑𝑥
+ (

−𝜉1𝑥
2 + 𝜉2𝑥 + 𝜉3

𝑥2(1 − 𝑐3𝑥)2
)Φ(𝑥) = 0 

 

(3.5) 

 Böylece özfonksiyonlar ve enerji özdeğerleri sırasıyla  

Φ(𝑥) = 𝑥𝑐12(1 − 𝑐3𝑥)
−𝑐12−

𝑐13
𝑐3 𝑃𝑛

(𝑐10−1,
𝑐11
𝑐3
 −𝑐10−1)

(1 − 2𝑐3𝑥) 

(3.6) 

 

ve 

𝑛𝑐2 − (2𝑛 + 1)𝑐5 + (2𝑛 + 1)(√𝑐9 + 𝑐3√𝑐8) + 𝑛(𝑛 − 1)𝑐3 

+𝑐7 + 2𝑐3𝑐8 + 2√𝑐8𝑐9 = 0 

 

(3.7) 

 

olarak yazılır. 𝑃𝑛
(𝑐,𝑝)

 Jacobi polinomudur. 𝑐4, … 𝑐13 parametreleri, (3.5)’deki 

𝑐1, … , 𝑐3, 𝜉1, … , 𝜉3 altı parametreden elde edilir: 

𝑐4 =
1

2
(1 − 𝑐4),  𝑐4 =

1

2
(𝑐2 − 2𝑐3), 𝑐6 = 𝑐5

2 + 𝜉1,  

𝑐7 = 2𝑐4𝑐5 − 𝜉1,        𝑐8 = 𝑐4
2 + 𝜉3, 

  𝑐9 = 𝑐3𝑐7 + 𝑐3
2𝑐8 + 𝑐6,          𝑐10 = 𝑐1 + 2𝑐4 + 2√𝑐8, 

𝑐11 = 𝑐2 − 2𝑐5 + 2(√𝑐9 + 𝑐3√𝑐8),    𝑐12 = 𝑐4 +√𝑐8,   

𝑐13 = 𝑐5 −√𝑐9 + 𝑐3√𝑐8 

 

 

 

(3.8) 

 

       

 

 Bu parametrelerden 𝑐3 = 0 ise, 

lim
𝑐3→0

𝑃𝑛
(𝑐10−1,

𝑐11
𝑐3
 −𝑐10−1)

(1 − 2𝑐3𝑥) =𝐿𝑛
𝑐10−1(𝑐11𝑥) 
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lim
𝑐3→0

(1 − 𝑐3𝑥)
−𝑐12−

𝑐11
𝑐3 = exp(𝑐13𝑥) 

ifadelerine dönüşür. Böylece (3.6) deki dalga fonksiyonu  

Φ(𝑥) = 𝑥𝑐12exp(𝑐13𝑥)𝐿𝑛
𝑐10−1(𝑐11𝑥) (3.9) 

olur. 𝐿𝑛
𝑐 (𝑥) genelleştirilmiş Laguerre polinomudur. 

 Enerji denklemi ise, 

𝑛𝑐2 − (2𝑛 + 1)𝑐5 + (2𝑛 + 1)√𝑐9 + 𝑐7 + 2√𝑐8𝑐9 = 0 (3.10) 

ifadesine indirgenir [54, 60-61]. 
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4. EĞRİ BİR UZAY-ZAMANDA RELATİVİSTİK DALGA DENKLEMLERİNİN 

ÇÖZÜMLERİ 

 Bu bölümde, Klein Gordon denkleminin kiral konik uzay-zamanda çözümü 

tanıtılmaktadır [49]. Daha sonra Klein Gordon salınıcı, manyetik alanda Klein Gordon 

salınıcı, DKP denklemi, DKP salınıcı ve manyetik alanda DKP salınıcının kiral konik 

uzay-zamanda analitik çözümleri yapılmaktadır.  

4.1. Kiral Konik Uzay-Zamanda Klein Gordon Denkleminin Çözümü  

 Eğri uzay-zamanda Klein Gordon denklemi aşağıdaki biçimde verilir [41, 49, 62]. 

[
1

√−𝑔
𝜕𝜇(√−𝑔𝑔

𝜇𝑣𝜕𝑣) + 𝑀
2]Φ = 0 

 Bu denklem, kiral konik uzay-zamanın metrik determinantı ve ters metrik 

bileşenleri ile 

𝑔𝑡𝑡
𝜕2Φ

𝜕𝑡2
+ 2𝑔𝑡𝜑

𝜕2Φ

𝜕𝑡𝜕𝜑
+ 𝑔𝜑𝜑

𝜕2Φ

𝜕𝜑2
+ 2𝑔𝑡𝑧

𝜕2Φ

𝜕𝑡𝜕𝜑
 

+
1

√−𝑔
[
𝜕

𝜕𝑟
(𝑔𝑟𝑟√−𝑔

𝜕Φ

𝜕𝑟
)] + 2𝑔𝜑𝑧

𝜕2Φ

𝜕𝜑𝜕𝑧
+ 𝑔𝑧𝑧

𝜕2Φ

𝜕𝑧2
+𝑀2Φ = 0 

olarak yazılabilir. Yukarıdaki denkleme, Bölüm (2)’de denklem (2.5) ile verilen metrik 

determinantı ve (2.6) denklemindeki ters metrik bileşenleri yazılır. Böylece kiral konik 

uzay-zamanda Klein Gordon denklemi 

[
𝜕2

𝜕𝑡2
+
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑟
𝜕

𝜕𝑟
−

1

𝛼2𝑟2
{(4J0

𝜕

𝜕𝑡
−
𝜕

𝜕𝜑
)
2

+ (4J3
𝜕

𝜕𝑡
−
𝜕

𝜕𝜑
)
2

 

+32J0J3
𝜕

𝜕𝑡

𝜕

𝜕𝑧
+
𝜕2

𝜕𝜑2
} + (

𝜕2

𝜕𝑧2
+𝑀2)]Φ = 0 

 

 

 

(4.1) 

elde edilir. Çalışılan eğri uzay-zamanın metriği 𝑡, 𝜑, ve z den bağımsız olduğundan, Φ 

dalga fonksiyonu için aşağıdaki çözüm önerisini yazılabilir.  

Φ(𝑡, 𝑟, 𝜑, 𝑧) = 𝑒𝑖(𝑘𝑧+𝑙𝜑−𝐸𝑡)𝑅(𝑟)   (4.2) 

 Burada 𝐸 enerji ve 𝑙 = 0,±1,±2… açısal momentum işlemcisinin 𝑧 − bileşeninin 

özdeğeri ve 𝑘 bir sabittir. 
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 Düz uzay koordinatlarında 𝑇, 𝑟, 𝜃, 𝑍, denklem (4.2)’de verilen çözüm aşağıdaki 

gibi yazılabilir. 

Φ(𝑡, 𝑟, 𝜑, 𝑧) = 𝑒𝑖(𝑘𝑍+𝐿𝜃−𝐸𝑇)𝑅(𝑟) 

 Bu ifade (𝑡, 𝑟, 𝜑, 𝑧)koordinatlarında  

Φ(𝑡, 𝑟, 𝜑, 𝑧) = 𝑒𝑖(𝑘𝑧+𝜑[𝛼𝑙−4J0𝐸+4J3𝑘]−𝐸𝑡)𝑅(𝑟) 

şeklinde ifade edilebilir. Son iki denklem karşılaştırıldığında Φ durumunun  

𝐿 =
1

𝛼
[𝑙 + 4J0𝐸 − 4J3𝑘] 

ile verilen kesirli bir açısal momentuma sahip olduğu sonucu çıkartılır. Bu sonuçta, bir 

parçacığı kiral bir kozmik dizginin arka plan uzay-zamanında paralel olarak taşınırsa, 

dalga fonksiyonunun bir 𝑒2𝜋𝑖𝐿  faz elde edeceğini gösterir. Dalga fonksiyonu  

Φ → Φ′ = 𝑒2𝜋𝑖𝐿 Φ 

 Bu durumda ϕ’nin manyetik akı olduğu elektromanyetik Aharonov Bohm 

etkisindeki 𝑙 → 𝑙 − 𝑒ϕ 2𝜋⁄  kaymasına benzer. 

 Denklem (4.1)’e denklem (4.2)’deki çözüm önerisi yerleştirilerek  

[
𝑑2

𝑑𝑟2
+
1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
−
[(4J0𝐸 + 𝑙) − 4J3𝑘]

2

𝛼2𝑟2
+ 𝐸2 −𝑀2 − 𝑘2] 𝑅(𝑟) = 0 

  

(4.3) 

denklemi elde edilir. Aşağıdaki etkin açısal momentum  

𝐿 =
1

𝛼
[(4J0𝐸 + 𝑙) − 4J3𝑘] 

ve  

𝜂 = 𝐸2 −𝑀2 − 𝑘2 

  (4.4) 

ifadeleri ile (4.3) tekrardan düzenlenirse 

[
𝑑2

𝑑𝑟2
+
1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
+ (𝜂2 −

𝐿2

𝑟2
)] 𝜒(𝑧) = 0 

olur. Burada 𝑧 = 𝜂𝑟 ve 𝑅(𝑟) = 𝜒(𝑧) eşitlikleri kullanarak 

[
𝑑2

𝑑𝑧2
+
1

𝑧

𝑑

𝑑𝑧
+ (1 −

𝐿2

𝑧2
)] 𝜒(𝑧) = 0 
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denklemini elde edilir. Bu denklem Bölüm (3)’de Denklem (3.1) ile verilen Bessel 

diferansiyel denklemidir ve denklemin genel çözümü 

𝑅(𝑟) = 𝑁1𝐽|𝐿|(𝜂𝑟) + 𝑁1𝑁|𝐿|(𝜂𝑟) (4.5) 

𝐽|𝐿|(𝜂𝑟) birinci tür ve 𝑁|𝐿|(𝜂𝑟)ikinci tür Bessel fonksiyonları ile verilir. 

 Parçacığın enerjisi belirlemek için, parçacığının 𝑟 = 𝑟1 ve 𝑟 = 𝑟2’da (𝑟2 > 𝑟1) 

aralığında hareketi sınırlandırılmalıdır. Bu sınırlarda ve sınırın dışında 𝑅(𝑟) yok 

olmalıdır, diğer bir ifade ile 

𝑅(𝑟1) = 𝑅(𝑟2) = 0 (4.6)  

olmalıdır. Denklem (4.5) denklem (4.6) da kullanılarak aşağıdaki denklem elde edilir.  

𝐽|𝐿|(𝜂𝑟1)𝑁|𝐿|(𝜂𝑟2) − 𝐽|𝐿|(𝜂𝑟2)𝑁|𝐿|(𝜂𝑟1) (4.7) 

 Parçacığın enerji spektrumu elde etmek için 𝜂𝑟1 ≫ 1 ve 𝜂𝑟2 ≫ 1 özel durumu 

kabul edilerek, sabit bir |𝜆| için, Hankel’in asimtotik açılımı  

𝐽|𝐿|(𝑥𝑖) ≈ √
2

𝜋𝑥𝑖
[cos (𝑥𝑖 −

|𝐿|𝜋

2
−
𝜋

4
) −

4|𝐿|2 − 1

8𝑥𝑖
sin (𝑥𝑖 −

|𝐿|𝜋

2
−
𝜋

4
)] 

𝑁|𝐿|(𝑥𝑖) ≈ √
2

𝜋𝑥𝑖
[sin (𝑥𝑖 −

|𝐿|𝜋

2
−
𝜋

4
) +

4𝐿2 − 1

8𝑥𝑖
cos (𝑥𝑖 −

|𝐿|𝜋

2
−
𝜋

4
)] 

 

 

 

(4.8) 

yazılabilir. Burada 𝑥𝑖 = 𝜂𝑟1, 𝜂𝑟2 dir. Denklem (4.7)’ye denklem (4.8) yerleştirildikten 

sonra parçacığın enerjisi  

𝐸2 ≈
𝑛2𝜋2

(𝑟2 − 𝑟1)
+
4|𝐿|2 − 1

8𝑟2𝑟1
+𝑀2 + 𝑘2 

olarak bulunur [49]. 

4.1.1. Kiral Konik Uzay-Zamanda Klein Gordon Salınıcı 

 Klein-Gordon salınıcı, Klein Gordon denklemindeki momentum operatöründe 

aşağıdaki değişik yapılarak elde edilir [40,42,63-64]. 

𝑝𝜇 → 𝑝𝜇 − 𝑖𝑀𝜔𝑋𝜇   (4.9) 

 Burada 𝑋𝜇 = (0, 𝑟, 0,0), r parçacığın sicime olan uzaklığı ve ω parçacığın salınım 

frekansıdır. Böylece Klein Gordon salınıcı  
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[
1

√−𝑔
(𝜕𝜇 +𝑀𝜔𝑋𝜇){√−𝑔𝑔

𝜇𝑣(𝜕𝑣 −𝑀𝜔𝑋𝜇)} − 𝑀
2]Φ𝐾𝑆 = 0 

(4.10) 

şeklinde yazılır. Denklem (2.2) ile verilen çizgi elemanı için, denklem (4.10)’nin çözümü 

Φ𝐾𝑆(𝑡, 𝑟, 𝜑, 𝑧) = 𝑒
𝑖(𝑘𝑧+𝑙𝜑−𝐸𝐾𝑆𝑡)𝑅(𝑟) (4.11) 

alınarak Klein Gordon salınıcı için radyal denklem  

[
1

𝑟
(
𝜕

𝜕𝑟
− 𝑀𝜔𝑟)(𝑟

𝜕

𝜕𝑟
+𝑀𝜔𝑟2) −

1

𝛼2𝑟2
[(4J0𝐸𝐾𝑆 + 𝑙) − 4J3𝑘]

2 

−𝑀2𝜔2𝑟2 + 𝐸𝐾𝑆
2 −𝑀2 − 𝑘2 + 2𝑚𝜔]R(𝑟) = 0 

elde edilir. Burada 𝑘, 𝑧 momentumu; 𝐸, parçacığın enerjisi ve 𝑙, yörünge açısal kuantum 

sayısıdır. Yukarıdaki denklem 𝜌 = 𝑀𝜔𝑟2 değişkeni kullanılarak yeniden yazılabilir. Bu 

değişiklikle birlikte denklem  

[
𝑑2

𝑑𝜌2
+
1

𝜌

𝑑

𝑑𝜌
−
1

4
−
𝐿𝐾𝑆
2

4𝜌
+

𝜀

4𝑀𝜔𝜌
]𝑅(𝜌) = 0 

(4.12) 

şeklini alır. Burada aşağıdaki ifade kullanılmıştır. 

𝐿𝐾𝑆
2 =

1

𝛼2
[(4J0𝐸𝐾𝑆 + 𝑙) − 4J3𝑘]

2 
(4.13) 

 

𝜀 = 𝐸𝐾𝑆
2 −𝑀2 − 𝑘2 + 2𝑚𝜔 (4.14) 

 Denklem (4.12)’nin çözümü için, 𝑅(𝜌) dalga fonksiyonunun  𝜌 → 0 ve 𝜌 → ∞ da 

asimptotik davranışı incelenmelidir. Bu yapıldığında, 𝑅(𝜌) fonksiyonu bilinmeyen bir 

𝐹(𝜌) fonksiyonuna göre aşağıdaki gibi yazılabilir. 

𝑅(𝜌) = 𝑁1𝑒
−
𝜌
2𝜌
|𝐿𝐾𝑆|
2 𝐹(𝜌) 

(4.15) 

 Denklem (4.12)’a denklem (4.15) yerleştirilerek 

𝜌
𝑑2𝐹(𝜌)

𝑑𝜌2
+ (|𝐿𝐾𝑆| + 1 − 𝜌)

𝑑𝐹(𝜌)

𝑑𝜌
− (

|𝐿𝐾𝑆| + 1

2
−

𝜀

4𝑀𝜔
)𝐹(𝜌) = 0 

(4.16) 

elde edilir. Bu denklem, bölüm 3’deki (3.3) denklem ile verilen konfluent hipergeometrik 

diferansiyel denkleminin basit bir şeklidir. Denklemin çözümü 

𝐹(𝜌) = 𝐹1 (
|𝐿𝐾𝑠| + 1

2
−

𝜀

4𝑀𝜔
, |𝐿𝐾𝑆| + 1, 𝜌)1  

 

(4.17) 

konfluent hipergeometrik fonksiyonudur.  

 Hipergeometrik fonksiyonlar ile Laguerre polinomları arasındaki aşağıdaki 

bağıntı vardır [65]. 
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𝐿𝑛
𝑘 (𝑧) =

Γ(𝑘 + 𝑛 + 1)

𝑛! Γ(𝑘 + 1)
𝐹1(−𝑛,1 𝑘 + 1, 𝑧) 

 O zaman, normalize edilmiş radyal dalga fonksiyonu için 

𝑅(𝜌) = 𝑁1𝑒
−
𝜌
2𝜌
|𝐿𝐾𝑆|
2 𝐿𝑛

|𝐿𝐾𝑆|(𝜌) 
(4.18) 

yazılabilir. Burada normalizasyon sabitini bulmak için  

∫ 𝑥𝜎𝑒−𝑥
∞

0

𝐿𝑛
𝜎(𝑧)𝐿𝑚

𝜎 (𝑧)𝑑𝑧 =
Γ(𝑛 + 𝜎 + 1)

𝑛!
𝛿𝑛𝑚 

bağıntısı kullanılır ve normalizasyon sabiti 

𝑁1 = √
𝑛!

Γ(𝑛 + 𝜎 + 1)
 

elde edilir.  

 Denklem (4.17) ile verilen hipergeometrik fonksiyonun fiziksel bir çözüm 

olabilmesi için fonksiyondaki ilk terimin aşağıdaki koşulu sağlaması gerekir. 

|𝐿𝐾𝑆| + 1

2
−

𝜀

4𝑀𝜔
= −𝑛 

 Bu denkleme sırasıyla denklem (4.13) ve (4.14)’de verilen 𝐿𝐾𝑆 ve 𝜀 parametreleri 

yerleştirildiğinde, enerji özdeğer denklemi aşağıdaki gibi bulunur.  

𝐸𝐾𝑆
2 − 2𝑀𝜔(2𝑛 + |

(4J0𝐸𝐾𝑆 + 𝑙) − 4J3𝑘

𝛼
|) −𝑀2 − 𝑘2 = 0 

(4.19) 

 

 

 Enerji özdeğerleri |𝐿𝐾𝑆| = |
(4J0𝐸𝐾𝑆+𝑙)−4J3𝑘

𝛼
| > 0 ise,  

𝐸𝐾𝑆,𝑛𝑙
> =

2𝑀𝜔J0
𝛼

± √
16𝑀2𝜔2J0

2

𝛼2
+ 4𝑀𝜔𝑛 −

4𝑀𝜔(2J3𝑘 − 𝑙)

𝛼
+ 𝑘2 +𝑀2 

 

 

(4.20) 

ve |𝐿𝐾𝑆| = |
(4J0𝐸𝐾𝑆+𝑙)−4J3𝑘

𝛼
| < 0 ise, 

𝐸𝐾𝑆,𝑛𝑙
< = −

2𝑀𝜔J0
𝛼

± √
16𝑀2𝜔2J0

2

𝛼2
+ 4𝑀𝜔𝑛 −

4𝑀𝜔(2J3𝑘 − 𝑙)

𝛼
+ 𝑘2 +𝑀2 

 

 

(4.21) 

olur. 

 Sistemin dalga fonksiyonu 
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Φ𝐾𝑆(𝑡, 𝑟, 𝜑, 𝑧) = 𝑁
′𝑒𝑖(𝑘𝑧+𝑙𝜑−𝐸𝐾𝑆𝑡)𝑒−𝑀𝜔𝑟

2
(𝑀𝜔𝑟2)

|𝐿𝐾𝑆|
2

 

× 𝐹1(−𝑛,1 |𝐿𝐾𝑆| + 1,𝑀𝛺𝑟
2) 

 

(4.22) 

 

şeklinde yazılır. Enerjiler (4.20) ve (4.21) eğri uzay-zamandaki tüm parametreler ile 𝜔 

salınıcının frekansına bağlıdır. Bu enerjiler 𝜔 = 0 için 𝐸𝐾𝑆,𝑛𝑙 = 0 etrafında simetriktir. J0 

𝛼 parametreleri ve 𝜔 salınıcının frekansı bu simetriyi kırar. Enerjiler (4.20) ve (4.21) ise 

her J0, 𝛼, 𝜔 için simetriktir. Bu, enerjilerin benzer spektruma sahip olduğunu ifade eder. 

Bu nedenle enerji (4.20) incelenecektir. Şekil 4.1 ve 4.2’de 𝑀 = 𝑘 = 𝜔, J0 = J3 = 𝛼 =

0,5 parametreleri için 𝑛 ve 𝑙 değişkenlerine karşı enerjinin pozitif ve negatif çözümlerini 

çizilmiştir. |𝐸𝐾𝑆,𝑛𝑙
> |, 𝑛 ve 𝑙  

 

Şekil 4.1. 𝑀 = 𝑘 = 𝜔, 𝐽0 = 𝐽3 = 𝛼 = 0,5 parametreleriyle 𝑛 ve 𝑙 değişkenlerinin bir fonksiyonu olarak 

𝐸𝐾𝑆,𝑛𝑙+
>  enerji spektrumunun çizimi 
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Şekil 4.2.  𝑀 = 𝑘 = 𝜔, 𝐽0 = 𝐽3 = 𝛼 = 0,5 ile 𝑛 ve 𝑙 değişkenlerinin bir fonksiyonu olarak 𝐸𝐾𝑆,𝑛𝑙−
> negatif 

enerji spektrumunun çizimi 

 

değişkenlerinin artmasıyla artar. Şekil 4.3’de, 𝐸𝐾𝑆,𝑛𝑙+
>  pozitif enerji değerleri 𝛼 ve 

parametresinin artması ile azalır. |𝐸𝐾𝑆,𝑛𝑙−
> | ise, 𝛼 ile birlikte 𝑛’nin alacağı değerlere göre  

 

 

Şekil 4.3. 𝑀 = 𝑘 = 𝜔 = 1, 𝐽0 = 𝐽3 = 𝛼 = 0,5 ile 𝛼 nin bir fonksiyonu olarak 𝐸𝐾𝑆,𝑛1
>  enerji spektrumunun 

çizimi 
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değişmektedir. 𝑀 = 𝑘 = 𝜔 = 𝑙 = 1, J3 = 𝛼 = 0,5 için, pozitif enerjiler J0 ile artar Şekil 

4.4. Bu durumda negatif enerji değerleri 𝑛’nin küçük değerleri ile azalırken, büyük 𝑛 

değerleriyle artar. Şekil 4.5’de, |𝐸𝐾𝑆,𝑛1
> | J3 artarken artar. Aynı zamanda, |𝐸𝐾𝑆,𝑛1

> |, 𝑛 = 2 

için J3 = 1,089 değerinden sonra ve 𝑛 = 12 için J3 = 3,084 değerlerinden büyük 

değerlerde imajiner değerler alır ve parçacık bu durumlarda bulunamaz. 

 

Şekil 4.4. 𝑀 = 𝑘 = 𝜔 = 1, 𝐽3 = 𝛼 = 0,5 parametreleri ile 𝐽0’ın bir fonksiyonu olarak 𝐸𝐾𝑆,𝑛1
>  enerji 

spektrumunun çizimi 

 

 

Şekil 4.5. 𝑀 = 𝑘 = 𝜔 = 1, 𝐽0 = 𝛼 = 0,5 parametreleri ile 𝐽3’ün bir fonksiyonu olarak 𝐸𝐾𝑆,𝑛1
>  enerji 

spektrumunun çizimi 
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Şekil 4.6. 𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 1, 𝐽0 = 𝐽3 = 𝛼 = 0,5, 𝑛 = 2 parametreleri ile 𝜌 değişkeninin bir fonksiyonu 

olarak |𝑅(𝜌)|2 olasılık yoğunluğunun çizimi. 

 

 Denklem (4.18)’da verilen 𝑅(𝜌) radyal dalga fonksiyonunun |𝑅(𝜌)|2 olasılık 

yoğunluğu  𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 1, J0 = J3 = 𝛼 = 0,5, 𝑛 = 2 parametreleri ve pozitif enerji 

değerleri (𝜔 = 0,25 için E𝐾𝑆 = 3,000, 𝜔 = 0,5 için E𝐾𝑆 = 4,8284 ve 𝜔 = 1 için E𝐾𝑆 =

8,6904) ile üç farklı 𝜔 salınıcı frekansının için Şekil 6’da çizilmiştir. |𝑅(𝜌)|2’nin genliği 

𝜔 artmasıyla azalır ve |𝑅(𝜌)|2 pikleri yerel bir noktaya toplanacak şekilde hareket eder.  

Özel Durum 1 

 Bölüm 2’de denklem (2.2) ile verilen metrikte, yerdeğiştirme (dislocation) 

parametresi J3 = 0 olursa, dönen kozmik uzay-zamanı elde edilir. Onun çizgi elemanı 

𝑑𝑠2 = (𝑑𝑡 + 4J0𝑑𝜑)
2 − 𝛼2𝑟2𝑑𝜑2 − 𝑑𝑧2 

ile verilir.  

 (4.22) ve (4.19) denklemlerinde J3 = 0 yazılırsa, dönen kozmik uzay-zamanda 

Klein Gordon salınıcısının dalga fonksiyonu  

Φ(𝑡, 𝑟, 𝜑, 𝑧) = 𝑁′1𝑒
𝑖(𝑘𝑧+𝑙𝜑−𝐸𝐾𝑆𝑡)𝑒−𝑀𝜔𝑟

2
(𝑀𝜔𝑟2)|

4𝐽0𝐸𝐾𝑆+𝑙
2𝛼

|
 

× 𝐹1(−𝑛,1 |
4𝐽0𝐸𝐾𝑆 + 𝑙

2𝛼
| + 1,𝑀𝜔𝑟2) 

ve enerji spektrumu 

𝐸𝐾𝑆
2 − 2𝑀𝜔(2𝑛 + |

(4J0𝐸𝐾𝑆 + 𝑙)

𝛼
|) −𝑀2 − 𝑘2 = 0 
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elde edilir. 

Özel Durum 2 

 Bölüm 2’de denklem (2.2) ile verilen metrikte yerdeğiştirme (dislocation) ve 

burulma (torsion) paremetreleri J0 = J3 = 0 olursa, metrik 

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑡2 − 𝑑𝑟2 − 𝛼2𝑟2𝑑𝜑2 − 𝑑𝑧2 

şekline dönüşür. Bu metrikte kozmik uzay-zamanı temsil eder. Bu uzay-zaman için Klein 

Gordon salınıcısının dalga fonksiyonu  

Φ(𝑡, 𝑟, 𝜑, 𝑧) = 𝑁′2𝑒
𝑖(𝑘𝑧+𝑙𝜑−𝐸𝐾𝑆𝑡)𝑒−𝑀𝜔𝑟

2
(𝑀𝜔𝑟2)

|𝑙|
2 𝐹1(−𝑛,1 |𝑙| + 1,𝑀𝜔𝑟2) 

ve enerji spektrumu 

𝐸𝐾𝑆
2 − 2𝑀𝜔 (2𝑛 + |

𝑙

𝛼
|) − 𝑀2 − 𝑘2 = 0 

elde edilir. Bu iki denklem Referans (37) da verilen (25) ve (26) denklemlerinin aynısıdır. 

4.1.2. Kiral Konik Uzay-Zamanda Klein Gordon Salınıcısının Landau Seviyeleri 

 Bir dış elektromanyetik alanla etkileşen parçacık için eğri uzay-zamanda Klein 

Gordon salınıcı [37]. 

1

√−𝑔
(𝜕𝜇 +𝑀𝜔𝑋𝜇 − 𝑖𝑞𝐴𝜇)[𝑔

𝜇𝑣√−𝑔(𝜕𝑣 +𝑀𝜔𝑋𝑣 − 𝑖𝑞𝐴𝑣) + 𝑀
2]Φ𝐾𝑆𝐿 = 0 

 

(4.23) 

ile verilir. Sicime paralel düzgün bir manyetik alanın varlığında, vektör potansiyel 𝑨 =

(0, 𝐴𝜑, 0) 

𝐴𝜑 =
1

2
𝛼𝐵𝑟2 

olarak yazılabilir. Burada 𝐵 manyetik alanın büyüklüğüdür.  

 Denklem (4.23) in çözümü için aşağıdaki çözüm önerisi kullanılabilir.  

Φ𝐾𝑆𝐿(𝑡, 𝑟, 𝜑, 𝑧) = 𝑒
𝑖(𝑘𝑧+𝑙𝜑−𝐸𝐾𝑆𝐿𝑡)𝜒(𝑟) 

 Böylece, kiral konik uzay-zamanda manyetik alanın varlığında Klein Gordon 

salınıcı 

[
𝑑2

𝑑𝑟2
+
1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
−

1

𝛼2𝑟2
(4J0𝐸𝐾𝑆𝐿 + 𝑙 − 4J3𝑘)

2 −𝑀2(𝜔2 +𝜔0
2)𝑟2 

+𝐸𝐾𝑆𝐿
2 −𝑀2 − 𝑘2 −

8𝐸𝐾𝑆𝐿𝑀𝜔0(J0 + J3)

𝛼
+
2𝑀𝑙𝜔0
𝛼

+ 2𝑀𝜔] χ(𝑟) = 0 
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ile verilir. Burada 𝜔0 =
𝑞𝐵

2𝑀
 parçacığın siklotron frekansıdır. Radyal dalga denklemi, 

𝐿𝐾𝑆𝐿
2 =

[(4J0𝐸𝐾𝑆 + 𝑙) − 4J3𝑘]
2

𝛼2
 

Ω2 = 𝜔2−𝜔0
2 

𝜀1 = 𝐸𝐾𝑆𝐿
2 −𝑀2 − 𝑘2 −

8𝐸𝐾𝑆𝐿𝑀𝜔0(J0 + J3) + 2𝑀𝑙𝜔0
𝛼

+ 2𝑀𝜔 

tanımları ile  

[
𝑑2

𝑑𝑟2
+
1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
−
𝐿𝐾𝑆𝐿
2

𝑟2
−𝑀2𝛺2𝑟2 + 𝜀1] 𝜒(𝑟) = 0 

 

(4.24) 

şeklinde yazılır. Burada 𝑦 = 𝛺𝑟2 değişken değişimi yapılarak ve  

𝜒(𝑦) = 𝑁𝑒
𝑦
2𝑦

|𝐿𝐾𝑆𝐿|
2 𝐺(𝑦) = 0 

çözüm önerisi kullanılarak, denklem (4.24) konfluent hipergeometrik diferansiyel 

denklemine dönüşür. 

𝑦
𝑑2𝐺(𝑦)

𝑑𝑦2
+ (|𝐿𝐾𝑆𝐿| + 1 − 𝑦)

𝑑𝐺(𝑦)

𝑑𝑦
− (

|𝐿𝐾𝑆𝐿| + 1

2
− 𝜀1)𝐺(𝑦) = 0 

 Böylece (4.16)-(4.18) denklemlerine benzer işlemler yapılarak, enerji özdeğer 

denklemi  

𝐸𝐾𝑆𝐿
2 −𝑀2 − 𝑘2 − 2𝑀𝛺 (2𝑛 + |

(4J0𝐸𝐾𝑆𝐿 + 𝑙) − 4J3𝑘

𝛼
| + 1) 

+2𝑀𝜔 +
2𝑀

𝛼
𝜔0(4J0𝐸𝐾𝑆𝐿 + 𝑙 − 4J3𝑘) = 0 

 

 

(4.25) 

ve dalga fonksiyonu  

Φ𝐾𝑆𝐿(𝑡, 𝑟, 𝜑, 𝑧) = 𝑁′′𝑒
𝑖(𝑘𝑧+𝑙𝜑−𝐸𝐾𝑆𝐿𝑡)𝑒−𝑀𝛺𝑟

2
(𝑀𝛺𝑟2)

|𝐿𝐾𝑆𝐿|
2 𝐹1(−𝑛,1 |𝐿𝐾𝑆𝐿| + 1,𝑀𝛺𝑟

2) 

şeklinde bulunur. Son iki denklem sırasıyla J0 = J3 = 0 alındığında Referans (29)’un 

yazarlar tarafından elde edilen (36) ve (38) denklemleri ile aynıdır.  

 Denklem (4.25) da verilen enerji denkleminde, |𝐿𝐾𝑆𝐿| = |
(4J0𝐸𝐾𝑆𝐿+𝑙)−4J3𝑘

𝛼
| > 0 ise 

enerji özdeğerleri ise,  

𝐸𝐾𝑆𝐿,𝑛𝑙
> =

4𝑀J0Ω

𝛼
+
4𝑀𝜔0(J0 + J3)

𝛼
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±√4𝑀2Ω2Σ2 + 4𝑀ΩΠ + 𝑘2 +𝑀2 − 2𝑀𝜔0 (1 +
𝑙

𝛼
) 

 

 

(4.26) 

ve denklem (4.25) da verilen enerji denkleminde |𝐿𝐾𝑆𝐿| = |
(4J0𝐸𝐾𝑆𝐿+𝑙)−4J3𝑘

𝛼
| < 0  ise, 

𝐸𝐾𝑆𝐿,𝑛𝑙
< = −

4𝑀J0Ω

𝛼
+
4𝑀𝜔0(J0 + J3)

𝛼
 

±√4𝑀2Ω2Σ2 + 4𝑀ΩΠ + 𝑘2 +𝑀2 − 2𝑀𝜔0 (1 +
𝑙

𝛼
) 

 

 

 

 

(4.27) 

olur. Burada Σ =
4

α2
(
(J0+J3)𝜔0

𝛺
− J0), Π = 𝑛 +

1

2
−

𝑙

2𝛼
+
2J3𝑘

𝛼
 dır. 

 Enerjiler (4.26) ve (4.27) denklemleriyle kiral konik uzay-zamanda manyetik 

alanın varlığında Klein Gordon salınıcısının enerji spektrumunu oluşturur. Enerji 

spektrumları eğri uzay-zamanın tüm parametreleri ile salınıcının frekansı ve manyetik 

alan şiddetine bağlıdır. J0, J3, 𝛼, 𝜔0 𝑀 ve Ω parametreleri 𝐸𝐾𝑆𝐿,𝑛𝑙
> = 0 ve 𝐸𝐾𝑆𝐿,𝑛𝑙

< = 0 

etrafında ki simetriyi bozar. Bu enerji denklemleri Bölüm (4.2)’ deki (4.19) ve (4.20) 

denklemleri ile benzerdir. Bu nedenle enerji spektrumların J0, J3, 𝛼, 𝜔0 𝑀 ve bağlılıkları 

için benzer yorumlar yapılacağından ayrıca çizilmemiştir. Şekil 4.7’de 𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 𝑞 =

1, J0 = J3 = 𝛼 = 0,5, 𝜔 = 0,25 𝑛 = 2 parametreleri ve enerjilerin pozitif değerleri (𝐵 =

0,1 için E𝐾𝑆𝐿 = 3,4783, 𝐵 = 0,2 için E𝐾𝑆𝐿 = 3,9449 ve 𝐵 = 0,3 için E𝐾𝑆𝐿 = 4,4117) 

için 𝜌  

 

Şekil 4.7. 𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 𝑞 = 1, 𝐽0 = 𝐽3 = 𝛼 = 0,5, 𝑛 = 2 parametreleri ile 𝜌 değişkeninin bir fonksiyonu 

olarak |𝑅(𝜌)|2 olasılık yoğunluğunun çizimi. 
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değişkeninin bir fonksiyonu olarak |𝑅(𝜌)|2 olasılık yoğunluğunun çizilmiştir. |𝑅(𝜌)|2  

genliği 𝐵 artarken azalır ve orijinden uzaklaşacak şekilde bir miktar uzaklaşır.  

4.2. Kiral Konik Uzay-Zamanda Duffin-Kemmer-Petiau Denkleminin Çözümü 

Eğri uzay-zamanda, DKP denklemi [43-48] 

[𝑖𝛽𝜇(𝒙)∇𝜇 −𝑀]Ψ = 0 (4.28) 

ile verilir. Burada kovaryant türev 

∇𝜇= 𝜕𝜇 − Γ𝜇 

ve Γ𝜇 DKP spin bağıntısı katsayısı 

Γ𝜇 =
1

2
𝜔𝜇𝑎𝑏[𝛽

𝑎, 𝛽𝑏] 
(4.29) 

şeklinde tanımlanır.  

 Eğri uzay-zamanın genelleştirilmiş 𝛽𝜇 beta matrisleri  

𝛽𝜇(𝒙) = 𝑒𝑎
𝜇(𝒙)𝛽𝑎 

ile verilir. 𝛽𝑎 matrislerinin spin-0 parçacık temsili ve çalıştığımız eğri uzay-zamanın 

denklem (2.4) ile verilen 𝑒𝑎
𝜇

 tetradları kullanılarak yukarıdaki genelleştirilmiş 𝛽𝜇 beta 

matrisleri 

𝛽𝜇(𝒙) = 𝑒𝑎
𝑡𝛽𝑎 = 𝛽0 +

4J0
𝛼𝑟
𝛽𝜑 

𝛽𝑟(𝒙) = 𝑒𝑎
𝑟𝛽𝑎 = cos 𝜑𝛽1 + sin𝜑 𝛽2 

𝛽𝜑(𝒙) = 𝑒𝑎
𝜑
𝛽𝑎 = −

1

𝛼𝑟
sin𝜑 𝛽1 +

1

𝛼𝑟
cos 𝜑 𝛽2 

𝛽𝑧(𝒙) = 𝑒𝑎
𝑧𝛽3 

 

 

(4.30) 

 

 

elde edilir. Matrislerin açık yazımı aşağıdaki gibidir: 

𝛽𝑡(𝒙) =

(

 
 
 
 

0
1

4J0
𝛼𝑟
sin𝜑

−
4J0
𝛼𝑟
cos 𝜑

0

         

1
0
0
0
0

      

−
4J0
𝛼𝑟
sin𝜑

0
0
0
0

       

4J0
𝛼𝑟
cos𝜑

0
0
0
0

      

0
0
0
0
0
)

 
 
 
 

 

𝛽𝑟(𝒙) =

(

 
 

0
0

cos 𝜑
sin𝜑
0

    

0
0
0
0
0

         

0
0
0
0
0

    

sin𝜑
0
0
0
0

     

0
0
0
0
0)
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𝛽𝜑(𝒙) =

(

 
 
 
 

0
0

−
sin𝜑

𝛼𝑟
cos 𝜑

𝛼𝑟
0

    

0
0
0
0
0

         

sin𝜑

𝛼𝑟
0
0
0
0

    

cos 𝜑

𝛼𝑟
0
0
0
0

     

0
0
0
0
0
)

 
 
 
 

 

 

 

 

(4.31) 

 

𝛽𝑧(𝒙) =

(

 
 
 
 

  

0
0

4J3
𝛼𝑟
sin𝜑

4J3
𝛼𝑟
cos𝜑

0

  

0
0
0
0
0

         

4J3
𝛼𝑟
sin𝜑

0
0
0
0

    

4J3
𝛼𝑟
cos𝜑

0
0
0
0

     

−1
0
0
0
0
)

 
 
 
 

 

 Genelleştirilmiş beta matrisleriyle kiral konik uzay-zaman için DKP denklemi  

[𝑖𝛽𝑡(𝒙) ∂𝑡 + 𝑖𝛽
𝑟(𝒙) ∂𝑟 + 𝑖𝛽

𝜑(𝒙)(∂𝜑 + Γ𝜑) + 𝑖𝛽
𝑧(𝒙) ∂𝑧 −𝑀]Ψ = 0 (4.32) 

şeklinde yazılır. Bu denklemde, 𝛽𝜑(𝒙)Γ𝜑 terimi denklem (4.29) ve (4.30) denklemleri 

kullanılarak 

𝛽𝜑(𝒙)Γ𝜑 =
(𝛼 − 1)

2
𝛽1𝛽2 

ya da matris formu ile 

𝛽𝜑(𝒙)Γ𝜑 =

(

  
 
  

0
0
0
0
0

  

0
0
0
0
0

         

(1 − 𝛼)

𝛼𝑟
cos 𝜑

0
0
0
0

    

(1 − 𝛼)

𝛼𝑟
sin𝜑

0
0
0
0

     

0
0
0
0
0)

  
 

 

 

 

 

(4.33) 

şeklinde elde edilir. Denklem (4.28)’daki beş bileşenli Ψ DKP spinörü 

Ψ = e𝑖(𝑙𝜑+𝑘𝑧−𝐸𝑡)

(

 
 

𝜙1
𝜙2
𝜙3
𝜙4
𝜙5)

 
 

 

 

 

(4.34) 

olarak alınabilir. Burada 𝑙 = 0,±1, ±2… açısal momentumun operatörünün z-bileşeninin 

özdeğeri; 𝑘=sabit lineer momentum operatörünün z-bileşeni ve 𝐸 parçacığın enerjisidir. 

(4.33)-(4.34) denklemleri ile (4.31) de verilen genelleştirilmiş beta matrislerinin denklem 

(4.32)’da kullanılmasıyla, aşağıdaki birinci dereceden denklem seti elde edilir. 

𝐸𝐾|𝜙2 − (
4J0𝐸

𝛼𝑟
sin𝜑 − 𝑖 cos 𝜑

𝜕

𝜕𝑟
−
𝑙

𝛼𝑟
sin𝜑 −

4J3𝑘

𝛼𝑟
sin𝜑 
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−
𝑖(1 − 𝛼)

𝛼𝑟
cos 𝜑)𝜙3(𝑟) + (

4J0𝐸𝐾|

𝛼𝑟
cos 𝜑 − 𝑖 sin𝜑

𝜕

𝜕𝑟
+ 

𝑙

𝛼𝑟
cos 𝜑 −

4J3𝑘

𝛼𝑟
cos 𝜑+

𝑖(1 − 𝛼)

𝛼𝑟
sin𝜑)𝜙4(𝑟) 

−𝑘𝜙1(𝑟) − 𝑀𝜙5(𝑟) = 0 

 

 

 

 

(4.35a) 

 

𝐸𝐾|𝜙1(𝑟) − 𝑀𝜙2(𝑟) = 0 (4.35b) 

 

(
4J0𝐸𝐾|

𝛼𝑟
sin𝜑 + 𝑖 cos 𝜑

𝜕

𝜕𝑟
+
𝑙 sin𝜑

𝛼𝑟
 

−
4J3𝑘

𝛼𝑟
sin𝜑)𝜙1(𝑟) − 𝑀𝜙2(𝑟) = 0 

 

 

(4.35c) 

 

(
4J0𝐸𝐾|

𝛼𝑟
cos 𝜑 + 𝑖 sin𝜑

𝜕

𝜕𝑟
+
𝑙 cos 𝜑

𝛼𝑟
 

−
4J3𝑘

𝛼𝑟
cos 𝜑)𝜙1(𝑟) − 𝑀𝜙4(𝑟) = 0 

 

 

(4.35d) 

 

−𝑘 𝜙1(𝑟) − 𝑀𝜙5(𝑟) = 0 (4.35e) 

 Son dört denklem (4.35a)’a yerleştirilerek, 𝜙1 için ikinci dereceden diferansiyel 

denklem elde edilir: 

{
𝑑2

𝑑𝑟2
− (
1 − 𝛼

𝛼𝑟
)
𝑑

𝑑𝑟
−
1

𝑟2
[
(4J0𝐸𝐾| + 𝑙) −  J3𝑘

𝛼
]

2

+ (𝐸𝐾|
2 −𝑀2 − 𝑘2)} 𝜙1(𝑟) = 0 

 

 Yukarıdaki denklemin çözümü için 𝜙1(𝑟) = 𝑟
1/2𝑅𝑚𝑛 şeklinde bir çözüm önerisi 

yazılabilir ve denklem aşağıdaki şekilde elde edilir [64].  

{
𝑑2

𝑑𝑟2
+
1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
+ [𝜀2 −

𝜉2

𝑟2
]} 𝑅𝑚𝑛(𝑟) = 0 

 Bu denklem, bölüm 3’de (3.2) denklemi ile verilen Bessel denkleminin basit bir 

şeklidir. Denklemin fiziksel çözümü 

𝑅𝑚𝑛(𝑟) = 𝐴𝐽𝜉(𝜀𝑟) 

birinci tür Bessel fonksiyonudur. Denklemdeki parametreler 

𝜀2 = 𝐸𝐾|
2 −𝑀2 − 𝑘2 
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𝜉2 =
1 + 4[(4J0𝐸𝐾| + 𝑙) −  J3𝑘]

2

4𝛼2
 

ifade eder.  

 DKP denklemi için akım yoğunluğu [48,67] 

𝐽𝜇 ∝ Ψ̅𝛽𝜇Ψ 

formülü ile verilir. Ψ̅ adjoint spinor 

Ψ̅ = Ψ†𝜂0 (4.36) 

ile tanımlanır. 𝜂0 parametresi 

𝜂0 = 2(𝛽
0)2 − 1 (4.37) 

formülü ile bulunan bir matrisidir. ∫𝑑𝜏𝐽𝑡 = ±1 ile verilen dalga fonksiyonunun 

normalizasyon şartı açıkça [52] 

∫𝑑𝜏Ψ̅𝛽𝜇Ψ = ±2 
(4.38) 

şeklinde yazılır. Formüldeki artı (eksi) işareti pozitif (negatif) yük için kullanılır. 

𝜇 = 𝑡 için, yük yoğunluğu çalıştığımız eğri uzay-zaman için 

𝐽𝑡 ∝ Ψ̅𝛽𝑡Ψ = −2
4J0(4J0𝐸𝐾| + 4 J3𝑘 − 𝑙) − 𝐸𝐾|𝛼

2𝑟2

𝑀𝛼2𝑟2
|𝜙1(𝑟)|

2 
(4.39) 

olarak elde edilir. 

4.2.1. Kiral Konik Uzay-Zamanda Duffin-Kemmer-Petiau Salınıcı  

 Eğri uzay-zamanda, M kütleli ve Ψ DKP salınıcısı spinörü için denklem, (4.28) 

verilen DKP denkleminde aşağıdaki yerdeğiştirme yapılarak elde edilir [45, 48, 66]. 

−i∇⟶ −𝑖∇ − iMω𝜂0𝑋𝜇 

 Burada 𝑋𝜇 = (0, 𝑟, 0,0) parçacıktan kusura olan mesafedir. 𝜂0 terimi (4.37) ile 

verilmiştir. DKP salınıcı denklemi 

[𝑖𝛽𝜇(𝒙)(∇𝜇 + Mω𝜂0𝑋𝜇) − 𝑀]Ψ𝐾|𝑆(𝒓) = 0 

ya da 

[𝑖𝛽𝜇(𝒙) ∂𝜇 + 𝑖𝛽
𝜇(𝒙)Γ𝜇 + 𝑖𝛽

𝑟(𝒙)Mω𝜂0𝑟 − 𝑀]Ψ𝐾|𝑆(𝒓) = 0 (4.40) 

ile verilir. Yukarıdaki ifadeye denklem (4.34) benzer bileşenleri ψ𝑖 (i=1,5) ile verilen 

DKP spinörünü yerleştirerek, beş lineer denklem elde edilir:  

𝐸𝐾|𝑆ψ2 − (
4J0𝐸𝐾|𝑆

𝛼𝑟
sin𝜑 + 𝑖 cos 𝜑

𝜕

𝜕𝑟
+
𝑙

𝛼𝑟
sin𝜑 −

4J3𝑘

𝛼𝑟
sin𝜑 

−
𝑖(1 − 𝛼)

𝛼𝑟
cos 𝜑 + 𝑖𝑀𝜔𝑟 cos 𝜑)ψ3(𝑟) 
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+(
4J0𝐸𝐾|𝑆

𝛼𝑟
cos 𝜑 − 𝑖 sin𝜑

𝜕

𝜕𝑟
+
𝑙

𝛼𝑟
cos 𝜑 −

4J3𝑘

𝛼𝑟
cos 𝜑 

+
𝑖(1 − 𝛼)

𝛼𝑟
sin𝜑 + 𝑖𝑀𝜔𝑟 sin𝜑)ψ4 − 𝑘ψ5(𝑟) − 𝑀ψ1(𝑟) = 0 

𝐸𝐾|𝑆ψ1(𝑟) − 𝑀ψ2(𝑟) = 0 

(
4J0𝐸𝐾|𝑆

𝛼𝑟
sin𝜑 + 𝑖 cos 𝜑

𝜕

𝜕𝑟
+
𝑙 sin𝜑

𝛼𝑟
−
4J3𝑘

𝛼𝑟
sin𝜑 

−𝑖𝑀𝜔𝑟 cos𝜑)ψ1(𝑟) − 𝑀ψ3(𝑟) = 0 

(
4J0𝐸𝐾|𝑆

𝛼𝑟
cos 𝜑 + 𝑖 sin𝜑

𝜕

𝜕𝑟
+
𝑙 cos 𝜑

𝛼𝑟
−
4J3𝑘

𝛼𝑟
cos 𝜑 

−𝑖𝑀𝜔𝑟 sin𝜑)ψ1(𝑟) − 𝑀ψ4(𝑟) = 0 

−𝑘 ψ1(𝑟) − 𝑀ψ5(𝑟) = 0 

 Bu denklemlerden, ψ1(𝑟) için 

{
𝑑2

𝑑𝑟2
−
1 − 𝛼

𝛼𝑟

𝑑

𝑑𝑟
+ 𝐸𝐾|𝑆

2 −𝑀2 − 𝑘2 + 2𝑀𝜔 −
𝑀𝜔

𝛼
 

−𝑀2𝜔2𝑟2 −
1

𝑟2
[
1 + (4J0𝐸𝐾|𝑆 + 𝑙) − 4J3𝑘

𝛼
]

2

} ψ1(𝑟) = 0 

 

 

 

(4.41) 

denklemi elde edilir. Yukarıdaki denklemde 

ψ1(𝑟) = 𝑟
1/2𝛼𝐹𝑛,𝑙(𝑟) (4.42) 

ile ifade edilen bir fonksiyon kullanılır ve denklem aşağıdaki forma dönüşür. 

{
𝑑2

𝑑𝑟2
+
1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
+ (Σ1𝑟

2 +
Σ2
𝑟2
+ Σ2)}𝐹𝑛,𝑙(𝑟) = 0 

 

(4.43) 

 Burada Σ1, Σ2 ve Σ3 fiziksel parametrelere göre tanımlanır: 

Σ1 = −𝑀
2𝜔2 

Σ2 =
1 + 4[(4J0𝐸𝐾|𝑆 + 𝑙) − 4J3𝑘]

2

4𝛼2
 

Σ3 = 𝐸𝐾|𝑆
2 −𝑀2 − 𝑘2 + 2𝑀𝜔 −

𝑀𝜔

𝛼
 

 Denklem (4.43)’da 𝜌 = 𝑟2 değişken değişimi yapıldığında, denklem 

{
𝑑2

𝑑𝜌2
+
1

𝜌

𝑑

𝑑𝜌
+
1

4𝜌
(Σ1𝜌 +

Σ2
𝜌
+ Σ3)} 𝐹𝑛,𝑙(𝜌) = 0 

 

(4.44) 
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şekilde yazılabilir. Bu denklem Nikiforov Uvarov metodunda verilen (3.5) denklemle ile 

karşılaştırılır ve denklem (3.8) den yararlanılarak 𝐹𝑛,𝑙(𝜌) fonksiyonunun elde etmek için 

gerekli olan parametreler bulunur: 

𝜉1 =
𝑀2𝜔2

4
 

𝜉2 =
1

4
(𝐸𝐾|𝑆

2 −𝑀2 − 𝑘2 + 2𝑀𝜔 −
𝑀𝜔

𝛼
) 

𝜉3 =
1 + 4[(4J0𝐸𝐾|𝑆 + 𝑙) − 4J3𝑘]

2

16𝛼2
 

𝑐1 = 1 

𝑐2 = 𝑐3 = 𝑐4 = 𝑐5 = 0 

𝑐6 =
𝑀2𝜔2

4
 

𝑐7 =
1

4
(𝐸𝐾|𝑆

2 −𝑀2 − 𝑘2 + 2𝑀𝜔 −
𝑀𝜔

𝛼
) 

(4.45) 

 

𝑐8 =
1 + 4[(4J0𝐸𝐾|𝑆 + 𝑙) − 4J3𝑘]

2

16𝛼2
 

𝑐9 =
𝑀2𝜔2

4
 

𝑐10 = 1 +
1

2𝛼
√1 + 4[(4J0𝐸𝐾|𝑆 + 𝑙) − 4J3𝑘]

2
 

𝑐11 = 𝑀𝜔 

𝑐12 = 1 +
1

2𝛼
√1 + 4[(4J0𝐸𝐾|𝑆 + 𝑙) − 4J3𝑘]

2
 

𝑐13 = −
𝑀𝜔

2
 

 Yukarıdaki parametreler, (3.8) denkleminde kullanılarak DKP salınıcısı için dalga 

fonksiyonu  

𝐹𝑛,𝑙(𝜌) = 𝐶𝑒
−
𝑀𝜔
2
𝑟2𝑟

1
2𝛼
√1+[(4J0𝐸𝐾|𝑆+𝑙)−4J3𝑘]

2

𝐿𝑛

1
𝛼
√1+[(4J0𝐸𝐾|𝑆+𝑙)−4J3𝑘]

2

(𝑀𝜔𝑟2) 
 

(4.46) 

olarak bulunur. 𝐶 normalizasyon sabitidir. (4.38) denklemi ile verilen yük yoğunluğu 

ifadesi ψ1(𝑟) = 𝑟
1/2𝛼𝐹𝑛,𝑙(𝑟) dalga fonksiyonunun  

∫ 𝑑𝑟 (
2𝐸𝐾|𝑆𝛼

2𝑟2 − 8J0(4J0𝐸𝐾|𝑆 − 4J3𝑘 + 𝑙)

𝛼2𝑟2𝑀
) |𝑟1/2𝛼𝐹𝑛,𝑙(𝑟)|

2
∞

0

= 1 
 

(4.47) 
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şeklinde normalize edilmesi gerektiğini belirtir.  

Böylece, DKP salınıcısı için dalga fonksiyonu 

Ψ𝐾|𝑆(𝒓) = 𝐶

(

 
 
 
 
 
 
 
 

1
𝐸𝐾|𝑆

𝑀

(
4J0𝐸𝐾|𝑆
𝛼𝑟 sin 𝜑 + 𝑖 cos𝜑

𝜕
𝜕𝑟 +

𝑙 sin𝜑
𝛼𝑟 −

4J3𝑘
𝛼𝑟 sin 𝜑 − 𝑖𝑀𝜔𝑟 cos 𝜑)

𝑀

(
4J0𝐸𝐾|𝑆
𝛼𝑟 cos𝜑 + 𝑖 sin 𝜑

𝜕
𝜕𝑟 +

𝑙 cos 𝜑
𝛼𝑟 −

4J3𝑘
𝛼𝑟 cos𝜑 − 𝑖𝑀𝜔𝑟 sin𝜑)

𝑀

−
𝑘

𝑀 )

 
 
 
 
 
 
 
 

× 𝑒(
𝑖𝑙𝜑+𝑘𝑧−𝑖𝐸𝑡−𝑀𝜔

2
𝑟2)𝑟

1
2𝛼
√1+[(4J0𝐸𝐾|𝑆+𝑙)−4J3𝑘]

2

 

× 𝐿𝑛

1
𝛼
√1+[(4J0𝐸𝐾|𝑆+𝑙)−4J3𝑘]

2

(𝑀𝜔𝑟2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(4.48) 

olarak yazılır. 

 (3.9) ve (4.45) denklemlerinden, enerji denklemi elde edilir: 

2(2𝑛 + 1)𝑀𝜔 −
1

2
(𝐸𝐾|𝑆

2 −𝑀2 − 𝑘2 + 2𝑀𝜔 −
𝑀𝜔

𝛼
) 

+
𝑀

4𝛼
√1 + 4[(4J0𝐸𝐾|𝑆 + 𝑙) − 4J3𝑘]

2
= 0 

 

 

(4.49) 

 𝛼, J0, J3, eğri uzay-zaman parametreleri ve 𝜔 salınıcı frekansının DKP 

salınıcısının enerji düzeyleri, akım yoğunluğu ve olasılık yoğunluğu üzerindeki etkilerini 

sırasıyla incelenecektir. 

Şekil 4.8 𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 1, J0 = J3 = 𝜔 = 0.5 ve 𝑛(2, 12, 22) için DKP salınıcısının 

farklı 𝛼 değerleri için enerji spektrumu vermektedir. Şekil bozonların ve anti-bozonların 

enerjisinin 𝛼’nın artmasıyla azaldığını ifade etmektedir. 
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Şekil 4.8. 𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 1, 𝐽0 = 𝐽3 = 𝜔 = 0,5 için 𝛼’nın bir fonksiyonu olarak DKP salınıcısının 𝐸𝐾|𝑆 

enerji spektrumunun çizimi 

 

Şekil 4.9, 𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 1, 𝛼 = J3 = 𝜔 = 0.5 ve 𝑛(2, 12, 22) için DKP salınıcının 

farklı J0 değerleri için enerji spektrumu vermektedir. Bu şekil bozonların ve anti-

bozonların enerjisinin J0’nın artmasıyla arttığını göstermektedir. 

 

Şekil 4.9. 𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 1, 𝛼 = 𝐽3 = 𝜔 = 0,5 parametreleri için 𝐽0 parametresine karşı DKP salınıcısının 

𝐸𝐾|𝑆 enerji spektrumu 

 

Şekil 4.10’de, 𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 1, 𝛼 = J0 = 𝜔 = 0.5 ve 𝑛(2, 12, 22) için DKP 

salınıcısının enerjisi J3 parametresinin farklı değerleri için enerji spektrumu 
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verilmektedir. Burada bozonların enerjisi, J3’nın artmasıyla kritik değer olan J3 = 2 

değerine kadar azaldıktan sonra tekrar arttığını görülmektedir. Anti-bozonların enerji 

spektrumunun ise J3 nin artmasıyla azalmaktadır. 

 

Şekil 4.10. 𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 1, 𝛼 = 𝐽0 = 𝜔 = 0,5 parametreleri için 𝐽3 parametresine karşı DKP 

salınıcısının 𝐸𝐾|𝑆 enerji spektrumu 

 

Şekil 4.11 ve Şekil 4.12’de, 𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 1, J0 = J3 = 1 ve 𝛼 = 0.5 parametreleri 

ile pozitif ve negatif enerji (𝜔 = 0,25 için E𝐾|𝑆,+ = 2,8983 ve E𝐾|𝑆,− = −3,3051;   𝜔 =

0,50 için E𝐾|𝑆,+ = 4,5888 ve E𝐾|𝑆,− = −5,1719; 𝜔 = 1 için E𝐾|𝑆,+ = 8,09440 ve 

E𝐾|𝑆,− = −8,8339 ) değerleri için (4.42) denkleminde verilen ψ1 dalga fonksiyonunun 

|ψ1(𝑟)|
2 olasılık yoğunluğu farklı 𝜔 değerleri için çizilmiştir. Her iki durumda, genliğin 

𝜔’nın artmasıyla azaldığı ve orijine doğru yaklaştığı görülmektedir. 
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Şekil 4.11. 𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 1, 𝛼 =  𝐽0 = 𝐽3 = 0,5 parametreleri ile pozitif enerji değerleri için 𝑟’nin 

fonksiyonu olarak (denklem (4.42) ile verilen 𝜓1 ile) | 𝜓1(𝑟)|
2 olasılık yoğunluğunun çizimi 

 

 

Şekil 4.12. 𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 1, 𝛼 =  𝐽0 = 𝐽3 = 0,5 parametreleri ile negatif enerji değerleri için 𝑟’nin 

fonksiyonu olarak (denklem (4.42) ile verilen 𝜓1 ile) | 𝜓1(𝑟)|
2 olasılık yoğunluğunun çizimi 

 

Şekil 4.13’de denkleminden elde edilen J0 ın çeşitli değerlerine karşılık gelen 

pozitif enerjiler ( J0 = 0,3 için E𝐾|𝑆 = 3,7516, J0 = 0,5 için E𝐾|𝑆 = 5,0046 ve J0 = 1 

için E𝐾|𝑆 = 8,5833 ) için 𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 1, 𝛼 = 𝜔 = J3 = 0.5 ve 𝑛 = 2 parametreleri ile 

𝑟’nin bir fonksiyonu olarak J𝑡(𝑟) yük yoğunluğu gösterir. Tüm durumlarda genliğin 
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orijinden uzaklaşırken artar. Şekil 4.14, Şekil 4.13’daki çiziminin negatif enerji değerleri 

ile tekrarıdır. Şekil 4.14’da J0 = 0,3 için E𝐾|𝑆 = −4,4372, J0 = 0,5 için E𝐾|𝑆 = −5,6083 

ve J0 = 1 için E𝐾|𝑆 = −9,0006 dir. Negatif enerji çözümleri için yük yoğunluğunda 

benzer değişim görülür. 

 

Şekil 4.13. 𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 1, 𝛼 = 𝜔 = J3 = 0.5 parametreleri ile pozitif enerjiler ve J0’nın farklı 

değerleri için 𝑟’nın bir fonksiyonu olarak denklem (4.39)’da verilen Jt yük  

yoğunluğunun çizimi 

 

 

Şekil 4.14. 𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 1, 𝛼 = 𝜔 = J3 = 0.5 parametreleri ile negatif enerjiler ve J0’nın farklı 

değerleri için 𝑟’nın bir fonksiyonu olarak denklem (4.39)’da verilen Jt yük  

yoğunluğunun çizimi 
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Şekil 4.15’de, 𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 1, 𝛼 = 𝜔 = J0 = 0,5 ve 𝑛 = 2 parametreleri ile 

pozitif enerjiler ve J3’ün farklı değerleri için r’nin fonksiyonu olarak denklem (4.39)’daki 

J𝑡(𝑟) yük yoğunluğu çizdirilmiştir. Enerjiler J3 = 0,1 için E𝐾|𝑆 = 5,4959, J3 = 0,5 için 

E𝐾|𝑆 = 5,0046 ve J3 = 1 için E𝐾|𝑆 = 4,2462’dir. J𝑡(𝑟) pikleri, J3 değişimi ile belirgin 

bir şekilde hareket etmiyor gibi görülmektedir. Tüm durumlarda genlik orijinden 

uzaklaşırken artmaktadır. Yerel genliklerinde, J3’ün azalmasıyla arttığı görülmektedir. 

Şekil 4.16, Şekil 4.15’deki aynı parametreler için negatif enerji değerleriyle denklem 

(4.39)’da elde edilen Jt(𝑟) çizilmiştir. Enerjiler J3 = 0,1 için E𝐾|𝑆 = −5,1346 , J3 = 0,5 

için E𝐾|𝑆 = −5,6084 ve J3 = 1 için E𝐾|𝑆 = −6,1251 dir. Bu durumda en göze çarpan 

etki, yoğunluk pikleri pozitif enerjili durumların aksine J3 artarken orijinden uzaklaşır. 

 

Şekil 4.15. 𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 1, α = ω = J0 = 0.5 parametreleri ile pozitif enerjiler ve J3’nın farklı 

değerleri için 𝑟’nin bir fonksiyonu olarak denklem (4.39)’da verilen Jt yük yoğunluğunun  

çizimi 
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Şekil 4.16.  𝑀 = 𝑘 = 𝑙 = 1, 𝛼 = 𝜔 = J0 = 0.5 parametreleri ile negatif enerjiler ve J3’nın farklı 

değerleri için 𝑟’nin bir fonksiyonu olarak denklem (4.39)’da verilen Jt yük yoğunluğunun  

çizimi 

 

 Özel Durum 1 

 (4.48) ve (4.49) denklemlerinde J3 = 0 yazılırsa, dönen kozmik uzay-zamanda 

DKP salınıcısının dalga fonksiyonu ve enerji spektrumu elde edilir. Dalga fonksiyonu  

Ψ1(𝒓) = 𝐶1

(

 
 
 
 
 
 
 
 

1
E𝐾|𝑆

𝑀

(
4J0E𝐾|𝑆
𝛼𝑟

sin𝜑 + 𝑖 cos 𝜑
𝜕
𝜕𝑟
+
𝑙 sin𝜑
𝛼𝑟

− 𝑖𝑀𝜔𝑟 cos𝜑)

𝑀

(
4J0E𝐾|𝑆
𝛼𝑟 cos 𝜑 + 𝑖 sin𝜑

𝜕
𝜕𝑟
+
𝑙 cos 𝜑
𝛼𝑟 − 𝑖𝑀𝜔𝑟 sin𝜑)

𝑀

−
𝑘

𝑀 )

 
 
 
 
 
 
 
 

 

× 𝑒(𝑖𝑙𝜑+𝑖𝑘𝑧−𝑖E𝐾|𝑆𝑡−
𝑀𝜔
2
)𝑟2𝑟

1
2𝛼
√1+[(4J0𝐸𝐾|𝑆𝐿+𝑙)−4J3𝑘]

2

 

× 𝐿𝑛

1
𝛼
√1+[(4J0𝐸𝐾|𝑆𝐿+𝑙)−4J3𝑘]

2

(𝑀𝜔𝑟2) 

ve enerji spektrumu  

2(2𝑛 + 1)𝑀𝜔 −
1

2
(𝐸𝐾|𝑆

2 −𝑀2 − 𝑘2 + 2𝑀𝜔 −
𝑀𝜔

𝛼
) 

+
𝑀

4𝛼
√1 + [(4J0𝐸𝐾|𝑆𝐿 + 𝑙) − 4J3𝑘]

2
= 0 
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olarak yazılır. Bu durumda yukarıdaki enerji spektrumu referans (54)’de verilen enerji 

spektrumu ile benzerdir. 

 Özel Durum 2 

(4.48) denkleminde, yerdeğiştirme (dislocation) ve burulma (torsion) 

paremetreleri J0 = J3 = 0 olursa, kozmik uzay-zamanın için DKP salınıcısının dalga 

fonksiyonu  

Ψ2(𝒓) = 𝐶2

(

 
 
 
 
 
 
 
 

1
E𝐾|𝑆

𝑀

(𝑖 cos 𝜑
𝜕
𝜕𝑟
+
𝑙 sin𝜑
𝛼𝑟

− 𝑖𝑀𝜔𝑟 cos𝜑)

𝑀

(𝑖 sin𝜑
𝜕
𝜕𝑟
+
𝑙 cos 𝜑
𝛼𝑟

− 𝑖𝑀𝜔𝑟 sin𝜑)

𝑀

−
𝑘

𝑀 )

 
 
 
 
 
 
 
 

 

× 𝑒(𝑖𝑙𝜑+𝑖𝑘𝑧−𝑖E𝐾|𝑆𝑡−
𝑀𝜔
2
)𝑟2𝑟

1
2𝛼
√1+[(4J0𝐸𝐾|𝑆𝐿+𝑙)−4J3𝑘]

2

 

× 𝐿𝑛

1
𝛼
√1+[(4J0𝐸𝐾|𝑆𝐿+𝑙)−4J3𝑘]

2

(𝑀𝜔𝑟2) 

 

elde edilir. 

(4.49) denklemlerinde J0 = J3 = 0 yazılırsa, enerji spektrumu  

2(2𝑛 + 1)𝑀𝜔 −
1

2
(𝐸𝐾|𝑆

2 −𝑀2 − 𝑘2 + 2𝑀𝜔 −
𝑀𝜔

𝛼
) 

+
𝑀

4𝛼
√1 + [(4J0𝐸𝐾|𝑆𝐿 + 𝑙) − 4J3𝑘]

2
= 0 

olarak yazılır. Bu sonuçlar referans (67)’de elde edilen enerji spektrumu ile tutarlıdır. 

4.2.2. Kiral Konik Uzay-Zamanda Duffin-Kemmer-Petiau Salınıcısının Landau 

Seviyeleri  

 Eğri bir uzay-zamanda, elektromanyetik alanın varlığında skaler bozonlar için 

DKP salınıcı denklemi aşağıdaki denklem ile verilir [68]. 

[𝑖𝛽𝜇(𝒙)(∇𝜇 + iMω𝜂0𝒓 + Γ𝜇 − 𝑖𝑞𝐴𝜇) − 𝑀]Ψ𝐾|𝑆𝐿 = 0 (4.50) 
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Burada 𝐴𝜇 elektromanyetik dört vektördür. Sicime paralel düzgün bir 𝐵⃗ = ∇⃗⃗ × 𝐴 = 𝐵𝑘̂ 

manyetik alan olsun. Böylesi düzgün bir manyetik alan Coulomb ayar şartını sağlayan 

𝑨 = (0, 𝐴𝜑, 0) ∇ ∙ 𝑨 = 0 

𝐴𝜑 =
1

2
𝛼𝐵𝑟2 

vektör potansiyelin sonucudur. Burada 𝐵 manyetik alanın büyüklüğünü tanımlamaktadır. 

(4.50) ile verilen denklem  

[𝑖𝛽𝑡(𝒙) ∂𝑡 + 𝑖𝛽
𝑟(𝒙)(∂𝑟 +Mω𝜂0𝑟) + 𝑖𝛽

𝜑(𝒙)(∂𝜑 + Γ𝜑 − 𝑖𝑞𝐴𝜑) 

+𝑖𝛽𝑧(𝒙) ∂𝑧 −𝑀]Ψ𝐾|𝑆𝐿 = 0 

olarak elde edilir. Yukarıdaki denkleme (4.34)’da verilen beş bileşenli bir DKP spinörü 

yerleştirilir ve bölüm (4.2.1) deki denklemler (4.40)-(4.47)’da yapılan işlemler 

tekrarlanarak manyetik alandaki DKP salınıcısı için dalga fonksiyonu  

 

Ψ𝐾|𝑆𝐿(𝒓) = 𝐶

(

 
 
 
 
 
 
 
 

1
𝐸𝐾|𝑆𝐿

𝑀

(
4J0𝐸𝐾|𝑆𝐿
𝛼𝑟 sin 𝜑 + 𝑖 cos𝜑

𝜕
𝜕𝑟 +

𝑙 sin 𝜑
𝛼𝑟 −

4J3𝑘
𝛼𝑟 sin𝜑 − 𝑖𝑀𝜔𝑟 cos𝜑 −

𝜔0
𝛼 sin𝜑)

𝑀

(
4J0𝐸𝐾|𝑆𝐿
𝛼𝑟 cos𝜑 + 𝑖 sin 𝜑

𝜕
𝜕𝑟 +

𝑙 cos 𝜑
𝛼𝑟 −

4J3𝑘
𝛼𝑟 cos𝜑 − 𝑖𝑀𝜔𝑟 sin𝜑 +

𝜔0
𝛼 cos𝜑)

𝑀

−
𝑘

𝑀 )

 
 
 
 
 
 
 
 

 

× 𝑒
(𝑖𝑙𝜑+𝑘𝑧−𝑖𝐸𝑡−−

𝑀Ω
2
𝑟2)
𝑟
1
2𝛼
√1+[(4J0𝐸𝐾|𝑆𝐿+𝑙)−4J3𝑘]

2

 

× 𝐿𝑛

1
𝛼
√1+[(4J0𝐸𝐾|𝑆𝐿+𝑙)−4J3𝑘]

2

(𝑀Ω𝑟2) 

ve enerji denklemleri   

2(2𝑛 + 1)𝑀Ω +
𝑀Ω

4𝛼
√1 + 4[(4J0𝐸 + 𝑙) − 4J3𝑘]2 

−
1

2
(𝐸𝐾|𝑆𝐿

2 −𝑀2 − 𝑘2 + 2𝑀𝜔 +
2𝑀𝜔0(4J0𝐸𝐾|𝑆𝐿 + 𝑙 − 4J3𝑘) −𝑀𝜔

𝛼
) = 0 

elde edilir. Burada 𝜔0 =
𝑞𝐵

2𝑀
 parçacığın siklotron frekansı ve 𝛺2 = 𝜔2 +𝜔0

2 etkin 

frekansdır. Son iki denklem göstermektedir ki, sistemin dalga fonksiyonu ve enerji 

spektrumu eğri uzaydaki metriğin yapısını karakterize eden parametrelerin yanı sıra 

parçacığın siklotron frekansı ve uygulanan manyetik alanın büyüklüğüne bağlıdır. 
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Şekil 4.20’de, 𝑀 = 𝑘 = 𝑞 = 𝑙 = 1, 𝛼 = J0 = J3 = 0.5, 𝜔 = 0,25 ve 𝑛 = 2 

parametreleri, pozitif enerjiler ve farklı B manyetik alanları için r’nin fonksiyonu olarak 

denklem (4.35)’ile verilen  ψK|SL,1  dalga fonksiyonunun | ψK|SL,1(𝑟)|
2
 olasılık 

yoğunluğu çizdirilmiştir. 𝐸𝐾|𝑆𝐿 = 3,1400, 𝐵 = 0,2 için 𝐸𝐾|𝑆𝐿 = 3,4562 ve 𝐵 = 0,3 için 

𝐸𝐾|𝑆𝐿 = 3,8399’dir | ψK|SL,1(𝑟)|
2
 pikleri, 𝐵 manyetik alan değişimi ile bir araya gelecek 

şekilde hareket ediyor gibi görülmektedir. Genlik ise B artarken hızla azalır. 

 

Şekil 4.17. 𝑀 = 𝑘 = 𝑞 = l = 1, 𝛼 = J0 = J3 = 0.5, 𝑛 = 2, ω = 0,25 parametreleri ile pozitif enerji 

değerleri ve 𝐵 manyetik alanın farklı değerleri için 𝑟’nın bir fonksiyonu olarak | ψK|SL,1(r)|
2
 

olasılık yoğunluğunun çizimi. 
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5. SONUÇ  

 Bu tezde, Bezerra tarafında kiral konik uzay-zamanda incelenen Klein Gordon 

denklemi [49] tanıtıldı. Bu uzay-zamanda, Klein Gordon salınıcıyı tanımlayan Klein 

Gordon denklemi, manyetik alanın varlığında ve olmadığı durumlarda elde edildi. Klein 

Gordon salınıcı denklemi cebirsel yöntemlerle çözülerek enerji spektrumu ve özvektörleri 

türetildi. Bu sonuçlar [37] referansında verilen sonuçların bir genellemesidir. Özvektörler 

konfluent hipergeometrik fonksiyonlarla verilir. Enerji spektrumu |𝐿𝐾𝑆| etkin açısal 

momentumun bağlı olması nedeniyle, enerji özdeğerleri |𝐿𝐾𝑆| > 0 ve |𝐿𝐾𝑆| < 0 

durumuna göre belirlenir. Enerjiler (4.20) ve (4.21) benzerdirler ve enerji spektrumunun 

𝐸𝐾𝑆,𝑛𝑙 = 0 etrafındaki simetrisi, uzay-zamanın J0, 𝛼 parametreleri ve 𝜔 salınıcının 

frekansı tarafından bozulur. Enerjiler (4.20) ve (4.21) benzer olmaları nedeniyle, sadece 

(4.20) denklemindeki enerji spektrumu üzerinde uzay-zaman parametrelerin etkisi 

incelenmiştir. |𝐸𝐾𝑆,𝑛𝑙
> | 𝑛 ve 𝑙 değişkenleri ile artar (Şekil 1ve 2). |𝐸𝐾𝑆,𝑛1+

> | 𝛼 

parametresinin artması ile artarken, |𝐸𝐾𝑆,𝑛𝑙−
> | ise, 𝛼 ile birlikte 𝑛’nin alacağı değerlere 

göre değişmektedir (Şekil 3). |𝐸𝐾𝑆,𝑛1+
> | J0 ile artarken, |𝐸𝐾𝑆,𝑛1−

> | değerleri J0 ile birlikte 

𝑛’nin küçük değerlerinde artarken, büyük 𝑛 değerleriyle azalır (Şekil 4). |𝐸𝐾𝑆,𝑛1+
> |, J3 

artarken azalır, |𝐸𝐾𝑆,𝑛1−
> | 𝑛 = 2 için J3 = 1,089 değerinden sonra ve 𝑛 = 12 için J3 =

3,084 değerlerinden büyük değerlerde imajiner değerler alır ve parçacık bu durumlarda 

bulunamaz (Şekil 5). Klein Gordon salınıcısının özvektörleri uzay-zaman eğriliği ve 

salınıcı frekansına bağlıdır (Deklem (4.22)). Manyetik alanın varlığında Klein Gordon 

salınıcı denklemi de çözüldü. Uzay-zaman parametrelerinin, salınıcı frekansının ve 

manyetik alanın enerji spektrumu ve özfonksiyonlar üzerindeki etkisi açıkça 

görülmektedir. Klein Gordon salınıcısından farklı olarak enerji spektrumunun 𝐸𝐾𝑆𝐿,𝑛𝑙 =

0 etrafındaki simetrisi J0, 𝛼 parametreleri ile birlik J3 parametresi tarafından bozulur. 

 Kiral konik uzay-zamanda, DKP denklemi analitik metotla çözüldü. Bu uzay-

zamanda, DKP salınıcıyı tanımlayan DKP denklemi de manyetik alanın olmadığı ve 

manyetik alanın varlığında çözüldü. Bu denklemler ise Nikiforov Uvarov yöntemi 

kullanılarak çözüldü. Enerji özdeğer denklemi ve özfonksiyonları elde edildi. Bu sonuçlar 

referanslar [54 ve 67]’nin bir genellemesidir. Ayrıca yük yoğunluğu da DKP salınıcı için 

elde edildi. DKP salınıcısının enerji spektrumu, özfonksiyonları ve yük yoğunluğu 

üzerinde uzay-zaman parametrelerinin ve salınıcı frekansının etkileri incelendi. 

Parçacığın ve anti-parçacığın enerjilerin mutlak değerleri 𝛼 ve J0 değerlerinin artmasıyla 
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artar (Şekil 4.8-9). Parçacıkların enerjisi J3’nın artmasıyla kritik değer olan J3 = 2 

değerine kadar azaldıktan sonra tekrar artarken, anti parçacıkların enerjisi J3 nin 

artmasıyla azalır (Şekil 4.10). ψ1 dalga fonksiyonunun |ψ1(𝑟)|
2 olasılık yoğunluğu farklı 

𝜔 değerleri için incelenmiştir. Her iki durumda, |ψ1(𝑟)|
2 olasılık yoğunluğunun genliğin 

𝜔’nın artmasıyla azalmış ve pikler orijine doğru yaklaşmıştır (Şekil 4.11-12). J𝑡(𝑟) yük 

yoğunluğunun pikleri J0 ın çeşitli değerlerine karşılık gelen pozitif ve negatif enerjiler 

için J0 artmasıyla orijinden uzaklaşır (Şekil 4.13-14). J𝑡(𝑟) yük yoğunluğunun pikleri 

pozitif enerji durumları için J3 artışı ile orijine yaklaşır (Şekil 4.15). Onlar negatif enerjili 

durumlarda, orijinden uzaklaşır (Şekil 4.16). Manyetik alanın varlığındaki DKP salınıcı 

denklemi de NU metodu ile çözüldü. Sistemin özfonksiyonları ve relativistik Landau 

enerji seviyeleri elde edildi. Eğri uzay-zaman parametrelerinin, Landau enerji seviyeleri 

ve özfonksiyonlar üzerindeki etkisi açıkça görülmektedir.  
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