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1. GIRiS

Diferansiyel geometri, hem teorik matematik hem de uygulamali bilimler agisindan temel
bir arastirma alani olup egrilerin, yiizeylerin ve daha genel geometrik yapilarin analizini
yapan bilim dalidir. Ozellikle egrilerin yer degistirme, yonelim ve egrilik dzelliklerini
inceleyen klasik egri teorisi, yalnizca tek bir egrinin yapisini ¢oziimlemekle siirli kalmaz;
kimi durumlarda iki egri arasindaki sistematik geometrik bagintilar1 da ele alir. Bu tiir
iliskilerin incelendigi yap1 “Egri Ciftleri” olarak adlandirilmakta ve diferansiyel geometrinin
hem ii¢ boyutlu hem de daha yiiksek boyutlu Oklid uzaylarinda énemli bir ¢alisma alani

olusturmaktadir (Kiihnel, Differential Geometry (Vol. 77), 2015), (O'neill, 2006).

Egri ciftleri kavrami, esasen iki egri arasindaki 6zel bir bagintinin -normal dogrultularin
ortakligi, egrilik merkezlerinin Ortiismesi, sabit bir uzaklik iligkisi veya bir egrinin digerinin
iz egrisi olarak tanimlanmasi gibi- belirli diferansiyel geometrik kosullar tizerinden ifade
edilmesiyle ortaya ¢ikar. Literatiirde en bilinen &rnekler arasinda Involiit-Evoliit, Bertrand
ve Mannheim egri ciftleri yer alir. Bu egri ciftleri, hem egrilerin lokal hareketini hem de
birbirleriyle kurduklar1 bagintilar1 tanimlayan Frenet catisi ve tiirev yapilar iizerinden

smiflandirilir (Do Carmo, 1976), (Struik, 2012).

Klasik egri ciftleri calismalar1 agirhikli olarak Oklid uzaymda gergeklestirilmis ve egri
teorisinin temel driintiileri bu ortamda sekillendirilmistir. involiit-Evoliit ¢iftleri, bir egrinin
digerinin tegetsel izi olmasiyla; Bertrand egri giftleri, egrilerin normal dogrultularinin
cakigsmasiyla; Mannheim egri ciftleri ise bir egrinin asli normal dogrultusunun digerinin

binormal dogrultusu ile ¢akismasiyla tanimlanir (Ozdamar & Hacisalihoglu, 1976).

Bu egri ciftlerinin {i¢ boyutlu uzayda incelenmesi, hem miihendislik uygulamalarinda hem
de mekanik sistemlerin hareket analizlerinde temel bir rol oynamaktadir. Robotik, bilgisayar
grafik ve animasyon, egri interpolasyonu, optik iz yollar1 ve kontrol teorisi gibi bir¢ok alanda

iki egri arasindaki bu 6zel bagintilar kullanilmaktadir (Bloomenthal & Bajaj, 1997).

Cat1 egrileri, 6zellikle mimarlik geometrisi ve bilgisayar destekli tasarim alanlarinda sik¢a
karsilagilan 6zel egri yapilaridir. Bu egriler, bir dogrular ailesi tarafindan olusturulan
ylzeylerin belirli kesit egrileri olarak ortaya ¢ikabilirler. Cat1 egrileri {izerinde tanimlanan
egri c¢iftleri, klasik egri ¢iftlerine benzer bicimde geometrik bagintilar igerir; ancak cati

egrilerinin tasidig1 ek parametrik yapilar ve yiizeyle iligkili diferansiyel 6zellikler analize



yeni boyutlar ekler. Bu nedenle cati1 egrilerinde egri ciftlerinin ele alinmasi hem egri
teorisinin uygulamali yoniinli giiclendirir, hem de miihendislik yapilarinda optimizasyon

siirecleri i¢in yeni araglar sunar (Pottmann, Liu, Wallner, Bobenko, & Wang, 2007).

Son yillarda diferansiyel geometri arastirmalari, klasik ii¢ boyutlu uzaydan daha yiiksek
boyutlara tasinmus ve 6zellikle Oklid uzay1 egri teorisinin dogal bir genislemesi olarak dne
cikmistir. Dort boyutlu uzay, yalnizea ek bir koordinatin eklenmesinden ibaret olmayip
egrilerin sahip oldugu Frenet catis1, dordiincii normal vektor, ek egrilikler ve daha karmagik

donme davraniglar gibi yeni yapilar1 beraberinde getirir (Gray, 1998).

Dolayisiyla egri ciftleri, dort boyutlu uzayda ¢ok daha zengin bir iliskiler agina sahiptir.
Nitekim Involiit-Evoliit, Bertrand veya Mannheim benzeri egri iliskileri dort boyutlu uzayda
yeniden tanimlanmakta; bu iliskiler, ek boyutun getirdigi yeni egrilik fonksiyonlar1 ve
normal vektor alanlariyla birlikte daha karmasik bir geometrik yap1 ortaya ¢ikarmaktadir

(Buket & ilarslan, 2012).

Bu tiir analizler, teorik matematik acisindan oldugu kadar fiziksel modeller -6rnegin
relativistik mekan-zaman geometrisi, eklemli mekanizmalarin dort serbestlik dereceli

hareketleri veya dort boyutlu optimizasyon problemleri- a¢isindan da 6nem tagir.

Cat1 egrileri dort boyutlu uzaya aktarildiginda, egrilerin hem parametrik yapilart hem de
onlar1 olusturan ylizey ailesi daha karmasik bir form kazanmaktadir. Dort boyutlu cati
egrilerinde tanimlanan egri ¢iftleri, klasik egri ¢iftlerinin yiliksek boyutlu bir genellemesi
olarak degerlendirilebilir; ancak yeni boyut, ¢at1 egrilerinin tasidigi kesit yapilar ve dogrular

ailesinin genislemesi nedeniyle daha zengin bagintilar sunmaktadir.

Bu alan literatiirde gorece yeni oldugu i¢in yapilan ¢alismalarin énemli bir boliimii teorik
katkilar niteligindedir. Dort boyutlu cati egrilerinde egri ciftlerinin izledigi geometrik
bagintilarin ortaya konmasi, hem ¢at1 egrilerinin siniflandirilmasina hem de ytiksek boyutlu
ylizey ve egri analizlerinin sistematik hale getirilmesine katki saglar (Pottmann, Liu,

Wallner, Bobenko, & Wang, 2007).

Bu tez g¢alismasi, Shun’ichi Honda ve Masatomo Takahashi’nin 2016, 2020 ve 2022
yillarinda yaymlamis oldugu makaleler esas almarak ii¢ boyutlu ve dért boyutlu Oklid
uzaylarinda egri ¢iftlerinin genel teorik cergevesini genisletmeyi, cati egrilerinde egri
ciftlerini sistematik olarak ele almay1 ve 6zellikle dort boyutlu uzayda cati egrilerinin sahip

oldugu yeni bagintilar1 matematiksel olarak incelemeyi amaglamaktadir. Boylece hem egri



ciftleri literatlirline hem de yiliksek boyutlu geometrik modelleme yaklasimlarina katki

sunmay1 hedeflemektedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Temel Kavramlar kismi, alt1 alt bolim olarak diizenlenmistir. Birinci alt boliimde
diferansiyellenebilir fonksiyonlar ele almmustir. ikinci alt boliimde diizlemsel egriler ve bu
egrilere iliskin geometrik kavramlar iizerinde durulmustur. Ugiincii alt boliimde R® Oklid
uzayinda egriler ele alinmistir. Dordiincii alt bolimde ii¢ boyutlu uzay egrileri icin cati
egrileri tanimlanmis olup bu ¢at1 egrilerinin 6zellikleri incelenmistir. Besinci ve altinci alt

boliimlerde de R* uzayinda egriler ve ¢ati egrilerine iliskin dzellikler incelenmistir.

2.1. Diferansiyellenebilir Fonksiyonlar

Tanim 2.1.1: A bos olmayan bir kiime ve V n-boyutlu bir vektdr uzay1 olsun.
i Vpgqr€Ain f(p,q)+f(qr)=f(p7r)
ii. Vp€eA,Va€eVicinf(p,q)=a
olacak sekilde bir tek g € A vardir. Bu 6nermeleri dogrulayacak bir
fiAXA—>V
dontigiimii varsa A ya V ile birlestirilmis afin uzay denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 2.1.2: V, n-boyutlu reel i¢ ¢garpim uzayi olsun. V ile birlestirilmis bir A afin uzayina
n-boyutlu Oklid uzay1 denir ve R™ ile gosterilir (Sabuncuoglu, 2014).

Tanimm 2.1.3: A n-boyutlu bir afin uzay ve buna karsilik gelen vektor uzay1 V olsun. O € A
afin uzayda secilmis bir baslangi¢ noktasi olacak sekilde V P € A noktasi i¢in OPeV

vektorli tamimlanabilir. V' vektér uzayimin bir bazi {eq, e,,...,e,} ise 0P = xqe1 +
x,e3+ ... +x,e, yazlabilir. Burada x;:R®™ - R,1<i<n fonksiyonlarina Oklid
koordinat fonksiyonlari ve {x, x5, ..., x,} € R™ kiimesine de Oklid koordinat sistemi denir

(Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.1.4: X,Y € R" iki vektor ve bu vektorlerin koordinatlart £ = (x4, x5,...,%,) ve

4 = (41, %2, ..., Yn) olarak verilsin. R™ de Oklid i¢ ¢arpim1

(X4,4) = 2191 + X Yo +... + 2. Y

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).



Tamm 2.1.5: R", (%, 4) = X", x;.4; i¢c carpimina sahip n-boyutlu Oklid uzay1 olsun.
Burada % = (x,%5,...,%,) ve 4=, Y2..,4%n) dir. i=12,...,(n—1) igin
X1,%2,...,%n_1 € R"® oldugundan x; = x;1, x;3, ..., X oldugunu kabul edelim. x; X x, X

...X 2,_1 vektorel carpimi asagidaki sekilde tanimlanir:

x11 X1in
X21 Xan
X1 X Xy X oo X 2py_q = det : : =Y det(xq, %5, ..., Xn_1,€))€; .
Xm-1)1 " Xm-Dn
61 e en

Burada {e,, e,, ..., e,,} vektorleri R™ in standart temel bazidir (O'neill, 2006).

Tanmim 2.1.6: f: R — R fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonunun k. mertebeden tiirevleri
var ve siirekli ise f fonksiyonuna C* mertebeden diferansiyellenebilirdir (C* simifindan)
denir. Eger f her mertebeden diferansiyellenebilir ise fonksiyona sonsuz mertebeden
diferansiyellenebilir veya kisaca diferansiyellenebilirdir denir. Eger f sadece siirekli ise C°

smifindandir denir.

Diger taraftan reel sayilar uzayindan ii¢ boyutlu veya iki boyutlu Oklidyen uzaya tanimlanan
fonksiyonlar i¢in tiirevlenebilme, karsilik gelen her bir bilesenin tiirevi olarak tanimlanir.

Yani
f:R— R3
fonksiyonu
f(®) = ((0), (D), f3(1))
olarak verildiginde, f fonksiyonunun tiirevi f; fonksiyonlarinin tiirevi olarak tanimlanur.

{e], €5, €3}, R3 uzayinm bazi olmak iizere

df _dfi . dfe dfs_
dt  dt ' dt * dt °

seklinde yazilir. Cok degerli f fonksiyonunun diferansiyellenebilmesi ise f; fonksiyonlarmin
diferansiyellenebilmesi  olarak  tanimlanir. Her mertebeden diferansiyellenebilir

fonksiyonlarn kiimesi C* (R?, R) veya C*(R3, R) ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1983).
Ornek 2.1.1: f: R — R? fonksiyonu f(t) = (cost, sint) ile verilsin.

f'(t) = (—sint, cost) = —sinte, + coste,



olur. sint ve cost her mertebeden diferansiyellenebilir fonksiyonlar olduklarindan

f diferansiyellenebilirdir.

Tamim 2.1.7: I, R™ de bir agik aralik olmak tizere a: I - R™ doniistimii diferansiyellenebilir
ise a doniisiimiine R™ de bir egri denir. Bir a egrisi Vt € I igin
a(t) = (a1(t), az(t), ..., an(t))

bigminde gosterilir. Buradaki a; fonksiyonlar1 I dan R ye tanimli diferansiyellenebilir

fonksiyonlardir (Sahin, 2022).

Tanmim 2.1.8: a: 1 — R™ diferansiyellenebilir bir egri ve s € I olsun.
a(s) = (as(s), az(s),..., an(s))

olmak iizere

da da, da, da,

E:a(s):(ds'ds"”' ds)

vektoriine egrinin teget vektor alan1 denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 2.1.9: Eger

lla’ ()l =

ise a egrisine birim hizli egri denir. s parametresine de yay uzunlugu denir (Sabuncuoglu,

2014).

Tanmim 2.1.10: a:1 - R" regiiler bir egri olsun. Vt € [ i¢in bu egrinin t =a ve t = b

noktalar1 arasindaki uzunlugu

b
s() = j e (0] dt

a

seklindedir. Burada ||a’(t)|| ifadesi R" deki Oklid normudur ve

la’ (Ol = V(@1 ()2 + (a3(£)? + (a3(6))? + (@(1))?

denklemiyle hesaplanir (Banchoff & Lovett, 2022).

Tanim 2.1.11: s yay parametresi olmak iizere Vs € [ i¢in a’(s) # 0 ise a egrisine regiiler

egri denir (Hacisalihoglu, 1983).



2.2. Diizlemsel Egriler

Tamm 2.2.1: F: U c R — R? bir fonksiyon olsun. Eger Vx € U i¢in F fonksiyonunun 1: 1

olacagi bir komsulugu varsa F fonksiyonuna yerel olarak 1: 1 dir denir (Sahin, 2022).

Tamim 2.2.2: k € N olmak iizere bir diizlem egrisinin C* simifindan parametrik gdsterimi,

yerel olarak birebir ve C¥ smifindan olan
a:(a,b) — R?, a,beR
doniisiimii olarak tanimlanir. Bu durumda

{a(®) |t € (a,b)}
kiimesine « ile gosterilen egrinin destek kiimesi denir (Sahin, 2022).

Ornek 2.2.1: Her siirekli g: (a,b) — R fonksiyonunun grafigi (x, g(x)) olmak iizere, bir

diizlem egrisinin parametrik gésteriminin destegi olarak
fi@@b) = R%,  x— (x,9(x)

dir. Ik bilesen 1: 1 oldugundan f yerel olarak birebirdir. Ustelik g, C* smifindan ise ilk
bilesen C*® oldugundan f, C* smifindandir (Sahin, 2022).

Tanmim 2.2.3: f ve g fonksiyonlari

f:(a,b) — R? g: (c,d) — R?
t— f(1) s —g(s)
C* smifindaki iki parametrik gosterim olsun. Eger C* smifindan ¢:(a,b) — (c,d) ve
¢~ 1:(c,d) — (a,b) 1:1 doniisiimlerinin go @ = f ve fo@ ! =g olacak sekilde var
-1

olmast durumunda f ve g parametrik gosterimleri denktir denir. Bu durumda ¢

doniisiimiiniin 1:1 olmasi fazladan bir sart olmakla birlikte C* sinifindan olmasi zorunludur.

Tanimi esas alarak, bir parametrik gosterimden diger gosterime parametre degisimi yapilarak

gecilebiliyorsa bu iki parametrik gosterim denktir denir (Sahin, 2022).

Tanim 2.2.4: Diizlem egrilerinin C* smifindan parametrik gdsteriminin denklik siniflarmin

her birine C* smifindan bir diizlem egrisi denir (O'neill, 2006).

Tamm 2.2.5: f:(a,b) — R? , C! smifindan bir egri olsun. Bu durumda t € (a,b) icin
f'(t) # 0 ise t ye regiiler nokta denir. Eger V t € (a,b) i¢in f'(t) # 0 ise f ye regiilerdir
denir. Eger t € (a,b) i¢in f'(t) = 0 ise t noktasina singiiler nokta denir (O'neill, 2006).

7



Onerme 2.2.1: C! smifindan denk iki parametrik gosterim f ve g olsun. Bu durumda

i.  f parametrik gosterimin t € (a,b) parametreli noktada regiiler olmasi igin gerek ve
yeter sart g parametrik gosterimin t € (a, b) parametreli noktada regiiler olmasidir.
ii. f parametrik gosterimin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart g parametrik

gosterimin regiiler olmasidir (Sahin, 2022).

Tammm 2.2.6: a < t, <b alalim. a(t) = (x(t),4(t)) egrisi i¢in [a, t] araligindaki yay

uzunlugu fonksiyonu s

t
s(t) = f \/(x’(u)2 +y'(w)?)du,as<t<b

a

ile tanimlanir. Bu durumda
s'@ =Nl lla’ON? = (a'(®), &’ ()
ile tamiml1 s parametresine yay parametresi denir (Sahin, 2022).

Ornek 2.2.2: t < 27 olmak iizere x = a(t — sint), 4 = a(1 — cost), cycloid egrisinin

yay uzunlugu fonksiyonunu bulalim.
x ve ¢ fonksiyonlarinin ¢t parametresine gore tlirevi alinarak
x'(t) = a(1 — cost), y'(t) = a(sint)
bulunur. Boylece
x2'(£)% + ¢'(t)? = a? + a® + 2a%cost
= 2a% — 2a%cost
= 2a%® — (1 — cost)

olur. Bu durumda

t
s = f V' (02 + 4/ (t)2dt
0
oldugundan
cos2t =1 —2sin®t
kullanilirsa

t
s = \/Eaj V1 — costdt,
0

8



t
t
=\/§af ’ZSinZ—dt,
0 2
S R
= aosm2 , Z—u

2u
= Zaf sinu(2du),
0

2Uu
= 4af sinu du,
0

= 4a(—cosu)|3* ,
= 4a|—cos2u + 1|
elde edilir. Boylece
s = 4a|l1 — cos2u|

bulunur. Bilinir ki eger ¢ = f(x) ise

b d 2
s = j (1 + (_y) ) dx
a dx
olur. s = s(t) = fablla’(t)lldt, fonksiyonu i¢in t = t(s) fonksiyonu vardir. Bu ifade a(t)

de yerine yazilsa a = a(t(s)) = a(s) olur. Boylece herhangi regiiler bir egrinin ¢

parametresi s parametresi ile degistirilebilir.

Tamm 2.2.7: a = I € R — R? yay parametresi ile verilsin. Bu durumda a egrisinin teget
vektorii a'(s), T ile gosterilir. Boylece T:1 — R? fonksiyonu, Vs € I igin ||T(s)|| = 1
olacak sekilde vektdr degerli diferansiyellenebilir bir fonksiyondur. R? de T(s) vektdriine
dik olan iki vektér +N dir. Biz N(s) birim vektoriinii segiyoruz. N(s) vektoriine a(s)
egrisinin normal vektorii denir. Bu se¢imle birlikte N vektorii Vs € I igin, ||[N(s)| = 1,
(T(s),N(s)) = 0vedet(T(s),N(s)) = 1olacak sekilde diferansiyellenebilir bir vektordiir.
Boylece R? uzaymm pozitif yonlendirilmis bir ortonormal bazini inga etmis oluruz.
{T(s), N(s)} ikilisine a(s) egrisinin pozitif yonlendirilmis Frenet ikilisi ad1 verilir (Gray,

1998).

Tammm 2.2.8: Yay parametresi ile verilmis a(s) egrisinin her noktasinda tanimh
{T(s), N(s)} catisinin degisimini inceleyerek egrinin ne kadar egrildigini gézlemleyelim.
9



ITON? =INGI? =1
(T(s),N(s)) =0
ifadelerinde tiirev alinirsa
(T'(s), T(s)) = (N'(s),N(s)) = 0
(T'(s),N(s)) +(T(s),N'(s)) = 0

olur. Boylece goriiliir ki T'(s) ve N(s) aymi dogrultuya sahiptir. Buradan x(s) € R

fonksiyonu ig¢in
T'(s) = k(s)N(s) 2.1

yazilabilir. Buradan k(s) = (T'(s), N(s)) elde edilir. k: I — R diferansiyellenebilir x(s)

sayisina a egrisinin a(s) noktasindaki egriligi denir. Bu durumda
N'(s) = —k(s)T(s) (2.2)

olur. Boylece
k()| = IT" Il = lla” ()

dir, buradan k(s), @ egrisinin ivme vektoriniin uzunlugudur. ||a’(s)|| = 1 oldugundan, ivme

sadece merkezidir ve teget degildir (Sahin, 2022).

a(s), s parametresi ile verilsin. Eger egri bir dogru degil ise, egrinin bir dogru olmasindan
sapmasint dlgmek dnemlidir. Bu 6l¢iime egrinin egriligi ad1 verilir. Egrinin egriligi, tegetin
egri boyunca hareketi esnasindaki dogrultusunun degisme miktaridir. Sonug olarak |k(s)],

a egrisinin dogrultusunun degisimini dlger. Ayrica
k(s) =(T'(s),N(s)) = det(a’(s),a"(s))

dir. Boylece k(s) fonksiyonunun isareti, egrinin teget (hiz) vektorii ile belirlenen bazinin
yonlendirmesi hakkinda bilgi verir. Yani x(s) > 0 ise egrinin dogrultusu saat yoniiniin tersi
yoniinde degisir. Bu durum diizlem egrileri ile uzay egrileri arasindaki énemli bir farktir.

Ciinkii uzay egrilerinde egrilik her zaman pozitif olacaktir (Do Carmo, 2016).

Onerme 2.2.1: a(s), birim hizli diizlemsel bir egri olsun. Sabit bir vektdr @, ¢(s) kadar
saat yoniiniin tersinde dondiirtildiigli durumda egrinin birim teget vektori ile ¢akismis olur.

Bu durumda
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deg
K
° ds (2.3)

dir (Do Carmo, 2016).

ispat: a, sabit bir vektdr ve E, a vektoriiniin % kadar dondiiriilmesi ile elde edilen vektor

olsun. T birim vektor oldugundan

T = cosga + singb
yazilir. s parametresine gore tlirev alinirsa
7 = (—asing + bosp)
= (—asing + bcosp) —
olur. Ifadenin her iki tarafi 3 vektorii ile i¢ carpima tabi tutulursa
(T',3) = —sing —
bulunur. Burada (2.1) denklemi kullanilirsa

Ks(Ng, ) = —sing —-

dir. Diger taraftan ﬁ; ile @ arasindaki a¢1 ¢ + gdir. Boylece

- T ] d
s [Nellidllcos ( + %) = —sing ==
. - de
—K Sing = —sing
ds
_de
= ds

elde edilir. m

Tanmm 2.2.9: a(t) = (x(t),y(t)) regiiler bir egri olsun. Bu durumda s yay parametresi

olmak lizere

a(t) = B(s(t)

yazilabilir. Bu egri aym zamanda a(t) = (x(t),y(t),0) yazilabilir. Simdi s yay
parametresine gore tiirev ' ile ve t parametresine gore tiirev ¢ ile gosterilir ve zincir kural

uygulanirsa
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@(t) = B'(s(0)3(®)

a(t) =Ts

a(t) =T'(8)*+Ts

@(t) = kN($)?+Ts
a(t) x @(t) = k(T x N)(5)3

bulunur. T ve N, ii¢ boyutlu uzayda XOY diizleminde ise T X N, XOY diizlemine diktir. T ve

N birim vektorler ve
IT x NIl =TI INI)-1 =1
oldugundan T X N vektoriiniin de birim vektor oldugu goriiliir. Boylece
lla x @ll? = x?(s)°
olacagindan

Clax @l lla x @l

2 el

dir. Koordinatlar tirinden ise
a(t) = (x'(t),y'(¢),0)
a(t) = (" (),y"(®),0)

kullanilir ve

a@xa®=|% 7,

0
O| — (0,0, xlyll _ xllyl)

. .r

lla x dll = x"y" —x"y
g0z online alinirsa

xlyll _ xllyl xlyll _ xllyl

@I (2 +y 0>

elde edilir (Sahin, 2022).
Tanmim 2.2.10: A keyfi bir parametre olmak tizere

a=a(tl)
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ailesi verilsin. Eger her noktada bu egri ailesinden birine teget olan bir  parametrik egrisi

varsa, B egrisine a egrisinin zarfi denir (Sahin, 2022).

Tamm 2.2.11: a:] — R? diizlemsel bir egrinin parametrik gosterimi olsun. Bu durumda

egrinin normaller egrisinin zarfina egrinin evoliitii denir (Sahin, 2022).

Onerme 2.2.2: a(t) = (x(t),y(t)) parametrik gosterimi ile verilen diizlem egrisinin
evoliitiiniin koordinatlar1 X ve Y olmak {izere parametrik denklemi
y'(x? +y"%)

n,../

X=x [N
Xy —xy

xl le + 2
Y=y+ (—},},?
Xy —xy
ile verilir (Sahin, 2022).

Ispat: (x(t),y(t)) noktasindan gecen ve dogrultusu (—y’(t), x'(t)) olan normal dogrunun
denklemi

X—x@) Y—-y@)
-y'®)  x'(t)

oldugundan
FX,Y, ) =X —x®)x' )+ ¥ —y@®)y' () =0
elde edilir. Zarfin noktalar
F(X,Y,t) =0
F{(X,)Y,t) =0
sartlarin1 saglayacagindan
x'(OX +y' @O =x(Ox"(0) + y(@©)y'(©)
x"(OX +y" (O =x"2() + (1) + x(O)x" () + y(©O)y" (1)

olmalidir. Bu denklemin ¢6ziimii i¢in Cramer yontemi kullanilirsa

x(®)x'(0) + y(©)y'(t) y'(®)
g o PO+ YO +x(Ox" O +y©y"(®) y"(®)
- X’y” _ X”y’
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x'(t) x(0)x'(0) + y(©)y' ()
_ ") x?0) +y? 0 +x@Ox" (@) +y(©)y" ()

n,../

Y [
Xy —xy

olur. Buradan

¥ x(®)x'(©)y" () + y@©)y' ®)y" () = y' () (x* () + ¥y (1)) — x(O)x" [®)y'(t) = y(©)y" ([©)y' ()
x,y,, _ X”y’

dir. Bu ifade diizenlenirse

Y4y

X=x —
x'y" —x"y
elde edilir.m
Y koordinati da benzer sekilde hesaplanir.
Tanmm 2.2.12: a(s) birim hizli bir egri olsun. a egrisinin ¢ orijinli involiitii

g(a,c) = a(s) + (c —s)a'(s)

ile tanimlanir. Involiit egrisi birim hizli olmayabilir. Keyfi bir egri i¢in asagidaki durum

gegcerlidir (O'neill, 2006).

Onerme 2.2.3: a:I — R? diizlem egrisinin parametrik gdsterimi olsun. Bu durumda «

egrisinin c orijinli involiitii

a'(t)
a

I’ (DOl

dir (O'neill, 2006). Burada s = s(t), a egrisinin yay uzunlugudur. Bu durumu bir 6rnekle

g(®) = a(t) + (c —s()

aciklayalim.

Ornek 2.2.3: a(t) = (rcost,rsint) ¢emberi verilsin. Bu ¢emberin involiitiiniin

koordinatlarini bulalim.
Bu egrinin hiz vektorii
a'(t) = (—rsint, rcost)
oldugundan
la’ @I = x"* +y™* =72

dir. Boylece yay uzunlugu
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s(t) = ftlla’(t)lldt = ftrdt =rt

olur. Involiitiin denklemi

c—rt
g(t) = (rcost,rsint) + — (—rsint, rcost)

olarak elde edilir. Koordinatlar ise
X(t) = rcost — (c — rt)sint
Y(t) = rsint + (¢ — rt)cost
dir.

Lemma 2.2.1: a:] — R? yay parametresi ile parametrelendirilmis bir egri ve g, a

egrisinin ¢ orijinli involiitii olsun. Bu durumda

sgn (x4 (s))

Kig(s) = |C—S|

dir (Hacisalihoglu, 1983). Burada k4, ile involiit egrisinin egriligi ve k ile a egrisinin egriligi
gosterilmektedir.
Ispat: Involiit egrisi g(a, c)(s) = a(s) — (c — s)a’(s) oldugundan hiz vektorii
g (ac)s)=T—-T+ (c—9s)T'
olur. Frenet tiirev formiilleri kullanilirsa
g'(a,c)(s) = (c —s)kN (2.4)
dir. N vektor alaninin koordinatlar1 yerine yazilirsa
9'(a,c)(s) = (=(c = s)ky’, (c = s)kx") = (X", Y')

elde edilir. (2.4) denkleminin tlirevi alinirsa

g"(a,c)(s) =—kN + (c — s)k'N + (¢ — s)kN'
olur. N vektor alani i¢in Frenet tiirev formiilii yerine yazilirsa

g"(a,c)(s) = —kN + (c — s)k’'N — (¢ — s)k?*T
veya

g"(a,c)(s) = (=K + (c = )K" I)N — (c — )T
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olur. Burada T ve N vektor alanlarinin koordinatlar1 yerine yazilirsa
g"(@,c)(s) = (= + (c = )N (=y", x") = (c = Hr* (", y") = (X", Y")
dir. Simdi involiit egrisinin egriligini hesaplayalim.
XYY" =X"Y' = —(c—s)k(—k + (c — )K)x'y" + (c — s)%k3y"”
+ (c — )k(—k + (c — )KNx'y" + (c — 5)2K3x"?
olacagindan
XYY" =X"Y' = (c—s)k3
dir. Diger taraftan
X?4+Y"%=(c—s)k?

olur. Bdylece egrilik ifadesinde bu denklemler yerine yazilirsa

X'y" —x"y' (C _ S)2K3
K, = =
P (XIZ +Y12)3/2 (C_S)3|K|3

_ sgn(x)
" le—s|

elde edilir. m

2.3. R3 Oklid Uzayinda Egriler

Tamm 2.3.1: I,R de bir acik aralik olmak {izere Vt € I igin a:I > R3 doniisiimii

diferansiyellenebilir ise a ddniisiimiine R? te bir egri denir (Kiihnel, 2015).

Tamim 2.3.2: a:1 — R3 birim hizh bir egri, s yay parametresi olsun. Bu egrinin ardigik

nr

tirevleri a'(s), a'’(s), @'’ (s) lineer bagimsiz vektorlerdir.

()= (),  n(s)= % b(s) = £(s) X n(s)

olacak sekilde {t(s),n(s),b(s)} ortonormal sistemine Frenet catis1 denir. t(s),n(s), b(s)
birim vektorlerine sirastyla egrinin teget vektori, asli normal vektorii ve binormal vektorii

denir (Do Carmo, 2016).

Tanim 2.3.3: {t,n, b} Frenet gatisina gore
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{t, n} tarafindan gerilen diizleme 6skiilator diizlem,
{t, b} tarafindan gerilen diizleme rektifyen diizlem,

{n, b} tarafindan gerilen diizleme normal diizlem denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.3.4: 3 boyutlu Oklid uzayinda bir a egrisinin Frenet catis1 {t,n, b} olsun. O

baslangi¢ noktasi olmak iizere Oa(t) vektoriine yer (konum) vektorii denir. Eger konum
vektori igin

sp{t, n} oskiilator diizleminde kaliyorsa egriye Oskiilator egri,

sp{t, b} rektifyen diizleminde kaliyorsa egriye rektifyen egri,

sp{n, b} normal diizleminde kaliyorsa egriye normal egri denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.3.5: «a:1 » R3 birim hizli egri ve egrinin birim teget vektdr alam t(s) = a’'(s)

olsun. Bu durumda
ltll = (&, ¢) =1
oldugundan, her iki tarafin s parametresine gore tlirevi alinirsa
(thty=0
olur. Boylece t’, t vektor alanina diktir. Simdi
k(s) = L' ()l
ile tanimlayalim. Bu durumda k(s) = 0 dir. Boylece asli normal vektdr alani

1

n(s) = ) t'(s) , k(s) #0
ile tanimlanir. Burada
1
In(s)HIl = @Ilt'(s)ll =1

dir. Boylece n birim normal vektor alanidir. Simdi b = t X n oldugundan

T
11l = it x nll = litll- lInll. sin - = 1

olur. Yani b birim vektor alanidir. Bylece a egrisi boyunca R® uzayinin {t,n, b} baz1 elde
edilir. Bu baza Frenet-Serret catist denir (O'neill, 2006). Burada x(s) fonksiyonuna «
egrisinin egriligi denir.
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Tamim 2.3.6: « , s yay parametresiyle verilen regiiler bir egri ve a(s) noktasindaki Frenet

catist {t,n, b} olsun. Bu cat ile tiirevleri arasinda asagidaki bagint1 vardir:

t' 0 Kk 0]rt
[n’] = [—K 0 T] lnl 2.5)
b’ 0 —t 0ltp

Burada k fonksyonuna egrinin egriligi (birinci egrilik), T fonksiyonuna ise egrinin burulmasi

(ikinci egrilik) denir (O'neill, 2006).

Tammm 2.3.7: a:1 > R3 egrisi s €] yay parametresi ile verilmis olsun. Frenet catis
{t(s),n(s),b(s)} yardimiyla tanimlanan ve her biri egrinin farkli diizlemler tizerindeki
biikiilme miktarini 6lgen reel fonksiyonlar kiimesine egrinin egrilikleri denir. Birinci egrilik

Kk ve ikinci egrilik (burulma) 7 ile gosterilir. Burada
K =(t',n)
7 = (n',b)

dir (Kiihnel & Hunt, 2015).

Tanim 2.3.8: Bir a egrisinin egrilikleri sirastyla k¥ ve T olsun. Bu durumda asagidaki
karakterizasyonlar vardir:

e Eger k = 7 = 0 ise egri bir geodeziktir.

e Eger k > 0ise egri sag sarmimli, 7 < 0 ise egri sol sariimli bir egridir.

o Eger k = sbt # 0 ise egri yaricap1 r = %olan cemberdir.

e Eger k ve 7 sabit degil fakat g orani sabitse egri bir genel helistir. (Lancert teoremi)

e Eger k ve T egrilikleri
1?1\,
B+ ) -
K T \K
esitligini saglarsa egri S2(r) kiiresi iizerinde yatan bir egridir (Hacisalihoglu, 1983).
Tamm 2.3.9: a:1 € R — E3 regiiler bir egri olsun. Eger a egrisinin tegeti sabit dogrultu

ile sabit ag¢1 yapiyorsa bu durumda a egrisine bir genel helis egrisi denir (Sabuncuoglu,

2014).

Tamim 2.3.10: a:1 € R — R3 bir regiiler egri olsun. Eger a egrisinin k egriligi sabit fakat
T egriligi sabit degilse bu egriye Salkowski egrisi denir (Sabuncuoglu, 2014).
18



Tamm 2.3.11: a:1 € R - R3 bir regiiler egri olsun. Eger a egrisinin 7 egriligi sabit fakat

Kk egriligi sabit degilse bu egriye Anti-Salkowski egrisi denir (Sabuncuoglu, 2014).

Tamm 2.3.12: a:1 € R - R3 egrisi ile a(s) € a noktasinda sonsuz yakin dort noktasi

ortak olan kiireye a(s) € a noktasindaki oskiilator kiire denir (Sabuncuoglu, 2014).

Tamm 2.3.13: a:1 € R — R3 egrisinin egrilikleri k ve T, Frenet vektorleri {t,n, b} olsun.
a(s) € a noktasindaki oskiilator kiire merkezi a ise oskiilator kiire merkezinin geometrik
yeri,
1 1\'1
a=a(s)+-n- (—) =b
K K/ T

denklemi ile verilir (Banchoff & Lovett, 2022).

2.4. R3 Oklid Uzayinda Cat1 Egrileri
3 boyutlu Oklid uzayinda bir ¢at1 egrisi, hareketli bir catiya sahip diizgiin bir uzay egrisidir.

Tamm 2.4.1: a:1 - R3? diferansiyellenebilir bir egri ve (vq, v,) R3 te iki vektdr olmak
tizere (v4, v5) ¢ I — A olacak sekilde A= {v,(t), v,(t)} olsun. Eger (a'(t),v,(t)) =0
ve (a'(t),v,(t)) = 0 ise (a, v, vy) sistemine a nin bir ¢at1 egrisi denir ve (a, v, v,) : [ =
R3 x A ile gosterilir. pu(t) = v,(t) X v,(t) olmak iizere {v;(t),v,(t),u(t)}, R3 teki
a(t) nin hareketli bir bazi olur. Bu ¢at1 sistemi ile ¢ati sisteminin tiirevleri arasinda asagidaki

bagintilar vardir (Honda & Takahashi, 2020):
() = (v, (D), v2(D))
m(t) = (v,'(0), u(0))
n(t) = (v,'(0), u(o))
p(t) = (a'(©), u(®))
Bu bagintilarin elde edildigi matris sistemi de

vy'(t) 0 () m@®ffv.(®)
v, O=-l® 0  n@||v(t)
W) -m(t) -n@) 0 ||u@)

seklinde verilir (Honda & Takahashi, 2016). Ayrica
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a'(t) = p(Ou(t)

dir. Bu formiillere Frenet tipi formiiller adi verilir. Ayrica (I, m,n,p) fonksiyonlarina da
(a, v1,v,) cat1 egrisinin egrilikleri denir. p(t,) = 0 olursa t, , @ nin bir singiiler noktasi olur

(Honda & Takahashi, 2016).

Tamm 2.4.2: (a,v,,v,) ve (& 7;,7,) : I > R3 X A iki cat1 egrisi olsun. Sabit bir A €
S0(3) doniisiimii ve Vt € I igin p € R38yleki a@(t) = A(a(t)) +p ,9.(t) = A(vi(¥)),
7,(t) = A(v,(t)) doniistimleri saglamiyorsa (a,vq,v,) ve (&, 7;,7,) cati egrilerine

kongruent cat1 egrileri denir (Honda & Takahashi, 2016).

Teorem 2.4.1 (Catilar icin Varlik Teoremi): (I, m,n,p) : I - R* diferansiyellenebilir bir
doniisiim olsun. O zaman egrilikleri (I, m,n,p) olan (a,v,,v,) : I > R3 X A gat1 egrisi

vardir (Honda & Takahashi, 2016).

Teorem 2.4.2 (Catilar icin Teklik Teoremi): (a,vy,v,) ve (& 7;,7,):1 > R3X A
egrileri sirasiyla (I,m,n,p) ve (Z, m,n, ﬁ) egrilikleriyle tanimlanan egriler olsun. Bu
takdirde (@, v4,v,) ve (&, 71, 7,) cat1 egrilerinin kongruent olmasi igin gerek ve yeter sart

(I,m,n,p) ve (Z, m,l, ﬁ) egriliklerinin cakisik olmasidir (Honda & Takahashi, 2016).

Egrilikleri (I, m,n, p) olan (a,v;,v,):1 > R3 X A cat1 egrisi verilsin. (7,(t), T, (t)) € A,
tarafindan gerilen a(t) nin normal bir diizlemi olsun. Bishop c¢atisina benzer olarak

{vi(t), vo()} ile {T;(t), V,(t)} arasinda asagidaki bagint1 vardir (Bishop, 1975)

7, (£)] _ [cosB(t) —sinB(t)][v4(t)
[ﬁz(t)]‘[sine(t) Cose(t)”vz(t)' (2.6)

Burada 6(t) diferansiyellenebilir bir fonksiyondur. Bu durumda (a, v;,v,) ayn1 zamanda

bir catidir ve u(t) = f(t) dir. (2.6) denklemine gore
,(t) = cosB(t)vy(t) — sinB(t)v,(t)
,(t) = sinf(E)vy(t) + cosO(t)v,(t)
dir. Bu esitliklerin tiirevi alinir ve gerekli islemler yapilirsa
71 (t) = (cos@(t))'vl(t) + cosO (V' (t) — (sinB(t))'v,(t) — sinf(t)v',(t)
7,'(®) = (1(6) — 6'(®))sinf(®)v,(t) + (L(t) — 6'(£))cosH(t)v,(t)

+(m(t)c059(t) — n(t)sinH(t))u(t) ,
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75(t) = (sinB(t)) v, (t) + sinB(t)v',(t) + (cos@ (t))’vz(t) + cosO(t)v',(t)
7,/ (1) = (1(6) — 6'(1))cosO(®)v1(t) + (L(t) — 6'(t))sinb()v,(t)

+(m(t)cosd(t) — n(t)sind (L) )u(t)

elde edilir. 6(t) =I(t) olacak sekilde bir 6 :1 - R fonksiyonu alalim. O zaman
{D,(t), U, (t), u(t) } catis1 a(t) boyunca bir ¢ati olarak tanimlanir. Béylece Frenet-Serret tipi

formiillere benzer olarak agagidaki bagintilar verilir:

7,'(t) 0 0 m(e) | 7. (0)
7,/ ()| = 0 0 at) | |7,(t)].
' (e) -m() -7) 0 [|u(®)

Buradan
7, () = m(u(t)
7,'(t) =A(Ou®)
w'(e) = —m(6) 7, () — At)v,(6)
olur. Bdylece Ai(t) ve #(t) nin

m(t)] _ [cosO(t) —sind(t)][m(t)
[ﬁ(t)] - [Sine(t) cosO(t) ] [n(t)

esitligi ile verildigi sonucu ortaya ¢ikar .

Ayrica, belirli bir kosul altinda, temel bir ¢at1 egrisi boyunca hareket eden 6zel bir catiy1 ele
alalm. (@, vy,v,):1 > R3 X A egrisi m?(t) + n?(t) # 0 ifadesi ile tanimlanms bir egri
olsun. (ny(£),n,(t)) € A asagidaki sekilde tanimlanir (Honda & Takahashi, 2020):
m(t)vy(t) + n(t)v,(t)
Jm2(t) + n2(t)
—n(t)v,(t) + m()v,(¢)
Jm2(t) + n2(t)

ny(t) X ny(t) = u(t) olacak sekilde {n,(t), n,(t), u(t)} hareketli ¢atisina a(t) boyunca

n (t) =

ny(t) =

Frenet tipi ¢at1 denir. O zaman Frenet-Serret tipi formiil asagidaki sekilde verilir:
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n,'(t) 0 L) M@®)|[n. (D)
n'(@|=|-L@) 0 0 |[n2(®],
w'(t) -M({t) O 0 [|u®

a'(t) = p®u(t),

burada

m(On'(£) —m'(O)n(e) + () (m?(@) + n2(D))

L@) = m2(0) + 72 ()

M(t) = \/m2(t) + n2(t)
dir. Bu nedenle (a, ny, n,) ¢att egrisinin egriligi (L, M, 0, p) ile verilir.

Orijinal ¢at1 {v,(t), v,(t), u(t)} ve Frenet tipi ¢at1 {n,(t),n,(t), u(t)} oldugundan
u(t) birim vektordiir.

a:1 - R3 non-dejenere bir egri olsun. v, (t) = n(t) ve v,(t) = b(t) alirsak o zaman
(a,v1,v,):1 > R3 X A bir gat1 egrisidir ve ny (t) = —n(t) , ny(t) = —b(t) , u(t) = t(t)
olur. {n,(t),n,(t), u(t)} yi a(t) boyunca Frenet tipi ¢ati olarak adlandirmamizin nedeni
budur.

2.5. R* Oklid Uzayinda Egriler

Tanmim 2.5.1: a,b € R* vektorleri ve bu vektorlerin koordinatlari a = (a;,a,,a3,a,) veb =
(by, by, b, by) verilsin. R* te Oklid i¢ carpimi asagidaki sekilde verilir (Honda, Takahashi,
& Yu, 2022) :

<a,b> = a1.b1 + az.bz + a3.b3 + a4.b4,

Tanim 2.5.2: 4, b, CcC € ]:R4 lgln a = (al, dp,ds, 34) , b= (bli bz, b3, b4) vec = (Cl, Cy, C3, C4_)
oldugunu kabul edelim. R* uzayinda vektérel garpim

a1 dp 4dz dg
by b, by by

1 C C3 (4
€1 € €3 €4

aXbXc=det

islemiyle hesaplanir. Burada {e;, e,, 3, €4}, R* iin temel bazidir (Honda, Takahashi, & Yu,

2022).
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Tamm 2.5.3: I c R* acik aralign olmak iizere Vt €1 igin a:/ — R* doniisiimii

diferansiyellenebilir ise a doniisiimiine R* te bir egri denir.

a(t) = (ay(t), az(t), as(t), as(t))

seklinde yazilir (Honda, Takahashi, & Yu, 2022).

Tamm 2.5.4: a:1 — R* egrisi verilsin. Vt € I igin a egrisinin ¢t parametresine karsilik

gelen noktasindaki teget vektori
a'(6) = (a1 (1), az(8), a3(0), a4(1)) 2.7)

dir. Eger Vt € I igin a'(t) # 0 ise bu egriye regiiler egri denir. Burada «'(t) = 2—: dir
(Honda, Takahashi, & Yu, 2022).
Tamm 2.5.5: a:] — R* egrisinin birinci, ikinci ve iigiincii mertebeden tiirevleri sirasiyla
a'(t),a’(t), a’(t) olsun. Vt € I i¢in

a'(t)y xa'(t) xa'"'(t) #0
kosulu saglaniyorsa a(t) egrisine non-dejenere egri denir, aksi halde bu egriye dejenere egri

denir (Karakus & Tosun, 2021).

Tanim 2.5.6: a:1 — R* egrisi s yay parametresiyle verilsin.

t(s) = a'(s), (2.8)
ny(s) = a'(s) _ t'(s) (2.9
B a1 eI
n,(s) = ni(s) + [It'(s)|t(s) (2.10)
? lIny (s) + lIt" (eIl
nz(s) = t(s) X ny(s) X ny(s) (2.11)

vektorlerini tanimlayalim. Burada t(s) vektdriine egrinin birim teget vektori, n, (s), n,(s),
nz(s) vektorlerine de sirasiyla egrinin birinci, ikinci ve {iglincli normal vektorleri denir.
Burada {t(s),n,(s),n,(s),n3(s)} catisina R* te a egrisinin Frenet ¢atis1 denir (Honda &

Takahashi, 2016).
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Tamim 2.5.7: s yay parametresi olmak iizere a: I — R* egrisinin a(s) noktasindaki Frenet
catis1 {t(s),n,(s),n,(s),n3(s)} olsun. a egrisinin birinci, ikinci ve tiglincii mertebeden

tirevleri sirasiyla a’(s), a’'(s), a"’'(s) olmak tizere asagidaki bagntilari hesaplayabiliriz.

k1(s) = lla” ()l (2.12)
o (s) = [la'(s) x a"(s) x a’ (s)]| (2.13)
2 lla’ (s)|?
det(a'(s),a’(s),a’"'(s)) (2.14)
K3(s) =

K3 (5)- k3 (5)

Burada k4, K, k3 fonksiyonlarina sirastyla a egrisinin birinci, ikinci, {ligiincii egrilikleri
denir. Ayrica {t, ny, n,, n3} Frenet ¢atisi ile bu vektorlerin tiirevleri arasinda bilinen islemler

yapilirsa (R3 teki gibi)
t'(s) = k1(s).n.(s) (2.15)
ny(s) = —x1(8). t(s) + k3(5).n2(s)
ny(s) = =Ky ()N (s) + k3(s)nz(s)

n3(s) = —K3(5).n2(s)

elde edilir. Bu ifadeler matris formunda asagidaki sekilde gosterilir (Honda, Takahashi, &
Yu, 2022):

t'(s) 0 K1(5) 0 0 t(s)
n' ()| _ | —ra(s) 0 K2 (S) 0 [[nu(s)
n;'(s) 0 —K2(S) 0 Kk3(s) [ |n2(s) (2.16)
ns'(s) 0 0 —Kk3(s) 0 llnsz(s)

Tanim 2.5.8: t,ny,n,, n3, Ky, Ky, K3 fonksiyonlarina R* te a egrisinin Frenet elemanlari

denir (Honda, Takahashi, & Yu, 2022).

Tamim 2.5.9: ¢ herhangi bir parametre ise R* te bir a egrisinin Frenet elemanlar1 asagidaki

gibi hesaplanabilir (Honda, Takahashi, & Yu, 2022):

a'(t) (2.17)

(O =1zol
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t'() '@l a" (@) - (a'(@).a" (). a'(t) (2.18)

n1(t) = ||t'(t)|| - ||||a'(t)||2 a”(t) _ (a’(t).a”(t)). a’(t)”
n,(t) = —ng(t) X t(t) X ny(t) (2.19)
() = a'(t) xa”(t) xa"'(t) (2.20)

le’'(®) x a” (&) x a"" (D)l
2.6. R* Oklid Uzayinda Cat1 Egrileri

R* X A da bir cat1 egrisi, hareketli bir ¢at1 ile tanimlanmis diizgiin bir uzay egrisidir.

Tamim 2.6.1: i = 1,2,3 igin, (v4,v,,v3): 1 — A vektorleri Vt € I igin (a'(t), v;(t)) =0
esitligini sagliyorsa (a, vy, V5, v3): 1 — R* X A egrisi bir ¢at1 egrisidir. Burada a: I — R*
egrisine ¢ati1 taban1 denir. Ayrica a(t) boyunca hareket eden bir {v; (t), v, (t), v5(t), u(t)}
catisi varsa burada u(t) = v;(t) X v,(t) X v3(t) dir (Honda, Takahashi, & Yu, 2022).

Tamm 2.6.2: (14,15, ..., L, ¥): 1 — R7 seklinde tanimli olan déniisiime (a, vy, v,, v3): 1 —

R* X A cat1 egrisinin egrilikleri denir (Honda, Takahashi, & Yu, 2022).
a'(t) =y(©u(t)
ve
y(©) = (a'(®), u(®))
dir.

Tamim 2.6.3: {v,(t), v,(t), v3(t), u(t)} vektorleri ve bu vektorlerin tiirevleri arasinda

bilinen iglemler yapilirsa
L () = (i (1), v2(0))
1 (8) = (v1(8), v3(1))
13(6) = (v1(0), u(®))
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L(t) = (vz(), v3(1))

I5(t) = (v (1), u(t))

l6(t) = (w3 (1), u(t))

elde edilir. Bu ifadeler matris formunda asagidaki sekilde gosterilebilir (Honda & Takahashi,
2016).

vy () L®)  LO GO )
v ()| _ _ll(t) 0 L) (O] |v2(t) (2.21)
vy’ [~L® —L@O 0 le(t) v3(t)
463 —LO) O () u(®)

Tamim 2.6.4: (a, v, vy, v3) ve (@, Ty, T, U3) : I — R* X A cat1 egrileri olsun. Vt € I i¢in
a(t) =A(a(®) +b
ve
7;(6) = A(vi(1)), 1=123

olacak sekilde A € SO(3) donmesi ve b € R* otelemesi varsa (@,vq,v,,v3) ve
(@, 7y, Uy, U3) cat1 egrilerinin kongruent oldugunu séyleyebiliriz (Honda, Takahashi, & Yu,

2022).

Teorem 2.6.1: Egriligi (11,15, ...,ls,¥) olarak verilen (a,vq,v,,v3): I — R* XA cati
egrisi olsun. a(t) egrisinin (v, (t), v,(t), v3(t)) tarafindan gerilen normal hiper diizlemi
i¢in, regiiler bir uzay egrisinin ¢at1 egrileri i¢in bazi dontisiimler vardir. A(t) € SO(3) olacak

sekilde (7, (t), U, (t), U3(t)) € A vektorleri asagidaki sekilde tanimlanir.

v, (1) vy ()
()| = A(t) |v2(0) (2.22)
U3(t) v3(t)
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burada

AC®)

cosp(t)cosp(t) — sing(t)cosO(t)siny(t) —cosp(t)siny(t) — sing(t)cosO(t)cosp(t) sing(t)sind(t)
sing (t)cosyp(t) + cosp(t)cosO(t)sinp(t) —sing(t)sinyp(t) + cosp(t)cosO(t)cosyp(t) —cosep(t)sinf(t)
sin@ (t)simp(t) sinf(t)cosy(t) cos(t)

dir. Burada ¢,y,0:1 — R diferansiyellenebilir ~ fonksiyonlardir. O  zaman
(&, Dy, Dy, D3): 1 — R*X A egrisi de bir cati egrisidir ve u(t) = fi(t) dir. Gerekli

hesaplamalar yapilarak Frenet-Serret tipi formiiller agagidaki sekilde verilir.

7.'(t) 0 HOBNAG) Z3(t)] 71(t)

w'O|_|-L® 0 AGERAGHIZIO! ') —

5,() ‘{—‘iz(t) L© 0 Mt)‘ no| 0TV
aol -, -Le -Lo o ILE®

Burada

() = —¢'(®) + (L.(t) — Y’ (t) )coso (L)
+ (=L (D)cos P(£) + L (t)sin p(t))sin O(t),

L) = (6'(t) = (L(O)simp(e) + L(t)cosyp(t)) ) sing (&)
+ ((lz(t)cosd)(t) — L,()sinp(t))cosO(t)
+ (LD — lp’(t))sinH(t)) cos¢(t),

I(t) = (I;(t)sind(t) — (I3(t)sin(t) + Is(t)cosy(t))cosO(t))sing(t)
+ (I3(®)cosyp(t) — L5 (t)sin(£))cos(t)

L(®) = (=6'(6) + (LLOsimp(t) + L () cosp(t)))cosd (L)
+(@® = ' (©)sin6(0)
+ (lz(t)cosd)(t) — l4(t)sinlp(t))cose(t)) sing(t),
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Is(t) = (=1g(t)sind(t) + (I(t)sinp(t) + Is(t)cosy(t))cosO(t))cosp(t)
+ (I3(®)cosyp(t) — Ls(t)sinp(t))sing(t) ,

l6(0) = (L(©)sin () + Is(E)cos P(t))sin O(t) + ls(t)cos 6(¢)
dir (Honda & Takahashi, 2016).

Sonu¢ 2.6.1: Yukaridaki gosterimler altinda 6,¢,1:1 — R diferansiyellenebilir

fonksiyonlar1 Vt € [ igin

(=L (®)cosy(t) + L (t)sinp(t))

') = sinf (t)
- (I, (t)cosy(t) — 1, (t)sinyp(t))cosO(t)
v = sinf () + L, (D) ’

6'(t) = L (O)sinp(t) + L ()cosp(t) ,

ve sinf(t) #0 almrsa o zaman [;(t) =1L, (t) =1,(t) =0 olur. Bu takdirde
{v1(t), v, (t), v5(t), u(t)} catisina a(t) boyunca uyarlanmis bir ¢at1 denir ve Frenet-Serret
formiilleri asagidaki sekilde verilir (Honda & Takahashi, 2016).

A 0 0 0 IL(®||7s®

r(t)‘ 0 0 0 L® rl(t)
KOl - - - o 1Le®

| _| 0 0 0 Is(® ﬁz(t)} a' () = y(®)u(t)
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3. R® OKLIiD UZAYINDA EGRIi CIiFTLERI

Bu bélimde R3 Oklid uzayinda egri ¢iftleri arasindaki bagntilar degerlendirildi. Bes alt
boliimden olusan bu kismin birinci alt boliimiinde involiit-Evoliit egri ciftleri ele alind.
Ikinci alt boliimde Bertrand egri ciftleri incelendi. Ugiincii alt boliimde Mannheim egri
ciftleri arasindaki bagintilar verildi. Dordiincii ve besinci alt boliimlerde ise ¢ati egrilerinde

Bertrand ve Mannheim egrileri aragtirildi.

3.1. Involiit-Evoliit Egri Cifti

Tamim 3.1.1: a:1 — R3 birim hizli bir egri ve & ayn1 aralikta tamimli regiiler bir egri olsun.

Vs € I igin a egrisinin tegeti t , & egrisinin t teget vektoriine dik ise @ egrisine a egrisinin

involiitli, a egrisine de & egrisinin evoliitii denir. Bdylece involiit-evoliit ¢ ve & egrileri i¢in
(¢, t) =0

olur.

Simdi bu egri ciftinin birbirine gére durumlari incelenecektir (Sahin, 2022).

Lemma 3.1.1: a birim hizli egrisi a egrisinin involiitii ise, ¢ bir sabit olmak iizere Vs € [
i¢in
a(s) = a(s) + (c — s)t(s) (3.1)

dir (Sahin, 2022).

Ispat: @(s) = a(s) + A(s)t(s) olsun. @ egrisinin hiz vektor alani

a'(s) = a'(s) + A'(s)t(s) + A(s)t'(s)
olur. Bu ifade bilindigi lizere
a'(s) = t(s) + A (s)t(s) + A(s)k(s)n(s)
seklinde yazilabilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa @ egrisinin teget vektor alani
t(s) = (1 + A (s))t(s) + As)k(s)n(s)

bulunur. @ ve @ egrileri involiit-evoliit egri ¢ifti oldugu i¢in (t,t) = 0 dir. Boylece
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0=14+2'(s)
yani
A(s)=-1
olur. Her iki tarafin integrali alinirsa
A(s)=—-s+c
bulunur. Boylece
a(s) = a(s) + (c — s)t(s)

dir. m

Onerme 3.1.1: a ve @ egrileri involiit-evoliit egri ¢ifti ise bu egriler arsindaki uzaklik

lla(s) —a()ll = |c = s
dir (Sahin, 2022).
Ispat : (3.1) denkleminden
a(s) —a(s) = (c = s)t(s)
yazilabilir. Buradan
lla(s) = a(s)ll = lc = s|

elde edilir. m

Onerme 3.1.2: @, a egrisinin involiitii olsun. a egrisinin Frenet gatis1 {t, n, b} ve @ egrisinin

Frenet ¢atisi {t_, l, E} ise

|
Il
S

* it
VK2 +12 K2 412

n

L th———b
VK2 +12 VK2 +12

b

dir, buradaki k ve 7, sirasiyla @ egrisinin egrigi ve burulmasidir (Hacisalihoglu, 1983).
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Ispat: Lemma 3.1.1 den

a(s) = a(s) + (c — s)t(s)

oldugu g6z oniine alinir ve Frenet-Serret tiirev formiilleri kullanilirsa

a'(s) =t(s) + (c—s)t'(s) —t(s)

ve
a'(s) = (c = s)r(s)n(s)

elde edilir. & egrisinin kendi § parametresine gore tiirevi alinirsa

da dads
ds  dsds
ve
da ds
E = (C = S)Knd—§ (3.2)
olur. Bu vektor alaninin uzunlugu
lla" ()l = 1(c = s)xllnll
olacagindan
A0
lla’ ()]
ifadesinden
_ (c—9s)kn
t=———
lc = sllx|

olur. Boylece t =+n dir. t =n durumunu g6z Oniine alacagiz. @'(s) ifadesinin

s parametresine gore tiirevi alinir ve Frenet Serret tiirev formiilleri kullanilirsa
a'(s) = —kn+ (c —s)k'n+ (c — s)k(—«t + tb)
ve
a'(s) = —(c—s)k’t + (—x + (c — s)k")n + (c — s)ktb

olur. @ egrisinin birinci ve ikinci tiirevlerinin vektorel ¢carpimi yapilirsa
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a'(s)xa'(s) =[(c—s)kn] X [—(c — s)k?*t + (—k + (¢ — s)k')n + (c — s)k1b]

dir. Buradan Xxn=0,n Xt =—b,n X b =t oldugu géz 6niine alinirsa

a'(s)xa"(s) =(c—s)k3b + (c — s)?k?tt

elde edilir. Bu vektor alaninin uzunlugu

la@'(s) x @"(s)]| = +/(c — s)*k® + (c — s)*k*12 = |(c — 5)%k?|V K2 + 12
olur. Boylece

a'(s)xa”(s) kb Tt

b =— = = +
la'(s) xa" (Il V2 +72 VK2 + 12

bulunur. Dairesel permiitasyonla 7 = b x t olacagindan, bu vektéorel ¢arpimin sonucu

LAY AU
Ve2 +12 K2 412

n=

elde edilir. m

Onerme 3.1.3: @ egrisi a egrisinin involiitl, a egrisinin egrilikleri k¥, T ve @ egrisinin

egrilikleri de K, T ise

=

(c—s)k
(k' — K'1)

(c — s)k(K? + 12)

T =

dir (Sahin, 2022).
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Ispat: Onerme 3.1.2 ispatindan

&' (s) x @ ()|l = (c — s)?k?\ K2 + 12

Ve

&' ()l = (c = s)x

bulunur.

lla'(s) x a”(s)ll
&' ()II?

K=
oldugundan ifadeler yerine yazilirsa

(c — s)?k*VK2 + 12
(c —s)3k3

K=

Ve

VK2 + 12

o= (c—9s)k

olur. Simdi Onerme 3.1.2 £ = n oldugunu belirlediginden

di _dids __
ds dsds ¢

elde edilir. (3.2) numarali denklem ve Frenet-Serret formiilleri kullanilirsa

kKk(c —s)n = —kt1+1h
olur. Bu ifade ile t vektorel ¢arpima tabi tutulursa
kik(c —s)b = kb + tt

bulunur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

db ds
dsds

d _
—\KK\C — S KK\C — S —_—— =K K T T
ds( ¢ ( )b + (ki ( ) 'b+ kb + 7't + 1t
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olur. g = (¢ — s)k oldugundan

%(Kﬁ(c —5))b + (k%ik(c — $)?)(—Th) = k'b + T't — tKkn + T(KkN)
veya diizenlenirse
d , _ — _ __
o (kic(c — $))b + (k%k(c — ) (—Th) = k'b + 7't
dir. i¢ ¢arpima tabi tutulursa

(k2ic(c — $)2) (=D (kk(c — 5)) = —KT' + 11

elde edilir. Boylece

r —kt’ + 1K'
i —
—(CR (e —9)?)
bulunur. k ifadesi yerine yazilirsa
—k7’ + 1K' (c — 5)%K? —k1’' + 7K'

T —(3c— )2 +12 —(c— )K(Z +12)

olur. Boylece ispat tamamlanmis olur. m

3.2. Bertrand Egri Cifti
Tamm 3.2.1: R3 de iki egri a ve @ , asli normalleri sirasi ile n ve 71 olsun. Vt € [ igin

a(t) = a(t) + A(t)n(t) (3.3)

ve n(t) = +n(t) olacak sekilde bir A:1 - R fonksiyonu varsa {a,a} egri ¢iftine bir
Bertrand egri ¢ifti denir. Bu tanima gore {a, @} Bertrand ¢ifti ise @ nin asli normal dogrusu
@ nin asli normal dogrusu ile her nokta i¢in aynidir (Choi, Kang, & Kim, 2012), (Bertrand,
1850).
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Lemma 3.2.1: Yay parametresiyle verilen regiiler bir egri a: I - R3 olsun. Tanim 2.1.1. e
gore a ve a Bertrand egrileri ise o zaman A sifirdan farkli bir sabittir (Matsuda & Yorozu,

2003).

ispat: (3.3) denkleminin tirevi alinirsa
(@) = a(s) + A)n(s)
&' ()IIE(s) = t(s) + A'(s)n(s) + A(s)n'(s)
@' (HEs) = t(s) + X' (s)n(s) + A(s)(—kt(s) + th(s))
1@ (NECS) = (1= A(s)x(s))t(s) + ' (s)n(s) + A(s)T(s)b(s)

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi n(s) ile i¢ garpima tabii tutulursa n(s) = n(s)
oldugundan Vs € I i¢in A'(s) = 0 olur. Bu nedenle A bir sabittir. Eger A = 0 olursa Vs € [
icin @(s) = a(s) olur. Dolayisiyla A nin sifirdan farkli bir sabit oldugu sonucu elde edilir.

Teorem 3.2.1: Yay uzunlugu parametresiyle verilen a:/ — R3 non-dejenere bir egri olsun.

Vs € I igin 7(s) # 0 oldugunu ve A nin sifirdan farkl bir sabit oldugunu varsayalim. a ve

a Bertrand ¢ifti ve @(s) = a(s) + An(s) olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vs € [ igin
Ak(s) +Bt(s) =1 (3.4)

ve
Bk(s) + At(s) # 0 (3.5)
olacak sekilde bir B sabitinin var olmasidir (Matsuda & Yorozu, 2003).

Ispat: (@, @) Bertrand egri ¢ifti ve Vs € I icin @(s) = a(s) + An(s) ve n(s) = a(s)

oldugunu varsayalim.
a(s) = a(s) + An(s)
esitliginin tiirevi alinirsa
(@) = a(s) + an(s))’
lla'()IIE(s) = t(s) + An'(s)

[l&@'()||E(s) = t(s) + A(—Kt(s) + Tb(S))
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@' ()HIECS) = (1 — A(s)k(s))t(s) + A(s)T(s)b(s)

elde edilir. Burada A = A kabul edilirse

@' (s)||E(s) = (1 — AK(S))t(s) + At(s)b(s) (3.6)

olur. n(s) = n(s) oldugundan

(E(s)) B (cose(s) —sinG(s)) (b(s))

t(s)/ \sinB(s) cosB(s) /\t(s)

olacak sekilde bir 8: I — R differansiyellenebilir fonksiyonu vardir. Burada

b(s) = cosB(s)b(s) — sinB(s)t(s) (3.7)
t(s) = sinB(s)b(s) — cosO(s)t(s) (3.8)

dir. (3.8) denklemi (3.6) denkleminde yerine yazilirsa
1@’ ()Nl (sinB(s)b(s) — cosB(s)t(s)) = (1 = A(s)ke(s))t(s) + A(s)T(s)b(s)
olur. Bu esitlige gore
@ (s)llsin(s) = Az(s) (3.9)
@ (s)|lcosf(s) = 1 — Ax(s) (3.10)
dir. (3.9) numaral denklem —cos6 (s) ile, (3.10) numarali denklem ise sin6 (s) ile carpilirsa
—cos8(s)sin8(s)|@' (s)| = —Acos8(s)t(s)
cos0(s)sinf(s)|@' ()| = (1 — Ax(s))sinf(s)
elde edilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa
—Acos0(s)t(s) + (1 — Ak(s))sind(s) = 0 (3.11)
olur.
£(s) = sinB(s)b(s) + cosO(s)t(s)
esitliginin tiirevi alnirsa
£'(s) = (sinf(s)b(s)) + (cosB(s)t(s))’
@' () |lk(s)7i(s) = (sinB(s)) b(s) + sinB(s)b'(s) + (cosB(s)) t(s) + cosO(s)t'(s),
@ ()11%(s)7i(s) = 0’ (s)cosH(s)b(s) — sinf(s)T(s)n(s)
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+cos6(s)k(s)n(s) — 0'(s)sinf(s)t(s),

[|@'(s)||k(s)n(s) = 8'(s)cosO(s)b(s) — 6'(s)sinb(s)t(s)

. (3.12)
+(=sinf(s)t(s) + cosf(s)k(s))n(s)

elde edilir. n(s) = n(s) oldugundan esitligin her iki tarafi t(s) ile carpilirsa

|&'(s)||k(s)n(s)t(s) = 8'(s)cosO(s)b(s)t(s) — 8'(s)sinB(s)t(s)t(s)

+(—sind(s)t(s) + cos(s)k(s))n(s)t(s)

olur. Buradan Vs €1 igin 6'(s) =0 dir. Bu nedenle 6 bir sabittirt(s) # 0 ve

@’ (s)|Isind = At(s) ile sinf # 0 ifadesini elde ederiz.

(3.11) denkleminde esitligin her iki tarafi sinf ile boliiniirse

cos@
sin@

—A 7(s) —Ak(s)+1=0

olur. Bu denklem diizenlenerek

cos

A

zr(s) + Ak(s) =1
elde edilir. Buradan Vs € [ i¢in A cos 8/ sin 6 yerine B yazilirsa
Ak(s) + Bt (s) = 1
bulunur. Diger taraftan n(s) = 7n(s) oldugundan (3.12) denklemi n(s) ile ¢arpilirsa
&' (s)||k(s)n(s)n(s) = 6'(s)cosO(s)b(s)n(s) — 6'(s)sinb(s)t(s)n(s)
+(—sin6(s)r(s) + cosB(s)K(s))n(s)n(s),

@' (s)||k(s) = —sinBt(s) + cosOk(s) (3.13)

Acos 6

elde edilir. cos = 2% ve sing = esitlikleri (3.13) te yerine yazilirsa

Acos 0 Bsin 6

&’ (HIe(s) = ———F—1(s) +———K(s)
olur. Burada cos@ yerine Bsin 6 yazilirsa
, _ Asinf Bsin 6
la'()lle(s) = — T(S) +———K(s)
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elde edilir. Boylece
&' ()Ik(s) = —sin bt (s) + cosOk(s) = #(—AT (s) + Bk(s))
olur. ¥(s) # 0 oldugundan Vs € I i¢in Bk(s) — At (s) # 0 elde edilir ki bu da ispati
tamamlar. m
Simdi tersine, varsayalim ki Vs € [ i¢in
Ak(s)+ Bt (s) = 1,
Bk(s) — At (s) # 0
ve
a(s) = a(s) + An(s) (3.14)
ifadelerini saglayan bir B sabiti olsun. (3.6) denkleminde 1 — Ak(s) yerine Bt(s) yazilirsa,
lla' () IECs) = (1 — Ax(s))t(s) + At(s)b(s)
@' (IE(s) = Br(s)t(s) + At(s)b(s)
olur. Burada esitlik 7(s) parantezine alinirsa
&' ()H|IE(s) = (1 — AK(s))t(s) + At(s)b(s) = 7 (s)(Bt(s) + Ab(s))

elde edilir. Bu ifadenin normu [|@’(s)|| = VA2 + B?|7(s)| oldugu igin

t(s) = sgn(t(s)) (——)( Bt(s) + Ab(s)) (3.15)

\/7
olur. Bu ifadede

(s) >0 = sgn(r(s)) =1,
() <0 = sgn(r(s)) = —

dir. (3.15) denkleminde t(s) in tiirevi alinirsa

£(s) = sgn(r(s))( )(Bt’(s) + Ab'(s)),

1
VAZ + B2

1@ ©IR(IRCS) = sgn(t(5)) (mmsg ) (B(s) — AT ()n(s)

Ny
olur.
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Onerme 3.2.1: « ve @:1 — R3 birbirinden farkli diferansiyellenebilir iki egri olsun. a ve @
Teorem 2.1.3. teki a(s) = a(s) + An(s) ve Ax(s)+ Bt(s) =1 sartlar1 saglayan
Bertrand egri ¢ifti ise bu durumda « ve T egrilikleri

_ |Bx(s) — At(s)|
(A2 4+ BY)|t(s)|

K(s)

Ve

1

w(s) = (A2 + BY)1(s)

seklindedir (Matsuda & Yorozu, 2003).
Ispat : (3.14) denkleminden
a'(s) = (1 — Ax(s))t(s) + At (s)b(s) = 1(s)(Bt(s) + Ab(s))
esitligini yazabiliriz. Bdylece bu ifadenin ikinci ve ii¢lincii mertebeden tiirevleri alinirsa
a’(s) = ©'(s)(Bt(s) + Ab(s)) + 7 (s)(Bt'(s) + Ab'(s))

=7 '(s)(Bt(s) + Ab(s)) + 7 (s)(BK(s) — At (s))n(s),

@"(s) = 1"(s)(Bt(s) + Ab(s)) +1'(s)(Bt'(s) + Ab'(s))
+7'(s)(Br(s) — AT (s))n(s) + 7 (s)(Br(s) — At (5))'n(s)
+1 (s)(Bx(s) — At ())n'(s) ,
= 7"(s)(Bt(s) + Ab(s)) + 21'(s)(Bx(s) — At ())n(s)
+1 (s)(BK'(s) — At'(s))n(s)

+ 7 (s)(Bk(s) — At (s))(—k(s)t(s) + t(s)b(s))

olur. Buradan @'(s) vektoriiniin normu ve @'(s) X a'’(s) vektorii hesaplanir ve normu

alinirsa
—1 2 2%
&'l = [z ()I(A* + B*)Z,

l@(s) x @Sl = (IBr(s) — At ()|(4% + B2)2

elde edilir. Ayrica
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det(a'(s),a’(s),a"'(s)) = 7 (s)3(Bx(s) — At (s))?

oldugundan a ve & egrilerinin egrilikleri arasinda

7(s) = |a'(s) x a'(s)] B |Br(s) — At (s)| (3.16)
- l@@IF A2+ Bt (o)l
o det(@(s),@"(s),a@"(s)) 1 (3.17)
N O FN 6] BN VEEN D

bagintilar1 elde edilir. m
Boylece asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 3.2.1:

T (S)f (S) = m

oldugundan t (s)7 (s) pozitif bir sabittir.

Boylece Vs € I i¢cin Ak(s) + Bt (s) = 1 ve Bk(s) — At(s) = 0 olmasi i¢in gerek ve

yeter sart
O—
T B
Ve
B
W)=y

olmasidir. Buradan a(s) egrisi

s s Bs
—  Asin , )
VAZ + B2 VA? 4+ B2 VA% + B?

seklinde yazilabilir. Bu egri ise bir helistir. Gerekli hesaplamalar yapilirsa

a(s) = (Acos

1 S 1 S B )

t(s) = (—A sin VA cos ,
VA2Z+ B2  A2+B? VA2+B? VA?+B? VA?+B2

A S A S )

" = ) [ ’0
a'(s) <A2+BZCOS VO 2 pzSin VO
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N .
@2 +B) " Vazipz  (A2+BY) " VA tB?

A
-~ A*+B%

A? S A? S
lla” (I =j 2 2

n(s) = Ig’::—gill = (—cos (ﬁ) ,—sin (ﬁ) , 0)

ifadeleri elde edilir. Dolayisiyla

a(s) = a(s) + An(s) = ((A — A)cos (ﬁ) (A= Asin (MZSJF Bz)’\/Afj_ Bz)

Bs
VA?+B?

icin k(s) =0 yani @ dejenere bir egridir. Eger 1 # A ise 0 zaman

dir ve burada A bir sabittir. Eger A = A ise a(s) = (0,0, ) dir. Bu durumda Vs € [

A>disesgn(A—21) =1
A< Adisesgn(A—21) =-1

olmak tizere

n(s) =sgn(A—2) (—cos (ﬁ) ,—sin (\/ﬁ) , 0)

oldugundan a ve @ non-dejenere bir Bertrand egri ¢iftidir (Honda & Takahashi, 2020).

3.3. Mannheim Egri Cifti

Tamm 3.3.1: «a ve @:1 - R3 birbirinden farkli non-dejenere diferansiyellenebilir iki egri

olsun. Eger Vt € I i¢in

a(t) = a(t) + An(t) (3.18)

ve n(t) = +b(t) esitlikleri olacak sekilde diferansiyellenebilir bir A:1 - R fonksiyonu
varsa a ve @ ye Mannheim egri ¢ifti denir. Bu tanima gore a ve @ Mannheim c¢ifti ise a nin
asli normal dogrusu ile & nin binormal dogrusu her nokta i¢in aynidir. A yerine —A alirsak
n(t) = b(t) olur. @ nin s yay uzunlugu parametresi ile verildigini kabul edelim. Bdylece

asagidaki Lemma ve Teoremi verebiliriz.
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Lemma 3.3.1: o:/ - R3 egrisi diferansiyellenebilir non-dejenere bir egri olsun. a ve @

Mannheim ¢ifti ise 0 zaman A sifirdan farkli bir sabit olur (Liu & Wang, 2008).
Ispat: @(s) = a(s) + A(s)n(s) ifadesinin tiirevi alarak
@' ()IIE(s) = (1 = A(s)x(s))t(s) + A'(s)n(s) + A(s)T(s)b(s)

elde edilir. n(s) = b(s) oldugundan Vs € I igin A'(s) = 0 olur. Béylece A bir sabittir. Eger
Vs €1 igin 1 =0 ise o zaman @(s) = a(s) olur. O halde A sifirdan farkli bir sabit

olmalidir. m

Teorem 3.3.1: «:1 —» R3 egrisi diferansiyellenebilir non-dejenere bir egri olsun. Kabul
edelim ki Vs € I i¢in 7(s) # 0 ve A sifirdan farkli bir sabit olsun. Bu durumda @(s) =
a(s) + An(s) denklemi ile tanimlanan a ve & nin Mannheim egri ¢ifti olabilmesi i¢in gerek

ve yeter sart Vs € [ i¢in
A(K2 () + 72(5)) = Kk(s) (3.19)
ve
k(s)T'(s) — K'(s)T(s) > 0 (3.20)
olmasidir (Liu & Wang, 2008).

Ispat: Vs € I icin @(s) = a(s) + An(s) ve n(s) = b(s) oldugunu kabul edelim. & nin s
yay parametresi ile verilmedigini g6z Onlinde bulunduralim. a(s) = a(s) + An(s)

ifadesinin tlirevi alinarak
@' (s)||E(s) = (1 — AK(s))t(s) + At(s)b(s)

denklemi elde edilir. n(s) = b(s) oldugundan

[f(s)] _ [cos@(s) —sin@(s)] [b(s)
n(s)] ~ Lsinf(s) cosO(s) |Lt(s) (3.21)

olacak sekilde diferansiyellenebilir bir 8: I — R fonksiyonu vardir. Buna gore
n(s) = sinB(s)b(s) + cosd(s)t(s)
t(s) = cosO(s)b(s) — sinB(s)t(s)

dir. t(s) esitligi (3.6) denkleminde yerine yazilirsa

@’ (s)]|(cosB(s)b(s) — sinB(s)t(s)) = (1 — AK(S))t(s) + At(s)b(s)
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olur. Buradan

[|@'(s)||cosB(s) = At(s) (3.22)
=&’ (s)||sinf(s) = 1 — Ak(s) (3.23)

dir. Burada (3.22) numarali denklem sin 6(s) ile (3.23) numarali denklem cos 6(s) ¢arpilip

gerekli islemler yapilirsa

At(s)sin 0(s) + (1 — Ak(s))cosB(s) = 0 (3.24)
elde edilir.
E(s) = cos 0(s)b(s) — sin 6(s)t(s)
denkleminin tiirevi alinirsa
(E(s))’ = (cosB(s))'b(s) + cosB(s)b'(s) — (sinb(s)) t(s) — sinf(s)t'(s)
la' ()l k(s)n(s) = —0'(s) sin6(s) b(s) — 0'(s) cos O(s) t(s)
— (cos ()T (s) + sin O(s)k(s))n(s)

bulunur. Vs € I igin n(s) = b(s) oldugundan esitligin her iki tarafi n(s) ile ¢arpilarak

cos ()Tt (s) + sinf(s)k(s) =0 (3.25)

denklemi elde edilit. 7(s)#0 ve |a& (s)|cosO(s) = Atr(s) goz Oniine alinirsa
cos (s) # 0 olur. Boylece sinf(s) # 0 dir. n(s) = sin8(s)b(s) + cos 8(s)t(s)
oldugundan ||@’ (s)||k(s) = —0'(s) esitligi elde edilir. (3.24) ve (3.25) denklemlerinden

A(K%(s) + 12(s)) = Kk(s)
elde edilir. (3.25) denkleminin tiirevi alinirsa
—0'(s) sin 8(s)T(s) + cos B(s)T'(s) + 6'(s) cos O(s)k(s) + sinB(s)k'(s) = 0
olur. Buradan

_ (KT () + K ()T (5))
- (K2(s) + 72(s))

elde edilir. Vs € I igin ||@’ (s)||k(s) > 0 oldugundan k(s)t'(s) — k'(s)T (s) > 0 olur ki

6'(s)

bu da ispat1 tamamlar. m

Tersine, kabul edelim ki Vs € [ i¢cin
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A(K2(s) + T2(s)) = k(s) ,
k(s)T'(s) —Kk'(s)T(s) >0,
a(s) = a(s) + An(s)

olsun. @(s) = a(s) + An(s) denkleminin birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri alinir ve

gerekli islemler yapilirsa
@(s) = 1@ GIEs) = (1 - Ar(s))e(s) + Ar(s)b(s)

A(ED) e + b

d 2\
a’(s) = lNaGSNEs) + lla' (I k(s)nls)

— <T( )> ( ()t(s) + K(s)b(s))

+

(L)) (Z($)t(s) + K'(s)b(s))
elde edilir. Boylece

T (s)
K(s)

olur. n(s) = b(s) sart1 elde edilir ki bu da bize a ve & nin Mannheim esleri oldugunu gosterir

(Honda & Takahashi, 2020).

@686 = 42 (52) (ers) - K(5)r (o)

Boylece asagidaki 6nermeyi verebiliriz.

Onerme 3.3.1: a ve @:1 — R3 birbirinden farkli non-dejenere diferansiyellenebilir iki egri
ve (a, @) egrileri @(s) = a(s) + An(s) denklemi ile tanimlanan Mannheim egri ¢ifti olsun.
O zaman @ nin K egriligi ve T burulmasi asagidaki sekilde verilir (Liu & Wang, 2008):
K(s)(k(s)T'(s) — K'(8)T (5))
3
|AT ()| (k2(s) + 7%(5))2

K(s)  Kk(s) + 7%(s)
At (s) 7 (8) '

K(s) =

T(s) =

Ispat: a@(s) = a(s) + An(s) esitliginin birinci, ikinci ve ii¢lincii mertebeden tiirevleri

aliip gerekli islemler yapilirsa
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a'(s) = (1 — AK(S))t(s) + At(s)b(s)

AT((;) (r ()E(s) + K(s)b(s))

&' (s) = A( ) (7 (8)t(s) + x(s)b(s))

7(s),, ,
A (T'()t(s) + €' ()b(s)),

a'(s) = < Tl )> (r (s)t(s) + K(s)b(s))
+ 24 (’(S)) ('($)t(s) + K'(s)b(s))

+A— (k(s)T'(s) — K' ()T (s))n(s)
elde edilir (Honda & Takahashi, 2020).
(3.20) denklemine gore Vs € I igin k(s)t'(s) — k'(s)t (s) > 0 oldugundan

| Az ()]

< (s) KK?(s) + TZ(S))% ,

&'l =

@) x @)l = 42 (52 (x(s)'(s) = #/()7 (5))

dir. Ayrica

det(a@'(s),@" ()" (s)) = A° (E—) (()7'(s) — K'()7 (5))°

oldugundan @ egrisinin egrilik ve burulmasi
lla"(s) x @)l _ k() (k()T'(s) = K (S)T(S))
”a,(s)”3 IAT (S)l(KZ(S) + TZ(S))Z

det(@'(s),a"(s)a"’(s)) _ xk(s) _x*(s)+ t%(s)
la'(s) xa" (> Ar(s) 7(s)

K(s) =

T(s) =

seklinde elde edilir. m

Vs € I igin A(k2(s) + 72(s)) = k(s) ve k(s)T'(s) — K'(s)t(s) = 0 olup buradan
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1

) =Ga v 5y
Ve
_ B
O =Ga+ my

olacak sekilde bir B sabiti vardir. Boylece a bir helis egrisidir. Yani a(s) asagidaki sekilde

verilir:
(s) (A S Asi S Bs )
a(s) =(Acos ————, Asin , )
AV1 + B? AV1+B? V1+ B2
Buradan
(s) = £(s) < 1 ] s 1 S B )
a'(s)=t(s)=|—- sin , cos ,
V1+B2  AV1+B?2 V1+B?  AV1+B? 1+ B?
"(s) ( 1 S 1 _ S 0)
a \s)=\|— coS )y sin ) )
A(1+B?) avJi+B2 A1 +B?)  AV1+B2
|l (S)”:m 5
© =g = (s (=) s (=) )
n(s)=—=|—-cos|————1| , —sin| ———| ,
lla” (I AV1 + B? AV1 + B2
elde edilir.

a(s) = a(s) + An(s)

=<(A—A)cos(;),(A—/1)sin( > ), Bs )
AV1+ B2 AV1+ B2/ V1 + B2

dir. Burada A bir sabittir. A = A ise o zaman a(s) = (0,0, %) olur. Bu durumda &

dejeneredir ve Vs € [ igin k(s) = 0 olur.

A # A ise 0 zaman @ non-dejeneredir. Ancak bu durumda

b(s) = t(s) x n(s) =

1 S S A—21
Bsin (—) ,Bcos( ) , )
A_A)Z( AV1+ B? AV1+B2/ A

B2+ ("5~
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oldugundan « ve @ nin Mannheim egri ¢ifti olmadigi sonucu elde edilir (Honda &

Takahashi, 2020).

Sonug¢ 3.3.1: Ak(s) + Bt(s) =1 ve C(k?(s) + 72(s)) = k(s) olacak sekilde sifirdan

farkli A ve C sabitleri ve bir B sabiti varsa o zaman

N ir(s))
Ve

(A% + B*)Ct?(s) + (=2BC + AB)t(s)+C—A=0

dir. Bu ifadenin bir ¢6ziimii varsa o zaman k(s) ve 7(s) bir sabittir. Boylece Vs € [ igin
k(s)t'(s) — k'(s)t(s) = 0 dir. Bu da bize her zaman i¢in Bertrand ve Mannheim egrilerinin

regliler olmadigini gosterir (Honda & Takahashi, 2020).

3.4. Cat1 Egrilerinde Bertrand Egri Cifti

(a, v, v,) ve (&, Uy, D,):1 = R3 X A gatr egrileri ve bu ¢at1 egrilerinin egrilikleri sirastyla
(L, m,n,p) ve (I, m,7,p) olsun. & ve & nin birbirinden farkl1 egriler oldugunu yani o # @

oldugunu varsayalim.

Tamim 3.4.1: Vt € [ icin

a(t) = a(t) + (v, (t) (3.26)

ve v,(t) = U;(t) olacak sekilde diferansiyellenebilir bir A:1 - R fonksiyonu varsa
(a, vq, v3) ve (@, 74,7,) cat1 egrilerine Bertrand egri cifti denir (Honda & Takahashi,

2020).

Lemma 3.4.1: Eger (a, v4, v,) ve (&, vy, V,) Bertrand ¢ifti ise o zaman A sifirdan farkli

bir sabittir (Honda & Takahashi, 2020).
Ispat : (3.26) esitliginin tiirevi alimirsa Vt € [ igin
POA®) = (p(®) + A(OM))u(®) + ADUB),(6) + X' (v (1)

ifadesi elde edilir. Esitligin her iki tarafi 7, (t) ile ¢arpilirsa v, (t) = v, (t) oldugundan Vt €
I igin A'(t) = 0 olur. Béylece A bir sabittir. A = 0 ise 0 zaman Vt € [ igin a(t) = a@(t)

olacagindan bu durum varlik kosulunu saglamaz. Bu yiizden A sifirdan farkli bir sabittir.
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Bir cat1 egrisi i¢in bir Bertrand egrisinin gerekli ve yeterli sartlarini verelim.
Teorem 3.4.1: (a,vy,v,):1 > R3 X A, egriligi (I,m,n,p) olan bir cat1 egrisi olsun. O
zaman (@, V4, V,) bir Bertrand egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vt € [ igin
Al(t)cosO(t) — (p(t) + Am(t))sinf(t) =0 (3.27)

olacak sekilde diferansiyellenebilir bir 6:1 - R fonksiyonunun ve sifirdan farkli bir A
sabitinin var olmasidir (Honda & Takahashi, 2020).

Ispat: Kabul edelim ki (@,v;,v,): I > R3 X A bir Bertrand egrisi olsun. O zaman
1 (t) = v1(t) olur. Vt € Iigin a(t) = a(t) + A(t)v,(t) olacak sekilde bir (&, v;, 7,) ¢ati

egrisi ve sifirdan farkli bir A € R sabiti vardir.
(3.26) ifadesinin tiirevi alinirsa
pOA) = (p(6) + AOMD))u(®) + 2OV, (1)

olur. 7; (t) = v,(t) oldugundan

U (t)] _ [cosO(t) —sinB(t)][v.(t)
[ﬁ(t)]_[sine(t) Cose(t)][y(t) (3.28)

olacak sekilde bir 8: I — R fonksiyonu vardir. Bu ylizden Vt € [ i¢in
p(t)sinf(t) = Al(t) (3.29)
p(t)cosO(t) = p(t) + Am(t) (3.30)
yazilabilir. Buradan Vt € [ i¢in
Al(t)cosO(t) — (p(t) + Am(t))sin8(t) =0
olur.
Tersine, kabul edelim ki Vt € [ i¢in
Al(t)cosO(t) — (p(t) + Am(t))sin8(t) =0
olsun. (@, ;,7,):1 » R3 X A olup
a(t) = a(t) + Avy(t) ,
U, () =1 (0)

U,(t) = cosO(t)v,(t) — sinf(t)u(t)
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olur. Béylece (@, 71, U,) egrisi bir ¢at1 egrisidir. Bu ylizden (@, v, Vv,) ve (&, U1, U,) egrileri

Bertrand egri ciftidir (Honda & Takahashi, 2020).
Onerme 3.4.1: Vt € [ icin
a(t) = a(t) + v, (t)

Ve

Al(t)cosO(t) — (p(t) + Am(t))sin8(t) =0

olmak iizere (a,vq,Vv,) ve (@, Uy, U,) egrilerinin Bertrand egri ¢ifti oldugunu varsayalim. O
zaman (@, Uy, U,) nin egrilikleri (I, m, 71, p) asagidaki sekilde verilir (Honda & Takahashi,

2020):
[(t) = I(t)cosO(t) — m(t)sinB(t),

m(t) = l(t)sinf(t) + m(t)cosO(t),

n(t) =n(t) —0'(t),
p(t) = A(e)sind(t) + (p(t) + Am(t))cosO(t). (3.31)

Ispat: (3.28) denkleminden
U, (t) = cosO(t)v,(t) — sinB(t)u(t)
ifadesi elde edilir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa
—1(O)%, () + () a(t) = (—1(E)cosO(E) + m(t)sind(t))vy(t)
+(—0'(t) — n(t))cos@ (v, (t)
+(n(t) — 0'(t))sin 6()u(t)
olur. 7; (t) = v,(t) oldugundan esitligin iki tarafi v, (t) ile ¢arpilirsa
I(t) = I(t)cosO(t) — m(t)sinb(t)
ifadesine ulasilir.

Benzer sekilde (3.28) ile n(t) = n(t) — 0'(t) esitliginin var oldugunu biliyoruz. Ayrica

fa(t) = sinf(t)v,(t) + cosO(t)u(t)
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ifadesinin tiirevi alinirsa
M) v, (t) — A) 7, () = (=L()sind(t) — m(t)cosb(t))v, (£)
+(6'(t) — n(t))cosd(t)v, (t)
+(n(0) - 0'(1))sind ()u(t)
esitligi elde edilir. 7, (t) = vy (t) oldugundan esitligin her iki tarafi v, (t) ile carpilarak
m(t) = L(t)sin6(t) + m(t)cosO(t)

ifadesine ulasilir.

p(t)sind(t) = Al(t) (3.32)
p(t)cosO(t) = p(t) + Am(t) (3.33)

esitliklerinde (3.32) numarali denklem sinf(t) ile (3.33) numarali denklem ise cos6(t) ile

carpilirsa
p(t)sin?6(t) = Al(t)sind(t) ,
p(t)cos?6(t) = (p(t) + Am(t))cosO(t)
olur. Bu iki esitlik taraf tarafa toplanirsa
p(t) = Al(t)sinb(t) + (p(t) + Am(t))cos@(t)

elde edilir. m
Boylece asagidaki sonuglar1 verebiliriz:
Sonug 3.4.1: (a,vy,v,):1 = R3 X A, egriligi (I, m,n, p) olan bir ¢at1 egrisi olsun.

(1) vt eliginl(t) = 0ise (a,vy,V,) bir Bertrand egrisidir.

(2) Vt el i¢in p(t) + Am(t) = 0 olacak sekilde sifirdan farkli bir A sabiti varsa

(a, v1,Vv,) bir Bertrand egrisidir (Honda & Takahashi, 2020).

Ispat: (1) AL(D)cosO(t) — (p(t) + Am(t))sinf(t) = 0 denkleminde O(t) = 0 alinirsa
Al(t) = 0 olur. A sifirdan farkli bir sabit oldugundan [(t) = 0 olmalidir. Béylece ispat

tamamlanir.

() Al(t)cosO(t) — (p(t) + Am(t))sin@ (t) =0 denkleminde 6(t) = g alinirsa

p(t) + Am(t) = 0 olacagindan bu ifade ispatlanmis olur. m
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Egriligi (I, m,n,p) olan (a,vy,v,):1 > R3 X A egrisi bir ¢at1 egrisi olsun. Eger

uyarlanmis bir {7;, U, u} catis1 alinirsa, egrilikler (0, 1, 1, p) ile verilir.

Sonug¢ 3.4.2: (a,V,,V,) egrisi her zaman i¢in bir Bertrand egrisidir (Honda & Takahashi,

2020).
Uyan 3.4.1: Asli normal dogrultusunun regiiler oldugunu géz 6niine alalim.

Egrilikleri (I,m,n,p) olan (a,v;,v,):1 > R3 X A egrisi bir ¢at1 egrisi olsun. a'(t) =

p(t)u(t) ifadesinin tiirevi alinirsa
(@®) =p' Ow®) +pOL'®),
a" () = p'(Ou) — p®) (M)v1(t) + n(O)v, (1)),

a"(t) = p'(Ou) — p(Om)v:(t) — p(On()v,(0)

olur. ¢ nim birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerinin vektorel ¢arpimlart ile asagidaki

sonuglar elde edilir:
a'(t) X a” () = p?(On()v, (1) — p*(OmOv (1)
(a'(®) x a"(®) x a'(t) = —p* ()M, () = P> (On(B)v,(t) ,
Burada p(t) # 0. {n4, n,, u} Frenet tipi ¢atidir.

Sonug¢ 3.4.3: (a,vq,v,) ve (&, Vy,V,):1 > R3 X A ¢at1 egrileri olsun. O zaman (a, ny,n,)
ve (@, 1, n,) egrilerinin Bertrand egrileri olabilmesi igin 6(t) bir sabit olmak tizere (3.27)

ve (3.31) denklemlerini saglayan bir A sabitinin olmasi gerekir.

ispat: n(t) =n(t) = 0 ve Teorem 3.2.1 in ispatindan Vt € I igin 8'(t) = 0 dir. Bu

durumda @ bir sabittir.

Boylece asagidaki uyariy1 verebiliriz.

Uyan 3.4.2: Bazi noktalarda (m(t),n(t)) = (0,0) oldugunda , m(t) = r(t)cosp(t) ,
n(t) = r(t)sing(t) olacak sekilde bir ¢: I — R diferansiyellenebilir fonksiyonu ve pozitif

bir r: I = R fonksiyonu varsa Sonug 3.4.3 i¢in de benzer sonugclar diisiinebiliriz.
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3.5. Cat1 Egrilerinde Mannheim Egri Cifti

(a, vy, v,) ve (&, 7y, 7,): 1 > R3 X A catr egrileri ve bu ¢at1 egrilerinin egrilikleri sirasiyla
(L, m,n,p) ve (I, m,7,p) olsun. & ve @ nin birbirinden farkl1 egriler oldugunu yani o # @

oldugunu kabul edelim.

Tanim 3.5.1: Vt € [ igin

a(t) = a(t) + (v (t)

ve v4(t) = v;(t) olacak sekilde diferansiyellenebilir bir A:1 - R fonksiyonu varsa

(a, vq, v3) ve (&, vy, V,) cat1 egrilerine Bertrand egri cifti denir (Liu & Wang, 2008).

Lemma 3.5.1: Eger («a, v4, v,) ve (@, 7y, 7,) Bertrand ¢ifti ise o zaman A sifirdan farkli

bir sabittir (Liu & Wang, 2008).

ispat :
a(t) =a(t) + A(t)v,(t)
esitliginin tiirevi alimnirsa V¢ € [ icin
POA® = (p(&) + AOMD))u(t) + AL, (8) + A (D)1 (D)

ifadesi elde edilir. Esitligin her iki tarafi 7, (t) ile ¢arpilirsa v, (t) = v, (t) oldugundan Vt €
I igin A'(t) = 0 olur. Béylece A bir sabittir. A = 0 ise 0 zaman Vt € [ igin a(t) = a@(t)

olacagindan bu durum varlik kosulunu saglamaz. Bu yiizden A sifirdan farkli bir sabittir.
Bir ¢at1 egrisi i¢in bir Bertrand egrisinin gerekli ve yeterli sartlarini verelim.

Teorem 3.5.1: (a,vy,v,):1 > R3 X A, egriligi (I, m,n,p) olan bir ¢at1 egrisi olsun. O

zaman (@, V4, V) bir Bertrand egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart V& € [ igin
Al(t)cosO(t) — (p(t) + Am(t))sinf(t) =0 (3.34)

olacak sekilde diferansiyellenebilir bir 8:1 - R fonksiyonunun ve sifirdan farkli bir A

sabitinin var olmasidir (Liu & Wang, 2008).

52



Ispat: Kabul edelim ki (a,v;,v,):I » R® X A bir Bertrand egrisi olsun. O zaman

71 (t) = v1(t) olur. Vt € I igin a(t) = a(t) + A(t)v,(t) olacak sekilde bir (@, 73, U,) ¢ati

egrisi ve sifirdan farkli bir A € R sabiti vardir.
a(t) =a(t) + A(t)v,(t)
ifadesinin tiirevi alinirsa
p(OAE) = (p(6) + AOMD))u(®) + AOIOV, (1)

olur. 7; (t) = v,(t) oldugundan

[ﬁz(t)] _ [cos@(t) —sin@(t)] [vz(t)
g(®) | Lsin8(t) cosO(t) || u(t)

olacak sekilde bir 8:1 — R fonksiyonu vardir. Bu nedenle Vt € [ i¢in
p(t)sinf(t) = Al(t)
p(t)cosO(t) = p(t) + Am(t)

yazilabilir. Buradan Vt € [ i¢in

Al(t)cosO(t) — (p(t) + Am(t))sin6(t) =0
olur.
Tersine, varsayalim ki Vt € [ i¢in

Al(t)cosO(t) — (p(t) + Am(t))sin8(t) =0
olsun. (@, 7;,7,):1 > R3 X A olup

a(t) = a(t) + Avy(t) ,
v1(t) = v, (8)

U,(t) = cosO(t)v,(t) — sinB(t)u(t)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

olur. Béylece (@, 71, U,) egrisi bir ¢at1 egrisidir. Bu yiizden (@, v, Vv,) ve (&, U1, U,) egrileri

Bertrand egri ciftidir (Honda & Takahashi, 2020). =
Onerme 3.5.1: Vt € [ i¢in
a(t) = a(t) + v, (t)

%S
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Al(t)cosO(t) — (p(t) + Am(t))sinb(t) =0

olmak iizere (a,vq,Vv,) ve (@, V1, U,) egrilerinin Bertrand egri ¢ifti oldugunu varsayalim. O

zaman (&, 7;, U,) nin egrilikleri (I, m, 71, p) asagidaki sekilde verilir (Liu & Wang, 2008):
[(t) = I(t)cosO(t) — m(t)sin(t),

m(t) = I(t)sinf(t) + m(t)cos6(t),
n(t) =n(t) - 6'(t),
p(t) = U(6)sind(t) + (p(t) + Am(t))cosO(t).
Ispat: (3.35) denklemiyle
U, (t) = cosO(t)v,(t) — sinf(t)u(t)

ifadesi elde edilir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

—I(®)7, () + A(O)Ee) = (L) cosO(t) + m(t)sind (t))vy(t)
+(—0'(t) — n(t))cos@(t)vz (t)

+(n(t) — 0'(6))sin 6(t)u(t)

olur. 7; (t) = v,(t) oldugundan esitligin iki tarafi v, (t) ile ¢arpilirsa
I(t) = I(t)cosO(t) — m(t)sinb(t)
ifadesine ulasilir.

Benzer sekilde (3.35) ile n(t) = n(t) — 0'(t) esitliginin var oldugunu biliyoruz. Ayrica

a(t) = sinf(t)v,(t) + cosO(t)u(t)

ifadesinin tiirevi alinirsa

54



m()v,(t) — A) 7, () = (=L()sind(t) — m(t)cosb(t))v,(£)
+(9’(t) — n(t))cose(t)vz (t)
+(n(0) - 0'(1))sin ()u(t)

esitligi elde edilir. 7, (t) = v,(t) oldugundan esitligin her iki tarafi v, (t) ile i¢ carpima tabi

tutularak
m(t) = L(t)sin6(t) + m(t)cosO(t)
ifadesine ulasilir. (3.32) ve (3.33) denklemlerinden
p(t)sinf(t) = Al(t) ,
p(t)cosO(t) = p(t) + Am(t)

esitliklerinde (3.32) numarali denklem sinf(t) ile (3.33) numarali denklem ise cos6(t) ile
carpilirsa

p(t)sin?0(t) = Al(t)sind(t) ,
p(t)cos?6(t) = (p(t) + Am(t))cosO(t)
olur. Bu iki esitlik taraf tarafa toplanirsa
p(t) = ALD)sind(t) + (p(£) + Am(t) )cosO(t)
elde edilir (Liu & Wang, 2008). m
Boylece asagidaki sonuglar verilebilir:
Sonug 3.5.1: (a,vy,v,):I = R3 X A, egriligi (I, m,n, p) olan bir ¢at1 egrisi olsun.

(1) vt el igin I(t) =0 ise, (a,vq,v,) bir Bertrand egrisidir (Honda & Takahashi,
2020).

(2) Vt €1 i¢in p(t) + Am(t) = 0 olacak sekilde sifirdan farkli bir A sabiti varsa,
(a, v, Vv,) bir Bertrand egrisidir (Honda & Takahashi, 2020).

Ispat:

(1) Al(t)cosO(t) — (p(t) + Am(t))sin@(t) =0 denkleminde 6(t) =0 alinirsa
Al(t) = 0 olur. A sifirdan farkli bir sabit oldugundan [(t) = 0 olmalidir. Boylece

ispat tamamlanur.
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(2) AL(t)cosd(t) — (p(t) + Am(t))sinf(t) =0  denkleminde 6(t) = g alinirsa
p(t) + Am(t) = 0 olacagindan bu ifade ispatlanmis olur. m

Egriligi (I, m,n,p) olan (a,vy,v,):1 - R3 X A egrisi bir ¢at1 egrisi olsun. Eger

uyarlanmisg bir {7;, U, u} catis1 alinirsa, egrilikler (0, 1, 1, p) ile verilir.

Sonug 3.5.2: (a,V,,V,) egrisi her zaman i¢in bir Bertrand egrisidir (Honda & Takahashi,

2020).
Uyari 3.5.1: Asli normal dogrultusunun regiiler oldugunu gz ontine alalim.
Egrilikleri (I, m, n,p) olan (a,vy,v,):1 = R3 X A egrisi bir ¢at1 egrisi olsun.
a'(t) = p(Hu(®)
esitliginin tiirevi alinirsa
(@ ®) = p'Ou®) +p@OW'®,
a"(t) = p'(Ou) — pO) (M1 () + n(Ov, (1),
a"(t) = p'®u®) — p@m)v,(6) — p(On(O)v,(t)

olur. @ nin birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerinin vektorel carpimlart ile asagidaki

sonuglar elde edilir:
a'(t) x a” () = p?(On()v, (1) — p*(OmMOv, (1)
(a'® x a"(®) x a'(t) = —p*(OM)v1 () = P*(On(Ov(2)
Burada p(t) # 0. {n,, n,, u} Frenet tipi gatidir.

Sonug¢ 3.5.3: (a,vq,Vv,) ve (&, Vy,7,):1 > R3 X A ¢at1 egrileri olsun. O zaman (a,n,,n,)
ve (@, 1, n,) egrilerinin Bertrand egrileri olabilmesi igin 6(t) bir sabit olmak iizere (3.31)

ve (3.34) denklemlerini saglayan bir A sabitinin olmasi gerekir.

Ispat: Vvt € I igin n(t) = ni(t) = 0 ve Teorem 3.2.1 den 6'(t) = 0 dir. Bu durumda 8 bir

sabittir. m

Boylece asagidaki uyar verilebilir.

Uyari 3.5.2: Bazi noktalarda (m(t),n(t)) = (0,0) oldugunda ,

m(t) = r(t)cos(t)

56



n(t) = r(t)sing(t)

olacak sekilde bir ¢:I - R diferansiyellenebilir fonksiyonu ve pozitif bir r:1 - R

fonksiyonu varsa Sonug 3.5.3 i¢in de benzer sonuclar diisiinebiliriz.
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4. R* OKLID UZAYINDA EGRIi CIiFTLERI

Bu bolimde R* Oklid uzayinda tanimlanan egri ¢iftleri arasindaki yapisal ve diferansiyel
nitelikli iliskiler, kapsamli bir bigimde ortaya konulmustur. Bes alt boliimden olusan bu
kismin, ilk alt béliimiinde Bertrand egri ciftlerine iliskin temel ifadeler sunulmustur. Ikinci
alt boliimiinde Mannheim egri ¢iftlerinin karakteristik dzellikleri analiz edilmistir. Ugiincii
ve dordiincii alt boliimlerde ise ¢at1 egrileri baglaminda Bertrand ve Mannheim egrilerinin
geometrik Ozellikleri arastirilmistir. Besinci alt bolimde de Bertrand egri ¢iftleri yeniden

sistematik olarak incelenmistir.
4.1. Bertrand Egri Cifti

a ve a:1 — R* birbirinden farkli non-dejenere iki egri ve a ve @ egrilerinin hareketli
catilar1 sirastyla {t, ny,n,, n3} ve {Z, ny,n,y, 53} olsun. Boylece Bertrand egri ¢ifti asagidaki

sekilde tanimlanabilir.

Tamim 4.1.1: A: ] — R diferansiyellenebilir fonksiyonu sifirdan farkli olmak iizere Vt € |

i¢in

a(t) = a(t) + A(t)n(t) 4.1

ve ny(t) = £n,(t) ise a ve « egrlerine Bertrand egri ¢ifti denir. Ayrica a ve @, Bertrand
esleri olacak sekilde baska bir a:1 — R* tammli egrisi varsa a:1 — R* egrisinin bir

Bertrand egrisi oldugunu sdyleriz (Izumiya & Takeuchi, 2002).

Bu tanima gore eger a ve a, Bertrand ¢ifti ise 0 zaman a egrisinin birinci normal dogrusu

ile & egrisinin birinci normal dogrusu her nokta i¢in lineer bagimlidir.

s yay parametresi olmak tizere asagidaki Lemma ve Teoremleri verebiliriz.

Lemma 4.1.1: a:] — R* yay parametresi ile verilen non-dejenere bir egri olsun. a ve @

Bertrand egri ¢ifti ise A sifirdan farkl bir sabittir (Honda, Takahashi, & Yu, 2022).

Ispat: « ve @ Bertrand egri ¢ifti ise Vs € I igin
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a(s) = a(s) + A(s)n,(s) 4.2)

dir. Bu ifadenin tirevi alinirsa

(@(s))' = a'(s) + A'(s)n,'(s)
veya

Z()IE(s) = t(s) + A (sIny () + A(s)ny ' (s)

Z()IIE(s) = t(s) + A (sIny () + A(s)ny ' (s)
[@(IEC) = (1 = A1 ())t(s) + A ()ny(8) + AS)ka(Ina(s)  (43)

elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafi n,(s) ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa n,(s) = +n,(s)

oldugundan
I@($)IE(s), 1 (5)) = (1 = A1 (5)){t(s), 1 ()
+A'()(n1(5),n1(5)) + A(S)K2(s)(n2(s),n1(5))
ve
0=21(s)

elde edilir. Bu da A nin bir sabit oldugunu gosterir. A = 0 olsayd: (4.2) denklemine gore

a(s) = a(s) olacagindan bu durum tanim sartin1 saglamaz. Bu takdirde A # 0 bir sabittir.

Teorem 4.1.1: Yay uzunlugu ile verilen non-dejenere bir egri a: I — R* fonksiyonu ile
verilsin. Kabul edelim ki Vs, € I i¢in k3(sy) # 0 bir nokta olsun. O halde a bir Bertrand
egrisi degildir (Honda, Takahashi, & Yu, 2022).

Ispat: s parametresinin @ egrisinin yay parametresi olmadigini varsayalim. Lemma 4.1.1 e

gore
a(s) = a(s) + Any(s)

dir, burada A sifirdan farkli bir sabittir ve n;(s) = +n;(s) dir. Bu ifadenin tiirevi alinarak

(4.3) numarali denklem elde edilir.
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0:1 — R diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak {izere Vs € I i¢in
t(s) = cos@(s)t(s) + sinB(s)n,(s) 4.4)

dir. (4.4) denklemi (4.3) numarali denklemde yerine yazilirsa

@ ()1 (cosO(s)t(s) + sinb(sIny(s)) = (1 — A1 (5))t(s) + Az (s)ny(s)

dir. Ya da
cosO(s)t(s) + sinf(s)n,(s) = %’Slﬁs) t(s) + ﬁ;z—sl)l n,(s)
olur. Buradan
cosO(s) = %};lﬁg
) =)

elde edilir. (4.4) bagintisinin tiirevi alinirsa

(E(s))' = —0/(s)sinB(s)t(s) + (1, (s)cosO(s) — K (s)sind (s))ny(s)
elde edilir. Bu esitlikte (2.15) deki baginti kullanilirsa
1@ ()15, ()71 (5) = —0' (s)sind(s)t(s) + (i1 (s)cosO(s) — K, (s)sind(s)n, (s))
+0'(5)cos0(s)n,(s) + i3 (s)sind(s)ns (s)

bulunur. Bu esitligin her iki tarafi n;(s) ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa n,(s) = +n,(s)

oldugundan Vs € [ i¢in
K3(s)sinf(s) =0

elde edilir. Boylece k3(s) = 0 olur ki bu da k5(s) # 0 kosulu ile ¢eliskilidir. Buna gore a
bir Bertrand egrisi degildir (Honda, Takahashi, & Yu, 2022). m

Sonug 4.1.1: Vs € [ igin k3(sy) = 0 ise a egrisi li¢ boyutlu uzayda yer alir. Yani a nin bir

Bertrand egrisi olmas1 miimkiindiir.
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4.2. Mannheim Egri Cifti

a ve a:l — R* birbirinden farkli non-dejenere egriler olsun. @ ve @ egrilerinin hareketli
catilarini sirasiyla {t, ny, n,, ny} ve {E, ﬁl,ﬁz,ﬁ3} ile gosterelim. Boylece Mannheim egri

cifti asagidaki sekilde tanimlanabilir.

Tanim 4.2.1

(1) vtel igin a(t) = a(t) + A(t)n,(t) ve ny(t) = £n,(t) olacak sekilde bir
A: 1 — R tamimli diferansiyellenebilir fonksiyonu varsa @ ve a egrilerine ikinci tip
Mannheim egrileri (kisaca ikinci esler ya da (nq,7m,)- esleri) denir (Honda,
Takahashi, & Yu, 2022).

(2) Vt el i¢in a(t) = a(t) + A(t)n,(t) veny(t) = £n5(t) olacak sekilde bir : [ —
R tanimli diferansiyellenebilir fonksiyonu varsa da « ve a ¢iftine tgilincii tip
Mannheim egrileri (kisaca tgiincii esler ya da (nqy,7n3)- esleri) denir (Honda,

Takahashi, & Yu, 2022).

Ayrica a:1 — R* egrisinin ikinci tip (iiglincii tip) Mannheim egrisi oldugunu, a ve «
egrilerinin ikinci esler (iigiincii esler) bagka bir non-dejenere a: I — R* egrisi varsa soyleriz.
Eger a ve a egrilerinin ikinci esler (liglincii esler) ise @ nin birinci normal dogrusu ve a

nin ikinci normal dogrusu (liclincii normal dogrusu) her nokta i¢in lineer bagimlidir.

a nin s yay parametresiyle verildigini kabul edelim.

Lemma 4.2.1: a,a : | — R* tamimli non-dejenere iki egri olsun. Tanim 4.2.1 e gore a ve
a egrileri ikinci tip Mannheim egri ¢ifti ya da liglincii tip Mannheim egri ¢ifti ise o zaman A

bir sabittir (Honda, Takahashi, & Yu, 2022).
Ispat :
a(s) = a(s) + A(s)n.(s)

ifadesinin tiirevi alinirsa (4.3) numarali denklem, yani

[HOIEOEIEFIOAO) ORFAOINORMIOIAQUNE)

elde edilir. Daha sonra n,(t) = +n,(t) ve ny(t) = tnsz(t) esitlikleri goz Oniine alnip

ifadenin her iki tarafi n, (s) ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa
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N(s) =0

olur. Bdylece A nin sabit oldugu ortaya ¢ikar. m

Teorem 4.2.1: «a:1 — R* yay parametresiyle verilmis non-dejenere bir egri ve {K, Ky, i3}
ise a egrisinin egrilikleri olarak verilsin. Kabul edelim ki A sifirdan farkli bir sabit olsun. O
halde s yay parametresi olmak iizere a ve a nin ikinci tip Mannheim egri ¢ifti olmasi i¢in

gerek ve yeter sart Vs € [ i¢in

A (s) + 15 (5)) = K1(5) (4.5)

A9 = PO + (1= O) MEOMEOEE o

+x1(s)? ((1 S AQNAOERIAQL (s))2 >0,

f2(s) = 15(s) (215 (5) %13 (s) + K2 (8) Kz ($)K3(s)
— K2 (K} ()3 (8) + K3 ()3 (s)) (4.7)

O AQIAQIAGEFAOIAOIAC)
— K1 ($)k; (5)K3(5)) =0
olmasidir (Honda, Takahashi, & Yu, 2022).

Ispat: Kabul edelim ki @(s) = a(s) + An,(s) non-dejenere ve n,(s) = +7n,(s) olsun.

Buradan

@(s) = (1 - 2 ()E(s) + M (Ina(s)

lla’ ()l = J(l - /1rc1(s))2 + 22K3(s) (4.8)
- o 1—-2Kk(s) AK,(s)
t(S’) - ”E'(s)” t(S) + ”E’(s)” n; (S) (49)
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olur. (4.9) esitliginin tiirevi alinir ve gerekli islemler yapilirsa

”al(s) K1 ()T (s) = T'(s)

_ a1 — Ak, (s)
‘ds< O] >“”

1
+ W ((1 - AK1(S))K1(S) — k3 (S)) ny(s)
d </1K2(s) >n ) Ak, (8)K3(s)

+—| i +———""n
ds \[[@ & @@l

(4.10)

(s)

elde edilir. n,(s) = £n,(s) oldugundan (4.10) denklemi n; (s) ile i¢ garpima tabi tutulursa
(1 = A1 (8))rey (5) — K2 (s) = 0

sonucuna ulasilir. Bu denklem agilirsa

k1(s) — Ak2(s) — Ak3(s) =0
olur. Buradan

Ak () + 13 () = Ky (s)

oldugu goriiniir. Esitligin her iki tarafi A ile ¢arpilirsa

(k2 (s) + K2(s)) = Ay (5)

elde edilir. Bu denklemin her iki tarafina da (1 — 22K, (s)) eklenip gerekli diizenlemeler

yapilirsa
(1- /hcl(s))z + 22K3(s) = (1 — Ay ()

olur. (4.6) numarali denklemde (1 — Ak, (S))2 ifadesinin yerine (1 — A, (s)) — A2k3(s)

yazilirsa

la’ ()l = /1 = 2Ky (5)
olur. Bu nedenle 1 — Ak, (s) > 0 dir ve A pozitif bir sabittir.

a egrisinin ikinci ve liglincii mertebeden tiirevleri alinirsa

@’ (s) = —Ari()E(s) + Aty (s)ny(s) + Az ()3 (5)ns (s)
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7" (5) =~ () ~ 2, (6) 4 A5 (5) — (I (5D macs)

+2(2r5 ()3 (s) + K2 (8)K5(5))ns(s)

elde edilir. Ayrica @, @ ve @' egrilerine vektorel garpim islemi uygulanip gerekli
diizenlemeler yapilirsa
aG)xa (s)yxa' (s)
2

= %K{(S)K% (S)K3 (s)t(s)

215 (s)
K1(s)
+ 15 (5)Ke3 (5))

+ 161 () (2K1 ()13 (8)res () + K1 ()icz (8)res ()

(Kz(S)(ché ()%13(5) + 102 ()i (9K (8) — kea (S)kef ()3 (s)

A
- Kil(s)’fz(s)’%(s))) ny(s) — 2 (1 2 /1K1(5))K1(5)K2(5)K3(S)nz(s)

A
(R O) COIORRTHOLAO)ENG

olur. Burada t(s) nin katsayis1 A(s), n4(s) nin katsayis1 B(s), n,(s) nin katsayis1 C(s) ve
nz(s) nin katsayis1 D (s) olarak adlandirilirsa

—y

a(s)xa (s)xa' (s)=A(s)t(s) + B(s)n(s) + C(s)n,(s) + D(s)ns(s)

oldugu belirtilir. 1,(s) = — n3(s) X t(s) x n,(s) esitligine paralel olarak

- (a’(s) x @' (s) x a”’(s)) x @ (s) x @' (s)
= 22K (s)K3(s)B(s)t(s)
+2((1 = 1e1()) (—1()D(s) + 16 ()5 (5)C(s))
— Uz () (KL (S)D(S) + Kz ()i ($)A(s) ) ) ma (5)
— (1 = 21 (8) )1ep ()13 () B(s)n ()
+ 2((1 = ey ()5 () + A () (5) ) B()ms (s) (4.11)

elde edilir ve n;(s) = n,(s) oldugundan (4.11) esitliginin her iki tarafi t(s) ile i¢ ¢carpima
tabi tutulursa
A?Kk2(s)k3(s)B(s) =0
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olur. Burada A%k3(s) # 0 olacagmdan x3(s)B(s) = 0 olmas1 gerekir. Eger B(s) # 0
olursa o zaman k3(s) = 0 olur. Ayrica (4.11) denklemi ns(s) ile i¢ carpima tabi

tutuldugunda
(1= 1)) () + Maef ()2 () ) B(s) = 0
elde edilir. O halde
2((1 = M1 (D) () + Aref () () ) = 0

olur ve bu durum geligkilidir. Dolayisiyla Vs € I igin B(s) = 0 yani f,(s) = 0 olur. Bu
kosul altinda Vs €I i¢in @' (s) xa@ (s)xa@ (s)# 0 olabilmesi icin ancak ve ancak

f1(s) > 0 olmalidir. m

Tersine, kabul edelim ki Vs € I i¢in A(k2(s) + k5(s)) = k.(s), f1(s) >0 ve fo,(s) =0
olsun. Gerekli hesaplamalar yapilarak Vs € I igin a(s) = a(s) + An,(s) ve n,(s) =
+n,(s) esitlikleri elde edilir. Bu durum a ve a egrilerinin ikinci tip Mannheim egri ¢ifti

oldugunu gosterir (Honda, Takahashi, & Yu, 2022).
Onerme 4.2.1: Teorem 4.2.1 deki varsayimlar ve notasyonlar altinda
a(s) = a(s) + An,(s)

ifadesi ile a ve a egrilerinin ikinci tip Mannheim egri ¢ifti oldugunu kabul edelim. «

egrisinin egrilikleri

ANG1(s)

K (s) = 3
(1 - 2Ky (s)) 2
7 (s) = A fi(s)

2(1 — Ay (s))3Ef (s) ’

K3(s) = 9z (55)3 >
(1 — AKq (5)) K1 (s)K5 ()
dir. Burada
91(s) = (1= Ay ()) (e () + 13 ()rea(s)) = Kig,s) :
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2

A 1
92(s) = — 1 ($)x5 (s)K3(s) (—ﬂki” (s) + 51 (S)y (S))
1 1
) (1 - AKl(S))Aki(S)Kz (s)K3(s) (‘ Eki(s)’fz(s) + 3" (s)
— 35 ()5 (5) — Ak ($)K3(S)k3 (S)>

+ %m'(s) ((1 = A1 ())re5(5) + Axe (a5 ) (B ()rea ()
— Ak, ($)K3 (8) + 3Ak5(s)K5(s) + Ak, (s)Ks"'(5))
dir (Honda, Takahashi, & Yu, 2022).
Ispat: Teorem 4.2.1 deki varsayimlara gére, Vs € I igin
A (8) + K3 (5)) = ks (S)
fi(s) >0, f,(s) =0

dir. ‘@ egrisinin birinci, ikinci, iiglincii ve dordiincii mertebeden tiirevleri, gerekli

hesaplamalar sonucunda asagidaki sekilde elde edilir.
@ (s) = (1= e (5))t(s) + Arep (s)ny(s)
@' (s) = —Areq (8)t(s) + Ay ()ny (s) + Atz ()3 ()n3(s)

@' (s) = =", (s)t(s) — Klz(s)

() + (x5 (s) — k2 ($)K3 () ), (s)
+2(2r5 (i3 (5) + K2 (8)K5(5))ns(s)

—(4) ) 1

a " (s) = <—1K1 '(8) + 51 ()rey (S)> t(s)

K1 (s)
2

- (Mi’ ($)12(8) + ==+ (05 (5) = ex ()3 <s>)x2<s)) m(s)
1 !
+ (—Exl(sm(s)

+ (13" (s) = 3K ()3 (5) — 3k ($)Kez (ks (S))) nz(s)

+ A(3K7 ($)K3(5) — K2 (8)K3 (5) + 3Kz ($)k3(5) + Kea (8)K5 () )ma(s) -
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Ayrica
')l = 1= AKq(s)

la” ()1l = /1\/161(5)2 + 15 (5)?2 + k3 ()5 (s)

dir. Daha sonra A(x?(s) + k2(s)) = k;(s) denkleminin tiirevi alarak
2211 (K1 (5) + K2 ($)kez ' (5)) = K1 (5)

elde edilir. @(s) egrisinin birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerinin i¢ ¢arpimi

— — 7 2 7 A’ /

(@ (), @"()) = (1= A1 ()) (=K1 (5)) + Az ()3 (5) = =511 (5)
seklinde hesaplanir. Buradan gerekli hesaplamalar yapilarak

—r 2 (=11 2 — —r
918 = [[@' @ [[@" )" = @' (), @" (D)
/12
= 22(1 = 211 (8)) (1 () + 13(5)% + K3 ()3 (5)) — ZKi(S)Z

esitligi elde edilir. Ayrica bazi matematiksel hesaplamalar neticesinde

a(s)xa (s)yxa' (s)
2

2
== K1 ()2 (K3 (s)t(s)

A ,
-3 (VI AQNAQIAIASAC

A
+ 5 ((1 S AQNACIACOER AR (s)) ns3(s) (4.12)

||E'(s) x aH(S) % a/u(s)” — /1\/ flz(s)

A%~

—I! I

g2(s) = det (a’(s), a'(s)a" (s),a®” (s>) (@ () xT'(s) x@"(s)),a™(s))

elde edilir. m

Sonug olarak a egrisinin birinci, ikinci ve Uigiincii egriligi asagida verilmistir.
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o J |@ @I 7" @I - (@ .7 ))°

Fals) = PR : 4.13
(1- Ay (5)) 7 @l 1)
% (s) = MWFi(s) _l@@ xa"s) xa" )
2(1 - My (8)) 5 (5) HSEAC . 4.14)
Ry(s) = 92(5) (@070 0.a"6)
(1= 2, () 3 (TS (5) 12 )| "% ()2 (s) (4.15)

Teorem 4.2.2: a:1 — R* egrisi yay uzunlugu ile verilmis non-dejenere bir egri olsun. a ve
a egrilerinin ligiincii tip Mannheim egri ¢ifti olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar Vs € [ igin
K1 (s) ve K, (s) egriliklerinin pozitif sabitler olmas, k3(s) # 0, A(kZ(s) + k3(s)) = Ky (s)
ve a(s) = a(s) + An,(s) esitliklerinin saglanmasidir (Honda, Takahashi, & Yu, 2022).

Ispat: @(s) = a(s) + An,(s) ve ny(s) = +7n3(s) oldugunu kabul edelim. Bu ifadenin

tiirevi alinarak
@ (s) = (1 — 2 (5))t(s) + Area (5)ny(s)

oldugundan a(s) egrisinin tiirevinin normu

@)l = J(1 - () + 2 5)

olarak elde edilir. Ayn1 zamanda a(s) egrisinin teget vektorii

_ (1 — Ak, (s)) A, (s)
t =——1 + —
O=TFer Wt ERel

ny(s) (4.16)

dir. (4.10) denkleminin tiirevi alinirsa

@ (5)||%1 ()71 (s) = T (s)

_d (1= 2Ky(s) 1

= s <W) t(s) + W ((1 - ﬂ’ﬁ(s))’ﬁ(s) - AK%(S)) ny(s)
d ( Ary(s) Ak ()3 (s)
o) o

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi n,(s) = +n3(s) ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa
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(1 = Ay (5))rey (5) — K2 (s) = 0
olur. Boylece Vs € I igin

At () + 13 (5)) = K (s)

saglanmis olur. Ayrica gerekli hesaplamalar yapilirsa
(1- Akl(s))z + 22k3(s) = 1 — Ak, ()

olur. Bu nedenle 1 — Ax;(s) > 0 dir ve ||E'(s)|| = /1 — Ak, (s) yazilabilir. Frenet-Serret

formiillerinden

(s)

ny(s) =

1 (_ Ak1(s) .
[ lxa )\ 2l[@’ ()]

Ay (s) | Ay ()i (s) aAOLO)
—+ e (4.17)
(||E Bl 2”6,(5)”3 )nz(s) FO ng(s))

oldugu biliniyor. n;(s) = +nz(s) esitliginde karsilikli iki tarafin tiirevi alinirsa

—[[@ (9)[[ie3 ()2 (5) = £(=r1 ()t () + Kz (In2(5))

elde edilir. Bu durumda

ny(s) =+ (—r1(8)t(s) + K2 (s)nz(s))

1
[[@ ()73 (s)
oldugundan Vs € I i¢in k3(s) # 0 dir. Ayrica Vs € [ igin k; ve k, pozitif sabitlerdir ve

k1(s) = k5(s) = 0 saglandigindan

ny(s) = nyp(s) x nz(s) x t(s) = &

(s)

K'z n
17 | 7sls)

olur. 4 nin da pozitif bir sabit oldugu goz onilinde bulundurularak gerekli diizenlemeler
yapilirsa a(s) egrisinin birinci, ikinci ve liglincii mertebeden tiirevleri asagidaki sekilde

yazilabilir.
@' (s) = (1= Aky)t(s) + Aieany(s),
5”(5) = kK3 (s)n3(s),

@ (s) = Aeaic3 ($Ing(s) + Aezicy (s)n (s).
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(4.12) numaral1 denklemin normu alinirsa
[@'(s) x@"(s) x@" ()| = (1 = Aky)A%xG K3 () i3 ()l

elde edilir. a(s) egrisinin non-dejenere olmasi kosulu goz Oniine alinirsa Vs € [ igin

ks(s) # 0 olmasi gerekir.

Tersine, kabul edelim ki x; ve Kk, pozitif sabitler olsun. Vs € I igin x3(s) # 0 ve
Az (s) + K3 (5)) = K1 (S)

olsun. Gerekli matematiksel hesaplamalar ve diizenlemeler yapilarak Vs € I i¢in a ve a

non-dejenere egrileri i¢in
a(s) = a(s) + An,(s)

bagintisinin saglandigi ve n,(s) = +n3(s) oldugu sonucuna ulasilir. Bu durum a ve @
egrilerinin {iglincli tip Mannheim egri ¢ifti oldugunu gosterir (Honda, Takahashi, & Yu,

2022). m
Onerme 4.2.2: Teorem 4.2.2 deki varsayimlar altinda altinda kabul edelim ki Vs € I igin
a(s) = a(s) + An,(s)

bagintisi ile birlikte a ve a egrilerinin li¢lincii tip Mannheim egri ¢ifti olsun. a egrisinin

egrilikleri
_ x| 13 (s) ||
Ki1(s) = 1_—/1161.
K2 (s) = |les ()l
Kok3(S)

K3(s) =
) = Tl
esitlikleriyle hesaplanir (Honda, Takahashi, & Yu, 2022).

Ispat: Teorem 4.22 ile Vs€I icin k,(s) ve k,(s) nin sabit sayilar oldugu
A(kZ(s) + k2(s)) = Kk, (s) bagmtist ile elde edilir. Bu dogrultuda Onerme 4.2.1 in ispatinda
yer alan a(s) egrisinin birinci, ikinci, tiglincii ve dordiincii mertebeden tiirevleri yeniden

diizenlenip asagidaki sekilde yazilabilir.
@'(s) = (1 = eyt (s) + Areamy(s),

E”(s) = Arzk3(s)ngz(s),
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@’ (s) = —Aau ($)ny(s) + Atyrc (s)ns (s),
@ (s) = it (s)na () + —3yies ()5 ($Iny (5) + A (5) = repred () (s) -
Ayni sekilde Vs € [ igin k4 (S) ve Kk, (s) sabit sayilar oldugu i¢in
1@ ] = V1= ks,
[@" )] = Aezllies (I,
(@ (s),a"'(s)) =0,

_III

&' () x @ () x @' (5)|| = (@ — A )2A22K2 () I3 (),

det (a’ )@ ()@ (s),a® (s)) = (1 = A Pichi (s)

esitlikleri yeniden yazilabilir. Bu durumda a(s) egrisinin egrilikleri

[ || Ay llres ()]

Ki(s) = ”a (S)”Z -1 — i, )

@' (s) x a”(s) xa' ()

%, (s) = = [k,

@' )] "% ()
B det (a’ )@’ (s),a"(s),a® (s)) Kyk3(S)
5= ”51(5)“10Ei’(s)’<2 (s) - (1= A ez ()

seklinde elde edilir. Burada

Ko

K3(s) = (1——/1K1)

oldugundan, k5 (s) egriliginin sabit oldugu ortaya ¢ikar (Honda, Takahashi, & Yu, 2022). m

Uyan 4.2.1: Ikinci ve iiglincii tip Mannheim egrilerinin tamimlarina gore, a mn ikinci ve
ticlincii tip Mannheim egrisi oldugu yoniinde higbir sey yoktur. Ayrica Teorem 4.2.1 ve

Teorem 4.2.2 de elde edilen bulgular dogrultusunda k4 ve k, egrilikleri sabitlenirse, o zaman

Vs € I i¢in f;(s) = 0 olur.

71



4.3. Cat1 Egrilerinde Bertrand Egri Cifti

(a,v1,v5,13) ve (@, V1,0, V3):1 — R* X A cat1 egrileri olsun. a ve @ cat1 egrilerinin
egrilikleri sirastyla (14,15, ..., s, ¥) Ve (21,22, ...,26,7) olarak verilsin. a ve a egrilerinin

birbirlerinden farkli oldugunu kabul edelim. Yani a Z a olsun.
Tanim 4.3.1: Vt € [ igin

a(t) = a(t) + A()v,(t) (4.18)
Ve

v1(8) = v1(t) (4.19)

olacak sekilde bir 1: I — R fonksiyonu varsa (a, v4, v,, V3) ve (@, V1, Uy, V3) ¢at1 egrilerine
Bertrand ¢ifti (birinci esler ya da (v; — ;) esleri ) denir. (a, v, V5, v3) ve (@, Uy, Uy, U3)
egrileri Bertrand cifti olacak sekilde bir (@, ¥y, 7,,V3):1 — R* X A ¢at1 egrisi varsa

(a, v1,v,,13): 1 — R* X A egrisine Bertrand egrisi denir (Honda, Takahashi, & Yu, 2022).

Lemma 4.3.1: Tanim 4.3.1 deki notasyonlar altinda (a, v4, v,, v3) ve (@, V1, V2, U3) egrileri

Bertrand ¢ifti ise o zaman A sifirdan farkli bir sabittir (Honda, Takahashi, & Yu, 2022).
Ispat: Vt € I icin (4.18) denkleminin yani
a(t) = a(t) + A(t)v,(t)
ifadesinin tiirevi alinarak
F(©), D) = (a(®) + AL O)u®) + ' (v, () + AL (D, (2) + A ()3 (D)
elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi v;(t) = v,(t) ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa Vt € [ igin
A)=0

olur. Bu nedenle A bir sabittir. 1 = 0 kabul edilirse a(t) = a(t) olacagindan tanim kosulunu

saglamaz. Bu nedenle A # 0 bir sabittir. =
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Teorem 4.3.1: Egrilikleri (I3, 15, ...,1s,¥) olan (a,vy,v,,v3):] — R* XA ¢at1 egrisi
verilsin. (a, v1, V5, v3) ¢at egrisinin Bertrand egrisi olabilmesi igin gerek ve yeter sart

stfirdan farkli bir A sabitinin ve Vt € [ igin

Ly (t)cosy(t) — L, (t)siny(t) =0 (4.20)

ve
A (®)sin(t) + L (E)cosyp(t))cosO(t) — (y(t) + As(t))sinf(t) =0 (4.21)
olacak sekilde ¥, 6:1 — R diferansiyellenebilir fonksionlarinin var olmasidir. (Honda,

Takahashi, & Yu, 2022)

Ispat: Kabul edelim ki (a, v;, v,, v3) egrisi, Bertrand egrisi olsun. Bu takdirde Tanim 4.3.1
ve Lemma 4.3.1 ¢ gore Vt €1 igin a(t) = a(t) + A(t)v,(t) ve v1(t) = v;(t) olacak
sekilde sifirdan farkli bir A € R sabiti ve (@, V4, V5, V3) ¢at1 egrisi vardir. (4.18) denkleminin

turevi alinarak

F(©, 1)) = (a®) + AOLO))u®) + X' (O, () + AL (O (1) + AL ([Ovs(L)

elde edilir. v, (t) = v;(t) oldugundan diger vektorler arasinda

V(1) v, (8)
v3(t)| = A(t) |vs(t)
ﬁ3(t) :(t) (4.22)

olacak sekilde A(t) € SO(3) doniisiimii vardir (Karakus & Tosun, 2021). Bu durumda

0, ¢,: I — R dieransiyellenebilir fonksiyonlar olmak {izere Vt € I i¢in

A(t)

cos¢p(t)cosyp(t) — sing(t)cosO(t)sinp(t) —cosp(t)sin(t) — sing(t)cosO(t)cosp(t) sing(t)sind(t)
= [sing (t)cosy(t) + cosp(t)cosO(t)sinp(t) —sing(t)sin(t) + cosp(t)cosO(t)cosyP(t) —cosp(t)sind(t)
sin (t)sin(t) sinf(t)cosy(t) cosf(t)

olarak verilir. (4.22) denkleminden

u(t) = sinf(t)siny (t)v,(t) + sinb(t)cosy(t)v;(t) + cosO(t)u(t)

yazilabilir. Gerekli matematiksel islemler yapilarak

y(t)sinf(t)siny(t) = Al (t), (4.23)
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y(t)sinf(t)cosy(t) = Al,(t), (4.24)
y(t)cosO(t) = y(t) + Al;(t) (4.25)

elde edilir. Burada (4.23) numarali denklem cosy(t) ile ve (4.24) numarali denklem

sinp(t) ile ¢arpilip elde edilen denklemler esitlenerek gerekli diizenlemeler yapilirsa

L (©)cos(t) — L(t)siny(t) =0,
y(t)sind(t) = Al (t)sinp(t) + 1, (t)cosy(t)) (4.26)

olur. (4.25) denklemi sinf(t) ile (4.26) denklemi cos@(t) ile carpilirsa elde edilen

denklemlerin esitliginden Vt € [ igin

AL (©)sin(6) + L (E)cosp(t))cosO(t) — (v(£) + Alz(t))sin(t) = 0
denklemi ile sonuglanir ve ispat tamamlanmis olur. m
Tersine, kabul edelim ki, (4.20) ve (4.21) denklemleri, yani

Ly (t)cosy(t) — L, (t)siny(t) =0

AL (@) sin(t) + 1, (t)cosy(t))cosO(t) — (y(t) + /1l3(t))sin9(t) =0
olsun. 8,¢,:1 — R diferansiyellenebilir fonksiyonlari ve sifirdan farkli bir 4 sabiti
verilsin. Bu takdirde (4.18) denkleminden

a(t) = a(t) + vy (1),

v, (8) = v,(0),

U, (t) = (cosdp(t)cosy(t) — sing(t)cosO(t)siny(t))v,(t)
+ (—cosp(t)sinp(t)
— sing(t)cosO(t)cosy(t))vs(t)

(4.27)
+ sing (t)sinf (t)u(t),
v3(t) = (sing(t)cosy(t) + cosp(t)cosO(t)siny(t))v,(t)
+ (—sing(t)siny(t)
+ cos¢p(t)cosO(t)cosy(t))vs(t)
(4.28)

— cosp(t)sind(t)u(t)
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denklemlerinin saglandigi bir (&, v,,v,,73):1 — R* X A fonksiyonu tanimlanir. Gerekli
matematiksel hesaplamalar dogrultusunda (@, v, V,, V3) egrisinin bir ¢at1 egrisi oldugu ve
bu nedenle (a,vy,v,,v3) egrisinin de bir Bertrand egrisi oldugu ifade edilir (Honda,

Takahashi, & Yu, 2022).

Sonuc¢ 4.3.1: Egrilikleri (14,15, ...,1s,¥) olan (a, vy, vy, v3):1 — R* X A bir cat1 egrisi

olsun. Vt € I igin [ (t) = [,(t) olursa o zaman (a, v4, V,, V3) bir Bertrand egrisi olur.

Ispat: Vvt €1 igin [,(t) = [,(t) olursa o zaman (4.20) numarali denklem saglanir. Ayrica
Vt € I i¢in 6(t) = 0 alinirsa o zaman (4.21) numarali denklem elde edilir. Bu sartlar altinda

ve Teorem 4.3.1 e gore (a, v4, vy, V3) Bertrand egrisidir. m

(a, v1,v5,13): 1 — R* X A ¢at1 egrisinin egrilikleri (I4, 1, ..., lg,¥) olsun. Uyarlanmis bir
{01, Uy, U3, 1} catist alinirsa o zaman bu ¢atinin egrilikleri (0,0, [5,0, ls, I, y) olur (Honda,

Takahashi, & Yu, 2022).

Sonug 4.3.2: Uyarlanmus bir ¢at1 i¢in (a, ¥, ¥, ¥3): I — R* X A her zaman bir Bertrand
egrisidir.

Onerme 4.3.1: Kabul edelim ki (@,vy,v,,v3) ve (@, Vy,7V,,V3):1 — R* X A egrileri,
(4.18), (4.19), (4.27), (4.28) denklemleri ile verilmis Bertrand egri ¢iftleri olsun. O halde

(a,v1,v,,73) ¢at1 egrisinin egrilikleri (Zl, 1y ... ,26,7) asagidaki sekilde hesaplanmustir:

—y(t)sing(t)sinb (t)

Z1(t) = 1 )

1,(t) = (L (®)siny(t) + [, (t)cosy(t))cosp(t)cosO(t) — l5(t)cosp(t)sind(t),
L(6) = (LOsinp(t) + L,(H)cosp(t))sind(¢) + L3 (£)cosh (D),
L(6) = =9/ (&) + (L (t) = 9" (1) )cosB(t) — (Is(D)cosyp(t) — Ls(D)simp(t))sind (¢),
I5(6) = 6'(®)sing(®) + (1,(6) — Y’ (t))cosp()sind(t)

— (s (©)sinp(t) + L6 (t)cosy(t))sing (t)

+ (I5(t)cosp(t) — lg(t)sinp(t))cosep(t)cosO(t),
26(t) = —0'(t)cosp(t) + (14(t) — ¢’(t))sin¢(t)sin9(t)

+ (5 (t)sinp(t) + Lg(t)cosp(t))cosp(t)

+ (I (t)cosy(t) — lg(t)sinp(t))sing(t)cosO(t),

y(t) = /'l(ll (O)sinyp(t) + lzcosv,b(t))sine(t) + ()/(t) + Alg (t))cose(t).
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Ispat: Gerekli matematiksel hesaplamalar sonucunda

u(t) = sinf(t)sin (t)v,(t) + sinb(t)cosy(t)v;(t) + cosO(t)u(t)

elde edilir. @, v,, v,, V5 ifadelerinin tiirevleri alinarak
@ = A ()v,(6) + A (s (0),
1 () = L (v, () + L(O)v3(8),

Ty (t) = (11 (t)(sing(t)cosO(t)sinp(t) — cosp(t)cosy(t))
+ L, (1) (sing (t) cosO (t)cosp(t) + cosp(t)sinmp(t))
— I5(t)sing (t)sin6 (t))vl (t)
+(=¢'(t)sing(t)cosyp(t) — P’ (t)cosep(t)sinp(t) + 0'(t)sing(t)sinb(t)sinp(t)
— @' (t)cosp(t)cosO(t)siny(t) — ' (t)sing(t)cosO (t)cosy(t)
+ 1, (t)(cosp(t)siny(t)
+ sing (t)cosO(t)cosy(t))—ls(t)sing(t)sind(t))v,(t)
+(¢’(t)sin¢(t)sin¢(t) —YP'(t)cosp(t)cosy(t) + 0'(t)sing(t)sinb(t)cosy(t)
— @' (t)cosp(t)cosO(t)cosy(t) + ' (t)sing (t)cosO(t)siny(t)
+ 1, (t) (cosp(t)cosp(t) — sing(t)cosh(t)sin(t))
— l(t)sing (t)sind (t))v3 (t)

+(q§’(t) cosp(t)sinf(t) + 6'(t)sing(t)cosO(t)
+ 5 (t)(cosp(t)cosy(t) — sing(t)cosO(t)siny(t))
+ lg(t) (cosp(t)sinp(t) + sing(t)cosb (t)cosv,b(t)))u(t),

T5(t) = (—ll(t) (cosgp(t)cosO(t)sin(t) — sing(t)cosy(t))
+ lz(t)(—cosd)(t)cose(t)cosd)(t) + sinqb(t)sim/)(t))
+ l3(t)cos¢(t)sin9(t))v1(t)
+(¢p'(t)cosp(t)cosy(t) — ' (t)sing (t)siny(t) — 8'(t)cosp(t)sind(t)siny(t)
— @' (t)sing(t)cosO(t)siny(t) + ' (t)cosdp(t)cosO(t)cosy(t)
+ 1, (t)(sing(t)siny(t)
— cosp(t)cosB(t)cosy(t))+1s(t)cosp(t)sind (t))v,(t)
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+(—¢’(t)cos¢(t)sinlp(t) — Y’ (t)sing(t)cosy(t) — 0'(t)cosp(t)sind(t)cosy(t)
— @' (t)sing(t)cosO(t)cosy(t) — ' (t)cosp(t)cosO(t)siny(t)
+ 1,(t) (sincp(t)cosd}(t) + cosqb(t)cosH(t)sim/J(t))
+ l¢(t)cosp(t)sind (t))v3 (t)

+(¢’(t)sinq,’)(t)sin9 (t) + 0'(t)cosp(t)cosO(t)
+ I (t)(singp(t)cosy(t) + cosdp(t)cosO(t)siny(t))
+ L (t) (—sing (£)sinp (t) + cosd(t)cosb () cosp(t)))u(t)

olur. (4.20) ve (4.21) denklemleri ile gerekli hesaplamalar sonucunda egrilik elde edilir.
Ozellikle (@, vy, v,,73):1 — R* X A ¢at1 egrisi i¢in Vt € I i¢in ¢(t) = 0 alinirsa
a(t) = a(t) + Avy (o),
v1(t) = v, (8),
U, (t) = cosyp(t)v,(t) — sin(t)vs(t), (4.29)
U3 (t) = cosO(t)sinp(t)v,(t) + cosB(t)cosy(t)vs(t) — sind(t)u(t) (4.30)
seklinde verilir. m

(a,v;,v,,V5) egrisinin bir ¢at1 egrisi oldugu goriiliiyor. Ayrica (a@,vq,v,,V3) Ve

(a,v1,v,,V3) egrileri Bertrand egri ¢iftleridir.

Sonu¢ 4.3.3: Kabul edelim ki, (@,vy,v,,v3) ve (@,Vq,V,V3):1 — R* X A egrileri

Bertrand egri cifti olsun ve bu baglamda (4.18), (4.19), (4.31) ve (4.32) denklemleri
saglansin. O halde (@, 7y, v, U3) egrisinin egrilikleri (11,15, ..., ls,7) asagidaki sekilde

hesaplanir:
L@ =0,
1,(t) = (L (®)siny(t) + [, (t)cosy(t))cosO(t) — I3(t)sinb(t),
() = (L (©)sin(t) + L () cosp(t))sind(t) + L3(t)cosO (L),
L) = (L(t) —P'(®))cosb(t) — (Is(t)cosp(t) — Ls(t)sinp(t))sind(t)
Is(6) = (L, () —P'(®))sind(t) + (Is(t)cosp(t) — Ls(t)sin(t))cosO(L)
Is(t) = —0'(t) + Is(O)sin(t) + () cosy(t),
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y(t) = AL (t)siny(t) + 1, (t)cosy(t))sinb(t) + ()/(t) + Alg (t))cose(t) .

Uyan 4.3.1: (a,v,,v,,v3) ve (@, V,,V,,V3): 1 — R* X A egrilerinin (4.18), (4.19), (4.29)
ve (4.30) denklemlerini saglayan Bertrand egri ¢ifti oldugunu kabul edelim. (4.21)

denkleminden

- y(t)sin(t)
o) = 2
olarak hesaplanir (Honda, Takahashi, & Yu, 2022).

Ornek 4.3.1: (@, vy, v,, v3):[0,2m) — R* X A cat1 egrisi
. . . 1 1
a(t) = (tsmt + cost, —tcost + sint, tsin2t + EcosZt, —tcos2t + EsinZt)

olarak verilsin. (a'(t), v, (t)) = 0 ve (a'(t), v,(t)) = 0 olacak sekilde
v,(t) = (—sint, cost, 0,0),
v,(t) = (0,0, —sin2t, cos2t)

vardir. Bu takdirde

2 1 ]
va(t) = —= (cost, sint, — 5 cos2t, — 5 sin2 t)

V5

olur. Ayrica

1
u(t) = vi(t) X vy(t) X v3(t) = —5(cost,sint, 2c0s2t, 2sin2t)

\5

ve (@, v4, V5, V3) cat egrisinin egrilikleri de

2 1 2 4
FEEE

olarak hesaplanir. Bu durumda t = 0 noktasinin, & egrisinin singiiler bir noktas1 oldugu ifade

GO0, - 16D,y @) = (0,

edilebilir (Ishikawa, 2016). Eger ¥(t) =0 , A = —/5 ve 6 degeri icin 2cos6(t) —
(V/5 + 1)sind(t) = 0 olursa o zaman (4.20) ve (4.21) numarali denklemler saglanir. Bu

baglamda Teorem 4.3.1 deki notasyonlar altinda (@, vy, v,, v3):[0,2m) — R* X A egrisi
Bertrand egrisidir. Bununla birlikte (4.18), (4.19), (4.29) ve (4.30) denklemleri

dogrultusunda bir (@, v, V5, 73): [0,2m) — R* X A cat1 egrisi ele alinirsa
at) = a(t) — Vv, (b),

78



v, (8) = v, (0),

v2(t) = v2(b),

v3(t) = cosO(t)vs(t) — sinf(t)u(t)
1

2
\/ (V5t+1)" +4
olarak hesaplanir. Bu durumda (a, v,, v,, v3) ve (@, V4, V5, U3) egrileri Bertrand egri ¢iftidir

(Honda, Takahashi, & Yu, 2022).

(Ztcost, 2tsint, —(t + \/g)sinZt)

4.4. Cat1 Egrilerinde Mannheim Egri Cifti

(a, v1,v,,13) ve (@, Uy, V,,V3): 1 — R* X Acati egrileri ve bu egrilerin egrilikleri sirastyla
(I, L, ... L, ¥) ve (lez, ...,16,7) olarak verilsin @ ve @ egrilerinin birbirlerinden farkli

egriler oldugunu kabul edelim. Yani a % a olsun.

Tanim 4.4.1:
(1) vt € I i¢in
a(t) = a(t) + A()v,(t) (4.31)

ve v;(t) = +v,(t) olacak sekilde bir A:] — R tamimli diferansiyellenebilir
fonksiyonu varsa (&, vy, V5, V3) ve (@, V1, V4, U3) ¢ati egrilerine ikinci tip Mannheim
egrileri (kisaca ikinci esler ya da (v, vV,)- esleri ) denir (Honda, Takahashi, & Yu,
2022).
(2) vVt € I i¢in
a(t) = a(t) + A()v,(t)

ve v;(t) = +v;5(t) olacak sekilde bir A:] — R tamimli diferansiyellenebilir
fonksiyonu varsa da (@, vy,v,,v3) ve (@, 7,V V3) cati egrilerine igiincl tip
Mannheim egrileri (kisaca tgiincii esler ya da (vq,V3)- esleri ) denir (Honda,

Takahashi, & Yu, 2022).
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Lemma 4.4.1: Tanim 4.4.1 deki notasyonlar altinda (a, vy, V5, v3) ve (@, Vq, V5, V3) ¢ati

egrileri ikinci tip (veya ligiincii tip) Mannheim ¢ifti varsa o zaman A sifirdan farkl bir sabittir

(Honda, Takahashi, & Yu, 2022).

Ispat: vt € I icin (4.31) denkleminin tiirevi alinirsa

YORE® = (y(©) + 2D 0)u(t) + A’ ([©)v1 (1) + AL (O)vo (1) + A (D)vs(t)

olur. Bu esitligin her iki tarafi v,(t) = £v,(t) (veya v (t) = +v5(t)) vektorleriyle ig
carpima tabi tutulursa Vt € I igin A'(t) = 0 olur. Dolayisiyla A bir sabittir. 1 = 0 olmasi
durumunda @ (t) = a(t) esitligi tanim kosulunu saglamadigindan A nin sifirdan farkli bir

sabit oldugu ispatlanmis olur.

Cati1 egrilerinin Bertrand Egrisi, ikinci ve ligiincii tip Mannheim Egrisi tanimlart ile asagidaki

sonuclar elde edilir:

Teorem 4.4.1: (@, v;, V5, v3):1 — R* X A cat1 egrisi olsun. Bu takdirde asagidaki bilgiler

mevcuttur (Honda, Takahashi, & Yu, 2022).

1) (a,vy,v,,v3) egrisi bir Bertrand egrisidir.
2) (a,vq,v,,v3) egrisi ikinci tip Mannheim egrisidir.

3) (a, vy, vy, v3) egrisi iglincii tip Mannheim egrisidir.
Ispat: Kabul edelim ki (a, v;, v,, v3) bir Bertrand egrisi olsun. Yani Vt € I igin
a(t) = a(t) + Av,(b)

ve v, (t) = v, (t) olacak sekilde (@, v;, V5, V3) cati egrisi olsun. Burada A nin sifirdan farkli

bir sabit oldugunu biliyoruz. Eger
(U1, Do, U3) = (U3, V172)
olarak belirtilirse, o zaman (@, ¥;, U,, ¥3) egrisi de Vt € I igin v, (t) = ¥,(t) olan bir ¢at1

egrisidir. Dolayisiyla (a, vy, vy, v3) egrisi, ikinci tip Mannheim egrisidir ve tersi de

gecerlidir (Honda, Takahashi, & Yu, 2022).

Ayrica (¥, U,, U3) = (v,, V3v,) olursa, o zaman (@, ¥, ¥,, U'3) egrisi Vt € I i¢in v, (t) =
U5(t) esitliginin saglandig1 bir ¢at1 egrisidir. Dolayisiyla (a, v4, v,, v3) egrisi tiglinci tip

Mannheim egrisidir ve tersi de kabul edilebilir (Honda, Takahashi, & Yu, 2022). m
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Ikinci ve {i¢lincii tip Mannheim egrilerinin varolus kosullarinin dogrudan hesaplamalari ile

de Teorem 4.4.1 ispatlanabilir (Honda, Takahashi, & Yu, 2022).

4.5. Dort Boyutlu Oklid Uzayinda Regiiler Egrilerin Bertrand Egrilerinin Yeniden

Degerlendirilmesi

a:] — R* egrisi, s yay parametresiyle verilmis non-dejenere bir regiiler uzay egrisi olsun.
Aym zamanda (a,nq,m,,n3):1 — R* X A bir egri olarak kabul edelim. O halde a(s)

egrisinin hareketli ¢atis1 {t(s), n;(s), n,(s),n;(s)} olur.
—t(s) = ny(s) X na(s) X nz(s)
oldugunu biliyoruz (Honda, Takahashi, & Yu, 2022). (2.15) denklemine gore
t'(s) 0 K1(5) 0 0 t(s)
ny'(s) _ —K1(S) 0 K2(S) 0 ny(s)
n,'(s) 0 —K;3(5) 0 k3(s) | |n,(s)
ns'(s) 0 0 —k3(s) 0 llnz(s)
olup a’(s) = t(s) dir. Boylece
l1(s) = Kz(s),
l,(s) =0,
I5(s) = Ky (s),

14(s) = Kk3(s),

Is(s) =0,
le(s) =0,
y(s) = -1

olur. Teorem 4.3.1 e gore (4.20) ve (4.21) numarali denklemler

L () cosy(t) — L,(t)siny(t) = ky(s)cosyP(s) =0

ve
AL (®)sin(t) + L, (t)cosy(t))cosO(t) — (y(t) + /1l3(t))sin9(t)
= Ak, (s)siny(s)cosO(s) — (—1 + Akl(s))sine(s) =0

seklinde yazilir. Eger ¥ (s) = ”/2 olarak alinirsa Vs € I igin
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Ak, (s)cosO(s) + (1 — /'Ucl(s))sinﬁ(s) =0

olur. O zaman (@, nq, n,, n3) egrisi, Teorem 4.3.1 ¢ gore ¢ercevelenmis bir Bertrand egrisidir.
Ardindan ¢at1 egrilerinin Bertrand egrilerine kiyasla daha geometrik bir anlam tasiyan
regiiler uzay egrileri ele alinacak. Non-dejenere kosulunun, hareketli bir ¢at1 elde etmek igin
giiclii bir varsayim oldugu goriilmektedir. Non-dejenere kosuluna sahip regiiler uzay egrileri
ile ¢at1 egrileri arasinda uygun varsayimlar ele alinacaktir. Bu olgu daha yiiksek boyutlu
durumlarda ortaya cikar. U¢ boyutlu uzaydaki regiiler uzay egrilerini dikkate alamayiz

(Honda, Takahashi, & Yu, 2022).

a:1 — R* regiiler uzay egrisi olsun. Bertrand egrisi tanimlayabilmek i¢in, a egrisinin asli

normal vektorii yani n, gereklidir. Bu nedenle Vt € [ igin

lla’ Ol O = (' (®), a” () > 0

oldugunu kabul edelim. Yani Vt € I igin k4 (t) > 0 dir. Ayrica, (a, ny, v, v3):1 — R* X A
tanimlanan ¢at1 egrisi ve t X n; X v, = v3 olacak sekilde diferansiyellenebilir bir v,: [ —

§3 doniisiimiiniin oldugunu varsayalim.

a ve a:I — R* egrilerinin birinci egrilikleri sirasiyla x; ve k; olsun. (a,vq,v,, vV3) ve
(@, V1,7,,73):1 — R* X A gat1 egrileri olup t X n; X v, = v3 vet X n; X U, = V5 olacak

sekilde v, ve 7,: 1 — S3 diferansiyellenebilir doniisiimlerinin oldugunu kabul edelim.

Tanim 4.5.1: Yukarida tanimlanan cat1 egrileri (a, ny, v, v3) ve (@, 1y, U5, 73): 1 — R* X A
icin I — R tanimli A fonksiyonu mevcut olup Vt € I i¢in a(t) = a(t) + A(t)n,(t) ve
n,(t) = £n,(t) saglaniyorsa, bu egriler Bertrand ¢ifti olarak adlandirilir. Ayrica eger
(a,nq, vy, v3) egrisi igin, bu egri ile Bertrand ¢ifti olan bir ¢at1 egrisi (@, ny, V5, v3): 1 —
R* X A mevcut ise (@, ny, V,, V3) egrisine Bertrand egrisi denir.

(a,nq, vy, v5) egrisi, ¢at1 egrisinin 6zel bir durumu oldugundan asagidaki sonuglar elde
edilir:

Sonu¢ 4.5.1: Tanim 4.5.1 deki gosterimler altinda, eger (a,ny, v, v3) Ve
(a,ny,7,,73): 1 — R* X A egrileri Bertrand cifti ise, A sifirdan farkli bir sabittir. Simdi s
nin a egrisinin yay uzunlugu parametresi oldugunu kabul edelim. (a,nq,v,,v3):1 —

R* X A seklinde taniml1 ¢at1 egrisi i¢in n; X v, X v3 = —t esitligi saglanir ve
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v, (s) =11 (s) 0 l3(s) V()
v3'(5) —=1,(s) —13(5) 0 v3(S)

nll(s)‘ I Li(s)  Li(s) KI(S)‘InI(S)
—t'(s)] L=k () —t(s)

—a'(s) = —(—t(s)) dir.  Boylece (a,ny,v,,v3) catt  egrisinin  egrilikleri

(14,15, k4, 13,0,0,—1) ile verilir (Honda, Takahashi, & Yu, 2022).
Tanim 4.5.1 ile Bertrand egrisinin gerekli ve yeterli kosulunu verdik.

Teorem 4.5.1: Tanim 4.5.1 deki gosterimler altinda (a, ny, v,, v3) ¢at1 egrisinin egrilikleri
(11,15, K4, 13,0,0,—1) oldugunu, s nin a egrisinin yay parametresi oldugunu ve A nin sifirdan
farkl1 bir sabit oldugunu kabul edelim. O zaman (@, ny, v, v3) ve (@, ny, Uy, V3) egrilerinin
Bertrand ¢ifti olabilmesi igin gerek ve yeter sart, Vs € I igin a(s) = a(s) + An,(s)
esitligiyle beraber

l(s)cosy(s) — l,(s)sinyp(s) = 0, (4.32)
A ($)sinp(s) + L (s)cosp(s))cosO(s) + (1 — Ak, (s))sinb(s) = 0, (4.33)

h(s) = (1 - 2y () (1 = ey (9))iey () — B(s) — ()
AP AQ)NAQ)
— L)) (1= 22 (D) (1 (5) = L ()Ls(5))
+ 220 ()1 (s) )
+ (1 — Akl(s))(lg (s)
— L()5(9)) ((1 = A2 () (13(5) = L ()15())
+ 220 () () )
+ (1267 + (1= 1 )i () — B9) ~ BS)) ) (BE)
+13(s))
H(LE B - LELE) — LEOBE) - L©LE)) >0 (@34

olacak sekilde 6,1:1 — R diferansiyellenebilir fonksiyonlarin olmasidir (Honda,

Takahashi, & Yu, 2022).

Ispat: Teorem 4.3.1 ile (4.20) ve (4.21) denklemlerindeki (I,l,,...,ls,¥) egrilikleri
(11, 15,K4,15,0,0,—1) ile degistirilirse (4.32) ve (4.33) kosullar1 elde edilir (Honda,
Takahashi, & Yu, 2022). Dolayisiyla @ egrisinin k; egriliginin pozitif olmasi kosulunu

vermek yeterlidir.
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@ (s) = (1 = A, (S)E(S) + L (S)v,(s) + L (s)v3(s)
ve
@' (s) = =y (t(s) + ((1 = Mes(8))1ea (5) = B(5) = 13 (5) ) my (s)

+ (11(5) = (D ())v2(s) + (15(5) = L ()L5(5))vs(s)

oldugundan gerekli hesaplamalar sonucunda Vs € I igin
la’ O lla” NI = (' (), a” ())* > 0

yani h(s) > 0 kosulunun saglandig1 sonucuna ulagihir. Burada

e’ @2 lla” (O = (' (1), " (©)? = h(s)
dir. m

Uyari 4.5.1 Teorem 4.5.1 deki ayni varsayimlar altinda (a, nq, v,, v3) ve (@, ny, v,, v3) cati
egrileri a(s) = a(s) + Any(s) esitligi ile birlikte Bertrand esleridir. O zaman a(s) egrisinin
birinci egriligi

Vh(s)
\/(1 — My () + 2(s) + I2(s)

K1 (s) =

ile verilir.
Ornek 4.5.1: a:[0,2r) — R* egrisi

1 /1 11 1
a(s) = —2 (— COSTS, " sinrs,—cosbs,— smbs)

V2 \r b b

ile verilen regiiler uzay egrisi olsun. Burada r ve b sifirdan farkli sabitlerdir ve 2 # b? dir.

O halde

a'(s) = —(—sinrs, cosrs, —sinbs, cosbs)
V2
olup Vs € [0,2m) i¢in ||a’(s)|| = 1 dir. s, a egrisinin yay parametresi olup t(s) = a'(s) ve
el = 22
| =———
V2

dir. Buradan su sonug ¢ikarilir:
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TR

K1(s) =

ve

() = t'(s) 1
TSN iz b2

dir. v,:[0,2m) — S§3,

(—=rcosrs, —rsinrs, —bcosbs, —bsinbs)

v,(s) = —=(—sinrs, cosrs, sinbs, —cosbs)

V2

alinirsa

1
v3(s) = t(s) X ny(s) X v,(s) = \/:2 (bcosrs, bsinrs, —rcosbs, —rsinbs)

r2+b

olur. Sonug olarak a:[0,2m) — R* egrisi bir ¢ati egrisidir. Gerekli matematiksel

hesaplamalar neticesinde (@, nq, v,, v3) egrisinin egrilikleri

—r2 4 p? Vr2 4+ b2 \r2 + b2 \V2rb 00 1)

l ) l ) K ) l ) OJOI _1 = ) 0) ) ) - )
CHPR R E ) ( 202 1 b?) Ne) VZ 72 + b2
olarak verilir.

Eger ¢ = % alinirsa o zaman (4.32) denklemi saglanir. 1 — Ak; # 0 olsun. Bu durumda

(4.33) numarali denklemin saglandig1 bir 8 vardir diyebiliriz. Baz1 hesaplamalar sonucunda
ho= (1= Ay — )" (B + (1= Ae)?) + (LL)2 (1 = (1 = 2xep)?)

olarak verilir. h > 0 ise 0 zaman (a, nq, V5, v3) egrisi Teorem 4.5.1 ile Bertrand egrisidir.

Somut bir 6rnek olarak r =1, b =3 ve 1 = g oldugunu kabul edelim. Bu durumda y =

1

T _1 —_ -1(_1 _
7 1—/1K1—2¢0,9—tan ( 2)Veh—

@ > 0 olur. Buradan da anlasildig:

tizere (@, nq, vy, V3) egrisi bir Bertrand egrisidir (Honda, Takahashi, & Yu, 2022).
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