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OZET

Bu tez ¢aligmasinda endiistrinin bir¢gok alaninda kullanilan bazi kavite akis
problemlerinden bazilari ele alindi. Dikdortgensel, sektorel ve egrisel bolgelerde iki
boyutlu Stokes akis problemlerinin analitik ¢ozim verildi.

Tez bes boliimden olusmakta olup birinci boliimde tez calismasinda kullanilacak temel
kavramlar, denklemler ve tanimlar verildi.

Ikinci béliimde, bir ya da iki duvarinin hareketli ve karsilikli yan duvarlarin birer
serbest yiizey oldugu dikdortgensel bolgedeki akis probleminin ¢éziimii analiz edildi.

Uciincii bolimde kapali dikdortgensel bolgedeki Stokes akis probleminin analitik
¢Oziim mekanizmasi verildi.

Dordinci bolimde ise egrisel bir bolgedeki akisi yoneten kismi diferansiyel denklem
verilen sinir kosullar altinda ¢oziildii. Boylece egrisel bir bolgedeki akis hareketi i¢cin
bilgiler elde edildi.

Besinci ve son boliimde elde edilen bulgular ve oneriler verildi.

Anahtar Kelimeler: Stokes Akis, Akis Fonksiyonu, Analitik Coziim, Kavite
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ABSTRACT

In this study, some of cavity flow problems which are used in many areas of the
industry are discussed. Two-dimensional Stokes flow in rectangular, sectorial and
curved shaped cavity are considered.

The thesis consists of five sections. In the first section, general concepts, equations and
definitions which will be used in thesis, are introduced.

In the second section, flow structures are analyzed in a rectangular cavity formed by a
pair free surface and one or two moving lids.

In the third section, analytical solution mechanism of Stokes flow problem in a closed
rectangular region is given.

In the fourth section, the governing partial differential equations for the flow in a
curved region were solved under given boundary conditions. Thus, information was
obtained for flow movement in a curved region.

In the fifth and last section, the conclusions and recommendations were given.
Keywords: Stokes flow, Stream function, Analytical solution, Cavity,

Biorthogonality
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1. GIRIS
1.1 Temel Kavramlar

Akiskanlar dogada ve endiistrinin bir¢ok iiretim alaninda yer alir. Bunlardan bazilar
tabaka akislari, seramik imalati, polimer isletimi, 1s1 ve kiitle transferi, akcigerlerdeki
havanin dolagimi, murekkep piiskiirtmeli yazicilar, bazi aerodinamik uygulamalar,
damarlardaki kan akisi, kurutma sistemleri ve bazi jeofizik uygulamalar olarak
verilebilir [1-5]. Akis olayinin gergeklestigi bolgeye kavite adi verilir. Kavitenin
geometrisine bagl olarak akis yapilar1 sade ya da oldukga karmasik hal alabilmektedir.
Kavite geometrisin karmasik oldugu durumlarda akis probleminin ¢ozimi igin

niimerik yontemlere ihtiya¢c duyulmaktadir.

Bu tez calismasinda Uzerinde duracagimiz analitik ¢6ziim ve sonuglari, kendi ilgi
alanina ek olarak kompleks akis davranisi sergileyen geometrilerin ¢6ztmleri igin
kullanilacak niimerik algoritmalarin dogrulugunu test etmeye yardimci olan ideal bir

arag olacaktir.

Dinamik akigkanlar alanindaki hesaplamalarda, kavite akislari en ¢ok caligilan
problemlerdendir. Basit geometrisi olmasina ragmen, kavite akisi Reynolds sayisina
bagli olarak, kavitelerin kose bolgelerinde akiskanin donerek yeni ¢oklu zit halkalar
ortaya ¢ikartmasiyla oldukga ¢esitli akis yapilar1 gosterir. Bu akis yapilarinin durumu
akigin kullanilacagi teknolojik 6nem arz eden ¢alismalar icgin belirleyici rol
oynayacaktir. Ornegin 1s1 dagilmmin ele almacag bir akis probleminde kavite
icerisindeki akisin mimkiin oldugunca az girdapli (eddy) olmasi daha istenen bir
durumdur. Bunun i¢in kavite ve sinir kosullarinin ne sekilde secilmesi gerektigine

karar vermek bu ¢alismanin amaglarindan biridir.

En c¢ok karsilasilan kavite akig problemleri, diizgin dort duvar tarafindan
siirlandirilan dikdortgensel veya i¢ ice girmis, iki daire arasinda kalan sektorel
kavitelerle sinirlandirilan akiskanin, karsilikli iki duvar veya tek duvarin hareketi ile
olusturdugu akislardir. Bu akis problemlerinin dlizglin geometrileri vardir ve analitik
olarak c¢oziilecegi gibi niimerik yontemlerle de ¢oziilebilmektedir. Ayn1 zamanda bu

cesit akis problemleri niimerik methodlarin (spektral ve ¢oklu grid methodu, sonlu



elemanlar, sonlu farklar. . . v.s.) test edilmesi igin "benchmark™ problemi olarak ifade

edilir ve sayisal hesaplamalar yapan bir¢ok arastirmacinin ilgi alanina girer.

Farkli geometrik yapiya sahip kaviteler dikkate alinarak kavite geometrisinin akis
yapisina olan etkisi igin bir ¢ok ¢alisma yapilmistir. Bu alanda yapilmis, en énemli
calismalardan bazilar1 soyledir: Kare, yamuk ve tiggen seklindeki kavitelerdeki kararli
viskoz akis problemini inceleyerek kavite geometrisinin akis yapilari tizerindeki
etkilerini  McQuain vd.,[6] tarafindan g0Osterildi. Kavitenin geometrisinin
dikdortgenden farkli olmasit durumunda (liggen ya da yamuk gibi), farkli ve ilging akis
yapilariyla karsilasilmistir. Liu ve Joseph kenarlarindan bir 1s1 kaynagiyla isitilan daire
dilimi seklindeki bir kavitede Stokes akis problemini (1s1 akisi) ¢6zmek igin
degiskenlere ayirma yontemine benzer bir yontem gelistirdiler [7]. Ozalp vd., [8]
ustli agik dikdortgensel, tiggensel ve yarim dairesel kavitelerdeki akis problemini
deneysel olarak incelediler ve kavitenin goriiniim oranlarinin, akis yapilarina etkilerini
arastirdilar. L seklindeki kavitelerdeki akis yapilar1 ve eddy olusum mekanizmalari
hem dinamik sistemler hem de niimerik yontemler kullanilarak Deliceoglu ve Aydin

tarafindan elde edildi [9,10].

1.2 Stokes Akis

Kavitelerdeki Stokes akis problemi igin yonetici denklem biharmonik denklem olup,
VAW =0 (1.1)

seklindedir. Burada y bilinmeyen akis fonksiyonu olarak adlandirilir. Bu denklem akis
bolgesinin geometrik yapisina gore kartezyen, silindirik. . . v.b. koordinatlarda ifade
edilebilir. Dikdortgensel kavitelerde Stokes akis problemi icin biharmonik denklem
kartezyen koordinatlarda alinirken, kutupsal koordinatlarla ifade edilebilen kavitelerde
biharmonik denklemin kutupsal formda alinmasi daha uygundur. Stokes akis problemi
Uzerine yaklasik 160 yildir ¢caligmalar yapilmasina ragmen analitik ¢ozimu sadece
diizgiin geometriler i¢in elde edilebildi. Bunun en 6nemli nedeni ise kavite sinir
kosullarinin matematiksel ifadesinde karsilasilan problemlerdir. Stokes, akiskan
icerisindeki bir kireden gegen akisi diisiindii ve basing ile hiz alanlarina karar verdi.
[11]. Daha sonra Stokes akis problemi birgok aragtirmaci tarafindan gesitli

problemlerle ele alindi. Oberbeck Stokes akis problemini bir elipsoid i¢in ele ald1 [12].
2



Jeffrey [13] ise donen iki silindir arasinda kalan iki boyutlu sonlu bir bdlge igin

biharmonik denklemi ¢ozerek ilk "akis Gizgisi” resmini elde eden arastirmaci oldu.

Yar1 sonsuz seritsel bir bélgede biharmonik denklemi ¢ézmek icin ilk ¢alisma Smith
[14] tarafindan yapildi. Smith bir algoritma gelistirdi ve biortagonallik sartlart adi
altinda baz1 sartlar ortaya koydu. Bu sartlar analitik ¢oziimiin bolgenin sinirlari
Uzerindeki datalara yeterince yakinsamasini garanti etmeyi amagladi. Smith’in bu
¢oziimii daha sonra kenarlari 1sitilmis dikdortgensel bir kavite icerisindeki Stokes akisi
analiz etmek i¢in Joseph ve Sturges [15] tarafindan kullanildi ve Smith’in sinir datalari
uzerindeki biorthogonality sartlarinin pratik uygulamalar i¢in olduk¢a sinirlt oldugu
gorildi. Bunun (zerine Joseph ve Sturges [16] ,Smith’in tiirettigi analitik seri
¢cOzUmuni biraz daha gelistirerek daha genis, bir alanda kullanilabilir hale getirdiler.
Bu gelismis yontem bu giine kadar sayisiz ¢alismada kullanilmasina ragmen, Stokes
akig problemini ¢6zmek icin gelistirilen bu method tam anlamiyla simirsiz bir
uygulanabilirlige sahip degildi. Ciinkii ¢oziim algoritmasinda biortagonallik
Ozelliginin nasil elde edilecegine dair genel bir ifade yoktu. Khuri [17] yaptigi
calismada Joseph ve Sturges tarafindan gelistirilen analitik ¢6zim methodunu bitin
uygulamalarda kullanilabilecek hale getirdi. Bu ¢alismayla biortagonallik sartlar1 6zel
bir Stokes akis problemi igin sinirli olmaktan ¢ikti. Khuri gelistirdigi bu biortagonallik
sartlari1 ilk olarak sektdrel kavite icerisindeki Stokes akis probleminin analitik
¢OzUmUnG bularak gosterirken daha sonralar1 kiiresel, dikdortgensel ve kama
seklindeki (wedge-shaped) geometriler icerisindeki Stokes akis i¢in biortagonallik
sartlarin1 elde etti [18-20]. Bu ¢o6ziim yontemi kullanilarak sektorel bir kavite
icerisindeki Stokes akis yapilari, ¢catallanmalar (bifurcations) kavitenin farkli goriiniim

ve kapak hizi oranlarina bagli olarak detayl olarak ortaya kondu [21,22].

Kavite geometrisinin degismesi ile Stokes akis probleminin ¢oziiminde de bir takim
farkliliklar goriilecegini bu caligmalar gosterdi. Geometrinin degismesi en ¢ok
biortagonallik sartinin elde edilmesi kisminda farkli ve karmasik durumlar ortaya
¢ikardi. Bu zor ve karmasik problem Khuri tarafindan yapilan ¢alismalarla daha kolay
hale getirildi [17].

Burggraf tarafindan yiiksekligi 2H ve genisligi 2L olan dikdortgensel kaviteler
icerisindeki Stokes akis probleminin ilk niimerik ¢dziimii yapildi [23]. Bu problemde



goriiniim oran1 A = H/L olarak alindi. Burggraf sonlu farklar methodunu uygulayarak
karesel bir kavite icerisindeki Stokes akis problemini ¢ozdu. Pan ve Acrivos A €
[0.25,0.5] goriiniim oranina sahip kaviteler igerisindeki kapakla siiriilen akis problemi
icin sonlu farklar methodunu kullanarak detayli bir niimerik ¢6ziim elde etti [24].
Calismalar1 sonunda gorildi ki A < 1 icin kavitenin icerisinde tek bir eddy (girdap)
olusurken goriinim orani olan A nin degeri biiylidiigiinde kavite icerisindeki eddy
sayisi artti. Ayni zamanda onlarin ¢aligmalarinda A nin biitiin degerleri i¢in hareketsiz
duvarlarin olusturdugu koselerde kiicuk kose eddy lerinin varligi gozlendi ki bu kose
eddylerinin varlig1 zaten Moffat tarafindan bildirilmisti [25].

Harper ve Wake sonsuz genislikte ve tek kapakla strilen dikdortgensel kavitelerdeki
akig yapilarini bir 6z fonksiyon ¢oziimiiyle elde etti ve hareketli kapaktan uzaklastikca

daha cansiz eddylerden olusan eddy serisinin meydana geldigini gosterdi [26].

Yukarida bazilari verilen ¢alismalar daha ¢ok numerik ve analitik ¢ozimler Gizerine
olup bu ¢oztumlerin grafikleri cizilerek akis yapilarr gorsellestirilmistir. Buna ragmen
akis bolgesinin ¢ok ince olmasi ya da akis ¢izgilerinin ¢ok cansiz olmasi (fonksiyon
degerinin sifira ¢ok yakin olmasi) durumunda akis yapilarint gérmek mimkin
olamamaktadir. Bu durumda bazi teorik metodlar gelistirilmis olup bunlardan en
onemlilerinden biri Brens ve Hartnack tarafindan gelistirilen normal form ve dinamik
sistemler yardimiyla akis yapilarinin belirlenmesi yontemidir [27]. Bu yontem
kullanilarak dikdortgensel kavilerdeki miimkiin olan biitlin akis yapilar1 ortaya

konmustur [28-36].
1.3 Sifirdan Farkh Reynolds Sayih Akis (Navier-Stokes Akis, Re # 0)

Navier-Stokes denklem sistemi (N-S), ismini Cladue-Louis Navier ve George Gabriel
Stokes ’tan almis olan, akigkanlarin hareketini tanimlamaya yarayan denklemlerden
olugsmaktadir. Akiskanin surekli oldugu yani akiskanin tamaminin ayni 6zellikte

oldugu ve i¢inde farkli bigimlerin bulunmadig1 kabul edilir.

Navier-Stokes denklemleri akiskan igerisindeki birim kutleye etki eden momentum
degisimlerinin, siirtinme kayiplarina sebep olan viskoz kuvvetlerin ve basing
degisimlerinin toplamina esit oldugunun dogrulugunu ortaya koymaktadir. Bu viskoz

kuvvetler (siirtinmeye benzer) molekiiller arasi etkilesimlerden meydana gelmekte ve

4



akigkanin akmaya ne kadar direngli oldugunu gostermektedir. Sonug olarak, Navier-
Stokes denklemlerinin, verilen akiskanin herhangi bir bolgesindeki kuvvetler

dengesinin dinamik ifadesi oldugu soylenebilir.

Bu denklemler, hava akimlari ve okyanus akintilarinin, galaksideki yildiz
hareketlerinin, elektrik Gretiminin, hava durumu tahminlerinin ve kavitelerdeki akisin

modellenmesinde ve hesaplanmasinda sik¢a kullanilirlar.

iki boyutlu N-S denklemleri ve sureklilik denkleminin genel sekli asagidaki gibidir:

0u+ 6u+ ou 16P+8 62u+62u
u Yoy T T pox dx2  dy?

6v+ 6v+ v 16P+ﬁ 62v+62v 12)
ot " “ox vay_ p dy 0x% = 0dy? '
du OJdu
- _=0
dx 0dy

Burada u ve v sirasiyla x ve y yonlerindeki hiz bilesenleri, p yogunluk, P basing ve

9 kinematik viskozitedir.
1.4 Reynolds Sayis1

Reynolds sayisi, bir borudan akarken laminer veya tiirbiilansl akis modelinin tiiriinii
belirlemek i¢in kullanilan boyutsuz bir sayidir. Reynolds sayisi, atalet kuvvetlerinin
viskozite kuvvetlerine orani ile tanimlanir. Reynolds sayisi ismini, ingiliz fizik¢i
Osbourne Reynold’dan almistir. Reynolds sayisi asagidaki formulle bulunur:

pVL VL  eylemsizlik kuvvetleri

Re=—=—= 1.
¢ u 9 viskozite kuvvetleri (1.3)

Burada p akiskanin yogunlugu, 9 akiskanin kinematik viskozitesi, V akiskanin hizi, L

uzunluk (akisin gergeklestigi borunun ¢api1 ) ve u akiskanin mutlak viskozitedir.

Eger Reynolds sayis1 yiiksek ise borudan gecen akisin tiirbiilansli oldugu sdylenir.
Reynolds sayis1 diisiik ise, akisin laminer oldugu soylenir. Laminer akis, akiskanin
diizenli yollarda diizgiin bir sekilde hareket ettigi akis tiirtidiir. Tersine, tiirbiilansl akis

plriizsiiz degildir ve ¢ok fazla diizensizdir.
5



1.5 Lokal Akis Analizi

Kapali bir bolgedeki viskoz akislarin (Re=0) akis fonksiyonunu elde etmek igin
biharmonik denklemin analitik ¢oziminl elde etmek gerekir. Bu analitik ¢6zim
bolgenin sinirlart {izerindeki sartlart tam olarak sagladigi takdirde gegerli bir
¢cOzlmddr. Tabi bu her zaman mimkin olmayabilir. Boyle durumlarda ise bolgenin
icerisindeki 6zel bir noktada ya da lokal bir bélgede ¢6ziim yapilmasi daha uygun
olacaktir. Ciinkii kdse eddy ’lerinin oldugu bolgelerde ¢ogunlukla akis ¢izgilerinin akis
fonksiyonu degerleri oldukga kiigiiktiir ve bu bolgelerde ayrintili bir ¢alisma yapmak
zor olabilir. Sadece bu bolgeye ait bir ¢dzim gelistirilerek bolge daha net olarak

taranir.

Durgun (kritik) noktalar civarindaki akis hakkinda daha net bilgi edinmek amaciyla
Jeffrey ve Sherwood sonsuz bir seri olarak ifade edilen akis fonksiyonu icin lokal bir
analiz uyguladi [37]. Bu durgun noktalar ya bir center (merkez) noktasi ya da bir
saddle (diigiim, eyer) noktasidir. Onlar ayn1 zamanda bir ya da daha fazla akis
cizgisinin sert bir duvar uUzerindeki birlesim noktasi olarak bilinen ayirma noktalari
civarindaki akis ¢izgileri Uzerinde g¢alistilar. Dlzgin sabit bir duvar tzerindeki iki

saddle noktas1 arasindaki baglant1 Bakker tarafindan analiz edildi [38].

Durgun nokta civarinda hiz vektorlerinin genisletilmesine dayanan ve dinamik
sistemer yardimiyla, bu noktanin topolojik yapisin karar verilen, ayrica bu durgun
nokta civarindaki akis yapilarin1 ve muhtemel catallanmalari (bifurcations)belirlemeye

yarayan yontem Brons ve Hartnack tarafindan gelistirildi [27].

1.6 Tezin Ana Hatlari

Kavite akis problemleri lizerine yapilan ¢alismalarin birgogu dikddrtgensel kaviteler
lizerine yapilmistir. Kavite geometrisinin daha karmasik olmasi nedeniyle halkasal
yada daha kompleks yapiya sahip kavitelerdeki akis problemleri {izerinde daha az
sayida calismalarin oldugu gozlendi. Bu ¢alismada dikdortgensel kavitelerdeki akig
problemleri ile giris yaparak sektorel ve egrisel bir bolgede Stokes akis probleminin

analitik ¢oziimi incelenmistir.



Tezin ikinci bolumunde, bir ya da iki duvarinin hareketli ve karsilikli yan duvarlarin

birer serbest yiizey oldugu dikdortgensel bolgedeki akis probleminin ¢oziimii analiz
edildi.

Tezin Uclncu bolimiinde dort tarafi kapali dikdortgensel bolgedeki Stokes akis

probleminin analitik ¢6ziim mekanizmasi verildi.

Dordiincii boliimde ise egrisel bir bolgedeki akist yoneten kismi diferansiyel denklem
verilen sinir kosullar1 altinda ¢oziildii. Boylece egrisel bir bolgedeki akis hareketi igin
bilgiler elde edildi.

Tezin besinci boliimiinde elde edilen bulgular ve oneriler verildi.



2. IKi SERBEST YUZEYLI KAPAKLA SURULEN KAVITEDE AKIS
PROBLEMI

Bir ya da iki duvarinin hareketli ve karsilikli yan duvarlarin birer serbest yiizey oldugu

dikdortgensel bolgedeki akis probleminin yonetici denklemi:

Vi =0

9w W 9w (2.1)
dx* + 2 d0x?dy? * ay* 0

seklindedir. Bu denklem biharmonik denklem olarak bilinir. Burada ¥ ise akisi
yoneten fonksiyondur. Serbest yiizey denmesindeki kasit hava-sivi arayiizeyi

anlamindadir.
(-1,A) y=0, dy/dy =S (1,A)
harekgtli 'L'lst—kapak
p=0"y/dx"=0 |z V' (x,y)=0 2l y=0"w/ox =0
hareketli alt kapak
(-1,-A) - (1,-A)

w=0, dy/dy =1
Sekil 2.1. iki serbest yiizeyli kapakla siiriilen kavitede akis.

Akis bolgesi ve sinir kosullar Sekil 2.1 de verilmistir.

2.1 Problemin Simir Sartlari

Akis probleminin sinir kosullari;

v(@1,y)=¥(=Ly)=0 (2.2)

Y (x,A)=¥(x—A4) =0 (2.3)



a—lp(x, A)=S (2.4)

dy

o A)=1 2.5

ay (x’ )_ ( . )
0’y 9%y
dy? Ox2 0 (x=41) (2.6)
Y

= =+ 2.7
= =0 (x=11) (2.7)
oY o9%¥
= = =+ 2.8
3y =57 =0 (=11 28)

olarak yazilabilir.
Y(x,y) = X(x) Y(¥) (2.9)

seklinde ¢6ziim arayacagiz. Verilen biharmonik denklemde yerine yazildig: takdirde,

XWY + 2XUYU 4+ XYW =0 (2.10)

elde edilir.
Yalniz Y’ye gore denklem elde edip ¢6zlime gitmek igin
X" =—cX (2.11)

seklinde secilir. (2.2) sartindan,

X(DH=X(-1)=0 (2.12)
Xn(x) = cos(ix) (2.13)
Xp(x) = cos(n — %)nx (2.14)

bulunur (An = (n — %)nn =123 )



(2.14)’U (2.10) denkleminde yerine yazarsak
LYY — 22,27 4+ YW =0 (2.15)

olur. Sabit katsayili lineer adi diferansiyel denklemdir. ¥ = e® seklinde ¢6ziim

aranirsa,

M2 %a?+at =0 = (@ - 1,)2=0> a, =711,

azs =y,
bulunur. Katl kok s6z konusu olup genel ¢6ziim
Y =y (A,e’Y + Be ) + Cpe’y + D e Y (2.16)
seklinde elde edilir. (2.14) ve (2.16) dan,
Y (x,y) = Z{y[Ane’lny + Bpe V] + C,e*Y + Dpe=*n } cos(A,x) (2.17)

n=1

bulunur.(2.3) sartindan y = A ise
A(Ape’nd + Be ) + Cpe*nd + De M4 =0
D, = —A(A,e**4 + B,) — C,e**n4 (2.18)

olup,

W= (y[Ane™ + Bre Y|+ Cretn (1 - ePnh)

n=1 (2.19a)
—A (Aneln(ZA—y) + B, e—Any) } cos(4,x)
olur. Sadelik a¢isindan C,, = E,, — AA,, seklinde yazilirsa,
Y= E{y(Anelny + Bpe™MY) + E,(1- eZA"(A_y))eﬂny
” (2.19b)

— AdAge?Y + AA, Ay — f A, eMn(24-Y)

- ABnelny} cos(1,y)
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olur ve diizenlenirse,

Y= Z{ (v — A)(Ape™ + B,e ™) + E et (1 — e?*n(4=3)) dcos(A,x) (2.20)

n=1

bulunur. ¥ (x, —A) = 0 smur kosulundan,

(Ape™?4 + B,)
sinh(24,4)

E, = — (2.21)

olur. Boylece

g = Z{(y A)[Apetny + Bre—nY
= 2.22)

(Ape™?4 + B,) (] — g2hn(4-)
sinh(21,,4) (1g ) [ cos(@nx)

olarak yazilir.

Z—Z: (x,A) =S ve Z—W (x,—A) = 1 olup ortogonallik sart1 olan

¢ nmx  mmx
cos——cos—— dx = COpp
i c c

ifadesi kullanilarak,

(:;/ z{( A)(Ape™Y + B,e )

n=1
+ (y— A)/ln(AneAny + Bne"lny)

< (A,e 24 + B )

(2.233)
sinh(ZAnA)n ) [(lnelny)@ — ezzln(A—y))

+ elny(Z/lneun(A‘y))]} cos(A,x)

B f_l i { (—4) [AnelnA + Bne—AnA]

(Ape™24 + B)

(2.23b)
—A (e’*) (22, )} cosd,x =S

sinh21,A

11



yazilabilir.

f cos(A,x).cos(Ax) = 1 (2.24)
-1
ve

1 in(2 25
f S cos( A, x)dx = S[Sm(/l—’”x) |_}] = 2= (- (2.25)
-1 m n

olacagindan,

(Ane_mnA + By)

—A)[Ape™t + B,e~Mnd] — 24
(=)l Ane™" + Bue™n] SInh(Z1,A)

e/’lnA/"{n — § (_1)n+1 (226&)
An

elde edilir. Bu ifade diizenlenirse,

Ay (—AetA %) + By ((—Ae~nA — %) = % (-1)™*1 (2.26b)
olur.
oy
@ (x,-4) =1
oldugundan,
Z { (—4) (Ane-lnA + ByeM4 + (=24)(1,)(Ape 4 — B,etn4)

n=1
(Ape™?4 + B,)
sinh(21,A)

[Ane—lnA(l _ e‘MnA)
+e M4 (2 Ane“n“)l} cos(A,x) = 1
olup,

1
2
f cos Ay x dx = )L—(—l)”+1 (2.27)
-1

n

elde edilir. Son denklem,

12



Ae—ZAnA

Ap |—Ae ™A — 240 e A — ————
”[ ¢ n® Sinh(21,4)

(An(e"lnA + eSlnA)) ]

A

ApApA And _ 2
+Bn[ Ae?nA + 240 e Y

(An(e™2 + 3etnA))| = = (-1)™1  (2.28)

olur ve (2.28) duzenlenirse

—AnA(p,—AnA 31,4
A, [—Ae‘ln“‘ — AL e~ A < 2+ ¢ (e e )> l

sinh(21,4)
22, A 22, A )n+1 (2'29)
el 4 gt 2(—1
+B, | —Ae*A + AQe?nA (2 — =
"[ e T Adne Sinh(21,4) 1,
elde edilir. Bu denklem diizenlenerek,
_Ae—MnA _ 2Andeint A AnA _ 2nAeTinAl  2(-pym
An[ R Sinh(ZlnA)]-l-B”[ e sinh(22,4)1 An (2.30)

elde edilir ve (2.26b) ve (2.30) dan A,, ve B, katsayilar1 ¢Ozlilecektir.

21, Ae A 21, Ae’nA 25 (-1t
A, |—de’md ———— [+ B, |-Ade *n4 — — _ B
sinh(24,A) sinh(24,A) An
21, Ae’n4 2A,Ae A 2(=1)"*t
Ay |—Ae™nd — ——— |+ B |-Ae’nd — — _ 2D
sinh(24,A) sinh(21,4) An
olacagindan,
K =—Aen4 M = —Ae~"n4
_ —2Mp,Ae A N = —2A,Ae’n?
 sinh(24,4) ~ sinh(21,4)

olursa yukaridaki denklemler sirasiyla,

25 (_1)n+1

An[K + L] + By[M + N] = ————
n

2 _1 n+1

A,[M + N] + B,[K + L] =%
n

13



seklinde yazilir ve buradan A,, ve B,, katsayilart;

~2ED™ k4 s — M+ )
An = (K+L)2— (M+N)?

2D (k4 1) - M+ N)S)
B, = —n

(K+L)2Z— (M+ N)2

(K+L)2— (M+N)? = 24% sinh(21,A) — o
n Slnh(ZAnA)
olup,
o DN, Pt
PR Gk [( € stnh @2, ) S\ * Sinhzz, ) ] (23D
) 2A%n |
n l A (51nh(2/1n14) & W) |
[(_pina _ 2Ane 2" (_A”A M> ]
(_1)n+1 | ( € Slng(ZAnA) ) +1le + Slnhn(ZAnA) S |
n i ~ sinh(21,4)
A <51nh(2/1n14) Sjnh(Z/lnA))

seklinde bulunur.

Bulunan A, ve B, ler ¥ akis fonksiyonunda yerlerine yazilir ve bdylece bolge
icerisindeki her bir (x,y) noktasina karsilik gelen W fonksiyonunun degeri elde
edilir. A, ve B, in hesaplanmasinda ve ¥ nin degerinin elde edilmesinde Fortran
algoritma dili kullanildi. Elde edilen sonuglar ise Origin Pro 9.1 ¢izim programu ile
cizildi. Toplamin indisi n=30 i¢in kisitlanarak yeterince yakinsama saglandi. C6ziimiin

yakinsamasi, sinir sartlarinin saglanip saglanmamasina gore degerlendirildi.

14



3. TEK KAPAKLA SURULEN KAVITEDE STOKES AKIS

Bu boliimde amacimiz kapali bir dikdortgensel bolgenin iist kapaginin hareket
ettirilmesiyle igerideki akiskanin hareketini irdelemektir. Bu problem genellikle ¢esitli
niimerik ¢6ziim metodlarinin test edilmesi i¢in bir Olgiit olarak kullanilmaktadir.
Burada Joseph ve Sturges (1978 yilinda) analitik ¢6ziim metodu {izerinde durulacaktir.
Akis fonksiyonlar1 Papkovich-Faddle 6z fonksiyonlarmin bir serisi olarak ifade
edilmektedir. Gergekte sert duvarlar ve bir yar1 sonsuz bolge icin biortagonal seri
¢cOzimi ilk olarak Smith (1952 yilinda) ve Joseph ve Sturges (1978 yilinda) tarafindan
elde edildi. Daha sonra bu metot dikddrtgensel bir kavite i¢in uygulandi. Joseph ve
Sturges (1978 yilinda)’in bu metodu goériiniim oranlari (4) degistirilerek akis yapisini

incelemekte kullanilir.
3.1 Yonetici Denklem ve Simir Sartlari

Ug sabit ve bir hareketli kapaktan olusan bir bélge icindeki akis, biharmonik denklem,
VA =0 (3.1)

tarafindan yonetilir. Akis fonksiyonu daha once belirttigimiz gibi sinirlar iizerinde
sabit olup sifir alinir. Yani siirlar tizerindeki iki nokta arasindaki birim akis 0 olarak

alindi. Buna gore sinir kosullari,
W(Ly) = $(-1,y) =0 (32)
Y (xA)=(x,—4) =0 (33)
seklinde yazilir. x yoniindeki ve y yoniindeki hiz bilesenleri sirasiyla,

v

MZE

(3.4)
ve

ov

s

(3.5)

oldugundan no-slip sartlar {ist kapak ve 3 sabit duvar i¢in

®omn=1. ®a-m=o 2 _
E(x,A)—l, 3 (x,—A) =0, ax(il,y)—O (3.6)

15



olarak yazilir.

W i 0, W = 7
(-1,A) > ¥ (1,A)
< |
I 1
4
><SII V y=0 >$|
() Q
(-1,-A) (1,-A)
V/ —ip 0’ V/y: 0

Sekil 3.1. Tek kapakla siiriilen kavitede stokes akis.

Akis bolgesi ve sinir kosullart Sekil 3.1 de verilmistir.

3.2 Seri C6zUm Metodu

Tek hareketli kapaga sahip dikdortgensel bolge icin Joseph ve Sturges’in ¢OziUm
metodunu tanitmadan 6nce Smith tarafindan yar1 sonsuz bolge i¢in elde edilen ¢oziim

temel olarak verilecektir.
3.3 Bir Yar1 Sonsuz Bolge igin Biortogonal Seri C6zumu

Smith [15] yan kenarlar1 boyunca sikigtirilmis bir yari sonsuz serit boyunca akisi
yoneten biharmonik denklemin ¢6zim icin bir metot gelistirdi. Reelde bdyle bir bolge
ve uygulamasi miimkiin gériinmemekte ancak bu hayali bolge, gelistirilen ¢oziim

mekanizmasini tarif edebilmek i¢in sec¢ilmistir.

Yar1 sonsuz bolge olan,
y>0, -1<x<1

icerisinde ¢Ozulen biharmonik denklem asagidaki sinir sartlarina tabi tutuluyor:

W(xly) = Z-(£1,) =0 (37)

Smith degiskenlerine ayirma metodunu kullanarak bu problemi ¢6zmeye calisti.

Y(1,y) = 0(x). u) (3.8)
16



y - o iken ¥ — 0 olmasi igin p(y)~ e nY seklinde olmas1 gerektigi diisiiniilerek,
0%y
S =) 60, S,)e
y =
(3.9

Y
== ) G0 (x,5,) e
Sn

olarak secilir. S, > 0 6z degerler ve (Z)gn)(x,Sn), ng")(x,sn) fonksiyonlar1 06z

. o’y . . .
fonksiyonlardir. 57 nin integrallenmesiyle,

—Sny
_ ™) €
g = Z Cne 0 (%, 5) — (3.10)
Sn n

elde edilir. Problem C, Katsayilarinin, (Z)gn)(x,Sn) 0z fonksiyonlarinin ve S, 0z

degerlerinin bulunmasina indirgendi. Bagdasabilirlik bagintisindan,

oty oty
4 (3.11)
dy?0x? 0x?dy?

oldugu diistintilerek ve (3.9) dan yararlanarak,

aZ@Oﬂ
S ey = @12
oldugu kolayca goéruldr. Biharmonik denklem;
64‘P+2 oty N oty _ 0
dx* 0x20y? = dy*
olup (3.9) dan,
20" g R M2 ,-s
Cy, 52z € w4+ 2C, a—xlze W+ C, 0, Sqre™Y =0
aZ@Oﬂ aZ@O@
24 Lt 5200 + o) = 0 (3.13)

olup (3.12) den,

17



(Z) m

0x?
elde edilir. Ya da daha basitce,

+ 8220 +0M™M) = 0 (3.14)

2

9] 0%
VélllJ = V? (VZ‘IJ) = (a? + a—yz> Z Cn (@gn) + @gn)) e Sny
Sn

az(bgn) az(agn)

it ot ST+ 0) =0
elde edilir.
l(n) = g2 (D(n)
axZ 2
oldugundan,
92"

o N + SZ (w(n) + 2@(”))

olur. (3.12) ve (3.14) matris formunda yazilirsa,

0y 0 —1y [0
@, @,
olur. (3.7) ve (3.10) dan faydalanilarak
0 (n)
o™ = 00, _ 0,x=+1 (3.16)
0x

yazilabilir. (3.12) de (Z)gn) cekilip (3.13) de yerine yazilirsa,

5 — 0’0 1
dx? ' S?
ise (3.13) den,
a4®(n) 1 0 (Z)(n) 2@(“) 1
L L 2o 2 ) =0
dx* ' S? d0x? “9x?2 ' S2

18



64-@(“) aZ@(n) (317)
Ge RSt TS = 0

olur. Bu sabit katsayili lineer denklem ¢Ozulecektir. Karakteristik denklemi,
a*+2S2a*+ Sy =0

seklindedir.

icin,
k?4+2S2k+ St =0
olur. Buradan denklem ¢oziliirse
ki, = =

bulunur. a = +Vvk oldugundan

a=a, =105, Ve az= a4, = —1LS5,
olur. Boylece ¢6zim,

Q)gn) — Clei'snx + szei.snx + C3e—i.snx + c4e_i'5"x.x

an) = c;(cos(Spx) + isin(Spx) )+ c; x(cos(Spx) +isin(S,x))

+c3(cos(Spx) — isin(S,x) )+ cix(cos(Spx) — isin(Syx))

= (¢ +c3)cos(Spx) + (¢ —c3)isin(Spx) + (¢ + c4)x cos(Spx)

+( ¢y — ¢y) xisin(Syx)
= Acos(Spx) + Bsin(S,x) + Cxcos(Sp,x) + Dxsin(Syx)

olur. A,B,C,D katsayilar1 bulunmalidir. (3.16) dan faydalanilir. (Z)gn) cift
fonksiyonlardir. Ciinkii bolge y eksenine gore simetriktir. Bu durumda B = C =0

alinarak
(z)gn) = Acos(Spx) + Dxsin(S,x) (3.18)
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seklinde yazilir. Boylece bulunmasi gereken katsayilar sadece A ve D dir.
(3.16) dan,

Acos(S,) + Dsin(S,) =0

Acos(S,) = —D sin(S,) (3.19)
olur. (Z)gn) in tiirevini alirsak,

ap™
0x

= —AS,sin(S,x) + D sin(S,x) + D S, xcos(S,x)

olup yine (3.16) dan,
0 =—AS,sin(S,) + D sin(S,) + D S,cos(S,)
(AS,, — D) sin(S,) = D S,,cos(S,) (3.20)
olur. (3.19) ve (3.20) den,
A =S§,sin(S,), D = —S,cos(S,)
olup yerine konursa
(Dgn) (x,Sp) = S, sin(Sy) cos(Spx) — Spxcos(Sy) sin(S,x) (3.21)

elde edilir. (3.21) ve (3.12) den,

g™
a; = —5,% sin(S,) sin(S,x) — S, cos(S,,) sin(Spx) — S,°x cos(Sy) cos(Syx)
aZQ)(n)
ax; = —5,> sin(S,) cos(S,x) — S,° cos(S,) cos(Syx)
—S$,2 cos(Sy,) cos(S,x) + S,° xcos(Sy) sin(Syx)
olup,

Q)gn) (x,8,) =—(S, sinS,, + 2cos S,,) cos(S,x) + S, xcos S, sin(S,x) (3.22)

elde edilir. Bulunan bu (Dgn) ve (Dgn) fonksiyonlarina Papkovich-Faddle 06z

fonksiyonlar1 ad1 verilir.
20



Bundan sonraki adimda bir biortagonallik 6zelligi tiiretilecek ve €, katsayilarinin
belirlenmesi miimkiin olacaktir. Bunu yapmak i¢in kullanilacak olan genellestirilmis

Wronksion W sdyle tanimlanir:

[aca(")]
- - al/} (m) al/)(m) (n)
= | ™, ™ 3 [ , 1n (3.23)
[ 2 ] |a®( ) Jdx ox Qg )
0x

(m) Kl @(") al/) (m)
0x 0x

Wl = @ gn)

(m) 0 Q) m aw (m)

m
0x 0x @

W2=

an _ alpl(m) a@&n) A aZ@&m) (m) 1/J(m) @(n) @(n) alp(m)
0x ox  Ox oxz "1 S 9x?2 “ox  ox

ow, (m)62¢§n) ’l’(m) )

dx 1 9x2 0x2 0
W, _ o 0°05° 0%y o™
ox 2 Jx? dx?

[0°
| | P 92y [ g™
m) m) d 2 Y )
q) X X 0,
olup, (3.15) ve (3.24) den

ow o om _
e U e

2.,(m) 42 (m) ) (3:25)
_|_ a¢1 a¢2 ¢1
dx2 ' 0x?2 Q)g”)
olur. (3.15) icin adjoint denklemi
0% 1 m) , (m) m) ][0 —1
- i = 2
oz LW [+ se [P [ =0 (3:26)
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ap™

olarak tanimlanir. Eger W, @5") o

= 0 oldugunda yok oluyorsa,

(m)
m _ 9% " _
2 S ox

olmalidir. (3.16) i¢in adjoint sinir sartlar

d (m)
ém) l/) =0, x=+41 (3.27)
S ox

bulunur.

Eger [ 1(m), gm) ] , (3.26) nin bir 6z vektorii ise benzer sekilde S, ye tekabiil eden

(3.16) sinir sartlar1 ile (3.15) in bir 6z vektori { @ﬁ”), (bg”)} dir.

son olarak,

s [ HE w” ot [ 0
ox n 1 6x2 ’ 6x2 (n)

0x 2

—L 152 =0 ve + Sp2yp™ —ypiM™y =0

denklemlerinden faydalanarak,

ow o _
= [ ][] 5]

)
MG wi’”)]}[ﬁbl
2
= {[5 208, pS = 9y, |+ (=520, —5, ™ -
(m) ¢§")
™ )| )

(m)
= ~{ (5%~ J5™, (S ~Sm”) (25" ~ wi’"))}[z(n)]

)
_ _ 2)[¢(m) Z(m)][g - [¢(n)] aa_w; (3.28)



yazilabilir. (3.16) ve (3.27) sinir sartlarini1 kullanarak integrallersek

1
- - . @(")
f (Sm®=502)| wi™, S >][2 21][ q)gn)]dx:W (3.29)
-1

olur.

x=421icin W =0 olur. Ayrica

oW _ W(1)-W(-=1)=0
1 ax - ( ) ( )_
dir.
S’ # S,% ise
1 n)
0 —-11|9;
™ pm dx =0 (3.30)
[ Lol (%

olur. Bu bir biortagonallik bagmtisidir. Burada ¢ (x,S,), ¥{”(x,S,) o0z

fonksiyonlar1 (3.26) denkleminden hesaplanabilir ve
lpfn) (x,8,) = (S, sinS,, —2co0s S,,) cos(S, x) — Spxcos(Sy) sin(Spx)  (3.31)
Y (x,5,) =S, SinS, cos(Spx) — Spxcos Sy sin( Spx) = o™ (3.32)

olarak yazilabilirler. S,, parametresi (3.16) sartlarindan bulunabilir. Boylece S,, i¢in

0zdeger denklemi
sin(2S,) =-25, (3.33)
olarak bulunur.

Bu 6z degerin ¢oztumleri birinci ¢ceyrek daire icinde kompleks koklerdir. Robbins ve
Smith 1948 yilinda sabit bir Newton iterasyon yontemi kullanarak (3.33) un ilk 10
kokiiniin bir tablosunu olusturdu. (S,,) in biiyiik degerleri igin (3.33) Un n. koku
yaklasik olarak

28, = 2n + 1,57 + ilog(4n+ 3)m (3.34)

dir. Burada,

23



Sp=u, +iv, (3.35)

seklindedir. iki degiskenli fonksiyonlar i¢cin Newton iterasyon metodu kullanilir [40].
3.4 Bir Dikdortgensel Bolge igin Biortogonal Seri Cozimu

Joseph ve Sturges (1978) tek hareketli kapakli bir dikdortgensel bolge (kavite) igindeki
Stokes akis i¢in Smith’in teknigini gelistirdiler. Bu problemin ¢6zimd,

™ (x, $p)

C ®
g = Z{Ane5n<y—A> + Bpe 0} (3.36)
— n

seklindedir. Burada (Dg") (x, S,,) bir Papkovich-Faddle 6z fonksiyonu, S,, ler (3.33) iin
kokleri (6z degerler) ve A bolgenin yiikseklik ile genislik uzunluklarinin oranidir.
(3.33) den kolayca S,, =S_,, oldugu ve bu kullanilarak @7™(x) = @7 (x) oldugu
gorilur. Buradaki st ¢izgi kompleks eslenigi ifade eder. Akis fonksiyonu reel

oldugundan, A_, = 4, , B_, = B, dir. Yani,
sinS, =-S5,
olmak tizere,

sinS,, = sin(u + ) = sin(u — iv) = sinu.cos iv + cosu.sin(—iv) .

) eV +e’
cosiv = — = cos hv
e V—ev eV —e™V
siniv = - =i = i sinhv
20 2
olup,
smnS, =sinS, (3.37)

olacaktir. Bu asagida agik olarak verilmistir.

sinS, = sin(u+1w) = sinu .costv + cosu .S

=sinu .coshv + icosu .sinhv
= sinu .coshv —icosu .sinhv = sinu .cosiv — cosu .siniv

= sin(u — iv) = sinS,
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olur. S,, = —S,, oldugu gosterilecektir. Bu dogru ise (3.33) de S,, yerine —S,, yazilirsa

esitlik saglanmalidir. Buradan yola ¢ikarak,

sin(=S,) =

sin(=S$,) =

dir.

- (=S,) = —(~u—w) = u+iv olmal.sin(=S,) = S,

sin(u + iv) = —sinu .coshv + isinhvcosu

— [sinu .coshv —isinhvcosu] = —[sinS,] =5, olur. Yani
P (3.39)

@7 (x) = @7 (x) oldugunu da gosterelim.

(bg") = Sp.sin(Sy,) .cos(Spx) — Spx cos(Sy) sin(S, x)

S_, sin(S,) cos(S,x) — S_,x cos(S,) sin(S,x)

S_n sin(S_y) cos(S_px) — S_,x cos(S_y) sin(S_,x) = @;"

3.5 Katsayilarin Belirlenmesi

Alt ve Ust kapak i¢in (3.6) sinir sartlarindan A,, ve B,, in bulunmasi agisindan (3.6) ve

(3.3) den

® m
Vo= 1= ) (Ay = Buexp(=25,4)) —— (3.39)
n
e )
0= Z( Ao+ Brexp(=25,)) (3.40)
® Q)(n)
v, =0 = Z(An exp(~25,4) = By) —— (3.41)
n
0= Z( Ay exp(=25,) + By) < (3.42)
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olur. Burada V; ve V, sirasiyla iist ve alt kapaklarin hizlarin1 gosterir. A, ve B, i

bulmak icin (3.30) biortagonallik bagintis1 (3.39)-(3.42) denklemlerine uygulanir.

(3.30) Biortagonallik bagintisi tekrar yazilirsa,
(n)
),y | 0 -1y % _
[l 5| oo

f P M 4 q)(“)(zlp(m) 1(m))dx: 0
-1

seklindeydi.

Simdi (3.40) 1n iki defa x’e gore tiirevi alinir ve

aZQ)(n)
—— = Si077(®)

bagintisi kullanilirsa (Z)gn) elimine edilir. Yani (3.40) dan,

2@(") 1
0= Z(A + e 1
n

0= Z(An + Bpe~25n4) 9% (x)

elde edilir. (3.39)’a (4,, + B,e~25"4) Q)gn) terimini ekleyip ¢ikararak

A, B
1= Z(An + B,e %54 — A, — Bpe ™A 4 L 2

—25,4 (n)
S 5.C )0

olup (3.43) ve (3.44) yardimyla,

()= 2ot e (01 ) [ L2 e 220 (1)

— 0o

(3.43)

(3.44)

(3.45)

elde edilir. Benzer sekilde (3.42) nin iki kere tlrevlenerek (3.41) ile birlikte

diisiiniilmesiyle,

*© m

()=> {(Ane—“"‘* +B,) ( 2”) [y L53_p, G250 ( Q’én)>} (3.46)

— 00

26



olur.
! L L 0 -1 '
[ twbus1(Q ) Oax

operatori (3.45) ve (3.46) uygulanirsa,

Ky,

[oe]

oo D 0oce S s oo —;><g;:;)ax}

—00

MpN

* Z {An (1 ;n5n> — Bye™*nd (1;—:11)} fll[ AzE ((1) _21) ( wén)> dx  (3.47)

— 00

olur.

f_ll[ Vi, Y3 ] ((1) _21) (3) dx = i{(An + B e~ 25n4)K, }

- 1-§ 145§
+Z{A”< 5 n)_B"e_ZSnA( 5 n)}M“V
n n

olarak yazilir.

| t[wf.wé]((l’ () ax = f_llwé dx

1
=f Sy sin(S) cos(Syx) — Syxcos(Sy) sin(Syx) dx
-1

—xcos(Syx)  sin(Spx)\| 1
+ | 1

= 2sin?(S;) - S S
sin“(S.) 1 cos( L)( S, Sf

= 2sin?(S;) — S, cos(Sy) <_2 cos(S) . ZSin(SL)>

S, s2

cos(Sy)

= 2sin?(S;) —
sin“(S.) s,

(=2S,cos(Sy) + 2sin(Sy))

27



—25;
1 —_———

= 2sin?(S,) + 2 cos?(S,) — < (sinS))
L

=4
olur.

K, ve M} y de benzer sekilde hesaplanir.
1 Q)(")
0 -1 1
K= [ lwhwh) dx
L= Y193 (1 2 ) e
1 m
L L L o
= | Wz, Y1+ 293)| o |dx
1 ?,

1
= f V3 @5”) + (—t/)f (Z)gn) + 2 Y% (z)g”)) dx = —4cos*S,
-1

(bg") = Z(n) = S, sin(S,) cos(S,x) — Spxcos(Sy) sin(S,x)
(z)g") = —(8y sin(Sy) +2co0s(Sy)) cos(Sy x) + Spxcos(Sy) sin(Syx)

fn) = (S, sin(S,) —2cos(Sy,)) cos( Sy, x) — Spxcos(Sy) sin(S,x)
— ' L 00
My = | ¥z 0 dx
-1

sin(S; +S,) sin(S; — S,)
(S, +Sp)3 (Sp +5p)3

= 5.5, {ZCOS(SL) cos(Sy) l l + (1 + cos(S;

1 1
— n) COS(SL + Sn)) [(SL + Sn)z - (SL + Sn)z]}

(L#n)

Eger L =n ise
2 2 2 2
M;; = —cos*“S; (§SL + cos SL)
bulunur. Sonug olarak elde
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1-5,
Sn

(1+5,)
Sn

(AL + BLe_ZSLA)KL + Z {ATL ( ) - Bne_ZSLA }ML,N = 4‘ (348)

n

zoo 1-5, a1+s,)
—-251.A —-2S51A —
(ALe L4 BL)KL + £ {[Ane L ( S ) Bn Sn ]ML,N} =0 (349)

seklinde iki denklem var ve A, ile B, bulunmasi gereken katsayilardir. Gauss-
Eleminasyon metodu ile bulunurlar. Bulunan A, ve B, ler, akis fonksiyonunda

yerlerine yazilir ve boylece ¢6ziim elde edilmis olur.
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4. EGRISEL BiR BOLGEDE STOKES AKIS PROBLEMININ ANALITIiK
cOzuUMU

4.1 Formulasyon

Bu bélimde sikistirilamaz viskoz akiskanla dolu egrisel bir bolgedeki akis problemi
analitik olarak ¢ozuldu (Sekil 4.1). Akis basing farkiyla ger¢eklesmekte olup yonetici
denklem olan biharmonik denklem,

Vi =0 (4.1)
seklindedir. Sinir sartlar1 ise
Y =0 [;’de Y =1 I,de 4.2)
Y
', I, U Iyde (4.3)
on

seklindedir. Burada W akis fonksiyonu ve n sinirlara normal bir vektordir. (4.2) ve

(4.3) denklemlerine “no-slip” sartlar1 uygulanir.

Y *nin tlirevleri, hiz bilesenlerini verir.

oY —10¥
= — , =—— 4.4
Vo= oy Ur = a0 44
v, Ve vy sirastyla agisal ve yarigap yonlerindeki hiz bilesenleridir. Sirasiyla I ve 11

alt bolgelerindeki (4.1)-(4.3) denklemlerin W, ve Wy; ¢6ziimleri asagidaki denklemleri

ve sinir kosullarini saglar:
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3

- - Y= e -~

Sekil 4.1. Akis olaymin gergeklestigi egrisel bolge [39].

92 19 1 92\
4 — -2 = 4.5
V LPI(T,Q) <ar2+ . a‘r"" T'Z 662> "I’JI(T,H) 0 ( )
A 4 A 4
Wi(r,0) = Wi(r,,0)-1 =a—r‘<r1,9) :a_rl(rz,@) =0 (4.6)

02 1 0 1 02

2
~ 2 -2 197y = 4.7
ar,z + T'I a,r./+ T,Z ae,z) qJII(TIH) O ( )

Vi, e') = (

ovY ov¥
Wi(r1,6') = 1=¥y(rp,0) = =7 (11,6 = - (12,6')=0  (48)

W(r,0) = Wo(r) + ZEn cos( 4, 8) 0 (1) (4.9)

serisi (4.5) ve (4.6) denklemlerini,
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Wi, 0') = Bo() + ) Fycos(4,00 0" (r) (4.10)
ise (4.7) ve (4.8) denklemlerini saglayan ¢6ziimler olarak alindi.

(4.9) da verilen Wy(r, 6 ) ¢oziminiln, sin(4,,0) ve cos( 4, 6) terimlerinin dogrusal
bir kombinasyonu olarak ifade edilmesi gerekir. Ancak I. bolge 6 ya gore simetrik
oldugu i¢in ¢oziim ¢ift fonksiyonlarla ifade edilir. Bu nedenle ¢ézimde sin(4,,0)
terimi yer almadi. Benzer durum (4.10) da verilen Wy (r',8') ¢Ozimi icin de

gecerlidir.
(4.9) da W, (r) fonksiyonu (4.6) da verilen sinir sartlarini ve (4.5) i saglar.

Y, ‘in (4.5) i saglamasi gerektiginden,

(@10 19%\(3 18 1\, .
- ror 1r2002)\or2 r ar 12 062 o(r) =

ya da,

a4 2 0% 1 92 1 0 1 94 2 03 2 04 4 9?2
(— -—— =t =t — ——+——)LP0(T')=0
or# r or3 r2 9r2  r3 or r* 96* 13 002%09r r2 00%0r r? 962

elde edilir. W, sadece r ye bagh oldugu i¢in 6 ya bagh tiirevler sifir olacak ve

boylece

64+263 162+16
or*  r or3 r20r?2 r3or

)l'po(r) == O
elde edilir. Dlzenlenirse,

\plv + Elplll_il{]ll+ilpl—0
0 r 0 72 0 73 (Va

ve r* ile garpilirsa,
WY + 27r3WH — 29l + rPh =0 (4.11)

Cauchy-Euler diferansiyel denklemi elde edilir.
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r=et

dontistimii yapilarak yukaridaki denklem,
[D.(D-1).(D-2).(D-3)+2(D.(D-1)(D—2))-(D.(D-1))+D]|¥®) =0
seklinde yazilir ve genel ¢oziimii,
Yo(r) = a, + byInr + ¢c,r? + dyrilnr (4.12)

olarak bulunur. W, verilen simir kosullarini saglamak zorundadir. Yani,

v, ¥,
Wo(r1,0) = Wo(r,0)-1 = or (r,0) = W(TZ:Q) =0

oldugundan,

0= a, + byInry + c,v% + d,rilnn

1= a, + byInr, + c,r¥ + d, 72 Inm,

1
0= b, > +2cyy + d,2rylnry +17) (4.13)
1
1
0=b, — + 2cpry, + d, 2ryInry, + 1)
2
olacag aciktir. Bu denklem sistemi ¢oziilerek,
ot =rforg —4rgry (Inr)? + 2rfr7 Inry — 2rfr Inr, + 4rfri(Inr)(Inry) (4.14)
n = it 4+t = 2r2rf — 4rPr? (Inry)? — 4r?rf (Inry)? + 8rr2(Inry ) (Inry) '
b= 4r2r2Inr — 4ririinm, (4.15)
"ot bt — 21212 — 4212 (Inmy)? — 41212 (Iny)? + 8212 (Inry ) (Inry) '
3 —rf +1rf —2rfInr + 2rf Inm, (4.16)
= it + b= 2rPrf — 4rfrf (Inn)? — 4rPrf (Innry)? + 8rr(Inr)(Inry) '
3 212 — 2rf (4.17)

d. =
"ot = 2rr? — 4rtr? (Inny)? — 4rPr2 (Inny)? + 81212 (Inry ) (Inry)

elde edilir.
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Payda dlzenlenirse,

rf + 1} = 2r2r2 — 4rfr? (Inny)? — 4r2r2 (In1y)? + 8r2rZ(Inry)(In1y)
=(r{ —r#)? — 2ry.r.Inmy + 21r1.15.1n7,)2

=(r} —r2)? - (2r.n(nr, —In rz))z

= (17 —1?)? — 4r{ri log?(rp /1)

olur.

Y,(r) denkleminde a,, b, , ¢, Ve d, yerine yazilirsa;

1
Yo(r) = [@F-r)2-ariry log?(r2/m1)] {

(2rf logr, — 2rf logry + 1§ — r#) (r? —

r2) — 4rir} log:—2 logri — 2} —1r2)(r?*logr — rZlog rl)} (4.18)
1 1

elde edilir. Wo(r) ve Py(r’) (4.8) deki sinir sartlarini ve (4.7) yi saglar. Boylece

w 4 2 1.4 1 82\ -
V‘PH(r,H)z ar’2+FW+r7W qJH(T',H):O

(2,10 12
“\or?  roar r? 99"

) Po(r') =0

P,(r) =a, +b,Inr" + ¢,)r"* +d,'r'"*Inr’ (4.19)
Wo(r') igin smnir sartlar;

, 5‘1’11 ,
(r,0") = ar (r2,6") =0

! Vi al{JII
WYy(r,0')—1 =¥y(r,0") = a7

oldugundan,

4
1=a, +b,)Inry’ + ¢,)r,’* +d,, r,"°Inry’
0= a, +b,/Inr, + c,/'r,’”* + d,' r,'°Inr,’
(4.20)

! 1 !
0= b, = + 2¢,/)ry' +d, 2ry' Inry" + 1)
1

1
0=b, — + 2¢,'r," +d, 2r,Inr, +1r,') =0
2
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Denklem sistemi ¢ozilirse;

o= 't - rl’zrz’z —2r,"%1,%Inry — 4r,*r,*(Inr,)? + 21‘1’Zrz’Z Innr," + 4r1’zrz’zlnr1' Inr,’
n n't )t =2 — 4-7‘1’27”2’2(1117”1’)2 —471,*r,*(In1,")2 + 81,"*1,"* In1y ' Iny’
bl = —4r1’2 rz’zln n + 4r1’2 rz’zln T’
ot )t =2 — 4r %% (Inry )2 — 4?12 (InTy")2 + 81?1, Y Inry Iny
, r1'2 —rz'z +2r1’21nr1' +2r2'21nr2'
C =
" n't 4+t = 2r% % — 4n % (Inn )2 — 4r'%1r,'%(Inr,")2 + 8r,'%ry' 2 Inry ' In 1y’
d ' —27’1’2 + 27'2’2
“ 't =2 — 4 A (In )2 — 4?2 (Inr)? + 8%y 2 Inry Inry!
!
b, =-b,
Cp' = —Cp
!
d, = —d,
elde edilir.
@) = ay’ +by I + c,'r'? +d, r'*Inr’
o) = a, n InTr Cn'T 27 7 Inr
0, ! ! ! 12 12 12
Yo(r") = a,/—b,Inr" —c,r'" —d,r'“Inr
olup,

Po(r) +¥o(r") = a,'—b, In7T’ — cpr'*—d,r'* Inv’

+a, +b,Inr" +c,r’* +d,r"*Inr’

elde edilir. Boylece,

P+ Yo(r) =a, + a,
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12 (2

4 2 2 2 2 2 2 2 2
" —r T =2 Inn — 4 (Inny,)2 4+ 21 " Inry + 41 °Inny 1, Inny’

'+t —2r"% % — 4% 2(Iny )2 — 41?12 (Inry)2 + 81?2 Inry In 1y

i —r2.rf —arfrf (Inr)? + 2rirf Inr, — 2rfrf Inry, + 4rfrf (Inry) (Inry)

it + = 2rfrf — 4rfr? (Inry)? — 4r2r? (Inry) 2 + 8r2rf(Inry) (Inry)

T
(r} — i) — arfr} 1og2(2)
A + 0 = 2 2 2..2 Ty 1
(ry —1)* — 4r’r) log? (7”_1)

olacagindan,
Po(r') + Wo(r) = 1

yada
Po(r') = 1— Wo(r")

elde edilir. Ayn1 zamanda
¢§”) (r) = apr’n + byr~* + ¢ r? M 4 d e
an, by, , ¢, dy, katsayilar ve karsilik gelen A,, 6zdegerleri bulundu [40].
sin, = +b1,,

= 1 T1 T1

Ap = (ilog:—:)ﬂn; b= 2 log(r1/72) (;‘ E)

Bu 6zdegerler karmasik A diizleminde simetrik olarak yerlestirilmistir.

dir.
Burada iist ¢izgi karmasik eslenigi ifade eder.
o™ ) =o™Mr) (n=1,2,3,.),

Ayrica A, lerin durumundan dolay1

36

(4.28)
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E,=E,, Fn=FE (4.35)

olacaktr.
4.2 Bolgelerin Arakesitinde Eslestirme

I. ve II. bolgedeki ¢oziimler kesisim bdlgesinde birbirine yakinsar. (4.9) ve (4.10) da
verilen iki ¢6ziim eslestirilecektir. Akis fonksiyonunun ve ilk {i¢ kismi tiirevinin, I.
bolge ve Il. bolge arasindaki 6 = 6, ve 6’ = — 6, deki arayliz boyunca sirekli
olmasi saglanir. Akis fonksiyonlar1 €3 streklidir. Kesisim ¢izgisi boyunca 6 ya gore
ilk Ug turev birbirine esittir [20,21].

Wi(r,0,) =¥Yu(’',—6,) (4.36)
ov oy
_91(7«,31) E 6_0H r',—6,) (4.37)
azl'IJI anJH ’
557 (101) = —o (7', =61) (4.38)
W (T', 91) = W (T' ,—91) (439)

Burada

n <r,r <rn
dir.

(4.36) - (4.39) denklemlerinin hesaplanmasina ge¢meden dnce ara yiiz boyunca kismi

tirevlerde kullanilacak esitlikler elde edilmelidir. Sekil 4.1°den,
y=Y 4+ (rn+ nrn)sinf;, x =—X +(ry+ r,)cosb, (4.40)
veya kutupsal koordinatlarda

rsinf = r' sinf@’ + (r;+ r,)sin6; ,

rcos® = —r' cos@' + (r; + 1) cosb, (4.41)

oldugu agiktir.
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(4.41) de bulunan her iki denklemin 6 ya gore tiirevini alirsak,

! !

r cosf = sinf 50 +r'cos@ 50

. , (4.42)
: — ! _T' [ r_-
—71 sinf = — cos@ 50 +r'sin@ 20

I ve Il. bélgelerin ara yuzinde ( 6 = 6,; 8’ = — 6,) denklem (4.42)

r cosf; = —sinf; — + r'cosf; —

26 96 (4.43)
. or' . 06’
— 71 sinf; = —cos 6, FT) -7 sm@lﬁ

seklinde yazilabilir.
Birinci denklemi sin 6 ile ikinci denklemi cos 6; ile ¢arpip taraf tarafa toplanirsa,

in 6, cos 6 in 6, cos 6, = —sin20, 2 29 07
T SIn 1COS 1 7 S1n 1COS 1= Sin 160 COoS 160

Ao o7 s, sino, 20
r COoS0UqSIn 169 r COS U4 SIn 169

elde edilir. Buradan,

!

(sin%6; + cos?8 )6_r =0
1 1 60 -

ve

or'

i

bulunur. Benzer sekilde birinci denklemi sin 8; ile ikinci denklemi — cos 6, ile garpip
taraf tarafa toplanirsa,

00’ 00’
r sin 6; cos 8; + r sinf, cos O, = r’' cos 6 sin O, FT + 1’ cos 6, sin 0, FT

olup,
. 00’
27 sinf; cosf; = 2r'cosb, sinb, T
buradan,
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66’_ T

a6 r!
elde edilir.

O halde (4.43) deki iki denklemin 2 ve 2= icin czumi

00’ T ar'

4.44
0 r’ 00 0 (4-44)

(4.42) denkleminin her iki tarafini da 0 ya gore tiirevi alinip (4.44) denklemini dikkate
alarak, 1 ve Il bolgelerinin ara yizleri arasindaki denklemler,

4

r
r cos® = sin8' — +r'cos8’

!

a0 a0
g = o' ar' .y 9,09’
rsing =-—cosd' —o +1'sing’ —
oldugundan 6 = 6, ve 68’ = — 6, icin birinci denklemin tlrevi
- dsin6' 06’ 6r’+ s o2r' ,dc059’69’60’+ , 9,620’
TOMTE 00 90 90 Y 902" T T e a8 9o | %Y ez
: ! ’r’ ! . ! 69, ’ ! Iaze,
= sin® w—r(sm@) T +1r'cosf FYE
2y’ 2g’ 20"\’
—7r sinf =sinf W-I_T cos 6’ 302 —r’51n9’<%>
seklindedir. 8 = 6, ve 8’ = — 0, i¢in
ing, = 'eazr’+ ' 9629’+"9 LAY
rsingy = = sinb; ooz + r'cosby oo +1'sindy |

elde edilir.

Benzer sekilde (4.42) de bulunan ikinci denklemin tiirevi;
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d (—cos8") 96’ ar’ ,0%r"  dsinf' 96’06’
—cosf +r

—r cosf =

a6 40 96 962 do 96 96
s 6,629’
r'sin FYE
2.0 20! 0! 2
—1r cosf = —cosf 692+r sin @ a‘92+r cos @ <69>

seklindedir. 8 = 6, ve 8’ = — 6, icin

Zr’ 20’ 0/ 2
—1r cosf, = — cosb; 30z - r'sin 8, 592 + r'cos 6, <%>
olur.
Bu durumda,
, N A 29 (36"\’
— 71 sinf; = — sin6, 302 +r coselm + r'sin 6, ¥r)
(4.45)
o%r’ . 0%6’ , 00’
—1r cosf, = — cosb; 307 r’ sin 6, 392 + r'cos b, 20
elde edilir. Bu denklemde birinci denklem “’:,91 ile ikinci denklem de ‘Sf,“’l ile
carpilip taraf tarafa toplanirsa,
—7 sinf; cosf; + 1 sinf; cosH; _ sinB;cosf; d*r’  sin6; cosb; 91’
r’ - r' 06?2 r’ 062

20!

o + sin 8 969,2 in 6 069,2
gz T sinbicosd, | -5 sin 6, cos 6; { —

+ (sin?8, + cos?6,)

elde edilir. Buradan

- " 6291
(sin“6; + cos“6,) 507 = 0
ve
220’ _0
002
bulunur.
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Benzer sekilde birinci denklemi sin 8, ile ikinci denklemi de cos 6, ile garpilip taraf
tarafa toplanirsa,

a%r’ T
—rsin®0; — rcos?6; = (—sin?6, — cos?6,) 307 + r'(sin’6; + coszel)(F)2

olup buradan

0% LT
"= "oz TG
o%r' r
7w =7 (14 7)

bulunur.

O halde (4.45) deki iki denklemin 22 ve 2%

507 V€ 55z 161N cOZUMU

a2r' ry 026

— = —); —= 4.46
362 r(1+r,), 392 0 ( )

seklindedir.

(4.42) denkleminin her iki tarafin1 da 8 ya gore iki kez tlrevi alinip (4.44) ve (4.46)

denklemlerini dikkate alarak, I ve 11 bolgelerinin ara yuzleri arasindaki denklemler,

! 1A
r cos® = sinf’

+ ! 0!
T CoS 30

denklemi icin birinci turev

L oV L A (L) 2+ o020

r SInv = COS 90 00 Sin 692 r Sin 30 r COS 692

seklindedir. Bu ifadenin ikinci tiirevi alinirsa,

0 (cos 9 "or’ tcosg 2007 o000 931

T COSU = | COoS 30 EY: cos EY: 692 cos

90 392 TS0 553

g 00 (30N [ (06 1 5,00 9%0"
r COoS 30 \ 90 r Sin EY: r Sin 90 002
930’

003

+r' cos 8’
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olur. Bu ifade diizenlenirse,

3p! 00" 0%r’ 230’

N3
—rcosf =sinf W-I_S cos @ %Wﬂ’ cos 0 FYE —r' cos @ (—)

a0
olur. (6 =6;ve8' = —6,) icin

. a3r’ 00’ 9%r' 236’
—1r cosf; = — sinb, FrE + 3 cos 6, %W-I_ r’cos@lw

, 26"\’
— r'cos 6, 50

seklinde olur. Benzer sekilde

! !

. Vi r ! . I_
—r sin@ = — cos@ Y + r’'sin@ Y

denklemi igin birinci tirev;

a 12 aT’ 2.0 20! ! 2
—1r cosf =sinf %%—cose W+r sin @ Wﬂ” cos @ <%>

seklindedir. Bu ifadenin ikinci tiirevi alinirsa,

g = (si 0,69’ ,ar'+_ 0,69’62r’+ ) 9,69’62r’ 9,63r’
r sinf = (sin FYRAFY] sin 38 302 sin 38 302 cos FYE
g 00 (00N [ (08 2'+, 00/ 9%0"
r' sin 50 \ 70 r' cos 50 r' cos 50 302
391
+r'sin 6’ FYE
olur. Bu ifade duzenlenirse,
3,7 1 32,1 37 "3
rsinf = —cosH’W+3 sin 6’ FYRETE +7r'sin 8’ FYE —r’sin9’<60>
olur. 6 =6, vef' =—6;icin
_ o3’ _ 00’ 9%r’ .. 0%e 00’
r sinf; = — cos 6, FrER 3 sin 6, 30 997 T smé?lw+r sin 6, ¥T)

Buradan,
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a3r' 20’ 9%r’ 030’

—rcosbf; = — sinb, 6_03+3 C0591%W‘|‘7"C0591W
' eosn. (22 ’
ricosby | =5
, (4.47)
_ a3’ _ 00’ 9%r’ .. 0%

r sinf; = —cos 6, FYE — 3 sin 6, Fr I r' sin 0, 393

i, (28 3

r'sinty | =5

elde edilir. Birinci denklem sin 8, ile ikinci denklem cos 6, ile ¢arpilip taraf tarafa

toplanirsa,

3,',.1

0 = —(sin?8; + cos?6,) FYE

elde edilir ve buradan,

a3r'
003

olarak bulunur.

Birinci denklem cos 8, ile ikinci denklem —sin 8, ile carpilip taraf tarafa toplanirsa,

2 2 _ 2 2 26’ a%r' /] 2 2 a%e’'
—r(sin“f, + cos“0,) = 3(sin“H; + cos“6,) 50 2zt T (sin“6; + cos“6,) Y
: 26"\3
— r'(sin?6, + cos?6,) (5)

elde edilir. (4.44) ve (4.46) denklemlerini kullanarak,

3

3.
_r:3;.r (1+ ;)+T' %993 —r'(;)

3r2r’ + 3r3 ,0%0" 13
r= S A Y M
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2r3  3r? B , 030’

r r'? r r 063
r 2r3 3r? B 030’
rl ,r[3 r,Z 693

bulunur.
FEL a3r . . ..
icin ¢cozimii

(4.47) deki iki denklemin (4.44) ve (4.46) dan yararlanarak 597 V& 553
230’ r T2 73 a3r’
=—(—)-3(=) —2(—);:; —= 4.4
(r,) 3(r,) 2(r,) i ey =0 (4.48)

seklinde olur.
O halde (4.44), (4.46) ve (4.48) denklemlerinden ara yuz boyunca 6 = 6,ve 8' =

— 0, olan kismi tiirevlerin asagidaki degerleri bulunur:

or' 026’ B a23r’ B
30 = a0z~ ag5 0
08’ T
0  r'
62 ’
e =10 7)
307 3
- (O -3 -200) (449
(4.50)

F = cos(1,0") @ (r")

fonksiyonu g6z 6niine alinsin.

Ara yuz boyunca zincir kurali kullanarak ilk ti¢ kismi F tiirevini hesaplanirsa,

birinci tlirevi,
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oF _ 96’ or'
— = — A,sin( 1,0") @ (r") + cos(A,0") 0" (r")

00 20 20
oF 2 sin(a8 ae’@ ,
69 - TLSln( n 1) ae (r)

Ikinci tiirevi,

PF _ - asina0n 22 o o Ausin( 1,07 g oy 2
W - | nSIn( n ) EY) (T‘) + |- n51n( n ) EY) (T) 00
ar'] ar'

+ [cos(/lne’)%l Q' (r')+ lcos(lne’)%l [0 (r"H]’

9%F 2 "\’ "
a_ezz—ln cos(ln0)<ag> @ (") — Ausin(A,60") 602®(r)

! ! ! !

30 69® (r") — A,sin(1,6") 50 a9@(7”)

— Apsin( 4,,0")

!

or
Q' (r') + Icos(/lne’) 50

2.0

062

+cos(1,0") l [@" ()]

olur. Diizenlenirse,

2.0

O a2 cos(anf ’2¢’+ 1,602 ¢

2gz = ~ M cos(1a8") (55| @) +eos(a0) 505 9 ()

92F , 26"\* e

=57 = — 1, cos (1,0;) 30 @ (") + cos(4,61) 302 Q' (r")
elde edilir.

Benzer sekilde tglincu turevi,

F _ (5o (9N e a0\
W_ nSln(n) % —nCOS(n) % Q)(T)

! 20/’ 63 !

0
2 ! : ! l
— <An cos( 1,0 )_69 307 + Ausin( 1,60 )_693 > o (r")
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!

+|=1,2 1.0 69'2,1'19'6 o'(r'
n COS( n ) 69 TlSln( n )69 69 (T)

2,1
—Apsin( 4,0") — FYRETER —0'(r")

3 !

@' (r') +cos(1,0") —= FYE —=0' (r")

1 32..7

— A,sin( 4,60") 30 302

12 14 2.0

00
< Ansin( 4, 9)66 Y +cos( 4, 9)892>[¢f @I’

4 ( Lsi 1o ),69’ L 1o 00’ ! or'
nSin( 4,0") 20 nSin(4,0") EY 90

. ! aZr’ ! !
—ﬂnSIH( 1,0 ) 902 v (T )

olur. Diizenlenirse,
14 37/

CF_ s 93@,/1./19, o0
303 — n Sm( n ) EY) (T') - nsm( n )603 (7‘)

203
- 0 00’ 0%r’ o'
nSin( )69 EVE )
63F . ’ 2 69, ’ 6391
— = —An Sln(lnel) Q(T) An % - 063

063
2,',.’

+ 31, sin (A,0;) 30 302 o'(r')

bulunur. Boylece;

oF _ 1.6 20’ @

30 sin (4n01) -0 (')
92F ) AN 2r!
W = _ATL CcoS (An91) % ) (T) + cos (ln91) 692 Q) (T')
9°F o sin (A6 O 1209'3 930’

003 - n Sll’l( n 1) (T‘) n 90 903 (4.51)
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! azr/

+ 3An sin (Anﬁl) % 692

o'(r')
olur. Benzer sekilde
G =09 (4.52)

fonksiyonumuz daha sonra, F ‘de 4,, = 0 icin ve (4.28) kullanilmasi, I ve II bolgeleri

arasindaki ara ylzde asagidaki kismi tiirevlerin elde edilmesine yol agar.

aG_O
F

0%G 3 a%r' &0
50z~ 99z 2(™)
936G
976G _ 453
53 =0 (4.53)

(4.40) dan faydalanarak,

2

r' = X?* + Y?

[x—(r + 15)cos0, 1> + [y—(r, + r;)sinb; ]?
=x%+4 (1, + 1, )?cos%6; — 2x(ry + 1, ) cos 0 + y?
+(r + 71,)%sin?%0; — 2y(ry + 1, ) sin 6,
= x2 +y2-2(r + ry)[xcosf; —ysinO;] + (ry + 1, )?
=x2 +y2—2(r  + r,)[rcosf.cosf; —rsinfsinf;] + (r, + 1, )?
= 12— 2r(1r 4+ 1) cos(0 —0,) + (1 + 13 )2 (4.54)
elde edilir. Ozellikle, ara yiizde

r'=(n+n)-r (4.55)

(4.9) - (4.10) da verilen 6z fonksiyon genislemelerini eslesme kosullarina (4.36) -
(4.39) degistirerek ve (4.51), (4.53) ve (4.55) denklemlerinden faydalanarak asagidaki

eslesme denklemlerini elde edilir:
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W, (r,0) = Wy(r) + ZEncos(/lnG) 8™ (r)

w,(r,0') = Py(r') + EFn cos(1,8") 8 (r)

denklemleri dnce
W, (r,6,) =¥, —06;)

denkleminde yerine konulursa;
Folr) + z Encos(1,0) 9" (1) = Po(r') + z F, cos( 2,6 0™ (1)

0=Wo(r) — Po(r")Nlo=s,

+ Z E, cos (A,61) 07 (r) — Z F, cos (1,67) 8 (r") 56

denklemi elde edilir. Benzer sekilde (4.9) ve (4.10) denklemleri

36 %) = 59

(T,, _91)
denklemi igin ¢ozullrse;

d

0

- 0 - or
_ 2 By dnsin (2,0 55 o™ () + z E, cos (1,8) @' (r) .

- a0’ = or’
o 2 Fy Aysin (4,0") =—=0™ (') + Z F, cos (1,67 0'™ (') 2
L 20 L 36
boylece,

N - ) S - 00" .
0= —Z Ey, Ansin ( A,67)0 (r) — ZF"A" sin (A,6) = 00°(1")  (457)
denklemi elde edilir. Benzer sekilde (4.9) ve (4.10) denklemleri

W(rﬁlh ¥TER

(', =6)
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denklemi igin ¢ozllurse;

[ee] [ee] a
= Endn® 05 (n0)8 (1) = ) B Ansin (1,0) 0" (r)

ZE Aqsin (4, 0)(2)’(n)(r)aH+ZE cos (A, 9) @’(n)(r)

002

N 2 ’ a6’ ’ n) / N : ’ 620, 1(n) ’
—ZFn/’ln cos (1,,0") ¥ @, (r") —ZFnlnsm(lnﬁ)W@l (r")

200’ or’

1(n)
a6 06 Q (r)

ZFAsm(A 6 "My ’)+ZF cos (A, 9)

002

elde edilir. Dizenlenirse,

a2r’ hy
0=_(th'(r )>|9 A4 ZE A2 cos (1,010 (1)

zF COS(/1 91) [aez Q)I(n)( I) /1 <aaee) gn)(r’)] (458)

denklemi elde edilir. Benzer sekilde (4.9) ve (4.10) denklemleri

203 (r,6,) = WTER (', —61)

denklemi igin ¢ozulirse;

D Eny® sin 000 (1) = Y By cos (1,0) 07 (1)

ZE A, cos (A, H)GHQ)’(n)(r) ZE Apsin (A, 0) Q)’(n)(r)

007

ZE A2 cos (1,0) aB(D’(n)(r) ZE A,sin (A, 9) (D’(n)(r)

062
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ZE Ansin (4, 9) (D’(n)(r)+ZE cos (A, 9) (D’(n)(r)

002 003

= E E, 2,> sin (1,,6") —I 3(2)(")(r’)
£ nn n 99 1

— E E, 1,° cos (1,6") —I 2 I(Z)(n)(r’)
£ nn n 69 1

90'820" . .
zFAn cos(/lé?)ae =70 (r) - ZFAsm(Ae)ang)“( 2

"7 00| 96

06’ 921" .o
ZF/lsm(AH)agaez(b (r')

20’ 0%r’

1(n) ’
00 002 @ (")

ZFAsm(/l 0") — (D’(n)(r)+ZF cos (A, 0)

003

olur. Diizenlenirse,

0= Z E, 4,2 sin (1,60 (r)

= _ o (. 500" a3
+ZFn/1nsm(,1nal) 0P (S5~ a3

369’6
00 062

(4.59)

@I(n)( )]

Bir sonraki bolimde, E, veF, katkisinin Papkovich-Faddle 6zfonksiyonlari
tarafindan saglanan biortagonallik kosullar1  kullanilarak nasil  belirlendigi

gosterilecektir.
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4.3 Biortagonal seri ¢c6zimu

(4.56) - (4.59) 'da verilen eslestirme kosullarina ayrintili olarak Khuri [18]" den

tiretilmis bir sektorel kavite icin biortagonallik kosulunun uygulanmasiyla E,, ve E,

katsayilar1 bulunabilir. Biortagonallik 6zelligi,

[[vme, ¢§m>(r)]3()[ E:() dr = P} O

PP Hn (n)
0, (r) =rp", (r)—gﬁ’l )

v = oMr), W) = o™

olup burada,
Uy =1+ 21,°
ve
L
By =%
2r3 2r?

seklindedir.

Biortagonallik kosulunun uygulanmasina hazirlamak i¢in, 6nce (4.56) -

verilen eslesme kosullar1 vektor seklinde ifade edilmelidir. (4.61) den
) 1421, z
05 (r) = 10", (1) ———— 0" (r)

n Anz n
00 = 19", (1) - 0 (r) ~ T 0 (r)

1 n n nn n
—= 1,200 () = 00— 0" () + o @“(r)

(4.60)

(4.61)

(4.59) da

dir. Bunun yerine (4.58) denklemini koyup, daha sonra (4.56) ve (4.58) denklemleri

gibi yazilabilir:
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0 [lpo(r) - qjo(r’)b:e
)= 1o
r 002

+ZE cos (A, 91)< (Z)(n)(r)

‘TJ()(r’)

0
T qugn)( r )

0o _¢(n)( r' )
+ Z Fycos (4,601) | ¢

a6’ 1 0%r'
Fln ( ) @(n)( /)_r_a_erz (D’gn)(r’)

© Q)gn) ) (4.62)
+ Zoo En cos (Angl) < Q)gn) (T‘))

burada,
j [, ws @Bl Jar

operatoru (4.62) denklemin her iki tarafina uygulanirsa,

j [ o™ @), m|Bm) | 1 0 dr  (4.63)
1 2 @(Tl)( ) — @”g")(r) '

frz[ll}(m)( ey 56 0™ () i (4.64)
Wpn = @), Y ()| B(r 2 r ,
1 % '’ (66%) Q)gn)(rr) rl ?MTZ oM (r)

T2 [Lpo(r) - lT’o(’"’)]e p
_ f RO Rl [:16) N “dr (4.65)
51 ? 0 IP, (T )
ve daha sonra, biortagonallik kosulu kullanilarak,
0 = Qp + Eyy 05 (A1) Py + z Ey, Vi €05 ( 161)
(4.66)

+ Z E, Wy cos (A,67)

elde edilir. Daha sonra (4.57) ve (4.59) denklemleri birlestirilir. (4.49) ve (4.55) e gore
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00" _ T r' =(n+nrn)-r
a0 r e

oldugundan,

0" r  (n+mrn)-r n+nrn 1

00 r! r' T’ r!

0" r n+rmn

_ 4.67
a6 r’ r! 1 (4.67)
elde edilir. Benzer sekilde;
639’ r r'\2 r 3 00’ r
5o =~ () —3(2) —2(7) E

oldugundan
960'\> 930’ 90"\° r r\2 3
2 _ 2 - _ _ _
1 (5) ~ 5=t () + B +3(E) +2(D)
L2 26"\’ 630’_/1269’3+ AT 59'2+2 26"\’
"\ o 903 "™ \ 90 20 a0 90

Laf00Y _0% _ 2y ae'3+3 ae'z+ 96’
"\ a6 05 = M T2 (55 EL, a6

olur. Bu nedenle, (4.59) denklemi asagidaki gibi tekrar yazilabilir.

s ) N : 00'9*r' oy
0=Z/1n E, sin (4,0,)0¢ (r)—szAnFnsm(Anel) a0

} (4.68)
-1

o | , 26"\* _(86"\" 7+ 7
+Z/1nFn sin (ln91)¢§n)(r ) {[(A”Z +2) (%) *3 (‘79) T
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Eger (4.57) denklemi (86'/96)” ile boliiniirse, (4.57) ve (4.59) y1 veya esdegerde
(4.68) eslestirilebilir.

RS 20*0" (1)
(0) - ZEn/lnsm(/lnel) (_ (ae')‘2 @f”(r))

90
[ee] Q)(n)(rl)
— Y A,F,sin (1,0 )( o
+ Z E, A, sin (1,6,)

!(((Z)gn)(r')[(lnz+2) (69')3+ 3(69) (7”1"' r2) w
[ oG e

0'9%r' _,m), . ]
4 (‘3 6907 (”>}
0

)
(4.69) denkleminin her iki tarafina

[Twmenumensen]

operatorii uygulanirsa,

2

Ry = fr :2[¢1(m)(r'):¢2(m)(r')]B(T') o™ (r) ) (;g,)—z dr'  (470)

00

T1

o™ (r") [(Anz + z)(

” - 69’_r OV,
Smn=f [ im)(r’),ngm)(rl)]B(r,) < 3 90 3092 Q' (r ))
|
05" ()~ }}
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0 = 2, E, sin (1,,0,) P, + Z AE, R, sin (1,6,)

) 4.72)
+ z AE. S, sin (1,6,
elde edilir.
(4.66) ve (4.72) den E,, ve F, katsayilari i¢in ¢oziilecek denklem sistemleri,
0 = Q,, + E,cos (A,0,) P + Z E, V... cos (1,6,)
+ Z E, W, cos ( 1,6;)
0 = —,, F,, sin (A,,0,) B, + z AE, R, sin (1,6,)
+ Z AF, S, sin (1,60, (4.73)

olarak elde edildi. Bu denklem sisteminden E,,, F, katsayilari Gauss-Eleminasyon

yontemi ya da esdeger yontemlerle hesaplanabilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda miihendislik ve fen alaninda sik¢a karsilasilan kavite akis
problemi incelendi. Egrisel bolge ele alinmis olup kavitenin geometrisi geregi
cozimler kutupsal koordinatlarda bulundu.

Akis bolgesinin (sektorel kavite) gorlinlim oranlart olanry, 1, ve 6’nin gesitli
degerlerinde stokes akis problemi ele alindi. Cizelge 5.1 de r;, =1, r, = 2 icin ilk

26 A, 0z degerleri hesaplandi.

Cizelge 5.1. r; =1, rp, = 2/i¢in 26 A,, 6z degerleri.

n A, karmasik kokler

1 3.370703254 + 6.054102744 i

2 4.112343180 + 10.802931474 i
3 4.593078513 + 15.444885446 i
4 4.951563568 + 20.045543966 i
5 5.238022153 + 24.625199349 i
6 5.476764440 + 29.192525396 i
7 5.681498446 + 33.751926784 i
8 5.860740743 + 38.305901960 i
9 6.020153718 + 42.855983209 i
10 6.163696600 + 47.403166826 i
11 6.294247926 + 51.948130806 i
12 6.413966841 + 56.491353726 i
13 6.524514778 + 61.033183727 i
14 6.627197730 + 65.573880523 i
15 6.723061006 + 70.113642063 i
16 6.812954353 + 74.652622031 i
17 6.897577913 + 79.190941676 i
18 6.977515421 + 83.728698023 i
19 7.053258673 + 88.265969687 i
20 7.125225878 +92.802821085 i
21 7.193775648 + 97.339305529 i
22 7.259217815 + 101.875467545 i
23 7.321821895 + 106.411344626 i
24 7.381823795 + 110.946968584 i
25 7.439431179 + 115.482366591 i
26 7.494827805 + 120.017562008 i

71, 7o Ve @’nin degistirilmesiyle ¢ikis yapilarindaki catallanmalar, yeni eddy’lerin
dogmasi ve gelismesi gibi olaylar incelendi ancak kavitenin sinirlarinda hareket
olmadig1 i¢in akis yapisinda bir farklilik gozlenmedi. Kavite kapali olmadig1 i¢in

girdap ve catallanma g6zlenmedi.
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Kavite iki ayr1 bolge olarak diisiiniilerek her bir bolgedeki ¢ozlim ayr1 ayri elde edildi.
Ancak bu ¢ozlimlerin ara kesit ¢izgisi iizerinde birbirine yakinsamasi gerektigi igin,

bazi teorik bilgiler kullanilarak bu yakinsama yeterince saglanmistir.

2,0 4
1,8 -
1,6 4
1,4
1,2
1,0
0,8 -
0,6 -
0,4 -
0,2
0,0 -
0,2
0,4 -
0,6 -
0,8 -
1,0
1,2
1,4
1,6
1,8
2,0

Sekil 5.1., =1, =2vef = %igin akis cizgileri.

Elde edilen ¢ozim r; = 1,1, =2 ve 6 = % icin Sekil 5.1. de gosterilmistir. Kavite
gOriinlim oranlar1 olan 7y, r, ve 8’nin farkli degerleri i¢in de benzer akis yapilar
cizdirilebilir ancak kavitenin sinirlarinda hareket olmadigi i¢in akis yapisinda bir
farklilik gozlenmeyecektir. Yukaridaki sekilde her bir renk akis fonksiyonunun farkl
seviyeleri i¢in akis seklini gostermektedir. Akis basing farkiyla olugsmakta olup kavite

kapal1 olmadig i¢in girdap ya da catallanma gozlenmedi.

Problemin teorik ¢oziimii elle yapilmis olup sonug datalart FORTRAN programlama
dilinde hazirlanan program ve alt programlar yardimiyla elde edildi. Elde edilen

datalar ORIGINPRO ¢izim programi ile gorsellestirildi.

57



Bu calismada asil amaglanan, problemin teorik ¢6zlimiinii detayli olarak elde etmek
olup sonuca basarilt bir sekilde ulasilmistir. Sonraki ¢alisma olarak ise kavite
sinirlarina hareket vererek farkli akis yapilar1 ve girdaplar, catallanmalar gézlenebilir.

Bu problem dogada bir ¢ok uygulamaya uyarlanabilir.

Bunlara damardaki kan akisi, egrisel kanalda su akisi, 1s1 ve kiitle transferi gibi

problemler 6rnek verilebilir.

Ek olarak bu tez c¢alismasinda Stokes akis problemi incelenmis olup Reynolds
sayisinin ihmal edilebilecek kadar kii¢iik oldugu durum incelendi. Sifirdan farkli
Reynolds sayil1 akis problemi ise lineer olmayan Navier-Stokes denklemleri tarafindan
yonetilmekte olup bu tir problemler ise ancak gucli nimerik ydntemlerle elde
edilebilir. Reynolds sayisinin farkli durumlarinda ¢ok ilging akis yapilarinin

gozlenebilecegi tahmin edilmekte olup sonraki ¢aligsma olarak onerilebilir.
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