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OZET

EKLI STERPINSKI UCGENI UZERINDE ICSEL METRIGIN FORMULE
EDILMESI

ASLIHAN IKLIM SEN
Matematik Anabilim Dali

Anadolu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Temmuz, 2020
Danigman : Do¢. Dr. Mustafa SALTAN

Dogayla olan iligkisinden dolay1 bir ¢ok bilim dalinda uygulama alani olan frak-
tallarin en 6nemli 6zelliklerinden biri kendine benzerliktir. Bu 6zelligi sayesinde
ozellikle baz1 klasik fraktaller {izerinde igsel metrikler noktalarinin kod temsilleri
yardimiyla ilging formiiller ile ifade edilebilmektedir. Son zamanlarda Sierpinski tic-
geni, Kutu fraktal, Sierpinski tetrahedron ve mod-3 Sierpinski {i¢ggeni gibi kendine
benzer kiimeler tizerindeki igsel metrikler noktalarin kod temsillerinin kullanarak
formiile edilmigtir.

Bu tezde, ekli Sierpinski iiggeni iizerindeki i¢sel metrik noktalarinin kod temsilleri
yardimiyla inga edilecektir. Bu fraktalin literatiirdeki i¢sel metrik formiilii verilen
diger fraktallardan farki, ilgili yinelemeli fonksiyon sisteminin biiziilme katsayilarinin
farkl olmasidir. Bu 6zelligi ile kod temsilleri yardimiyla igsel metrigi formiile edilen
ilk teorik ¢aligmadir. Ayrica bu igsel metrik formiiliinii kullanarak ekli Sierpinski
tiggeninin baz1 geometrik ozellikleri verilmekte ve Sierpinski tiggenin geometrik 6zel-
likleriyle karsilagtirilmaktadir. Son olarak, bu formiilii kullanarak ekli Sierpinski
iiggeninin bazi topolojik kiimeleri noktalarin kod temsilleri ile elde edilmektedir.
Anahtar Sozciikler: Ekli Sierpinski ti¢geni, I¢sel metrik, Kod temsilleri,

Sierpinski ti¢geni.
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ABSTRACT

THE FORMULIZATION OF THE INTRINSIC METRIC ON THE ADDED
SIERPINSKI TRIANGLE

ASLIHAN IKLIM SEN
Mathematics Department

Anadolu University, Graduate School of Sciences, July, 2020

Advisor : Assoc. Prof. Dr. Mustafa SALTAN

Due to its relationship with nature, one of the most important features of fractals,
that have applications in many disciplines, is self-similarity. Thanks to this feature,
especially on some classical fractals, the intrinsic metric can be described with the
help of code representations of points. Recently, intrinsic metrics are formulated on
self-similar sets such as the Sierpinski triangle, box fractal, Sierpinski tetrahedron
and mod-3 Sierpinski triangle via the code representations.

In this thesis, the intrinsic metric on the added Sierpinski triangle will be con-
structed by using the code representation of the points. The difference between this
fractal and the other fractals given the intrinsic metric formulas in the literature
formulas is that the contraction coefficients of the related iterative function systems
are different. With this feature, it is the first theoretical study that formulates the
intrinsic metric with the help of code representations. In addition, using this in-
trinsic metric formula, some geometric properties of the added Sierpinski triangle
are given and compared with the related geometric properties of the Sierpinski tri-
angle. Finally, using this formula, some topological sets are obtained by the code
representations of points on the added Sierpinski triangle.

Keywords: The added Sierpinski triangle, Intrinsic metric, Code representation,

Sierpinski triangle.
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1. GIRIS

Fraktal geometri son yillarin popiiler aragtirma konularindan biridir. Ozellikle
doga ile ilgili 6rnekleriyle karsimiza cikmaktadir. Bu oérnekler Oklid geometrisin-
deki dogru, kare, {iggen, daire gibi diizgiin sekiller degillerdir. Bulutlar, daglar, kiy1
seritleri, gelaleler, magaralarin i¢i, yildirim, brokoli, egrelti otu, kan damarlar1 gibi
bir ¢ok degisik fraktal modelleri cografya, fizik, kimya, biyoloji ve tip gibi bir ¢ok
fakli bilim dalinda incelenmektedir. Bu fraktallerin ortak ozellikleri kendine ben-
zerliktir. Yani, bazi kii¢lik parcalarinda seklin tamami gorilebilmektedir. Ayrica
her kii¢iik parcasinda seklin kendisini gordiigiimiiz tam kendine benzer fraktaller
matematikte dikkat ¢eken konularindan biridir. Cantor kiimesi, Sierpinski ti¢geni,
Sierpinski halisi, Menger siingeri, Koch egrisi tam kendine benzer olan klasik frak-

tallerdir.

i

Sekil 1.1. Sierpinski halist

1982’de Mandelbrot tarafindan fraktal kavrami ilk kez kullanilana kadar bu kiimeler
farkli matematiksel problemlerin ¢éziimiinde model olarak tamimlanmistir. Bu frak-
talleri inga etmenin L-sistemleri, yinelemeli fonksiyon sistemleri (YFS) ve escape-
time algoritmalar1 gibi farkli yollar: vardir. Ozellikle YFS’nin teorik kismu ilk olarak
Hutchinson ve Barnsley tarafindan verilmigtir [2]. Ayrica, Fraktal boyut (kutu
sayma boyut) kavramiin teorik alt yapisi tanimlanmigtir ve bu kavram giintimiizde

diizglin olmayan nesnelerin siiflandirilmasinda kullanilmaktadir.



Sekil 1.2. Vicsek fraktal

Son yillarin ilging ¢aligma alanlarindan biri ise verilen bir kiimenin yapisini yan-
sitan igsel metrigi tammlamaktir. Ornegin, karesel bir bolge tizerinde verilen farkh
A ve B noktalar1 arasinda sonsuz sayida yol tanimlanabilir. Fakat bu iki nokta
arasindaki en kisa yolun uzunlugu Oklid metrigi ile elde edilir. Ama giinliik hayatta
her zaman bu metrigi kullanmak miinkiin degildir. Yani, A gehrindeki bir evden
B sehrindeki bir eve araba ile gidebilmek ic¢in binalarin iginden, daglarin tepesin-
den gidilemeyeceginden araglarin gegebilecegi miimkiin yolarin kullanilmasi gerekir.
Kabul edilebilir yollarin uzunlugunun infimumu bize bu yap: tizerindeki i¢sel metrigi

verir.

Sekil 1.3. Koch egrisi



Fraktallerin tizerindeki noktalar iligkili YFS ile kodlanabilirler. Boylece farklh
fraktaller iizerindeki noktalar farkli kod temsillerine sahiptirler. Ozellikle tam kendine
benzer fraktal kiimelerin kod kiimeleri iizerindeki igsel metrikler ilging formiiller ile
tanimlamaktadir. Literatiirde [5-7],[9],[13],[24],[26] gibi ¢alismalarda fraktaller tizer-
ine i¢sel metriklerle ilgili aragtirmalar olsada son zamanlara kadar fraktallerin nokta-
lariin kod temsilleri kullanilarak insa edilen i¢sel metriklerle ilgili yeterince ¢alisma
yoktur. 2018’den itibaren bu konu iizerindeki aragtimalar artmaya baglamigtir.[21]de
Sierpinski tiggeninin kod kiimesi tizerinde tanimladigi i¢sel metrik ayrintili olarak
incelenmigtir. [19)’da Sierpinski tiggeninin noktalarmin kod temsillerinin jeodezik-
lerinin sayisina gore siniflandirilmasinda bu metrikten yararlanilmigtir.

[22]'de bu igsel metrik formiilii kullamlarak Sierpinski tiggenin bazi noktalarinin
kod temsilleriyle ifade edilmigtir. [23]'de ikizkenar dik ve gesitkenar Sierpinski tiggeni
tizerinde i¢sel metrik formiilii inga edilmis ve baz1 geometrik 6zellikleri bu formiil-
leri kullanarak kargilagtirilmigtir.[20]’de igsel metrik formiilii kullanilarak Sierpinski
liggeni tizerinde tanimlanan dinamik sistemin kaotikligi gosterilmistir. [1]’de Sier-
pinski tetrahedron iizerinde igsel metrik formili verilmekte ve bu metrik formiilii
kullamlarak Devaney anlaminda kaotikligi gosterilmektedir. [16]’de kutu fraktal tiz-
erinde ve [15]'de SG(3) lizerinde igsel metrik formiilleri ve bu fraktalin bazi geometrik
ozellikleri aragtirilmaktadir. [12]’de ise Sierpinski pervanesi ve komgu Sierpinski tig-
geni tizerinde igsel metrik formiilii insa edilmektedir.

Karmagik fraktaller i¢in kod metrigini tanimlamak her ne kadar zor olsada, farklh
fraktaller {izerinde de igsel metrigi tanmimlamak bu yapimin geometrik ve topolo-
jik ozelliklerini incelemek ve bunlar1 kargilagtirmak icin son derece 6énemlidir. Bu
calismada farkh bir fraktal olan ekli Sierpinski tiggeni iizerinde i¢sel metrik tanim-
lanmigtir. Ekli Sierpinski {iggenin diger fraktallerden en biiytik farkli yinelemeli
fonksiyon sistemindeki biiziilme katsayilarinin ayni olmamasidir. Bu nedenle diger
fraktaller i¢in tanimlanan igsel metriklerden ekli Sierpinski {iggeni igin tanimlanan
igsel metrik daha karmagik bir hal almaktadir. Bunun igin 6ncelikle gerekli olan
tanim ve teoremler verildiktikten sonra olast her durum ayri ayri incelenip en son
Teorem 4.7 olarak ifade edilecektir. Ardindan tanmimlanan i¢sel metrik yardimiyla

baz1 geometriksel 6zelliklere ve topolojik kod kiimelerine yer verilecekir.



2. ON BILGILER

Ekli Sierpinski ii¢genini inga etmek i¢in 6ncelikle baz1 tanimlara, teoremlere ve
kavramlara ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu béliimde sirasiyla bu ifadelere yer verilecek-

tir.

2.1. Metrik Uzaylar

Tamm 2.1. X bostan farkl bir kiime olmak tzere d : X x X — RTU{0} fonksiyonu

asagqrdaki kosullary saghyorsa bu fonksiyona X tzerinde bir metriktir denir.
i) Ve,y € X igind(z,y) =0 =y
ii) Yo,y € X igin d(x,y) = d(y, x)
i) Vr,y,z € X i¢in d(z,y) < d(z, z) + d(z,v)
(X, d) ikilisine metrik uzay denir [2].

Tanim 2.2. (X, d) bir metrik uzay olmak dzere (x,), X uzayinda bir dizi olsun.
Eger keyfi € > 0 sayust verildiginde n > N i¢in d(x,,x) < € olacak sekilde bir
N. > 0 dogal sayse varsa (x,,) dizisine yakinsak dizi denir. Ayrica (x,) dizisi x

noktasina yakinswor veya (x,,) dizisinin limiti x noktasidir denir [2].

Tamim 2.3. (X, d) bir metrik uzayr ve X iginde bir (x,) dizisi verilsin. Keyfi e > 0
saysy verildiginde n,m > N i¢in d(x,, T,) < € olacak sekilde N. > 0 dogal saiyist

varsa (r,) dizisine Cauchy dizisi denir [2].

Tanim 2.4. (X, d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise bu metrik uzaya

tam metrik uzay denir [2].

Tanim 2.5. (X, d) metrik uzay ve S C X olsun. Eger S i¢indeki her dizinin S de

yakinsak bir alt dizisi varsa S alt kiimesine X in kompakt alt kimesi denir [2].

Tanim 2.6. Bir X kimesi tzerinde [+ X — X fonksiyonu verilsin. f(z*) = z*
olacak sekilde bir x* noktasi var ise bu noktaya f fonksiyonun sabit noktasy denir

[11].



Tanim 2.7. (X,d) metrik uzay ve f : X — X fonksiyonu verilsin. Eger her
r,y € X i¢in
d(f(x), f(y)) < kd(z,y)

olacak sekilde bir 0 < k < 1 gercel sayist var ise f fonksiyonuna bir biiziilme

dondigtimii, k saypsina da biizilme katsayisy denir [2].

Tanim 2.8. (X, d) bir metrik uzay ve f : X — X fonksiyonu verilsin. Eger her
r,y € X 1¢in
d(f(x), f(y)) = kd(x,y)

olacak sekilde bir 0 < k < 1 gercel sayst var ise f fonksiyonuna bir benzerlik

dondistimd denir [2].

Teorem 2.9. (Sabit Nokta Teoremi) (X,d) bir tam metrik uzay ve f : X — X
biiziilme doniisimi olsun. Bu durumda f(x*) = x* olacak sekilde bir x* € X sabit

noktasi, vardwr ve tektir. Keyfi xo € X i¢in

o, f(20), f(f(20)), .-, f"(20), ...

dizist x* sabit noktasina yakinsar [2].

2.2. Hausdorff Metrik

(X,d) bir metrik uzay olmak iizere , X in bog kiimeden farkli kompakt alt

kiimelerinin uzaymi H(X) ile gosterilsin.

HX)={A|[ACX,A#¢ ve A kompakt}

olsun. Béylece H(X) kiimesi tizerinde bir metrik agagida ifade edilen kiimeler arasin-
daki uzakliklar yardimiyla tanmimlanabilir. 2 € X ve A € H(X) olmak {izere bir =

noktasimin A kiimesine uzakligi

d(z, A) = min{d(z,y)ly € A)}



olarak tanimlanir. Bu tanim yardimiyla X in kompakt alt kiimeleri arasindaki

uzaklik i¢cin A, B € H(X) olsun. Bu durumda A kiimesinin B kiimesine olan uzaklig

d(A,B) = max{d(z,B)|r € A}

= max{min{d(z,y)|ly € B}|x € A}

seklinde tanimlanmr. H(X) kiimesinin iki eleman: arasindaki uzaklik olarak tanum-
lanan bu fonskiyon H(X) tizerinde bir metrik degildir. Ciinkii d(A, B) = d(B, A)
simetri 6zelligini saglamaz. Bu durumu diizeltmek i¢in agagidaki tanim yapilarak

H(X) tizerinde metrik 6zelliklerini saglayan fonksiyon yazilmig olur.
Tamim 2.10. (X, d) bir tam metrik uzay ve A, B € H(X) olmak tzere

H(X) = max{d(A, B),d(B,A)}
degerine A ile B kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakligs denir. Boylece (H(X), h)
bir metrik uzaydur, denir [2].
Teorem 2.11. (X, d) tam bir metrik uzay ise (H(X),h) de tam metrik uzaydir [2].
Teorem 2.12. (Cantor Arakesit Teoremi) N; (i € N), R™ de bos olmayan ve

kompakt kiimelerden olusan bir dizi olsun. Eger her (i € N) i¢in N; O Ny ise

() N:i#0

(1€N)
seklindedir. Bu kompakt kiimelerin caplari i — oo i¢in sifira gidiyor ise bu kesisim
kiimesi tek noktadan olusur.

2.3. Yinelemeli Fonksiyon Sistemleri

(X, d) bir metrik uzay olmak tizere f : X — X bir biiziilme doniigiimii olsun.

Bu durumda bir A € H(X) i¢in

f(A) ={f(x)|lx € A}



tanimlansm. f fonksiyonun siirekliliginden bu kiime H(X') kiimesinin bir elemandir.
Boylece (X, d) metrik uzay: lizerinde verilen bir f biiziilme doéniiglimii yardimiyla

(H(X), h) metrik uzay1 iizerinde bir biiziillme dontigiimii tanimlanabilir.

Teorem 2.13. (X,d) bir metrik uzay ve f : X — X bizilme katsaysy k olan bir

biizilme dontsimi olsun. Bu durumda A € H(X) igin
fHX) = H(X)

f(A) = {f(z)|lx € A}

olarak tanymlanan f dondsimi de (H(X),h) wzayinda bizilme katsayisy k olan bir

bizilme dondsimudir [2].

Teorem 2.14. (X, d) bir metrik uzay olmak dzere {f;|i = 1,2,...,n} donisimleri
(H(X), h) uzaynda bizilme katsayilar: siraswyla k; olan biziilme donistimleri olsun.

Bu durumda A € H(X) i¢in
FHX) = H(X)

F(A) = fi(A) U f2(A) U... U f,(A) = Ufi(A)

olarak tamimlanan F dindsimi bizilme katsayist
k =max{k]i=1,2,...,n}

olan bir biizilme dondgsimidir [2].

Tanim 2.15. (X, d) bir metrik uzay olmak tizere {f; | i = 1,2,...,n} donisimleri
biziilme katsaylar, swraswyla kq, ko, ..., k, olan bizilme dontsimleri olsunlar. Bu
durumda {X; fi|i = 1,2,...,n} sistemine yinelemeli fonksiyon sistemi denir

ve kisaca YFS ile gosterilir [2].

Teorem 2.16. (X, d) bir tam metrik uzay ve {X; fi|i = 1,2,...,n} yinelemeli
fonksiyon sistemi ve

FHX) = HX)



F(A) = fi(A) U foA) U... U fo(A) = U fi(A)

olarak tamimlanan F dindistimi verilsin. Bu durumda F dondstimiiniin
A=FA) =Jrn
i=1

olacak sekilde tek bir A € H(X) sabit noktasy vardur. Ayrica bu sabit nokta herhangi
bir B € H(X) igin,
B,F(B),F*B)...,

dizisinin limiti olarak

A= lim F"(B)

n—o0

seklinde elde edilir [2].

Tanim 2.17. {X; f;|i = 1,2,...,n} seklindeki bir YFS nin sabit nokta teoremi ile
yukaridaki gibi tek tirli belirledigi kompakt kiimeye yani F(A) = A € H(X) sabit

noktasina ilgili yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktori denir [2].

Sonug olarak bir tam metrik uzay ve tizerinde sonlu tane biiziilme doniisiimii

verildiginde, bu biiziilme doniisiimlerinin sabit noktasi atraktorii vermektedir.

Ornek 2.18. (Sierpinski Ucgeni)

Sierpinski icgeni (S), 1915 ylinda adine aldvge Polonyaly Matematikei Waclaw Sier-
pinski tarafindan farkle bir matematiksel probleme ¢ozim olarak tanimlanmas ve
Mandelbrot tarafindan fraktal kavrama kullanildiktan sonra klasik fraktallerin en tipik
orneklerinden biri haline gelmistir. Baslangi¢ olarak kenar uzunlugu bir birim olan
eskenar tcgen alinar. 1. advmda her bir kenar ki es parcaya bolinir ve bu kenarlar
birlestirilip 4 tane eskenar ticgen elde edilir. Ortadaki eskanar dig¢genin ici atalur.
Ikinci ve diger adimlarda da, kalan dicgenler icin ayni sire¢ gerceklestirilir. Her bir

advmda elde edilen tggenlerin kesisimi klasik Sierpinski i¢geni olarak adlandurilur.



Sekil 2.1. Klasik Sierpinski ticgeni insasi

(R? dgq) tam metrik uzay: tzerinde tamwml f; : R*> — R? (i = 1,2,3) olmak tizere,

o = ()

fylo.y) = (g TR ?)

biizilme dondisimlerinden olusan {R?; f1, fa, f3} yinelemeli fonksiyon sisteminin atrak-

toridiir (Bkz. Sekil 2.2).

Sekil 2.2. Sierpinski tiggeni (sol) ve 3 kii¢ik kopyasiman birlesimi olarak ifade edilebilen
Sierpinski tig¢geni (sag)

Burada onemli olan bir nokta, ilgili sabit noktayr bulmak i¢in herhangi bir kom-
pakt kiimeden baslaywp F dondstimi yardimayla bu kompakt kiimenin iterasyonlar: ile

limit durumunda elde edilecek kiime tekligi ve varlgy bilinen sabit nokta olacaktur.

Fraktal geometrinin klasik modellerinden olan Cantor kiimesi, Menger siingeri,



Sierpinski halis1 vb. kiimeler bir yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktorii olarak

ifade edilebilmektedir.

2.4. Fraktal Boyut

Tamim 2.19. (X, d) bir metrik uzay ve A€ H(X) olsun. Ve > 0 i¢in N(A,¢e), A

y1 ortmek icin gerekli olan € uzunluklu kapal kutularin minimum sayist olmak tizere

D=y {7 )

limiti varsa bu limit dejerine A min  fraktal boyutu denir [2].

eger;

Baz1 6zel durumlarda fraktallarin boyutlarini daha kolay hesaplamak i¢in agagida
tanimlanan Moran denklemi kullanilir.
2.4.1. Moran denklemi

Tamim 2.20. {X; f1, fo, -+, fn} yinelemeli fonksiyon sistemi verilsin.
o Vi={1,2,--- N} i¢in f;(U) CU
o Vi jigin f;(U)N f;(U) =0

kosullarine saglayan bir U C X agik kiimesi varsa ilgili yinelemeli fonksiyon sistems

acik kiime kosulunu saglar denir.

log(N)
log1/k

Fraktal boyutu veren D = (Burada k biiziilme katsayisidir) tiim parcalari
ayni biiziilme katsayisina sahip fraktallarda uygulanabilir. Fakat iizerinde caligilan
fraktal parcalar1 farkli biiziilme katsayisina sahip ve Y F'S leri ag¢ik kiime kogulunu
saglayan bir fraktal olsun. Biiziilme katsayilar1 kqy, ko, k3, ..., kxy olan N parcaya

boliinsiin. Bu durumda fraktal boyut formiiliini genellegtirmek i¢in her bir biiziilme

katsayisi digerlerinden ayirt edilecek sekilde yazilmalidir.

log(N)

~log1/k

10



ifadesi

Dlog(1/k) = log(N)
(1/k)? = N

seklinde yazilabilir. Boylece fraktal her boliindiigiinde yeni her kopya ic¢in &k y1 veren
1=k + kP + kP + ... + kP

ifadesini elde ederiz. Her bir k biiziilme katsayisi i¢in k; yi alirsak fraktal boyut
1=k +k)+kI+...+ky

ifadesi saglanir. Bu ifadeye Moran denklemi denir. Her k;, 0 < k; < 1 oldugu
siirece, Moran Denkleminin ¢éziimii tektir ve bu ¢oziim fraktal boyuttur.

Qoztimiin tekligi icin: 0 < by < 1...0 < ky < 1 igin
1=k + kY +KkD+. . +ky
ifadesinin ¢6zlimiiniin tek oldugunu gostermek i¢in
f(D)=kP +kd + Kk + ... +ky

fonksiyonunu ele alalim.

FO) =k RS+ k) + Ry =1+... +1=N

oldugu goriilir. D — oo iken f(D) — 0 olur. Ciinki her 0 < k; < 1 i¢in D — oo

iken kP — 0 olur. Ayrica f(D) siirekli ve azalan oldugu goriiliir. Ciinkii;

(D) = kP In(ky) + k2 In(ky) + k2 In(ks) + ... + ki In(ky)

11



dir. Boylece birebir bir fonksiyon olup y = 1 dogrusunu tek noktada keser.

0 < k; < 1 oldugundan In(k;) < 0 ve f'(D) < 0 dur.

Teorem 2.21. {X; f1, fo, -+, fn} yinelemeli fonksiyon sistemi agik kiime kosulunu
saglasin. f; + X — X (1 = 1,2,...,n) dondsimleri buzilme katsayilary k; olan
benzerlik donistimleri ve A kiimesi de bu sistemin atraktéri olsun. Bu durumda A

mn fraktal boyutu

zn: EP =1
=1

denkleminin tek gercel ¢ozimi olan D sayisidar.

Ornek 2.22. Biiziilme katsayise 1 /2 olan 3 biiziilme donisiminin belirledigi yinelemeli

fonksiyon sisteminin atraktori olan Sierpinski Ucgeni acik kiime kosulunu sagladigin-

dan,
n" /" /"
) <) -G) -
olup Sierpinski Ucgenin fraktal boyutu %E—g olarak Moran denkleminden kolayca hesa-
planar.

2.5. Igsel Metrik Uzaylar

Fraktallar tizerindeki ig¢sel metriklerle ilgili tanmimlar verilmigtir (Daha detayl

bilgi igin Bkz.[4] ).

Tanim 2.23. X bostan farkl bir kiime olsun. « :[0,1] - X ve a(0) =z, (1) =y

kosulunu saglayan strekli doniisimi = ten y ye bir yol olarak adlandirilur.

Tanim 2.24. (X,d) bir metrik uzay ve a : [0,1] = X ve X de bir yol olsun. |0, 1]
araligimin bir 0 = co < ¢; < ¢ < ... < ¢, =1 bolintisi i¢in >, d(o(ci—1), a(c))
toplama verilsin. Bu toplaman [0, 1] araligindaki tim bolintileri izerinden supremum

degerine a min uzunlugu denir ve Lqg(a) olarak gdsterilir .

Tamim 2.25. (X, d) bir metrik uzay olsun. Eger her z,y € X igin
d(z,y) = inf{Ls(a)|o: [0,1] = X, a(0) = z, (1) = y}

12



esitligini saghyorsa (X,d) uzayima igsel metrik uzay denir. Eger her x,y € X
icin x ile y yi birlestiren ve d(x,y) = Lg(a) kosunu saglayan bir a yolu var ise (X, d)

uzayina kesin i¢gsel metrik uzay denir.

Tamim 2.26. (X, d) bir metrik uzay ve o : [0,1] — X bir yol olsun. Eger her
t €10,1] dgin
L(a,t) = t.Lg(c)

esitligi saglanmyorsa v ya dogal yol denir.

Tanmim 2.27. Eger bir dogal yolun uzunlugu baslangi¢ ve bitis noktalar:, arasindak:

uzakhga esit ise bu yola jeodezik denir.

Ornek 2.28. R?\ (0,0) kiimesi igsel metrik uzaydir ancak kesin i¢sel metrik uzay
degildir. (—1,0) ve (1,0) noktalarnin i¢sel metrige gore aralarindaki uzaklk 2 dir.
Ancak uzunlugu 2 olan bir yol bulunmamaktadir. Bu nedenle kesin i¢sel metrik uzay
degildir .

Ornek 2.29. (Sierpinski Ucgeni Uzerindeki I¢sel Metrik)

Ornek 2.18. de, Sierpinski ticgeninin yinelemeli fonksiyon sisteminin bizilmeleri
verilmektedir. Sierpinski Ucgeni tizerinde i¢sel metrik insaast icin dncelikle ticgen
tzerinde alinan bir noktanin kod temsilinin nasil yapildige ifade edililecektir. Bunun
icin alt sol tiggeni Sy, alt sag ticgeni Sy ve dstteki tiggeni So olarak gosterilsin. Bu

durumda S = Sp U Sy U Sy olur (Bkz. Sekil 2.3). Benzer argimanlary kullanarak

Sierpinski ticgeninin Sa,, Sayays Sarasass - - - » Sajagas...ans - - - Gt Ucgenleri ig¢in S, D
Saras O Sarasas 2O - - - D Sayasas...an... O - - - olur. Cantor Arakesit teoreminden dolay:,
o0
m Sa1a2a3...an = {A}
n=1

olacak sekilde A € S noktasy vardir. A noktasimn kod temsili a, € {0,1,2} olmak
lizere a1asas . . .y, . .. tle belirtilir. Sierpinski l¢geni tizerinde bir noktanin ya bir ya
da iki farkl kod gosterimi vardir. Bunun nedeni ise aymi seviyede kesisen ki ti¢cgen
olmasidur. Yani; i,j = 0,1,2 ve i # j i¢in f;(S) N f;(S) tek elemanls oldugundan
Cantor Ara Kesit Teoremi geregince bu noktanin birbirinden farkl iki kod temsili
vardir. Eger S tzerindeki bir nokta ayni seviyedeki iki alt li¢genin arakesiti degilse

bu noktanin bir tek kod temsili vardar.

13



Sekil 2.3. Klasik Sierpinski ticgenin Sp, S1 ve So kod kiimeleri

Jo(S) = So, f1(S) = S1 ve fo(S) = Sy olarak ifade edilirse iki kod temsiline
sahip noktalar, s; € {0,1,2} i¢in 0 = $189...5,_1 olmak tzere asagqidaki gibi ifade

edilmektedir:

c0111... = ¢1000...
cl1222... = 2111...
c0222... = ¢2000...

Diger taraftan bu fraktal oc000...,0111...,0222,...,0020202... veya ¢1202012021...

qibi tekrarsiz formlar tek kod temsiline noktalara sahiptir. Sierpinski i¢geninin kod

kimeleri s; € {0, 1,2} i¢in 0 = $185... 8,1 olmak ‘izere

Sea, = {0anani1an12. .. a; € {0,1,2}}

olarak ifade edilir.
Fraktallerin yapisindan dolayn i¢sel metrikler bu kiimeler tizerinde ilging kod for-
miilleri ortaya ¢ikarmaktadir. Bu kiimenin noktalarimn kod temsillert kullanilarak

agik olarak formiile edilen i¢sel metrik, [22] de asagidaki gibi formiile edilmistir.

Teorem 2.30. i =1,2,3,...,k—1 i¢ina; = b; veay # b (a;,b; € {0,1,2}) olmak
lzere ayas . .. Qg_10kQk11 - . . ve bibo ... b_1bibriq . .. Sterpinski ticgeninin siraswyla A

ve B noktalarimin kod temsilleri olsun. ay # cx # bk, ¢ € {0,1,2} ve,

Ov a; = bk‘
L, a; # by

o =

14



0, bl = ag
Bi =

1, b #ay

07 a; = Cg,
ﬁ//i e

L, a# e
(51- _ 0, bl = Ck

L, bi#cy

olmak tzere, S tzerindeki i¢csel metrik;

oo

‘ a; + 6 1 = i+ 6
d(A,B):mm{Z 5 ,§+Z 5 }
i=k+1 i=k+1

seklinde ifade edilir. o = aqas . ..ap_1 olmak tizere,

© a.+/3.
Z 121- 1

i=k+1

degeri Sgq, M Son, noktasindan gegen en kisa yolun uwzunlugu,

1 = vi + 6
ok + Z 9
i=k+1

degeri ise Sy, alt iggeninin (Saak N Sgck)(Sabk N Soe.) kenarindan gegen en kisa

yollarin wzunlugunu ifade etmektedir. Burada 5x degeri ise (S, NSoe,)(Syy N See,)

oa aby

kenarimin uzunlugudur.

Bu teorem yardimayla Sierpinski iicgeninin bir ¢ok geometrik 6zelligini ispatlamak

daha basit hale gelmektedir. Ayrica Sierpinski ticgenin jeodezikleri siniflandurilmastir

123].
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Sekil 2.4. Siraswyla (S

N Soe ) (S
gecen en kisa yollar

N Soe,.) kenarindan ve (Seq, N Sop,) noktasindan

oag O'bk
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3. Ekli Sierpinski Uggeninin Ingasi

Ekli Sierpinski tiggenin ingasi Sierpinski iiggeninin ingasina benzerdir. Sierpin-
ski {iggeninin ingasinda ilk adimda orta kisma bir tiggen daha eklenmesi ve kalan

tiggenler i¢in bu siirecin tekrar edilmesi ile olugan bir fraktaldir.

Baglangic 1. adim 2. adim

Sekil 3.1. Ekli Sierpisnki tiggeninin insasi

Yani; Sekil 3.1’de goriildiigii gibi, baslangicta Tp ile adlandirilan ici dolu ve ke-
narlart 1 br olan egkenar tiggen alinir. Birinci adim igin kenarlarin orta noktalar:
birlestirilir ve ortada olugan egkenar iiggenin i¢i atilir. Atilan bosluga, Sekil 3.1’de
goriildiigli gibi, en bagtaki {iggenin dortte biri oraninda kiic¢iiltiilmiis hali eklenir ve
yeni olugan yap1 T ile adlandirihir. Ikinci adim icin olusan dért iicgene ilk adin
uygulanir ve yeni olugan yapt 75 ile adlandirilir. Bu adimlara devam edilerek olugan

sekil ekli Sierpinski ticgeni olarak tanimlanr ve S ile gosterilir. Yani,

U
I
8

@
Il
=)

dir.
Yukarida tanimlanan ekli Sierpinski ingasina ek olarak diger bir yol ise yinelemeli
fonksiyon sistemiyle ekli Sierpinski Ucgenini elde etmektir. Yinelemeli fonksiyon

sistemlerinin Boliim 2’de atraktorii ekli Sierpinski tiggeni olan YFS ;

Mo = (30450
e = (33

o = (3+52)
Mo = (230490

olur. Bu durumda sirasiyla 1/4,1/2,1/2 ve 1/2 biiziilme katsayisina sahip {S: fo, f1, fo, f3}
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yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktorii ekli Sierpinski tiggenidir. Yani;

olur. Ekli Sierpinski tiggenin ilgili YFS si agik kiime kogulunu sagladigindan frak-
tal boyutu i¢in Moran denklemi kullanilarak hesap yapilabilinir. Bunu i¢in r; ler

biiziilme katsayilari olmak iizere;

irs—i-l—i-l-i—f—i—l
s P 9s 0 9s 95 o gs

olacak gekilde bu denklemdeki s hesaplanirsa ekli Sierpinski iiggenin fraktal boyutu

111( 3+\/ﬁ)

= 2 7>~1723
5 In2

olarak bulunur.

3.1. EKkli Sierpinski Ucgeninin Kodlama Siireci

Bu boliimde, ekli Sierpinski tiggeni iizerindeki bir noktanin kod temsilinin nasil
yapildigi irdelenip bu kod gosterimi yardimiyla kod kiimelerinin nasil olugtugu gos-
terilecektir. Ekli Sierpinski {iggenini sol alt ticgeni S, (vesil renk) ile, sag alt liggeni
S, (mavi renk) ile, iist figgeni Sy (sar1 renk) ile, ortadaki {iggen ise Sy (mor renk) ile

belirtilsin (Bkz. Sekil 3.2). Bu kodlamalar yardimiyla ekli Sierpinski {iggeni
S =SyUS US,U Sy
olarak ifade edilir.

Benzer gekilde, a; € {0,1,2,3} olmak tizere ekli Sierpinski fi¢ggenininin S'al alt {i¢-
geninin sol alt tiggeni 5'&11 ile, sag alt ti¢geni S’alg ile, iist liggeni S’alg ile, ortadaki
liggen ise Salo ile belirtilsin. Bu kodlamalar yardimiyla ekli Sierpinski iiggeninin Sal
alt licgeni;

Saq = ~a10 U Sall U Sa12 U Sa13
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U

$3

'.50

Sekil 3.2. Ekli Sierpinski ti¢ggeninin kodlamast

olarak elde edilir.

i=0,1,2,...,k—1igin a; € {0,1,2,3} ve 0 = aqas...a,_1 olsun. Genel olarak

ekli Sierpinski ii¢genininin S, alt iggeninin sol alt {i¢geni S,1 ile, sag alt igeni S,o

ile, {ist ticgeni S, ile, ortadaki ticgen ise S, ile belirtilsin. Bu kodlamalar yardimiyla

ekli Sierpinski ticgeninin S, alt ticgeni;
Sa = S’O'O U gal U Sa2 U ga?;

olur (Bkz. Sekil 3.3).

Sekil 3.3. Ekli Sierpinski ti¢cgeninin S, alt tggeninin kodlamasy

Bu ingadan goriildiigii gibi, ekli Sierpinski iicgeninin Sy, , Sa,ay, Sayazas, - - -

alt tiggenleri i¢in 5(,,1 D S’alaz O Saiasay O - O Sarasas..ap... O --. olur.

Arakesit teoreminden dolay;

19

7Sa1a2a3..‘ak7 v

Cantor



m g 1a203...a — {A}

olacak sekilde A € S noktast vardir. A noktasinin kod temsili a1a9as3 . .. Q... ile
belirtilir.

Ekli Sierpinski tiggeni iizerinde alinan bir nokta tek kodlu, iki kodlu veya ti¢ kodlu
gosterime sahiptir. Ekli Sierpinski’nin klasik Sierpinski’den bir farkida burada iig
kodlu gosterime sahip noktalar varken klasik Sierpinski’de en fazla iki kod goster-
imine sahip noktalar vardir. Noktalarin kag¢ farkli kod gosterimine sahip oldugunu
soylemek i¢in noktanin ait oldugu aym seviyedeki alt iiggenlerin kesigim sayisina
bakilmas1 gerekir. Bu {icgenlerin kesigim noktalar: ileride i¢sel metrigin tanimlan-

masinda biiyiik rol alacagi i¢in bu kodlamalar ¢ok 6nemli yere sahiptir.

Yardimecr Teorem 3.1. Simdi, S tizerindeki bir noktann ya bir tek kod temsili ya

ki kod temsili ya da ti¢ kod temsili vardar.

Kanat. Oncelikle bir noktanin ti¢ farkli kod temsili oldugu gosterilsin.
i) A noktasi ayni seviyedeki §U alt liggenlerinin kesigim noktasi olsun. Yani o =

ajas . ..ax 1 ve a € {1,2,3} olmak iizere
So0 N Sy, = {A}

olsun.

e i = 1 olsun. Bu durumda

SO'O N Sal = SO’O N (§012 N §013) = {A}
oldugu gézoniine alinirsa,

SaOv 50017 SaOll: sy SoOll..‘la s

Sala 50137 S¢71327 s 7501322...27 s

So’la 80127 50'1237 QR 7801233...37 e
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Cantor arakesit teoremi geregince igice ge¢mis kiime dizilerinin belirttigi nokta

A dir.

Yani, A noktasinin kod temsilleri sirasiyla ¢0111..., 013222... ve

012333... olur. A =V, oldugu goriiliir (Bkz. Sekil 3.4).

ar = 2 olsun.

ggo N ggz = gao N (5021 N 5023) = {A}

oldugu gozoniine alinirsa,

S0'07 SUO?) 50'0227 ce

8027 80217 502137 B

S027 Sa237 502317 c s

; 80022...27 s

) 802133...37 s

7‘80'2311.‘.17 "'

Cantor arakesit teoremi geregince igige ge¢mis kiime dizilerinin belirttigi nokta

A dir.

Yani, A noktasinin kod temsilleri sirasiyla ¢0222..., 021333... ve

023111 ... olur. A =W, oldugu goriiliir (Bkz. Sekil 3.4).

ay = 3 olsun.

‘§00 N §03 = S;ao N (§a31 N §g32) = {A}

oldugu gozoniine alinirsa,

5007 50037 ‘500337 .

5037 50317 503127 cee

Sa?n 50327 S¢73217 ce

E) 50033..‘37 s

750'3122.‘.27 s

) 503211...17 s

Cantor arakesit teoremi geregince icice ge¢mis kiime dizilerinin belirttigi nokta

A dir.

Yani, A noktasinin kod temsilleri sirasiyla 00333 ..., 031222... ve

032111 ... olur. A =T, oldugu goriiliir (Bkz. Sekil 3.4). Boylece S0 aait T,

V, ve W, noktalarin ii¢ farkli kod temsili vardir.

iil) Ae S noktas aym seviyedeki farkh iki alt {icgenin kesigim noktasi ise, A

noktasinin iki kod tesmili vardir. Yani A, 501 N 502, 5’01 N 503 veya 5}2 N 503

kesigim noktasiysa iki farkli kod gosterimi vardir. Eger bu ifade genellenirse

21



§63
Ty
M, ® oL,
Sai
V(T A Y. Wcr
ihiig Lig
Sa‘l 3‘02
P x Qs

Sekil 3.4. FEkli Sierpinski tiggeni tizerindeki ti¢c kodlu noktalarin bazilar:

ag, b, € {1,2,3} ve ay # b olmak iizere
Sear N Sop, = {A}

yazilir. Boylece A noktasinin kod temsilleri

Saakv Saakbkv Saakbkbk> ER) Saakbkbk.“bk

Sabk» Scrbkakv Sabkakakv e 7Sabkakak.“ak

icice ge¢mig kiime dizileri olarak ifade edilebilinir. Cantor arakesit teoremi
geregince A noktasinin kod temsilleri oagbiby . .. ve ogaibiby . .. olup iki farkh
kod temsili yapilmis olur. M,, L, ve K, noktalar1 iki farkli kod temsiline
sahiptir (Bkz. Sekil 3.4).

iii) A€ S noktas ayni seviyedeki farkli {iggenlerin kesigim noktasi degilse,
A noktasinin bir tek kod tesmili vardir.Yani durum i ve durum ii’de gosterilen
kod temsillerinden farklidir. Ornek vermek gerekirse S nin P, Q, R noktalariyla
1212... ve 0123012... gibi bir ¢ok nokta ve kendini yenilemeyen formdaki
noktalarin herbirinin tek bir kod temsili vardir.

Sonu¢ olarak S, alt ti¢genlerinin kod kiimeleri

Sy = {oapapsraps . Ja; € {0,1,2,3} i =k k+1,k+2,...}
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olarak ifade edilir.
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4. EKLI SIERPINSKIi UZERINDEKI ICSEL METRIGIN INSASI

Ekli Sierpinski Ucgeni iizerindeki icsel metrigin kod temsilleri yardimiyla insasi
i¢in 6ncelikle baz1 ifadelerin tanimlarina ihtiyag¢ vardir. Bu nedenle ilk olarak her bir
yol hesabinda kullanilacak olan genel kullanimlarin hangi anlamlara geldikleri ifade
edilecektir.

A ve B, ekli Sierpinski tiggeni tizerinde farkl iki nokta ve a;, b; € {0,1,2, 3}
olmak tizere bu noktalarin kod temsilleri sirasiyla;

103 . . . Qp_10xAgs1 - - - V€ biby ... bg_1brbpiq ... olsun. Ayrica
E=min{i | a; # b;} ve o=aay...a5 1

olarak kabul edilsin. Iligkili sistemde iki farkli biiziilme katsayisi olup ozellikle ekli
Sierpinski {iggeninin noktasinin her bir adimda ortadaki iiggenlerin iginde bulun-
dugunu ifade eden a; = 0 ve ¢ < k olacak sekildeki ¢ lerin sayisinin belirlenmesi en

kisa yolun hesabi i¢in ¢ok 6nemlidir. Bu yiizden,
:‘i:{’i|ai:bi:0,’i<k}

olmak iizere bu kiimenin eleman sayisia ¢ denilsin. Yani s(x) = t olsun.
A noktasmin B noktasina olan uzakligi hesaplanirken 6nemli olan bir diger durum

ise a; = 0 ve © > k olacak sekildeki ¢ lerin sayisidir. Sirasi ile ilgili kiime;

M = {i+1 | a;=0,i>k}

= {mqy,mg,m3,...} ve my<myg<mz<...

olarak ifade edilsin. Benzer gsekilde B noktasinin A noktasina olan uzakligi
hesaplanirken b; = 0 ve ¢ > k olacak sgekilde 7 lerin sayis1 da bir o kadar énemlidir.

Sirasi ile ilgili kiimeyi;

L = {i+1 | b=0i>k}

= {ll,lg,lg,...} ve L1 <lha<lIz<...
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olarak ifade edilsin.

4.1. 1.Durum

ap # 0 ve by # 0 olsun. Bu durumda A ile B noktasi arasindaki en kisa yollar
ggak N ggbk noktasindan veya (§0ak N gack)(ggbk N §gck) dogru parcasindan veya
(ggak N ggg)(ggbk N ggo) dogru parcasmdan gecer. Boylece bu ti¢ farkhh durumda
belirtilen nokta ve dogrulardan gecen en kisa yollarin uzunlugu hesaplanarak bulu-

nan uzunluklarin minumunu uzunlukta olan yol en kisa yol olarak alinir.

Sekil 4.1. A ile B noktalar: arasindaki en kisa uzakliklare gosteren siraswyla ggak N ggbk
noktasindan gegen baz en kisa yollar, (Soa, N Soc;)(Sob, NSoe;) ve (Sgay, N
S50)(Sab, N Sx0) dogru par¢alarindan gegen bazi en kisa yollar

4.1.1. S,q, N gabk noktasindan gecen en kisa yollar

0 = aiay...a,_; olmak tizere A € ggakve B e go.bk oldugundan A ile B arasin-
daki en kisa yollardan biri bu iki alt {iggenin kesigimi olan ggak N §abk noktasindan
gegebilir. Bu yiizden ilk olarak A noktasiin gaak ﬂgabk noktasina olan en kisa yolun
uzunlugu bulunur. Ardindan B noktasinin gaak N ggbk noktasina olan en kisa yolun
uzunlugu bulunur. Bulunan iki uzakligin toplami A ile B noktalar1 arasindaki en

kisa yollardan birisini verir.
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Sekil 4.2. A ile B noktalar: arasindaki ggak N ggbk noktasindan gecen en kisa yollardan
biri

S NS

i\
oay aby

A nin ggak N ggbk ya olan uzaklig1 hesaplanirken, a; = 0 ve ¢ > k olacak sekildeki

7 lerin sayis1 ve sirasi ile ilgili kiimeyi;

M = {i+1 | a=0,i>k}

= {my,mg,mz,...} ve my<mg<mgzg<...

olacak gekilde tanimlandigindan ve

0, a1:bk
1, a; # b

a; =

olmak tizere, A nmin g,mk N :Si,bk va olan uzakligi;

mi1—1 mz 1 myp1—1
A=Y e gty 2 gt
2’L+t 2l+t 27“ 2i+t

i=k+1 i=mq i=my

olacak sekilde formiile edilir. Eger M = () ise bu uzaklik,

o

i=k+1
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olur. Asagida verilen sekilde, A ile §0ak N gobk noktasi arasindaki en kisa uzakligi
veren yolun tek olmadigir gozlemlenir. Bu ise ekli Sierpinski ii¢genin jeodezikleriyle

ilgilidir.

€%
2

Sekil 4.3. A ile ggak N §0'bk noktalary arasindaki en kisa iki farkly yol

Benzer sekilde,

L = {i+1 | bj=0,i>k}

= {ll,lg,lg,...} ve l1<l2<l3<...

ve
07 bz = Qg

L, b # ay

Bi=

olmak tizere, B nin §gak N gabk va olan uzakligi hesaplanirken

l1 1 lg 1 lp+1 1
=Y ey o Z

21+t 21+t 27,+t
i=k+1 z—ll 3
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olarak formiile edilir. Eger L = () ise bu uzaklik,

— b
B= Z it

i=k+1

;.
g.fmb . §Eﬁ" B
S, NS,

Sekil 4.4. B ile gaak N ggbk noktalary arasindaki en kisa iki farkl yol

Boylece, .§aak N §abk noktasindan gegen A ile B arasindaki en kisa uzaklik A+ B
olarak bulunur. Yani M = L = () ise

[ee)

A+B=Y" @i + 5

i+t
i=k+1

olur.

Yol Gosterme: A ile B ekli Sierpinski {i¢geni tizerinde sirasiyla kod temsil-
leri aqay...ap_q1akap1 ... ve biby. .. by_1bibrq ... olan noktalar olsunlar. a; #
b oldugu kabul edilsin. Ozel olarak, A ile B arasmdaki en kisa yollardan biri
ggak N §gbk = { X} noktasindan geger. ap, =1 ve by = 2 olarak alinsin (Diger du-
rumlar ve B noktasimin X noktasma uzakhgimin hesabi igin benzer adimlar izlenir).

Eger a1 =1 veya 0 veya 3ise Aile ggl N 502 = {X} noktas1 arasindaki
en kisa yollardan biri sirasiyla 5011 N 5012, 5010 N 5012 veya 5013 N gglg nokta-

larindan birinden ge¢melidir. Bu noktalarin kod gésterimleri sirasiyla 011222... =
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012111...,010222... = ¢12133... = 0123111...,013222... = ¢12333... olur.
Ayrica X noktasinin kod gosterimleri ise 01222... = ¢2111... dir.

Eger A noktasi bu kesigim (51,11 N 50127 g(,m N g{,lg veya 5(,13 N gglg) nok-
talarindan biriyse A ile X aralarindaki uzaklik 2k+—1t+1 olur. Eger A noktasinin kod
gosterimi bu kesigimlerden biri degil ve ap1 = 2 ise A ile X arasindaki uzaklik 27+1f—+1
den daha az olur. Eger A noktasinin kod gosterimi bu kesigimlerden biri degil ve
a1 =0 veya 1 veya 3ise A ile X arasindaki uzaklik zk+++1 den fazla olur.

Simdi A noktasi i¢in ap = 1 ve a1 = 1 olsun. Bu durumda A ile X arasindaki en
kisa yollardan biri ganﬂgglg noktasindan geger. Eger a0 =1 veya 0 veya 3
ise A ile 5011 N 5(,12 noktas1 arasindaki en kisa yollar sirasiyla 50111 N 50112, goll() N
ggllg veya 50113 N 50.112 noktalarindan gecebilir. Bu noktalarin kod gosterimleri
sirasiyla 0111222... = 0112111...,0110222... = ¢112133... = 01123111.. .,
0113222... = 0112333... olur. Ayrica §011 N ga-lg noktasimin kod gésterimi
011222... =¢12111... dir.

Eger A noktasi bu kesisim (g'glll N §0112 , 50110 N 50112 veya §0113 N ggllg) nok-
talarindan biriyse aralarindaki uzaklik 2k+++1 + QH—LZ olur. Eger A noktasinin kod
gosterimi bu kesigimlerden biri degil ve ax,o = 2 ise A ile X arasindaki uzaklik

2k+1t+1 + 2k+1t+2 den daha az olur. Eger A noktasimn kod gosterimi bu kesigsim-

lerden biri degil ve agio = 0 veya 1 veya 3 ise A ile X arasindaki uzaklik

1 1
st T girers den fazla olur.

Uyart: Eger ap,1 = 0 (aym sekilde a; = 0,4 > k ) ise ekli Sierpinski {iggenin
biiziilme katsayilar1 birbirinden farkli oldugundan gelen her bir 0 kod i¢in toplam

uzakliklar 0 I terim igin % carpani alir. Genel durum i¢in ilgili formiil elde edilir.

Ornek 4.1. 12122222 ... ve 2233333... ekli Sierpinski iicgeni tzerinde siraswyla A
ve B noktalarimn kod temsilleri olsunlar. Burada, Syq, N Sy, noktasindan gegen A
ile B arasindaki en kisa yol yukarida verilen formiiller kullanarak hesaplanacaktr.

Ayrica ap, = 1 ve by, = 2 oldugundan k =1 dir. A € S, ile B € Sy noktalarmin
swraswyla §1 N §2 kesisim noktasina olan uzakliklar, hesaplanmalidir. A nan §1 N
gg e uzakhgy igin;

k=0 wve M=
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ve

Oa a; = bk:
o; =
1, a; 7é bk
oldugundan;
1 0 0 1
A= Zgz+t:_+23+24+§--—ﬁeldeedzhr,

i=k+1

B’nin §1 N §2 e uzaklhgu igin;

ve
0, bl = Q
=
L, by #ay
oldugundan ;
1 1 1 1 -
B_Zgz+t=_+§+?+¥ =3 elde edilir.
i=k+1
. o . 1 1 5
Baylece, bu iki nokta arasindaki uzakhk A+ B = % + 373 olur.

Sekil 4.5. A ile B noktalar: arasindaki §1 N §2 noktasindan gegen en kisa yollardan biri
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4.1.2. (ggak N §Uck)(§gbk N ggck) dogru parcasindan gegen en kisa yollar

0 = ajay...a,_; olmak tizere A € §aakve B e ggbk oldugundan A ile B arasin-
daki en kisa yollardan biri bu iki alt ii¢gen ile kesigen diger ticgenin olusturdugu yol
olabilir. Burada ¢, # ag, ¢, # by ve ¢ € {1,2,3} olmak {izere diger ti¢gen gack
olarak adlandirilabilinir. Bu durumda A ve B noktalari arasindaki en kisa yollarin
uzunlugunu hesaplamak i¢in A noktasinin g,mk N g,,ck noktasina olan en kisa yol-
larin uzunlugu hesaplanir. B noktasinin ggbk N ggck noktasina olan en kisa yollarin
uzunlugu bulunur. Ayrica §aak N §Uck ile §abk N §ack noktalar1 arasindaki dogru
parcasinin uzunlugu # ile hesaplanir. Boylece A ile B arasindaki en kisa yollarin

uzunlugu yukarida elde edilen bu ti¢ uzunlugun toplamu ile elde edilir.

Sekil 4.6. A ile B arasindaki (§aak N gﬂck)(g,,bk N gmk) dogru parcasindan gegen en kisa
yollardan biri

A nin gaak N §Uck ya olan uzakligini hesaplarken, a; = 0 ve ¢ > k olacak sekildeki

¢ lerin sayisi ve sirasi ile ilgili kiimeyi;

= {my,mg,ms,...} ve my<mg<mz<...
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olacak gekilde tanimlayalim. Bu durumda,

0, a;=c¢

1, a; # c

Yi =

olmak {izere A nin g(mk N ggck ya olan uzakligi;

m1—1 7 1m2—1 ”)/ 1 mr+1_1 ’)/
I i i i
A= 2i+t+§ 2i+t+"'+§ 2i+t+"'

i=k+1 1=m1 =My

olarak elde dilir. Eger M = {) ise bu uzaklik,

olur.

Benzer gekilde B nin .§abk N §ack ya olan uzakligi,

L = {i+1 | b=0,i>k)

= {ll,lg,lg,...} ve LI<lbh<lIlz<...

ve
07 bl = Ck
i =
L, b #cy
olmak tizere,
-1 5 1[2—1 5 1 lp+1—]. 5
/ - 7/ —_— i “ .. —_— Z DR
8_22i+t+222i+t+ +2p22i+t+
i=k—+1 i=l i=lp

olarak formiile edilir. Eger L = () ise bu uzaklk,

/ - (51
B = Z i+t

i=k+1

olarak elde edilir. Boylece, (§Uuk N Sgck)(gabk N ggck) dogru parcasindan gecen A ile
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B arasindaki en kisa yollarin uzunlugu A" + B’ + 2%“— olarak bulunur.

Yol Gosterme: A ile B ekli Sierpinski {i¢geni tizerinde sirasiyla kod temsil-
leri sirasiyla ajas...ag_1apagyy ... ve bibsy...bp_1bgbr.y ... olan noktalar olsunlar.
Kabul edilsin ki ay # by, cx # bg,ax # cx ve ¢ € {1,2,3} olsun . Boylece A ile B
arasindaki en kisa yollardan birinin hesab1 A noktasiyla ggak N §Uck noktasi arasinda
olan en kisa yolun uzunlugu ile B noktasiyla §Ubk N :S'vgck noktasi arasinda olan en
kisa yolun uzunluguna eklenen ggak N ggck ve ggbk N ggck noktalar1 arasindaki dogru
parcasinin uzunlugunun toplami ile elde edilir. Simdi ap = 1 ve b = 2 olarak
alinsin. Bu durumda ¢, = 3 olarak alinmalidir (Diger durumlar ve B noktasinin
uzaklig1 i¢in benzer adimlar izlenir).

Eger a1 = 1 veya 0 veya 2 ise A ile gaak N §ock = {X} ( yani
SN S,, = {X} ) noktas1 arasindaki en kisa yollardan biri sirasiyla Sy N 5013,
gglo N §013 veya :S’;lz N §013 noktalarindan birinden ge¢melidir. Bu noktalarin
kod gosterimleri sirasiyla  ¢11333... = ¢13111...,010333... = ¢132111... =
0131222...,013222... = 012333... olur. Ayrica X noktasinin kod gosterimleri ise
01333... =03111... dir.

Eger A noktasi bu kesisim (§011 N 5013 , §010 N 5013 veya gglg N gglg) nok-
talarindan biriyse aralarindaki uzaklik 2k+++1 olur. Eger A noktasmin kod goster-
imi bu kesigimlerden biri degil ve axy; = 3 ise A ile X arasindaki uzaklik 2k+—1t+1
den daha az olur. Eger A noktasinin kod gosterimi bu kesigimlerden biri degil ve
apr1 =0 veya 1 veya 2ise Aile X arasindaki uzaklhik 2k+++1 den fazla olur.

Simdi A noktasi i¢in a = 1 ve agy; = 1 olsun. Bu durumda A ile X arasin-
daki en kisa uzakliklardan biri g,,u N gglg noktasindan gegebilir. Eger ax,o =
1 veya 0 veya 3iseAile ggll N gglg noktas1 arasindaki en kisa yollar sirasiyla

Sg111M §0'113, Sy110N §0113 veya 50113 N §0112 noktalarindan gegebilir. Bu noktalarin

kod gosterimleri sirasiyla 0111333 ... = ¢113111...,0110333... = ¢1132111... =
01131222...,0113222... = 0112333 .. olur. Ayrica S,1; N S,13 kod gosterimi icin
ol11333... =ol13111... yazlr.

Eger A noktas1 bu k681§1m (§0111 N ggng, 50110 N 50113 veya 50113 N §0112) nok-
talarindan biriyse aralarindaki uzaklik 2,C+—1t+1 + 2k+++2 olur. Eger A noktasinin kod

gosterimi bu kesigimlerden biri degil ve agio = 3 ise A ile X arasindaki uzaklik
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2k+1t+1 + 2k+1t+2 den daha az olur. Eger A noktasmmin kod gosterimi bu kesigim-
lerden biri degil ve agio = 0 veya 1 veya 2 ise A ile X arasindaki uzaklik

2k+—1t+1 + 2k+++2 den fazla olur.

Uyari: Eger ap; = 0 (aym gekilde a; = 0,4 > k ) ise ekli Sierpinski {iggenin
biiziilme katsayilar1 birbirinden farkli oldugundan gelen her bir 0 kod i¢in toplam
uzakliklar 0 1 terim sayis1 kadar % carpani alir. Genel durum i¢in ilgili formiil elde

edilir.

Ornek 4.2. 12122222 ... ve 2233333... ekli Sierpinski iicgeni tzerinde sirasiyla A
ve B noktalarinan kod temsilleri olsunlar. Burada, (ggak N §ack)(§abk N §Uck) dogru
parcasindan gecen A ile B arasindaki en kisa yollarin uzunlugu yukarda verilen
formiiller kullanarak hesaplanacaktur.

A€ §1 ile B € 52 noktalars i¢in ¢, = 3 olur. Boylece A noktasinin §01 N ggg
noktasina uzakhgr ve B noktasinin 5,,2 N 5,,3 noktasina uzakligr hesaplanmalidar.
k=1a, = 1,bp = 2 oldugundan ¢, = 3 olur. Dolaypsiyla A noktaswyla g{,l N 503

noktasy arasindaki en kisa yollarin uzunlugu i¢in;

ve
07 a; = Cg
ﬁ//i:
L, a; #c
oldugundan;
, ~— v 1 1 1 1 1 .
A = Z 2:’+t_§+§+?+?"'_§ elde edilir.
i=k+1

B nin  So N 53 e uzaklhge i¢in;

ve



oldugundan ;

— 6 1 0 0 0 1 .
B/:Z2i+t:§+§+?+$...:§eldeedzlzr.
i=k+1

1 1 1 5
Biylece, bu iki nokta arasindaki uzaklk A' + B + 5 = 5 + 5 + 5=1 olur.

m

Sekil 4.7. A ile B noktalar: arasindaki (§1 ﬂ§3)(.§2 ﬁgg) dogru parcasindan gegen en kisa
yollardan biri

4.1.3. (§aak N §UO)(§gbk N §JQ) dogru parcasindan gegen en kisa yollar

0= aiay...a,_1 olmak tzere A € §Uakve B e ggbk oldugundan A ile B arasin-
daki en kisa yollardan biri (gaak N 5,,0)(§abk N ggg) dogru par¢asindan gecen en kisa
yol olabilir. Bu durumda A ve B noktalar, arasindaki en kisa yollardan biri i¢in A
noktasinin :S'Vgak ﬂggo noktasina uzaklhgr bulunur. B noktasinin :S';bk F‘lggo noktasina
uzakhgr bulunur ve (§gak N ggo)(ggbk N §o‘0) dogru par¢asimin uzunlugu 2t+—1k+1 olarak
hesaplanir. Béylece A ile B arasindaki en kisa yollardan biri yukarida bulunan uza-
kliklarin toplama ile elde edilir.

A nn ggak N ggo noktasina olan uzaklhginy hesaplarken, a; = 0 ve i > k olacak
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Sekil 4.8. A ile B noktalar: arasindaki (ggak ﬂgao)(ggbk ﬂg,,o) dogru parcasindan gecen
en kisa yollardan biri

sekildekn @ lerin sayisy ve swrasy ile ilgile kimeyi;

= {my,mg,m3,...} wve mp <mg<mz<...

olacak sekilde tamimlayalim.
Bu uzaklik i¢in oay ve gagyy in durumlarine ayre ayre incelenmelidir. Bu yiizden A

noktasinin §(,a,k N ggo noktasina uzaklhgi icin ¢ farkl hesap gerekir. Bu durumda;

1. apiy #ar ve age1 # 0 olsun.

Bu durumda a, # ag41, a, # ap  ve ay, # 0 olmak tzere;

0, a;=ay,

Pi =
1, d.d.
olarak hesaplanar.
mi—1 ©; 1 mo—1 ©; Myy1—1 o
" __ 1 - ) . - )
A" = ‘ i+t + 2 . i+t + + o i+t
i=k+2 i=m1 i=my

36



2. axr1 =0 2¢cin

ro= min{i | a; #0,a; # ay,i>k+ 2}

0, a;=a,

Yi =
1, d.d.
olmak tzere
1 1 m1,1 SO 1 mo—1 ()0 1 mr+1—1 (p
n 2 7 1
A_Q(W+ 2i+t+§ 22’+t+"'+§ 2i+t+"')
i=k+2 1=m1 =My,

olarak hesaplanwr. Eger

{i | a#0,a;#api>k+2} = 0

set=k+2,k+3,...1¢cin o; =1 olur.

3. Bu durum i¢in biri digerinin dzel hali olmak dzere ¢ farkl hesap yapmak

gerekir.

a)ay=ag 1 =...=as 1 #as# 0 ves>k+1 olmak izere

ro= min{i | @ #0, a; #ag i>5s}

olarak tanmimlansin. Bdylece, i # s i¢in

0, a;=a,

1, d.d.

Pi

ve i = s 1se ps = 0 olur. Eger

{i|a; #0,a; #ay, i>s}t=10

1se i # s i¢in p; = 1 vei = s i¢in ps = 0 elde edilir.
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b) ag =ag1 =...=as1 ve as=0wves>k+1 olmak izere
ro= min{i | a; #0,a; # ay,i>k+ 2}
ve i F# S igin

0, a;,=a,

1, d.d.

Yi =
elde edilir. Ayrica i = s ise @y = % olur. Eger
{ila; #0,a; #ar, 1>k+2}=10

ise i #£ S igin w; = 1 ve i = s igin Qg :% olarak elde edilir.
c)ag=ap1=...=a;=...vet=k+2,k+3,k+4,...ise p; =1 olur.

Boylece A min §mk N ggo a olan uzakhg

A = 1 i Pi 1 e Pi 1 i Pi
T 9k+ttl + 9itt + 9 i+t R or i+t
i=k+2 i=m1 i=my

olarak hesaplanar.

B nmn :Si,bk N 500 ya olan uzakhgimi hesaplarken, b; = 0 ve © > k olacak sekildeki i

lerin sayist ve sirase ile ilgili kimeyi;

L = {i+1 | b =0i>k}

= {ll,lg,l;j,...} ve L1 <la<lz<...

olacak sekilde tanimlayalim. Bu uzaklbk igin oy, ve oy, in durumlarine ayre ayr
incelenmelidir. Bu ytizden B noktasinn go.bk N ggo noktasina uzakhgu igin tic farkh

hesap gerekir. Bu durumda;

1. by #bpy wve bryy # 0 olsun.
Bu durumda b, # byr1, b, # b, ve b, # 0 olmak dzere;
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i =
1 d.d.
olarak hesaplanar.
h—1 l2 1 lryp1—1
Z 2z+t Z 21+t o Z 2z+t
i=k+2 1—1 =l

2. bk+1 - 0

ro= min{i | b #0,b #bg,i>k+2}

0, b;=0b,
b=
1, d.d.
olmak tzere
1 1 -1 lz 1 l7+1 1
/!
B ~ 9 2k:+t+1 Z 2z+t ZQH—t h Z 22+t

i=k+2 i=l,

hesaplanir. Eger

(i | bi#0,b; #bpi>k+2}

vei=k+2k+3,...1e; =1 olur.

3. Bu durum i¢in biri digerinin ozel hali olmak dizere ¢ farkly hesap yapmak
gerekir.
a) by =bp1=...=bs 1 #bs#0ves>k+1 olmak tizere

ro= min{i | b #0, b Fb, i>s}

olarak tamimlansin. i # s i¢in
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elde edilir. Ayrica i =s 1se s =0 olur. Eger,

{i | bi#0, bi#b, i>sp=10

ise i # s igin Y, = 1 ve 1 = s i¢in P; = 0 olur.

b) by =bxy1=...=bs1 ve by=0wves>k+1 olmak iizere

r = min{i | b #0,b # by, i>k+2}

vei# s
0, b;=0b,
i =
1, d.d.
elde edilir. Ayrica i =s ise g = % olur. Eger

{i|b; #0,b; #by, i>k+2}=10

ise i £ s igcin ;=1 vei=s igin s = % olarak elde edilir.

c)bp=by1=...=bj=...vei=k+2,k+3,k+4,...ise ;=1 olur.
Boylece B min ggbk ﬁggg a olan uzakhg

ll 1 l2 1 r+1 1
/1
B 2k+t+1 Z 21+t Z 21+t Z 2Z+t
i=k+2 2—1 i=my

olarak hesaplanar.

Boylece, 50% N §g0 ve gabk N §00 noktalarindan gecen A ile B arasindaki en kisa

wzaklk A" + B" + g5t olarak bulunur.

Ornek 4.3. 12122222 ... ve 2233333... ekli Sierpinski ticgeni tzerinde sirasiyla A
ve B noktalarinin kod temsilleri olsunlar. Burada, (§Mk N §00)(§Gbk N 500) dogru
parcasindan gecen A ile B arasindaki en kisa yollarin uzunlugu yukarda verilen
formiiller kullanarak hesaplanacaktur.

Ae §1 ile B € §2 noktalar: i¢in A noktasinin 501 N 50.0 noktasina uzakhgr ve B

noktasinin go-g N §ao noktasina uzaklhgr hesaplanmalidir. k = 1,a, = 1,b, = 2 olur.
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Dolapsiyla A noktasinin ggl N 500 noktasina uzaklhgr i¢ing

ap # agr1 ve agyy # 0 ise I.durumdaki hesaplama yapimalidir. Bu durumda

a, = 3 olmalidvr. Boylece;
1 1 1 1 1

"o o
A —ﬁ‘f—?“f—%'f—?-l—...—?

B noktasinin ggg N ggg noktasina uzaklhge i¢in; by = b1 oldugundan 3-b sikks ile

hesaplamast yapilmalidir. Bu hesaba gore s =3 wve 1 =3 oldugundan

g t,0,0,0 1
TRttt ETE Ty

olarak hesaplanar.

Bu ikt toplama 2% eklenerek iki nokta arasindaki en kisa yollardan biri bulunmus

olur.

n

Sekil 4.9. A ile B noktalar: arasindaki (S, ﬂgo)(gz NS,) dogru pargasindan gegen en kisa

yollardan biri
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4.2. 2.Durum

ar = 0 ve by, # 0 (veya ay # 0 ve b, = 0) olsun. Burada A € S,o ve Be ggbk
olmak {izere bu iki nokta arasindaki en kisa yollar {i¢ farkli sekilde bulunabilir.
Bu durumda A ile B noktasi arasindaki yol :S';O N gabk noktasindan veya gaO N gack
noktasindan veya §aoﬂ§0b;€ dogrusundan gecer. Bdylece bu iig farkl yolun uzunlugu
hesaplanarak bu yollarin uzunluklarindan en kisa yol i¢in minimum degerli olan yol

uzunlugu alinir.

Sekil 4.10. A ile B noktalar: arasindaki en kisa uzaklbklary gosteren siraswyla §00 N §Ubk
noktasindan gegen, (Szo0 N Socy,)(Sob, N Soc,) ve (Seo N Sga;c)(Sgbk N Sga;c)
dogru parcalarndan gecen en kisa yollar

4.2.1. 500 N ggbk noktasindan gecen en kisa yollar

0 = a1as...a,_1 olmak lzere A € ggg ve B € gabk oldugundan A ile B
arasindaki en kisa yollardan biri bu iki {iggenin kesigimi olan §Uoﬂ§gbk noktasimdan
gecebilir. Bu yiizden ilk olarak A noktasimin 500 N ggbk noktasma olan en kisa
yollarin uzunlugu hesaplanir. Ardindan B noktasinin §0'O N §abk noktasina olan en
kisa yollarin uzunlugu bulunur ve bu iki uzaklik toplanir. Bu durumda B noktasi ile
§UQ N ggbk noktasi arasindaki en kisa yol uzunlugu 1.Durum (ggak N §UQ)(§0bk N go‘O)
dogru parcasindan gecen en kisa yol hesabinda uygun B” degeri kullanilarak bulunur.

Buna ek olarak A noktasi ile ga'() N §abk noktasi arasindaki en kisa yol

07 a; = bk
17 a; 7£ bk’

ay =
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olmak iizere A nin ggg N ggbk ya olan uzakhgi;

mi1—1 mo—1 mey1—1
1 1 1

Q; 67 o 1
Q(Z 2i+t+§ Z 2i+t+"'+§ Z 2i+t+"'):§"4

i=k+1 i=mi i=m,

olarak elde dilir. Boylece B” ile %A uzunluklarimin toplami go() N ggbk noktasindan

gecen A ile B noktasi arasindaki en kisa yolu verir.

Ornek 4.4. 022333...ve 2233333... Ekli Sierpinski ticgeni dzerinde swraswyla A
ve B noktalarinin kod temsiller:t olsunlar. Burada, :S'vgbk N ggo noktasindan gecen
A ile B arasindaki en kisa yolun uzunlugu yukarida verilen formiiller kullanarak
hesaplanacaktur.

Ae §0 ile B € 52 noktalar: i¢in A ve B noktalarimin §00 N ggg noktasina olan
uzakhklary hesaplanmalidir. k = 1,a, = 0,b, = 2 olur. Dolayiswyla A noktasinin
§0 N 52 noktasina uzakhge igin;

1 0 0 1 1 1

A= (ot b )=
2 2(22+23+24+25+ ) 24

B noktasinin go ﬁ§2 noktasina uzaklhgs icin 1. Durum (gmk N gﬂo)(gﬂbk N ggo) dogru

parcasindan gegen en kisa yol hesabinda 3-a sikky kullanilmalidir. Béylece

B/’—1+2+2+2+2+ —l
2 23 94 25 196 T 92
olur ve
1 1 1 5
- B//:_ - =
2'/4Jr 24+22 16

elde edilir.
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Sekil 4.11. A ile B noktalar: arasindaki §JO N 502 noktasindan gecen en kisa yollardan
biri

4.2.2. (Sy,oN §gck)(§gbk N §Uck) dogru parcasindan gegen en kisa yollar

0 = a1asy . .. ap_1 olmak lizere A € ggove B e gabk oldugundan A ile B arasin-
daki en kisa yollardan biri bu iki iliggene daha yakin olan bir diger iiggenden gece-
bilir. Bunun igin ¢x € {1,2,3} ve ¢, # by olmak iizere A noktasinin ggo N ggck
noktasina olan en kisa yollarin uzunlugu B noktasinin g'gbk N ggck noktasina olan en
kisa yollarin uzunlugu ve go-() N gock ile §Ubk N §ock noktalarinin olugturdugu dogru
parcasinin uzunlugu cklenerck 2.Yol olugturulur. Oncelikle A noktast ile §,,0 N §ack

noktasi arasindaki en kisa yolun uzunlugunu hesaplamak igin

07 a; = Cg
Vi =
17 a; 7£ Ck
olmak tizere
1 my1—1 i 1 ma—1 i 1 my41—1 - ] /
—(i:k_H Qi+t + 5 = it 4+ ? Z Sitt ) = §A

olarak elde dilir.
Ayrica B noktasi ile ggbk N §ng noktasi arasindaki en kisa yolun uzunlugunu bul-

mak i¢in 1.Durum (gaak N ggck)(gabk N gock) dogru parcgasindan gecen en kisa yol
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Sekil 4.12. A ile B noktalar arasindaki (ggoﬂggck)(ggbkﬂggck) dogru par¢asindan gegen
en kisa yollardan biri

i¢in kullanilan uzaklik formulii kullamlir. Boylece bulunan iki uzaklik ve (S,o N
ggck)(ggbk N :S'vgck) dogru parcasinin uzaunlugunun toplami A ile B noktalar1 arasin-

daki en kisa uzakligr verir. Yani 1A’ + B’ 4 5 olur.

Ornek 4.5. 022333...ve 2233333... ekli Sierpinski ti¢geni tzerinde sirasiyla A ve
B noktalarimn kod temsiller: olsunlar. Burada, ggo ﬂggck ve ggbk ﬂggck noktalarin-
dan gecen A ile B arasindaki en kisa yol i¢in yukarida verilen formiiller kullanarak
hesaplanacaktir. k= 1,a, = 0,b, = 2 dolayiswyla ¢, = 3 olarak alinsin. Bu durumda
A noktasimin §0 N §3 noktasina olan uzaklhgs i¢in;

11 1 0 0 1 1

(gt togtest =gt

L,
34 22 T 93 T 91T o5 )= tm

27" T 9

B noktasinan go N §3 noktasina olan wzakhge igin,

B,_l 0 0 0 0 _1
—ﬁ—l—?—l—?—l—?—F%—i—...—?

olarak bulunur. Hesaplanan bu ki uzakhga 2—12 eklenerek en kisa yollardan birinin

uzunlugu bulunmus olur.
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Sekil 4.13. A ile B noktalar: arasindaki (Syo N Sg3)(Seo N Sy3) dogru parcasindan gegen
en kisa yollardan biri

4.2.3. (500 N gga;c)(ggbk N §aa;c) dogru parcasindan gegen en kisa yollar

0 = a,asy...a,_1 olmak lzere A € gggve B € ggbk oldugundan A ile B
arasindaki en kisa yollardan biri aj, # by, a), # ¢ ve a), € {1,2,3} olmak iizere
(gabkﬂgaa;c )(gagﬂgaa;g ) dogrusundan gegebilir. Bu durumda B noktast ile ggbkﬂgg%
noktasi arasindaki en kisa yolun uzakligi 1.Durum ggak N gabk noktasindan gecen
en kisa yol hesabiyla bulunabilinir (aj yerine @) almabilinir). Ayrica A noktasi ile

S0 M Sgq noktast

olmak {izere;

1 mi1—1 1 mo—1

/| ’. )
L T R O

i=k+1 1=m1 i=my

olarak hesaplanir. (ggbk N gﬂak )(gaO N S’lmk ) dogrusundan gegen A ile B arasindaki

en kisa yollardan biri C + B + g olarak bulunur.
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Sekil 4.14. A ile B noktalarr arasindaki (500 N gg%)(ggbk N gg%) dogru parcasindan
gecen en kisa yollardan biri

Ornek 4.6. 022333...ve 2233333... Ekli Sierpinski ticgeni tzerinde siraswyla A
ve B noktalarinan kod temsilleri olsunlar. Burada, ggo N 50% ve §0bk N gga; nok-
talarindan gegen A ile B arasindaki en kisa yolun uzaklgr icin yukarida verilen
formailler kullanarak hesaplanacaktur.

k=1, a; =0,by =2 dolayiswyla aj, = 1 olarak alinsin. Bu durumdae A noktasinin

S, NS, noktasina uzakhge igin;

C—1(1—|—1+1+1+ )_1

S 2022 23 24 25 Y g2

B noktasinin §0 N 53 noktasina uzakhgy igin;
=24t 1 1,
S22 28 2t 25 26 T )

olarak bulunur. Hesaplanan bu iki uzakhga 2% eklenerek en kisa yollardan biri bu-

lunmus olur.
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Sekil 4.15. A ile B noktalar: arasindaki (ggo N gal)(gal N ggg) dogru parcasindan gecen
en kisa yollardan biri

Teorem 4.7. i = 1,2,3,...,k; i¢in a; = b; , ar # by ve a;,b; € {0,1,2,3} ol-
mak tizere FEkli Sierpinski ticgeni tzerindeki A ve B noktalarimin kod temsilleri
A1090%_1 - .« QpQps1Grs - - . V€ bibobp_1 ... bpbpi1brys ... olsun. Eger ap # 0 # by
ise A ile B noktalary arasindaki i¢sel metrik formiilii

d(A, B) = min{A + B, . + A+ B, L + A"+ B"}

o+t Qk+t+1
olur. Eger a, =0, by, # 0 ise bu formiil

1 1 1
+ A+ B, ———=+C+ B}

ok+t+1 2 ’ 9k+i+1

d(A, B) = min{B" + %A,

olarak elde edilir. (ay # 0, by, = 0 ise bu formiil
d(A, B) = min{ A" + 3B, 5etrr + B + 3 A, 557 + A+ C} toplamana doniisiir. )

Kamit. Biitiin durumlarin ispati yapmak ¢ok uzun ve ispatlari birbirine benzer oldugu
icin bazi 6zel durumlarin ispatin yapilacaktir. Oncelikle A ve B noktalarinin i < k
igin gamz...a,z- ayni alt iiggeninde olduguna dikkat edilmelidir. Egeri =1,2,3,...,k—1

icin a; # 0 ise bu noktalar arasindaki en kisa yollarin uzunlugu 2k1—1 den kii¢iik ya

da 2%1 degerine esit olur. Ancak §0 alt iiggenin kenar uzunlugu §1, S, ve §3 alt

ticgenlerinin kenar uzunlugunun yaris1 kadardir. Ornegin, §123 alt tiggenin kenar
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uzunlugu, Sooo alt tiggenin kenar uzunlugunun sekiz katidir. {i|la; = b; = 0,7 < k}
kiimesinin elaman sayisi ¢ ise yukarida bahsedilen en kisa uzaklik 2“—1,5_1 den kiigiik
yada egit olmaldir.

ggak N ggbk noktasindan gecen ve (gmk N ggck)(g'gbk N ggck) dogrusundan gecen
en kisa yollar i¢in 6zel durumlar secilerek yol gostermesi yapilmigti. Simdi daha
karmagik olan (gaak N gao)(gabk N gaO) dogrusundan gecen en kisa yol i¢in ispat
yapilacaktir. Diger tiim yollar i¢cin benzer adimlar izlenir.

i) apy1 # ax ve agp1 # 0 olsun. Oncelikle A ile gaak ﬂggo noktalar: arasindaki en
kisa uzakligi hesaplayalim. Bunun i¢in i > k+2 igin a; € {0, 1,2, 3} olmak iizere tek
tiirlii belirlenen dyle bir a,, sayis1 vardir ki; a, # ag,a, # ari1 ve a, # 0 kogullarimi
saglar. Eger a, # a2 ise A noktasi 5’0

A=2S8 ns.

OOKaL 410k 42 TR Ag410

alt iiggeni tarafindan igerilmez veya

NS,

Oa)GL4+10u

ApQE41au

Dolayisiyla en kisa yollar §0

ARGk +10k+2

noktasindan gegmelidir. (yani, A noktasi §a ticgeninde degilse en kisa uzaklik

ise A ile ggak_ N :5';0

Ak 0k+10pu

ns

OQKGE11apu

ﬁ den biiyiik olur). Eger A = S,

OGKAk |10k |2

arasindaki en kisa uzaklik 2k+++2 ye esit olur. Eger A noktasi gaakak 10, Uggeninde

NS,

(bu ise a, = aj-o olmasidir) ve A # S, .

: 1
Q1 Gkt 2 ise bu uzaklik 5

den kii¢iik olur. Eger M = () ise ve benzer metot diger adimlar i¢inde uygulanirsa

0, a;=ay,

1, dd.

Pi =

olmak tizere A ile §oak N §00 noktalar1 arasindaki en kisa yollarin uzunlugu

o0
J4n _ Pi
- Qi+t
i=k+2

olarak hesaplanir. Eger M # () ise hesaplamalar biraz karmagik olur. ¢ € {k+2, k+
3,k+4,---} i¢in a; = 0 olsun.

]\JZ{Z+1|CL1:0,Z > ]f} = {m1 , Mo, M3 ,}

kiimesi i¢in m; < mo < m3 < ... swralamasi saglansin. Bu durumda A noktasi
Soag...am, 1am, alt iggenindedir. Bu durumda (S'O.C%ak“a,ﬁz...am_1 N Soapars1ania-ap )
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ile (ggak N ggo) noktalar: arasindaki uzaklhk

mi—1
Pi
2i+t
i=k+2

olarak elde edilir. Ancak ggakak 1k g2y 20 alt licgenin kenar uzunlugu

Sgakak+1ak+2...aml_21, SgakakHakH...a,,nl_zg ve Sa'akak+1ak+2“'aml—23 alt liggenlerinin kenar

uzunlugunun yarisi kadardir. Bu durumda (Smkak+1ak+2...am1 g1 ﬂSmkak+lak+2...am2_2 au)

ile (gmk N ggo) noktalar1 arasindaki yollari en kisa uzunlugu

mi1—1 mo—1

Pi +1 Pi

i+t 2 Qi+t
i=k+2 i=my

olarak elde edilir. Eger boyle devam edilirse A ile gaak N ggg noktalar: arasindaki en

kisa uzaklik

mi1—1 80 1 m2—1 sp mr+1—1 80
/, — l —_— l .« o . — l .« e
A" = i+t + 9 i+t + + o i+t +

i=k-+2 i=m1 i=m

olarak bulunur.
il)ag.1 # ag ve gy = 0 olsun. Budurumda A ile §aakﬂ§ag noktalar1 arasindaki

en kisa uzaklik eger varsa sifir ve a; dan farkl ilk terim tarafindan belirlenir. Eger
r = min{i|la; # 0,a; # ag,i >k + 2}

ise en kisa yollardan biri (§0ak0 N §0akar) noktasindan ge¢melidir. (goako N :S'vmkar) ile
(ggak N ggg) arasidaki en kisa uzakhigin 2k+++2 olduguna dikkat edilmelidir. Burada
ar+1 = 0 oldugundan m; = k + 2 olur ve boylece M bog kiime olamaz.

A noktas: §(mk0ar tiggeninde olmasin. Bu durumda ag o # a, dir. Dolayisiyla en kisa
yol ,ﬁS'vgakgak+2 N ggakow noktasindan gecer ve (ggakgak+2 N :S'vgak()ar) ile (ggakg N :S'vgakar)
noktalar: arasindaki en kisa uzaklik 2k+++g den biiyiik olur. Eger A = ~Jak0ak N
gaak()a,, ise A ile (§,mk0 N gaakw) noktalar1 arasindaki en kisa uzaklik 2k+++3 ye csit

olur. Eger A, gaakak 1ay (At = a,) alt tiggenin i¢indeyse bu uzaklik zk+++3 dan daha
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az olur. Benzer iglemler diger adimlar i¢inde devam ettirilirse

0, a;=a,

1, d.d.

olmak tizere A ile §Uuk N ggo noktalar1 arasindaki en kisa uzaklik

1 m2—1 SO 1 m3—1 (p 1 mr+1—1 (p
:W+ 2i+t+§ 2z’+t+"'+§ it
i=k+2 i=mso =My,

A//

olarak bulunur. Eger
min{i| a; # 0,a; # ag, i > k+2} =0

ise A ile §aak N ‘§00 noktalar1 arasindaki en kisa uzakligin hesabi i¢in her adimda
en kisa yollarin gegtigi ilgili alt tiggenlerin kenar uzunluklar: eklenir. Bu durumda
it =k+2 k+3,k+4,...olmak lizere p; = 1 olarak elde edilir.

iii) a,b ve ¢ durumlarinda kesinlikle bilinen a, = agy1 dir. Dolayisiyla A ile
(§0ak N ggo) noktalar1 arasindaki en kisa uzaklik icin {i¢ farkli se¢enek vardir. Yani,
a; # ay ve a; € {0,1,2,3} olmak {izere en kisa yollar (g,mkak N ggakal) noktasmdan
geger. (gaakak N ggakal) ve (.§aak N go()) noktalar1 arasindaki en kisa uzaklik »+—ﬂﬂ
olduguna dikkat edilmelidir. Eger a;, = api1 = apyo ise en kisa yol (gaakukuk N
ggakakal) noktasindan gecer. Boylece (ggakak ﬂggakal) ile (:S'vgakakak N goakakaz) arasin-
daki en kisa uzaklik 2k+++2 olur.

Eger a9 = as # ay ise yine iki farkli durum vardir ve en kisa yol (gaakak ﬁgmkas)
veya (ggakak N §Uak0) noktalarindan birinden geger. En kisa yollarin gectigi ve ek bir
uzunluk tiretmedigi yerlerde s indeksi noktalarin sayisini azaltir. Buna ek olarak,
aj ve 0 dan farkli ve ¢ > s olacak sekilde ilk a, terimi en kisa yolun hangi noktadan
gececegini belirler. Eger a, = a, ise en kisa yol (ggakak N §[mka5) noktasindan gecer
veya a, # ag ise (ggakak N ggako) noktasindan gecer. Benzer sekilde r indeksi en kisa
yollarin gectigi noktalar: belirler ve ek bir uzunluk olugturmaz. Genel durumda,
g = Qg1 = Qgpo = -+ = as_1 # as # 0(s > k + 1) benzer yol takip edilir. M

kiimesi bostan farkl kiime olarak alinirsa A ile (gmk N 500) noktalar1 arasindaki en
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kisa yollarin uzunlugu

r=min{i| a; #0,a; # ay,i > s}

olmak {izere ¢ # s i¢in

0, a;,=a,
Pi =
1, d.d.
ve 1 = s ise pg = 0 iken
1 mi1—1 o; 1 mo—1 o; 1 Mp41—1 0
123 - - 1 - KA L _ KA
A" = k41 + Qi+t + 2 Qi+t + + or Qi+t
i=k+2 i=m1 i=my,

olarak hesaplanir. Eger,

{ila; #0,a; # ag, 1 > k+2} =10

ise i # s i¢in p; = 1 ve i = s igin p; = 0 elde edilir.

apro = as = 0 olsun. Oncelikle, A ile (§gak N 50.0) noktalar1 arasindaki en kisa

yollar A ile (gaakak ﬂggako) noktasindan geger. (§Uakﬂ§00) noktasi ile (§Uakakﬁ§0ak0)

noktasi arasindaki en kisa uzakhgin 2k+++1 oldugu agikardir. Ancak hala iki farkh

segenek vardir ve en kisa yol a; # ay ve a; € {1,2,3} olmak {izere (ggakakoﬂgmkakal)

noktasindan geger. (ggakako N ggakakal) ile (ggakak N §gakg) noktalar1 arasindaki en

kisa uzaklik 2k+++3 olur. Bu durumda, a;, ve 0 dan farkli ve ¢ > s i¢in ilk a, terimi en

kisa yolun hangi noktadan gececegini belirler. Boylece en kisa yol (S’/Uakako ﬂgaakakar)

noktasindan ge¢melidir. Buna ek olarak, r indeksi en kisa yolun gegtigi noktayi

belirler ve ek bir uzunluk olugturmaz. Bu durum genellegtirilirse,ar, = agpy1 = aro =

e =agy veas=0(s>k+1)iken i # s i¢in
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ve i = 5 i¢in g = % olmak iizere

mi—1 mg 1 myp1—1

1 Pi
A" = 2k+t+1 + Z 2@+t Z 2z+t o 2r oite +-

i=mj i=m,

elde edilir . Eger,
{i| a; #0,a; # ax, 1 >k+2} =10

ise ¢ # s igin ¢; = 1 ve i = s igin @y = % olarak hesaplanir. a;p = a1 =
Gpyo = --- durumunda, her adimda en kisa yolun gegtigi alt {iggenin kenar uzunlugu
eklenmelidir. Dolaywsiyla i =k + 2,k 4+ 3,... icin ¢; = 1 elde edilir. O

Ornek 4.8. A noktasinin kod temsili 1023111 . .. ve B noktasinin kod temsili 200333 . . .
olmak tizere bu iki nokta arasindaki en kusa uzakhk bulunsun. Oncelikle k = min{i|a; #
bi} ve a; # by oldugundan k = 1 olarak elde edilir. Ayrica {i|a; =b; =0,i < k} =10

oldugundan t = 0 olur. Buna ek olarak,
M={i+1a;=0,i>1} = {3}

L={i+1]b;=0i>1}={3,4}

olup my = 3,1y = 3 ve ly = 4 olarak bulunur. a; # 0 # by oldugundan 1.Durum-
daki yollar gegerli olur. Bdylece gaak N §Ubk dan gecen yollar i¢in ilgili formdiiller

kullanilarak asagidaki hesaplamalar yapilur.

A_1+1 0+1+1+1+1+ _1+1_5
92 9\ 923 94 95 T 96 1 9T - N

B_1+11+1 1+ N _1+1+1_11
92 993 0 92 (94 T 95 96 S92 94 95 39

Boylece gak N gbk noktasindan gegen en kisa yollarin uzunlugu

5 11 21
A+B= 63273

olur (Bkz. Sekil 4.16’da mavi yol). ¢, = 3 i¢in (5% NS, )(Sy, N gck) noktasindan
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gecen en kisa yollar ile ilgili formiiller kullamilarak asagidaki hesaplamalar yapalor:

A,_1+1 1+0+1+1+1+ _1+1+1_11
922 9\ 23 24 925 96 1 o7 922 0 94 925 39

B 1 11 1(0 0 0 >=1 1 5

22 T 595 T o

a P T T ) T E T T

24 25 0 26

Biévylece, (gak N gck)(g'bk N gck) noktasindan gecen en kisa yollarin uzunlugu

I 1 11 5 37

s B=_-4-—3 2 2

2 A+ 2 i 32 * 16 32
olur (Bkz. Sekil 4.16°da sary yol). A" ve B" nii hesaplamak i¢in r, siraswyla 3 ve 4
olarak alinvr. Bu durumda a, = 2 ve b, = 3 olarak elde edilir. (gak N §0) (§bk N §0)

gegen en kisa yol i¢in verilen ilgili formailden,

1 A &Y a
22+“4 +B _22+16+16_8

olarak bulunur (Bkz. Sekil 4.16°da kirmazu yol).

21
d(A,B) = min{—, 3—7, E} = 5
32 328 8

olup, en kisa yol kirmaze ile gosterilmastir.

§n8, 4 v 5,18,

Sekil 4.16. A ile B noktalar arasindaki 1.durumda belirtilen noktalardan gegen bazi kisa
yollar
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5. EKLI SIERPINSKI UCGENI UZERINDE BAZI GEOMETRIK OZEL-
LIKLER VE TOPOLOJIiK KOD KUMELERI

5.1. EKkli Sierpinski Ucgenin Baz1 Geometrik Ozellikleri

a;, bi,c; € {0,1,2,3} ve 0 = ajay . .. ap_1 olmak tizere A, B ve C' noktalarmin kod
temsilleri sirasiyla ocagagi1akio ..., 0bpbpi1bpia ..., OCKLCLL1Crya ... Olsun. Ayrica A
noktasi S, nm bir koge noktasi ise kod temsili ay € {1, 2,3} olmak iizere cagayay . . .

olur.

Onerme 5.1. A ve B §U tzerinde keyfi noktalar olsun. Bu durumda d(A, B) <

s olur. Ayrica, eger ar = 0 veya by = 0 ise d(A, B) < gir olur.

Kamt. ap # 0 ve by # 0 olmak tizere A ve B, gg tizerinde keyfi iki nokta olsun. A+B
maksimum degerini elde etmek i¢in ax # by vei = k+1,k+2...i¢ina; = 5, = 1 ve
M = L = () olmahdir. 1.Durum gaak N ggbk noktasindan gecen en kisa yol i¢in olan

formiil kullamlarak A + B = 7 + # = QH% olarak bulunur. Boylece Teorem

4.7deki ilk formiilden

. 1 1 1 ,
d(A, B) = mln{m, okTt + A + B, pYaeaE) + A" + B }
olup d(A, B) < g elde edilir.
ar # 0 ve b, = 0 olsun (Diger durumlar benzer sekilde yapilr). A” + B toplammin
maksimum degerini elde etmek i¢in ay # b vei = k+1,k+2...1i¢in p; = 5; =1 ve
M = L = () olmahdir. A” nin maksimum degeri i¢cin 1.Durum (ggakﬂggo)(ggbkﬂggo)

dogrusundan gegen en kisa yol igin 3-¢ de verilen formiil kullanilarak

o0

1 1 1 1 1

" __ _ _

A= Qk+t+1 t Z Qi+t Qk+t+l + Qk+t+1  Qk+t
i=k+2

clde edilir. 2.Durum da 500 N §Gbk noktasindan gegen en kisa yol igin verilen for-

milden

1 1 1
SB=5 2. =g
i=k+2

olarak hesaplanir. Boylece A"+ 3B = 57 + 575 = zeor olarak bulunur. Bdylece
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Teorem 4.7’deki ilk formiilden

. 3 1 1 1
d(A,B) :’NL’LTL{W,W—FﬁB,—F.AI 2k+t+1 +A+C}
olup d(A, B) < # elde edilir. O

Yardimci Teorem 5.2. A gg nmin bir kose noktast ve B §U mn keyft bir noktas:
olsun. Bu durumda A ile B noktalarimn kod gosterimleri , ap € {1,2,3} , b; €
{0,1,2,3} ve ay # by olmak dizere siraswyla oagagay . .. ve obpbgi1bgia . .. olsun.
a)Eger by, # 0 ise d(A, B) = A+ B dir.

b)Eger by = 0 ise d(A, B) = A" + 1B dir.

Kamit. a) Onerme 5.1.’den d(A, B) < 5= oldugu bilinmektedir. Ayrica i = k +
1,k+2,...icin a; = ax oldugundan ~; = 1 olarak elde edilir. Boylece

=~ 1 1
/ —_— —
A= Z Qi+t — Okt
i=k+1
olarak hesaplanir ve
1 , , 1 1 ‘s (A
2k+t+"4+B 2k+t+2k+t+8 2k+t1+B—d( , B)
olur.Ayrica
1
— " __
A= Z 21+t T okt = A" = Qk+t+1 + 22+t
i=k+1 i=k+2

elde edilir. Simdi sirasiyla kargilagtirma yaparak B ve B” hesaplansin. by, = ag

oldugu kabul edilsin. Bu durumda (1 = 0 olur. Béylece

l1—1 lz 1 lp+1 1

1
B= Z 2z+t Z 21+t Z 21+t = 2k+t+l
1=k+2 1=[ i=lp
ve
B < ]' + B/l
= ok+t+1

olur. Sonuc olarak, A+ B < 2k+++1 + A" + B” elde edilir. by 1 = 0 ve byyq = by
icinde benzer durumlar gegerlidir. Eger by = ¢ ise A+ B = 57 + A" + B” olur.
Ciinkii, by, ay ya esit olup ¢ = k+2,k+ 3,k + 4, ... icin §; = 0; olur.
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b) Onerme 5.1."den A” + 1B < st oldugu bilinmektedir. Ayrica i = k+ 1,k +
2,k+3,k+4,...i¢in a; = 7 olur. Bu durumda A = A’ = 7 olur. Bu ise

1 , , 3 1 3
2k+1‘+1 + A + B - 2k’+1‘+1 ve 2k+f+1 + A + C - 2k+t+1
oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanmig olur. O

Onerme 5.3. A, B ve C, gg mn kose noktalary olsun. Eger X gg nin keyfi bir

noktasy ise
1

olur.

Kamit. i = k,k+1,k+ 2,k +3,...i¢in x; € {0,1,2,3} olmak tizere X noktasinin
kod temsili oxprp 125y ... olsun. xp = 0 ve xp # 0 olmak iizere iki farkli durum
vardir. Ilk durum icin ispat yapilacaktir (diger durum benzer gekilde yapilir). A,
BveC S, nn kose noktalar: oldugundan Yardimer Teorem 5.2.-(b) kullanilir. A,
B ve C noktalar i¢cin ¢ = k+ 1,k + 2,k + 3,... i¢in a; = ax, b; = by ve ¢; = ¢
oldugundan d(A, X),d(B, X) ve d(C, X) deki her bir A", 54+ degerine esittir. Bu
li¢ uzaklik toplanirsa 525 elde edilir. Simdi, d(A, X),d(B,X) ve d(C, X) deki B
degerlerini hesaplayalim. xp,q in ay, by, cx ve 0 degerlerinden birini alacag: aciktir.
i > k+ 1 olsun. Eger x; = 0 ise d(A, X),d(B, X) ve d(C, X) deki her bir B nin
hesabinda f; = 1 olur. Eger z; = a;, ise d(A, X) i¢in B nin hesabinda f; = 0 ve
her bir d(B, X) ve d(C, X) i¢in B nin hesabinda ; = 1 olarak aliir. Boylece, eger
x; # 01ise d(A, X),d(B,X) ve d(C, X) i¢in B nin hesabinda bir tane 3; = 0 olup,
diger iki f; = 1 olarak bulunur. Boylece, her durumda d(A, X), d(B, X) ve d(C, X)
i¢in B degerlerinin toplami

1,1 1 1
5(2k+t + Ok+t+1 + Qk-+t+2

formuna donitigiir ve

3 1 1
d(A,X) +d(B.X) + d(C. X) = 5 + 5o = s

elde edilir. O
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A it

Sekil 5.1. X noktasine siraswyla A, B, C kése noktalarina olan en kisa yollarin bazilar:

Uyarn 5.4. C noktasimin kod temsili 000 - - - olsun. Sekil 3.1°de verilen TO baslangi¢

kiimesi i¢in C' noktasy Ty wn agirlk merkezi olur.

Onerme 5.5. g(, nin kose noktalary ile kod temsili o000 ... olan nokta arasindak:

uzaklk W olur.

Kanit. A | 50 nin koge noktasi olmak tizere a, € {1,2,3} i¢gin A nin kod temsili
oagagay ... dir. A ile bu nokta arasindaki en kisa uzakligi bulmak i¢in Yardimci

Teorem 5.2. ’de verilen d(A, B) = A" + %B formiiliinti kullanilmahdir. ay = a1 =

agyo = ... oldugundan A” agagidaki gibi hesaplanir:
1 =1 1 1 1
"o _ —
A= ok+t+1 T i_zk;Q Qi+t Ok+t+1 + ok+t+1 9kt

Ayricat=k+1,k+2,k+3,...icin 8; =1 ve [; = i + 1 oldugundan %B asagidaki
gibi hesaplanir:

) PR k42 1 htril
58 = 5(2 z+t _Z 2H—t 2r Z 2z’+t+"'>
i=k+2 i=k+r+1
1 1 1 1 1 1
- 2(2k+t+1+§2k+t+2+"'+§w+"'>
1 1 1 1
:2MHO+%+?+%+ )
11
T 3ok
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Boylece

1 1 11 1 1
(A, B) = A" + 58 = okt - 39ktt  3oktt 2
elde edilir. O
¢
&
X
A i

Sekil 5.2. ¢000... noktasiny swraswyla A, B,C kdse noktalarna olan en kisa yollarin
bazilar

5.2. Ekli Sierpinski Ucgenin Baz1 Acik ve Kapali Kiimelerin Kod Temsili

ile Gosterimi

Bu boliimde, Ekli Sierpinski {i¢geni tizerinde tanimlanan igsel metrik formiilii
kullamlarak bazi ilging kapali kiimeler ve yuvar yiizeyleri (¢cemberleri) kodlar ile

ifade edilecektir.

Teorem 5.6. P, () ve R kod temsilleri sirasiyla 111..., 222... ve 333... olan S mn
kdse noktalar: olsunlar. Bu durumda, P, R, () merkezli Zn—l_l yarigcapl yuvar yizeylers
(n=1,2,3,...) swraswyla,

1
271,—1

) — (111 1% Tn1Tgs - |Tnss € {2,3),0=0,1,2,3,...}

1
S(Q, 2n_1) — (292 20n@n 1Ty |t € {1,310 =0,1,2,3,.. .}

1 |
S(R, F) = (333,30 dni1Tag- - |Taps € {1,210 = 0,1,2,3,...}

kod Ektimeleri ile belirlenir.
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Kanut. P noktasim kod temsili 111... dir. d(X,111...) = = i saglayan X € S
noktalarinin z; € {0,1,2,3} igin 2123, ... 12, Tpy1 - . . Olacak sekilde kod temsilleri
aragtirilacaktir. Agik olarak ilk n — 2 terim birbirine kesinlikle egit olmahdir. Yani

1=1,2,3,...,n— 2 i¢in z; = 1 olmahdir. Boylece;
X=111... ey 12pTpyy - ..

olarak elde edilir. Eger x,_1 # 1 ve x,,_1 € {2,3} ise;

Bi 1 1 1 1
Z _‘ E_Q_n+2n+l+2n+2+”._2nfl
1=n
elde edilir.
o0 [e.9]
d(X,111...) _; T n§+ & = 7
olacagindan
%y
— 2t
=n
olmahdir. Buise i =n,n+1,n+2,--- i¢in x; = 1 olmasi durumunda gergeklegir.

Bu esitligi saglayan X € S nin kod sunumlar Zn_1 # 1 olmasi durumunda (n > 2)
X e{111...211...,111...311.. }

olmalidir.

Tn_o # 1 olamayacagina dikkat edilmelidir. Eger olsaydi

1 1 1 1 1
B_Z 9i  on-1 +2n+2n+1+”'_2n—2

171,1 1= 1

olup d(X,111...) > 5 olurdu.
i=1,2,3,...,n—1igin z; = 1 ve x,, # 1 ve x,, € {2, 3} ise;

l\DlQ

—~ 1 1 1 1
Z 2_ 2n+1 2n+2+2n+3+“._2_n

5= 3§
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olur.

o; + o, 1 1
dX 111 ) = Y = > 5 T3 = 3
i=n+1 i=n-+1
olup buradan da
[ee]
ai__ 1

Z 5 - 2n—1

i=n+1
elde edilir. Bu durumise i =n+ 1,n+2,n+ 3,... i¢in x; # 1 olmasit durumunda
miimkiindiir.
Boylece

X e{lll...xprp1Tpyo... |z €{2,3}i=nn+1,n+2,...}

olmasi demektir.

i=1,2,3,....,n—2i¢in z; =1 ve z,,_1 = 0 ise (n > 2)
1 1
d(X,111..)=A +§B
formiili ile hesaplanir. A ve X in kod temsilleri sirasiyla
A=111...111...

X =111... 10z, 2p11Tnis - -

oldugundan dolay1

1 =1 1 1 1 1
,/ f— —_— T — “ e
A" = on—+1 + Z 9i - on + 2n+l+ on+2 + - on—1
1=n+1

ve buradan da

1 1 1 1
dX,111---)=A"+ =B = B= —_
( )=A +2 o1 —|—2 =

olarak hesaplanir. Bdylece, %B = 0 olmaldir. Buisetz=n,n+1,n+2,n+3,---

i¢cin z; = 1 durumunda gergeklegir. Sonug olarak, d(X,111...) = 27% i saglayan

X noktasinin kod temsillerinden biri 111...1011... olur. ¢ =1,2,3,...,n — 1 i¢in
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1 1 1 1 1 1
n __ IR —
AT = on+1 * Z 2 2n+1+ on+2 * on+3 T = on
1=n-+2
oldugundan,
1 1 1 1
d X 1].1 o) = " — = — — =
(X, )=A +28 2n+28 5o

elde edilir. Yani, %B = ﬁ olmahdir. Buisei =n,n+1,n+2,n+3,...i¢in x; # 1
olsa bile

f: 1_ L

, 2 n

1=n+1
olup, bu esitligin saglanmasi imkansizdir. Boylece, kod temsilleri 11...1011...,11...1211...
ve111...1311... olan noktalarin farkli kod temsilleri sirasiyla 11...11233...,11...11222. ..
ve 111...11333... oldugundan,
11...1011...,11...1211...,111...1311... € {111 ... Zp@ps1Tnsa - - - |Tnsi € {2,3},

i=0,1,2,...} elde edilir ve sonug olarak
1 ‘
5(111 L F> = {111.. 12pTni1Znss - - - [Tnei € {2,3),i = 0,1,2, ...}

olarak hesaplanir. Diger durumlarda, benzer sekilde yapilacagindan ispat tamam-

lanir.

P \ e p

Sekil 5.3. Swraswyla P, Q, R merkezli Qn%l yaricapl yuvar yuzeyleri (n =1,2,3)

Sonug 5.7. P, Q) ve R kod temsilleri siraswyla 111..., 222... ve 333 ... olan S nm

kdse noktalar: olsunlar. Bu durumda, P, R, () merkezli Qn—l,l yarigcapl kapaly diskler
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(n=1,2,3,...) suraswyla,

1 .
D(P, 2n—1> = (111.. 1eptpirnes . Jonei € {0,1,2,3}, = 0,1,2,3,...}

1
D(Q, ) = {222... 20T pp1Tpss - |Tags € {0,1,2,3},6=0,1,2,3,...}

n—1

\)

Znes €{0,1,2,3},i=0,1,2,3,...}

Sekil 5.4. P merkezli 2%1 yarigapl kapal yuwvarlarin = 1,2,3)

O

Yardimci Teorem 5.8. a; € {0,1,2,3} ve ar # 0 olmak tizere A | §0 nin kod
temsili capag1agso - - . olan keyfi bir noktast ve O, S’;, nin kod temsili o000 . .. olan

noktasy olsun. Bu durumda d(A, B) = A" + 1B olur.
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Kanat. Acgik olarak, 2.Durumda verilen formiiller kullanilarak,

%B:%B’zc* — 1( L 11 +1L+-~)

9 \ 9k+t+1 T 9 ok+t+2 | 92 ok+t+3

! 111 1
S gmm Myt T ) T

elde edilir. Ayrica, 1. Durum (gaak N §gbk)(§abk N ggo) dogru parcasindan gecen en
kisa yol i¢in verilen her kogulda i = k+ 2,k + 3,k + 4, ... i¢gin ¢; = 1 olsa bile A"

niin maksimum degeri;

1 1 1 1 1

T oktit2 + ok+t+3 + ok+t+4 + 9k+t+5 +...= ok+i+1

A//

olarak hesaplanir. Boylece,

1 1 1 1 1
" / / "
A +§B§—2k+t+l+A +§B ve A +§B§—2k+t+1+A+C

olup, istenilen elde edilir. O

Teorem 5.9. O,, S mn kod temsili o000 ... olan noktast olsun. Bu durumda, O,

merkezli 2n+++k + 32—}€+f yaricaply yuvar yuzeylery; n = 0 i¢in,

1 1
S(OU,W+W) = {o111...,0222...,0333.. .}

n =1 i¢in, Ty # Tr1 ve T # 0 F# 11 olmak tzere

1 1 .
S(OU, ikt + 3'2k+t> = {O’l’kl'k+1fﬂk+2flik+3 e |5Ek+7; & {{I,'k, Ik+1}, 1= 2, 3, .. }

U{oxp0zgxy ... | o1 # 0}

n=2,3,4,...i¢in, T # Tpy1, Tk # 0 F Tpyp1 ve x, # T, ve z, # x, olmak iizere
1 1 .
S(Om trkin + 3.2;@“) = {012k 3Thra - | Tprs € {Tp 2pa } 0= 3,4, .}

Kanait. Oncelikle, n = 0 icin, O, merkezli 2,5% + T}Ht yarigapli yuvar yiizeyinin kod
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kiimesini belirleyelim.
X = OLpLp41Lg+2 - - - Lp—1LpLp4q - - -

O, = 0000...000...

olsun. Yardimci Teorem 5.8 ’den, X ve O, noktalar1 arasindaki en kisa yollarin

uzunlugu

d(X,0,) = A"+ %B

formiilii ile hesaplanir.

1 1/ 1 1 1 1 1 1 1
5B = 5 + - + + +...

Ok+t+1 T 9 Ok+t+2 | 92 9k+t+3 | 93 Ok+t+4
_ 1 1 1 1 1
oldugundan dolayn,
1 1 1

1
T/ oA _
d(X,0,)=A +§B_A +3.2k+t—2t+k+3.2k+t

den
B 1
T ot+k

1z

elde edilir. Bu esitligi elde etmek icin, metrik formiiliinde 1.Durum (gmkﬂggbk)(ggbkﬂ
ga'O) dogru parcasindan gegen en kisa yoldaki 1 ve 2 kosullarini kullanmak imkan-
sizadir ve sadece bu esitlik 1.Durum (gmk N §Ubk)(§abk N §UO) dogru parcasimdan
gecen en kisa yol 3-c¢ kogulu ile saglanir. Yani; ¢ = k,k+ 1,k +2,... igin p; = 1

olmasi ile miimkiindiir. Bu ise z; € {1,2,3} iken zp= 2441 = ... = Ty = ...

olmasi ile miimkiindiir. Boylece,

1

(O, g + 5) = {o111...,0222... 0333 }

olur.

Simdi, n = 1 i¢in, O, merkezli 2t+++l + 32—}€+t yaricapli yuvar yiizeyinin kod kiimesini
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belirlenecektir. Yarigapin toplamdaki ﬁlm degeri degismediginden ilk duruma ben-

zer iglemler yapilarak,
1
- +k+1

A//

elde edilir. 1.Durum (Simk N gabk)(gabk N gaO) dogru parcasindan gecen en kisa yol
lde,i=k+2k+3,k+4,...1cin ¢; =1 ve M = () olmasi ile miimkiindiir. Yani;
T F Tpy1, T 7 0 F Tpy1 Ve T, 7 T, Ve T, 7é$k+1 olmak tlizere, i = k+ 2,k +3,...

i¢in z; # z,, olmasim gerektirir. Béylece;

X e {U$k$k+1$k+2xk+3 N |xk+i € Ty, $k+1},’i =2,3,.. }

elde edilir.
1
3 2t+k+1

A//

egitligi 1.Durum (ggak N ggbk)(ggbk N go‘()) dogru parcasindan gecen en kisa yol i¢in
(2 de) ise xg+1 = 0 olmak tizere i = k+2,k+3,k+4,...i¢in ¢; = 1 ve M = {k+2}
olmasi ile miimkiindiir. Buise ¢« = k+ 2,k + 3,... i¢in z; = x;, olmasini gerektirir.
Boylece,

X € {oxp0zpxy ... |z € {1,2,3}}

olur.

1
T ikl

A//
esitligi 1.Durum (gaak N §Ubk)(§0'bk N ggg) dogru parcasindan gegen en kisa yol 3 de
sadece a kogulunda saglanabilir. ¢ = k+2,k+ 3, k+4, ... i¢in ¢; = 0 olmas1 gerekir.
Boylece, x, = xp 1 olmak lizere, i = k + 2,k + 3,... i¢gin x; = Ty 9, (Tpio # 1) Ve

Tra # 0)

X € {oxpapTrpoTppoliro - .. |Th, Tpyo € {1,2,3}}

olur (bu kiimede bulunan noktalarin kod temsillerinin 1.Durum (S’;ak N gabk)(gabk N
§O—Q) dogru parcasindan gecen en kisa yol 1 de elde edilen kiimedeki noktalarin

farkli kod temsilleridir) yada — api3 # Tito2, Thes # T Ve Xpys # 0, (0o # xp Ve
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Zpyo # 0) olmak tizere , i = k+ 3,k + 4, ... igin x; = 2,3 elde edilir. Boylece,
X € {O'iEkLIJkLI)k+211)k+3ZI)k+3ZIJk+3 - |ZL‘k, Th+2, Ly i3 € {1, 2, 3}}

elde edilir (bu kiimede bulunan noktalarin kod temsillerinin 1.Durum (gaakﬁgabk)(gabkﬂ

Sy0) dogru pargasindan gegen en kisa yol 2 de elde edilen kiimedeki noktalarin farkl

kod temsilleridir). Biitiin durumlardan elde edilen noktalarin kod temsilleri kiimesi,

1 1 .
S(OU, ikt + 3'2k+t> = {O’l’kl'k+1fﬂk+gflik+3 c |{Ek+7; S {{I,'k, ]Ik+1}, 1=2,3,.. }

U{oxiO0xgxy ... | xx # 0}

olarak elde edilir.

Son olarak, n = 2, 3,4, ... i¢in O, merkezli 2t+++n + 32—}€+t yaricapli yuvar yiizeyinin
kod kiimesini belirleyelim. Yarigcapin toplamdaki ﬁ degeri aym1 kaldigindan ilk
iki duruma benzer iglemler yapilarak,

1
4 2t+k‘+n

A//

elde edilir. 1.Durum (gaak N ggbk)(gabk N ggo) dogru parcasindan gecen en kisa yol
3 de A” degerinin hesabimda toplamin i¢inde 2t+—1k+1 oldugundan n > 2 i¢in buradaki
formiiller kullamilamaz. 1.Durum (g,mk N ggbk)(ggbk N ggo) dogru parcasindan gecen
en kisa yol 1 de bu esitligin saglanmasi, @0 =0vei=k+3,k+4,...1i¢in ¢; =1
olmas ile miimkiindiir. Yani; xy # g1, 2% # 0 # Tpy1 ve T, # 1, ve 1, # 1,
olmak tzere, xyio =x, ve © = k+ 3,k +4,... igin x; # x, olmasiu gerektirir.

Boylece;
X € {Uzkmk+1xu$k+3$k+4 L |xk+i € {ik, Ik+1},i =3.,4,.. }

elde edilir.
_ 1
T Ottktn

A//

esitligi 1.Durum (ggak N ggbk)(ggbk N ggg) dogru parcasimdan gecen en kisa yol 2 de

ise 41 = 0 olmak lizere 1 = k+2,k+3,k+4, ... i¢in ¢; = 0 olmasi ile miimkiindiir.
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Buisei=k+2 k+3,... i¢gin x; # x;, olmasi gerektirir. Boylece,
X € {0k 00p 10T pioTpsa - - - |Thio # Tpy g € {1,2,3}}

olur (bu kiimede bulunan noktalarin kod temsillerinin 1.Durum (ggak N ggbk)(gabk N

Sy0) dogru pargasindan gegen en kisa yol 1 de elde edilen kiimedeki noktalarin farkl

kod temsilleridir). Boylece, n = 2,3,4,... igin

1 1 )
S(OU, T + 3.2k+t) = {0tk 1 TpThi3Thia - - Ty € {Th. T },1 = 3,4, ...}

elde edilir ve ispat tamamlanir. O
R,
ot S‘ﬁi
N v

29
/oo N

S;;r'l -S‘\'d.! v

‘I:::b .O

=a

Sekil 5.5. O, merkezli 2n+++k + T}Ht yarigapl yuvar yiizeyler:
Sonug 5.10. O, merkezli 2n+++k + # yarigapl kapaly diskler;
n =0 i¢in,
1 1 , ~
D(O(77 W+W) ={orprp 1T 0Ty .- |Tes € {0,1,2,3},i=0,1,2,...} =5,

n =1 i¢in, T # Trr1 olmak tzere,

1 1 .
D(Og7 S0k + W) ={oxprp1TpoTras .. |TE; €{0,1,2,3},i=0,1,2,...}
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n=2,3,4,...i¢in Ty # Ty ve T, #F x, ve x, # . olmak izere

1 1

o 2t+k+n+3‘2k+t) = {O’:Ukiljk+1il)uil)k+3:l)k+4 e |Lk+1 € {0, 1,2, 3}, 1 =3,4,.. }

(o
U {O'OZIIk+1IIJk+2LL'k+3 S |Lk+1 S {0, 1,2, 3},& =1,2,3,.. }

kod kimeleri ile belirlenir.

Sekil 5.6. O, merkezli ve siraswyla 2n+++k + ﬁ yaricaph kapaly yuvarlar n =0,1,2,3

Teorem 5.11. A ; kod temsillerinden biri 0111 ... olan S mn bir noktasy olsun. Bu
durumda, A merkezli }n(n =1,2,3...) yarigapl yuvar yizeyleri,

n =1 i¢in

1
):{30333...,31333...,111...,21222...,20222...}

S(A,Z—n

U{23z324m5 ... |x; € {2,3},0=3,4,5,.. . }U{32z3z45 ... |7; € {2,3},i=3,4,5,...}
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n =2 i¢cin;
1
S(A, Q—n) = {10111...} U {132szqzs ... |z; € {1,3},i = 3,4,5,...}

U{12z3z425 ... |z; € {1,3},i = 3,4,5,.. . JU{0xy x3x45 ... |2; € {2,3},i=2,3,4,5,...}
n=3,4,5,... i¢in;

1
S(A, Q—n) = (13252025 |1 € {1,3),i = 3.4,5,.. . }U

{12$3$4$5 . |£E,’ € {1, 3},2 =3.4,5,.. }U{OIQ T3T4Ts5 . . . |ZL"L S {2, 3},Z =23, 4, 9,.. }

kod Eimeleri ile belirlenir.

£ AN

Sekil 5.7. 0111... merkezli 2% yarigapl yuvar yizeyleri (n = 1,2, 3)

Sonug 5.12. A ; kod temsillerinden biri 0111... olan S nn bir noktase olsun. Bu

L

se(n=1,2,3...) yargaph kapal yuvarlar,

durumda, A merkezli

n =1 icin;
D(A, 2%) ={rzox3...|2; €{0,1,2,3},i=1,2,3,...ve x1 =129 iken x; ¢ {1,2}}
n = 2 i¢cin,

D(A, 2%) = {Ozomyzy...| a5 € {0,1,2,3),i = 2,3,4,...}U
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{102z32425 ... Jx; € {0,1,2,3},i = 3,4,5, .. . JU{12z3z425 ... |z; € {0,1,2,3},i=3,4,5,...

U{13£L'3ZE4IL'5 R |£L'z S {0, 1,2, 3},2 =3,4,5,.. }

n=3,4,5,... i¢in;

1
D(A, z—n) — {0111 12520, . TpTpi1nss- .- |7i € {0,1,2,3}, i =2,3.4,.. . }U

{12333. .. zpxp 1 2ppe ... |2 € {0,1,2,3},i = 3,4,5,...}U
{1322z3z425 ... |z; € {0,1,2,3},i = 3,4,5,...}

kod kimeleri ile belirlenir.

Sekil 5.8. 0111 ... merkezli ZL" yarigapl kapalr yuvarlar (n = 1,2, 3)
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£ (6000 B8

-

-

Sekil 5.9. 001222 ... merkezli 2n+++k yarigapl yuvar yizeyleri (n = 0,1, 2, 3)

Sekil 5.10. 001222... merkezli 2n+++k yarigapl kapaly yuvarlar (n = 0,1,2,3)
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